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Resumo

Neste trabalho estudamos os espagos LP®)(Q) e WP (Q), bem como a exiténcia

de solucao fraca para problemas elipticos do tipo

_Ap(x)u = f(ZE,U),I €,
u € WHPE) (),

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado ou Q = RY; p(x) > 1 é uma fungao continua e

Ap(z) denota o operador p(x)—Laplaciano, o qual é definido por
Apyu = div(|VulP®=2Vy).

Usando técnicas variacionais, obtemos alguns resultados de existéncia de solucao para

os problemas em questao.



Abstract

In this work we study the spaces LP®(Q) and WP (Q), as well as existence of

weak solutions for elliptic problems of type

_Ap(x)u = f(ZE,U),I €,
u € WhHPE)(Q),

where 2 C RY is a bounded domain or € = R¥; p(z) > 1 is a continuous function and

Ap(z) denotes p(x)—Laplacian operator, wich is defined by
Apyu = div(|VulP@=2Vu).

Using variational techniques, we obtain some results of existence of solution for the

problems in question.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos os espagos de Lebesgue e Sobolev generalizados, bem
como problemas elipticos envolvendo o operador p(z)-laplaciano, em dominios limitados
e em RY. A importancia de estudar os espacos mencionados é que eles fornecem
a estrutura necesséaria para se resolver problemas elipticos com certas condi¢oes de
crescimento.

O principal objetivo neste trabalho é estudar a existéncia de solugao fraca para

problemas elipticos do tipo

_Ap(a:)u - f(:v,u),x €,
u € Whrl(Q),

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado ou Q = RY, p(x) > 1 é uma fungao continua e

Ap(z) denota o operador p(xz)—Laplaciano, o qual é definido por
Apyu = div(|Vu|PD 2 V).

Sobre a fungao assumiremos hipoteses ao longo do trabalho.
O operador p(z)-laplaciano surge em alguns problemas fisicos, por exemplo, em
teoria da elasticidade e mecéanica dos fluidos, mais precisamente, fluidos do tipo eletro-

reologicos (ver [8] e [23]), cuja equagao de movimento é dada por

0
s + divS(u) + (u-V)u+ Vr = f,

onde u : R3*!1 — R3 & a velocidade do fluido em um ponto do espaco-tempo, V =
(01, D9, 03) ¢ 0 operador gradiente, 7 : R3™! — R! ¢ a pressao, f : R3™! — R3 representa

1,1 .
forgas externas e o tensor stress S : W, — R?>™3 ¢ da forma

S(u)(z) = p(x)(1 + | Du(z)?)* 2 Du(x),
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onde Du = %(Vu +Vu®) é a parte simétrica do gradiente de u. Além disso, o operador
p(z)-laplaciano possui uma propriedade interessante: ele é nao-homogéneo quando a
funcao p é nao-constante. Como conseqiiéncia disso, temos algumas dificuldades, como
por exemplo: nao podemos usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange na maioria
dos problemas envolvendo esse operador.

Este trabalho é constituido de quatro capitulos e quatro apéndices.

No Capitulo 1 estudamos o espaco de Lebesgue generalizado, ou seja, o seguinte

espago
LPO(Q) = {u Q—R:ué mensurével,/ u(x)[P@dz < oo} ,
Q

onde 2 C RY ¢ um conjunto mensuravel e p € L>®(Q2), com p > 1. Neste Capitulo
demonstramos as principais propriedades desse espaco, tais como: completeza, refle-
xividade, separabilidade e densidade. Também demonstramos as propriedades béasicas
do operador de Nemytskii.

No Capitulo 2 fazemos um estudo semelhante ao do Capitulo 1, agora para o

espaco de Sobolev generalizado W'?(®)(Q), o qual ¢ definido por

W) (Q) = {u e 1P™(Q) : g—u e PD(Q),j=1,... >N} :
Ly

onde 2 C RY ¢ um dominio. Tal espaco ¢ essencial neste trabalho, pois ¢ sobre ele
que estudaremos a existéncia de solucio para os problemas em questdo. E importante

ainda observar que este espacgo pode ser escrito da seguinte forma
WheE(Q) = {u € LP(Q) 1 |Vu| € LF(Q)},

onde

vu:(au 8u. 8u).

Ox, Oxs’ 7 Oxn

Ainda neste capitulo, supondo €2 limitado, demonstramos alguns resultados de imersao,
entre eles um teorema tipo Sobolev e a Desigualdade de Poincaré, que serao de grande
utilidade nos capitulos seguintes.

Os Capitulos 1 e 2 sao baseados no artigo de Fan & Zhao [9].

No Capitulo 3 estudamos a existéncia de solucdo fraca em W," (m)(Q) para o
problema de Dirichlet
—Apu = f(z,u), = e,

u =0, x € 09,

(P)
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onde Q@ C RY ¢ um dominio limitado, p > 1, p € C(Q). Ainda neste capitulo, estu-
damos as propriedades do operador p(z)—laplaciano e obtemos alguns resultados de
existéncia de solugao para o problema (P), impondo certas condigdes de crescimento
sobre a funcao f.

O Capitulo 3 ¢ baseado no artigo de Fan & Zhang [10].

No Capitulo 4 estudamos a exiténcia de solugao fraca para a seguinte classe de

problemas elipticos quasilineares

—Apyu + uP@ = M@ g e RV,

(P)
u>0,u#0euc WHrE(RN),

onde A > 0 é um parametro e p,q : RV — R sao fun¢des mensuréaveis satisfazendo
algumas condic¢oes de crescimento.

Estudaremos dois tipos de comportamento para a func¢ao ¢ no infinito. No pri-
meiro, supondo ¢ constante no infinito, mostramos que o problema (P,) tem uma so-
lugao para todo A > 0. No segundo, supondo ¢ assintoticamente constante no infinito,
mostramos que o problema (Py) tem uma solugao para todo A > A, > 0.

Para o Capitulo 4 temos como referéncia o artigo de Alves & Souto [2].

No Apéndice A demonstramos que, para quaisquer z,y € RY, valem as seguin-

tes desigualdades

23-p

_|x_y|p7 sep>2
<|x|p_2$ —yPy, @~ y> > b |z — y|?

SR IO

As desigualdades acima sao importantes, pois através delas e do Teorema de Minty-

Browder, demonstrado no Apéndice B, concluiremos que o operador
L WEPO(@) — (W) ()
definido por
(L(u),v) = /Q |Vu P2V uVudz, para todos u,v € WhHP®(Q)

¢ um homeomorfismo. Tal propriedade seré 1til na busca de solucao fraca para o
problema (P).
No Apéndice B demonstramos o Teorema de Minty-Browder, que é um dos

resultados basicos da teoria dos operadores monotonos.
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No Apéndice C demonstramos o Teorema do Passo da Montanha, um resultado
fundamental neste trabalho, ja que estudamos problemas elipticos variacionais.
No Apéndice D enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao longo

da dissertagao.



Capitulo 1

O Espaco LP(®) (€2)

Neste capitulo estudaremos o espaco de Lebesgue generalizado LP®)(Q), o qual é

definido por
LPO(Q) = {u Q—R:ué mensuravel,/ |u(z)P@dz < oo} :
Q

onde 2 C RY ¢ um conjunto mensuravel e p € L>(2), com p > 1. Tal espago junta-
mente com espaco de Sobolev generalizado W) (Q), que sera estudado no capitulo 2,
desempenham um papel fundamental quando se estuda problemas elipticos variacionais

com certas condicoes de crescimento.

1.1 Definicoes e Resultados Basicos

Seja 2 C RY um conjunto mensuréavel. Considere o conjunto
LF(Q) ={ue L*(Q): infessu > 1}.
Para u € LP™®(Q) e p € LT(N2), definimos
pla) = | Jula) da,

p~ = infessp e pt = sup ess p.

A fungao p definida anteriormente é chamada de modular. Devido a sua importéncia,
a seguir demonstraremos alguns resultados envolvendo tal funcao, e que se mostrarao

luteis ao longo deste trabalho.
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Proposigao 1.1 Para todos u,v € LP®)(Q), tem-se

(a) p(u) =0 se e, somente se, u = 0
(b) p(=u) = p(u);

(c) p(tu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v), para todo t € [0,1], i.e., p € uma funcao
conveza.

(d) plu+v) <277 [p(u) + p(v)];
(e) Se A > 1, entdo
plu) < Ap(u) < N p(u) < p(hu) < W p(u),
ese) < \<1, temos

M plu) < p(hu) < N p(u) < Ap(u) < plu).

(f) Para cada u € LP™(Q)\ {0}, p(A\u) € uma fungdo crescente, continua e convera
em A € [0,00).

Demonstragao. Sejam u,v € LP®) ().
(a) Note que
pu) =0 < |u(z)P® =0, ¢.5. em Q < |u(z)] =0, ¢.5. em Q < u(z) =0, ¢.s. em .
(b) Segue da definigao de p.

¢) Note que a funcao ¢ : O x R — R dada por ¢(z,s) = |s[’® & convexa em R.
(c) q cao ¢ por ¢(,

Logo, pelas propriedades da integral de Lebesgue, concluimos que p é convexa.
(d) Note que
[u(z) + v(@) ") < 2 (ju(@)P + [o(z)"®), g.s. em Q.
Integrando a desigualdade acima, obtemos o resultado.
(e) Se A > 1, temos
w(z)[P@ < Mu(2)[P@ < NP7 u(2) P < [Du(z)]P®) < N (e p(”), q.s. em ).
|u(z)]
Se 0 < A < 1, temos
W ()P < ()P < N Ju(@) P < Au(@) PO < fu(@)P, g.s. em Q.

Integrando em ambos os casos as desigualdades acima, obtemos o resultado.
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(f) Sejam Aj, Ay € [0, 00), tais que A\; < Ay Fixando u € LP®)(Q2) \ {0}, temos
()P = PO < PPl = Dau(@)P, a5 em 0
Integrando esta desigualdade, obtemos
p(Au) < p(Azu).

Logo,

p(Au) é crescente em \ € [0, 00).
Mostremos a continuidade. Seja A, — A em [0, 00). Note que, g.s. em €2,
©n = [Apu(x)|P® é uma seqiiéncia crescente e @, — ¢ = [Au(z)[P@.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona temos
p(Anu) — p(Au).

Portanto, p(Au) ¢ continua em A € [0, 00).

Com relagdo & convexidade, note que a funcdo ¢(z,A) = |[Au(z)[P@ X > 0, é
convexa em A. Logo, pelas propriedades da integral de Lebesgue, concluimos que

p(Au) é convexa em A € [0, 00). |

Pelos itens (a), (b), (d) e (e) da Proposi¢ao 1.1, temos

Proposicao 1.2 LP®)(Q) é um espaco vetorial.
Nas demonstracoes seguintes, para cada u € LP(*)(Q) denotaremos

]uz{/\>0:p<§)§1}.

Note que I, é um intervalo da forma I, = (0,00) se u =0 e I, = [a,00),a > 0,
se u # 0. De fato, se u = 0 é imediato, pois neste caso p(0) = 0. Suponha que u # 0 e

seja a € I,. Dai, se A > a temos que

Assim,
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logo A € I,,. Portanto, I, ¢ um intervalo.

Agora observe que, para A > 0, a fungao
u
b= ()
F=rl5
é continua convexa decrescente. Além disso,
I, = f'(=o0,1] = f71(0,1].

Logo, I, = [aa OO), com a = f_l({l})

Vamos agora definir uma norma no espago LP(*)(Q), que sera denotada por ||||(.).
Proposicao 1.3 ||u||) = inf {)\ >0 :p (%) < 1} ¢ uma norma em LP(®)(Q).
Demonstragao. Sejam u,v € LP®(Q) e a € R. Devemos mostrar que

(0) |lullp) = 0,
@) [[ullpe) =0 & u =0,
(i) [|avullp@) = lal[ullp@),
(v) f[u+vllp@) < [ullpe) + [[0lp@)-
De fato,
(i) E imediato.

(ii) Se u =0, entao I, = (0,00). Logo, ||u||pw) = 0. Suponha agora que ||u||ym) = 0,
mas u # 0. Existe (\,) C (0, 1) tal que

A — 0 e p()\i)gl,VnGN

n

Logo,
1 p(z) 1
L>p (%) :/Q ()\—n> u(2) [P da > ()\—n) /Q |u(z) P d.
Sendo p(u) > 0, terfamos
u
P (—) — 400, quando n — 00,

uma contradi¢ao. Portanto, u = 0.
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(iii) Se a =0, o resultado ¢é imediato. Se o # 0, temos

ol [pe) = inf{A>o;p(%)g1}
= inf{|a\)\>0:p(§>§1}

= |af inf{)\>0:p<;) gl}

= lal[ullp)-

(iv) Defina o conjunto
C={ue LPO(Q) : plu) < 1}.
Observe que I, = {A>0:A"'u € C}. Sendo LP®(Q) um espaco vetorial e p
uma func¢ao convexa, temos que C' é convexo.
Denotando ||ul|p@) = a e ||v]|p@) = b, temos

U v
a+e b+e

€ C, para todo € > 0,

poisa+e€l,eb+ecl,.

Sendo C' convexo, temos

tu (1 —t)w
_'_
a+e b+e

e C, parat € [0, 1].

Em particular, se

a-+e€
t=—
a+ b+ 2e
temos
u—+v

— e (.

a+ b+ 2e
Dai,

a+b+ 2 € Iy,
Logo,
-+ vllptey < Nl oy + [ollo) + 2, para todo € > 0.

Portanto,

[+ vllp@) < [lullpe) + [0]lpe@),

o que conclui a demonstracao. |
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Proposigao 1.4 Se a fungao p(x) = p é constante, entao

- oy = 11+ Mlp

onde || - ||, € a norma usual do espago LP(§2), 1 < p < oo.

Demonstracgao. Se u = 0 é imediato. Suponha u # 0. Assim,
: u
|u|lpz) = 1nf{)\ >0:p <X) < 1}

1
- . p(z)
- 1nf{/\>0./ﬂ)\p(x)|u(x)| drx < 1}
) 1
= 1nf{)\>0.ﬁ||u||§ d:vgl}

= nf{A>0:|ull, <A}
= lull,
Proposigao 1.5 Seja u € LP@(Q) \ {0}. Entdo,

||u|[pz) = a se, e somente se, p (E) =1
a

Demonstragao.

(=) Seja ||u||pm) = a. Entao,

]u:[a,oo)ep<u> <1

a
Suponha que

(2 <
()

é continua convexa decrescente. Logo, existe d > 0 tal que

Para t > 0, a fungao

u
p(;) <1, parat € (a—d,a+9).

Assim, terfamos a — g € I,, que é um absurdo. Portanto,

p(2)-

(<). Seja p<g> = 1. Entdo, a € I,. Dai, ||u|[pm) < a. Suponha que ||ul|pm) < a.
a
Assim, existe \, € I, tal que

||qu(w) < /\O < a.



Logo,

um absurdo. Portanto, ||ul[pm) =

16

Proposicao 1.6 Seja u € LP"(Q). Entdo,

(1) ||ul|lp@) < 1(=1;> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;> 1);

(2) Se |lullp) > 1, entdo [[ullf ) < p(u) < [ull}

+

p() (@)’

~ + -
(3) Se ||ullpe) <1, entao [|ul[j,) < p(u) < [lul[5,).

Demonstracgao.

(1).

Seja u € LP®)(Q). Se u = 0 ¢ imediato. Suponha u # 0.

Que ||ul|p) = 1 & p(u) = 1, segue da Proposicao 1.5.

1

Se ||ul|p@) = a < 1, entdo 1 < —. Sendo p(Au) crescente em A € [0, 00), temos
a
plu) < p <§> <1

Se p(u) < 1, entao 1 € I,,. Logo, pela Proposicao 1.5, concluimos que ||u|,) < 1.

A prova da outra equivaléncia é similar.

. Seja ||ul|p) = a > 1. Entao,

p(2)-

1
Sendo — < 1, pelo item (e) da Proposigao 1.1 temos
a

1 u 1
a}Ter(u) <p (5) =1< a,ﬁﬂ(“)a

logo

lullp) < plu) < llule,)-

(3) E similar a (2). |

Proposigao 1.7 Seja (u,) C LP®(Q). Se u € LP@)(Q), entdo as sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

(1) lim [Jun — ully) = 0

(2) lim p(u, —u) = 0.

n—oo
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Demonstragao.

(1)=(2). Se lim ||u, — ul|p@) = 0, entao dado 0 < € < 1 existe n, € N tal que n > n,

implica
l|tn — ul[pa) < €< 1.
Logo,
p(un —u) < ||uy —ully,y <€ <e
Portanto,

lim p(u, —u) = 0.
(2)=(1). Se lim p(u, —u) = 0, entao dado 0 < € < 1 existe n, € N tal que n > n,
implica

p(u, —u) <t <e< 1.

Logo, pela Proposicao 1.6 temos
un — ullp@) <1,
sempre que n > n,. Dai, novamente pela Proposi¢ao 1.6,

fatn — wl[,

) < plup —u) < et para todo n > ny.

Portanto,

Tim fun = uf ) = 0.

1.2 Propriedades do Espaco L"")(Q)

Nesta se¢ao, demonstraremos as principais propriedades de Lp(x)(Q).

Teorema 1.8 LP®@)(Q) ¢ um espago de Banach.
Demonstragao. Seja (u,) C LP®) () uma seqiiéncia de Cauchy. Mostrando que (u,,)
possui uma subseqiiéncia convergente , demonstraremos o teorema.

Afirmagao: existe uma subseqiiéncia (ug) C (u,) tal que

1
| wrs1 — vk |p@) < ok bara todo k € N. (1.1)
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1
De fato, dado € = 5 existe n; € N tal que m,n > n; implica

I ooy < 2
U = Unllpe) < 5

1
Dado € = > existe no > ny tal que m,n > ny implica

Hum - uan(w) < 92

Em particular,

1

Hunz - ume(w) < 92"

1 . R
Dado € = % existe ng > ny tal que m,n > ng implica
[t — tn||p(y < 22
Em particular,

||U7L3 - um“p(w) < %

E assim por diante. Denote (uy, ) = (ug).

Mostraremos que (uy) é convergente. Defina a seqiiéncia nao-decrescente

’Un(l') = Z |uk’+1(x) - uk<x)|7 z €.
k=1
Entdo, (v,) C LP®(Q) e, por (1.1), temos
||vn||p@) < 1, para todo n € N.
Logo, pela Proposicao 1.6
/ [un (2)|P@dz < 1, para todo n € N. (1.2)
Q
Usando (1.2) e o Teorema da Convergéncia Monétona , existe v € LP(®)(Q) tal que
lim v,(x) =v(z),q.s. em Q. (1.3)

n—oo

Por outro lado, para m,n > 2 e x € {2, temos

[t (2) = un(2)] < Jum () = 2 (2)] + [t () = Una(2)] 4 - -

+ () = un(2)] < 0(@) = vpa (7). (1.4)
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Por (1.3) e (1.4), segue que para quase todo x € Q, {ux(z)} C R é uma seqiiéncia de

Cauchy , logo convergente, digamos

klim ug(z) = u(x),q.s. em Q. (1.5)
Resulta de (1.4) e (1.5) que
lug(x) —u(x)| <wv(z), para k > 2 e q.s. em €. (1.6)

Sendo v € LP®)(), entdo por (1.6) tem-se
u e LP(Q).
Desde que, por (1.5) e (1.6),
lup(z) — w(z)P@ — 0 e |up(z) — u(@)P@ < o(@)P@ q.s em Q,
entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim / () — u(z)P® = 0,
Q

k—o0
ou seja,
klim p(u, —u) = 0.

Portanto, pela Proposicao 1.7:
i [[ug — ully = 0.

concluindo a demonstracao. |

O resultado abaixo é um corolario da demonstragao do Teorema 1.8.

Teorema 1.9 Seja (u,) C LP@(Q) tal que u, — u. Entdo, existe uma subseqiiéncia

(un,) tal que
(a) up, (x)— u(z), ¢.s. em €
(b) |un, (2)|< h(x), para k >1,q.s. em Q, com h € LP@(Q).

Demonstragao.
(a). Como a seqiiéncia (u,) ¢ de Cauchy, existe uma subseqiiéncia (u,,) verificando

(1.1). Procedendo como na demonstragao do Teorema 1.8, concluimos de (1.5) que

lim u,, (z) = g(z), q.s. em € (1.7)

k—o0
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Além disso, por (1.6):
|tn, (x) — g(z)| < v(z), para todo k > 1,q.s. em €2, (1.8)
com v € LP®(Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada g € LP®)(Q) e

U, — g em LP@(Q).

Logo, u(x) = g(z), q.s. em Q. E usando (1.7), obtemos (a).
(b). Escolha h = g + v e aplique (1.8). |

Proposicao 1.10 (Desigualdade de Hdlder) Seja p~ > 1 e seja g € LL(R2) tal que

1 1
—— + —— =1, para todo x € ).
pz)  q(z)

Seu € LP@(Q) ev € LI®)(Q), entdo

/Q u(z)o(z)dz

+ U ) ||V () -
- g p(z) q(x)

Demonstragao. Sejam ||u||yz) = @ € [|v]|q2) = b. Pela desigualdade de Young, temos

J P gy g TC TG
o a b Q a b
p(z) q(@)
< / 1 |u(z) dx—i—/ 1 Jo(x) I
ap(x)| a o q(z)
p(z) q(x)
< L []u=) d:c+i/ CICH s
b Jal| a q Jal b
1 1
= -+t
p q
de onde segue o resultado. ]

Teorema 1.11 Se p~ > 1, entdo LP®)(Q) € um espaco reflexivo.
Demonstragao. Defina os conjuntos
Q_={zeQ:1<plx)<2}e QL ={xeQ:plx)>2}.

Observe que LP®)(Q) = LP@(Q,) @ LP® ().

Mostraremos que:
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(1) LP@(€,) é reflexivo;
(ii) LP@(Q_) é reflexivo,

e dai concluiremos que LP(*)(Q) é reflexivo, pois a soma direta de dois espacos de
Banach reflexivos é um espaco reflexivo.

Com efeito,

(i). Afirmagdao: LP@)(Q,) é uniformemente convexo. De fato, seja ¢ > 0 e sejam

u,v € LP@(Q,) tais que

ull o) <15 vl ) < 1 e lfu—v]|pew@,) > € (1.9)

Desde que p(z) > 2 em €, entdo pela 12 desigualdade de Clarkson (ver [5], pag. 59),

temos " "
u+ol" Ju—o|P 1 N
2 5 g(hﬂp )+ [u["®) | para x € Q. (1.10)
Integrando (1.10) em €2, e usando (1.9), obtemos

u—+v U —v

de/ —|u|p(”)dx+/ —oP@dr < 1. (1.11)
2 0, 2

p(z)
/ dr + /
Q4 Q4

Segue desta desigualdade que

p(z)
/ dx, /
Q4 QL

Usando agora a Proposicao 1.6 e (1.11) - (1.12), obtemos

u+v
2

dr < 1. (1.12)

P+ P+

u+v
2

uU—v
2

+
Lr®)(Qy)

<1 (1.13)
Lr(®)(Qy)

Sendo |[u — v|[p@) (q,) > € temos por (1.13) que

u+v
2

<1-9,
Lr(®)(Q24)

€\ P+ P%‘r
5=1-|1-(3) > 0.
2
Logo, LP(®)(€),) é uniformemente convexo, e portanto reflexivo pelo Teorema de Milman-

Pettis (ver |5], Teorema I11.29).
(ii). Seja ¢ € LT () tal que

onde

1
—— + —— =1, para todo x € Q.

1
p(x)  q()



Defina o operador linear

T: LP@(Q.) — (LI@(Q_))*
u r—><T(u),v>:/ u(z)v(z)de.

Pela desigualdade de Hélder (ver Proposigao 1.10), temos

(T'(w),0) | < Cllull o @yl [0l Lo @y

1 1
onde C' = (— + —_) . Dai,

||T(U)||(Lq<x)(g,))* < Cllull gy,
ou seja, 1" é continuo.
Seja ||u||p@) @y = a e considere a fungao

p(z)—1

u(z) sgnu(zx),z € _,

a
onde sgn € a fungao sinal, ou seja,

1, set>0,

sgnt =4 0, set=0,

—1, set <0.

Observe que

v, € L@ (Q_) e Vol | Lary 0y = 1.

Logo,
lull v @y < W@ (L ay)*-

De (1.14) e (1.15), obtemos

22

(1.14)

dz = a.

(1.15)

Hu||Lp(z)(Q_) < HT(u)H(Lq(z)(Q_))* < CHUHLF(I)(Q_), para todo u € LP(®) (Q_). (1.16)

De (1.16), segue que T é injetivo. Sendo T linear, entdo E = T'(LP® (_)) é um subes-

pago vetorial de (L®) (Q_))* Como LP(®) (_) é um espaco de Banach, concluimos de
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(1.16) que E & fechado. Como L%®) (Q_) ¢é reflexivo, por Brezis ( [5], Corolério I11.18)
(L‘J(“*’) (Q,))* é reflexivo. Logo, por Brezis ([5|, Proposigao I11.17), E é reflexivo. De

onde concluimos que L™ (Q_) é reflexivo. |

A seguir, demonstraremos o Teorema da Representacao de Riesz para o

espago LP(®)(Q)).

Teorema 1.12 Seja p~ > 1 e seja g € LY () tal que

1 1
—— 4+ —— =1, para todo x € Q).
p(x)  q(z)

Entdo, dado f € (LP®)(Q))* existe um tinico v € LI (Q) tal que
flv) = / u(x)v(z)dz, para todo u € LF®(Q).
0
Demonstracgao. Defina o operador linear

T: LY@(Q) — (LP@(Q))*
v — (T'(v),u) = / u(z)v(z)de.

Q
Procedendo como em (ii) da demonstrac¢ao do Teorema 1.11 concluimos que 7" é injetivo
e que B = T(L1®) () é um subespaco vetorial fechado de (LP(®())*.
Vamos mostrar que 1" é sobrejetivo. Sendo E fechado, basta mostrar que E é
denso em (LP(™)(Q))*.
Seja u € (LP®(Q))* = LP®)(Q) (pois LP@) () é reflexivo) tal que

(T(v),u) =0, para todo v € LI ().
Afirmagao: u = 0. De fato, considere a fungao
Vo) = |u(z)|PD " 2u(x), z € Q.
Observe que v, € L@ (Q). Logo,
/Q|u(x)\p(’“”)dx = /Qvo(:v)u(x)dx = (T'(v,),u) =0,

de onde concluimos que u = 0.
Por Brezis ([5], Corolério 1.8), temos que E ¢ denso em (LP(®)(Q))*. Dai, T é sobrejetivo,

e portanto um isomorfismo. |



24

No que segue, faremos sistemacamente a identificagao
(Lp(x)(Q))* - Lq(:c)(Q)'

Agora, abordaremos a questdo da densidade em LP(®)(().

Teorema 1.13 Seja Q C RY um conjunto aberto. Entao, o espago Co(Q) é denso em
LP@)(Q)).

Demonstragao. Sabemos que C,(Q2) é denso em L'(Q2). Suponha p(z) > 1 em Q. Por
Brezis (ver [5], Corolario 1.8 e sua Observacao 5) para demonstrarmos o teorema é

suficiente verificar que se v € L1®(Q) ¢é tal que
/ v(x)u(z)dr =0, para u € Cy(Q),
Q

entao v = 0.

Observe que, para todo compacto K C €2, usando a desigualdade de Young,

temos
1 a(x) 1 1
/ lv(x)| dx < / — dm—l—/ Jol@)I™ de < —|K|+ —_/ v(2)| " dz < oo.
K k P(@) k(@) p 7 Jk
Logo, v € L}, (). Pelo Lema de Du Bois-Reymond, v = 0. |

Teorema 1.14 Seja 2 C RY um conjunto aberto. Entdo, o espaco C°(Q) € denso
em LP@®)(Q).

Demonstragao. Seja u € LP@(Q). Pelo Teorema 1.13, dado n > 0 existe v € C,(£2)

tal que
Ui
= olley < 2. (117)
Por Adams ([1], Lema 2.18, itens (b) e (d)), para todo € > 0 temos
e = Jexv € C°(), se e < dist (supp v,00)
e
. — v uniformemente em supp v, quando € — 07, (1.18)

onde J. € C(Q) ¢ um mollifier (ver Adams [1], pag. 29) e

pe(r) = (Jexv)(x) = [ J(z—y)v(y)dy.

RN
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Por (1.18) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
plpe —v) = / e — v|PWda = / lpe — v|P®dr — 0, quando € — 0F.
Q supp v
Logo, pela Proposicao 1.7 temos
e = V| |p) < g, quando € — 0. (1.19)
Portanto, de (1.17) e (1.19),

+5 =

N3

n
[ = @ellp@) < [u = v|[p@) + |9 = V]|p@) < 3

quando ¢ — 07, concluindo a demonstracao. [ |

Teorema 1.15 Seja Q C RY um conjunto aberto. Entdo, o espago LP®(Q) é separd-

vel.

Demonstracao. Para cada n € N, defina
) 1
Q, = {$ € Q:dist (z,00) > —, |z| < n}
n

Observe que cada €, é um subconjunto compacto de €.
Seja P o conjunto de todos os polinémios de RY em R com coeficientes racionais

e defina
Pn:{xﬁnf:fEP},nGN,

onde xg ¢ a fungao caracteristica de (2,. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass P, ¢

[e.9]
denso em C(©,). Além disso, o conjunto P, = U P, é enumeravel.
n=1

Seja e > 0 pequeno e sejau € LP(*)(Q). Entdo, pelo Teorema 1.13 existe v € C,(Q)
tal que
lu = vl < 5
U — || p) < =.
p() 2
1 _
Se — < dist (supp v, 9f2), entao suppv C €2, e dai existe f € P, tal que
n

€a |-1/c
[0 = Flloe@y < 527 (1.20)
onde
ec=pt se|Q]<1;

ec=7p,se|Q,|>1
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Em qualquer situagao, usando (1.20) teremos

/ v — fP@dx —/ v — fIP@da < <
0 o8 2

Dai, pela Proposicao 1.6, obtemos

€
— z) < <.
v = fllp) 9
Logo,
€ €
u = fllp@) < = vllpe) + v = fllp@) < B + 576
i.e., P, ¢ denso em LP@(Q). Portanto, LP®)(Q) ¢ separavel. |

1.3 O Operador de Nemytskii

Nesta secao estudaremos o operador de Nemytskii entre os espacos LP@®)(Q)’s.
Sejam f : xR — R uma fungao de Carathéodory e Ny o operador de Nemytskii

definido por f, i.e, (Nyu)(x) = f(x,u(x)), para toda funcdo mensuravel u :  — R.

Teorema 1.16 Se N; : LP@(Q) — L1@(Q), entdo N; ¢ continuo, limitado e existem

uma constante b > 0 e uma fungdo nao-negativa a € LQ(“)(Q) tais que
|f(x,5)] < a(z) +b|sP@/9@)  para todos z € Q e s € R. (1.21)

Reciprocamente, se f satisfaz (1.21), entdo N; : [P (Q) — L4®)(Q)), e Ny é continuo

e limitado.

Demonstragao.
(=). Seja N; : LP@(Q) — LI@(Q). Suponha inicialmente que f(z,0) = 0. Assim,
devemos mostrar a continuidade de Ny em u = 0.

Seja (u,) C LP(Q) tal que u, — 0. Pela Proposigao (1.7), temos
lim | |u,(z)P®dz = 0. (1.22)
nmeeJa
Defina a funcao h: 2 x R — R por
h(z,s) = | f(a, sgn s|s/7E))[4®),

Para v € LY(Q), seja

(Nwv)(x) = h(z,v(x)) = |f(z, sgno(@)|v(a)[ 7)), (1.23)
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Desde que

sgnu(a)[v(x)| /7 € LP(Q),

usando a hipotese, temos Nyv € L'(Q), mostrando que
Ny : LNQ) — LY(Q).

Portanto, Nj, é continuo em v = 0 (ver [24], Teorema 19.1 e [11], Teorema 2.3).

Seja a seqiiéncia (v,) C L'(Q), definida por v, = sgn u,|u,[P™®. Dai, por (1.22)

lim |vp(z)|dz = lim / \un(x)|p(x) =0,
n—oo Q

n—oo 0

Sendo N}, continuo, obtemos

lim [ |(Nyv,)(x)|dz = 0.

n—oo QO

Logo, por (1.23),

lim [ |(Npen) (@) de = T [ (e, sgn (@)l () ) d

= lim [ |(Npv,)(x)|dz = 0.

n—oo Q

Portanto, pela Proposicao 1.7,
T [Nyt = 0,

mostrando a continuidade de Ny em u = 0.

No caso geral, se u € LP(*)(Q)), entdo basta considerar a funcio

g(x,8) = f(z,s +u(x)) = f(z, u(z)),

e observar que g(z,0) = 0.
Mostremos que N; é limitado. Seja B C LP(®)(Q)) um conjunto limitado. Ento,
existe r > 0 tal que

||u||p@) < 7, para todo u € B.

Dai, pela Proposicao 1.6, existe ¢ > 0 tal que

[ tutare <
Q
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Desde que
Ny LNQ) — LY(Q),

entdo NN, ¢ limitado (ver [24], Teorema 19.1 e [11], Teorema 2.3).

Observe que se u € B, entdo v = sgnul|u|P™ € L'(§2), pois

[1ewiir= [ oo <

Sendo NNV}, limitado, existe k& > 0 tal que

J I @I s = [ 13 (sgn 0@ 2) e <

Logo, pela Proposicao 1.6, N;(B) C L4@(Q) ¢ limitado.
Desde que N, : L'(2) — L'Y(Q), entdo existem uma constante b; > 0 e uma

fungao nao-negativa a; € L*(Q) (ver [24], Teorema 19.1 e [11], Teorema 2.4) tais que
[(Ny)(2)| < ay(x) + bi|v(z)], para v € L'(Q).
Seja u € LP@)(Q). Entdo, v = sgnulu[P® € L'(Q). Assim,
|(Npu) (@) = |(Ny) ()| < a1 (@) + by u(a) .
Sendo 1/¢(x) < 1, temos

|(Nyu)(2)] (a1(z) + b1|u(x)|p(x))1/q<ﬂf>

IN

IN

(ay(z)) /1) 4 p/ 1) gy () [P@)/a@)
< ale) + Hula) P,
onde a = a}/"™ € L1®)(Q) e b= b/ > 0, mostrando assim a desigualdade (1.21).

(«<). Suponha que existem uma constante b > 0 e uma fun¢ao ndo-negativa a €

L1®)(Q) tais que a desigualdade (1.21) seja vélida. Seja u € LP(®)(Q) e observe que

IN

(Npu) @) < Jae) + blu(a) /)

IN

2q(x)(|a(x)|q(r) + bq(’“")\u(x)v’(x))
< 297 |a(z)|9®) 4 207 pa@) |y () [P
Desde que a € L9@(Q), u € LP®(Q) e a funcdo b%®) & limitada, concluimos da tltima

desigualdade que
Nyu € L19(Q),
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mostrando que N; : LP@(Q) — L@ (Q). Procedendo como na primeira parte da

demonstracao, mostra-se que Ny é continuo e limitado. [

Corolario 1.17 Suponha que |Q| < oo e sejam p,q € LT (S2). Entdo
Lp(:c)(Q) C Lq(:c)(Q)

se, e somente se, q(x) < p(x), g.s. em Q. E neste caso, a imersao é continua.

Demonstragao.

(=). Suponha que LP@)(Q) C L@ (Q). Considere a funcio de Carathéodory

f: OxR —R

(r,5) +— f(x,s) =s.

Entao, pelo Teorema 1.16, existem uma constante b > 0 e uma fungao nao-negativa
a € L1®)(Q) tais que
Is| < a(z) + bls‘p(w)/q(w)_

Desta desigualdade, obtemos

|8|Q($) < 2q(z)(|a(x)|qtv)+bq(m)|s|p(w))

< 277 |a(x)|9®) + (20)7 | s, (1.24)

o que implica ¢(x) < p(z), q.s. em €, pois do contrario a desigualdade (1.24) nao seria
valida quando s — oo.

(«). Sem perda de generalidade, suponha ¢(z) < p(z) em Q. Seja u € LP@(Q) e
considere o conjunto

E={xe€Q:|u(z) <1}.

Temos

pe = [l czx—/ru Wz + [ Jue)| da
Ec

Bl + [ Ju(z)["™
EC
Q1+ [ Ju(z)P@de
EC
< Q[ + pp(u) < oo, (1.25)

IN

IN
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daf u € L1@(Q). Logo, LF@(Q) C L@ (Q).

Mostremos que a imersdao LP@®)(Q) «— L4®)(Q) & continua.
Afirmacéo: se ||ul|p@) < 1, entéo |Jullqwm) < [ + 1. (1.26)
De fato, seja u € LP(®)(Q) tal que ||ul|,) < 1. Segue de (1.25) e da Proposigao 1.6 que

pa(w) < [0 + pp(u) < [Qf + 1.

& (|n|u+1> :/

Novamente pela Proposigao 1.6,

Dai,
q(z) 1

u(@) dx < / lu(z) 1@ d < 1.
Q2 +1 Jq

Q] +1

— Y

q(z)

u
Q) +1
de onde segue a afirmacao.

Seja u € LP@(Q) e seja ||u||pw) = a # 0. Usando a afirmagao em (1.26) obtemos

Iz

< Q]+ 1.
q(z)

Logo,
ullg@) < (192 + Dullp@),
mostrando que a imersao

Lp(x)(Q) —, [4@) (Q)

é continua. [ |



Capitulo 2

O Espago W1P)(Q)

Neste capitulo estudaremos o espaco de Sobolev generalizado W'P(®)(Q), ou seja,

o seguinte espago

WLp(.Z’)(Q) _ {u c Lp(x)(Q) aa_u c ple )(Q)’j =1,... ,N},
L

onde Q C RV ¢ um dominio. Tal espaco é muito importante em nosso trabalho, pois
¢ sobre ele que estudaremos a exiténcia de solucao para os problemas dos capitulos
seguintes.

ou
Observamos que, para v € WHP®)(Q), entdo 7. denota a j-ésima derivada fraca
Tj
de u, ou seja,

/ P o = / —— ¢ dz, para todo ¢ € C;°(€2).
ax]

Em W@ (Q), temos a seguinte norma

[lull« = [lullpe)

p(l’)

Se u € WhP@)(Q), definimos

VU:(ﬂ Ou ﬂ),

8x1’8x2’ ’ 8xN

Note que podemos escrever o espago Wl’p(x)(Q) €como
Whre)(Q) = {u € LP(Q) : |[Vu| € LPD(Q)} .
Neste caso, é mais conveniente usarmos a norma equivalente

[lul] = [[ullpe) + [IVullp@)-



2.1 Propriedades do Espago W1 r(®)(Q)

Nesta se¢ao demonstraremos as principais propriedades de WL”(“’)(Q).

Teorema 2.1 WHP@)(Q) ¢ um espago de Banach.

Demonstragao. Seja {u,} C WHP@)(Q) uma seqiiéncia de Cauchy. Entéo,

e {3

j=1,...,N, sdo seqiiéncias de Cauchy em LP®)(().

Sendo Lp(‘”)(Q) um espaco de Banach, existem u,w; € Lp(f”)(Q) tais que

ou,,

Uy, — u e — — wj, quando n — oo,
x.
j

j=1,...,N.
Usando a desigualdade de Holder (ver Proposigao 1.10), temos

Op dp
— ) —= < —
/Q(un w) o, dr < Cl|un — ul|p@)

a_l'j , para @ € CSO(Q)a

q(x)

1 1
onde C' = — + —. Segue de (2.1) e (2.2) que
p q

. 99
8m J

Analogamente,

dox — / u— dx, para ¢ € C°(Q2), quando n — co.

Ouy,
/ I de — / w; ¢ dx, para ¢ € C;°(€2), quando n — oo.

Desde que

una—gpd:c— /—godx para ¢ € C;°(Q),
o 0z

passando ao limite em (2.5) de n — oo e usando (2.3) e (2.4), obtemos

/uaidx— /w]godm para ¢ € C5°(Q).
Oz, Q

Usando o lema de Du Bois-Reymond em (2.6), concluimos que

ou
e Whr@(Q =— j=1,...,N.
u ( )ewj axj J
Logo, usando (2.1), temos
Y1 ou
et — ullx = 1t — ul o) Z a—%—a—% 0 auando n

Portanto, W ?(#)(Q) é um espaco de Banach.

32

(2.1)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Teorema 2.2 O espaco WHPE)(Q) ¢ separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

(N+1) coOpias
7\

~

Demonstracao. Observe que o espago E = ,Lp(x)(Q) X -+ x LP@(Q) munido da

norma || - || é reflexivo e separavel. Defina o operador linear 7 : W1P®)(Q) — E
por

T(u) = (u, Vu).
Note que

T )| = [lul]-

Desta tltima igualdade concluimos que T'(WP@)(Q)) ¢ um subespaco fechado de E.
Por Brezis ([5], Proposicoes I11.17 e 111.22), temos que T(W1P(®)(Q)) é reflexivo e

separavel. Portanto, W'?(#)(Q) é reflexivo e separavel. |

Definicao 2.1 Definimos o espago Wol’p(gg)(Q) como sendo o fecho de C°(Q2) em
Whr@) ().

Segue imediatamente da defini¢ao de W," (x)(Q) e das propriedades de WHP@(Q) o
seguinte resultado

Teorema 2.3 Wol’p(x)(ﬁ) ¢ um espago de Banach, separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

2.2 Imersoes

Nesta se¢ao, supondo 2 limtado, demonstraremos alguns resultados de imersao
que serao bastante tteis nos capitulos seguintes. Dentre esses resultados, destacamos
um teorema que generaliza os teoremas de Sobolev e Rellich-Kondrachov, bem como

uma desigualdade do tipo Poincaré.
Teorema 2.4 Sejam p,q € LY () tais que q(x) < p(x), ¢.5. em Q. Entao
W@ (Q) c wha@(Q),

e tal tmersao € continua.

Demonstragao. Suponha que ¢(x) < p(x), q.s. em Q. Entao, pelo Corolario 1.17 a
imersao

Lp(r)(Q) s [4@) (Q)



é continua, ou seja, existe C' > 0 tal que

||u||q(x) < C’||u||p(x), para todo u € Lp(x)(Q).

Desde que
Wl,p(x)(Q) C Lp(w)(Q) C LQ(J»’)(Q)’

entao

Wlap(x)(Q) C Wlﬂq(x)(Q%

e por (2.7) concluimos que a imersao
Whr@(Q) — Wha@(Q)

é continua.

No que segue, denotaremos

Np(z)/(N —p(z)), p(z) <N,
00, p(z) > N.

pi(z) =

Teorema 2.5 Sejam p,q € C(Q)) tais que p~,q~ > 1. Se
q(z) < p*(x), para todo x € Q,

entao
Wl,p(x)(Q) C LQ(fE)(Q)’

e tal imersao € continua e compacta.

34

Demonstragao. Sendo p,q € C(Q), entdo para cada r € Q existe uma vizinhanca

aberta x € V, C Q tal que
q" (Vo) < (p~(Va))",

onde

q" (V) =sup{q(y) :y € Vo} e p~ (Vo) = inf{p(y) : y € V.. }.

Sendo {V,},cg uma cobertura aberta do compacto Q, entdo pelo Teorema de

Borel-Lebesgue, existem Vi, ..., V; tais que Q = U V.
j=1
Para cada j =1,...,s, denote

p; =p; (Vj) e q = qf (V).
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Seja u € WhP®)(Q). Entéo,
ue WhPE (V) j=1,... 5.

Pelo Teorema 2.4, temos

ue Wb (V;),j=1,...,s.
Pelos teoremas de Sobolev e de Rellich-Kondrachov as seguintes imersoes
WL (V) C LY (Vy),j=1,....s, (2.8)
sao continuas e compactas. Assim,
uGqu(l/}),jzl,...,s.
Pelo Corolario 1.17, as imersoes
LS (V) C LY@(V;),j=1,....s, (2.9)

sao continuas. Dali,

u € Lq(’”)(l/}),j =1,...,s.

Logo, u € L@ (Q). Portanto, W@ (Q) c L1®)(Q).
Afirmagdo 1: a imersao WHP@)(Q) «— L4®)(Q) é continua.

De fato, seja (u,) C WHP@(Q) tal que u, — 0. Desde que as imersdes
WhPE(Q) e LIO(V), = 1,... 5,

sao continuas, entao

U, — 0 em L1V}, 5=1,....s. (2.10)

Usando (2.10), temos

/ [t ()" < / Jun ()| dz — 0.
& j=1"Vi

Logo,
U, — 0 em L1P(Q).

Portanto, a imersao

Whr@)(Q) — LI@(Q)
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¢ continua.
Afirmacgao 2: a imersao WHP@)(Q) «— L1®)(Q) é compacta.

De fato, seja (u,) C WhP@)(Q) limitada. Entdo, pelo Teorema 2.4,
(un) CWHPi (V)), 5 =1,...s,

¢é limitada.

Por (2.8) e (2.9), (u,) possui subseqiiéncias convergentes tais que
{u}z}nel\h - Lq(r)(‘/l)’

{ui}neNz C Lq(x) (‘/2)’

{u5 e, © LIO(VS),

onde Ny, C Ny_;--- C Ny C Ny C N. Agora, considere a subseqiiéncia
Z XV, ul (x),x € Q,n € N,.

Se m,n € Ny, entao

[ limte) = eutole dx<2/|uﬂ ()" dz — 0

para m,n suficientemente grandes. Logo, a subseqiiéncia {v,}nen, ¢ de Cauchy em
L1®)(Q)), portanto convergente, pois LI®(Q) é completo. Mostramos, assim, que a
imersao

WLp(x)(Q) SN LQ(JK)(Q)

é compacta. [ |

Observagao 2.1 Seguindo as mesmas idéias da demonstragao do Teorema 2.5, € pos-

sivel mostrar que, se p,q € C(Q) sdo tais que
1< ple) < g(x) < p*(x), para todo z €T,

entao

lep(w)(Q) C La(w)(Q)’

com 1mersao continua.
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Usaremos a Observacao 2.1 para mostrar o seguinte resultado importante:

Teorema 2.6 (Desigualdade de Poincaré) Seja p € C(Q) tal que p~ > 1. Entdo,
existe C' > 0 tal que

u||p@) < Cl|Vullpa), para todo u € Wol’p(m)(Q).

Demonstracao. Defina a funcao f : [0, N) — [0, +00) por

Nt

f(f):m'

Note que f é uma bije¢ao crescente, com inversa g : [0, +o0) — [0, N) dada por

B Ns
 N+s’

9(s)
Sejam p,(z) := p(x) e py(z) = 1. Agora, para cada j =0,1,..., N — 1, defina
pii(z) = max{g(p;(2)),1}, paraz € Q.
Assim, para = € ), temos
pit1(x) < p;(z) §p;+1(:v),j:O,1,...,N—1. (2.11)
Pela Observagao 2.1 do Teorema 2.5 e (2.11), concluimos que as seguintes imersoes
Whein@(Q) < [Pi@(Q), j=0,1,...,N — 1, (2.12)

sao continuas.

Pelo Corolério 1.17 e (2.11), temos também que as seguintes imersoes
LPi@(Q) — [P+ @(Q), i =0,1,...,N — 1, (2.13)

sao continuas.

Seja u € WaP™ (). Usando sucessivamente (2.12) e (2.13), obtemos

N

lullprere) < ColllVull e o) + [[ull oo )

IN

OQHVUHLP(@(Q) + Collull o1 @) (@)

IN

[l |Lp1(r>(sz) OI(HVUHLpz(w)(Q) + [l |Lpz<w>(Q))

IN

C{HVUHLMM(Q) + Ci|ul] Lo )
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IN

[ull 169 Cn—1([IVull v @) + ull oy @)

< CyaallVullpre ) + Cn-allull ox e ) -

Agora, usando a Desigualdade de Poincaré em espagos de Sobolev (ver [5], Corolario

IX.19), temos

lull v ) = llullore) < OnlIVulle @) < OxlIVul] g 0)-

Combinando as desigualdades convenientes, concluimos a demonstragao. [ ]

Observagao 2.2 Como conseqiiéncia da Desigualdade de Poincaré, temos

||vu||p(:c) < ||u|| = ||u||p(ﬂc) + ||Vu||p(x) <(C+ 1)||VU||p(x)7

para todo u € Wol’p(x)(Q), ou seja, as narmas ||ul| e ||Vullpm) s@o equivalentes em

WP (Q).



Capitulo 3

Problema Eliptico em Dominio

Limitado

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao fraca em Wyt (x)(Q) para o

seguinte problema de Dirichlet

_Ap(as)u = f(fL’,U), x € (),

(P)
u =0, x € 0,

onde Q C RN é um dominio limitado, p > 1, p € C(Q) e Ap) denota o operador
p(z)-laplaciano, o qual é definido por
Apyu = div(| VD2 Vy).

Sobre a funcao f colocaremos hipdteses posteriormente.
Os resultados aqui apresentados sao generalizagoes daqueles para o problema de
Dirichlet envolvendo o operador p-laplaciano.

No que segue, denotaremos
C.(Q) = {h :h € C(Q), h(r) > 1, para todo = € ﬁ} ,

h* = max h(z) e h~ = min h(z), para todo h € C(Q).
e e

3.1 Propriedades do Operador p(z)-Laplaciano

Até o final deste Capitulo, denotaremos X := Wy "™(Q).
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Teorema 3.1 O funcional f : X — R definido por

1
J(u) = / —— |Vul|P®dz
o p(2)
¢ de classe C'(X,R).

Demonstragao. Afim de mostrar que o funcional J é de classe C'(X,R), é suficiente
mostrar que a derivada de Gateaux de J existe e é continua.

Existéncia da derivada de Gateaux. Sejam u,v € X. Dados x € Qe 0 < [t]| < 1,
pelo Teorema do Valor Médio existe A\(x,t) = A € (0, 1) tal que

|V + tVo|P@) — |Vulp@)

e = |Vu + MVo[P@~2(Vu + A\tVo)Vo.

Observe que
= |Vu 4+ MV 2(Vy + MV0)Vo — |[VuPP2VuVoe, qs. em Q,  (3.1)

quando t — 0.

Observe também que
| < |Vu + MVulPD7 V| < (|Vau| + [V )P V). (3.2)

Sabemos que

\Vul,|Vo| € LP®,

Assim,

(IVu| + [Vo PO e Lo (Q).

Dai, usando a desigualdade de Hélder, concluimos que
(IVu| + |[Vo|)P@ =1 vo| € LY(Q). (3.3)

Logo, usando (3.1)-(3.3) e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

).v = lim
t—0

V(u + tv) [P Vu|P®)
/’ Chs “’ — [Vl :/|Vu\p(x)_2Vqud:v.
) 0
Continuidade da derivada de Gateaux. Seja {u,} C X tal que u, — u em X.
Assim,

Vi, — Vu em (LP@(Q)N. (3.4)



41

Dai, pelo Teorema 1.9, existem uma subseqiiéncia, ainda denotada por {u,}, e uma

funcio g € LP@(Q) tais que

Vu,(z) — Vu(z), q.s. em Q, (3.5)
e
|Vu,(x)| < g(z), q.s. em Q. (3.6)
Por (3.5), temos que
|Vu,(z)] — |Vu(z)|, q.s. em Q. (3.7)

Para todo v € X, temos

(S (n) = J'(u), 0)| =

/(|Vun|p(”)_2Vun — |Vu[P®=2Vu) Vodz
0

< /||Vun|p(’”)_2Vun— |Vu|P D=2V u||Vo|dz (3.8)
Q

Se
fr = ||V, PP 2V, — |Vulf@2Vu|, n €N, (3.9)

entao

fo < |V, PO~ 4 |Vuf® n e N (3.10)
Note que

(|Vun]p(x)_1 + |vu|p(x)—1) c Lq(x)(Q)’
onde

p(x)
q(z) =
(@) p(x) —1

Logo, por (3.10) concluimos que

{f} C L'D().
Usando a desigualdade de Holder em (3.8), obtemos que

(S (un) = J'(u), )] < Cllfallo@) [Vlp@)
< Cllfullgeloll;

de onde segue que

17 (un) = S (W)l < Cll fallg(a) (3.11)



Usando agora (3.5) e (3.7) em (3.9), obtemos
fo(x) — 0, q.s. em €.
De (3.6) e (3.10), temos que
fu(z) < g(@)P D71 4| Vau(2)P@ q.s. em Q.

Dai,
Ful2)7®) <27 (g(2)P@ 4+ |Vu(z)[P@) € LY(Q), q.s. em Q.

De (3.12)-(3.13) e do Teorema da Convergéncia Dominada, resulta que
/ fg(w)dx — 0, quando n — oo.
Q
Assim, pelo Teorema 1.7, tem-se

||fn||q(z) — 0, quando n — .

Disto e de (3.11), obtemos

[|J (un) — J'(u)|| — 0, quando n — oo,

ou seja, a derivada de Gateaux J’ é continua, o que conclui a demonstragao.

Se definirmos L := J' : X — X*, entao

(L(u),v) = / |Vu|P @2V uVudz, para todos u,v € X.
Q
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(3.12)

(3.13)

O operador L tem propriedades interessantes, e sera ttil na busca de solucao

fraca para o problema (P).

Teorema 3.2 O operador L : X — X* €
(a) continuo;
(b) limitado;

(c) estritamente mondtono, i.e.,

(L(u) — L(v),u —v) > 0, para todos u,v € X, com u # v;

(d) do tipo (S), i.e., se u, = u e lim (L(u,) — L(u),u, —u) <0, entao

n—oo

U, — u em X,

(e) um homeomorfismo.
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Demonstragao.
(a). Observe que (L(u),v) = (J'(u),v), para todos u,v € X. Assim, a continuidade de
L segue da continuidade da derivada de Gateaux de J.

(b). Seja B C X um conjunto limitado. Entao, existe uma constante k > 0 tal que
l|u|]| < k, para todo u € B. (3.14)
Seu € Bev e X, entao
(L(w),v)] < /Q V@ [ Volde. (3.15)
Usando a desigualdade de Holder em (3.15), temos
|| L(u)|| < CHgH%, para todo u € B. (3.16)

onde

g = [VuOL,

Desde que

[|Vul|p@) < |ul] <k, para todo u € B,

entdo existe k > 0 tal que

/g(m)q(”)dx :/ IVulP@dz < k.
Q Q

Portanto, por (3.16), concluimos que L é limitado.

(c). Para quaisquer &, € RY, valem as seguintes desigualdades (ver Apéndice A):

237P

o €l wp>2
p— _ p— _ >
<|I| r— |yl "y, y> = |£_77‘2

® = Ve T e

Sejam u,v € X tais que u # v. Entao, Vu # Vv. Considere os conjuntos

sel <p<2,

Q={reQ:iplz)>2}eQ_={reQ:1<px) <2}

A monotonicidade estrita de L segue fazendo £ = Vu e n = Vv nas desigual-
dades acima e integrando sobre 2, ou Q_, conforme seja p(z) > 2 ou 1 < p(x) < 2,
respectivamente.

(d). Se u, = we lim (L(u,) — L(u),u, —u) <0, entao

n—oo

lim (L(u,) — L(u), u, — u) = 0.

n—oo
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Ch / IV, — Vul|P@dr < (L(uy) — L(u), 4, — u) — 0, quando n — oo.
Q4

Se 1 < p(z) < 2, entao pela desigualdade de Holder, temos

_ p(z)
02/ Ve, — Vulf@de = 02/ : [V = Vul (V] + [Vu|)

V| + |V me(z (@)
<
< Cllgall o lIhall_=_
onde
B |V, — VulP@
(\Vun] + ’v Dp(l)@ p(z))
e
p(z)(2—p(z))
= (|Vua| + [Vul) "5

p(2)(2—p(x))
2 dx

(3.17)

Desde que u, — uem X, entdo (u,) ¢ limitada. Dai, existe uma constante C3 > 0

tal que
/ ]Vun\p(x)da: < Cs.

Assim,

p2(hy) = / |hn|2—2(“f)dx:/ (IVun| + |Vaul )P dz
_ Q_

IN

Temos também

pz (gn) = / \gﬁﬁdaz < 05(L(Un) — L(u), Uy — u) — 0,

quando n — oo.

Usando (3.18) e (3.19) em (3.17), obtemos
/ |Vu, — Vu]p(x)dx — 0,
ol
quando n — oo.

Logo,

p+/ \Vun]p(x)d:v+2p+/ \Vu|p(x)dx§04.
o Q.

(3.18)

(3.19)

/ |V, — VulP@dr = / |V, — VulP®dz + / 'V, — VulPdz — 0.
0 o

Portanto,

IV (un = w)llpy — 0,
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o que implica

||y, — u|| — 0 em X.

(e). Sendo L estritamente mono6tono, entao L é injetivo.

Suponha que ||Vu||ym) > 1. Entao, pela Proposi¢ao 1.6, temos

/ \Vult@de > ||Vl 7, (3.20)
0

p(z)

Como conseqiiéncia da desigualdade de Poincaré (ver Teorema 2.6), existe C' > 0 tal
que

IVullp@y = Cllul]- (3.21)
Dai, de (3.20) e (3.21), temos

(L(u),u) _ Jo [VulP®de

> Cllullb
[Jul] [Jul] P
Logo,
L
T IO (3.22)
lull oo ]

ou seja, L é coercivo. Usando esta tltima propriedade, a continuidade e a monoto-
nicidade de L, concluimos do Teorema de Minty-Browder (ver Apéndice B), que L é

sobrejetivo. Assim, existe o operador inverso
L X — X,

Vamos mostrar que L~! ¢ continuo. Seja {g,} C X* tal que g, — g em X*.

Considere

Sendo L uma bijecao, temos
L(u,) = gn e L(u) = g. (3.23)

Note que
(L(un), un)

1

Dai, usando a limitagao de {g,} e (3.22), concluimos que {u, } ¢ limitada em X. Sendo

< gnll-

X um espago de Banach reflexivo, entao a menos de subseqiiéncia podemos supor que

Uy — Up.
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Observe que
(L(tn) = L(to), ttn = to) = (g, tn — tto) — (L(to), Un — to)-
Por outro lado, temos
(9n Un = Uo) = (Gn — G5 tn — Uo) + (g, Un — Uo)
Agora, tendo em vista que g, — g e u, — u,, temos
T}LIEO(L(U”) — L(u,),u —u,) = 0.
Assim, sendo L do tipo (55 ), segue que
Up, — Up. (3.24)

Pela continuidade de L, temos

L(uy,) — L(u,).

Por (3.23), obtemos
L(u) = L(u,).

Desde que L é injetivo, temos u = u,. Logo, de (3.24), obtemos
U, — uwem X,

mostrando que L~! é continuo. Portanto, L é um homeomorfismo. [

3.2 Existéncia de Solucao

Nesta segao, discutiremos a existéncia de solugao fraca para o problema (P).

Defini¢ao 3.1 Dizemos que u € X € uma solugao fraca do problema (P) se

/ |Vu|P®2VuVo de = / f(z,u)vdx, para todo v € X.
Q Q

Teorema 3.3 Se f(z,u) = f(z), f € L*®(Q), onde a € C,(Q) € tal que

< 1, para todo x € Q,

1
a(z)  p(z)

entao o problema (P) tem uma unica solugdo fraca.
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Demonstracao. Considere o funcional g : X — R definido por

o) = [ fwpds,
Q
Claramente, g é linear. Mostraremos que g é continuo. Seja 3 € C, () tal que

1 1 _
——+——=1, paraz € Q.
o) B P

Assim, usando a hipotese, temos

Dai,
B(z) < p*(x), para todo x € Q.

Logo, pelo Teorema 2.5, a seguinte imersao
X — LFO(Q)
é continua, ou seja, existe C; > 0 tal que
l|v]|a) < Cillv]|, para todo v € X. (3.25)

Pela a desigualdade de Hélder,

|mm=yéﬂwwﬂscwmmmm@, (3.26)
onde
1 1

Por (3.25) e (3.26), obtemos
lg(v)] < Cy||v||, para todo v € X,

o que mostra a continuidade de g.

Sendo g € X* e L um homeomorfismo, entao existe um tnico u € X tal que
/ |Vu|P D 2VuVo dr = / f(z)vdz, para todo v € X,
Q Q

ou seja, o problema (P) possui uma tnica solugao fraca. |
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De agora em diante, vamos supor que f satisfaz & seguinte condigao
(fo) [: Q2 xR — R é uma fungao de Carathéodory tal que

|f(,1)] < Cy+ Coft]*@7, para (z,1) € Q x R,

onde

ac€Ci(Q)ea(r) <px).
Teorema 3.4 O funcional G : X — R definido por
Glu) = / F(z, u)dz,
Q
onde F(x,t) = f(f f(x,8)ds, € de classe C'(X,R).

Demonstragao. Sejam u,v € X. Dados x € Q e 0 < [t| < 1, pelo Teorema do Valor
Médio, existe A\(x,t) = A € (0,1) tal que
F(z,u+tv) — F(z,u)

; = f(x,u+ Av)v. (3.27)
Dali,
F - F
1in3 (z,u+ tvt) (z,u) = f(x,u)v, q.s em (3.28)

Sabemos que
v e LYQ), L“@(Q).
Assim,
(ful + o))" € LT (@),

Logo, usando a desigualdade de Holder e a condicao (f,), obtemos

Fleut Moyl < Cilel + Colu+ Mol*® 'y

< Oyl + Cy(ful + [v])*@ o] € LY(Q). (3.29)

Usando agora (3.27) - (3.29) e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

G'(u).v = lim Fle,uttv) - Flz,u) dr = / f(z, u)vdz.
t—0 Q t Q

A continuidade de G’ segue da imersao continua
X — LM@(Q)

e da Desigualdade de Holder. Portanto, G ¢ de classe C'(X,R). |



49
Teorema 3.5 O funcional G : X — R definido por
G(u) = /QF(x,u)dx,
onde F(x,t) = f(f f(z, s)ds, € fracamente continuo, i.e., se u, — u, entao
G(u,) — G(u).

Demonstragao. Desde que f satisfaz & condicao (f,), temos

[F(z,t)] = | i f(z,s)ds|

S / (Cl + CQ|S|O[($)_1)dS

0
< Gyt + Cz|t|a(x)

< C(1+ |t|*®), para todo t € R. (3.30)
Por (3.30), o operador de Nemytskii é tal que
Np : L*@(Q) — LY(Q).
Sabemos que a seguinte imersao
X — L®(Q)
é compacta. Assim, se u,, — u em X, entao
U, — u em L¥®(Q). (3.31)

De (3.31) e da continuidade de N, temos

Np(uy,) — Np(u) em LY(€). (3.32)
Note que
Gup) — G(u)] = | Q(F(%un) F(x,u))dx]
< | 1B w) = Fu)lda
= | INe(u) = Ne(wdz. (3.33)

Logo, combinando (3.32) e (3.33), concluimos que

G(up) — G(u).
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Teorema 3.6 O operador G' : X — X* dado por
G'(u).v = /Qf(x,u)vdx
€ completamente continuo, i.e., se u, — u, entao
G (u,) — G'(u).
Demonstragao. Seja u,, — u. Dado v € X, usando a condigao (f,) e a desigualdade

de Holder, temos

(G (un) = G'(u), v)] |/Q(f(a:,un) — f(x, u))vd|
ClINs () = Np(u)ll @ _[vllac)-

< CIINy () = Ny ]_sso o]l

IN

Logo,

|G (un) = G'(w)]| < C|Ny(un) — Nl e - (3.34)

Da imersao compacta

X — L@(Q),

se u, — u, entao

U, — u em LY@ (Q). (3.35)

Sendo o operador

a(z)

Ny : Lo@(Q) — Late-1(0)

continuo, entao por (3.35) temos

a(z)

N¢(u,) — Ny(u) em La@-1(Q).
Portanto, de (3.34), concluimos que
G (un) — G'(u)|| — .

Observagao 3.1 O funcional J, sendo continuo e convexo, € fracamente semicontinuo
inferiormente (ver [5], Coroldrio II1.8). Pelo Teorema 3.5, o funcional —G também
€ fracamente semicontinuo inferiormente. Portanto, o funcional de Fuler-Lagrange
associado ao problema (P), que é dado por
[(u):/L]Vu|p(x)dx—/F($,u)dx,
o p(x) Q
€ fracamente semicontinuo inferiormente.



o1

Observagao 3.2 Pelos Teoremas (3.1) e (3.4) o funcional I é de classe C*(X,R),

com

I'(u)w = / VP2V uVodr — / f(z,u)vdz, para todos u,v € X.
Q Q

Dessa forma, as solugoes fracas de (P) sao exatamente os pontos criticos de I.

Teorema 3.7 Se f satisfaz a condigao

|f(z,t)] < Cy+ Colt|P™Y, para todos (z,t) € QX R, onde 1 < 3 < p~,

entiao (P) tem uma solugao fraca.
Demonstragao. Sendo
F(z,t) = /tf(x,s)ds,
entao de (3.36), temos 0
|F(z,t)] < Cilt] + Coft|’

< C(1+|t|?), para todo t € R.

Seja || Vul|p) > 1. Segue de (3.37) que

u) = L ulP® dg — z,u)dx
1) = [ 9 ds = [ Pl

> p—1+||vu||§(;) — C/Q lulPdz — Cy
Pela imersao continua
X — LP(9),
existe C' > 0 tal que
| otz < Cipu”
Dai, de (3.38) e (3.39), e pelo fato de 5 < p~, temos

Cy
I(u) > —=|ju||P~ — Cs|u||® — C3 — +o0.
(u)_p+||u|| 5/ |ull” = Cs 00

quando ||u|| — oo. Logo, I é coercivo.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Sendo o funcional I fracamente semicontinuo inferiormente, segue de (3.40) e do

Teorema 1.1 de [18] que I tem um ponto de minimo, que ¢ solugao fraca de (P). W

Nosso objetivo, a partir de agora, ¢ mostrar que o funcional I satisfaz as hipoteses

do Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz (ver Apéndice

C). Comecemos, entao, com a seguinte defini¢ao
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Definigao 3.2 Sejam X um espago de Banach e I € C'(X,R). Dizemos que I satisfaz
a condi¢ao de Palais- Smale (PS) em X, se toda seqiéncia {u,} C X tal que

{I(u,)} € limitada e ||I'(u,)|| — 0,
possut uma subseqiiéncia convergente.

Lema 3.8 Suponha que f satisfaz a condicao
(f1) existem M >0 e 0 > p* tais que

0<OF(x,t) <tf(z,t), para|t| > M ez € Q,
entao I satisfaz a condi¢ao (PS).
Demonstracao. Seja {u,} C X tal que {I(u,)} ¢é limitada e ||I'(u,)|| — 0.
Para cada n € N, defina o conjunto
Q, ={z€Q:|u,(x)| > M}.

Usando as hipoteses e a condicao (f,) , temos

/F(:L’,un)da: = / F(:c,un)dx—i-/ F(z,up,)dz
Q Qn n
< [ Srwude s [ e i)

< / %f(m, up)dz + Cy. (3.41)
Qn

Observe que, usando a condigao (f,), tem-se

/Qn %f(x u,)dr = /Q%f(x,un)dx — /Q% %f(x,un)dx

M
< | Zfu)de+ = [ (Cr+ CoMa @ )dy
o 0 0 Jo

< /Q %f(a:, up)dx + Cs. (3.42)

Suponha que ||Vuy,||pw) > 1, para todo n € N. Entao, usando a limitacao de {/(u,)}
e (3.41) - (3.42), temos

C>1(u,) = /Q]%|Vun|p(r)dx—/QF(x,un)dx

1 Uu
Z Vunp /_n X, Uy d$_C
/m Vu " = | G F(ww)do = o
1 1
- /Q p(z) 5) |vun|p(x) + 5/9(|Vun|l7($) — unf (@, un))dz — C.

1 i
(5 = 5 ) 19l = Gl el = G (3.43)
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onde para concluir a ultima desigualdade usamos que

/Q(|vun|p<x> =t f (2, un))dw = T (un) v, < I ()| e[

Desde que
11" () || — 0,

deduzimos de (3.43) que {||u,||} é limitada. Sendo X um espago de Banach reflexivo,
podemos supor, a menos de subseqiiéncia, que u,, — u. Dai, pelo Teorema 3.6, segue
que

G (u,) — G'(u). (3.44)

Uma vez que

L(u,) — G'(u,) = I'(u,) — 0,

entao por (3.44), obtemos
L(u,) — G'(u).

Logo,
u, — L7HG (u)),

pois L é um homeomorfismo. Desde que u,, — u, concluimos que

Uy — U.
Portanto, I satisfaz a condigao (PS). |
Teorema 3.9 Se f satisfaz (f,), (f1) e

(f2) f(z,t) = o([t|"" 1), t — 0, uniformemente em x, onde p™ < a~,

entao (P) tem uma solugdo nao-trivial.

Demonstragao. Mostraremos que o funcional I satisfaz as condicoes do Teorema do
Passo da Montanha. Primeiramente observe que I(0) = 0 e, pelo Lema 3.8, I satisfaz
a condicao de Palais-Smale.

Pelas hipoteses, temos
pt <a < a(r) < p*(z), para todo x € Q.

Logo, a seguinte imersao

X — I’ (Q)



é continua, ou seja, existe C, > 0 tal que
/ lul?"da < C,||ul]”", para todo u € X.
0
Por (fs), dado € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que |t| < § implica
|f(z, )| < €|tP" ", para todo z € €.
Por (f,), se |t| > § entao
ot < ge)-t < Jyja@)-t

e daf

fat)] _ G C; -
’t‘a(z)fl = ‘t’a(z)*l + 02 < F + Cg = 06.

Logo, pelas hipoteses (f,) e (f2) temos

[Fa,0)] < el + CLlt"™ ", para (a,1) € Q x R,

que integrando sobre €2 implica
€ + ol
F(z,t) < F|t|p + C.|t|*@®) | para (z,t) € Q x R.
Para ||u|| = s, s > 0 suficientemente pequeno, usando (3.46) temos

I(u) = /—|Vu|p dx—/F(x w)da

> —/|Vu|p(“)dx——/|u|p dr —C /|u|‘”‘ T

Da imersao continua

X — L[2@(Q)

Y

existe C3 > 0 tal que
||u||a(ac) < C'3||u|| < 803 < 1.
Por (3.48) e pela Proposi¢ao 1.6, temos

LMWWSMMMQMP.

o4

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)



Usando (3.45) e (3.49) em (3.47), obtemos

]- —+ € + + a—
I(u) = ]FHVUH%)—FCE [l — Cellul|

C e €CEl .
> FHUII” T [lull”" = Cclfull
C v + -
— = — | " = Cfful]* .
p p
Para
O<e< gy
por (3.50), temos
C ot o
I{u) = 2]7\|UHp(I) — Cf[u]|* , para |Ju]| = s, s pequeno.
Escolhendo )
0 ¢\
< §, <
o\
e
C _
§=——s — (s,
2pT

por (3.51) temos
I(u) > § > 0, para ||u]| = s,.

De (f1), paraz € Q e 7 > M, temos

<
T~ F(x,71)

Integrando (3.52) em 7 de M até t, obtemos
F(x,t) > Cylt|’, paraxz e Q, t > M.

Por outro lado, se 7 < —M, entao usando (f;) obtemos

0 S flx,7)

T~ F(z,7)

Integrando (3.54) em 7 de t até —M, obtemos
F(x,t) > Cslt|?, paraz € Q, t < —M.
Logo, segue de (3.53) e (3.55) que

F(x,t) > Cs|t|’, para z € Q, |t| > M.

25

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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Fixe u € X \ {0} e t > 1. Por (3.56) e por um argumento similar para se obter

os itens (3.41) e (3.42), temos

u) = L ulP@ dy — x, tu)dx
I(tu) /Qp(@uw d /F( tu)d

Q

1
< tp+/—|Vu|p(x)dx—06t9/|u|9d:€—C’7.
o p(z) Q

Por (3.57), usando a hipdtese 6 > p*, tem-se
tlim I(tu) = —o0,

o que implica que existe ¢, > 0 tal que

|tou|| > s e I(tou) <O.

(3.57)

Logo, o funcional I satisfaz as condi¢oes do Teorema do Passo da Montanha, possuindo

portanto um ponto critico nao-trivial.



Capitulo 4

Problemas Elipticos em RN

Neste capitulo estudamos a exiténcia de solugao fraca para a seguinte classe de

problemas elipticos quasilineares

—Apyu + uP@ = \yt®@ g e RY,

(F2)
u>0,u+#0euc WHPE(RN)

onde A > 0 é um parametro e p,q : RV — R sao funcoes mensuréveis satisfazendo
algumas condic¢oes de crescimento.

Estudaremos dois tipos de comportamento para a func¢ao ¢ no infinito. No pri-
meiro, supondo ¢ constante no infinito, mostramos que o problema (P,) tem uma so-
lugao para todo A > 0. No segundo, supondo ¢ assintoticamente constante no infinito,
mostramos que o problema (Py) tem uma solugao para todo A > A, > 0.

Para f,g € LY(RY), diremos que f(z) << g(z), q.s. em R se

inf (g(x) — f(x)) > 0.

z€RN

No que segue, R > 0 é um numero real suficientemente grande.

4.1 Hipoteses sobre as fungoes p(z) e ¢(x)

Ao longo de todo este capitulo, assumiremos as seguintes hipoteses preliminares
sobre as fungoes p(z) e g(x) :

(Hl) p,q € C(RN) N LOO(RN)a
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(Hy) p~,q~ >lept <q +1,
(Hs) p(x) << q(v) << p*(z), para todo x € RY,
(Hy) p(xz) > m, q.s. em RY e p(x) = m, para todo |z| > R.

4.2 Imersoes Continuas

Nesta secdo mostraremos alguns resultados de imersdao continua em RY. Come-

cemos com uma desigualdade de interpolagao.
Lema 4.1 Seja h € C(RY) N LY (RY) tal que
p(r) < q(x) < h(z), para todo v € RY.

Entao,
LPERN) N LMI(RY) ¢ LUO)(RY),

e tal 1tmersao € continua.
Demonstracao. Para cada = € R, seja a(z) = o € [0, 1] tal que
q(z) = (1 = a)p(x) — ah(z).
Seja u € LP@(RN) N LM®)(RN). Entdo, usando a desigualdade de Young, temos

jul?@ = |o 1P || (@A)

IA

(1= )l + "

< JufP® 4 M), (4.1)

Integrando a desigualdade (4.1), obtemos
/ 01 dz < / [uP®@dz + / @)z, (4.2)
RN RN RN

u e LM (RY),

logo

portanto

LPE(RN) 0 LMO(RY) ¢ L9@(RY). (4.3)

Segue imediatamente de (4.2) que a imersao dada (4.3) é continua. [
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Lema 4.2 Se
p(z) < q(x) < p*(z), para todo v € RN e p(x) = m, para todo |z| > R,

entdao a 1mersao
Whr@ (RN s [I@(RN)

é continua.

Demonstracao. Seja B = Bg(0). Pela Observacao 2.1, a seguinte imersao
Whrl) (B — L1#)(B) (4.4)
¢ continua. Como em (4.2) do Lema 4.1, para u € L™(B¢) N L™ (B°) temos

\u|q<x)d:c§/ e+ [ ul™ de. (4.5)
B¢ Be

BC

Usando em (4.5) as imersoes de Sobolev:
Wl,m<BC) N Lm* (BC) SN Lm<BC)7
obtemos

. [ul?@ dz < Collul 1. oy ey (4.6)

Logo, a imersao

Whe@)(Be) — L1@)(Be) (4.7)

¢ continua. Portanto, usando (4.4) e (4.7) concluimos que a imersao
whp() (RY) — =) (RM)

¢ continua. ]

Lema 4.3 A hipdtese (Hy) implica que
Wl,p(m) (RN) SN Wl’m(RN),
e que tal imersao € continua.

Demonstragao. Seja B = Bg(0). Para u € WP (RY) temos

™ < (L4 [P )yp(e) + |ul™ < (1 — yp)(@), parac €RY,  (48)



|Vu|™ < (1+ |Vu\p(x))xg(x) + |[Vu|™ < (1 — xp)(z), para z € RV, (4.9)

Integrando (4.8) e (4.9) em R pela hipotese (Hy) obtemos
/ lu"dz < |B| + / Wf@de + [ |ulp@dz, (4.10)
RN B Be
/ |Vu|™dz < |B| +/ VulP@de + [ |Vu|P®da. (4.11)
RN B Be
Por (4.10) e (4.11), segue que
u, Vu € L»™(RY).
Logo, u € W1P@)(RY). Portanto,
Wl,p(;v)(RN) C Wl’m(RN)
Segue imediatamente de (4.10) e (4.11) que a aplicacao identidade
i Wl,p(x)(RN) _ WLm(RN)

¢ limitada, e portanto continua.

4.3 A geometria do Passo Da Montanha

Nesta secao demonstraremos que o funcional de Enler-Lagrange associado ao

problema (Py), o qual é dado por

|VuP@ P ] / uilL(x)+1
Ii(u) = n dr —\ | S dg,
alu) /{ o) @ | T a1

satisfaz & Geometria do Passo da Montanha.

Observamos que, seguindo as mesmas idéias do Capitulo 3 (Se¢ao 3.1), mostra-se

que I é de classe C*(W1P@)(RY) R) com

I (u).v = / [|Vulf™2Vuvo + [uP™) " 2uv] dz — )\/ || 7@y da,
RN R

N
para todos u,u € WHPE) (RN,

Lema 4.4 O funcional I satisfaz a Geometria do Passo da Montanha.
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Demonstragao. Seja ||u|| = r,r > 0 suficientemente pequeno. Entdo, pela Proposigao

1.6, temos

|Vulp®) |u|p(x)] 1 . N .
/IRN|: p(z) p(x) ot 1Vl + llulle 1 || (4.12)

Pelo Lema 4.2, a imersao
WLP@(RN) oy [A@+L(RN)
é continua, i.e., existe C'y > 0 tal que
[|ullg@)+1 < Collul] = Cor < 1.

Logo, novamente pela Proposi¢ao 1.6, temos

|u|q(x)+1 1 q(z)+1 g +1 g +1
v m dl‘ S q+ + 1 - |U| de S C3||u”q(ac)+1 S C4HU|| . (4.].3)

Desde que ¢~ + 1 > p*, ent@o por (4.12) e (4.13), temos

I\(u) > 6 >0, paral|lu|| =7, (4.14)
com )
C ¢ +1-pt _
0<r, < (A_clu) ed=Crt" — \Cyr? 1
Fixe ¢ € C°(RM) \ {0}. Para t > 1, temos
p(z) p(z) p(z) p(z)
gy | () p(z) rv | plx)  p(2)
e

tola@)+1 _
/ deth +1/ || 1@+ . (4.16)
ry q(7) +1 RN

Logo, por (4.15) e (4.16), segue que
1tlirn I\(tp) = —o0. (4.17)

Portanto, usando (4.14) e (4.17), e observando que I(0) = 0, conclui-se que I, satisfaz
a Geometria do Passo da Montanha.

Pelo Lema 4.4 e pelo Principio Variacional de Ekeland, existe uma seqiiéncia

Palais-Smale {u,} ¢ WL PE(RY) tal que

I)x(“ﬂ) — C),
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onde
— inf I ((t
ey = Inf max A(v(1))
e

I'={\ e C(0,1], WHPE(RN)) : A(0) = 0 e I,(\(t)) < 0}.

De agora em diante, denotaremos por I, o funcional de Euler-Lagrange do se-
guinte problema
—Apu+umt =\t € RY,
(P)
u>0,u#0eueWHm(RY),

o qual é dado por

m m s+1
RN m m ry S+ 1

onde m < N, s€ (m—1,m"—1)em" =22,

Sabe-se que I, é de classe C1(Wh™(RY) R) e tal que
Il (u).v = / [[Vu|"*VuVu + |u|™ *uv]dz — )\/ |u|*tuv dz,
RN RN

para todos u,v € WH™(RY).

Lema 4.5 Seja {u,} uma seqiéncia (PS)y de I,. Entdo, existem uma subseqiéncia,
ainda denotada por {u,}, e u € WHP@(RN) tais que

i) {u,} € limitada com u, — u;

ii) wy — u em WO (RY) e em Wi (RY);

i) Uy (z) — u(x), ¢.s. em RY;

(]RN), LS+1(RN), LP(I)(RN) e em LQ(I)Jrl(RN)‘

: m
Z/U) Un u em L loc loc loc

loc

Demonstragao.

i) Note que, sendo p™ < ¢~ +1e ¢ < g(z), temos

1 1
A () v o) Tt [V | []

1 1
+ )\/ ( — ) |t |9 F e
v \¢~ +1 qx)+1

(i— ! )/ (| Vi, [P + |1, [P@]da. (4.18)
RN

pt g +1

]A(un) —

g +1

Por outro lado, sendo {u,} (PS)q4, temos

1
A(un) P Aun) un < C1 + Colfun|| (4.19)
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Pela Proposigao 1.6, (18) - (19) e ap6s consideracoe sobre as normas ||Vu,||pe) €
||n|p(), Obtemos
[[all < G+ Calfun|[V7
Logo, {u,} ¢é limitada. Portanto, existe v € WP (RN) tal que
U, — u em WHPE(RY),
i) Seja B = Bg(0). Fixe ¢ € C°(RY) talque 0 < ¢p < 1le
0, se |z| > 2R,
1, se |z| < R.
Denotando
P.(z) = <|Vun|p($)_2Vun — |Vuf® 2V, Vu, — Vu),
temos
/ Podr — / OP,d = / OP,dx
B B RN
= 0|V, |P® da — / 0| V|2 Vu, Vudzs (4.20)
RN RN
- / ¢ {|VulP2Vu, Vu,, — Vu) dx.
RN
Observe que
/ OVun" dz - = I (un).($un) - / [Vt |00, V0, V p
RN RN
- Ol P dz + X / |, |1+ dy (4.21)
RN RN
e
/ 0|V, PO 2Vu,Vuder = Ii(uy).(¢u) — / |V, [P 24V, Ve dr
RN RN
- / |t P 2w, u da (4.22)
RN

+ )\/ Bt | " u der.
RN

Substituindo (4.21) e (4.22) em (4.20), obtemos

/ Pudr < I§(uy).(du,) — I\ (uy).(pu) + C’l/ |V, [P@ 1, — u| dz
B

Bagr

+ Cg/ |1 [Py, — u| dz + Cg/ |91y, — u|dr (4.23)
Bar Bar

+ O {(|VuP") 2V, Vu, — Vu) dz,

Baogr
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com supp ¢ C Bag.
Temos:
o lim I3(up).(pun) = lim I3 (up).(pu) = 0.
o me (|Vu|P®=2Vu, Vu, — Vu) dv = (J'(u),u, —u) — 0, onde

p()

e Usando a desigualdade de Holder e as imersoes compactas

1
J(u) = / —— | Vul|P® dx
Bar

W@ (Byg) < LP®)(Byg), LY (Byp),

obtemos
/ ‘Vun|p(x)7l|un —uldz < C|[full o |y, — uHLP@)(BQR) > 0,
BQR Lp(a:)—l 2R
/ |un Py — uldz < Cllgall pe [t — || o) By — 0,
BQR Lp()—1 2R
/ |t "ty — uldz < C'hal] awer [t = u| faw1(3y5) — O,
Bar L a@) Baog

onde as seqiiéncias

Fo = VPO gy = Ju, [P e By = [ |7

sao limitadas, pois {u,} é limitada. Logo, por (4.23), segue que
lim | P,dx <0. (4.24)

n—oo B

Segue de (4.24) e da convergéncia
u, — u em WHr@(B)
que o operador L : WHP@)(B) — (W1 P@)(B))* definido por
(L(u),v) = /B |VulP®2VuVu dx

¢ do tipo (Sy). Dai,
U, — u em WHPE(B),

Logo,

U, — U em W/llo’cp(r) (]RN),
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portanto, pelo Lema 4.3,

U, — u em W (RN).

iii) Segue de i) e da Proposigao 1.9.
iv) Segue de ii), das hipoteses sobre p e ¢ e do Lema 4.2. |

4.4 Existéncia de Solucao

Nesta segao discutiremos a existéncia de solugao fraca para o problema (Py).
Como estudaremos dois tipos de comportamento no infinito para a fungao ¢, dividire-
mos esta secao em duas subsecoes.

Primeiramente, explicitemos o que seja uma solugao fraca para o problema (Py).
Definigao 4.1 Dizemos que u € WHP@(RN) ¢ uma solucdo fraca do problema (Py)

Se

/ [|[Vu[PP 2 VuV e + |ulP ™ ?ug| do = )\/ |1~y da,
RN RN

para todo ¢ € C°(RV).
4.4.1 Primeiro Caso: Igualdade no Infinito

Nesta subsecao, supondo ¢ constante no infinito, mostraremos que o problema (P))
tem uma solucao para todo A > 0.
O préoximo Lema estabelece uma importante desigualdade envolvendo o nivel

minimax ¢, de I.

Lema 4.6 Seja {u,} uma seqiiéncia (PS)y de I tal que u, — 0 em WHP@(RN) ¢

suponha que
q(z) < s q.s. em RY eq(x) =s, para todo |x| > R. (@)

Entao, co < d.
Demonstracgao. Afirmamos que

I’ (un)-(up) — 0 e Io(u,) — d.
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De fato, usando as hipoteses (Hy) e (@) temos

L (un)-(un) — I (up) . (u,) = / [\Vun|p(x) — ]Vun|m] dx
le|<R
+ / [[n]?® — |u,|™] dz (4.25)
le|<R
oA / [Vt — 114 dz,
lz|<R

Pelo Lema 4.5 cada termo do lado direito de (4.25) é 0,(1), e sendo {u,} (PS)s e
limitada, temos

];\(UN)(un) < ||I;\(un)||||un|| — 0,

portanto, usando (4.25) obtemos
I (uy).(u,) — 0.

Analogamente, desde que

|V, [P® |V, |™
)\(u ) (u ) LISR { p(]?) m €z

p(z) m
i / Pun| _ |y | } dr
|z|<R p(x) m

o[ e,

temos I (u,) — d, pois I\(u,) — d.
Fixemos v € WHPE)(RN). Sendo s+ 1 > m, a fungdo f(t) = Io(tv),t > 0, possui

um unico ponto de maximo. Entao, fixemos ¢, > 0 tal que

Io(thuy,) = max I (tuy,). (4.26)

t>0

Afirmagao: t, — 1.

De fato, a menos de subseqiiéncia, temos

l|un|| — a e ||upl||ss1 — b em R. (4.27)
Por outro lado, temos
Ta(tt) = g . lunli3 = d + 0,(1) (4.28)
co\Un) = —||Un - Un|g - n .
m s+ 1 1
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I () () = [Jun|™ = AlJunll311 = 0n(1) (4.29)

Usando (4.27) e passando ao limite em (4.28) e (4.29), obtemos

d=a" <i— ! ) (4.30)

m s—+1

Segue de (4.26) que

d
_[oo lpty) = 0,
o (thun,) =0

o que implica
tm—l—s
n

[[unl [ = = lunl™, (4.31)

Logo, de (4.27) e (4.31) conclui-se que {t,} é convergente.
Agora, substituindo (4.31) em (4.28) resulta em

Lot =l (= 5. (132

m s+1

Finalmente, passando ao limite em (4.32) e usando (4.27)-(4.30), obtemos ¢, — 1.

Pela definicao de ¢, temos

tr—1
< dtop(l)+ / [V etn|™ + ] de (4.33)
m RN
1 — ts+1
( n ) / |un|s+1 dl‘
S + 1 RN

Passando ao limite em (4.33) e tendo em vista que a seqiiéncia {u,} ¢ limitada em

Wh™RN) | LiPHRY) e que t, — 1, concluimos que ¢ < d. m

loc loc

Lema 4.7 Se a hipdtese (Q1) € vdlida, entao ¢y < Cso-

Demonstragao. Fixe uma ground state solution radialmente simétrica positiva w do

problema limite (ver [3])

—Apw+wm =\, em RY,

(Poo)
w € WHm(RN).

Sejam z, = (0,0,...,n), w, = w(x —z,) e t, tais que

L(thwy) = max I(twy,).
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Afirmacao: {t,} ¢ limitada.

De fato, note que, sendo co, = Io(wy) € Il (w,) = 0, temos

1 A
Coo = —/ [|Vwrt| + wit] doe — / wit da, (4.34)
m ]RN S + 1 RN

Co = / [|Vwn|™ +w)'] de = )\/ Wit dz. (4.35)
RN RN

Assim, usando (4.34) e (4.35), temos

Pela hipotese (Hy):
/ [V, [P®) + wﬁ(m)} dx = 0,(1) + ¢, (4.36)
RN

onde

on(1) = / [V, [P®) 4+ wh®)] da.
lz|<R

Uma vez que

i]A(twn) = I (twy).wp,

dt
d
—I\(tywy) = 0,
g7 I\ (Encem)
obtemos
/ 211V w, [PE) + wP@)] dz = A / 1@ 1@+ gy (4.37)
RN RN

Suponha que ¢, > 1, para todo n € N. Dai, usando (4.36) e (4.37), obtemos
7" [0u(1) + ¢o] > ML [0,(1) + ] - (4.38)

Logo, usando a hipotese ¢~ > pt — 1 e (4.38), concluimos que {¢,} é limitada.

Pela definicao de cy, temos

IN

]A(tnwn) - Ioo(tnwn> + ])\(tnwn) - Ioo(tnwn)

o] [Frt War],
Coo — T
|z|<R p(x) m

p(z) m
/ tneon " ftneonl™ | (4.39)
lz|<R p(x) m

N / [|tnwn|s+1 |tnwn|q(a:)+1:| p
— xZ.
wl<r L $+1 q(z) +1

Cx

IA

+




Agora, fixemos n suficientemente grande tal que

|Vt w,| < 1, |th,w,| <1 em Bg(0).
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Sendo a funcao f(t) = tta’,0 < a < 1, decrescente em (0, 00), entdo, para tal n,

0s termos

/ Pwnwnw |thwnl’"} p / [itnwnlpm |tnwn|’”] d
— T, — €,
|z|<R p(x) m |z|<R p(z) m

/ [townl™! [tawa| @
— x
w<r L s+1 q(z) +1

sdo negativos. Portanto, por (4.39), tem-se ¢y < Cx.

Teorema 4.8 Se a hipdtese (1) € vdlida, entao o problema (Py) tem uma solugdo

para todo A > 0.

Demonstragao. Para cada ¢ € C>°(RY), a seqiiéncia (PS)., {u,} satisfaz

/ [Vt P2V 0, Vi + [ P02, 6] dr = A /
RN

R

Pelo Lema 4.5, existe u € WP (RY) tal que

Uy — w em WEP(RY),

Por continuidade, temos

/ Vi, P2V, Vo de — |VuPD2VuV ¢ dz,
supp ¢ supp ¢
/ [t [P 2006 dr — [ulP' g da,
supp ¢ supp ¢
/ |t | 7@, b da — |u| 7@ e d.
supp ¢ supp ¢

Passando ao limite (4.40) e usando (4.41) - (4.43), obtemos

|9y d,
RN

/ [|Vu[PO 2V uV ¢ + [u[P™"2ug| dv = X /
]RN

\un\qw)’lun¢ dx + 0,(1).
N

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

para todo ¢ € C°(RY), o que mostra que u é solucio fraca de (Py). Logo, pelos Lemas

(4.6) e (4.7), concluimos que u > 0.
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4.4.2 Segundo Caso: Assintoticamente Constante no Infinito

Nesta subsecao, supondo ¢ assntoticamente constante no infinito, mostraremos que o
problema (Py) tem uma solugao para todo A > A, > 0.
O proximo resultado estabelece uma importante desigualdade envolvendo o nivel

minimax ¢, do funcional /.

Lema 4.9 Seja {u,} uma seqiiéncia (PS), de I tal que u, — 0 em WHP@(RN) ¢
suponha que

lim ¢(z) = s. (Q2)

|z|—o00

Entao, c, < c.
Demonstracgao. Afirmamos que
I (un).(up) — 0 e Io(u,) — c.
De fato, usando a hipotese (Hy) temos
() () — I () () = / (VP — [V |™] da
|z|<R
+ / Uun|p(”) — |un[™] da (4.44)

+ )\/ [|un|5+1 — |un|q(w)+1} dx.
RN

Pelo Lema 4.5, os dois primeiros termos do lado direito de (4.44) sao o0,(1). Quanto ao

terceiro, note que podemos escrevé-lo como

/ [[wn]™™ = |un|"F] da = 0,(1) +/ [[wn]™* = |un|"F] da, (4.45)
RN

lz|=R

onde, pelo Lema 4.5,
on(1) = / Uun’sH _ |un|q(r)+1} dz.
lz|<R
Fixemos n € N. Dado |z| > R, pelo Teorema do Valor Médio temos
[t = [ [ 1] = [un|” log [un g () — s, (4.46)

com f(z,n) =0 € (¢(z) + 1,s+ 1). Agora, escolhamos £ > 0 suficientemente pequeno
de sorte que

m+£&<f<m"—¢E. (4.47)
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Note que

|1 |? 10g || < un]?~8 + |un|?FE. (4.48)

Logo, usando (4.46) - (4.48) e um argumento de interpolacdo, obtemos

/ [[tn] "™ = |un| " ] d2 < C [n|™ + un|™ ] |g(z) — s|dz.
lz|=R lz|>R
Usando agora a condi¢ao (@), temos

/ [[n] " = Ju, | F] de < OR(l)/ [n|™ + un|™] da. (4.49)

lz[>R |z|>R
Dado € > 0, podemos escolher R > 0 tal que
oR(nL/“ tal™ + Jun|™ ] dx < /2. (4.50)
lz|>R

Logo, por (4.45) - (4.50), temos
115 (un)-(un) = I (un) - (un)| < 0n(1) +€/2,

portanto I/_(u,).(u,) — 0. De maneira analoga, mostra-se que I (u,) — c.
Fixe t,, tal que

Io(thuy,) = max Ioo(tuy,).

Como foi mostrado no Lema 4.6, t, — 1. Assim, pela definicao de c,,, temos

tm—1
< cton(l)+ln l/[w%m+qum (4.51)
m RN
1 — ts+1
( n ) / ‘un‘s+1 d.CIZ'
s + 1 RN

Passando ao limite em (4.51) e tendo em vista que a seqiiéncia {u,} ¢ limitada em

Whm(RN) | LsH(RN) e que ¢, — 1, concluimos que ¢, < c. |

Lema 4.10 Suponha que a condicio (Q2) € vdlida e que q(z) < s, q.s. em RY. Entdo,
existe A, > 0 tal que ¢y < coo, para A > A,.

Demonstragao. Seja v uma ground state solution radialmente simétrica positiva do

seguinte problema
A v+ 0" =%, em RY,

v e WH™RN).
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Assim, apos alguns célculos, constata-se que a funcdo w = A\ D=5y ¢ ground state

solution do problema

—Apw+wm =, em RV,

(Peo)
w e Whm(RN),

Sendo s > m — 1, podemos escolher )\, > 0 suficientemente grande tal que
|woo, |VWw]eo < 1.

Fixemos t,, tal que

I\(tpwy) = nax I(twy,).

Usando a defini¢ao de ¢y e a hipotese (Hy) , temos que

C) S I)\(tnwn) = [oo(wn) + I/\(tnwn) - Ioo(wn)
p(z)
< Coo/ {—|thwn| - |thwn|mm} dx
|z|<R p(z)
+/ [|w| —|w|}da: (4.52)
|z|<R p(x) m
tn N s+1 tn N q(z)+1
Cof [l e,
gy | s+1 g(z) +1

Fixe n suficientemente grande tal que
[thwnl, |Vtaw,| < 1 em Bg(0).

Agora, observe que, sendo a fungiao f(t) = t"'a',0 < a < 1, decrescente em (0, +00),

temos que, para tal n, os termos

/ [|thwn|p(l") |thwn|m} p / [|tnwn|p(x) |tnwn|m:| ;
_ x, — X,
|z|<R p(z) m |z|<R p(z) m

P
— X
gy | s+1 q(x) +1

sao negativos. Portanto, por (4.52), tem-se ¢y < Cx. |

Teorema 4.11 Suponha que a condicio (Q2) € vdlida e que q(z) < s, ¢.s. em RY.

Entao, o problema (Py) tem uma solu¢ao para A > \,.
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Demonstragao. Para cada ¢ € C°(RY), a seqiiéncia (PS)., {u,} satisfaz
/RN [V, PP 2V, Ve + [, [P 2u,¢) do = )\/RN |t |1 p de + 0, (1), (4.53)
Pelo Lema 4.5, existe u € WP (RY) tal que
Up — u em WP (RN,

loc

Por continuidade, temos

/ Vi, P2V, Vo de — |Vu P2V uV ¢ dz, (4.54)
supp ¢ supp ¢
/ |t [P 2,0 d — |ul[P@ =20 du, (4.55)
supp ¢ supp ¢
/ |1y de — |u| 7L ug da. (4.56)
supp ¢ supp ¢

Passando ao limite (4.53) e usando (4.54) - (4.56), obtemos

/ [|[Vu[fP2VuV e + [ulP™2ug| dv = X /
]RN

|| 9@y d,
RN

para todo ¢ € C°(RY), o que mostra que u é solugio fraca de (Py). Logo, se A > ),

entao pelos Lemas (4.9) e (4.10), concluimos que u > 0. [



Apéndice A
Desigualdades

Neste Apéndice, demonstraremos duas desigualdades que foram utilizadas no

Capitulo 3 (Secao 3.1). Adaptamos a demonstragao de [20] (pag. 78).

Lema A.1 Sejam x,y € RYN. Entdo

25-p

e = sep 22
" — Ty, —y) >

(|| Yy, —y) N
(P + [ylp)>=#"

sel <p<?2,

Demonstragao. Sejam z,y € RY. Podemos supor |z| = 1 e |y| < 1, pois do contrério,

supondo |z| > |y|, considerariamos

- x Y
r = —
||

Escolhendo uma base conveniente em R”, podemos supor

r=1(1,0,...,0) e y = (y1,92,0,...,0).

i) 1 < p < 2. Neste caso, a desigualdade requerida é equivalente a

Y1 y?+y§}((1+!y\)2"’ >

g(yhyz):{l—%— — - >
lyl>? |yl | (1 —wy)?+ 3

ou

g(yl,yz)={<1— I )(1—y1)+ s }<(1+|y’)2_p > C.

|ly|>-P lyl? ) (1—wy)2+y3 ~



Se 0 <y, <1, entao

n

1 —
ly[*~»

1

Y1
_ |y1|2—P = (1 — yl)(l + |y1|—2_p) + 1y —

> I-yp+y—1=@-1)01~-y).

v

Se y; < 0, entao

Sy > (- 11—y,

1— >
ly|>P

Assim,

v } (1+y))*>
lyl2? ) (1—w)*+ 3

> {1-un)’p-1+@@-1y} 1

o) > {(1 -1+

= (p-D){Q—w)*+ yg}m

= (=1
i) p > 2. Substituindo t = |y| e s = <x’, 3‘J> na expressao
Y
("= — Iy« — y)
|z =yl ’

temos

1—(t+t7 s+ P
(1 —2ts +12)%

Mostraremos que a funcao h é limitada inferiormente.

h(t,s) =

Fixando ¢, temos que se
oh
— =0,
0s
entao

1
I—(t+tP s+ P = (P2 +1)(1 — 2ts + 12).
p

Logo, se s, ¢ um ponto critico de h, substituindo (A.2) em (A.1) temos
P2+ 1
p(1 —2ts, + tQ)%
241
— op(t+1)p2
1 . 241
- min —
p 0<t<1 (t + 1)p—2
237P

p

h(t,s,) =

v

Y127

(1—11)?+y3

75

(A1)

(A.2)



Apéndice B

O Teorema de Minty-Browder para

Operadores Continuos

Neste apéndice demonstraremos o Teorema de Minty-Browder, um dos resultados
bésicos na teoria dos operadores monoétonos. Faremos a demonstracao para operadores
continuos, embora tal teorema seja valido para operadores mais gerais (ver [13]). Para
uma outra demonstracao sugerimos a referéncia [6] (pag. 117).

No que segue, X é um espaco de Banach reflexivo e X*, seu dual.

Definicao B.1 Um operador T : X — X* € dito ser mondtono se
(I'(x) =T(y),z —y) >0, para todos v,y € X.

Definicao B.2 Um operador T : X — X* € dito ser coercivo se

Teorema B.1 (Minty-Browder) Sejam X um espaco de Banach reflexivo e T :

X — X* um operador continuo mondtono e coercivo. Entao, T é sobrejetivo.

Demonstragao. Dividiremos a demonstragao em dois casos:
(a) X tem dimensao finita;
(b) X tem dimensao infinita.

(a). Suponha inicialmente que X = X* = R". Basta mostrar que 0 € Im(T), pois se
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y € RY y £ 0, o operador translacio T, = T — y satisfaz as hip6teses do Teorema e

0 € Im(T,) se, e somente se, y € Im(T"). Sendo T coercivo existe r > 0 tal que
(T'(x),x) > 0, para |z| =, (B.1)

onde |- | ¢ a norma em RY,

Afirmacao: o operador
S=1;-T:RY —R"

tem um ponto fixo z, € B(0,r), o que implica T'(z,) = 0. Para demonstrar a afirmagao
vamos usar o seguinte corolario do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer:

"Uma aplicagio continua S : B(0,7) — RY tem um ponto fixo se
S(x) # Az, para |z =re X > 1"
De fato, suponha que existem z, € B(0,7r) e A\, > 1 tais que
S(z,) = oo
Logo, usando (B.1) temos

(70, 70) < (Ao, 7o) = (S(20), o) = (70, 70) — (T'(2,), 7o) < (2o, To),

uma contradi¢ao. Isto prova a afirmacao.

Se X # RY, entdo existe um isomorfismo
i RY — X
tal que
Cy|z| < |li(z)|] < Cylz|, para todo x € RY. (B.2)

Considere o operador
L=i0oToi:RY — RV,

onde ¢* é o adjunto de i. Note que o operador L é
e continuo, por ser composi¢ao de aplicagoes continuas.

e coercivo, pois usando a coercividade de T e (B.2) tem-se

(L(z),z) (o Toi)(x),x) (Tl(z)),i(r)) .
2] 2] |z] ’
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quando |z| — 0.

e monoétono, pois usando a monotonicidade de T' temos

(L(z) = L(y),x —y) = ((FoToi)(z)— (" oToi)(y),z—y)
= (T(i(x)) = T(i(y)),i(x) —i(y)) > 0.

Logo, L é sobrejetivo, e portanto T também o serad. Mostramos, assim, o item (a).
(b). Seja F a colegao de todos os subespagos F' de dimensao finita de X. Sejam
ip : FF — X o operador de inclusao e ¢* : X* — F*, seu adjunto. Considere o
operador

Tp=1"0Toi: F — F*.
Observe que Tr satisfaz todas as hipoteses do Teorema C.1. Logo, pelo item (a), existe

xp € F tal que

Usando a coercividade de T' e (B.3), temos que existe uma constante M > 0 tal
||zr|| < M, para todo F € F. (B.4)
Agora, para cada F, € F, defina o conjunto
Vi, = fecho fraco de U {zr}.
FOF,
Sendo X reflexivo, entdao por (B.4) e pelo Teorema II1.16 de [5], temos que a bola
B(0, M) é fracamente compacta. Logo, Vp, é fracamente compacto.

Agora, afirmamos que a familia {Vp, : F,, € F} tem a propriedade da intersecao

finita. De fato, sejam

F.,F,...,F,€F,

e considere o subespaco

Fo = Span{Fl, FQ, ey Fp}
Assim, F, € F. Seja xp, € F, tal que Tp, (xp,) = 0. Desde que
FyCloj=1,...,p

entao

rp, €Ve,j=1,...,p.

J
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Donde,
P
Tp, € m ij.
i=j

Logo, sendo {Vg, : F, € F} uma familia de compactos com a propriedade da intersegao

finita, existe x, € X tal que

Ty € m VFO‘
FoeF

Mostraremos que T'(z,) = 0.

De fato, dado y € X, seja F, € F tal que y € F,. Assim, para F' D F,, temos que
(T(y) = T(xr),y —xr) 2 0.
Dai, por (B.3) segue que
(T'(y),y — xp) >0, para F, C F.
Desde que z, € Vf,, existe {F,,} € F tal que
F,CF,exp — 7,

Logo,
(T(y),y —,) > 0. (B.5)

Fazendo y = x, +tz, 2 € X et € R, em (B.5) temos

(T(xp+1tz),2) >0, set>0 (B.6)

(T'(xo+tz),2) <0, set <0. (B.7)

Assim, se t — 07, segue de (B.6) que

(T'(x,),z) >0, para todo z € X. (B.8)
Do mesmo modo, se t — 0~, entao usando (B.7) obtemos

(T'(x,),z) <0, para todo z € X. (B.9)

Portanto, usando (B.8) e (B.9), concluimos que T'(z,) = 0. [



Apéndice C

Teorema do Passo da Montanha

Neste Apéndice, através do Principio Variacional de Ekeland, demonstraremos
o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz. Este Teorema é
um dos mais importantes da Anélise Funcional nao Linear, sendo de grande utilidade
quando se estuda certos tipos de problemas elipticos. Seguimos, com poucas alteragoes,
a demonstracao encontrada em [17|. Para uma outra demonstragao, usando lema de
Deformagao em vez do Principio Variacional de Ekeland, sugerimos as referéncias [21]
e [25].

Lembramos que, se X é um espago topolégico, um funcional ¢ : X — (—o0, +00]

é dito ser semicontinuo inferiormente (s.c.i.) se o conjunto
(@ <A ={reX:P(x) <A}
for fechado, para todo A € R.

O proximo resultado é conhecido como o Principio Variacional de Ekeland.

Teorema C.1 Sejam (M, d) um espago métrico e p : X — (—o00, +00] um funcional

s.c.i., limitado inferiormente e tal que ® # +oco0. Entao, dados € >0 e u € M tais que
O(u) <inf d + e,
M

existe v € M com

O(v) < P(u) e d(u,v) < 1. (C.1)
Além disso, para cada w € M, w # v, tem-se

O(w) > ¢(v) — ed(v,w). (C.2)
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Demonstracgao. Verifica-se facilmente que a seguinte relagao
w<ve O(w)+ ed(v,w) < P(v) (C.3)

define uma ordem em M.
Vamos construir indutivamente uma seqiiéncia em {u,} em M da seguinte ma-

neira: comegamos com u, = u €, supondo conhecido u,, definimos o conjunto
Sp={weM:w<u,}.

Agora, escolhemos u,; tal que

1
d(u,) < inf & .
(“)—%L o

Observe que, para cada n € N,
e S, C Sy

De fato, se w € S,41, entao w < uyy1 < Uy,
e S, é fechado.

De fato, seja {w;} C S, tal que

w; — w € M.
Desde que w; < u,,, temos
P (w;) < D(uy,) — ed(uy,, w;). (C4)
Sendo @ s.c.i. e d continua, os conjuntos
A ={wj € Sy : D(w;) < 28 (un)},

B ={w; € S, : ®(w;) + 2ed(uy,, w;) <0}

sao fechados. Logo, o conjunto
AUB ={w; € 5, : ®(w;) < (uy,) — ed(uy, w;)}
¢ fechado. Passando ao limite de j — +o0 em (C.4) obtemos
O(w) < P(uy) — ed(up, w),

o que implica w < u,, portanto w € S,,.
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Seja w € S,,11. Entao, w < u, 1 < u,, e dai

1 1
< — <i — 1 = —.
ed(w, u,) < d(uy,) — P(w) < 1;1nf<I> + ] 1élnf<I> -

Logo, se v € S, 41, entao

d(w,v) < d(w,u,) —d(v,u,) < — — 0, quando n — oo.
ne

Portanto,

diam S, +1 — 0, quando n — o0,

ie.,

diam S, — 0, quando n — oo. (C.5)

Desde que (S,,) C M ¢é uma seqiiéncia decrescente de conjuntos fechados verifi-

cando (C.5) e M é completo, temos

() Sn = {v}, (C.6)

neN

para algum v € M. Em particular, v € S, i.e., v < u, = u. Logo,
®(v) < @(u) — ed(v,w) < O(u),

d(u,v) < e H(®(u) — P(u)) < e_l(ij‘r}IfQJ +e— i]I\IJf o) =1,

com isto obtemos (C.1).
Para obter (C.2), por (C.3) basta mostrar que w < v implica w = v. Entao, se
w < v, temos

w < u,, para todon € N,

pois v € S, para todo n € N. Logo, por (C.6), concluimos que w = v. [ |

Observagao C.1 Se usarmos a métrica Ad, com A > 0, as conlusées (C.1) e (C.2)

podem ser substituidas, respectivamente, por
d(u,v) < 1/A,

O(w) > O(v) — ed(v, w). (C.7)
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Teorema C.2 Seja X um espago de Banach, p : X — R um funcional diferencidvel

e limitado inferiormente. Entao, para cada € > 0 e cada u € X tais que

o(u) < igl(f © + €, (C.8)
existe v € X tal que
p(v) < p(u), (C.9)
lu— || < €2, (C.10)
1/ ()] < €72, (C.11)

Demonstracao. Usando a Observacao C.1 com A = ¢ /2 e fazendo X = M e ¢ =
no Teorema C.1, temos que dados € > 0 e u € X satisfazendo (C.8), existe v € X tal

que valem (C.9) e (C.10), e além disso tem-se
p(w) > p(v) = e[fo —wll, (C.12)

para todo w € X, w # v.
Fazendo w = v + th, parat # 0 ¢ h € X, com ||h||=1, por (C.12) temos

th) —
SO(U + |t)| 90<U) —61/2 (013>
Por (C.13) temos
eset— 0, entao
(¢ (v),h) > —€'/2. (C.14)
eset— (07, entao
(¢ (v),hy < €72 (C.15)

De (C.14) e (C.15), obtemos
| <S0/—<U)ah> | < €'/? para h € X, com |h|] = 1,

portanto,

¢/ ()l < €2,

o que mostra (C.11). [
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Teorema C.3 Sejam X um espago de Banach, u,,u; € X e p € CH(X,R). Seja o

espaco métrico completo
I'={g € C([0,1], X) : g(0) = uo € g(1) = w1}
munido da norma usual d. Defina

¢ = inf max e(g(t)) € cr = max(p(u,), p(ur)).

Se ¢ > ¢y, entdo dados e >0 e f €T tais que

mmax p(f(t) <c+e (C.16)
existe v € X tal que
c—e< ) < Imax e(f(t)), (C.17)
dist(v, f([0,1])) < €'/2, (C.18)
1 ()] < €'/, (C.19)

Demonstragao. Se ¢ > ¢q, entao podemos supor 0 < € < ¢ — ¢;. Seja f satisfazendo

(C.16). Defina a fungao ® : I' — R por

®(g) = max ©(g(t)).

Entao,

c:i¥f<1>>cl.

Segue da continuidade de ¢ no compacto g([0, 1]) que ® é continua. Observe que

& verifica as hipoteses do Teorema C.1. Logo, por (C.16), existe h € T" tal que

O(h) <O(f) <c+e, (C.20)
max [h(t) = f(t)] < e, (C.21)
®(g) > ®(h) — €/%d(h, g), para g €T, g # h. (C.22)

Note que de (C.21) segue (C.18). Assim, para concluir a demonstracao é suficiente

mostrar que existe t, € [0, 1] tal que

¢ — e < p(h(t,)), (C.23)
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[l (At )| < €2,

ou, em particular,
(' (h(t,)),v) > —€Y? parave X, ||v]| = 1. (C.24)
Observe que (C.23) é satisfeita. Suponha, por absurdo, que para cada t € I, onde
I={te[0,1]:c—e<o(h(t))},
existe v; € X, ||ve|| = 1, tal que
(@' (h(1)), 0) < —€2.

Logo, pela continuidade de ¢, para cada t € I, existem §; > 0, v, € X, ||vy]| = 1 e um

intervalo aberto t € I, C [0, 1] tal que
(¢'(h(s) +u),v) < —€/? parase L eue X, [|ul| <. (C.25)

Sendo I compacto, a cobertura aberta
s
tel
de I possui uma subcobertura finita Iy, ..., I;,. Defina a funcao v, : [0,1] — [0, 1]

por
r . k
dist(t, I¢
#7 se t € U ]ti’

k
> dist(t, I) =t
j=1

¥;(t) =
k
0, set¢ U I,.
\ =1
Seja 0 = min{d;,,. .., 0, }. Pelo Lema de Urysohn, podemos construir uma fungao

continua v : [0,1] — [0, 1] tal que

1, sec<p(h(t)),
0, se @(h(t)) <c—e.

Y(t) =
Seja g € C([0,1], X) tal que

g(t) = h(t) + 6(t) Y vty (C.26)

Jj=1
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Se h € T', entao
o(h(t)) <c <c—e€ parat € {0,1}.
Dai, pela definicao de 1, temos
Y(t) =0, para t € {0, 1}. (C.27)

Logo, de (C.26) e (C.27), temos que g € I'.
Usando (C.25) e o Teorema do Valor Médio, para cada t € I, existe A € (0, 1) tal

que

k k
p(g(t)) —p(h(t) = <¢’(h(t)+A&b(t)Z%(t)vtj),&ﬁ(t)Z¢j(t)vtj>

Set ¢ I, entao
@(h(t)) <c—¢€
dai ¢ (t) = 0. Logo, por (C.26), tem-se

w(9(t)) = ¢(h(t)), parat & I. (C.29)

Seja t € [0,1] tal que

Assim, por (C.28) e (C.29), temos

p(h(t) = p(g(f) 2 ¢ >c—e

de onde segue que

teley(t)=1.

Por (C.28),
O(g) + €775 < p(g(T)) + €'/* < @(h(t)) < @(h),

logo g # h. Pela definicao de g, temos

d(g,h) <o,
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logo
(g) +€'/2d(g, h) < @(h),

que contradiz (C.22), e completa a demonstragao. [ |

Corolario C.4 Com as hipdteses e notagoes do Teorema C.3, suponha que existe S C
X tal que

g([0,1]) NS # 0, para g €T (C.30)
e
= infe
Se
c1 < Cp,

entao ¢ > c.
Demonstragao. Por (C.30), temos

= inf t)) > c, > .
c ;relrtem[%so(g())_c ¢1

Antes de demonstrarmos o Teorema do Passo da Montanha, estabelecamos a

seguinte

Definigao C.1 Sejam X um espago de Banach, ¢ € C*(X,R) e ¢ € R. Dizemos que
¢ satisfaz a condi¢cdo de Palais- Smale no nivel ¢, (PS)., se toda seqiéncia {u,} C X

tal que

o(up) —ce @l(un) —0

possui uma subseqiiéncia convergente.

Teorema C.5 (Passo da Montanha) Com as hipdteses e notacoes do Teorema C.3

e seu Corolario C.4, suponha que existem u,,uy € X e uma vizinhan¢a aberta U de u,
tal que uy € X \ U e

inf ¢ > ¢;.

o>

Se ¢ satisfaz a condigao (PS)., entdo ¢ € um valor critico de p e ¢ > ¢;.



Demonstracgao. Afirmamos que

g([0,1))NU # 0, para g € T.
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De fato, sem perder a generalidade podemos supor que U = B(u,,7), bola aberta de

centro u, e raio r. Fixe g € I' e defina a fungao continua
h: [0,1] —R

t = h(t) = lg@®]l-

Note que
h(0) = [lg(O)I] = [luol| < re h(1) = [lg()|] = [|wal] = r.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe t, € [0, 1] tal que
h(to) = llg(to)ll =1,

e portanto

9([0,1)) NU # 0, para g € T.

Além disso, Pelo Corolario C.4, tem-se ¢ > ¢;. Pelo Teorema C.3, existe uma seqiiéncia

{u,} C X tal que

(,O(Un) — G

166 (un)[| — 0.

(C.31)

(C.32)

Desde que ¢ satisfaz a condigao (PS)., existem uma subseqiiéncia {u,;} C {un}

e u € X tais que

Up; — U

Sendo ¢ continuo, temos por (C.31) e (C.33) que
p(Un,) — o(u) = c.
Pela continuidade de ¢, (C.32) e (C.33) segue que
¢ (un,;) — ¢ (u) = 0.

Portanto, por (C.34) e (C.35), ¢ é um valor critico de ¢.

(C.33)

(C.34)

(C.35)
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Observacao C.2 No Capitulo 3, usamos o Teorema do Passo da Montanha com a
condigao (PS). No entanto, se um funcional ¢ € C* satisfaz a condi¢ao (PS), entdo ¢
satisfaz a condi¢ao (PS)., para todo ¢ € R. A reciproca, porém, nao € verdadeira (ver
[17], pdg. 81).



Apéndice D
Resultados Utilizados na Dissertacao

Neste Apéndice, enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao longo
da dissertacao.

No que segue, denotaremos
e (X, X, 1) um espago de medida,
e M ™= conjunto das funcoes mensuraveis nao-negativas definidas em X e assumindo
valores em R,
o L = L(X,X, u)= espago das fungdes reais integraveis.

Teorema D.1 (Teorema da Convergéncia Monétona) Se uma seqiéncia nao-

decrescente { f,} C M™ converge em quase todo ponto para uma funcao f, entao
/fdu = lim /fndu.
Demonstracao. Veja [4], Teorema 4.6 e Corolario 4.12.

Teorema D.2 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja uma seqiiéncia { f,,} C
L que converge em quase todo ponto para uma funcgao real mensurdvel f. Se existe uma

fungao integrdavel g tal que |f,| < g Vn, entao f € L e

/ fdp = lim / Jndp.

Demonstracao. Veja [4], Teorema 5.6.

Lema D.3 (du Bois-Reymond) Seja Q C RY aberto. Se f € Li.(Q) € tal que

/fu 0, Vu € C2(Q),

entao f =0, q.s. em €.
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Demonstragao. Veja [4], Lema IV.2 e [18], Proposigao 1.31.

Teorema D.4 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < p < N, entdo
WhP(RY) c LF(RY), onde 11 i,
p p N

e existe uma constante C' = C(p, N) tal que

1 < C||Vul|r, Yu € WHP(RY)

[|ul
Demonstragao. Veja [5], Teorema IX.9.
Corolario D.5 Seja Q C RY um aberto limitado de classe C*. Se 1 < p < N, entdo
WhP(Q) € LU(Q),Yq € [p,p’],
com 1mersao continua.
Demonstragao. Veja [5], Corolario IX.14.

Teorema D.6 (Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY um aberto limitado de classe
Cl. Sep < N, entdo

1

N

1
WhP(Q) c LYN),Vq € [1,p*), onde i

D=

com imersao compacta.

Demonstragao. Veja [5], Teorema IX.16.

Teorema D.7 Sejam X um espag¢o de Banach reflexivo e uma seqiéncia (r,) C X

limitada. Entdo, existem uma subseqiéncia (x,,) e x € X tais que x,, — .
Demonstracao. Veja [5]|, Teorema I11.27.

Teorema D.8 Sejam X,Y espagos vetoriais normados e T : X — Y um operador

linear compacto. Se x,, — x em X, entio Tx, — Tx em Y.
Demonstracao. Veja [16], Teorema 8.1-7.

Teorema D.9 Sejam X um espago vetotial normado e uma seqiéncia (x,) C X.

Tem-se

(i) x, — x se, e somente se, (f,x,) — (f,x) Vf € X*;

(ii) se x, — x, entdo T, — x;

(111) se x, — x, entao ||x,|| € limitada e ||z|| < liminf ||x,]|;
(iv) sex, = x e f,— femX* entio (f,x,) — (f,x).

Demonstragao. Veja [5], Proposicao I11.5.
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