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RESUMO

Cada vez mais a Matemadtica se faz presente e necessdria em nosso cotidiano. Neste trabalho, foi
realizado um estudo sobre equacdes diferenciais, com particular referéncia ao modelo de Von
Bertalanffy. Esse trabalho tem como objetivo de encontrar uma equagdo que melhor descreva os
dados experimentais do peso da galinha caipira criada ao ar livre (sem ser em confinamento).
A metodologia consiste na parte experimental, em que foi possivel coletar os dados (peso da
galinha), e na parte tedrica, na qual utilizou-se o modelo de Von Bertalanffy generalizado para
descrever os dados experimentais peso-idade e calcular os valores dos parametros existentes no
modelo. Foi discutido qual o melhor momento para se fazer o abate da ave para que o produtor
rural possa reduzir gastos e ampliar seus lucros. Com este trabalho foi possivel avaliar o processo
do crescimento em peso da ave e estimar até que momento € rentdvel manter a galinha viva.

Palavras-chave: Matemadtica aplicada. Modelagem Matematica. Equacdes Diferenciais.



ABSTRACT

At every moment, Mathematics becomes more present and necessary in our daily lives. In this
work, a study on Differential Equations was carried out, emphatically on the Von Bertalanffy’s
model. This research aims to find an equation that more effectively describes the experimental
data of this study, referring to the weight of free range chickens raised outdoors (in non-
confinement). The methodology consists of the experimental part, of data collection (chicken’s
weight), and the theoretical part, in which the generalized Von Bertalanffy’s model was used to
describe the weight-age experimental data, calculate the values of the parameters existing in the
model. In this sense, it was possible to discuss the best time to slaughter the bird so that the rural
producer can reduce expenses and increase their profits. Thus, with this work, it was possible to
evaluate the bird’s growth process in terms of its weight and thus estimate how far it is profitable
to keep the chicken alive.

Keywords: Applied Mathematics. Mathematical Modeling. Differential Equations.
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INTRODUCAO

A Matematica € mais do que uma ciéncia que trabalha com nimeros, pois ela estd
presente em diversos momentos do cotidiano. Desde uma simples compra no supermercado, até
uma receita de medicamento fornecida por um médico, hé a existéncia de Matematica. Ha muito

tempo, o ser humano emprega a Matematica para simplificar sua vida e estruturar a sociedade.

A Matemadtica e sua historia se deve por muitos génios. Muitas invengdes e revolucdes
foram realizadas com ferramentas dessa ciéncia, como por exemplo, o desenvolvimento e
aprimoramento da agricultura. A compreensao dos ciclos naturais possibilitou estudiosos do
passado a criar cronogramas precisos de plantio e colheita no momento certo, prever dados
estatisticos, nas criacdes de caprinos, bovinos e algumas aves, entre outros, para 0 coOnsumo
humano, sendo possivel prever o melhor momento para a realizacdo do abate, levando em
consideragdo varidveis como o peso e tempo. Com o desenvolvimento dos modelos matematicos,
foi possivel fazer previsdes do crescimento em peso de um animal em funcdo da sua idade e,

portanto, auxiliar na escolha do melhor método de exploracao de uma determinada espécie.

Neste contexto, as equacdes diferenciais tem grande importincia na formulagdo de
modelos matematicos, no qual podemos aplicar a outros dominios. Até certo tempo, a maior
parte das aplicacdes matemadticas era voltada para Ciéncias Fisicas e engenharia. No entanto,
ha um leque de op¢des muito maior onde podemos aplicar a matemadtica, desde as Ciéncias
bioldgicas até as humanas e sociais. Outro ramo da matematica bem util no cotidiano € a
modelagem matemadtica de maneira simples e pratica para explicar, descrever ou compreender

um fendmeno natural.

Geralmente, estudam-se curvas de crescimento por meio do ajuste de fungdes nao-
lineares, que possibilitam sintetizar informacdes de todo o periodo de vida dos animais. Neste
trabalho, serd realizado um estudo do modelo de Von Bertalanfty, que trata-se de uma equacao
ndo linear que pode ser identificada com uma equacdo de Bernoulli. Como aplicacdo do modelo,
apresentamos o estudo, desenvolvido por Bassanezi (2006), para descrever o peso por idade do
peixe. Além disso, o modelo de Von Bertalanffy generalizado foi adaptado para descrever a

curva de crescimento para galinha caipira.

A producao de galinha caipira (frango colonial) no Brasil, estd relacionada com a
avicultura familiar, contando, para esse fim, com recursos financeiros limitados e recursos
naturais existentes na propria propriedade (OLIVEIRA et al., 2019). A galinha caipira € criada
de forma livre e sua alimentagdo inclui graos, hortalicas, frutas, tubérculos e sementes. Desta
forma, difere da criacdo em confinamento de frango de corte, sendo de crescimento lento com

carne mais escura e firme, com sabor acentuado e menos gordura(Figueiredo et al, 2001).
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Para tanto, apresenta-se o seguinte objetivo da pesquisa que € estudar o modelo de Von
Bertalanffy para descrever o peso da galinha em relacdo ao tempo, estudar onde as taxas de
crescimento de peso sdo maiores ou menores e estimar o melhor momento para fazer o abate. A
modelagem matematica nessa situaciao € um método utilizado para reduzir gastos desnecessarios

e otimizar o lucro do produtor.

Esse estudo, trata-se de uma pesquisa quantitativa utilizando uma metodologia baseada
em ndmeros, métricas e cilculos matemdticos para se obter os resultados previsto na pesquisa.
Segundo Knechtel (2014), a pesquisa quantitativa € situada sobre um problema humano ou social,
com base no teste de uma teoria e composta por varidveis quantificadas em nimeros, que sao
analisadas de modo estatistico, com o objetivo de determinar se as generalizagcdes previstas na

teoria de confirmagao ou nao.

No capitulo 1, apresenta-se uma introdugdo sobre as equacdes diferencias, classificagdo,

definicao, métodos de solugdo e exemplos.

Para o capitulo 2, serd realizada uma abordagem sobre a modelagem matematica e o

modelo de Von Bertalanffy para descrever a curva de crescimento do peixe.

No capitulo 3, apresenta-se o modelo generalizado de Von Bertalanffy e aplicacdo para

galinhas caipira, onde foi desenvolvido um experimento com frangos para validacao do modelo.
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1 UMA INTRODUCAO AS EQUACOES
DIFERENCIAIS

Neste capitulo, serd abordado uma introdugdo sobre as equagdes diferenciais, classifica-

¢do, definicdo, métodos de solucio e exemplos.

1.1 Classificacdo de Equacdes diferenciais e Exemplos

Antes de comecarmos o estudo deste capitulo vale ressaltar que as principais classi-
ficacOes existente no ramo das equacdes diferenciais € a de distinguir se trata-se de Equa-
¢oes Diferencias Ordinarias das Equacées Diferencias Parciais. Esta € uma classificagdo de
grande relevancia no estudo das equagdes diferenciais, por serem bastantes distintas as maneiras
para resolver ambas equagdes. Basicamente baseiam-se em identificar se a fung¢do desconhe-
cida depende de uma tnica varidvel independente ou de diversas (duas ou mais) varidveis

independentes.

Definicao 1.1 Uma equacdo que contém as derivadas (ou diferenciais) de uma ou mais varid-
veis dependentes em relacdo a uma ou mais varidveis independentes é chamada de equagao

diferencial (ED).

Se uma equacdo contiver somente derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis depen-
dente em rela¢@o a uma unica varidvel independente, ela serd chamada de equacao diferencial
ordinaria (EDO).

Por exemplo,

dy d*>y dy de dy
de A dr YTV w Ta Y (1.

sdo exemplos de equagdes diferenciais ordindrias. Se uma equacdo envolve as derivadas parciais
de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou mais varidveis independentes é chamada de
equacao diferencial parcial (EDP).
Por exemplo,

82u+32u:0’ 82u:82u_2@ . ou v (12)
ox?  Oy? ox?  Ot? ot dy ox

sdao exemplos de equacdes diferenciais parciais.

Apesar deste trabalho ter foco em EDOs, sempre que for possivel explanar um pouco
sobre as EDPs também serd mencionada ou comparada com as EDOs. Por este trabalho abordar

muito sobre as equacao diferenciais, a notacao utilizada para escrita das equacdes ordindrias
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ao decorrer deste texto serd a a nota¢da de Leibniz dy/dx, d*y/dx?, d®y/dz?, d'y/dx?, (...)
ou também a notacéo de linha ¢/, ", v, y""”, (...) Para exemplificar esta notacdo de linha,
podemos reescrever duas equacdes dadas em (1.1), y” —y' + 6y = 0 e iy + 5y = e*. Geralmente
esta notacdo de linha é utilizada para denotar até as derivadas de grau 3. A 4° derivada pode

ser escrita da forma y*, no lugar de 3"

. Mas de forma geral, n—ésima derivada € escrita da
seguinte maneira d "y /dz" ou y™. A notacdo de Leibniz pode ser menos conveniente, mas
ela tem vantagens sobre a notac¢ao de linha, por deixar de forma clara quem sdo as varidveis
dependente e independente. Da para compreender essa nocao quando se tem em uma equacao
com mais de uma varidvel independente, pois com a notagdo de linha fica complicado ou até
impossivel distinguir cada uma das derivadas. Nao serd utilizada , a notacao de ponto de
Newton (geralmente conhecida como notacdo sujeira de mosca), esta nota¢do é muito utilizada
nas dreas da Fisica e da Engenharia para denotar as derivadas em relacdo ao tempo. Por exemplo,
a equagdo diferencial d?s/dt*> = 2 pode ser escrita como § = 2. Para finalizar essas notagdes,
derivadas parciais sdo muito denotadas por notacao em subscrito na qual indica as varidveis
independentes. Por exemplo a equacdo diferencial 9%u/0x? = 9%u/0t* — 20u/0t pode ser

reescrita da seguinte maneira: Uy, = Uy — 2U;.

Classificacao por Ordem: A ordem de uma equagdo diferencial (EDP ou EDO) é dado

pela derivada de ordem maior da equagdo. Por exemplo,

2 3
%—1—5(3—1) —4dy=e” (1.3)
¢ uma equacao diferencial de ordem 2. O primeiro termo da equag@o € uma derivada de ordem 2
e o termo que estd entre paréntese € uma derivada de ordem 1, logo a ordem desta equacao € 2.
E muito comum no comeco da disciplina de Equagdes Diferenciais Ordindria o aluno classificar
essa equacgdo (1.3) como sendo de ordem 3, pelo fato do termo entre parénteses estd elevado a
uma poténcia de 3, mas tem-se que entender que uma derivada elevado a uma certa poténcia
nao interfere na ordem da mesma. Pelo lado da simbologia, pode-se representar uma equagao

diferencial ordindria de ordem n em uma varidvel dependente da seguinte forma.
Flt,u(t), ' (t),u" (t), u" (t)...,u™ ()] = 0 (1.4)

A equacio (1.4) representa uma relacio entre uma varidvel independente ¢ e os valores da fun¢ao
u e suas n primeiras derivadas, o/, u”u", ... , u™. E vantajoso, € a0 mesmo tempo usual,
substituir u(t) por y e u'(t), u”(t), v (t), ... , u™(t) por o/, y", y", ... , y™. Desta forma a
equagdo (1.4) fica da seguinte maneira,

F(t, n y/’ y//’ y///”.7 y(n)) = 0. (15)

Por exemplo,
y/// + 6ty// + yy/ _ t3 (16)
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¢ uma equacdo diferencial de terceira ordem para y = u(¢). Em algumas ocasides, outras letras
podem ser utilizadas no lugar de ¢ e y para representar as varidveis independente e dependente;

na qual o que cada uma esta representando deve ficar claro no contexto.

Supondo que € possivel resolver uma equacao diferencial ordinéria dada para a maior

derivada, obtendo
y" =ty Yy ). (1.7)

Iremos considerar apenas equacdes da forma (1.7). A razdo disto € evitar ambiguidades que possa
surgir e atrapalhar a compreensdo, jd que uma tnica equagdo da forma (1.5) pode corresponder a

diversas equacdes da forma (1.7). Vejamos um exemplo, a equacao
(y) +ty +4y =0 (1.8)

leva a duas equacdes,

, —t+\/t? — 16y ,  —t—/t?— 16y
Yy = 5 ou Yy = . (1.9)

2

Classificacdo quanto a linearidade: Uma outra classificacdo das equagdes diferenciais € se

elas sdo lineares ou ndao. A equacdo diferencial

Ftyy. g y"....y"™) =0. (1.10)

é chamada de linear se F for uma funcéo linear de varidveis 3, v/, ", ..., 4. Uma defini¢io
semelhante € utilizada para as equagdes diferenciais parciais. Isto significa que uma EDO de n-
ésima ordem € linear quando (1.7) for a,,(£)y™ +a,—1 (t)y™ VY +...4a1 ()y' +ao(t)y—g(t) = 0

ou
d”y dn—ly dy _
ao(t)% + al(t)dxn—l +...+ an_l(t)% + a,(t)y = g(t). (1.11)
Por exemplo,
dv v
— = - = 1.12
i 9,8 5 (1.12)
dp
— = 1.1
=P (1.13)
d*Q dQ(t) 1 _
L I +R T 5Q<t> = E(t) (1.14)
Ou(z,t)  Ou(x,t)
2 ) _ )
o - ot (1.15)
2 2
&28 u(z,t)  0%u(z,t) (1.16)

ox2 Ot
sdo equacgdes diferenciais lineares, nas quais as Eq. (1.12)(descreve um objeto em queda),
(1.13)(descreve uma certa populacdo ) e (1.14)(aplicagdes de circuitos elétricos) sdo equagdes

diferenciais ordindrias, ja as Eq. (1.15)(equacdo do calor) e (1.16)(equacdo da onda) sdo equacdes
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diferenciais parciais. Uma equacado que nao se encaixa no formato da expressao (1.11) € uma
equacdo nao-linear. Veja o exemplo da eq. (1.6) trata-se de uma equacao ndo-linear por conta
da expressdo yy'. Fun¢oes ndo-lineares da variavel dependente ou de suas derivadas, como sen y

ou €Y, nao podem aparecer em uma equagao linear. Vejamos alguns exemplos,

(1—y)y' +2y=¢" (1.17)
d2
d—;éJrseny:o (1.18)
d4y 2
—- = 1.19
gpa Ty =0 (1.19)

todos estes trés dltimos exemplos sdo casos de equacdes diferenciais ordindrias ndo-lineares.
Agora vejamos por qual motivo cada equagdo ndo € linear: Eq.(1.17), ndo € linear por causa da

" pois o coeficiente dependente de y estd multiplicando ¥’ ; Eq. (1.18), ndo

expressdo "(1 — y)y
¢ linear por conta da expressao "seny ", pois sen y € uma fun¢do nao linear de y; Eq. (1.19), ndo

¢ linear por conta da expressdo "y* ", pois o termo y* tem uma poténcia diferente de 1.

1.2 Solucao de Uma Equacao Diferencial Ordinaria

Definicao 1.2 Solucao de uma EDO
Toda funcdo ¢, definida em um intervalo 1 que tem pelo menos n derivadas continuas em I,
as quais quando substituidas em uma equacdo diferencial ordindria de ordem n reproduzem a

equagdo a uma identidade, é denominada uma solug@o da equagdo diferencial no intervalo.

De modo mais pratico, uma solu¢ao de uma equacao diferencial ordindria de ordem n (1.7) é

uma fun¢do ¢ que tem pelo menos n derivadas na qual

F(t,o(t),¢'(t), ..., 0™ (t)) =0 (1.20)

para todo ¢t em /. Dizemos que ¢ satisfaz a equacao diferencial em /. Para nossos propdsitos,
vamos supor também que uma solu¢@o ¢ seja uma funcdo de valores reais.

Intervalo de Definicao Se vocé pensa em solugdo de uma equagdo diferencial ordindria conse-
quentemente pensa em um intervalo. O intervalo I mencionado na defini¢do 1.2 é conhecido por
intervalo de definicao, intervalo de existéncia, intervalo de validade ou dominio da solugdo
e pode ser um intervalo aberto (a, b), um intervalo fechado [a, b], um intervalo de infinito (a, co),
assim por diante.

EXEMPLO 1: verifique se a funcdo indicada é uma solu¢do da equacdo diferencial dada no
intervalo (-co, 00).

i) ¢ =ay'?sy = fga’



Capitulo 1. Uma Introdugdo as Equagdes Diferenciais 17

) v =2y +y=0;y = ze”®

Solucdo: Para verificar se a funcio dada trata-se de uma solug@o basta observar apds substituir,

se ambos lados da equacdo sdo iguais para cada x no intervalo dado.

(1) temos,
do lado esquerdo iremos ter a seguinte expressdo: % = L (4 - 2%) = 123 e do lado direito
~ 1/2
teremos a expressdo: 2y = - (52*) ?_ . (32?) = 12*. Logo podemos perceber
que ambos os lados sdo iguais para cada valor real de z. Entio realmente y = % 4¢
~ 50 dy _ .01/2
solugdo da equagdo - = xy 2,
23 Vei 1/2 1,2 4. e = : 1,4
Observacio: Veja que y'/2 = 7r° , € araiz quadrada ndo negativa de ;-2°.
(i1) temos,
As derivadas de y sao: 3" = we® + 2¢” e y = we® + €%, daf temos que para cada

ndmero real de x. Do lado esquerdo iremos ter a seguinte expressdo: y” — 2y’ +y =
(xe® + 2e*) — 2(ze® 4 €¥) + ze® = 0 e do lado direito teremos: 0. Logo vemos que
ambos os lados sdo iguais, entdo temos que y = ze” realmente é solu¢do da equacdo
y' =2y +y=0.

1.3 Problema de Valor Inicial

E denominado Problema de Valor Inicial (PVI) uma equagio diferencial que satisfaz

algumas condig¢des iniciais. Vejamos alguns casos a seguir.

(i) PVI de Primeira Ordem

Resolver: Z—g = f(z,y)

sujeita a: y(xo) = Yo

(i) PVI de Segunda Ordem

Resolver: ©¥ — flz,y,9)

dz?

sujeita a: y(xo) = yo, ¥’ (x0) = 1

(iii) PVI de Ordem n

Resolver: 24 = f(z,y,4/, ...,y )

dx™

sujeita a: y(zo) = Yo, Z/’(ﬂﬂo) = Y1y y(n_l)(xo) = Yn—1

EXEMPLO 1: (PVI de 1? ordem) Encontre a solu¢do da equacao (1.21)

dy __
{ d—i:y (1.21)
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Solugio:
y(x) =C.e® C ==+

Figura 1 — Solu¢do do PVI de 1? ordem(C = 3)
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Fonte: Autoria prépria

EXEMPLO 2: PVI de 2? ordem Ache uma soluc¢iao do problema de valor inicial da
equagdo (1.21).

y'+ 16y =0
y(2)=-2 (1.22)
v (3)=1

Solugao:

y(r) = —2cos(4x) + }lsen(4x)
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Figura 2 — Solucdo do PVI de 2% ordem

.

Fonte: Autoria prépria

1.4 Existéncia e Unicidade

Dois questionamentos devemos fazer sobre um problema de valor inicial é:

(1) A solucdo deste problema realmente existe ?

(i1) Caso exista, ela é tnica ?

Teorema 1.4.1 Seja R uma regido retangular no plano xy definida pora < x < b, c <y <d
que contém o ponto (xg, o). Se f(x,y) e Of /0y sdo continuas em R, existe algum intervalo
Ip:xg—h <z <x9+h,h >0, contidoema < x <b, euma tinica funcdo y(x), definida em

1y, que é uma solucdo do problema de valor inicial (item (i) da secdo 1.3).

O resultado precedente € um dos teoremas de existéncia e unicidade mais populares de equagdes
lineares de primeira ordem, pois os critérios de continuidade de f(z,y) e 0f /0y sdo relativa-
mente faceis de serem verificados. A representacao grafica do Teorema 1.4.1 estd ilustrada na

figura 3.
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Figura 3 — Regido R retangular

Fonte: ZIIL, 2003

1.5 Equacéao Linear de Primeira Ordem

Vejamos agora as equacoes diferenciais lineares de primeira ordem. Vale recordar da
secdo 1.1 deste mesmo capitulo que uma equagdo diferencial € linear quando € de primeiro grau
na varidvel dependente e em todas suas derivadas. Quando a equagdo (1.11) da secdo 1.1 ocorre

o caso n = 1, temos uma equagdo diferencial linear de primeira ordem.

Uma equacao diferencial de primeira ordem € uma equagao do tipo

dy
I f(z,y) (1.23)

na qual f trata-se de uma funcio das vardveis = e y. Um exemplo bem comum de uma equagdo

linear de primeira ordem é:

@ =—ay+b (1.24)
dz

onde a e b sdo constantes dadas.

Definicao 1.3 Equacao Linear

Uma equacado diferencial de primeira ordem da forma

d
a1 (@) 52 + ao(w)y = g(a) (1.25)

é chamada de equacdo linear.

Uma equagfo linear pode ser dividida em dois tipos: Homogénea é quando g(x) = 0; ndo

homogénea é quando g(z) # 0.
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Forma Padrao: Fazendo a divisdo de ambos os lados de (1.25) por a;(z) # 0, obtemos a forma

padrao, de uma equacao linear:

dy B
Yy Py = 1) (1.26

no qual P e f sdo continuas em um intervalo /.

A equacgdo (1.24) pode ser resolvida pelo método de integragao direta. Desde que, a # 0

e y # a/b, podemos reescrever a equagdo (1.24) da seguinte forma

dy/dx

— = —q. 1.27
y— O~ " (127

Integrando ambos os lados, obtemos:
Inly — (b/a)| = —ax + C, (1.28)
agora aplica-se a fung¢do exponencial em ambos lados, disto temos:
b —az+C
ly——|=e , (1.29)
a
a partir disto resulta na solucao geral da equacgdo (1.24):

b
y=—+Cc® (1.30)

Infelizmente, o método de solugdo direta tem limitagdes na qual ndo possibilita a resolu-
¢ao da equacdo geral (1.26), entdo para este tipo de equacao € utilizando um outro método. O
método que serd utilizado a seguir, existe gracas a Leibniz, este método consiste em multiplicar
a equacdo diferencial (1.26) por uma fungdo p(x), escolhida afim de obter uma equagéo que seja

facilmente integravel. Esta fungdo p(z) é chamada de fator integrante.

Multiplicando ambos os lados da equagdo (1.26) por j(x), obtemos:

u@@—+M@M@y=u@ﬁ@) (1.31)

Observe a expressao a esquerda da igualdade existente na equacao (1.31), note que u(az)g—g +

w(2)p(z)y = <L (u(x)y), disto percebe-se que € a derivada de i(x)y, se:

() = ()ple) (1.32)
Supondo que p(z) > 0, entdo temos:
W = p(x) (1.33)

Integrando (1.33), chegamos a seguinte expressao:

Inp(x) = /p(x)dx +c. (1.34)
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se ¢ = 0, entdo:
pu(x) = el @z (1.35)

Descobrimos a expressdo que determina nosso x(z), vamos voltar a nossa equagio (1.32), temos

que:

L le)y) = () @), (1.36)

integrando ambos os lados da expressao (1.36) , obtemos:

mwyzjﬁ@v@mx+q (1.37)

onde ¢ é uma constante arbitrdria de integracao.

Quando a integral da equacgdo (1.37) ndo pode ser calculada em termos de fungdes

elementares, entdo a solu¢do € dada da seguinte maneira:

/I p(x) f(z)dz + c} : (1.38)

o

1
o= L]
()
onde x( na expressao (1.38) € um limite de integracdo conveniente.
Exemplo 3: Resolva o problema de valor inicial a seguir

2@ — /3
{ aw TY=€ (1.39)

y(0) =1
Antes de comecgar, vamos dividir a equagao (1.39) por 2 para que a mesma fique na forma padrao,
assim obtemos: .
de ' 2 2
Dai, temos a equagdo da forma padrdo (1.26), onde p(z) = 1/2 e f(x) = 1e*/3. Entdo podemos

d
Z iz (1.40)

encontrar o fator integrante que é:
p(x) = e/ P@de _ of 1dz _ o oo/2 2 para c=1 (1.41)

Agora multiplicando a expressdo p(z) pela equacdo (1.40) obtemos:

1 1
<€x/2)y/ + <€x/2>§y _ §(e:c/2)eac/3

4 () = Lo

dx 2

d 1

s z/2 — 52/6 1.42
() = 5e (1.42)

Integrando a expressdo da equacdo (1.42) obtemos:

1
ye®/? :/§e5m/6da:
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1 116 5.0
Y= osafs [556 +C]

y = 2621‘/6 + Ce—x/2

3
y(x) = gex/:s + ce /2 (1.43)

Encontramos a solucao geral quando chegou-se ao resultado da equacao (1.43), agora aplicando

a condicao inicial vamos encontrar a solu¢do particular:

1=1y(0)
1= §60/3 + ce%/?
5

1 3+ =1 3 = 2
D ) )

Feito isto fazemos a substituicdo do valor de ¢ na equagdo (1.43), assim obtemos a solu¢ao

particular:

3 2
y(x) = gex/S + ge_x/Q (1.44)

1.6 Variaveis separaveis

Nesta secdo iremos abordar um método de resolu¢do de EDOs de primeira ordem.

Definicao 1.4 Equacao separdvel

Uma equacado diferencial de primeira ordem da forma
dy
A h
Y = gw)hly)

¢ chamada de separdvel ou de varidveis separdveis.

Considere a Eq. diferencial de primeira ordem

Y~ o) (145)
Na secdo anterior consideramos equacoes lineares de 1* ordem, mas se a Eq. (1.45) for ndo-linear,
ndo existe um método universalmente aplicdavel para resolver a equagdo. Vamos considerar
uma subclasse das equacdes de primeira ordem que podem ser resolvidas por um processo de

integragdo direta.

Para identificar esta classe de equagdes, vamos colocar primeiramente, a Eq. (1.45) da

seguinte forma
d
M(z,y) + N(x,y) 52 = 0. (1.46)
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E sempre possivel fazer isso definindo M (z,y) = — f(x,y) e N(z,y) = 1, mas podem
existir também, outras maneiras. Neste caso em que M depende apenas de x e N depende

apenas de y, a equagdo anterior fica da seguinte forma

d
M(z) + N(y)d—i —0 (1.47)

esta equacdo anterior € dita separavel, ou na forma diferencial

M (z)dz + N(y)dy = 0 (1.48)

Para resolver a Eq. (1.47), basta integrar as fungdes M e N. Isto é,

/M(m)dm—l—/N(y) =0 (1.49)

Suponha que H; e H, sejam primitivas das fungdes M e N, respectivamente. Entdo: H{(z) =
M (z) e Hi(y) = N(y), substituindo na equacéo (1.47), temos:

dy
H! H) ()= =0
() + 2<y)da:
note que:
dy  dH(y)
/ 2y B2\

Logo, a equacgdo (1.48) pode ser escrita, na forma:

d
Hy () + g, ) =0

ou ainda,

d
&y [Hy(z) + Ha(y)] = 0

integrando ambos os lados teremos:

Hy(z) + Hy(y) = ¢ (1.50)

onde C € uma constante arbitraria, na qual pode ser encontrada fazendo x = xy e y = ¥, teremos

Hi(z0) + Ha(yo) = ¢
substituindo o valor de ¢ em (1.50), iremos obter:

[Hy(x) — Hi(z0)] + [Ha(y) — Ha(yo)] =0

Para melhor entender as equacdes separdveis iremos ver alguns exemplos a seguir,

d
& yrredTt (1.51)

dx
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dy
dz
As equacdes sdo, separavel e ndo separdvel, respectivamente. Na primeira equacao (1.51)

=1y +senx (1.52)

podemos fatorar f(x,y) = y?ze3* ¥ como
fla,y) = o™ = (2e’) (ye),

na qual pode-se ter M (z) = ze*” e N(y) = y*e'. Mas na equagio (1.52), ndo € possivel fazer
0 mesmo ou seja ndo hd como expressar y + sen x como um produto de funcdo de = por uma
func¢do de y.
Exemplo 4: Mostre que a Eq.

dy 32

dr  1— 3y?

¢ separdvel e encontre uma Equacdo para suas curvas integrais.

Solugdo: temos, % = li”;yg = (1-3y*)dy = 3x*dz = —32>+ (1 — 3y?)dy = 0 é separdvel

como M(z) = —3z%e N(y) = 1 — 3y°.

Integrando a equagdo temos,
/—3$2dm + /(1 —32%)dy =0

= -—’+y—y’=c
onde c é uma constante arbitraria.
Considerando o caso em que y(10) = 0, entdo:

—10°4+30-0>=¢

—10®=¢ = c¢=-10°

logo, —2% +y — 3y> = —10°

1.7 Equacao Linear de Segunda Ordem

Uma equagao diferencial de segunda ordem € dada da seguinte maneira

2
Y _; <xy @) (1.53)

da? dx
onde f é uma funcio dada.

A equacdo (1.53) é dita uma equacdo diferencial linear se a funcdo f tem a forma a

seguir:
dy

f (0 52) = o) = @)~ (154
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ou seja, se f € linear em y e 3y'. Na equagao (1.54) g, p e g sdo fungdes especificadas da
varidvel independente =, mas ndo dependente de y. Neste caso, podemos reescrever a equagao
(1.53) sendo:

y" +p(@)y +a(z)y = g(z) (1.55)
Nem sempre iremos encontrar a equacdo da forma (1.55), € bem comum em vez da equagao
(1.55) encontrarmos, a equagao

P(x)y" +Q(x)y + R(x)y = G(x). (1.56)

Se P(x) # 0, podemos dividir toda a equagdo (1.56) por P(z), obtendo assim a equagdo (1.55)

com

po) =B e = 5 o) =B

Ao se discutir uma equacgao do tipo (1.55) e tentar resolvé-la deve-se restringir um intervalo em

(1.57)

que as fungdes p, g € g sejam continuas.

E importante mencionar que a Eq. (1.53) ndo for do tipo (1.55) ou (1.56), entdo ela é

considerada uma equagao nao-linear.

Uma equacdo diferencial linear de 2* ordem é dita homogénea se na Eq.(1.55) g(x) = 0.
Se g(x) # 0, entéo pode-se dizer que a Eq.(1.55) é ndo-homogénea. Estas classificagdes bésicas
sdo de suma importancia nas equagdes lineares de 2* ordem para escolha do método que possa

solucionar a equacdo diferencial.

Em casos em que equacdes do tipo das (1.53), (1.55) ou (1.56) que seja acompanhada de
um par de condic¢des y(x) = yo e ¥'(z) = y1, onde y, e y; sdo nimeros dados, entdo temos um

PVI de 2* ordem que foi apresentado no item (i¢) da sec¢do (1.3).

Podemos fazer novamente dois questionamentos que foi feito anteriormente na se¢ao

(1.4), s6 que agora em relagdo ao problema de valor inicial de 2* ordem:
(i) A solucdo deste problema realmente existe ?
(i1) Caso exista, ela é Unica ?
Teorema 1.7.1 Considere o problema de valor inicial
y' + o)y +qlx)y = g(x),

/
y(@) =y, y(z)=un
onde p, q e g sdo continuas em um intervalo aberto 1. Entdo, existe exatamente uma solucdo

y = ¢(x) desse problema, e a solugdo existe em todo o intervalo I.
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Teorema 1.7.2 (Principio da superposicdo )

Se y1 e yo sdo solugodes da equagdo diferencial

y' +p@)y +q(x)y =0 (1.58)

Entdo a combinacdo linear c1y, + coyo também é solucdo, onde cy e co sdo constantes.

Dependéncia Linear: As funcdes f e g sdo ditas L.D. no intervalo [ se exitem constantes K e

ko, com uma delas diferente de zero tais que:

kif(x) + kog(z) =0, Vrel

Independéncia Linear: As fungdes f e g sdo ditas L.[ no intervalo I se,

k?lf(ﬂf) + k’gg(l‘) =0 Veel= k’l = kQ =0

Critérios para Independéncia Linear: Se f e ¢ sdo fungdes derivaveis em um intervalo aberto

ITese

f(zo)  g(xo)
f'(zo) g'(z0)

Para algum z, € I, dizemos que f e g sdo L.I. W (f, g) é chamado de wronskiano das fun¢ées

W(f,g)(x0) = ' =fg —gf #0

feg. Sey; ey, sdo duas solugdes da equacdo (1.65) e Wy, y2) # 0 entdo dizemos que as

fungdes y; e y» formam um conjunto fundamental de solugdes.

Teorema 1.7.3 (Teorema de abel)

Se y1 e yo sdo solucoes da equacdo diferencial
y' +p(@)y +q(z)y =0
onde, p e q sdo funcoes continuas num intervalo aberto I, entdo:

W(ylv y2) = Ce_fp(m)d:v

1.7.1 Equag6es homogéneas com coeficientes constantes

Para uma EDO de 2* ordem ser classificada dessa forma, os termos P(z), Q(x) e R(z)

da equag@o (1.56) devem ser constantes e G(x) deve ser igual a zero.

Considerando o caso particular da equagao diferencial linear de segunda ordem

ay" +by +cy=0 (1.59)
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onde a, b e c s@o constantes. Se tentarmos uma solu¢do da forma y = €™, entdo, apds

fazer essa substitui¢do a equagdo (1.59) torna-se:

a(emx)/l + b(emx)/ ‘I’ C(em:p) — O
am?e™ + bme™® 4 ce™* = ()

e (am? +bm +c) = 0.

Uma vez que e™” ndo se anula para valores reais de x, logo essa fun¢do exponencial ird satisfazer

a EDO (1.59) se e somente se m for escolhido como uma raiz da equagao quadratica.
am? 4+ bm + ¢ = 0. (1.60)

A equagdo (1.60) é chamada de equacao auxiliar da equacio diferencial(1.59) e alguns autores

chamam de equacido caracteristica. Uma vez que as duas raizes de (1.60) sdo m; = (—b +
V% —4ac)/2a e my = (—b — V/b? — 4ac)/2a, entdo teremos trés formas da solugdo geral de
(1.59), na qual cada uma corresponde a um dos trés casos:

e my e my sdo reais e distintas (b> — 4ac > 0),
e M, e my sdo reais e iguais (b? — 4ac = 0) e

e m; € my sdo nimeros complexos (b? — 4ac < 0)
Caso I: Raizes Reais e Distintas Sob a hipétese de que a equacdo (1.60) tenha duas raizes
distintas, m e my, teremos duas solucdes y; = e™'* e y, = €™2*. Vemos que essas fungdes sdo

linearmente independente em (-00,00) e, portanto, forma um conjunto fundamental. Segue entdo

que a solucao geral de (1.60) neste intervalo é
y = 1€ + cpe™ (1.61)

Caso II: Raizes Reais e iguais Quando m; = ms, temos necessariamente uma unica solu¢ao
exponencial, y; = €™'*. Da férmula de resolu¢do da equagdo quadraitica obtemos que m; =
—b/2a, ja que a tnica maneira de termos m; = my.Teremos a segunda solugio da equagio dada
pela férmula a seguir:

Yo = xze™". (1.62)

Entdo temos que a solugdo geral é dada pela equagao (1.63)
y = c1e™" + cowe™”. (1.63)

Caso III: Raizes Complexas Conjugadas Se m; e m, forem complexas, logo

my=a+1i e my=a—1if,
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onde o e 3>0 sdo reais e i = —1. Com a finalidade mais pratica de expressar com
fun¢des mais reais da solucdo em vez de exponenciais complexas, consideramos a férmula de

Euler:

S}

e"” =cos© + isen O,

onde © é um ndmero real qualquer. A partir desta formula de Euler temos
iBx

e = cos fr +isen fxr e e % = cosfr — isen Bz, (1.64)

onde usamos cos(—fz) = cos(fx) e sin(—px) = —sen(Szx). Observe que, primeiro

somando e entdo subtraindo as duas equacdes de (1.63), iremos obter respectivamente,

eBr | g—ibr _ QCos(ﬁx) e P _ 7T — 94 sen(ﬁx).

Sabemos que y = Cye*T#)?  Chel@+8)? trata-se de uma solugio para qualquer cons-
tante ¢ € co, as escolhas ¢; = ¢ = 1ec; = 1, co = —1 nos dado, respectivamente duas

solugdes:

Y = e(aJri,B):c + e(afiﬂ)x e Yo = e(aJri,B)z . e(afiﬂ)x
Mas

Y] = e (e + e~ %) = 27 cos Bx

Y, = e (e — e77) = 2ie%% sen Bx

Logo, por estes dois dltimos resultados mostram que e*”* cos Sz e €** sin Sz sdo solugdes reais

de (1.58). Logo pelo principio de superposi¢ao,

y = c1e?® cos(fr) + ce™® sen fr = e (cycosfx + ¢y sen fr). (1.65)

1.7.2 Equacdes Nao-Homogénea

Vamos retomar as equagdes nao-homogénea

Y+ p(x)y + q(z)y = g(x) (1.66)

onde p, q e g sdo fungdes continuas em um intervalo aberto /. A equacdo

y' 4+ p(x)y +q(z)y =0 (1.67)
onde g(xz) = 0 e p e g sdo as mesmas que a Eq. (1.67), é chamada de equagdo homogénea
associada a Eq. (1.66). Uma solucdo geral de Eq. (1.66) consiste basicamente na soma de uma
solugdo geral y;,(x) da Eq. homogénea como um solugdo particular da y,(z) da Eq. (1.66). Ou
seja

y(z) = yn + yp
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1.7.3 Método dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados, também conhecido como método dos coefi-
cientes a determinar, requer uma hipoétese inicial sobre a forma da solugdo particular y,, mas
com coeficientes ndo especificados. Substituimos, entdo, a expressao hipotética na Eq. (1.66) e
tentamos determinar os coeficientes de modo que a equagdo seja satisfeita. Se tivermos sucesso,
teremos uma solucdo da equagdo diferencial (1.66) e podemos usar como a solugdo particular y,,.
Se nao for possivel determinar os coeficientes, isso significa que nao existe solu¢do da forma

que supusemos. Quando ocorrer isso deve-se modificar a hipdtese inicial e tentar novamente.

De forma simplificada este método consiste em supor uma forma para y,,(z) sem especi-
ficar os coeficientes. Em geral € utilizado quando o termo ndo-homogéneo g () € do tipo: fungio

polinomial, funcdo exponencial, fung¢do seno ou cosseno.

A seguir veremos um exemplo do método dos coeficientes indeterminados para melhor
compreensdo da teoria.

Exemplo: encontre uma solucao particular da equagao
y" — 3y’ — 4y = 2sen(x). (1.68)
Solugdo:
Vamos supor que:
yp(z) = asen(x) + bcos(z),

onde a e b sdo coeficientes a serem determinados. temos a seguir a primeira e segunda derivada

respectivamente, da hipétese proposta como solu¢do particular do problema (1.68):
y,(z) = acos(z) —bsen(z) e y,(z)= —asen(z)— bcos(z).

Substituindo as derivadas na Eq. (1.68), obtemos:
(—asen(x) —beos(x)) — 3(acos(z) — bsen(z)) — 4(asen(x) + beos(z)) = 2sen(x)
—asen(z) — beos(x) — 3a cos(z) + 3bsen(z)) — 4asen(x) — 4bcos(x)) = 2sen(x)
(—a + 3b — 4a) sen(x) + (—b — 3a — 4b) cos(z) = 2sen(x)
(—ba + 3b) sen(z) + (—5b — 3a) cos(z) = 2sen(x)

para satisfazer a ultima expressdo, precisamos igualar os coeficientes de cos(x) e de sin(x) nos

dois lados da equacao, desta forma a e b deve satisfazer as equagdes:
—5a+3b=2, e —3a—5b=0.

Resolvendo a dltima equacgdo para encontrar os valores de a e b, encontramos a = —5/17 e
b = 3/17, logo temos que a solug@o particular da Eq.(1.68) é
5 3

yp(z) = ~T7 sen(z) + T cos(x).



Capitulo 1. Uma Introdugdo as Equagdes Diferenciais 31

1.8 Equagao de Bernoulli

Nesta secao iremos abordar como se resolve uma Equacgdo Diferencial de Bernoulli.
Nesta se¢do também iremos apresentar a ideia de utilizar uma mudanca de varidvel, para reduzir
a EDO nao-linear para uma EDO linear de primeira ordem. Vale ressaltar que para os casos onde
n = 0oun = 1naEq.(1.69), sdo casos em que a EDO € linear e ja sabemos como resolver os
mesmos.

Definicao 1.5 Uma equacado da forma

n

Y +p(x)y = q(x)y

comn # 0en # 1 em que p(x) e q(x) sdo fungcdes em um intervalo aberto (a,b) é denominada
Equacdo Diferencial de Bernoulli. Note que se n = 0, temos uma Eq. diferencial linear

completa do tipo y' +p(x)y = q(z) e se n = 1, temos uma equagdo diferencial linear homogénea

do tipo y' + (p(x) — q(z))y = 0.
Seja a Eq. (1.69) uma equacao de Bernoulli

Y+ p(x)y = q(x)y" (1.69)

Neste caso, a idéia € realizar uma substituicao na equacio acima, de modo a transforma-la em
uma EDO linear. Primeiramente dividimos ambos os membros da equacdo (1.69) por y", assim

obtemos:
y "y + p(e)y' " = q(2) (1.70)
Multiplicando agora (1.70) por (1 — n), obtemos:
L =n)y™y + (1 =n)p(z)y' " = (1 - n)g() (171)
Tomando z = y'~" e derivando em relagio a x, teremos o seguinte resultado

-n,/

d=1-n)y "y
Substituindo as expressoes de z e z’ em (1.71), obtemos:
S+ (1 - n)pla)z = (1 - n))q(a)
na qual € uma EDO linear da forma
2+ plx)z = q(x) (1.72)

onde p(x) = (1 —n)p(z) e q(x) = (1 —n)q(z).
Ao resolver Eq.(1.72), para obter a soluciio da Eq. (1.69) basta fazer z = y'~" na solucdo da Eq.
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(1.72). Para uma melhor compreensao vejamos um exemplo a seguir.
Exemplo 5:
Y +y=e"y (1.73)

¢ uma equacdo de Bernoulli onde p(x) = 1, ¢(z) = e” e n = 2 para iniciar a resolu¢@o desta

equagio de Bernoulli vamos dividir a equagdo (1.73) por 32, onde obteremos
Yy P4y =" (1.74)

fazendo
1-n 1 2

r=y =y =yl s =y Yy
substituindo z e 2z’ na Eq. (1.72) e multiplicando por —1, temos
Y —z=—€" (1.75)
na qual € uma EDO linear do tipo
Z +pr)z = g()
onde p(z) = —1 e g(z) = —e”, logo temos

M@) _ ef—lda: — "

Multiplicando a equagdo (1.75) por p(x), temos

etz —e Pz=—e"""
d —x
dr (ze ) =1

z(x) =€"(c — x) (1.76)

aqui encontramos a solucdo da equacgdo (1.75), para sabemos a solucao da equagdo (1.73), basta

fazer z = y~! em (1.76)

y er(c —x)

Logo a solucdo da equacdo de Bernoulli (1.73) pode ser escrita pela expressdo y(z) = 1/(ce® —

xe®).
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2 A MODELAGEM MATEMATICA E O
MODELO DE VON BERTALANFFY

Neste capitulo, serd feito uma abordagem sobre a modelagem matematica e o modelo de

Von Bertalanffy aplicado para crescimento de peixe.

2.1 Modelagem Matematica

A matematica € uma drea que tem um vasto campo de aplicabilidade em nosso cotidiano.
Neste sentido, destaca-se a sub-drea da matemadtica conhecida como modelagem Matematica,

onde € possivel abordar inimeras aplicacdes.

Modelos matematicos podem ser utilizados em diversos campos de atividades do nosso
cotidiano, por exemplo: Astronomia, Biologia, Comunica¢do, Engenharia, Economia, Fisica,

Quimica, etc.

No dicionério Mini Aurélio Século XXI (2001), dicionario da lingua portuguesa, um
modelo é descrito como "representacdo em pequena escala de algo que pretende reproduzir
em grande". Alguns autores afirmam que, modelo trata-se de uma representacao da realidade,
nao exatamente uma copia fiel da mesma em todos seus aspectos, mas uma maneira que pode
representa-la em escala reduzida. Segundo D’ Ambrésio "considera modelo numa ampla acepgao,
denotando as representacdes simplificadas, mentais ou ndo, que os seres humanos fazem sobre a
realidade."(apud BARBOSA, 2009, p. 2)

O termo modelo matemdtico pode ter diferentes conotacdes e diferentes defini¢des

dependendo do ponto de vista.

Vamos fazer algumas comparacdes entre diferente conceitos. Citaremos concepgdes de

alguns autores, encontradas na literatura, referente ao termo Modelo Matemético.

e Segundo Maki e Thompsom (1973) "um modelo Matemadtico € um sistema axiomdtico
constituido de termos indefinidos que sdo obtidos pela abstracdo e qualificacio de ideias
essenciais do mundo real."(apud PEREIRA; RITA, 2013, p. 35)

e Segundo Swetz (1992) "Modelo Matematico € uma estrutura Matematica que descreve
aproximadamente as caracteristicas de um fendmeno em questdo."(apud PEREIRA e
RITA, 2013, p. 36)

e Modelo Matemaético de um fendmeno € um conjunto de simbolos e relacdes matematicas
que representam de alguma forma o objeto estudado. (BASSANEZI, 2006, P. 20).
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Vamos considerar que, na Matematica, um conjunto de simbolos e relagcdes matematica
na qual represente de alguma maneira o objeto estudado, é um modelo matemdtico. Quando
refere-se a este tipo de modelo, trata-se do uso da linguagem matemadtica para descrever um

fendmeno em questao.

O processo que tem um intuito de encontrar um modelo matematico ou nao, é chamado

de Modelagem, e considera-se modelar o ato de construir ou formar um modelo.

Modelagem Matematica € um processo dindmico utilizado para a obtengao
e validagio de modelos matematicos. E uma forma de abstracio e generali-
zacdo com finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem matematica
consiste, essencialmente, na arte de transformar situacdes da realidade em
problemas matemadticos cujas solu¢des devem ser interpretadas na linguagem
usual (BASSANEZI, 2006, p.24).

O processo da modelagem matemaética de uma situagdo ou problema real deve seguir algumas
etapas. Na figura 4 iremos ilustrar um pequeno esquema que descreve o processo de modelagem
matematica reportado por BASSANEZI (2006).

Figura 4 — esquema de modelagem

| - Problema néao
Matematico
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"
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! |3 - Resolugao: Estudo
: Analitico e Numérico

- -
‘--

L 2

1 - Experimentacgao
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et

5 - Modificacac
¥ ¥ ,-"‘-.
. | e—> - «— .
|l - Dados Experimentais| "% 4 - Validag&o . > IV - Solugao
6 - Aplicagao

Fonte: BASSANEZI, 2006
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Sobre o esquema acima, as setas continuas representam a primeira aproximacdo. A
procura por um modelo matematico que melhor represente o problema estudado torna o processo

dindmico, indicado pelas setas pontilhadas.

A seguir iremos pontuar e descrever um pouco sobre as etapas do esquema anteriormente

apresentado, no qual foi proposto pelo mesmo autor.

» Experimentaciio - E uma atividade essencial laboratorial onde se processa a obtencio
de dados. Os métodos experimentais, quase sempre sdo ditados pela prépria natureza do
experimento e objeto da pesquisa. Entretanto, a contribui¢do de um matematico nesta
fase, muitas vezes pode ser fundamental e direcionar a pesquisa no sentido de facilitar,
posteriormente, a determinacdo das varidveis envolvidas no modelo matematico. A adocao
de técnicas e métodos estatisticos na pesquisa experimental podem dar maior grau de

confiabilidade aos dados obtidos.

» Abstracdo - E o procedimento que deve levar a formulagio dos modelos matematicos.
Nesta fase, procura-se estabelecer: a selecdo das varidveis, problematiza¢dao ou formu-
lagdo dos problemas tedricos numa linguagem prépria da drea em que estd trabalhando,

formulacao de hipéteses e a simplificacdo do problema.

» Resolucdo - O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem natural
das hipdteses por uma linguagem matematica coerente. Como em um diciondrio, a
linguagem matemadtica admite "sindnimos"que traduzem os diferentes graus de sofisticacao

da linguagem natural.

» Validacdo - E o processo de aceitagio ou nido do modelo proposto e solugdes obtidas.
Nesta etapa, os modelos, juntamente com as hipéteses que lhe sao atribuidas, devem ser
testados em confronto com os dados empiricos, comparados com suas solucdes e previsdes
de valores obtidos no sistema real. O grau de aproximagdo desejado destas previsoes serd
fator predominante para sua validagdo. Um bom modelo é aquele que tem capacidade de

previsdo de novos fatos ou relagdes insuspeitas.

» Modificacao - Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a rejeicdo ou
aceitacao dos modelos. Quando os modelos sdo obtidos considerando simplificagdes e
idealizacdes da realidade, suas solucdoes podem nao conduzirem a previsdes corretas €

definitivas.

» Aplicacao - Usualmente este termo aplicacao de Matemadtica denota o uso de seus con-
ceitos para a compreensdo do fendmeno do mundo real. O modelo matematico, ou mais
geralmente, todo fundamento matematico que € ou pode ser, de alguma forma, relativo

com a realidade, pode ser visto como pertencente a Matemadtica Aplicada.
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Estes procedimentos realizados na modelagem de um fendmeno nio sdo necessariamente
uma sequéncia que se deve seguir a risca. Estas fases, certas vezes sdo um pouco complexas
e podem envolver comegos e recomegos, mas ao longo do processo de modelagem € possivel

pensar e repensar os métodos e escolhas, e avaliar quando uma solugdo € vidvel.

Ao ler estas fases do processo de construcao/elaboracdo da modelagem matematica de
um fendmeno qualquer podemos perceber que nao € um processo tdo simples como um problema
de repeticao que utiliza os mesmos passos. No entanto, alguns fendmenos pode ocorrer de ter

uma simples percepc¢ao quanto ao processo de modelagem.

Uma modelagem bem elaborada nos permite fazer previsoes, tomar decisoes, explicar e

melhor compreender as diferentes situagdes do fendmeno.

Para Bassanezi (2006), a modelagem matemadtica tem grande importancia no campo de

pesquisas cientificas, tais como:

» Estimulo para criagdo/surgimento de novas ideias e técnicas experimentais;

» Pode ser utilizado para fazer interpolagdo, previsdes e extrapolagdes;

» Um excelente método para o ensino de matemadtica, seja ele no ensino basico ou superior;
» Suprir as lacunas existentes onde existe a falta de dados experimentais;

» Uma forma de melhor compreender a realidade de um problema e melhor solucionar ele;

» Antecipar tomadas de decisdes para uma situa¢ao problema do mundo real;

Assim, podemos perceber a utilidade e a importancia da modelagem para para descrever
problemas do mundo real. Por outro lado, a modelagem matematica ¢ uma metodologia que

pode facilitar o processo de ensino aprendizagem .

2.2 Modelo de Von Bertalanffy aplicado para peixes

O bidlogo austriaco von Bertalanff, no ano de 1938, formulou o modelo matematico para

analisar o aumento do peso de peixes. Este modelo pode ser encontrado em Bassanezi (2006).

Seja P(t) o peso de cada espécie de peixe, o modelo de Von Bertalanffy estabelece que:
"o crescimento do peso do peixe € proporcional a drea de sua superficie externa (anabolismo) e o

decaimento € proporcional a energia consumida (catabolismo)." Assim,

dp
— —aA- 8P 2.1
i (2.1)

onde,
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e « ¢ a constante de anabolismo, representando a taxa de sintese de massa por unidade de

area do peixe;

e /3 é a constante de catabolismo, representa a taxa de diminui¢do da massa por unidade de

massa,;

e adrea A da superficie externa é proporcional a p*/3, pelo principio da alometria. De fato, o

peso é proporcional ao volume e o volume € proporcional ao cubo do comprimento, isto é

p = k113, A drea é proporcional ao quadrado do comprimento, isto é, A = kyl2. Portanto,
p=klP=p=Loi=(Ly

Ky ki

2
A=lol? = A=k ((kﬂ)l/i‘) = A= kp?? (k= ko(1/k1)??)

1
Logo, a Eq. (2.1) pode ser escrita como uma equac¢ao de Bernoulli:
dp 2/3
- _ — 2.2
o =P Bp (2.2)
Assim, o modelo proposto por Von Bertalanfty, para crescimento de peixes € dado pelo seguinte

problema de valor inicial:

dp _ (p2/3 _
{ o =ap Bp (2.3)

onde p = p(t) é a massa do peixe em fun¢do do tempo ¢, [ a taxa de catabolismo e « a taxa de

catabolismo.

Como a equacdo (2.3) € uma equacio de Bernoulli para resolvermos ela temos que fazer
uma mudanga de varidvel z = p!=(*/3) = p!/3. Logo, & = 1p(=2/32_ Dividindo a Eq. (2.3)

por p?/3, temos:

dp
—2/3 4P
P

. . P ~ 1 .
Agora, multiplicando esta dltima equagdo por 3, obtemos:

+/p =a

1 d 1

3% a3
Fazendo a mudancga de varidvel, tem-se:

«

dz [ 1

onde percebemos que a equacgdo (2.4) trata-se de uma equacao linear, na qual pode ser resolvida
pelo método dos fatores integrantes. Seja
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multiplicando a Eq. (2.4) por 5! tem-se
d 1
d_jew/s)t n §6(6/3)t = Zael?

d

1
L8/t (3/9)t
at” — 3%

integrando ambos lados,

2eB/3t = /%&e(ﬁ/wdt +c

T N ST
398°
@ o(8/3)t
,8/3 3°
+ce —B/3)t

voltando para varidvel p,

o 3 ﬁ 3
p(t) = (3) (1+ Zeels W) (2.5)

Logo, a solugdo geral de (2.2) € dada por (2.5), considerando que py ~ 0, podemos determinar o
valor da constante c. Temos,

Logo,
3
Q _ 3
p(t) = (5> (1 — 7o)
3
quando t cresce, p(t) se aproxima de <%> que serd seu peso miximo. Portanto,

P(t) = Pmax(1 — 7/D1)3 (2.6)
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Fazendo uma andlise geométrica da solugdo, temos que o valor de p(t) que maximiza % ¢ obtido
d?p

considerando =

Derivando p(t), temos:

dp _ _ p
D _ 3y (1 B2 (o= B3)y (L
D Bpaell — I (e ) ()

= 6pmam6(_ﬁ/3)t(1 — @_(5/3)t)2

d*p

L B {6—«3/3%2(1 _ ety ety 2By L (T pmimng _ pl-a/mny2

3 3

d*p 5\’ (—8/3)t (=B/3)1 (2, (~B/3)t
pre) =3 3 Drmaz (€ (1 —e )(3e —1)

Entdo: % =0<«=t=0o0ut= 31“73, temos ainda que:

%zoset:OOut—>+oo € %>Oset>0.

Entdo t* = 31;3 é ponto de inflexdo da curva p(t) e

p(t*) = pmaz(]- - 6_1n3)3 = 07 296pmaz

Por exemplo, se uma espécie de peixe sO € permitido a pesca com peso superior a 3kg, considera-
se:
p(t") =3 = 0,296pme = 3

= DPmaz = ]-Okg
e que um peixe dessa espécie com menos de 3kgs ainda ndo procriou.

Observe que para utilizar a Eq. (2.6) para descrever a curva de crescimento de peixe
€ necessdrio conhecer o peso maximo F,,,,. De posse dos dados experimentais, é possivel

determinar o P,,,, pelo Método de Ford-Wolford apresentado a seguir.

Método de Ford-Walford

E utilizado para o célculo do valor assintético. Considere um conjunto de dados (i, v5),
1=1,2,...,neque

lim y; = y*.

T;—00

Seja g uma fungéo que ajusta os pares (y;, yi+1), isto é,

Yi+1 = g(yz-)
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Figura 5 — Crescimento do peso de peixe

AP

Fonte: BASSANEZI, 2006

temos que, lim g(y;) = lim y;,1 = limy; = y* ou seja, a sequéncia de pontos do plano (y;, y;+1)

converge para (y*,y*) e y* é um ponto fixo da funcéo ¢:

Assim, se y;11 = ¢(y;) entdo y* é o valor do limite da sequéncia y; se, somente se, y* é o ponto

fixo de g.
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3 MODELO GENERALIZADO E APLI-
CACAO NO CRESCIMENTO EM
PESO DE GALINHA CAIPIRA

Neste capitulo iremos apresentar o0 modelo generalizado de Von Bertalanffy. O modelo
generalizado foi adaptado para descrever a curva de crescimento da galinha caipira. Para tanto,

foi realizado a coleta dos dados do peso da galinha e o procedimento esta descrito a seguir.

Nesta pesquisa, foram utilizadas galinhas (os pintos) de mesticas (sem raca definida)
que sdo popularmente conhecidas como galinha de capoeira (ou galinha caipira) e tendo outras
variacoes linguisticas dependendo da regido que se estd. Os pintos ndo foram comprados. Os
ovos foram chocados no proprio local de realizacdo dos experimentos. O experimento comecgou
a ser realizado logo apds (poucos dias depois) o nascimento, em um sitio localizado na zona
rural do municipio de Sossego-PB, no qual fica a aproximadamente 6km de distancia da cidade
de Barauna-PB.

No experimento dispomos de 5 (cinco) pintos que foram devidamente identificados com
tinta de cores diferentes. As pesagens foram realizadas semanalmente (aos sdbados), utilizando
uma balanca de cozinha de precisdo (Ref:UD130). Foi utilizado um recipiente em cima da
balancga para que facilitasse que Os animais ficassem parados e o peso das respectivas amostras
nao ficasse oscilando e assim reduzindo algum erro proveniente desta oscilagdo. Durante o

experimento, 2 ( dois) pintos morreram por causas adversas.

Os dados coletados sdo apresentados na Tabela 1 e o grafico de dispersao do peso da
galinha caipira (média das trés) é apresentado na Figura 6. O peso é dado em quilogramas e a

idade em semanas.
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Tabela 1 — Dados experimentais do crescimento em peso das aves
Idade(semanas) | P(t) em kg | Idade(semanas) | P(t) em kg | Idade(semanas) | P(t) em kg

1 0,0385 12 0,7835 23 1,469
2 0,0555 13 0,884 24 1,4745
3 0,0725 14 0,985 25 1,488
4 0,101 15 1,0465 26 1,5385
5 0,1345 16 1,106 27 1,5845
6 0,2235 17 1,204 28 1,627
7 0,298 18 1,2415 29 1,6915
8 0,36 19 1,2825 30 1,795
9 0,468 20 1,35 31 1,81
10 0,616 21 1,373
11 0,717 22 1,415

Fonte: autoria propria

Figura 6 — Gréfico de dispersao do peso da galinha caipira em relagao ao tempo

pesg (kg]:- ° i
-2 8] 2 4 g g 10 12 14 t(séﬁmanéﬂs) 20 22 24 26 28 30 3z
Fonte: Autoria prépria
3.1 Modelo de Von Bertalanffy generalizado

Como apresentado no capitulo 2, Von Bertalanffy obteve experimentalmente um modelo

que caracteriza o crescimento(em peso) de peixes. Seu modelo de metabolismo € dado pela
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forma de um problema de valor inicial:

{ D — qp?/3 — Bp

3.1
p(0) = po ~ 0 G-D

onde os parametros « e 3 devem ser considerados como taxas de anabolismo e catabolismo,

respectivamente.

A equacdo diferencial pode ser caracterizada como uma Equacao de Bernoulli, com um

método de resolucao bastante conhecido, na qual a solugdo € dada pela seguinte expressao:

p(t> = P (1 - eikt) )
onde p, € 0 peso maximo do peixe e k = g (olhe a se¢do 2.2).

Observando o modelo cldssico de Von Bertalanffy (3.1) o termo pg ¢ proveniente da
relacdo de alométrica do peso com a drea corporal do peixe. Bassanezi (2006) utilizou o modelo

generalizado de Von Bertalanffy no estudo do crescimento de perus, no qual utiliza-se o termo
P
b — oy —
a — P OP (3.2)
p(0) =po

A Eq. (3.2) é ndo linear e sabemos que algumas equacdes ndo-lineares sdo de dificil
resolucdo. O que nos deixa mais tranquilos quanto a resolu¢do desta € a sua classificacdo, pois a
mesma trata-se de uma equagao de Bernoulli e uma mudancga de varidveis nos conduz a uma

equagao linear, na qual podemos encontrar sua solucao.

Fazendo:
z=p' (3.3)
dz dp
—=1—-a)p “— 34
= =0-a)p™— (3.4)
agora substituindo a Eq.(3.2) na equacao (3.4), obtemos:
dz
= = (1 =7)p7"(ap” — Bp)
dz _
7= =la=5p") (3.5)
feito isto iremos substituir a Eq.(3.3) na Eq.(3.5) teremos:
d d
Z=0-7(a=8) > T =al-7) - (1)

=2+ 62(01—7)=a(l —7) (3.6)
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Podemos perceber facilmente que a Eq.(3.6) trata-se de uma equacdo linear de 1° ordem na qual
pode ser resolvida pelo método de fator integrante(se¢do 1.5). Agora iremos resolver a Eq(3.6):

A solugdo da Eq homogénea associada
24+ B2(1—)=0 (3.7)
Seja a Eq (3.7) a equacdo homogénea da (3.6), logo temos
p(t) = "0 (3.8)

Feito isto, multiplicando o fator integrante (3.8) em ambos os lados da equacdo (3.7), integrando

e simplificando a equacgao teremos o seguinte solu¢io homogénea

2 = c.e PO, (3.9)

~ . . PRI 2 dz .
Uma solugdo particular de (3.6) € dada pelo ponto estacionario, isto € 7= = 0, dai (3.6)

passa a ser dada pela Eq (3.10)

04 B2(1 —7) =a(l —7~) (3.10)
_a(l—9) _
TBI-y) T T8

A solugdo geral da Eq.(3.6) é dada por uma combinacdo linear da solucdo particular com

a solu¢do homogénea. Logo

2(t) = % e P

2(t) = % (1 + c.g.eﬁﬂﬂt) : (3.11)

Agora iremos voltar para varidvel p, utilizando Eq(3.3) na Eq. (3.11) obtemos

p(t) = <%> o (1 + c.g.e_ﬁ(l_'”t) " (3.12)

Sabemos que po, = lim;_~,, €ntdo vamos fazer ¢ — oo para saber o peso maximo

' _ oo [T (14 8 ousan) ™
tlggop(t) = Poo = tlg;r)lo [(5) (1 + S ce
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1

Poe = (%) . (3.13)

Fazendo k = (1 — ), podemos escrever a Eq.(3.12) de forma simplificada:

() = poo (1 + c.g.e_kt> o (3.14)

Como p(0) = po, podemos aplicar t = 0 para encontrarmos o valor da constante ¢

1 1
11— 11—~
Po = Pso (1+c.é.eo) i :>p—0: <1+cé> i
«Q

Poo «Q

1=y
= (p_o) =1+ c.é
Poo «Q

1—y
c= % [(%) _ 1] (3.15)

entdo substituindo (3.15) em (3.14) e simplificando temos a seguinte expressao:

1

1—v I—
(p_O) _ 1] e—kt> (3.16)
Do

onde p(0) = py € o peso inicial e py, € 0 peso maximo.

p(t) = Poo <1 +

3.2 Aplicagdo do Modelo para o Crescimento em Peso da
Galinha Caipira

A partir dos dados experimentais para galinha caipira (Tabela 1) vamos estabelecer
parametros (taxa de anabolismo, catabolismo, peso méaximo da galinha caipira) e utilizar o
modelo de Von Bertalanffy generalizado de modo a oferecer informag¢des ao produtor rural no

sentido de melhorar o gerenciamento de seus negdcios.

3.2.1 Avaliacdo do peso maximo p

Podemos estimar o valor do peso médximo da galinha utilizando o método de FordWalford.

Este método consiste em considerar p; = p;1 quando o peso esta estabilizado.

Fazendo um ajuste linear dos pontos p; € p;11 € calcular a intersecdo desta reta com
areta p; = pyr1. Este ponto de interseccao serd nosso P, pois se 0 peso em dois instantes

consecutivos € 0 mesmo, significa que ndo houve aumento de peso, o que s6 ocorre quando o
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valor do peso estd estabilizado. A equacdo da reta ajustada para os 22 dltimos valores de p;, a

partir do ponto de inflexdo p* é dada por
prr1 = 0,949387p, + 0,12114.

Para verificar se o ajuste feito era bom calculamos o R?, para verificar a correlagdo entre p;, | €
p;. Obtivemos R? = 0, 9999 no qual indica que teve uma étima correlagfio entre a reta ajustada
e os dados. O ponto de intersec¢do € calculado fazendo p,, = 0,949387p., + 0,12114 =

___0,12114

3.2.2 Estimagao do parametro de alometria v

Viérios trabalhos reportados na literatura consideram o pardmetro alométrico v = 2/3.
No entanto, por ser um parametro relacionado ‘a drea corporal, ¢ mais coerente que cada animal,

ou mesmo a classe a que pertence, possua um valor proprio para este parametro.

A partir dos dados experimentais da figura 6, podemos observar a existéncia de um ponto

. ~ » s . . ~ 2 *
P« na qual a variacdo é maxima (ponto de inflexdo da curva). Neste caso, devemos ter ddt’; =0.

Agora derivando a Eq(3.2),

@ = (wpv—ld_p — d_p
dt? dt dt’
Logo, no ponto de inflexao p,, temos

(3.17)

o pvfl@ - @ =
P TP

d

Playprt = B) =0,

dt

Como sabemos que a taxa de aumento de peso % ¢é considerado sempre positiva, entao

temos

_ _ o) =«
ayp]™t =B & vp] 125@_7 =5

Por outro lado de (3.13), temos % = p})g“*. Logo,

pt S| 1
e () -0 m() ()
Y D+« Y D+« Y

ﬁln(poo): 1 1n<1). (3.18)
P+ 1=y \v

Agora vemos que a expressdo (3.18) fornece implicitamente o valor do parametro -y desde que

p* seja conhecido. Entdo, dos dados experimentais podemos inferir que p, = 0, 616.

Agora com o valor de p, podemos calcular o calor de v, no qual pode ser obtido por

recursos computacionais, calculando a interseccdo das curvas y = 1%7 In (%) eln (2—”) como
- *

mostra a figura 7 utilizando a intersecao de funcdes encontramos vy = 0.52.
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Figura 7 — Calculo geométrico do parametro
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Fonte: Autoria prépria

3.3 Simulacao Numeérica e analise do modelo matematico

Ajustamos a curva solu¢do do modelo de Von Bertalanffy generalizado (3.16) aos dados
de idade-peso da galinha caipira para estimar o valor de k. Para tanto, utilizou-se o programa
Statistica (versao 7.0, 2005) com os dados Py = 0, poo = 2,3934, v = 0,52

A comparacgdo dos dados experimentais com a curva simulada é apresentada na Figura 8.
Com o valor de k, foi possivel estimar os parametros « e 3.

Na equacdo (3.14) foi utilizando k = (1 — =), substituindo os valores de v e k nessa
expressao, temos:

0,069046
0,069046 = (1 —0,52) = = ’0—48 = 8 =0,14384583.

Com o valor de ( agora podemos encontrar o valor de « pela expressao (3.13), temos:
(poo)lﬂ = % = a = (0,14384583) * (2,39347)%1® = o = 0, 21869089.

Agora temos os dados necessdrios que estava faltando na solucao geral e o modelo matemético

que foi escolhido para descrever o peso da galinha sera:

p(t) = 2,3934 (1 _ 6—0,069046*15)27083 (3.19)
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Podemos ver que, quando ¢ — oo, p(t) — (§)***; isto €, quando o tempo tende a

2,083
infinito o peso da galinha estabiliza, ndo ultrapassando (%) ~ 2,3934 kg.

Figura 8 — Grifico da fungdo p(t)
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Fonte: Autoria prépria

Para ter certeza que o modelo encontrado descreve bem o problema, calculamos no
programa Statitica® o valor do coeficiente de correlagdo R no qual deu R = 0,994733. Entdo, o
modelo encontrado se adequa bem os dados experimentais, ja que o coeficiente de correlagdo é

muito préximo ao valor de 1.

O valor do parametro alométrico Gamma pode variar de acordo com o tipo de animal,
raca, alimentacdo, ambiente que ele foi criado ou até mesmo localizacio geografica. Por estes e

outros motivos, o ideal seria calcular o valor de vy para cada caso.

A partir dos dados experimentais e do modelo de Von Bertalanffy generalizado, foi
calculado o parametro alométrico gamma como sendo v = 0, 52, valor um pouco abaixo de
v =2/3 = 0,666 do caso de peixe. Oliveira (2019) utilizou em seu trabalho fixou o valor de =

em 2/3, ja Scapim (2008) fez simula¢des computacionais e estimou o melhor v em 0, 9304.

Um ponto bastante importante que temos que ver para este modelo matematico € a
possibilidade de podermos determinar, de uma forma mais precisa, qual deveria ser o melhor
momento para se fazer o abate da ave, e assim ajudar no planejamento econdmico para quem faz

criacdo de galinha, bem como questionar se € rentdvel continuar a engorda da ave.

Mesmo que a fungdo p(t) na qual é dada por (3.19) é sempre crescente, mas ela tende a
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estabilizar com o decorrer do tempo. Para avaliar de que forma se da esse crescimento do peso
iremos fazer o estudo da derivada primeira e da derivada segunda de p(t) dada na Eq. (3.22). Os
gréficos e os cdlculos das derivadas das fungdes foram obtidas, utilizando o programa Geogebra
(versdo 5.0, 2017).

Vale ressaltar que a primeira derivada % ¢ a taxa de variacdo instantinea da fun¢do p(t),
t > 0. Importante lembrar também que a func¢io p(¢) do modelo matematico encontrado, a
derivada primeira ird ser sempre positiva para ¢t > 0.

d?p
a2

no dominio que foi considerado, onde ela se anula, em 7" ~ 10, 61, desta forma sendo positiva

Agora analisando a expressdo de podemos perceber que existe um dnico valor de ¢,
para os valores de 0 < ¢ < 7' e consequentemente negativa para ¢ > 7. Entdo temos que que
a primeira derivada, %, ¢ estritamente crescente para o intervalo 0 > t > T e estritamente
decrescente para o intervalo ¢ > 7' e o ponto 7' onde a segunda derivada € zero € um ponto
de maximo local, e também serd um maximo absoluto, da funcao derivada primeira. Ou seja
isto significa que apds ¢ = T, mesmo servindo o mesmo tipo e também a mesma quantidade
de alimentacdo, mesmo o peso da galinha ainda aumentando, mas a taxa de variagdo do peso
estard decrescendo, em outras palavras, mesmo tendo o mesmo gasto com alimenta¢do, mas o
ganho de peso estd diminuindo. Entdo podemos perceber que manter a galinha viva, por muito
tempo, com o0 mesmo tipo de alimentagdo ndo € interessante economicamente, sendo isto um
dos fatores que pode determinar a melhor idade para o abate da ave. Fazendo o arredondamento
do valor de 7', devemos abater o frango apos a 10° semana. Mas para chegar a escolher com
exatidao o melhor momento para fazer o abate da ave, temos que verificar outros fatores,
como o peso médio que a ave deve ter para ser comercializada no mercado que o produtor
almeja vender, se for este o caso, sem que haja o comprometimento como fatores de sabor e
maciez da carne. J4 do ponto de vista matematico, mesmo que a taxa de variac@o instantanea
do peso da ave esteja decrescendo apds o tempo 7', pode-se perceber ainda um certo ganho
significativo do peso da ave; desta maneira ainda torna-se vidvel adiar o tempo de abate. Temos
que ‘;—IZ(T) ~ 0,08 kg e %(207 83) ~ 0,06 kg. Desta forma, na 21° semana a taxa de variagio
do peso é aproximadamente 60g. E importante observar que a fungdo da derivada primeira tem
um ponto de inflexdo em ¢ = P, em que P ~ 20, 83 e que % — 0, na medida que o tempo passa.

Ap06s o ponto de inflexdo P nao € mais rentdvel economicamente manter a ave viva.

Podemos ver que a fungdo p(¢) tem um ponto de inflexdo em ¢t = 7'. Nas figuras 9 e 10
mostra os graficos da derivada 1* e da derivada 2?, da funcéo p(¢), no qual foram obtidos através
do programa GEOGEBRA (versdo 5.0, 2017). !

' GeoGebra é um software de matemdtica dinimica gratuito e multiplataforma para todos os niveis de ensino,

que combina geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica e cdlculo numa tnica aplicacdo. Tem recebido
vérios prémios na Europa e EUA
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Figura 9 — Grifico da primeira derivada de p(¢)
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Fonte: Autoria prépria

Figura 10 — Gréfico da segunda derivada de p(t)
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4 CONCLUSAO

Diante do termino deste trabalho foi possivel aprimorar os conhecimentos adquiridos
durante a vida académica, ja que este tipo de aplicacdo matematica ndo pode ser visto durante
as demais disciplinas, assim como aplicar conhecimentos adquiridos nas disciplinas durante o

curso, para algo que esté fora dos "muros"da Universidade.

Outro ponto observado ao fim deste trabalho é que, devemos aprender matemdtica, mas
nao apenas se deter a isso, devemos também buscar maneiras de aplicar a matematica mesmo

que de forma simples, a fim de otimizar/auxiliar atividades presentes em nossa sociedade.

Diante da modelagem matematica feita neste trabalho foi possivel compreendermos
melhor o processo de engorda de galinhas, entender as mudanga do aumento de peso durante sua

vida e determinar, de maneira clara e precisa, qual € o melhor momento para fazer o abate da ave.

Através da utilizagdo da equacao de Von Bertalanffy se mostrou um modelo matemaético
adequado para descrever o crescimento de galinha caipira.

Num modelo mais realista, devemos considerar a taxa de catabolismo (/) variavel com o
tempo, uma vez que quando o animal envelhece, hipoteticamente, a sua perda de energia depende

de seus hébitos, como por exemplo se ele foi criado solto ou em regime de confinamento.

4.1 sugestoes para pesquisas futuras

A seguir iremos destacar algumas sugestdes de trabalhos futuro dentro do tema abordado

neste trabalho.

» Fazer um experimento com animais fémeas e machos. assim comparar os parametros
alométricos de ambos, verificar se o tempo de abate de ambos sdo parecidos ou muito
diferente.

» Experimento com animais na qual tenha racgas distintas e fazer um comparativo dos

parametros alométricos e o periodo de abate.
» Estudar a relacdo entre o parametro alométrico 7y e o tempo de abate.

» Realizar esse mesmo estudo ou semelhante, para ragas de caprinos e bovinos que sao

criados na regido.
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