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Resumo

Neste trabalho, considerou-se a proposta de que a violacao da invariancia de Lorentz es-
pontanea (sLIV) estd relacionada a geometria de Finsler, uma vez que o espago-tempo
de Finsler é intrinsecamente anisotrépico e naturalmente induz a violacao da invariancia
de Lorentz (LIV). Com o foco na eletrodinamica quantica (QED), no qual o setor eletro-
magnético e o fermionico sao descritos no espago-tempo localmente de Minkowski, a den-
sidade de lagrangeana apresentada explicitamente para o caso do campo eletromagnético,
mostra-se compativel com a da extensdo do modelo padrao (SME). As equagdes de
Maxwell violando a invariancia de Lorentz assim como a equacao de onda eletromagnética
sao obtidas, e as solugoes de onda plana para a onda eletromagnética dé a relacao de dis-
persao que caracteriza o cone de luz, onde o mesmo pode ser exprimido ou alargado
de acordo com o parametro LIV do espago-tempo de Finsler. A velocidade da luz pode
depender da direcao da luz, vindo a ser superluminal ou subluminal, e tais efeitos LIV po-
dem ser vistos como influéncias de uma fonte anisotrépica sobre a onda eletromagnética.
Uma restricao no espaco-tempo anisotrépico é feita a partir de observacoes de explosoes
de raios gama (GRBs), de modo que a velocidade da luz se encontre subluminal e de-
pendente da energia. Além disso, a birrefringéncia da luz nao aparece durante o processo
deste modelo. Para o caso do setor fermionico, é investigada a possibilidade da indugao
do termo eletromagnético de Finsler, viabilizado pelo método de correcao quantica em
quatro dimensoes, o que conduz a um termo eletromagnético de Finsler dependente de

uma parte divergente e que quebra a invariancia de Lorentz.

Palavras-Chave: Espago-tempo Anisotrépico. Métrica de Finsler. Violagao da In-

variancia de Lorentz.
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Abstract

In this work, we considered the proposition that the spontaneous Lorentz invariance
violation (sLIV) is related to Finsler’s geometry, since Finsler’s spacetime is intrinsically
anisotropic and naturally induces Lorentz invariance violation (LIV). With the focus on
quantum electrodynamics (QED), in which the electromagnetic and fermionic sectors
are described in locally Minkowski spacetime, the lagrangian density explicitly presented
for the case of the electromagnetic field, is compatible with the standard model extension
(SME). The Lorentz-violating Maxwell equations invariance as well as the electromagnetic
wave equation are obtained, and the plane wave solutions for the electromagnetic wave
gives the dispersion relation that characterizes the lightcone, where it can be narrowed
or enlarged from According to the Finsler’s spacetime parameter LIV. The speed of light
may depend on the direction of light, becoming superluminal or subluminal, and such
LIV effects can be seen as influences of an anisotropic source on the electromagnetic
wave. An anisotropic space-time constraint is made from observations of gamma-ray
bursts (GRBs), so that the speed of light is subluminal and dependent on energy. In
addition, the birefringence of light does not appear during the process of this model.
For the case of the fermionic sector, is investigated the possibility of the induction of
the Finsler electromagnetic term by the quantum correction method in four dimensions,
which leads to a Finsler electromagnetic term dependent on a divergent part that breaks

the Lorentz invariance .

Key-words: Anisotropic Spacetime. Finsler Metrics. Lorentz Invariation Violation.
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Capitulo 1
Introducao

“Para descobrir todos os fenomenos que deseja, basta ao sabio trés coisas: pensar,
pensar, pensar.”

Isaac Newton.

Em escalas de energias experimentalmente acessiveis, a relatividade especial de
Einstein (SR), regida pelas transformagoes de Lorentz, se mantém compativel com todas
as observagoes fisicas atuais. Contudo, espera-se que a SR deva ser modificada em escalas
de energias tais como a escala de Planck. Isto ¢ decorrente da incompatibilidade existente
entre a simetria de Lorentz (transformagoes continuas) e os efeitos da gravidade quéantica
(QG) (regida por um tipo de espago-tempo discretizado) [1]-[14]. Os estudos das teorias
de cordas revelam que a invariancia de Lorentz deve ser quebrada de forma espontanea
no regime perturbativo [12, 13, 14], onde a violagao espontanea da invariancia de Lorentz
(sLIV) envolve valores esperado no vacuo nao-nulo de certos campos tensoriais. Isto de
fato deve caracterizar uma certa anisotropia do espaco-tempo desde que valores esperados
nao-nulos no vacuo estejam relacionados com certas dire¢oes preferenciais, o qual pode
ser comparado com o processo de quebra espontanea da simetria na teoria eletrofraca: um
campo de Higgs adquirir um valor esperado de véacuo diferente de zero gerando massas

para outras particulas.

Atualmente, os termos da sLIV sao adicionados na densidade de lagrangeana dos
campos mantendo a invariancia de calibre, renormalizacoes, etc. Os valores esperados
do vacuo dos campos tensoriais tornam-se acoplamentos constantes nos termos de sLIV.
Este processo de introduzir os efeitos da sLIV ¢ chamado de Extensao do Modelo Padrao
(SME) [13, 14]. Além disso, o espago-tempo de Minkowski deverd ser alterado junto com a
densidade de lagrangeana das particulas e campos se a LIV estiver presente (ndo importa

se ela for espontanea ou nao).

Recentemente, Kostelecky [15] propos que a SME esteja relacionada ao espago-



tempo de Finsler, que é intrinsecamente anisotropico. Os acoplamentos constantes que
controlam os termos efetivos da sLIV sao relacionados com certas direcoes preferenciais
fixas na estrutura de Finsler. A razao fundamental disto é de que a geometria de Finsler
[16, 17, 18], se protege da restricao quadratica sobre a estrutura espago-tempo tal que a
métrica de Finsler dependa apenas das dire¢oes do espaco tempo (contexto puramente

cinematico).

A relatividade especial de Einstein (SR) reside num espago-tempo plano de Rie-
mann, conhecido como espaco-tempo de Minkowski. E do mesmo modo, a relatividade
especial devido aos efeitos da LIV pode residir num espago tempo intrinsecamente ani-
sotrépico tal como o espago-tempo de Finsler [15]. Por exemplo, um simples modelo da
SME, com apenas um parametro nao-dinamico diferente de zero, a,, no termo da LIV
conduz a um espago-tempo plano da geometria de Randers-Finsler [19]. Atualmente, o
espago-tempo plano de Finsler é chamado espago-tempo localmente de Minkowski [17],
que pode ser visto como uma extensao do espaco-tempo de Minkowski. Além disso, a
relatividade especial dupla (DSR) [1]-[5] foi incorporada no espago-tempo de Finsler [20],

assim como, outras variedades de relatividades especiais (VSR) [10, 21].

O objetivo desta dissertacao ¢ o de investigar os efeitos LIV sobre os setores dos
campos da eletrodinamica quantica devido ao espaco-tempo intrinsecamente anisotrépico,
tal como espaco-tempo de Finsler. Espera-se que esse procedimento, perturbacao da
métrica sobre um espaco-tempo localmente de Minkowski, introduzam naturalmente os
efeitos da LIV como contribuicoes extras na densidade de lagrangeana da teoria. Para
o caso da extensao do setor do campo eletromagnético, pretende-se estudar modificacoes
nas diversas quantidades atribuidas ao campo eletromagnético em primeira ordem do
parametro que controla os efeitos da LIV. O foco principal deste trabalho direciona-
se as equacgoes de Maxwell, relacao de dispersao e o propagador de Feynman. Para o
propagador de Feynman, deve-se verificar a unitariedade da teoria diante dos efeitos da
LIV, e para relacao de dispersao, deve-se analisar as caracteristicas da velocidade de grupo
dos fétons dependente da energia. Em adicao a isto, deve-se estudar restricoes sobre
0 espaco-tempo anisotrépico através de observacoes astrofisicas em explosoes de raios
gama (GRBs). No caso do setor fermionico, tem-se a intensdo de submeté-lo a métrica
intrinsecamente anisotropica de tal forma que seja possivel obter termos extras como
extensoes da densidade de lagrangeana associada. A intensao é estudar a possibilidade
de se induzir quanticamente os termos antes gerados pela perturbacao da métrica que
modificam o setor do campo eletromagnético, como correcoes radiativas ao nivel de um-
loop. Além disso, também submeteu-se o setor fermionico da QED aos efeitos da métrica
anisotrépica para se obter extensoes efetivas capazes de induzir via correcoes radiativas
os termos efetivos que modificam o setor do campo eletromagnético. Para esse fim, os

calculos sao realizados através dos célculos de um-loop em conjunto com o esquema de



regularizagao dimensional.

A estrutura da dissertacao é a seguinte: no capitulo 2, apresentou-se uma breve
descrigao dos efeitos da LIV pelo ponto de vista da SME. Tomando-se como exemplo as
extensoes de CPT-par e CPT-impar para o setor do campo eletromagnético. No capitulo
3, introduziu-se a métrica intrinsecamente anisotrépica, a saber a métrica de Finsler, e
estudou-se seus efeitos na eletrodinamica de Maxwell. Induziu-se um termo a partir da
densidade de lagrangeana modificada e comparou-se este termo com resultados da teoria
SME. No capitulo 4, considerou-se a eletrodinamica efetiva, devido a métrica anisotrépica
e estudou-se algumas propriedades, tais como as equagoes de Maxwell modificadas e a
estrutura de unitariedade do propagador do campo de calibre. No capitulo 5, estudou-se
limites fenomenoldgicos para os efeitos anisotropicos através de dados experimentais de
GRBs, neste caso estudou-se modos de propagacgao da onda eletromagnética através da
relacao de dispersao modificada e foi usada para calcular o atraso temporal do voo entre
dois fétons supostamente emitidos da mesma fonte. No capitulo 6, estudou-se inducao
radiativa através de perturbacoes quanticas ao nivel de um laco fermionico. E finalmente

no capitulo 7, apresentou-se as conclusoes e perspectivas.

Serd adotado o sistema de unidades naturais, isto ¢, ¢ = h = 1 e a métrica 7, =
(+1,—-1,—1,—1).



Capitulo 2

A extensao do modelo padrao: setor

do campo de calibre

“O cdlculo tensorial conhece muito mais a fisica do que o proprio Fisico.”

Langevin.

A Extensao do Modelo Padrao (SME) corresponde a uma teoria de campos efetiva
proposta por Colladay e Kostelecky [15], que estd intimamente relacionada a um espago-
tempo anisotrépico, isto é, um espaco-tempo que prevé a LIV. Na pratica, a SME fornece
uma descri¢ao quantitativa da LIV e CPT, controlada por um conjunto de coeficientes
cujos valores devem ser determinados ou restringidos por experimento. Neste capitulo,
serd tomado como foco o setor do féton, a fim de se examinar algumas implicacoes tedricas
da existéncia de termos da LIV e CPT, e como esses termos modificam as equacoes de
Maxwell. Em tal andlise, serd tomado como base o trabalho de D. Colladay e V. Alan
Kostelecky|[14].

2.1 O setor do foton

As pesquisas por violacao de Lorentz envolvendo fétons estao entre os melhores tes-
tes de relatividade. Um exemplo pratico seria a classica experiéncia de Michelson-Morley
que utilizam cavidades de ressonancia eletromagnéticas altamente estaveis para pesquisas
de pequenos desvios na velocidade da luz ¢ emitida por fontes astrofisicas distantes. De-
vido as distancias extremas envolvidas, os estudos astrofisicos alcancaram sensibilidades
na ordem das partes em 10%8. Sendo assim, faz-se mister uma breve andlise de como a
SME modifica algumas relagoes, as quais, em condicoes de invariancia de Lorentz, ja sao

conhecidas atualmente (por exemplo, as equagoes de Maxwell).

A densidade de lagrangeana de interesse, que é invariante de calibre U(1) por

4
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construgao, ¢ uma combinagao do termo de féton usual, mais um termo com LIV, ou seja
£:£0+£LIV, (21)

em que, o primeiro termo ¢é parte eletromagnética usual, isto é

1
Lo=—7FuF". (2.2)

J& o termo o qual comporta os efeitos LIV, é dividido em duas partes, uma que inclui o
termo LIV CPT-par, dada por

1
Eeven = _Z(kjF>p>\,u,qu)\F#V7 (23)

em que o acoplamento (kg) . surge da contribuicao par do setor do féton (ver referéncia
[14]), ele é real e adimensional. Sem perda de generalidade, ele pode ser visto como
um duplo traco nulo, desde que qualquer componente do traco serviria meramente para

redefinir o termo cinético e portanto é apenas uma renormalizacao do campo.

A outra parte, é a que contem o termo LIV CPT-impar do setor do féton, ou seja
1 p A v
Eodd = §(kAF) Ep)\uVA F ) (24)

onde o coeficiente de acoplamento (kap)” é real e tem dimensdao de massa. Este termo

surge a partir do setor de calibre CPT-impar da SME!.

Para se ter uma nogao, sem exaurir sobre o tema, serd feito uma analise de como os
termos acoplados na densidade de lagrangeana modificam as equagoes de Maxwell. Esta
analise serd feita em duas partes, uma s6 com o termo LIV CPT-par e a outra com o
termo LIV CPT-impar.

2.1.1 Setor eletromagnético de CPT-par

Nesta subsecao, sera trabalhado apenas com a densidade de lagrangeana contendo
a parte de Maxwell (usual) somado com o termo de LIV CPT-par, assim a densidade de

lagrangeana ¢é dada por

1 1
Efl = 4 WFW - Z(kF)pAWFp/\FW' (2-5)
E interessante perceber que o termo kp, quando decomposto, tem 19 componen-

tes independentes, sendo 10 componentes andlogos ao tensor de Weyl e 9 componentes

'Propriedades de CPT-par devida a LIV pode ser vista em [22].
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analogos ao trago livre do tensor de Ricci[14]. Uma maneira interessante de parametrizar
as 9 componentes nao-birrefringentes do tensor kg, é escrevé-las em termos de um tensor
simétrico de traco nulo, isto &
1
(kF),uz/po S g,upk,uo o g,uaklzp o gupkuo +guakup . (26)
2
A equacao de movimento que diz como se dd a dinamica desse sistema, é obtido

pela variagao da ac@o em relagao as variaveis (A", d,A"), ou equivalentemente, aplicando

a densidade de lagrangeana L na conhecida equagao de Euler-Lagrange, isto é

Ly, oLy \
S = O, (a(auAv)) =0. (2.7)

Como a densidade de lagrangeana é composta de duas partes (usual e CPT-par),
sera feito as derivadas de cada uma das partes separadamente, em seguida juntar-se-a

tudo.

Primeiramente, percebe-se que

a‘CO alﬁeven

6A”:0 YT =0, (2.8)
enquanto que
ILg 1 [ OF OF,°
= _ _Z ap|_“—a pfypA_—"P
D@, A7) ~ 4" [a(aﬂAv) o Tl 8(8MAV)}

_ _inaknﬁp (0103 — 860, ) F, 7 + B2 (0157 — 57|
= _i [F“V Sy Ay Fy“},
= —F" . (2.9)

v

Desta vez, fazendo para

oL 1 HF A oF.°
_even Py, 00 o F B F A 0
(3, A7) 1 kF)masn™ [a(auAv) 0o T 8(8“14”)}
|
= — (k) g [(5553 — M5, F,” + F (8458 — 56“5%)}
1
= [ s F — () s )

+(kF)p)\au77p’ynauny/\ - (kF)p)\aunp’YnaVny)\] )

2Detalhes, ver Apéndice A.
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notando que através da simetria do tensor de Riemann, é possivel simplificar a equagao

acima, e como os indices «, 3, p e A sao indices mudos, obtém-se o seguinte resultado:

aLeven o I off
HO,A7) (kp)" os . (2.10)

Finalmente, substituindo as Eqs.(2.8)—(2.9)—(2.10) em (2.7), o resultado serd

OuF" 4+ (kp) e F*P = 0. (2.11)

E as equagoes de Maxwell homogéneas usuais permanecem inalteradas:
9, F" =0, (2.12)

com FM = %e“”O‘BFag, sendo o tensor dual da intensidade de campo. A equagao de
movimento (2.11) depende apenas de F'*”, de modo que, como esperado, ela é invariante

por transformagoes de calibre U(1), isto é
Ay = A=A, =0, (2.13)

onde A é uma funcao qualquer da posicao e do tempo. Assim, a modificacdao extra nao
deve alterar as quantidades conservadas da teoria usual. Apesar destes paralelos com a
eletrodinamica convencional, o processo de fixacao de calibre envolve algumas diferencas
interessantes. Por exemplo, ha normalmente uma equivaléncia entre o calibre de Coulomb
VA= 0, o calibre temporal Ag = 0, e um dos membros da familia dos calibres de Lorentz
0, A" = 0. Quando os efeitos da violagao de Lorentz sao incluidos, essas trés escolhas
tornam-se desiguais. Um exemplo é Ay normalmente ser diferente de zero se o calibre de
Coulomb V - A = 0 é imposta[14].

Neste ponto sera verificado quais os efeitos do termo extra LIV nas equacoes de

onda. Reescrevendo a Eq.(2.11), da seguinte maneira
(00000 — 2(kF) uap,0°0°] A* = 0, (2.14)

onde foi usado, o calibre de Lorentz d,A" = 0, e as simetrias do tensor de Rienmann.

Para resolver a Eq.(2.14), serd usado a seguinte solu¢ao de onda plana:
At (z) = e'(p)e= ™, (2.15)

com p* = (p°, p), de modo que obtém-se a seguinte equacao

M, A* =0, (2.16)
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onde a matriz M, ¢é
M, = nu,,pQ — 2(/{F)uag,,pap5. (2.17)

Esta matriz 4x4 é hermitiana devido os termos serem reais e simétricos. Pode ser mos-
trado que seu determinante é nulo de forma idéntica para todos os p*, tal fator estd
relacionado a liberdade de calibre. O resultado convencional é recuperado quando o coe-

ficiente kr desaparece.

Agora, considerando a Eq.(2.11) no caso em que as componentes nao nulas de kg
escolhidas a ser (kg)oio; = —%ﬁzﬂj, onde f3; sao quantidades (pequenas) reais adimensi-
onais, e estas componentes estao relacionadas pela simetria de kp. Assim, obtém-se as

seguintes equacoes®:

(8- E), (2.18)

V x B—0yE = 30,(5- E). (2.19)

As Eqgs.(2.18)—(2.19) sdo as equagoes de Maxwell ndo-homogéneas, na auséncia de
fontes, modificadas. O caso usual é recuperado para 5 nulo, ou se estiver perpendicular

ao campo elétrico F.

2.1.2 Setor eletromagnético de CPT-impar

A partir daqui, serd trabalhado a densidade de lagrangeana que contém a parte de
Maxwell (usual) somado com o termo de LIV CPT-impar, de modo que tem-se a seguinte
equacao:

1

1
,CfQ = _Z M,,Flw + §<I€Ap)p€p)\aﬁA)‘Fa6. (220)

Para obter a equagao de movimento, basta fazer similarmente ao que foi feito na
secao anterior, ou seja, usar novamente a equagao de Euler-Lagrange. Neste caso, observa-

se que

a‘Codd
0AY

1 [0
= §(kAF)pepVa5F B (2.21)

3Mais detalhes no Apéndice B.
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Tomando agora

0L odd nr N 8F75
2 T (kap) eprap At =t
90,47 ~ 5 ) enasd G
ay
= L e Peppaa A 6207 — 575.,)
1
=3 [77““(lf,auv)"e,,WAA — n“”(kAF)peprﬂ : (2.22)

onde considerando a antissimetria do simbolo de Levi-Civita, obtém-se

0Loga o u A
S04 = (kap)e” AN (2.23)

Entéo, substituindo as Eqs.(2.9)—(2.21)-(2.23) na equagao (2.7), o resultado sera*
1
E(kAF)pGpVM)\FW\ —f- 8“F“V — (k?AF)pEpAMl,@HA)\ = 0 (224)

Notando que é possivel, reescrever o terceiro termo do lado direito da equacao acima da

seguinte forma:

1
(kAF>p€p)\w,a‘uA)\ = §(kAF>p [ep,\wﬁ“AA + epAw,@“A’\}, (225)
de modo que, trocando os indices do 4t — A e A = p do segundo termo entre as chaves,

obtém-se

1
(]CAF)'DEP)\M,/a“A)\ = E(kAF)p [epm,ﬁ“/ﬁ + EPM,,(?’\A“]

1
= §(kAF>p [ep,\,ﬂ,ﬁ“A’\ — EPAHVaAA“]

1
= _§(kAF)p€p)\;wF'u>\- (226)

Assim, ao substituir novamente na equacao, o resultado é a equacao de movimento

aHF“V + (kAF)pEPV/\uFAM = 0. (2.27)

E possivel ver claramente que, semelhante ao caso CPT-par, este caso também
é invariante de calibre, por depender somente do tensor intensidade de campo. E as
mesmas andalises feitas referente ao quadrivetor A, na secao anterior, podem serem feitas

aqui. Além disso é possivel obter a seguinte equacao de onda modificada:

(000 + 2(kar ) €m0 A* = 0. (2.28)

4Onde foi trocado os fndices mudos o — e 3 — A do resultado (2.21).
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E semelhante ao caso anterior, ao usar o ansatz em (2.28)
Au(x) = eu(p)e™ P, (2.29)
a equacao de movimento (2.28) gera a equagao no espago dos momentos da seguinte forma:
[10” + 2i(kar) €puap’| A* = 0. (2.30)
Ou melhor, assumindo que M, := 1,,p* + 2i(kar)?€ P’ escreve-se
M, A" =0, (2.31)

onde, por sua vez, a matriz M, de ordem 4x4 é hermitiana devido o primeiro termo ser

real e simétrico, enquanto que o segundo ¢ imaginario e antissimétrico.

E possivel ter uma visao de como o termo CPT-impar modifica as equagoes de
Maxwell inomogéneas na auséncia de fonte, basta tomar (kar)” = ((kar)°, kar). Assim,
obtém-se®

V-E=—2ksp- B, (2.32)

e também

V x B—0yE = —2kap x E — 2(kar)°B. (2.33)

As equagdes de Maxwell inomogéneas usuais sdo recuperadas para (kar)” tomado

CO1mo zero.

5Ver detalhes no Apéndice C.



Capitulo 3

Meétrica de Finsler e campos de

calibre

“Nada € tao maravilhoso que nao possa existir, se admitido pelas leis da Natureza.”
Michael Faraday.

Neste capitulo sera feito uma breve explanacao sobre a métrica de Finsler, conceitos
e defini¢oes, preparando um terreno que ajudara durante o processo dos calculos. S6 entao

sera aplicada tal métrica no campo eletromagnético.

3.1 Norma de Minkowski

Devido ao fato de que serd usado mais adiante o conceito de espago-tempo local-
mente de Minkowski, faz-se necessario para clarificar a leitura deste trabalho, uma breve

abordagem da geometria da norma de Minkowski sobre um espago vetorial.

Definicao 1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Uma norma de Minkowsks:
sobre V' € uma fungdo nao negativa F : V[0 — 00) o qual cumpre as sequintes proprieda-

des:
(My) F esta C*™ sobre V/{0};
(M) F(A\y) = AF(y), VA>0eyeV;
(Ms) Vy € V/{0}, a forma simétrica bilinear g, sobre V' € positivo definido, onde

82
0s0t

F?(y + su+ tv)]

g,(1,0) = 5 (3.1)

s=t=0

O produto interno g, € chamado de forma fundamental na dire¢io y. O par (V, F)

¢ chamado espaco de Minkowski. A norma de Minkowski F ¢ dita sendo reversivel se

11
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F(—y)=F(y) paray € V.

H& muitas normas de Minkowski sobre o espago vetorial (para melhor compreensao
ver [18] e [24]).

3.2 Meétrica de Finsler

O estudo da Métrica de Finsler teve o inicio na dissertagdo de P. Finsler[25] em
1918, o qual foi publicado em 1951. E s6 em seguida, esta métrica foi chamada de Métrica

de Finsler®.

Seja M uma variedade. Para um ponto x € M, denota-se por T, M o espago

tangente a M em x, conforme a figura abaixo:

Espaco tangentea M
no pontox € M;
representado por T, M

v
Variedade M

Figura 3.1: Variedade M onde para cada ponto x € M, tem-se o espaco tangente T, M.

O fibrado tangente TM de M é a uniao de espagos tangentes com a estrutura
diferencial natural,

TM = U T, M.

zeM

Denota-se os elementos em T'M por (z,y) onde y € T, M. Assim, a métrica de

Finsler é definida sobre o fibrado tangente T'M ao invés de ser sobre a variedade M.

Definicao 2. A fungio F : TM — [0,00) € chamado de Métrica de Finsler se ela tem

as sequintes propriedades:

(1) F € C™ no TM\ {0};

'Este capitulo é feito com base no trabalho de Zhe Chang e Sai Wang [23]
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(17) Vo € M, F, := F|rp € um espago-tempo Minkowski normalizado sobre T, M.

O par (M, F) é chamado de espago Finsler.

A geometria de Finsler origina-se a partir da seguinte integral|[16][18]

b
/ F(z,y)dr (3.2)

onde x denota a posicao e y := Z—f denota a chamada quadrivelocidade. O integrando
F(z,y) é chamado de estrutura de Finsler, que é uma fungao positiva, suave e positiva-
mente 1-homogénea definida sobre a fenda do fibrado tangente TM \ {0}. A positividade
1-homogénea denota a caracteristica F'(z, A\y) = AF'(z,y) para todo A > 0. A métrica de

o 0 [1
G (T, y) = By Oy (§F2) (3:3)

O modelo mais simples da SME, com apenas uma constante de acoplamento nao nulo a,,

Finsler é definida como

nos termos sLIV, leva a um espaco-tempo plano de geometria Randers-Finsler. Onde o
resultado serd uma métrica composta por uma parte plana mais um termo com func¢ao

de uma direcdo preferencial y.2

A métrica de Finsler junto com seu tensor inverso, sao usados para baixar e levantar
os indices dos tensores. Além disso, nota-se que a métrica de Finsler se torna Riemanniana

se ela nao depende de y.

Um espago-tempo de Finsler (M, F') é chamado localmente Minkowski[17] se nao hé
dependéncia de x na estrutura F', ou seja F' = F'(y). Portanto, como é possivel constatar,
a métrica Finsler g,, depende somente de y de acordo com (3.3). Em tal espaco-tempo,

as conexoes e curvaturas se anulam. Portanto, é um plano e maximamente simétrico[26].

O anulamento das conexoes implica que uma particula livre segue uma linha reta.
Sendo assim, nota-se que o espago-tempo localmente de Minkowski pertence ao espaco-
tempo Berwald[17]. Todo espago tangente do espago-tempo Berwald é linearmente iso-
morfo a um espago linear de Minkowski normalizado comum. Fisicamente, isto significa

que as leis da fisica sao comuns em cada posi¢ao em tal espago-tempo.
No espaco-tempo de Finsler, a quadrivelocidade de uma particula livre é dada por
uma equacao geodésica de Finsler[17]

R dz? dx°

r — = 4
dr2 + pa('ray) dr dr 0 (3 )

onde I' denota a conexao. A geodésica de Finsler origina-se a partir da variacao de uma

integral do elemento de linha Finsler da forma (3.2). No espago-tempo localmente de

2Conforme mostrado no Apéndice D.
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Minkowski, as conexoes se anulam, particularmente. De modo que a equacao geodésica
de Finsler (3.4) torna-se
d?at
dr?

Sua solucao da um vetor constante em y, significando que y é independente de x.

=0. (3.5)

Algo muito interessante a se comentar é que, neste trabalho y denota a quadrive-
locidade de um féton livre ao longo da geodésica de Finsler. Porém, para uma particula
carregada, tal como o elétron, a mesma interagiria com o campo eletromagnético, de modo
do que a equacao geodésica de Finsler deva ser modificada. Com isso, um termo extra
relacionado a forga eletromagnética F'*(x) deve ser adicionado ao lado direito da equagao
geodésica de Finsler. A velocidade da particula carregada é dada pela solucao da equacao

geodésica modificada, de modo que ela dependeria de .

3.3 Campo eletromagnético no espaco localmente de
Minkowski

Similarmente ao caso no espago-tempo de Minkowski, serd definido um quadripo-
tencial, que é um 1-forma, do campo eletromagnético no espago-tempo localmente de

Minkowski na forma
A=A, (x)dx" (3.6)

que preserva a simetria interna de calibre U(1). A partir do quadripotencial, serd definida

a intensidade do campo da seguinte forma

Fi=dA = d(A,dz")
= d(A,)da" + Ayd(dz"), (3.7)

onde através do Lema de Poincaré®, é possivel usar o fato de que d(dz*) = 0.
Assim, da equacgao (3.7), resta

F =dA, A dz"

04, p
= (%de A dz*, (3.8)

onde tal equagao é possivel ser escrita na seguinte forma:

1[04, , L, AL, "
F_Z((?x”dx A dx +8x”dx Adx* ). (3.9)

3Ver demonstraciao no Apéndice E.
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Trocando v — p e p — v no segundo termo, obtém-se

1 (0A, 0A,
_ v o AW g v
F_2 (axydx A dx +8x“dx /\dx). (3.10)
Similarmente, ao que foi feito anteriormente, isto é, sendo dz” A dz* = —dx* Ndx”,

a equagao (3.10) toma a seguinte forma:

1 <8Ay 94,

" Y. A1
51 \ B 8x”)dx A dx (3.11)

A equacao acima serd escrita como

1
F = EFW(x)dx“ A dx”, (3.12)
onde oA 94
_ v o 1
Eow oxt  Oxv (3.13)

Nota-se que a intensidade do campo F' é uma 2-forma.

A partir daqui, a fim de simplificar a escrita, serd usada a notagao abreviada

0A,
8MAV = w,
de tal forma que
F., =0,A, —0,A,, (3.14)

que ¢ um invariante sob o grupo de calibre U(1).

Através da métrica de Finsler g,, do espaco-tempo localmente de Minkowski, é
possivel obter a forma contravariante do tensor forca de campo, bastando levantar os
indices do 2-forma covariante de (3.14), a saber " = gto¢"*F,\. Desta maneira, o

carater covariante é preservado no espaco-tempo localmente de Minkowski.

Aqui serd escrita a forma usual da densidade de lagrangeana para o campo eletro-
magnético, mas substituindo a métrica do espago-tempo 7, pela métrica de Finsler g, .

Assim, a densidade de lagrangeana tem a seguinte forma:

1
L= Ful". (3.15)

No espago-tempo localmente de Minkowski, uma base base ortogonal é dada por

{52} e sua base dual é {dz"}. A acdo do campo eletromagnético tem a forma

S = / L4 (3.16)
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onde d) = \/—detg,, (y)d*z denota o elemento de volume invariante para cada posigao

X.

Usando o principio variacional da acao, em que 65 = 0, obtém-se a equacao de

Euler-Lagrange* associada a agao S ou a densidade de lagrangeana £(A”,9,AY).

oL oL

Tomando agora a densidade de lagrangeana (3.15), ja usando a métrica de Finsler

para baixar os indices, isto &

1 1
L= Pl = = (00" F) B (3.15)

e aplicando na equagao de Euler-Lagrange, obtém-se

oL
I = 0 (3.19)
e
oL 1 oF," OF,\”
_ BA —’BF vy poY_ oA
Ao, A7) 199 (a@fw) ¥ a@Aa))
P 8 - T EY - E 08— )
— L (a0 = ) P, + P (858 — 5783,
1
T R
e como F¥ = —F7  tem-se que
oL
— = = _FH 2
0(0,A%) 7 (3:20)

Substituindo estes resultados na equacao de Euler-Lagrange, obtém-se a seguinte

equacao de movimento®
0, F* =0, (3.21)

4Ver o célculo no Apéndice F.
50s indices foram trocados para ndo causarem confusio no processo dos calculos.
6Sabendo que 9, F*_ = O'F),,.
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Usando a métrica de Finsler, a equacao acima pode ser escrita como
ngayFuo_ = 0. (322)
Ao escrever (3.22) em termos de A, e A,, obtém-se
g"0,[0,A; — 0,A,] =0
9" 0,0,A; — 0,0"A,, = 0.
Usando o calibre de Lorentz
g o,A, =0 (3.23)
obtém-se a seguinte equagao:
guuauauAU - 0; (324)
sendo esta a equacao de onda eletromagnética associada, tendo como solugao:
A, = e e okt (3.25)

onde ¢, denota a polarizagao e k* denota um vetor-onda da onda plana eletromagnética.

Substituindo a Eq.(3.25) na Eq.(3.24), obtém-se uma relacdo de dispersdo para a onda

plana eletromagnética

guyaual/((fae—igaﬁkaxﬁ) —0

— 81k gask 0l Ay = 0

onde g"”gq, = d%. Entao
—k"gouk®As =0,

como A, # 0, implica que

Gapk k" = 0.

(3.26)

Sua forma é tao semelhante quanto um invariante de Lorentz na eletrodinamica

usual. Contudo, ela ¢ modificada pela métrica de Finsler g,, desde que a contragao dos

indices de espago-tempo seja via esta métrica.
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3.4 Campo eletromagnético devido a métrica de Fins-

ler

As observagoes feitas nao mostram sinais dos efeitos LIV nas presentes escalas de
energias atingiveis|28|. Este fato implica que os efeitos LIV devem ser mintsculos. Porém,

é possivel extrair os efeitos LIV pela expansao da métrica de Finsler da seguinte maneira:
9" (y) = 0" + 1 (y). (3.27)

Através desta expansao, os efeitos LIV de primeira ordem sao extraidos e caracte-

rizados completamente por h*”. Dada a Eq.(3.15), que com os indices baixados torna-se

1
L= —29"9" FuFp (3.28)

de modo que usando a expansao (3.27), obtém-se

1
L= =l W7 + B Fo

1
= -1 (P77 4 P RYT 4 WPy T 4 hHPRY] FuF

1
= =[P R S W By B

1 vo vo vo
= —1[77%7 FMVF/JU +n"*’h Fqupa + h*n Fuqug]

onde o termo h*?h*? é desprezado devido ser um termo de segunda ordem, gerando um
efeito LIV de segunda ordem, com o qual nao se esta sendo trabalhado. Fazendo a troca
dos indices do terceiro termo (em vista que estdo somados) da seguinte forma: yu — v e

v — i, e também p — 0 e 0 — p, obtém-se

1
L= _Z[nupnyaFuqua + nuphl/oFuqua + nuphVUFVMFUP]'

Usando a antissimetria do tensor F),,, obtém-se o seguinte resultado:

1 ag 1 ag
L= —Zn“pfr;” FoF,; — in“ph” FoFy. (3.29)
Como mencionado na introdugao, a violagao explicita da invariancia de Lorentz se
da pela SME. Na prética, essa abordagem inclui termos mediados por campos constantes
que controlam o LIV da densidade de lagrangeana estendida. Neste ponto, serd mostrado

que um termo especifico que modifica o setor do féton, pode ser obtido pela abordagem

de Finsler.
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A partir da Eq.(3.29) pode-se separar a densidade de lagrangeana em dois termos,
isto é
L= EL]+£L[V, (330)

onde L7 = —Z—in“pn""F w e denota o termo invariante de Lorentz, enquanto que o termo

LIV é reescrito da seguinte maneira

11
Lrv = 5|1 (U“”hWFWFpo + n“ph””Fuqua + n“ph”"Fupra + n“phWFuqua)

1
Lrv = _g[n“pthWFpo + nupthuqua + n“ph””Fuqua + n#pth#qua]'

Agora, fazendo a seguinte troca de indices: no segundo termo serd trocado pu — v
e v — i, no terceiro termo sera trocado ¢ — p e p — o, jd no quarto termo serd trocado

(L — Ve v — [, assim como 0 — p e p — o, de modo que o resultado é

1
Lrrv = _g[nuphWFqupcr + 0" Fpe + R E L Fyp + ﬁ””h“’)FwFopL

usando a antissimetria do tensor F),,, obtém-se
1
Lirv = —g[n“"h”” — PRt — nthP + " R E,, F . (3.31)

Foi abordado no capitulo anterior que na estrutura da SME o termo sLIV CPT-par

na densidade de lagrangeana do campo eletromagnético é dado por[14]
L = 1k:“”p”F F
SME — _Z puvd po (332)

onde k*P? denota um termo adimensional que caracteriza o nivel dos efeitos sLIV. Um
detalhe importante é que, na SME, o parametro k**? é posto a mao, enquanto que no
espago-tempo localmente de Minkowski, pode-se relacionar este parametro ao parametro
de deformacao h*” do espaco-tempo de Minkowski ao localmente de Minkowski. Compa-

rando Eq.(3.31) com Eq.(3.32), obtém-se a relagao

1
Lo — 5 <77,prhl/0‘ _ nVPh,LLU _ nNUhVP + nl/ah,U«P)’ (333)

onde observa-se uma semelhanga com a equacao (2.6).

E possivel fazer algumas observagoes a cerca deste resultado. Por exemplo, na SME,
o parametro k é uma constante desde que a energia e o momento sejam conservados|14].
No espacgo-tempo localmente de Minkowski, a equacao geodésica do féton da y como um
vetor constante ao longo da geodésica, assim sendo, ~ ¢ uma constante e o lado direito da

equacao é também uma constante. Com esta analise, é possivel inferir que o modelo LIV
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do campo eletromagnético obtido no espago-tempo localmente de Minkowski é compativel
com os resultados perturbativos na SME. Além do mais, existem dez componentes inde-
pendentes para h*”, e como foi visto anteriormente, ha dezenove para k***?[14]. Porém,
somente as componentes da foma k**? sao possivelmente nao-nulos no espago-tempo
localmente de Minkowski, basta olhar para a equacao acima. Lembrando que a forma es-
crita de k**P? sao os termos nao birrefringentes, implicando em que, a birrefringéncia da
luz nao aparecera ao lidar com termos de primeira ordem neste modelo Finsler do campo
eletromagnético. A razao é que ao lidar somente com termos de primeira ordem, todas
as componentes de Weyl de £#?7 anulam-se[29]. Estas previsoes distinguem o modelo do

campo eletromagnético no espaco-tempo localmente de Minkowski da SME.

Além disso, assim como Lgy g faz na SME, o termo LIV L denota as interagoes
de violagao da invariancia de Lorentz em primeira ordem para o campo eletromagnético

no espaco-tempo localmente de Minkowski.



Capitulo 4

Propagador de Feynman:

unitariedade

“Tudo € interessante, se vocé olhar o suficiente.”

Richard Feynman .

Em teoria quantica de campo, é possivel obter informacoes do sistema olhando a
equacao de movimento do mesmo. No estudo de interacoes do sistema, como no caso
simples, em que a equacao de movimento interage com uma fonte externa, a equacao de
movimento sofre alteracoes. Esta interacao é descrita via uma funcao de Green especifica,
tal qual é conhecida como propagador. No caso do campo eletromagnético esta fungao é

chamada de propagador de Feynman.

Para obter o propagador, sera tomado a densidade de lagrangeana (3.29), isto é

1 1 1
L= =2 Fu " = S0 R Fpy = SN0, A0, A (4.1)

onde o ultimo membro da equagao acima representa um termo de fixacao de calibre, para

que o propagador possa ser determinado univocamente.

Desta forma, a acao é
4 1 1 uv wp 1, Vo ARH AV
S = d*x 5 _§FNVF —7n h F,UVFPU - )\GM 8,/ (42)

onde é possivel reescrever o primeiro termo, reescrevendo de forma conveniente os indices

somados e usando a antissimetria do tensor intensidade de campo, da seguinte maneira:

1
SFwF" = 0,A,0" A = 9,A,0"A". (4.3)

21
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Trabalhando agora o segundo termo de (4.2), tem-se que

WPhY Fy Foy = 007 [0, A, — 0,A,[0,A, — 0,A,]
— PR, A0, Ay — 1PHYT 0, AL Oy A, — P RYT0, A0, Ay + 0 hY70,A,0, A,

Notando que todos os termos estao com os indices somados, sera feita a seguinte
troca dos indices:

i) no 1° termo serd trocado u — v e v — p;
i1) no 2° termo serd trocado p — v e v — ;

(
(
(7i) no 3° termo serd trovado v — o e 0 — V;
(

iv) no 4° termo sera trocado v — p e p — v. Assim, o resultado obtido serd

WPREy Fy = 1177 h 0, A0, Ag—1" PP 0, A0y Ay =11 Ph7" 0, A, 0, A+ W79, A0, A,

Agora sera feito a seguinte troca: v — 0 e 0 — v no 1° termo, também v — p e

p — v no 2° termo, i.é
P F Foy ="’ 0,A,,0,A,—n"" W' 0,A,0,A,—n""h?" 0, A,0,A,+n"" h*?0,A,0,A,.
(4.4)

Substituindo Eq.(4.3) e Eq.(4.4) em Eq.(4.2), obtém-se

1
S = / d'a 5 [0,A,0" A = QA0 A” = 1P 0, A, D, Ay + 0 W0, A0, A,
PR D, A0, A, — PR 0,A,0,A, — N, APD,AY]. (4.5

Aqui serao feitas as seguintes consideragoes: usando a derivada do produto, é

possivel escrever

0, A 0" A" = 0,[A,0"A"] — A,0,0" A", (4.6)

de modo que ao substituir a equacdo acima na Eq.(4.5), notando que o primeiro termo
(termos de superficie) de cada equagao se anulard ao integrar no contorno, e fazendo

A =1, obtém-se

1
S = / d' 3 (A" A" = A,0,0" A 407 W 4,0,0, A, = 1 1 A,8,0,A,
PR A,0,0,A, + "R A,0,0,A, + AMO,0" A, (A7)
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onde o segundo e o ultimo termo se anulam, assim

1
S = / d'a 5 [A,0,0" A + 07 W A0,05 A, — 1" T A,0,0,A,
—PhTY A, 0,0, A, + 1P R A,0,0,A,) (4.8)

Usando a métrica, tem-se que
A,0,0"'AY =" A,DA,, (4.9)

com O = 0,0% Tem-se também que
A,0,0"AY = A,0"0"A, (4.10)

assim como

A9, A, = A 0" A, (4.11)

de modo que a agao (4.8), pode ser escrita como

1
S = / A SAL" O+ 0 h 0,0, — 1P 10,0, — 1 0,0, + 0 h70,0,) A,

(4.12)
ou melhor
1
S = /d4x §A“ ("0 + K0 — W 0,0" — h"0,0" + n""h*?0,0,| A,, (4.13)
sendo possivel reescrever da seguinte forma:
4 1 v
S=|[|duz §A“A Ay, (4.14)

onde o termo A* = 0 + WO — h*?0,0" — h7V0,0" + n*"h*? 0,0, ¢ o niucleo da agao,

e uma vez que esse operador atue em uma funcao de Green, de modo a obter
A" (Ap)a(z —y) = 086 (@ — y), (4.15)

tal funcao de Green (Ap)a,(z —y) é o propagador do modelo Finsler.

Entao

("0 + B0 — W' 9,0" — bV 0,0" + 0" h*° 0,0,)(Ar) s (x — y) = 840* (x — y), (4.16)
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que pode ser reescrito no espago dos momentos, notando que

(Ap)w(z —y) = / %(AF)M%)@—“W—” (4.17)
'z —y) = / (g;l;4e_ik'(x_y) (4.18)

de modo que

(70 + WD — h70,0" — h70,0" + 0" 7 0,0, (AF) sz — )

d*k .
_ —ik-(z—y)
o4 / (27r)4€ . (4.19)
Notando que
d*k . —ik-(z—y)
W(AF)w(z —y) = (2m)* (Ap)x (k) (—ik,)e (4.20)

obtém-se

d'k .
!/ [0 K = W R 4 Bk kY 4 BT kg k= i B kpko ] (A ) ay (K)e ™ (57Y)

(2m)*
Ak
:@/@ﬂﬁk<Wmm)

Observando a equacao acima, nota-se que

[_nuz/(kz 4 hpgkpka) _ huqu 4 huokaku + h‘wkgk“](AF))\y(k) _ (5& (4'22)

Agora, definindo k% := k2 + h*7k ks, k* := h*k, e k¥ := h?"k,, a equacio acima
torna-se

[0 k% — R E? 4 BPEY 4 KRR (Ap)a (k) = %, (4.23)

de modo que, tomando o seguinte ansatz:

(Ap)ay = Anxy + Bhyy, + Ckak, + Dk, ky,. (4.24)
Substituindo (4.24) em (4.23), o resultado serd
—ASK? — BIEE? — ChakPk? — Dk kyk? — AREE? + ARPky + Any kK = 6%, (4.25)

onde os termos que continham produtos de “h” foram desprezados, por serem pertubagoes

de segunda ordem, por exemplo h**hy,. Nota-se que (4.25) proporciona quatro equagoes
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com quatro incégnitas, isto é

—ASNE? = 6%
1
e assim
(—Bk* — AK*)RY =0
- Ak?
=)
k’2
B = ﬁ’ (4.27)
enquanto que
(—Ck* + A)kpyk* =0
A
C - =
k2
1
também
(—DE? + A)kPky = 0
- A
R
1
D= _E' (4.29)

Finalmente, substituindo estes resultados em (4.24), obtém-se a funcao de Green

que é o propagador de Feynman modificado deste modelo, isto é

(AF>/\1/ =

1 k2hy, kik, kK
(m,,— o D A). (4.30)

2 2 2 2

Uma questao de grande relevancia em um modelo, é saber se o0 mesmo preserva a

propriedade de unitariedade. Para essa verificacao, serd feito o seguinte procedimento:

Saturando o propagador com correntes conservadas, tal que k,J* = 0, obtém-se

PS = J"(Ap)aJ™. (4.31)
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Observa-se que resta apenas

1y KRRy
de modo que
1 k2 J" hy, JA
PS=—— — ()P —- — 2 ). 4.33
k2 + hNEyk, ( k2 + hAVkAk) ( )

E possivel assegurar a unitariedade deste modelo se o residuo do propagador sa-

turado (PS) calculado em seus polos simples forem maiores que zero para os modos de
~ . 0 ~

propagacao. Partindo do caso em que! h% = —hgy = kM, e pela conservagao de corrente,

nota-se que J* = (J°, J', J?, %) Assim

1 k2 JhooJ°
PS:——( 2——), 4.34
k% + h9kok k2 + h9kk ( )
de modo que
2 ko J2
k2
1 0
2 2 2 2
k’ + Mu} k + Mw

Tomando o denominador fora dos parénteses e igualando-o a zero, obtém-se o polo

K° KO
K+ MwQ =0 = k= —sz, (4.36)
entao
2 ko J2
k2
1 9 M 0
PSZ—kQ—mQ_ / oz | (4.37)
k[)
onde m? = —Mw2.

Tomando k? = k? — m% + m?, a equagao (4.37) torna-se

]{70
po_ S WMy meg
k2 —m? k2 —m?2 (k2 —m2)M
PR R

T R-m: M (R —m)M? (4.38)

1Tal proposta serd argumentada no préximo capitulo.
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onde, ao desprezar termos de segunda ordem na escala de energia, resta apenas

J2M — (k* — m2)kOJ2
PS =— (CET TR (4.39)

J2M _ ]{52 — m2 /{JOJQ
Chamando f(k?) = — ( i mo)k Ty , tem-se que o residuo do PS serd

i f(E?)(k* —m?)
Res[PSlie—pz = 1 2 (B2 —m2)

J2M — (K — m2)kOJ2

— I
kZEsz M
= —J% (4.40)
Assim, finalmente?
2 k% 2 2
Res[PS]eye = J2 [k_g . } + (24 J2). (4.41)

Como pode ser visto a partir do resultado acima, o residuo do P.S é sempre positivo

para qualquer valor real de k3 e kg, garantindo assim a unitariedade deste modelo Finsler.

2tomando k, = (ko,0,0, k3).



Capitulo 5

Aspectos fenomenologicos e

explosoes de raios gama

Neste capitulo sera estudado os modos de propagacao da onda eletromagnética
devido o termo perturbativo da métrica de Finsler. Em seguida serda imposto limites
fenomenolégicos deste modelo através de observacoes astrofisicas, especificamente o atraso

temporal entre dois fétons através de dados de explosoes de raios gama (GRBs).

5.1 Modo de propagacao das ondas eletromagnéticas

Sabendo que o propagador da teoria é uma fun¢ao na qual o denominador, quando
igualado a zero resulta na relagao de dispersao, sera usado o denominador da Eq.(4.30),

de modo que é possivel obter a relacao de dispersao para este modelo!

n"kuk, + "k, k, = 0. (5.1)

Neste ponto, com o intuito de que a velocidade da luz seja subluminal, sera proposto
uma métrica no espago-tempo localmente de Minkowski e assim se estudara os modos de

propagacao do foton.

Para discutir detalhes dos efeitos LIV, é postulado a métrica do espago-tempo

localmente de Minkowski como

9" (y) = 0" + W' (y), (5.2)

! Atentando para o fato de que esta equacdo caracteriza o cone de luz, onde o termo LIV se apresenta
como uma fonte, de modo que o cone de luz pode ser exprimido ou alargado e a velocidade podendo ser
subluminal ou superluminal.

28



5.1. MODO DE PROPAGACAO DAS ONDAS ELETROMAGNETICAS 29

1 0 0 0 ayo 0 0 0
0O -1 0 0 0O 000
1324 — + ,
g (y) 0O 0 -1 0 0O 0 00
0 0 0 -1 0O 0 00
ou escreve-se da seguinte forma
" (y) = diag(1 + ay®, -1, -1, —1), (5.3)

onde |ay’| < 1 e “a” é positivo. F foi normalizado F(y) = 0, e y* = g*/f(y). Como
se sabe, a quadrivelocidade de uma particula esta relacionada ao quadrimomento desta
particula. Entao, y poderia ser relacionado com k. No caso mais simples, y é uma fungao
linear de k, ou seja y o k similarmente a mecanica quantica. Desta maneira, a métrica

pode ser escrita como
0

k
g'wj(y) - dla‘g(l + FVE _17 _17 _1) (54)
M
onde a constante M é uma escala de alta-energia em que “a” foi absorvida. Logo, a
métrica perturbativa é dada por
kO

R = —hgy = i (5.5)

e as outras componentes sao nulas. A escala de energia M implica em uma escala para
uma possivel ocorréncia dos efeitos LIV, implicando que os efeitos LIV estao contidos mais
severamente por esta escala. Portanto, é esperado que os efeitos LIV sejam observados,

mais possivelmente, na fisica de ultra-alta energia, tal como a escala de Planck.

-

Decompondo a relacao de dispersao (5.1) em termos de k, = (w, —k) e inserindo a

Eq.(5.5), obtém-se as solugdes como frequéncia em func¢do do vetor onda, isto é

k° 2 712 2 ‘EP
M
+|k
w:—| | , (5.6)
kO
]_ R
+M

onde é possivel notar pela equagao acima que nao aparece birrefringéncia neste modelo,
uma vez que os modos de propagacao da onda sao iguais dependentes apenas da energia
controlada pela escala M. Nota-se que se o termo perturbativo tende a ser muito pequeno,

o caso usual do setor eletromagnético é recuperado.
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Da equagao (5.6), pode-se obter a velocidade de grupo, lembrando que

. 8wi

Vg = —= 57
"= o (5.7)
de modo que a velocidade de grupo tem a seguinte forma:
1
Vg = :l:—ko. (5.8)
1+
* M
: KO\ -2 L .
Expandindo (1 + M) em série de Taylor, obtém-se
KO\ -3 K0
1 —) —1-
( + M 2M +
KON K0
1 —> Ml 5.9
(1437 M’ (5.9)
assim
kO
= :t(l — —) 1
Ug 2IM (5 0)

Isto implica que a velocidade de grupo para particulas com energia k° > 0 se pro-
pagam subluminalmente em tal espago-tempo. Significando que, particulas com energia
cada vez mais alta, propagam-se mais devagar. Em outras palavras, a relacao de dispersao
torna-se

k.O
N k" k" = M(kO)Q > 0. (5.11)
Significando que o cone de luz é exprimido, de modo que quanto mais alta é a energia da
particula, mais severamente o seu cone de luz é exprimido. Entao, nota-se a consisténcia

com a velocidade da luz (5.10) ser subluminal.

5.2 O atraso temporal entre dois fétons

As predicoes feitas através deste modelo Finsler, sao de tal maneira que quanto
maior for a energia de um foton, menor serd a velocidade do mesmo ao viajar neste
espaco-tempo localmente Minkowski; estes resultados podem ser verificadas através de
observagoes astrofisicas sobre Explosoes de Raios Gama (GRBs). Pode-se pensar que
os efeitos da LIV podem ser acumuladas depois que um féton viaja uma distancia cos-

moldgica.

Serao considerados os dados coletados pelo satélite Fermi, onde se tem obser-



5.2. O ATRASO TEMPORAL ENTRE DOIS FOTONS 31

vado véarias GRBs com f6tons de energia maior do que 100 MeV nos anos recentes.
Tem sido visto que fétons com energia GeV chegam bem depois de fétons com energia
MeV.[31][33][30][32]

Sabendo que o atraso de tempo observével para dois fétons com energia k2, e

kp ... consiste de duas partes [34]

Atobs - AtLIV + Atmn (512)

onde At;,; denota o atraso intrinseco de emissao, e Aty representa a diferenca de tempo

de voo induzido pelos efeitos LIV.

Tomando como base o modelo do jato magnético[35], é possivel determinar At;,,;.
Segundo este modelo, fétons com energia menor que 10 MeV podem escapar quando o
raio do jato esta além do raio da fotosfera de Thomson, isto é, a profundidade éptica para
fotons de baixa energia é 77 ~ 1. No entanto, os fétons de GeV serao convertidos em
pares de elétrons-pésitrons nesse raio, e podem escapar mais tarde quando a profundidade

optica 7., (k") de produgao de pares cai abaixo da unidade.

Como o atraso intrinseco de emissao é dado por Aty = At(kY,,) — At(k) . ),

sendo cada um deste obtidos através da equacgao

A — 3ro(1+ 2) [<rw(k’0)>1/3 B <r_p>}7 (5.13)

2c 70 70

de modo a possibilitar a obtencao de At;,; para cada GRB (ver mais detalhes em [34]).

Com isto, pode-se determinar Aty utilizando a equagao (5.12).

Ao considerar-se a emissao de dois fétons do mesmo ponto no espago tempo, o

atraso de tempo de chegada entre eles devido aos efeitos LIV é dado por

Atpry =ty — t, (5.14)
D . ) D -
e se t = —, implica em t; = — e t; = —. Tomando a equagao (5.10), escreve-se
Vg V1g U2g
kO \ -1 A NE
:D( __1) :D< __2> 7 1
h o) P 2M (5.15)

onde D(z) é a distancia cosmoldgica, e é a mesma para os fétons, em vista que saem da
mesma fonte. Expandindo (5.15), obtém-se
kY k)

t = (1 + m)D(z) - (1 + m)D(z). (5.16)
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Ao substituir as equagdes acima em (5.14), o resultado serd

k3 kY
Aty =|1+=—=—-1——|D
LIV + i oM (2)
(k3 — k) D(z)
— 5.17
)0, (517)
assim AROD(2)
z
AtL]V = Wi (518)
A distancia cosmoldgica é definida como
(1
_1 + Z dZ ’ (519)

onde Hy ~ 72

denota a constante de Hubble, Q,, =~ 0,3 é a densidade de matéria
s+ Mpc

e () = 0,7 é a constante cosmoldgica.

Assim, de posse destes valores, é possivel obter a escala de energia para cada GRB,

dado o seu valor de redshift “z”, isto é, através da seguinte equagao:
AK'D(z)
2M = —=. 5.20
Atrry (5.20)

Aproveitando os dados obtidos pelas observagoes Fermi, nos quais, obteve-se o va-
lor estimado do nivel dos efeitos LIV para quatro GRBs. As quatro GRBs sao 080916¢
GRB [30], GRB 090902b [31], GRB 090510 [32] e GRB 090926 [33], respectivamente, dos

quais foram coletados o atraso temporal observavel At,s. Veja os resultados na tabela

abaixo.?
ERG | kliva | Kouu | Ators | Atprv | K(2) 2M
MeV | GeV S s s.GeV GeV
080916c | 100 | 13.22 | 12.94 | 0.24 | 4.50x10*® | 10.02x 10"
090510 | 100 31 0.20 | 0.14 | 7.02x10% | 9.73x10%
090902b | 100 | 11.16 | 9.5 0.10 | 3.38x10'8 | 9.94x 10"
090926 | 100 | 19.6 | 21.5 | 0.20 | 6.20x10'® | 9.59x 10

Dividindo a equagao (5.18) por (1 + z), obtém-se

Aty
1+ =2

= (2M)™"

2 Aproveitando a tabela com os resultados obtidos no trabalho [23].

AK'D(z)

Y

1+2

(5.21)
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e definindo

AK'D(z)
K(z) = ——= 22
()= S, (5.22)
chega-se a seguinte equacao
AtL]V _1
= (2M) " K(z). 2
T (20) K (2) (523)

Assim, é possivel uma visualizacao dos efeitos LIV através do grafico verso K (z),

onde a inclinagao do gréfico é dado pelo inverso do nivel dos efeitos LIV, ou seja (2M)~1.

oL GRE 090510
GRE 09092

6 -
]
9 5r
2 GAB 080916¢
T4
ks
st *GRB 090902b
-

2 -

1 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Kiz) 7 {10"® sec - GeV)

At
Figura 5.1: Este grafico N LIV K(2) foi aproveitado do trabalho [23].
z

O grafico ?til;/ versos K (z) feito na 6.1, teve um ajustamento na inclinagao que
demonstrou ser (2M)~! ~ 1072°GeV 1. Onde é possivel notar que a escala de energia
LIV mostrou-se 2M ~ 102°GeV. Portanto, pode-se esperar a observacao da anisotropia
do espaco-tempo préximo a escala de Planck, em um futuro astrofisico e observagoes

cosmoldgicas.[23]



Capitulo 6

Correcoes quanticas na
eletrodinamica quantica com a

métrica de Finsler

As corregoes quanticas tem sido um importante mecanismo para se estabelecer
termos que controlam a LIV em certas teorias tal como a SME. Como exemplos, tem-se
uma variedade de estudos destinados a induzir via correcoes quanticas o conhecido termo
de CPT-impar de Carrol, Field e Jackiw [36] quando se considera uma extensao do tipo
Yn, Y vs1 (com n, sendo um campo constate) na QED usual [37]. Neste capitulo serd
feito um estudo andlogo para induzir o termo de Finsler eletromagnético, Eq.(3.29), via

o setor fermionico da QED submetida a métrica de Finsler, g = n*" + h#*.

6.1 A eletrodinamica quantica com a métrica de Fins-

ler

Diante da acao da métrica de Finsler, a densidade de lagrangeana resultante para

o setor fermionico da eletrodinamica quantica é dada como:
Ly = 1/_1(1(3 + th, 0" —m — g4 — thW“A”)Q/J, (6.1)

com ¢ sendo a constante de acoplamento, tem-se que a Eq.(6.1) apresenta dois termos
adicionais, um na parte dinamica e outro na parte de interacao relacionados a acao da

métrica de Finsler.

Neste ponto, serd fornecido as regras de Feynman apropriadas para o calculo de

um-loop usando a densidade de lagrangeana, Eq.(6.1). Elas serao lineares no parametro

34



6.1. A ELETRODINAMICA QUANTICA COM A METRICA DE FINSLER 35

de Finsler h*, que controla a LIV. O propagador para o campo fermionico é dado como:

i
> S(H = m:

onde o momento [, estd alinhado na direcao do fluxo de carga mostrado no diagrama. A
contribuicao devido a LIV na parte livre do setor fermionico entra como uma inser¢ao no

propagador:

— v
>—x—— = il Y

O vértice usual devido a interacao férmion-féton é dado como

> § > = —iqy*,.

Enquanto a contribuicao associada a LIV, conduz ao seguinte vértice adicional

%—é—k = —iqh*y,.

Portanto, para os calculos, deve-se considerar a soma dos seguintes graficos ao nivel
AV AVAVAVARRE. & A/\/\/Q\A/\ﬂ 3
: i :

Figura 6.1: Diagramas em um-loop.

de um-loop:

onde os primeiros dois termos surgem a partir das insercoes nas linhas e os dois ultimos

termos a partir dos vértices modificados.
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6.2 Calculo do tensor de polarizacao

A soma dos quatro diagramas adicionais gera uma correcao de um-loop para o

propagador do féton'[39]. O Tensor de polarizagao associado é dado na forma

II“”::iq2ha50/m(gigi{lﬂTY{vusp(l—‘p)VVEﬁTU)VQSE(lﬂ

(U = p)"Te[18p(L = )y Sp(l = )y Sp()] = i Tx [y Sk (1 = p)1"Se(0)]
—4n@fﬁ{vﬂsF<z—zﬁwasFa>]}.
(6.2)

Aqui, a notacao “Ir”, representa o traco sobre as matrizes gama. Apds calcular esse
) s ) s

traco, escreve-se o resultado como

I = 1% 4TI, (6.3)
tal que

uv 2 d4l 1 N2 ajp Bia up 27, va
I}, = 4¢°hag (2@45{77 [(1=p)* 1 + (I = p)?1*] + 07 [1- (I = p) —m®]n

0P [ (I = p) = m?ne — (77““ [P =p)" + (= p)?] + " [17(1 = p)* + 1"(1 = p)"]

P11 = p) + 11— p)*] + 0P [1%(1 — p)* + 1M1 — p)‘“]) }
(6.4)

il 1
72 2
MMz = 8q haﬁ/@p x

{ [(1—p)* - mﬂlalﬂ (an”" —1l-(l=p™ +({—-pHl"+1"(1 - p)”) +
<P—m%a—M%wwMQ#ww—wa—pmw+a—mww+wa—mﬂ}«w>

onde A = (I = m?)[(l — p)* — m?].

Neste ponto serd calculado explicitamente o tensor de polarizacao dado pela Eq.(6.4).
Primeiro, aplica-se a férmula da parametrizacao de Feynman de denominadores, dado na

seguinte forma:

1 T'(p+q) /1 " [zp_l(l — z)a1 (6.6)

APB1 — T(p)L(q) Az+B(1-2z)]

lUsando as regras de Feynman.
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E, chamando A = (I — p)*> — m? e B = [?> — m?, obtém-se que

1 ! 1
AB :/0 = e (6.7a)
AiB B 2/01 dzma (6.7b)
i 2/01 d”"ﬁ’ (6.7¢)
A2132 =0 /01 dzﬁv (6.7d)

onde k =1 —pz e M* =m? — p*(1 — 2)z. Aplicando as Egs.(6.7a)(6.7d) na Eq.(6.4) em

conjunto com a seguinte mudanca de variavel: [ = k + pz, obtem-se

e = 4q2haﬁ/ dz/ dk {%“”p p’(z = Dz + 0P ep*(z = Dz — oy m?

TRk
A G 'rz”ﬁn‘“‘ — 2ptpp”(z — 1)z — 2p pt(z — 1)z — ppp” (2 — 1)z
(k.Z _ M2)2
2 |G} 2 —1)z nuukakﬁ _ nuakﬁku _ nuakﬁk,u _ nuﬁkaku o nuﬁkakp
_20""p°p 5
(k* — M?)? (k2 — M?)?
npﬂnuak2 + nuﬁnuakQ
(kQ _ M2)2
(6.8)

Na equacao acima ha trés tipos de integrais dadas na forma:

/ d*k 1 / d*k kHEY / d*k k2

L = , Iy = e I3= ;

(2m)3 (k2 — M2)2 (27)% (k2 — M2)?2 (2m)% (k2 — M2)?2
(6.9)

Note que por contagem de poténcia no integrando k—momento, temos que [; diverge

logaritmicamente enquanto que I, e I3 ambas divergem quadraticamente. Nesse ponto
serd usado um procedimento de regularizagao que preserve a invariancia de calibre tal
como o esquema de regularizagao dimensional[38]. As integrais sdo promovidas para

dimensdes D, isto é, mudam [ d*k/(2m)* — (u*)? [dPk/(27)P, onde e = 4 — D e

2 € 2 7’ ~ A . 7’ . . .
ale) = <4]7\r4—’§> ¢ uma funcao real de um parametro arbitrario pu? que identifica a escala
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de massa. Abaixo é listado alguns resultados tuteis:

I - ia(e)F<£>;

(4m)2 \2
I, = %F( -1+ g)#‘”;
Iy = EZ‘SZ€;4M2F<—1+§). (6.10)

Inserindo as Eqs.(6.10) na Eq.(6.8), obtém-se

8igale) [* € - )
[ R S — KV 0y, _ py, 2 o _ppv, 2 TN .
H(l) (4m)? /0 dz F(2> [77 p-p(z— 1Dz + h"p (2 — 1)z — A*"m* = 2p"p" (2 — 1)z

o (2 — 1)4 n §M2F( 1y §>h‘“’ _ M2F< 1y %)h‘” v MQF( 1+ %)h“”},
(6.11)

onde p* = h**p,, enquanto que p - p = h*'p,p, (no processo da conta foi considerado o
traco de h nulo). Sabendo que zI'(z) = I'(1+x), implicando que (—1+5)I'(=1+5) = I'(5),
sendo possivel reescrever a equagao acima da seguinte forma

ig*ale) [* € )
poo_— 2 i 2y v, _ o 20, w2
) (dn)? /Odz F<2)[Mh +0"p-plz — 1)z + Wp*(z — 1)z — h"'m

—2pt'p" (2 — 1)z — 2p"'p" (2 — 1)2} + MQF( -1+ %) h’“’}.

(6.12)
Lembrado que M? = m? — p*(1 — z)z, percebe-se que a equagio resulta em
8igale) [* € _
17 e v, 2 . v, .
Iy = e /0 dz F<2> [Qh“ p(z—1Dz+n"p-p(z—1)z
—2ptpY(z — 1)z — 2pH'p” (2 — 1)2’] + M2F< -1+ %) h’w}. (6.13)

Integrando, obtém-se

8iq*a(e) € WYpr o gp-p o prpY prpY ! €
L R — _ _ 2 - S\
M =~y r(3) -5 6 3 ' 3 }Jr/o AP (=14 5 )y

(6.14)

E para calcular o tensor de polarizacao, Eq.(6.5), aplica-se Eqs.(6.7a)—(6.7d) na

Eq.(6.4) em conjunto com a seguinte mudanga de variavel: | = k+ px, primeiro reescreve-
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se

Héy) - H’é’fu + H/(L;.z) (6.15)
tal que,
Iy = 164%has /O 1(1 _2)d= / : ;il) i {m%*‘”lalﬁ - z?zazﬁ(zﬁ:j A;-Q;)yiawnw 4 o8y
(—1elBprly — 118 lmpY) }
(k2 — M?)3
(6.16)

v ' d'l
H?2.2) = 16q2ha5/ zdz/ (27)4{ <lalﬁ _ lapﬂ _ lﬁpa +pap5> %
0

(m2n =1 = py o+ (1 = oy 100 = )
" (k2 =212y f

(6.17)

Focando agora apenas na Eq.(6.16), reescreve-se

1 d4k papﬁn;wm222 +p2papﬁnm/(1 _ 2)23
= 164> 1—
) GQA( @W/@ﬂ&%4 (52 — M2y

2p°pPprpY (2 — 1)23 ) kokPnrm? + kKPP (1 — 2)z + 2k“kPptp? (2 — 1)z
(k2 — M?)3 of (k2 — M2)3
+k;°‘k:"’pppﬂ77“”(1 —22)z + kkPpPpY (22 — 1)z + kkVpPpH (22 — 1)z + KPkPp,pon (1 — 22)z
(k2 — M2)

EPkrpep? (22 — 1)z + KPkVpoph (22 — 1)z + 2kFEkY ppP 22 g koK K kg
(k* — M?)? (k2 — M?2)3

kaapﬁn“”zz 2ha5kak6k“k”

(k2 — M2)? (k2 — M2)3
(6.18)

o,

_|_

— Ty

Neste caso tem-se as seguintes integrais:
[ / d*k 1 [ / d*k kHEY - / d*k k,kPkkg
L= (2m) (k2 — M?)3 2= (2m)4 (k2 — M2)3 3 (2m) (k2 — M?)3

d*k k2 d*k  kkPErEY
Iy = (2m)* (k2 — M2)3 e Iy= (2m)* (k2 — M2)3’

(6.19)

Novamente, por contagem de poténcia no integrando k—momento, tem-se que Iy



6.2. CALCULO DO TENSOR DE POLARIZACAO 40

converge, enquanto que Iy e I; divergem logaritmicamente e as integrais I3 e I5 ambas
divergem quadraticamente. Assim, com o uso do procedimento de regularizagao dimensi-

onal, tem-se listado abaixo resultados tuteis

b= g (0 5) = gt (5 = T (1)
- EREG) e e e ee)
(6.20)

Assim, ao inserir estas equagoes acima em (6.18), lembrando que o trago de “h” para
esta proposta é nulo?, e usando também a propriedade da funcio gama, é possivel obter

a seguinte equacao
. 9 1 F(l 4 f)
= S (-9 a9 w92
0 (5) |- (= = 32%) + it (2% — 2) + P (222 = 2)| = MPT (= 1+ %)h’”},
(6.21)

de modo que ao integrar, obtém-se
1 1+ €
8ig*ale) (€ p-pn™ ( 5) _

wy o v,o2(.5 4 3
= e (VG- ‘/0 b [ o -2 )

1
—2p - pptp¥(2° — 22* + 23)} — / (1-— z)dzM2F< — 14 %) h””},

0

(6.22)

2Uma vez que, lembrando da proposta (5.5) apresentada no capitulo anterior, ndo se estd interessado
em termos de segunda ordem na escala de energia.
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Por sua vez, serd feito o célculo para Eq.(6.17), obtém-se

! d*k 1
v 2 a, B puv, 2/ 2
Hl(lz.z) = 16q hag/o ZdZ/ (271')4{(/{}2 By YR [p p’nm (2% — 2z + 1)
2P (=2 + 323 — 322 + 2) + 2p°pPptpY (2t — 3% + 327 — z)]

1
—l—m [kakﬁn’“’mQ + kKPP (1 — 2)z + 2k°KPpkp” (2 — 1)z
+kOkPp,pP (=222 + 32 — 1) — k*kpPpY (=227 + 32 — 1) — kK pPpH (=222 + 32 — 1)
KPkPpp°nt (=222 + 32 — 1) — Ko kFpp” (=227 4+ 32 — 1) — Kk pp" (=227 + 32 — 1)
k kP ko kP N 2k kB EH kY B k2 pepPnt (22 — 22 + 1)
(k2 — M2)3 " (k2 — M2) (k2 — M2)3 :

2k ppP (22 — 22 + 1)} —

(6.23)

Nota-se que a equacao acima tem os mesmos tipos de integrais que o caso anterior com
os mesmos casos de divergéncias. Entao, ao usar o método da regularizagao dimensional,

lembrando que zI'(z) = I'(1 4 z), obtém-se a seguinte equagao
8iq? () 1 F(l—i—E)
Ny = S [t = 2 [ A =2 ) 2 )
0" - pp?(—2* +32° — 322 + 2) — 2p - pptp¥ (=2t +32° — 3222 + z)} +
(5)[=2mp B2 =224 D) po (2 — 28) + pp (22 = B2 + 1) + P28 — 32 + 1)
—Mr (- 14 %)h“”},
(6.24)

de modo que

€
. I'1+ =
. ig*ale) [* ( L
[Ty = “n)? /0 zdzq — TQQ [277“ p-pp* (=2t +32% =322 + 2)
—2p - pp'p¥ (=2t + 32° — 3222 + z)] + F(%) [n“”p p(=32" + 52— 2) + p'p¥(22* — 3z + 1)

+p'pH(22% — 32 + 1)} — M2F< 14+ %)h’“’}.

(6.25)
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[P

Integrando em “z”, o resultado é

€
Sig*a(e) [ (¢ n"p-p ! F<1 + 5) _
12 ~ . . v, 2 A4 3 2
H(2.2) - (47T)2 F<2> [ 12 :| /0‘ zdz M2 |:277M b-pp ( Z0+ 3z 3z + Z)

1
—2p- ﬁpupy(_z4 +32° — 32%2 + z)} — / zdzM2F< — 1+ %) hl“’}_
0
(6.26)

Sabendo que IIjy) = II(;}, + ITj; ), tomando as Eq.(6.22) e Eq.(6.26), obtém-se o

seguinte resultado

€
8iq2a(e) € n"p - p 1 F(l + 5) i ,
&= " o - | — [ T— LA v =204 o3 2
o (4m)? F<2)[ 6 } /0 wde——0 [277 p-pp (2"t —22° + 27)
1
e ] [Laarn( -1 i)
0
(6.27)

Finalmente, lembrando que II"” = IT}] +II{,, e considerando as Eqs.(6.14)(6.27),

o resultado é a equacao

i*a(e)l (%)
1 = —— =22 = p+ P PP+ )] (6.28)

Consequentemente, a acao efetiva devido a métrica de Finsler induzida é dada por

Sp = / Az A" A,
i €
it (5) )

Sp=———=~ /d xAu[ — hp* —np-p+pp” +pMpY | Ay (6.29)

672

Para que o resultado dé com os mesmos indices da Eq.(3.29), sera trocado o indice

i — o, e invertidas as posicoes dos campos, isto é

€
ig>a(e)l (§>
Sp = T /d%A,,[ — hp? — % p -+ popY + p7p” | A, (6.30)
Assim, quando usado a regra do produto para reescrever cada termo da equacao acima,
lembrando que a integral da derivada total anula-se nos extremos (termos de superficie),

além do fato de que p = —i0 na equacao acima, fazendo a troca conveniente dos indices
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somados, obtém-se que?

or(s) |
Sp =~ it / d*z PPh" F, F,,. (6.31)

Portanto, foi possivel induzir a acao efetiva eletromagnética devido a métrica de Finsler

proporcional a um coeficiente divergente.

3Ver detalhes deste cdlculo no Apéndice H.



Capitulo 7
Conclusao e perspectiva

Nesta dissertacao, estudou-se a eletrodinamica quantica sobre os efeitos do espaco-
tempo localmente de Minkowski primeiro para o setor do campo eletromagnético e depois

para o setor do campo fermionico.

Para o setor do campo eletromagnético, os efeitos da LIV foram introduzidos pela
substituicao da métrica do espaco-tempo pela métrica de Finsler. Neste caso, a densidade
de lagrangeana preserva a invariancia de calibre. Obtiveram-se as equagoes de movimento
e o propagador de Feynman associados. No caso do propagador modificado, verificou-se
que os efeitos da LIV devido a métrica de Finsler, nao altera a propriedade de unitariedade
da teoria. Verificou-se ainda que, a relacao de dispersao é modificada, contudo, a presenca
da LIV nao gera birrefringéncia da luz, que esta consistente com observagoes astrofisicas.
Além disso, a influéncia da LIV sobre as ondas eletromagnéticas se comporta como uma
fonte de campo eletromagnético. Isto pode ser interpretado como a influéncia de um fraco

meio anisotrépico sobre os campos eletromagnéticos.

Ainda no setor do campo eletromagnético, estudaram-se os limites fenomenolégicos
sobre os efeitos da LIV tomando como base as modificagoes nos modos de propagacao
dos fétons dados pela sua respectiva velocidade de grupo. Foi proposta uma métrica
perturbativa de modo que a luz se propagasse de forma subluminal, ou seja, o cone de
luz fosse encontrado exprimido. A velocidade da luz neste espago-tempo intrinsecamente
anisotropico mostrou-se subluminal e em fungao da energia do féton, coincidindo com o
objetivo da métrica perturbativa proposta neste trabalho. Comparando as previsoes feitas
através do modelo Finsler com observagoes astrofisicas, a saber, fenomenos de explosoes
de raios gama, os resultados de atraso temporal entre dois fétons de energia 110 MeV e
GeV mostram-se compativeis. Os efeitos LIV acumularam-se quando a luz se propaga a

partir de GRBs distantes, percorrendo distancias cosmolégicas até chegar na terra.

Para o setor do campo fermionico, considera-se os termos extras devido a métrica

de Finsler para gerar novas regras de Feynman tais como inser¢ao no propagador do
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campo fermionico e vértice de interacao extra. Através de calculos ao nivel de um-loop,
calcularam-se os tensores de polarizacao associados via o esquema de regularizagao di-
mensional de integrais divergentes. Como resultado, foi possivel induzir radiativamente a

contribuicao eletromagnética devido a métrica de Finsler.

Uma extensao imediata do presente trabalho é a de estudar os efeitos da métrica
de Finsler sobre outras teorias do campo eletromagnético tal como o eletromagnetismo de
altas ordens derivativas de Podolsky. Também o de obter andlogos birrefringentes deste

modelo.



Apeéendice A

Tensor kr em termos de um tensor

simétrico de traco nulo

Para escrever o tensor kr em termos de um tensor simétrico de traco nulo, basta
partir de
1
(e )7 = (k) + (o], (A1)

onde ao usar a simetria do tensor de Riemann em que (kp)"*? + (kp)**? + (kr)"7"? = 0,

obtém-se que

(k)07 = 5| = (k)7 = (k)" = (e} = (k). (A2)

DO | —

Agora, usando as outras simetrias do tensor de Riemann, em que
vpo 14 log Vpo vo vVpo o vV
(kp)P7 = —(kp)™7, (kp)**” = —(kp)*™? e (kp)"* = (kp)*™",
é possivel escrever

(ke = 5 [k om = (e = (k)57 + ()7

1
2

(ke = =g ki), 77 = g (i), 720 = 9" (ki) "7 + " (k) "] (AD)

1
2

vpo

Observando que, por exemplo, no termo (kr), "7, p ¢ um indice mudo, por estar

sendo somado, podendo ser chamado por «, assim

1
()7 = [0 (), 27 = g (), ™ = g2 (ke), 2 + ¢ (kp)o ], (A)

46



de modo que, ao definir-se k" = (kp), ", finalmente escreve-se

1
(k,F)uypo — 5 gupk,yo _ guakup _ gupk,ua +guakup .



Apendice B

Equacoes de Maxwell modificadas

pelo termo CPT-par

Ao considerar o caso em que as componentes nao nulas de kr sao escolhidas a
serem (kp)oio; = —%ﬂiﬁj, onde f3; sao quantidades (pequenas) reais adimensionais, e estas
componentes estao relacionadas pela simetria de kr. Além do fato de que 9* = (9°, —9"),

e F = —¢¥* B, Assim, para v = 0, obtém-se

noo(?MF“O + (kF)MgagguFa’B =0
@Fio - (kF>ioagaiFa’8 = O
~0,F% — (kr)ioosd F = (kr)iois ' F* — (kp)ijs0' F = 0,
——

=0
de modo que
—0;F — (kF)iUOjaiFOj - (kF)inoaiFjo =0
—0;F% + 2(kp)0i0j0'FY = 0
OE" — BB3;0'FY =0
OE"+ B0 (B;E") =0
V.-E=-p3V(§-E). (B.1)

Agora para v = i, tem-se
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B0 + ()i F = 0
— 0 F%" = 0 F7" + (kr)oiapd’ F** = 0
— O F" + (9]-Fij + (k,F)OinaOFOj n (kF)Oz'j()&OFjO 0
—00F% + 0,F" + 2(kp)0i0;0°FY = 0
OE' — €70; By + gﬁvﬁj@oEj =0
—0E" + gz’jkajBk _ ﬁiGO(ﬁjEj) —0

Vx B0k =53 E). (B.2)



Apéndice C

Equacoes de Maxwell modificadas

pelo termo CPT-impar

Partindo de que (kap)? = ((kar)?, kar). Observa-se para v = 0, a equacao (2.27)

torna-se

nooauF“O + (]CAF)pepoaﬁFa’B =0
@Fio + (k’AF)iEioijjk =0. (Cl)

Lembrando da propriedade do simbolo de Levi-Civita, em que €y;jr = €%, € também que

Fii = 9% B, obtém-se

8Z'Fi0 + EijkEij(k’AF)iBl =0
OiF™ 4+ 26 (ksp)'B; =0
OB+ 2(kap)'B; = 0, (C.2)

onde foi usado propriedade do sfmbolo de Levi-Civita, no qual €;;x€'* = 25!, e também,

como j& é conhecido F*® = E*, entdao

V- E = —2kup- B. (C.3)

20
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Agora, tomando v = i, tem-se

N0 " 4 (kar)?€piag F*? = 0
—0F" — 8;F7" + (kar) erio; FY + (kar) erijo 7 + (kar) eoiju F* = 0
—00F% + €0 B¥ — €pij(kar ) F¥ — e4ij(kap)"FY — €€ (kar)’ B, = 0
—0F" — ¢,;40;B* + 2¢€31.(kap)"FY — 264 (kar)°B; = 0
WE" — €x0;BF — 2¢41,i(kar)* BV — 2(kar)°B; = 0 (C.4)

de modo que, a equacao obtida é

6 X é — 80E = —QEAF X E — Q(kAF)OE (C5)



Apeéendice D
Métrica de Randers-Finsler

Tomando-se uma fungao que viabiliza a métrica denominada métrica de Randers-
Finsler, o qual é dada da seguinte forma: F(y) = v/n(y,y) + 5(y), onde n seria a métrica
Riemanniana em M e preserva a invariancia de Lorentz, enquanto B(y) é o termo que

conduz a violagao da invariancia de Lorentz.

Assim, percebe-se que

F*(y) = n(y,y) + 2v/n(y, ) B(y) + B*(y) (D.1)

e escrevendo n(y,y) = n,,y*y", assim como S(y) = B,y”, implica que

F2(y) = muy"y” + 2/ 0wyy” By” + (Boy”)*. (D.2)
Entao, substituindo em (3.3), obtém-se

0 0 (1
g/ux(x>y) Gy“ ay ( [na'yy y7+2\/77a'yy y’yﬁpy + 5py ) })

0 (1 o o N 0SYY + Norny® 07 )
g (t:9) = 5 = ( {nam Yy +y"0)) +2 <2( s W L6, + T 8,08
"’2(5;)3/[))5/)55] )
0

1 vy av
g0 y) = 5.5 ( [(nwy + Nawy”) + S JH| s >pr 7+ 2y 1yl By+6pﬁyy]>

onde ||y|| = Na,y*y”. Como « e v s@o mudos no 1° e 2° termo, serd trocado v — «, assim
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o resultado sera

1

a av
9T y) = 5 5 (2 l2nauy + 27 ”y |Tﬁpy"+2\/lly 1By + BoBuy D

e 1 o asa navya nauéaﬂ yp 77au(50‘y7+y0‘(57)
A L TG ol
Yy 2
nal/yaﬁpéﬁ

Iyl

By

+ B,08.0,,
nauy y nuuﬁpy nauﬁuy ﬁuy,u

(T, Y) = Ny — + 8.8y

' AN T ,2 TR TRV

g _ By Bpy” (B + By
uv

- v +65u D.3
Y T Y 7 I R (D-3)

A equacao acima pode ser escrita da seguinte forma

glﬂ/(m7 y) = Nuv + h,uu(y)’ (D4)

onde huy(y) = yuyuﬂpy n‘“’fBPy (B,uyu + 51/?/;1)

+ Buby-
ValE: \/Ily VIl




Apeéendice E
Lema de Poincaré

Dado uma 1-forma do tipo

ozt
dzt = dz”
x 5 0%
sua derivada exterior é dada por
Ozt
ny — 2 v
d(dz*) = 8m78x”dx A dx
ade) = 1 (224 na T nd
== A da” Adz’ ) .
(dz") 2 (&r“@a:” g v 070z " g )

Trocando v — v e ¥ — 7, no segundo termo (visto que estao somados), obtém-se

1/ 0%+ Ozt
py — = g v v 2
d(dz") 5 (83:783;”0[33 Adx” + 8:5”8do$ A dx ) :
2 L 2 b
Como dz¥ A dx? = —dz" A dx¥, e desde que O o tem-se que

0 dr" Oz 10z”’

1 [ 9%t Ozt
ny — = v v _ o v
d(dzt) = (0x78x” dx” N dx e dx" N dx )

o4



Apeéendice F
Equacao de Euler-Lagrange

Dado que a acao do campo eletromagnético tem a forma

S = / L£AQ (F.1)

onde dQ = /—detg,, (y)d*z denota o elemento de volume invariante para cada posigao

z. Usando o principio variacional da agao (F.1) com a condigao de contorno
SAL (2" ) = 5A, (2" t;) =0 (F.2)

e sabendo que £ = L(A"”,0,A"), obtém-se

08 = /(5£ ds?
oL
AY + AY Q
5= [ (3504 + a7 )
oL oL
= —— A + ————0,0AY | df). F.
55 /(éwa + 5 )d (F.3)

Lembrando da derivada do produto que tem a forma

oL oL oL
_ AV L= v
O {a@mé } On (a<a Av>)5 00,40 4
oL oL oL
AV = ——0AY| — ——— ] 0A". F.4
s =0 ] o (s ) F4)

95
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Substituindo em (F.3), obtém-se

08 = / (—6/1“ {8(3514 )514“] — 0, (%) 5A”> s

08 = /(E)AV ( (SEA ))(M"dQJF/W "

Na equagao acima, o ultimo termo se anula quando é usado a condigao (F.2), entao

5= [ (2 -0, (525 ) ) oo e

Note que foi usado nos calculos acima, o fato de que §(9,A4") = 9,0A”, e tal equagao

(F.5)

resta apenas

é facilmente demonstradal.

Entao, para a equagao (F.6), ser nula, isto é 65 = 0, percebe-se que

2 o (52) -0 o

Tal equacao é conhecida como equacao de Euler-Lagrange associada a acao S ou a
densidade de Lagrangeana L£L(A”,0,A").

1Veja no Apéndice G.



Apéndice G
Demonstracao

Para facilitar tal demonstragao, basta partir da seguinte ideia (considerando uma

dimensao para simplificar)

5(0,A,) = lim l(A’V(ac +e) — A (z) — (A (x +€) — Ay(2)))

e—0 €

de modo que

’

() — Ay ().

Reconhecendo os termos entre os parenteses internos, escreve-se

5(B,A,) = Tim ~((AL(z + €) — Ay(z + ) — (A

e—0 €

§(B,A,) = lim 2 (54, (z + €) — 64,()).

e—0 €

Assim, finalmente obtém-se

5(0,A,) = 0,(5A,).

o7



Apendice H
Termo interno a acao de Finsler

Partindo da seguinte equacao

3 €
Sp = w /d4xAu [ — b7 = 07p - p+ 7P +p”ﬁ”] A, (H.1)

672

de modo que tem-se

, €
Zq2a<€)r<§> 4 ov ov o v v, o
Sk = T/d xAy[— h pup™ = 0" W pup, + W pup” + W™ p pu]Ag
_ €
zq2a(e)F<§) \
= ez / d*x [ —h" Aypupt Ay — AW, As + R Aypup” As + R AL DAL |
(H.2)
usando p = —id, obtém-se
, €
zq2a(e)F<§> \
Sp = ez / d*x [h””AVE)ME)“AU + h*A%0,0,A, — h"A,0,0" Ay — K1 A,0°0,A4|.
(H.3)
Sabendo que pela derivada do produto
A,0,0M'A, =0, (A,,@“AJ) —0,A,0"A,, (H.4)

onde o primeiro termo do lado direito da equacgao acima é um termo de superficie, portanto

o8
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anula-se quando integrado na agao, assim resta apenas

iq>a(e)T <E>
Sp = Tz / d*x [ - h%"0,A,0"A, — W*0,A°0,As + hH0,A,0" Ay + h”“@"A,,@MAU].
(H.5)
Como héa termos somados, serd feito a seguinte troca de indices:
(1) no segundo termo serd trocado p — o , 0 — e p — v;
(77) no terceiro termo serd trocado u — v e v — p;
(74i) no quarto termo serd trocado o — p e u — o.
Assim o resultado sera
iq>a(e)l <E>
Sp = B V74 / dix [ - h"?9,A,0"A, — h"0,A"0, A, + h°"0,A,0"A, + h°O0"A,0,A,|.
672
(H.6)

Trocando ainda v — e 0 — v no segundo termo, sabendo que J,A" = 9" A,, a equagao

acima torna-se

9 €
ig?a(e)l'( =
Sp = —T@ / d'z [h""@uAl,(?“Aa — h"?0,A,0,A" — h"°0,A,0" A, + h"70,A,0,A"|,
T
(H.7)
de modo que
9 €
_ _Zq Oé(E)F(2> 4 wp 1, vo o - o
Sp = I d*x n"?h"?|0,A, (@,AJ 8(,Ap) 0,4, (a,,AU &,AP) . (H.8)
s

Finalmente, obtém-se que

z'qQOz(e)F(E

Sp=——— 2> / R o (H.9)
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