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Resumo

Nesta dissertacao estudamos os aspectos classicos e quanticos da extensao deriva-
tiva do modelo de Chern-Simons Abeliano na eletrodinamica em (2+1) dimensoes. No
contexto classico, descrevemos suas principais propriedades, tais como a invariancia de
calibre e a estrutura do propagador associado quando este modelo ¢é adicionado a teoria
de Maxwell. A principal caracteristica desse modelo é a de que ele nos fornece um par
de excitagbes (uma nao massiva e outra massiva ) para o modo de propagacgao das ondas
eletromagnéticas. No contexto quantico, estudamos a possibilidade de induzir esse termo
na acao efetiva da eletrodinamica quantica via correcoes radiativas de determinante fer-
mionico em um laco. Neste caso, analisamos sua ocorréncia em temperatura zero e finita.
O resultado oriundo da temperatura finita tem como propriedade gerar novas excitacoes
para os modos de propagacao das ondas eletromagnéticas dependentes da temperatura.

Palavras-chave: Chern-Simons, Eletrodinamica Quantica, Teoria de Campos a

Temperatura Finita.
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Abstract

In this work we studied the classical and quantum aspects of derivative extension
of the Chern-Simons Abelian model in electrodynamics in (2 + 1) dimensions. In classical
context, we describe their main properties such as gauge invariance and the structure of
the associated propagator when this template is added to Maxwell’s theory. The main
feature of this model is that it provides us a pair of excitation (one not massive and
another massive) for the propagation mode of the electromagnetic waves. In the quantum
context, we studied the possibility of inducing this term in the effective action of quantum
electrodynamics via radiative corrections of fermionic determinant in loop. In this case,
we analyze its occurrence at zero and finite temperature. The result arising from the finite
temperature has the property to generate new excitement for the modes of propagation
of electromagnetic waves dependent of temperature.

Keywords: Chern-Simons, Quantum Electrodynamics, Quantum Field Theory at

Finite Temperature.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de campos usual é descrita através de Lagrangianas, que por sua vez,
sao funcoes dos campos e de suas primeiras derivadas. Tais sistemas sao denominados
sistemas de primeira ordem. Desde Isaac Newton até os dias atuais, este tipo de procedi-
mento tem sido sucessivamente usado para explicar inumeros fenomenos fisicos. Contudo,
a concepcao de teorias de altas ordens derivativas da componente temporal dos campos
torna-se essencial para se abordar alguns processos, como o procedimento de renormali-
zagao de teorias campos divergentes [1, 2, 3]. Estes modelos sdo conhecidos como termos
de altas ordens derivativas. Termos de altas ordens derivativas funcionam como corre-
¢oes de algumas teorias de primeira ordem e desempenham um importante papel durante
o processo de quantizacao. Dessa forma, teorias que incluem tais termos sao atraentes
por apresentarem notdria consisténcia em sua descricao. Conceitos de teorias de altas
ordens derivativas aparecem frequentemente em alguns seguimentos da fisica, tais como,
teorias de campos [4, 5, 6, 7], teorias de cordas [8], gravitacao [2, 12, 13, 14, 15, 16] e
na cosmologia [17, 18, 19]. Além disso, a adigao de termos de altas ordens derivativas,
possibilita regularizar o comportamento ultravioleta de certas teorias [1, 4]. Por exemplo,
a existéncia desses termos derivativos pode fazer com que teorias de gravidade modificada
sejam renormalizaveis [2, 3]. Outros campos da fisica tedrica, tais como a correspondén-
cia AdS/CFT, indicam a importancia de se considerar teorias de altas ordens derivativas
[19, 20, 21]. Devido a essas importantes aplicagoes, uma andlise sistemdtica de teorias de
altas ordens derivativas, torna-se necessaria também em outros contextos.

Este trabalho aborda alguns aspectos deste mecanismo em teorias de calibre em

(2+1) dimensoes. Uma caracteristica peculiar das teorias de calibre em (241) dimensoes



do espaco-tempo é a que as particulas associadas aos campos de calibre, podem ser massi-
vas de tal forma que a simetria de calibre seja mantida. Como exemplo, temos a conhecida
eletrodindmica topologicamente massiva [22, 23, 24, 25] ou a gravidade topologicamente
massiva [26]. Nestes casos, a massa nao nula aparece em razdo de possiveis termos to-
poldgicos que quebram a simetria de paridade na acao. Nossos estudos, restringem-se a
rever estas propriedades pela extensao derivativa da teoria eletromagnética topologica-
mente massiva proposta por Deser e Jackiw [27]. Neste estudo, os autores consideram
que as extensoes derivativas do termo de Chern-Simons topolégico massivo podem surgir
como corregoes perturbativas da acao efetiva, gerando uma contribuicao tnica, de terceira
ordem na derivada, restituindo uma nova contribuicao descrita em termos do tensor in-
tensidade de campo eletromagnético. Este novo termo pode nos oferecer uma nova teoria
eletromagnética com invariancia de calibre mais ampla do que a do termo de Chern-
Simons topoldgico de primeira ordem, que é invariante de calibre apenas na acao. Essa
nova contribuicao, serd o objeto central de nossas discussoes, principalmente porque ela
abre a possibilidade de discutir a sua indugao como teoria efetiva via correcoes radiativas
da eletrodinamica quantica em (2+41) dimensoes.

O objetivo principal desta dissertacao é o de investigar o estabelecimento do termo
de Chern-Simons derivativo como uma acao efetiva induzida via corre¢oes quanticas. Esse
estudo sera desenvolvido pelo método de expansao derivativa de determinante de férmions,
o qual mantém o campo de calibre como campo de fundo. Nossos calculos sao direcionados
aos regimes de temperatura zero e finita. O resultado oriundo do regime de temperatura
finita, abre a possibilidade de se construir uma teoria de calibre termal capaz de vincular
as excitacoes dos modos de propagacao das ondas eletromagnéticas ao parametro da tem-
peratura. Encaramos essa caracteristica como um dos principais resultados apresentados
pelo presente trabalho.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, é feita uma revisao das principais propriedades de algumas teorias de
calibre, tais como a de Maxwell e a de Maxwell-Chern-Simons em (2+1) dimensoes, onde
é discutida a invariancia de calibre e de Lorentz, as equacgoes de movimento e equagoes
da onda que descrevem os modos de propagacao das ondas eletromagnéticas para ambas
teorias. Em seguida, sao calculados os propagadores e o 3-potencial de uma carga singular.

No Capitulo 3, considera-se o modelo estendido de Maxwell-Chern-Simons, que é



um modelo tedrico de campos em altas ordens derivativas, onde as simetrias de calibre e de
Lorentz sdo trabalhadas. E feito um mapeamento entre o modelo estendido de Maxwell-
Chern-Simons e o de Maxwell-Chern-Simons através das equagoes de movimento, equagoes
de onda e os propagadores de ambos.

No Capitulo 4, a eletrodinamica quantica é introduzida e se discutem suas simetrias
discretas fazendo um paralelo com o termo de Chern-Simons. Posteriormente, verifica-se a
possibilidade de induzir radiativamente o termo de Chern-Simons e o associado estendido
como agoes efetivas ao nivel de um laco, através dos calculos de determinante fermionico.
Para isso, é utilizado o método de expansao derivativa e da técnica de resolucao das
integrais covariantes do momento no espaco de Minkowski.

No Capitulo 5, o procedimento de inducao do termo de Chern-Simons estendido
é realizado com os efeitos da temperatura finita. Para tanto, é aplicado o formalismo
das frequéncias de Matsubara para férmions. Tem-se entao uma teoria de calibre termal,
cujas caracteristicas principais sao analisadas, tais como, suas equagoes de movimento e
o propagador térmico.

Finalmente no Capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes e perspectivas para tra-
balhos futuros.

Ao longo da dissertacao é adotado o sistema de unidades naturais (¢ = h = 1).



Capitulo 2

Campos de Calibre

Na fisica, uma teoria de calibre! (gauge), é uma teoria de campos na qual a lagran-
giana é invariante sob grupos de transformacoes de simetrias globais ou locais. Muitas
teorias sao descritas por lagrangianas que sao invariantes sob determinados grupos de
transformacoes de simetria. Quando tais grupos sao invariantes sob uma transformagao
em cada ponto do espaco, esses grupos descrevem uma simetria global. Por outro lado, em
uma teoria de calibre local, a exigéncia de que as transformacoes sejam globais é deixada
de lado, e a Lagrangiana possui uma simetria meramente local. Isso pode ser visto como
uma generalizacao do principio de equivaléncia da Relatividade Geral, onde em cada ponto
do espaco-tempo é permitida uma escolha de um referencial local. Nesse capitulo, faremos
uma breve revisao das principais caracteristicas da teoria de calibre eletromagnética em

(2+1) dimensoes e do termo de Chern-Simons adicionado a teoria.

2.1 Eletrodinamica de Maxwell em 241 dimensoes

A dinamica do campo eletromagnético é descrita pela lagrangiana relativistica [28]
1
L= _ZF‘“’FW — 7 A", (2.1)

onde o primeiro termo ¢ o tensor eletromagnético F,, em 2+1 dimensoes, definido da

seguinte forma [29]:

0 —E, —E,
Pv=grA — A = B, o0 -B |,
E, B 0

10 termo calibre, refere-se aos graus de liberdade do campos na Lagrangiana.
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e o segundo termo é o 3-potencial acoplado a um termo de corrente, que se conserva de
acordo com d,j" = 0. Note que a lagrangiana acima, é invariante sobre transformacoes
de calibre e de Lorentz, assim, aplicando a transformacao de calibre 64, = 0,A sobre a

lagrangiana (2.1) , temos?:

oL = —iéFw,F’“’ — ;lFW(SF“” — Ju0 A" (2.2)
Como 0F),, = 6F" = 0, obtemos:
0L = —j,0'N=—-0"(j,\)+ NO"j,
5L = —0"(juh), (2.3)

o qual é um termo de derivacao total e que pode ser negligenciado nas condigoes de fron-
teira da acao. Conclui-se assim que, a conservagao da corrente é uma condi¢ao necessaria
para a invariancia de calibre da teoria®.

Seguindo um estudo mais detalhado da teoria, podemos verificar a covariancia de

Lorentz, isso implica que uma teoria fisica tem que ser a mesma em qualquer referencial

inercial. Definindo a transformagao de Lorentz [30] como

AY =AY AP Ay = AL A,
v 0z 5 Odf

P AT g
onde AO‘[; é o tensor de Lorentz!, dada uma lagrangiana

1 ! /
L=~ Fu P — A, (2.4)

aplicamos as transformagoes de Lorentz, e obtemos:

w' a B AW b AV

F/J’V/F — A,U/FO‘BAZ//AQ F AO’
F, F" = F,sF* (2.5)
2Algumas notagoes: Foi introduzido o potencial vetor A* = (&, AL, A%) = (&, f_f) e a corrente j* =
(p.3%.5%) = (p,j). Também sio definidas as derivadas covariante d, = 3% = (525,V) e 9" = % =

( < fV), onde V = (9;,0y). O tensor métrico é n,, = diag(1l,—1,—1). Os indices com letras gregas

020
variam da forma (a, 8, ,v,... = 0,1,2) e os indices latinos (¢,l,m,n... = 1,2), os quais obedecem a
métrica euclidiana R? = §% = diag(1,1).
3Em teoria quantica de campos, a construcio de teorias invariantes de gauges representam teorias

renormalizdveis, portanto este é um conceito muito importante na construgao de teorias.

*Com as coordenadas espaco-temporais dadas por 2% = (29,21, 22) = (t,2,y) e 25 = (20,71, 72) =

(tv -, _y)'



JuAY = A% Ag
GuAr = LAY (2.6)
Logo,
1 af . «
L=~ FapF — o A% (2.7)

Aqui vemos que é conservada a mesma forma funcional da Lagrangiana adotada no refe-
rencial linha. O que mostra que toda a teoria que vamos obter da Lagrangiana é invariante
sobre transformacgoes de Lorentz, além de ser invariante de calibre na acao.

Agora, para obter as equacoes de movimento utilizamos a equacao de Euler-
Lagrange [29] sobre (2.1):

oL oL

Oa 9(0,A5)  0As

—0, (2.8)

de onde obtemos,

or CoAr
—= = —j=—=—j"
04, “5A
AV v Al
oL _ 1, [(00,A)  00.A) o DAY DD AW
(0. A5) 1 D(0.A5) (DA 0(0.45) 0y
or
= aff
O 5 As) ot

O FP = 45, (2.9)
A equagao (2.9) em conjunto com a seguinte identidade de Bianchi [31],
€'PQ), Fyy = 0 (2.10)

formulam as equagoes de Maxwell,

OE" = p (2.11)
dmOB = —j™ — GyE™ (2.12)
ML, = —0B. (2.13)

Através de manipulagoes algébricas e usando o calibre de Lorenz 0,A% = 0 nas equagoes
de Maxwell (2.9), podemos deduzir a equacdo da onda dos campos eletromagnéticos em

fungao do 3-potencial vetor:
0A4° = 45, (2.14)

6



Utilizando o campo magnético e o campo elétrico em funcao do 3-potencial vetor, temos:
B = —"0,A,, (2.15)
E' = —9,A'-0'0. (2.16)

Agora, aplicando o operador d’Alembertiano pela esquerda nas equagoes (2.15) e (2.16) ,

obtemos:

OB = —€™0pjn, (2.17)

OFE' = —9'p— 05" (2.18)

Note que na auséncia de fontes (p = j: 0), obtemos as equagoes de onda dos campos na

forma homogénea:
OB =0, OF' =0, 0A” = 0. (2.19)

A solugao das equagoes (2.19) é do tipo onda plana,

B(t,z") = Byelknz"=1), (2.20)
El(t,z") = Eye!tknz"—wt), (2.21)
onde denominamos o vetor propagacao k; = (k1,ks) = (ks, k). Entdo, aplicando esta

solugao nas equacoes de Maxwell sem fontes, obtemos os seguintes resultados:

kE' = 0, (2.22)
"B = wE™, (2.23)
"B, = wB. (2.24)

A solugao (2.22) indica que o campo E é perpendicular a direcao do vetor propagacao
k. Portanto, a partir da determinacao da dire¢ao de propagacao podemos relacionar os

moédulos dos campos elétrico e magnético através das expressoes (2.23) e (2.24).

2.1.1 O propagador de Maxwell em 241 dimensoes

A equagao de movimento (2.9) é geralmente resolvida por uma fungao de Green

associada ao tensor eletromagnético,
aaFaﬁ — jﬁ
(O = 0,071°7) Ay = j°
(Onse — 0505)A” = js (2.25)

7



onde,
Opo(x — 2" )GV (z — ') = 5;6(2) (x —a'), onde O, = (Ong, — 950,). (2.26)

O operador Og,(x — 2') atuando na funcao de Green G°7(x — 2’) é singular, ou seja, nao

possui um inverso (95015. Para contornar essa singularidade, ¢ incluido um termo extra na

¢

—5(8MA“)2, para fazer o operador inversivel, tal que:

Lagrangiana (2.1),
O(2)3,G7(x —2') = 5}5(2) (x — '), onde O, = (Ongs, — (1 = ¢)s0,). (2.27)

Assim, usando a transformada inversa de Fourier de (2.27), temos:

o / d3p ip(z—2z') o
G —a) = /(2@36” ‘G (p) (2.28)
43 o
050w —a) = / e ];3526"7@—“. (2.29)
m
Note que,
ED_ipo—at) o Ep poma
/ p(x—x o — 67 zp(a: x)
O | o670 =, | G
d3p in(m—a " d3p A
/ (_27T>36p( )<_p2nﬁa + (1 - C)pﬁpU)G ’Y(p) = (Sg / W@ D( ) (230)

Para a igualdade (2.30) ser valida, os integrandos devem ser iguais
(=080 + (1 = Q)psps)G7 () = 53, (2.31)
E para a solucao do propagador (2.31), consideramos o ansatz® geral
G?7(p) = An°" + Bp°p”, (2.32)
entao,

(P10 + (1 = Opaps) (A" + Bp’p”) = 6}
— AP 501" — BpPpTp s + A(L — Opapen® + B(1 — Qpspap”p” = 0}

—Ap*6) — Bp*p’p" + A(1 = Op’p” + Bp*(1— Qp’p” =6} (2.33)

50 operador tem que possuir um inverso para que nio possua autovalores nulos, e seja possivel a
transicao do espago das posigoes para o espago dos momentos através de uma inversa da transformada

de Fourier.

5E uma suposicdo inicial que se verifica depois por seus resultados.



Deste modo, podemos reagrupar (2.33) através de um sistema de duas equagoes e duas

incognitas, de acordo com os tensores correspondentes nos dois lados da equacao,

—Ap*§ =68
b f g (2.34)
[=B¢p™ + A(L = ¢)]psp” = 0.
Usando a propriedade (Sg = 1 para v = 3, simplificamos o sistema para a forma
—Ap* =1
P (2.35)
—B(p* +A(1—-¢) =0
cuja solucao é
1
1\ 1
B = (1—-=)—. 2.37
( ¢ > p! (2:37)
De acordo com a equagao (2.32), finalmente obtemos o seguinte propagador:
200 oY 1 p%pY
G (p) p*n7 +p7p’  1p7p (2.38)

p* ¢t
onde o parametro constante ( na equacao (2.38), estd associado a dois valores: ¢ — 1

(propagador do féton usual ou calibre de Feynman) e ( — oo (calibre de Landau ou

propagador para fétons transversais). Usando o calibre de Feynman, temos:

G (p) (2.39)

p?

o qual descreve uma tnica excitagao: pg = £ | p'|.

2.1.2 O 3-Potencial de Maxwell para uma carga singular pontual

E bem conhecido que cargas aceleradas emitem radiacao eletromagnética. Para o

caso de cargas pontuais em movimento, o 3-potencial é escrito da seguinte forma:
At(x) = /dsx'G“”(x, ') g, (x)). (2.40)

Como a corrente é conservada no 3-potencial de Lienard-Wiechert, usaremos o calibre de

Feynman em (2.38), tal que, a inversa da transformada de Fourier é:

uv / d3p uv ip(z—a’)
GH(x,2") = (27?)3G (p)e . (2.41)



v

Uma vez que o propagador do féton usual ¢é singular, para contornar as singulari-
dades, consideramos py como uma variavel complexa e tratamos ele como uma integral de
contorno no plano complexo py,
Pp _ipr [ dpo €™
G"(z,2') = ’“’/ e’ T/ . 2.42

Através do método dos residuos e da integral de Cauchy [32], temos:

2
GM (x,2') = —77“”/ <;l Z;z e P ~81n2(9p ) (2.43)
m

Integrando em coordenadas polares,

dpdf - -sin(pT)
wig ) = — POPL o—ipr> P 9.44
G o) = [Tt (2.44)
00 27
G"(x,2') = —7)’“’/ dp sm pT/ LA _”’m“’sg, (2.45)
e utilizando a integral de Bessel [33]:
27 de )
B |Fl) = [ et (2.40)
o (2m)

a fungao de Green (2.45) toma a seguinte forma,

G*(z,7) = —ng /_OO (;li) sin(pr)Jo(p | 71), (2.47)

onde essa pode ser retardada ou avancada. A solucao retardada é obtida introduzindo
uma fungdo Heaviside ©(7) e a avancada ©(—7). De modo que, a solugdo geral para a

funcao de Green é:

O(x7)n™

G (z,2") = —T/ dpsin(pr)Jo(p | 7). (2.48)
0

na qual G, é a solugao retardada e G_ é a solucao avancada. A integracao (2.48) é
definida da seguinte forma’:

O™ O(1? —r?)
27 T2 — 2 .

Gz —a') =

(2.49)

Note que, em 2+1 dimensoes a funcao de Green fornece um valor em termos da fungao de
Heaviside, em vez de uma funcao de Dirac como na teoria convencional de 3+1 dimensoes.

A solugao de Green (2.49) nos fornece um resultado para o caso em que /72 — 12 > 0,

—

"Onde 2 — 2 =1ed—a =7
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sendo esta uma solugdao do tipo tempo e tipo luz, e G (z,2’) = 0 para o caso em que
(12 — r?) < 0, quando a solugao é do tipo espago. Para a demonstragao do 3-potencial,
temos que a distribuicao de corrente fornecida por uma carga pontual movendo-se na linha
de mundo z(7) é dada por:

Ju(2) = q/_oo drz,(7)6* T (2 — 2(7)). (2.50)

[e.9]

Substituindo (2.49) e (2.50) em (2.40) obtemos a forma geral do 3-potencial,

Ar(z) = / ir / a2 ”W@(Tz_i)@(ﬂa?“(x'—Z(T))

At(z) = % dT@(xO—20(7'))@[((2:2((?)))2]2“(7). (2.51)

Ol(z—2(7))?]
(z—2(1))?
géncias [34]. Concluimos que, essas divergéncias resultam na falta de um 3-potencial tipo

Note que o termo da integral (2.51) ¢é largamente nao-trivial com sérias diver-

Liénard-Wiechert, que por sua vez, implica na falha do principio de Huygens.®

2.2 Modelo classico de Maxwell-Chern-Simons

Fazendo o uso da eletrodinamica de Maxwell em 241 dimensoes, podemos esten-
der esta teoria introduzindo um novo termo (denominado termo de Chern-Simons) na
Lagrangiana da teoria. O resultado é a surpreendente nova forma de geracao de massa

através do campo de calibre Chern-Simons. Desta forma, a Lagrangiana é escrita como,

1
L= =S Fu " — A" + %E‘WNA“&,A,{, (2.52)

onde "9, A, = = j* é a corrente de matéria [31], a qual estd acoplada ao campo eletro-
magnético promovendo a dinamica de campos massivos no modelo. Isto é visto, explici-

tamente, da seguinte forma [35]:

1 B}
L= FuF"™ = ju A"+ j A, (2.53)

onde este termo é invariante de calibre:

= S OA,

5j* = 0. (2.54)

80 principio de Huygens diz que cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte punti-
forme, gerando ondas secundéarias, que num meio homogéneo sao esféricas e se propagam com a mesma

velocidade.
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Assim, podemos ver claramente que, a teoria muda por termos de derivacao total se
assumimos que a corrente de carga e a corrente de matéria (9,5 = 0) sao conservadas,

tal que:
L = —0"(j,A) + %au(/\e‘”“@,fl,{), (2.55)

a qual podemos negligenciar nas condicoes de fronteiras da acao de Maxwell-Chern-Simons
correspondente, Sycs = f d*x Lo, ou seja, essa teoria é invariante de calibre.
Note que o termo de Chern-Simons também é um invariante de Lorentz, conforme

podemos verificar:

o Aydy Ay = AN PN TAN S AGAS A,
N A Dy Aw = P ABpA (2.56)

Isto ¢é refletido também nas equagoes de Euler-Lagrange da lagrangiana,
0. F™ +me"™o0,A, = 7", (2.57)

serem invariantes de calibre e de Lorentz. Entao, explicitando (2.57) em funcao dos

campos (El, B), chegamos nas equagoes:

OE" = p+mB (2.58)
me'E; — B = '+ €'9,B (2.59)
0B, = —0,B. (2.60)

Manipulando a equagao (2.57) e utilizando o gauge de Lorenz, obtemos a equagao da onda

para o 3-potencial,
OA" = —me”"™0,A, + j", (2.61)
e através de (2.15), (2.16) e (2.61), temos

(O+m*)B = —€;0'5' —mp (2.62)

(O+m*)E" = —me'j; —0,5' — d'p. (2.63)

Voltando a equagao (2.61), podemos defini-la na forma dos potenciais (®, A'), em fungao

da densidade de carga e corrente (p, j'):

OO+ m»)® = —me;0'5' + Op, (2.64)

OO +m*A" = me'd,j; +me'o;p + 05 (2.65)
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As equagoes estacionarias (independente do tempo), sao representadas da seguinte

forma:

(0} —=m*)B = €;9'j' +mp (2.66)
(0} —m*)E' = me'j;+'p (2.67)
RO —m*)® = —med'j' = p (2.68)
OHOF —mHA" = me'op — 075 (2.69)

O campo de CS acoplado ao campo de Maxwell representa uma correcao quantica devido
a interacao dos dois, o que gera novos termos nas equagoes classicas, que por sua vez
representam novos resultados fisicos. Portanto, o modelo apresenta um fluxo do campo
elétrico proporcional ao campo magnético (B) e a densidade de carga (p), diferente da
teoria de Maxwell (2+1) dimensoes que é unicamente proporcional a densidade de carga.
Isso significa que, nesta teoria uma densidade de carga estatica pode gerar um campo
magnético. Outro fato curioso é que, somente as equagoes nao-homogéneas sao modifica-
das, o que se deve ao fato do termo de Chern-Simons ser uma corrente de matéria que
modifica somente as equacoes de corrente. As equacoes da onda dos campos elétrico e
magnético sao do tipo Klein-Gordon, onde o campo magnético possui uma nova depen-
déncia da densidade de carga em comparacao com a Eletrodinamica usual. Na teoria de
Maxwell as equagoes da onda do potencial sao de segunda ordem, ja aqui sao equagoes de
quarta ordem. Em tal formalismo, a equacao estatica do campo elétrico e campo mag-
nético apresenta dependéncia na densidade de carga e corrente. Isso ocorre pois o termo
de Chern-Simons modifica o 3-potencial (A”), e estabelece um vinculo entre o campo

magnético e a densidade de carga.

2.2.1 O propagador de Maxwell-Chern-Simons

Vamos agora construir a funcao de Green da teoria de MCS. Seguimos os mesmos
caminhos da teoria de Maxwell pura, adicionando o calibre de fixacao g(@uA“)z, com o

mesmo propdsito de inverter o operador da teoria. Desta forma, através de (2.57) temos:

OA” — (1 = ()0,0"A* + me"* 9, A, = j*
(On™ — (1 = )0,0"n"* + me"™"0,)A,, = j”

(D — (1 =€)y + Merud) A" = j,. (2.70)
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A funcao de Green que é solucao da equacao anterior, é descrita da seguinte forma:

Oz — 2 )G (2 — 2') = 676P (x — 2) (2.71)
(2.72)

onde
O = (O — (1 = )0,0, + mew,,,0"). (2.73)

Aplicando a transformada inversa de Fourier na fungao de Green G*7(x — '), e fazendo
0" — ipt no operador O, (r — 2’), obtemos a sua representac¢ao no espago dos momentos

como sendo:

(=1 + (1 = )Py + imen,p )G (p) = 6. (2.74)
Para a resolugao de (2.74), consideramos o ansatz geral,
G (p) = An”" + Bp"p" + Ce""p,,. (2.75)
Substituindo (2.75) em (2.74),temos:
— AP N’ — B p’ " — Cp* e pa + A(L = Q)" pap, +

B(l - C)pﬁpl/pl/p’y + (1 - C)Cpﬁpuewyapa + Z.mAEfwupunwy +

imBp”pTeg,p" + imCe,, ple’ " po, = 6. (2.76)

Neste ponto, usamos a propriedade €,,€"7* = 6705 — 6107 no ultimo termo do lado

esquerdo de (2.76), temos:

—Ap®8) — imCp®5) — Bp*pup” + A(1 — O)pepy + (2.77)
B(1 = ()p*pup” + imCpep” + imAn €7 po — Cp*1 e *pa + (2.78)

(1 = Q)CPrpu€ " pa + imBp,p,e " po = 0. (2.79)
Agrupando os termos de tensores iguais, obtemos um sistema da seguinte forma,

(—Ap? —imCp?)5) = 6}
(—BQO2 + A(1 = Q) +imC)p.p” = (2.80)
(—Cp? + imA)n. e p, =0,
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cuja solucao é:

-1
A - e (2.81)
1 1
R (282)
—im

Uma vez determinados os coeficientes do ansatz, chegamos na solugao do propagador de

MCS em (2+1) dimensdes:

vy VoY VY el
Ui _pp + +p’p _ume " Pa (2.84)

@) =~ m?)  ¢pt o pr(p*—m?) p*(p? —m?)

(p?

2
m

Note também que, para ( — oo temos o calibre de Landau e para ( — (1 — —2)
p

denominamos “calibre de Feynman massivo”. Utilizando o “calibre de Feynman massivo”

em (2.84), temos o propagador da seguinte forma:

771/'\/ + Z'mp—ZGV'yapa
(p* —m?)

G (p) = — , (2.85)

onde ¢ evidente a existéncia de excitacoes massivas com auto-energias F = ++/p? + m?2.
Como feito anteriormente, obtemos a transformada inversa de Fourier, dada da

seguinte forma:

3
GV (x—1') = ”7/ (;};3 eip'(x_z')m +
% %ew@—x’) L% - ﬁ} i€ 1%, (2.86)
onde,
Gz — ') = /(g;ligeip-(azx’)]% (2.87)
Gz — ') = / %ew—ﬂﬁ, (2.88)
assim,

Gz —2)=n"G"(x —2') + % (G (z—a') — G™(x —2)) i€ p,,  (2.89)

onde G**!(z — 2') é o propagador do féton usual, calculado em (2.49). Entédo, nesta secio
calculamos o propagador massivo G™(x — x’) para m > 0:
Pp i dpo e

i - = 20
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Podemos ver que o propagador 2.90 possui um integrando singular. De maneira analoga,
vamos considerar py um numero complexo e usar o método dos residuos para resolver a

integracao. Deste modo, a integracao fica da seguinte forma:

—z)=— T _ap i —ipr cos ¢ P i /2 2
™m pT Ccos . . 1
G (zr — ) SIE= )/0 ( )2/0 dbe T sin(T4/p? +m?). (2.91)

Usando a integral de Bessel, ja definida anteriormente, obtemos:

@(;TT) /OOO dpJO(PT)—h sin(74/p? + m?), (2.92)

onde a func¢do de Green massiva é dada por [37]:

O(£7) O(7% — 1?)

2 T2 — 2

e —a') = -

Gl (x—12")=— cos(mv T2 —1r?). (2.93)

Note que, se fizermos m — 0 o propagador G™(x — 2') torna-se G+ (x — 2/), e analoga-
mente ao propagador da teoria de Maxwell, a fungao Heaviside ©(7% — r?) possui solugoes

que violam o principio de Huygens.

2.2.2 O 3-Potencial de Maxwell-Chern-Simons para uma carga

singular pontual

Similarmente a teoria de Maxwell, o 3-potencial de uma carga singular no modelo

MCS ¢é dado pelo propagador do modelo (2.89) substituido na equagao geral (2.40):
A'(z) = /d3x’ [n’”Gm(x —a')+ % (G2+1(m —2) (2.94)
G™(x — :r’)) ie”w‘pa] g (2"). (2.95)

Entao, as substituirmos nesta expressao os valores dos propagadores G™(z—z') e G*™!(x—

x'), obtemos:

2 _ .2
A(z) = —/d?’x'@;;) @(TT_Q —:72) {COS(m 72 —12)j"(2")
+ = (1 — cos(mv/7? = r2)> 192" o (a:')] (2.96)
5 ad~ ) .
Portanto, usando a equagao da 3-corrente (3.53) e a funcao delta de Dirac, temos a solugao:
q 0 0 o[ cos(my/(x — 2)* ,
AY(x :——/dT@x—z@z—z [ z
0) = g5 [ oW -l - 2| TS
1— /(7 — )2
n % COS(m (flf Z) ) euwaa(z)az’y} ) (297)
m (x — 2)?
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Aplicando agora, a derivada covariante 0(z), em (2.97), a integragao fica da seguinte

forma:
a@) = L [are@ - 08| -2 {(m@ S;)Q
m(Locostmyie = 27 ) nas ;| 2.98
m2< (@—2)? )> M} (2.98)

Através deste resultado é possivel notar que, se fizermos o modelo com a massa tendendo
a zero, recuperamos a solucao obtida na secao anterior. Além disto, o modelo apresenta

um novo termo que depende da aceleracao da carga (termo de radiagao).
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Capitulo 3

Extensao Derivativa do modelo

Maxwell-Chern-Simons

A idéia de elaborar uma possivel extensao derivativa do termo de Chern-Simons
foi proposta por Jackiw e Deser [27]. A razao disto, vem da possibilidade se construir
uma teoria eletromagnética analoga ao termo de Chern-Simons gravitacional, descrito por
combinagoes de trés derivadas parciais.

O procedimento natural para obter possiveis extensoes derivativas para o campo
eletromagnético é o de se considerar o modelo de Maxwell-Chern-Simons e reescreve-lo

como uma série perturbativa em 9/m:
Sgs = Scs + Smax + Scse + O(m™?) (3.1)

onde Scg é a acgao de Chern-Simons, Syax € a acao de Maxwell e Scgr € a extensao

derivativa da acao de Chern-Simons dada por,
SECS = (Qm)_lli/d3wsaﬁp AQ@BDAI), (32)

onde m é a massa da teoria e k o 1/|m| é uma fator constante que pode ser determi-
nado via correcoes radiativas. Resolvendo sucessivas integracoes por partes na expressao

anterior, devemos encontrar:

- ~ ~ 1
SECS _ —(Qm)_l/{/d3$€aﬁp AaaﬁA,D com Aa = 5506MVF;W7 (33)

a qual depende localmente da intensidade de campo eletromagnético e nao dos potencias
como apresenta o termo de Chern-Simons. Neste capitulo, faremos um estudo sobre as
principais caracteristicas da eletrodinamica na presenga da extensao derivativa introduzida

aqui.
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3.1 Modelo de Maxwell-Chern-Simons Estendido

A teoria de Maxwell-Chern-Simons estendida (MCSE) em altas ordens derivativas

¢ representada pela seguinte Lagrangiana:

1 1
L= = Fu P 4 o A0,04, — A", (3.4)

onde m é a massa do foton, que ao contrario de MCS, aparece invertida por causa da regu-
larizacao da dimensao da teoria. Ao contrario do modelo MCS, MCSE nao ¢é largamente

invariante de calibre. Desta forma, temos:

§A, = 0 (3.5)
0L = —0"(juN). (3.6)

e invariante de Lorentz, conforme o seguinte:
L L 0,0,00 Ay = A AY AR @BIAT AN, AT, 0, AP OCAN A
2m€ w Opt Op K = om a g ,YG Aoy 0L O L3 ! AN
1 o 0 A _afy ST ¢
= %%(55(576 7(5CA089878 Ay

1
= Q—EUGWAUaQDAW. (3.7)

m
Neste ponto, o objetivo é obter o termo de MCSE através de corregoes radiativas. Por-
tanto, vale a pena fazer um estudo detalhado deste modelo. Utilizando as equagoes de

Euler-Lagrange para a Lagrangiana (3.4):

oL oL oL
(%&ﬁgm + aaa(%Aﬁ) - aAB == O, (38)
temos,
O FP + %eﬁ”“&,DAR =47 (3.9)

que produz as duas equagoes nao homogeéneas:

OE = p+—B (3.10)
m

6lm

€moyB = —j™ — OE™ + —0E;. (3.11)
m

E, a equagao nao homogénea é obtida novamente da identidade de Bianchi (¢"*0,0, A, =

0), e expressada da seguinte forma:
Mo E,, = —0,B. (3.12)
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Utilizando a liberdade de calibre da eletrodinamica de Maxwell,
B = —¢"0,A, (3.13)
E' = —9,A'-0'®, (3.14)

e (3.9) no calibre de Lorentz, podemos ainda obter as equagoes de onda para o campo

elétrico e magnético:

0 O
(5+2)5 = D0 i, 55
m m
DQ Elm
(D + —2) E" = =0 0"p— 0™ (3.16)
m m

Entao, depois de algumas manipulagoes algébricas, obtemos as equacoes da onda dos

potenciais escalar e vetor:

02 em .
a (D + W) P = —Ealmgm +0p (3.17)
D2 6lm Elm
O ([I + —2> A" = —o05 + —a0p +05™. (3.18)
m m m

Considerando o regime estatico das equagoes da onda anteriores, conseguimos equa-

¢oes de quarta ordem:

4 2
(a? — %) B = —% + €™ m (3.19)
4 mAQ2 »
(8,2 . 8—12> Bo— Ol g, (3.20)
m m
4 mn 2
o2 (af - %) o = % — ®p (3.21)
4 ml 2
0? (8? - %) A = —% — . (3.22)

Desta forma, o modelo de MCSE apresenta algumas diferencas em comparacao a MCS:
a divergéncia do campo elétrico agora apresenta uma variagao do campo magnético no
espaco e no tempo; a circulagao do campo magnético provoca além do termo de corrente
de deslocamento de Maxwell, uma dependéncia espacial e temporal de segunda ordem no
campo elétrico; a equacao de onda para o campo magnético demonstra uma variagao de
segunda ordem da densidade de carga no espago e no tempo, ao contrario de MCS em
que a densidade de carga ¢é constante; a equacao de onda para o campo elétrico mostra
uma variacao de segunda ordem na derivada da densidade de corrente, que é proporcional
a variacao do campo elétrico. Note também que o modelo MCSE pode ser formalmente
obtido a partir do modelo MCS através da substituicao m — % E facil perceber que,

essa modificacdo traduz todos os novos resultados de MCSE em relacao a MCS [27].
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3.1.1 O propagador de Maxwell-Chern-Simons estendido

O propagador da teoria é obtido através de uma funcao de Green, a qual estd
associada a solu¢do da equagao de movimento (3.9) no calibre de Lorentz. Devemos
inserir na Lagrangiana de MCSE, um termo de fixacao de calibre que é importante para

eliminar a singularidade do operador. Portanto, temos:

1 1
L= FuP™ 4 S A,0,04, — A (0,4 (3.23)

Através das equagoes de Euler-Lagrange (3.8) de (3.23), temos que:

1
&lF“ﬁ + _EﬁlmauDAli + CaaaBAa = jﬁ' (324)
m

Explicitando o tensor eletromagnético em funcao do 3-potencial (F® = 9%A% — 9% A%),

temos:
AP — (1= ()9,0°A° + LeP%,04, = j°
m

1 .
(B — (1= €)0:05 + — e 0" L) A" = . (3.25)

Note que existe uma funcao de Green que é solucao da equacao acima, que é descrita da

seguinte forma:
Ops(z — )G (x — ') = 676@) (z — o) (3.26)
onde
Ous = (O — (1~ Q005 + 42, 0). (3.27)

E, calculando as transformadas inversas de Fourier da equagao (3.26):

dp . ,
G —2a') = /(27)36”9(””_3”)G57(p) (3.28)
d®p , ,
(@ —a) = / IR (3.29)
obtemos,
Ol — ') / p P GBY (p) = &) / Ttz (3.30)
KB (271')3 I (271')3
d3p ip(z—x’ @pZ v
/ (2ﬂ)36 8 )(_pznnﬁ +(1— C)Pnpﬂ - Eenﬁyp ) X
d3p ip(z—a’
G (p) =5Z/W6 p(a—a’). (3.31)
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Devido a igualdade dos integrandos, a equagao no espaco dos momentos é dada da seguinte

forma:

T2
]
(=P*nes + (1= Opus = ~—exnp)G7(p) = 0. (3.32)

Usando agora, o ansatz geral:
G (p) = A + BpPp” 4+ Ce®%p, (3.33)

e, substituindo-o na equagao (3.32), segue-se que:
;2
Zp v (0%
(=P + (1= Opwps = ——€xpup”)(An”" + Bp’p? + Ce%pa) = 3]

— 0™ s AN = P* s Bp°pY — pPpCe?po + (1 — OpapsAn™ +
-2

(e} Zp 4
(1= O)pepsBr°p” + (1 = ()pupsCe”*po — " EnpuD An
ip? ip?
—ieﬁgyp”BpﬁpV — Leﬁgl,p”C’eBWpa =4 (3.34)
m m

Note que o tltimo termo do lado esquerdo da equagao (3.34) é modificado através da

identidade
e,gg,,eﬁw =00, — 0,0, . (3.35)

Assim,
2 ip* 2 2 ip?
—p~Ad] + 5053 — p°Bpep” + (1 — Q) Ap.p” + (1 — ()p°Bp.p” — ECMD7 -
2 -2

v @ el p v
AGH,BI/p 77,87 - pQCnnﬂeﬁ’y Pa + (1 - ()Cpmpﬂeﬁ’y Pa — EBEH,BVP pﬁp’y = 52 (336)

ip
m
Através da organizacao dos termos da expressao acima, em um sistema de 3 equagoes de

acordo com a forma do tensor:
( Zp4

(—Ap2 + —C> o) =9)
m

[—p2B +(1—-QA+(1-C)p’B - %C] pep’ = (3.37)

in 2 Bya
— —A+pC 775567]?&:0,
k m

conseguimos a seguinte solucao:

A - b (3.38)
2 _ p*

B - <L & L 3.39

- <p4+p2<292—%> -

c - " (3.40)



Logo, substituindo os coeficientes A, B e C no ansatz geral (3.33), encontramos o seguinte

propagador:
By By By B
By U p’p p’p i€,
D)=~ N T T S, N T T g (3.41)
(R T (R Yy
p? p?
Usando agora, m — —=— mno “calibre de Feynman massivo”, obtemos ( — (1 — —2)
m m

Entao, usando o calibre modificado em (3.41), o propagador do f6ton usual do modelo é:

G™(p) = 3.42
Desta vez, o denominador descreve duas excitagoes,
1 A B
= 3.43
T R T 4
1 1 1
=+ —— 3.44
el e R e 40

uma sem massa e outra massiva, com auto-energias E =+ | j'| e E = £./p? + m? [27].
O limite m — oo reproduz o propagador de Maxwell usual —n?7/p?.

Obtendo o propagador (3.42) no espago das posigoes:

By / d3p ip(z—z’) By
, Bp o (NP —im TP,
la=d) = / e ( P2 fm? (97 —m?) ) | (340

e representado-o em funcdo das excitagoes (3.44), temos que:

BY (e — '\ — BY _ sy~ 1. B _ { .
¢z =) (7 —im™e pa)( /(27r)3 P’

3
TP ipa—ay 1
e

Gz —2) = (" —im 'eép,) (G™(x —2') — G (z - 2)). (3.47)

Note que as solucdes de G™(x —2') e G?™V (2 — 2') foram calculadas no capitulo anterior

em (2.49) e (2.93), e o resultado é:

O(+7) O(7% — r?)

2m T2 — 2

2 _ .2

Gl (z—2') = —@(QZ_LTT) 65%) cos(mvV 72 —1r?). (3.49)
2 —7

GPVx—a) = — (3.48)
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3.1.2 O 3-Potencial de Maxwell-Chern-Simons Estendido para

uma carga singular pontual

Posto que ja calculamos o 3-potencial para a teoria de Maxwell e MCS, utilizamos

(2.40):
A(z) = / PGP (= ') () (3.50)

e podemos substituir os valores para o propagador no espaco das posigoes (3.47), para

obter:
AP(z) = /dgx' (" —im~ep,) (G™(x — ') — GPD(z — 2))j, (/). (3.51)

e através do uso das solugoes (3.48) e (3.49) na equagao anterior, chegamos a seguinte

solugao:

O(1) O(r% — r?) y

AP(z) = /d3x’ (0" —im ™M,

2w T2 — 2

(1 — cos(mv 72 —1r?))j,(z"). (3.52)

Sabendo que a 3-corrente é:
Bl =q [ drs e - (), (3.59)

temos,
@) = L[ @ (g = imoreop,) o) AT 1)
- o n Pa 7_2 — 7’2

(1 — cos(mv72 — 7"2))/ dri,(1)6* T (2 — 2(7)). (3.54)

E pela aplicacdo da quantidade [ d®2’6**!(2’ — z(7)) na equagao anterior e sabendo que

(12 —r?) = (x — 2'), a integral do 3-potencial, torna-se:

L[ s e e s o Ol — ()
AP(z) = o | dr (27 + m ™ e°%,2,) O((2° — 2°(7)) 0" X
[1 — cos(m+/(xz — 2(7))?)]. (3.55)

Note que, o 3-potencial possui sérias divergéncias, o que impossibilita uma solugao ana-
litica da integral, assim como aconteceu para o modelo de MCS. O termo tipo radiagao
aparece novamente, o que se deve a excitagao massiva do propagador. Por fim, se tender-

mos m — oo, recuperamos a solucao do 3-potencial de Maxwell.
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Capitulo 4

A Eletrodinamica Quantica em
(24+1) Dimensoes e as Indugoes

Radiativas

Neste capitulo, pretendemos investigar a possibilidade de induzir radiativamente o
termo de Chern-Simos estendido em altas ordens derivativas. Isso ocorre devido o termo
de Chern-Simons usual emergir de forma natural como uma agao efetiva de correcoes
radiativas da QED em (2+1) dimensdes. Neste caso, usaremos o método de expansao

derivativa de determinantes fermionicos.

4.1 Simetrias Discretas C, P e T

As simetrias discretas em 2+1 dimensoes agem de forma diferente. Esta andlise é
feita através das teoria da QE D1 1)q € 0 modelo de Chern-Simons. Para fazer o estudo
das simetrias do campo fermionico em 2+1 dimensoes, é preciso reduzir as dimensoes

1 e consequentemente o espinor v possuird 2 componentes

das matrizes gama de Dirac
[31]. Logo, a transformagao de paridade no plano tem que ser redefinida, uma vez que
nossa nocao usual em 3 dimensoes espaciais é uma reflexao que leva ¥ — —Z. Portanto,

no plano, tal transformacao é equivalente a uma rotagao em apenas um dos eixos %(nao

IPara mais informacdes sobre estas matrizes consultar o Apéndice A.
2Estas transformagoes de Lorentz tem det(A) = +1, em vez de det(A) = —1.
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importa qual eixo escolho). Assim, as coordenadas sobre paridade sao:

(20, T1,x9) — (To, —1, X2), (4.1)
e consequentemente,

(0o, 01, 02) — (9o, —01, Oa). (4.2)

Note que o operador paridade P é unitario, PP~ = 1, tal que, os espinores e as compo-

nentes dos campos de calibre se transformam da seguinte forma:

P@E(x),])_l — 775(1‘07 —1‘1,1'2)’}/1
P(z)P1 = y(wg, —21, 22)
P(Ao(z), Ar (), A2(37>P71 —  (Ao(wo, —21,22), — A1 (z0, =1, T2),

Ag(mo,.’ﬂl,xg)). (43)

Explicitando a transformacao na Lagrangiana da QED e CS, e se utilizando das

relacoes de anti-comutacao apresentadas anteriormente, temos que:

PLP = P — qh —m)yP~
= Yd — qA+m)y (4.4)

PLesPt = P%e#aﬁAﬂaaAﬁp—l

_ —%6“0"8/4#8&145, (4.5)

de onde vemos que o termo massivo da QED e o modelo de CS quebram a paridade. Da
mesma forma, podemos definir a transformacao de inversao temporal 7. A transformacao
de inversao temporal ¢ um processo discreto, que inverte a coordenada temporal e fixa as

coordenadas espaciais,

(3707513'17562) — (—370,561,962)7 (4-6)

(Go, 01, 02) = (—0o, 01, Ds). (4.7)
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Visto que o operador inversao temporal é anti-unitario, {7,i} = 0, ao aplicar a

transformacao 7T, os espinores e campos de calibre ficam como
T&(‘,E)Til — 1/_’<_1’0;55171’2>’Y2

7-¢<5U)7-71 — 72¢($0,—$1,5U2)
T(Ao(x),Al(x),Az(l“))T_l —  (Ao(=z0, 21, 22), —A1 (=20, 21, 22), —

A2(—$07 Iy, $2)), (4-8)
onde,
'TEwT_l = TY(id — qA —m)ypT *
= (i@ — qh +m)y (4.9)

TLosT™ = ToeP4,0,A:T"
m Q
= _56# B A,00Ap (4.10)

onde as matrizes gamas obedecem a seguinte relagio: THHT 1 = v = (70, =41 42).
Novamente, os termos massivos em ambas Lagrangianas quebram a paridade individual-
mente. Por outro lado, levando em conta a simetria P7T, ambas sao conservadas.

A conjugacao de carga C é uma transformagao discreta que nao atua nas coorde-
nadas espago-temporais. Sendo o operador C que que atua na transformacao, podemos

escrever os seguintes termos:

Cip(x)C = i(x)y”
C(x)C = iy yP(x)
C(Ag(x), Ai(2), As(2))C™H = (—Ao(x), —Ai(2), —Az(x))
et = M = (04, =)
CqC' = —q. (4.11)

Assim,

CL,LTY = CY(id — qh — m)ypC™!
= (i) — A~ m)y (4.12)
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CLesCT = C%e“aﬁAuaaABC’l

_ %ewﬁAuaaAﬁ. (4.13)

Claramente vemos que, ambas as Lagrangianas, £, e L¢g, sao invariantes por conjugacao
de carga. Logo, serao invariantes por simetria CPT. Podemos concluir entao que, o
termo de massa do campo fermionico e o modelo de CS estao relacionados entre si. Uma
consequéncia disso é a indugao do termo de CS via corregoes radiativas a partir da teoria

fermionica massiva.

4.2 A Inducao da Acao Efetiva de Chern-Simons

A Eletrodinamica Quantica é uma teoria de interagao entre o campo eletromagné-
tico (mediado pelo féton) e um campo fermionico massivo (particulas de spin semi-inteiro).
Neste capitulo mostraremos que é possivel obter um termo de Chern-Simons via corre¢ao
radiativa de um campo fermionico minimamente acoplado a um 3-potencial. A Lagrangi-

ana de interagao é dada por:
Ly =i — gh —m)y. (4.14)
Utilizando agora, a acao efetiva, ja definida para um lago [38]:

eiSef(A) _ p\/D@DTﬂ@lS
¢S / DDyt | Pritid-ap-mu, (4.15)

onde p é uma constante de normalizagao. Temos que,

n

/Daziﬁld@ , /D@z;:ﬁdwi e i/d%:—z, (4.16)

i=1
onde ¢; = i) — gA — m representa os elementos de uma matriz C diagonalizada. neste

caso, podemos utilizar as propriedades de varidveis de Grassmann® na integral (4.15), de

3Para mais informacoes consultar Apéndice B.
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modo que,

iSer(4) pﬁ / i, / dipye™ iz Vicits
i=1
- pg/d%/dwi(l—%cmﬂi)
= Pg/d%/d@/)jvtpiljcﬁ\/d% /vcwz@z@bl
~ =1

=0

= PH% = pdet C. (4.17)

=1
E mostrar que a integragao no campo fermionico é:

eSet@ = pdet(id — g — m). (4.18)

Aplicando agora a fungao Logaritmica em ambos os lados da equagao anterior, temos que

In(eer @) = In(pdet(id — gA — m))
iSer(A) 1&@ = 13@ + 1n(det(\i(?;—q44 —m)). (4.19)
=1 constante P

Desprezando o termo constante e usando o fato de que Indet @ = TrIn(Q)*, temos:
Sef(A) = —iTrin(p — gA —m)), (4.20)

onde o simbolo Tr é o traco sobre as matrizes de Dirac. Utilizando o produto do logaritmo,

a solucao fica da seguinte forma:

g4
(p —m)

— —iTrln(p—m) —iTrln (1 _ )

Sep(A) = —iTrin[(p —m)(1 -

= —iTrln(p —m) —iTrln (1 R0 q_Am)>

1
— iTrln(p— TS 2 (iaS o A
—iTr nép ml—i—z r;n( iq f(p)A) ,
=50,(4) — .

Eng(A)

= S(A)+ 5(A) (4.21)

4Para mais informacoes sobre esta propriedade consultar Apéndice C.
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onde,

(p—m)’

é o propagador fermionico associado a teoria.

St(p) = (4.22)

Uma vez que o termo ng(A) é independente do campo de calibre, e sabendo que

5

o termo de CS é uma forma bilinear ® em A,, vamos restringir nossa atengao para esse

o

termo quadratico de A, na agao efetiva. O termo da expansao que vai contribuir para a

inducao do termo é:

SI72(4) = “L (S (5) S () ). (423

Entao, para mover S¢(p) em (4.23) para a esquerda devemos usar a relagao chave do

método de expansao derivativa [39]:

A)S1(p) = (Sy(p — id) A(x)) (4.24)
de modo que,
SIFAA) = ZoL TS (o)™ (S5 p — i) Ao A) (1.25)
onde,
Sy(p —id) = m (4.26)
Agora, expandindo o termo S;(p — i@) em ordens derivativas [40], [41], temos:
— i1 1
O = G T w
1 1 1 1 n>4
GG g gm0
Silp—id) = Si(p)+ S;(P)IS(p) + Ss(p)PS;()IS () +
S5(p)S;(p)BSy(0)BS (p) + O(F"). (4.27)

Aqui, vamos considerar apenas o termo de primeira ordem na agao efetiva do termo de

CS usual, de modo que:

2

Si72(A) = =T (S5 () (S (P)PS (p) Aa) ). (4.28)

5Uma forma bilinear é o produto interno de dois tensores que podem ser representados por uma

combinacgao linear.
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Considerando X um operador que depende das matrizes de Dirac, seu traco total
¢ definido da forma usual [42]:

TrX =tr) (d|X|d), (4.29)

al

onde tr indica o trago sobre as matrizes de Dirac. Assim, as relages de fechamento ou

completeza nos espacos da posicao e momento sao dadas por

/ P |2) (2] (4.30)
d3p
[ sl (1.31)

Neste caso, temos que:

TTX = trZ/dgx (d'| X |z) (x| a)
= trZ/de (a'| X |x) Oar

- /fl/ ; (] ) (ol X I)
= tr [ d'z X (] p) (pl @)
3 d3
pu— 4; 2
tr/d:p/(Qﬂ)gX, (4.32)
onde (z| p) = e?” e (p| x) = e~P*. Assim, a partir de (4.32), a agao efetiva torna-se:
n= _lq
Seri(A) = d’z P)Y*S;(P)PS;(p) Aadl)
—i
= T e P S ()7S 1 (P)")(0.A0) A
]auﬁ g
_ _Zq 3. Toup
= 5 Az I (0,Aq)Ap (4.33)

4.2.1 Calculo do tensor de auto-energia

O tensor de auto-energia I°*% ¢ escrito como

1 = [ (S0 "), (4.31)

no qual,

i (ptm) i(ptm)
S0 = T G m) T ) (4.85)
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Agora, substituimos S¢(p) na integral do momento (4.34), obtemos:

Jons _ —m/ (d?’p (p+m)y(p+m)y(p+ mpry’®

o Eam (4.36)

Manipulando o numerador da integral, temos:

A=(p+mn(p+mntp+mn’ = Prp+mpy™ +my*p+
m* Y)Y (p +m)y”

= [({p;7"} =Py +
m{p, 7"} +m*y ]y (p+m)y’. (4.37)

Utilizando a propriedade de dlgebra de Clifford: {p,7*} = 2p®, o numerador toma a

forma:

A = 20" (p+m)y’ — (" —m*)y* (P + m)y’
= 20y P F2mp Py’ + 2mp Ay + 2mPptate —
0
-0 =
70" = m)y Py’ —m(p® = m?)y g
-

= 2mp™{p. 7"}’ — m(p® — m?)y* 4"

= Amp°p'y’ —m(p* — m*)yy"y (4.38)

Os termos de poténcia impar do momento sao zero, uma vez que a integral definida de
uma fungao impar em um intervalo simétrico é nula. Além disso, os termos que sobre-
vivem no numerador A, contribuem para o aparecimento do tensor Levi-Civita, oriundo
da propriedade tr(y*y*y?) = 2ie®# em 2+1 dimensdes, que é um fator crucial para a
indugao do termo de CS.

Neste ponto, devemos substituir (4.38) em (4.36), e encontramos,

43 AmpPpt~B — 2 2\~ kA B
Jons _ _m/ p_Amppty” —m(p® —m)yya " (4.39)
Gr)? 0 — )
Através do uso das seguinte identidade do traco das matrizes gamas: tr(v?) = 0 e

tr(y2y#yP) = 2ie*8 | a integral anterior se reduz a

d3p 1
apfB __ apf
1998 — oo / S (4.40)
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Essa integral faz parte do grupo integrais de Feynman regularizadoras da dimensao no

espaco de Minkowski, a qual podemos calcular da seguinte forma:

/ dp 1 (=1)"iT(n—3/2) 1
(

2m)3 (p? — m2)n - (471')3/2 T'(n) (mg)n_3/2 (4.41)

11

Entao,

1
[o48 = _omeons 8; Tl (4.43)

Portanto, utilizando o resultado anterior, a acdo de Chern-Simons induzida (4.33) torna-
se:

— 3,. aup
SCS 87T|m|/dm€ A 8A5 (444)

Esse resultado é o termo de Chern-Simons comutativo e bilinear no campo de calibre, o
qual indica a interagao de férmions com um campo de calibre. Esse termo possui ainda
quebra de paridade (P) e inversao temporal (7), assim como o termo de massa da QED.
Podemos concluir dai a relagao do termo de CS e a QED massiva, o de que se encontram

no mesmo grupo de simetrias discretas.

4.3 Inducao da Acao Efetiva de Chern-Simons em
Altas Ordens Derivativas

Nesta secao iremos induzir o termo de Chern-Simons do mesmo campo fermionico
massivo abordado anteriormente na equagao (4.14), sé que agora em altas ordens deriva-
tivas. Podemos comecar a partir da acao efetiva bilinear no campo calibre, deduzida na

secao anterior:

SI72A) = T2 (5,(0)77(5p — i) A ), (4.45)

e considerar a expansao

Si(p—i@) = Sp(p) + Sy(p)@S(p) + Sp(p)PS;(p)DS(p) +
S;(p)@S(p)3S;(p)PS(p) + O@F"Y). (4.46)
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As poténcias derivativas do termo de CS precisam ser impares (se a paridade é violada,
o tensor de levi-civita surge) e das extensoes de ordem mais baixa, o termo mais 1til é
Si(p)@S¢(p)@S(p)@S(p) devido & comparagdes com a gravitagdo topélogica massiva em
terceira ordem derivativa. Assim, temos:

;2

Si*(A) = =T (Sy ()" (S () Sy (VIS (P) IS (p) ). (447)

Utilizando a propriedade de traco

d3
X = tr / &z / (2753)(, (4.48)

a acao efetiva fica da seguinte maneira:

S = S [ [ SRS (5,000 ()05 () () A

— 2"1 /d?’xfr/(;lTp;g (7 D)V S (PN S (D)7 S (D)7 S5 (0)7%) (0,0, 03 Aa) A

~~
JopvAp

2
- ;q / dBI(9,0,01 Aa) As. (4.49)

4.3.1 Calculo do tensor de auto-energia

Partindo da integral definida

e —n [ B (0S5 02 ) 07 917, (450)

e usando o propagador de férmions associado a teoria,

_ i(p+m)

Sy(p) W —m2)’ (4.51)
a integral do momento fica da seguinte forma
3 + « + 0 + v + A T B
oA _ i / dip P+ mN(p+mn(p+m)y(p +m)y (P +m)n”") (4.52)
(2m)? (p* —m?)®
Definindo agora os termos A, B e C como:
= (p+m0*(p+m, (4.53)
= (p+mny"(p+m, (4.54)
= (p+m)’, (4.55)
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tal que:

A = (Pp+my*(p+m)”
= PPy Hmpyyt m e+ mty
= {p."} =Py + mfp. I+ mPt
= (2p™ — PPy + 2mp™t + mPyoH
= 2P =P+ 2mpty 4wy

= 20°(p+ mn* — (p° — mP)y . (4.56)

B = (p+m)(p+m)y

= 20°(p+m)y* — (p° —m?)y (4.57)
Obtemos que A - B - C seréa:

A-B-C = [20°(p+m)" — (p* —m*)y*y"]-
20" (p + m)y(p +m)y” — (p* = m?)y" A (p 4+ m)y”)
= AP (p+m(p+m)V P+ m)y +
2p%(p* = m®)(p + m)y Y P+ m)” —
2p" (p* — m?)y " (p + m)y (P + m)y” +

(»* = m*) Yy p + m)y” (4.58)

Como vemos, o termo A - B - C' esta subdividido em 4 termos algébricos, os quais

podemos definir como:
A-B-C=a+b+c+d, (4.59)

sendo,
a = Ap°p"(p+my"(p+m)y(p+m)° (4.60)
b= 2p°(p" — m*) (P + m)y Y (P + m)y” (4.61)
c = 2p°(p* — m2)70‘7"(p + m)vA(;yﬁ + m)y” (4.62)
(4.63)

d = (p* —m*)y Yy p+m)y’.
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Podemos ainda simplificar a, tal que:

Ap°p” (p + m)y*(p + m)y(p + m)y”

N

-

Ap*p¥ [2p" (P + m)v — (p* — m*) Y (p + m)y

8pp"p" (P + m)y (P + m)y” —Ap®p” (p® — m*)V N (p + m)y”

N

-

16p“p"p"p*(p + m)y” — 8p°p"p* (p* — m*)yy’ —

Ap*p* (p* = m) vV (p + m)’. (4.64)

Levando em conta o tr(7” = 0) e eliminando os termos fmpares em p, temos:

Para b, obtemos:

a = —4m(p* —m?)p°p"y"v". (4.65)

b = 2p°(p* — m?)(p+m)y NP+ m)y”

= 2PV H2mpp ey +

~~
=0

2mp*p* VY + 2mPp?pt iy —

=0

2mp Py y y py” —2mppyty ity —

=0

2mP Py — 2miptatyt
-0
= 2m(p® — m*)p® Py v + )

21%777”75
= 4m(p? —m®)ppiyrya, (4.66)

onde os termos Tmpares em p sao nulos. Usando o fato de que fungoes impares em intervalos

simétricos sao nulas e usando as propriedades algébricas das matrizes gama, obtemos:

= 97 = m*)y (p+ m)y P+ m)y’

-~

= =2p"(p> — m* (2 NP+ m)y’ — (0 — m* )M

= —4m(p® —m?)p"p oy, (4.67)

d = (p* =m* )y +m)y’
= m(p® —m®)P (4.68)
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Entao, substituindo (4.65),(4.66),(4.67) e (4.68) em (4.59), temos:

A . B . C — _4m(p2 _ m2>p0lp1/,y,u,7)\,y,3 + 4m(p2 o m2)pap>\7“’yy76 .

v, A« v A B

Am(p® — m®)p’ Py P + m(p? — m?)Py oty Ny

a A B

= —4m(p® — m)p"p’ Y Y+ mp® —m?)Pn Y e (4.69)

Os dois primeiros termos sao iguais, e por isso se anulam.
Neste ponto, devemos usar a propriedade tr(y*y#y"7 y,) = 2ie"™ e tr(y2y %) =
2ie“ e fazendo a mudanca de indices mudos o <+ v e B < ), chegamos ao seguinte

resultado:
A-B-C = —8im(p* —m*)p'p”’ e + 2im(p* — m?)*nH e’ (4.70)

Inserindo (4.70) na integral de momento (4.52), obtemos:

dp (p* —m*)n" — 4"
auvA\pB __ alf
I = —2me / n)? = ) . (4.71)

Essa integral é resolvida novamente pelas integrais de regularizacao dimensional de Feyn-

man no espaco de Minkowski em 241 dimensoes:

/ &p 1 (—1)% T(n—3/2) 1

Crp 7~y S YO T
—1 1
= —_—— 4.72
n=4 8w dm? | m | (472)
/ d’p P _ )i (e —5/2) 1
Crf @omr R T
N
=4 ———F¥. 4.73
n=4 81 24m? | m | (4.73)
Substituindo esses resultados em (4.71):
dp [—i 1 i nkv
[a,ul/)\,B = -9 01)\;3/ - _—
me (27)° |8rdm? [m | | 87 24m? |m |
1 1
= ————— eV, 4.74
81 6m | m |77 ‘ (474)

Portanto, usando a agao efetiva (4.49), o termo induzido de CSE é:

2
2+1)d — q v
SE = em) i [ e (0,004, 4,

2
- q

= 2m)'—— [ I’z (00,4, A

em) " g [ e 04,

= (2m) 'k / >z € A,0\0A, (4.75)
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onde

q2

"= m|

(4.76)

¢ uma constante numérica adimensional independente do método de regularizacao uti-
lizado e m é a massa do modelo. Note que, se usarmos uma integracao por partes na

expressao acima, encontramos:

Sesg” = —@m)7'x / d*x X00,A,0"0\Ag
SE = —(am) e [ @ A0, ()
onde
~ 1
Aa = _eale,uy’ (478)

2

depende localmente do tensor eletromagnético e nao do potencial, e desse modo nao ¢é
largamente invariante de calibre.

Portanto, concluimos que a adicao de duas ordens derivativas induz o termo de
Chern-Simons em um espago tridimensional. Isso se deve ao fato de que o termo s6 é
induzido em paridade e inversao temporal impar, pois desta forma obedecem ao grupo
de simetria discreta do termo massivo da QED241)q [31]. E importante salientar que, a
indugao do termo de Chern-Simons obedece o teorema de Colleman-Hill [43], que diz que
somente a correcao radiativa de um lago é capaz de induzir termos de massa topoldgica
em (2+1) dimensoes, caso contrario ndo obedece o teorema. As violagoes de paridade
deste modelo tém consequéncias diretas em modelos de matéria condensada, tais como:
interacao de vortices e particulas em supercondutores, anomalias em cristais, efeito Hall
Quantico Fracionario, supercondutividade em altas temperaturas. Além disso, o termo
de Chern-Simons acoplado ao campo de Maxwell gera massa para os campos de calibre,
sendo essa uma caracteristica similar ao campo de Higgs, s6 que para sistemas de matéria

condensada [44].
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Capitulo 5

Os Efeitos da Temperatura Finita
sobre a Acao efetiva de
Chern-Simons em Altas Ordens

Derivativas

Neste capitulo iremos investigar quais os efeitos da temperatura finita sobre o
processo de inducao radiativa da acao efetiva de Chern-Simons em altas ordens derivativas.
Neste sentido, admitiremos que o sistema esta em contato com um reservatério térmico.
Ao fim desse processo, usamos a acao efetiva resultante para construir uma nova teoria
térmica que abra a possibilidade de analisar as excitacoes dos campos de calibre neste

regime.

5.1 A Acao Efetiva Induzida em Temperatura Finita

Para induzir o termo de CSET, devemos usar o formalismo imaginario. Neste
formalismo, nés mudamos do espaco de Minkowski para o Euclidiano através da rotacao

de Wick': z, — iz, py — ipy, [Pz — i [Pz e [dPp — i [d®p. Através desta

'E uma rotagio por um angulo de 7/2 na coordenada temporal da métrica de Minkowski [28].
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transformacao, a acao Euclidiana? é:
SE“C(A) = iqu/deea’\B(auayakAa)Aﬁ X

/ d*p  (p® + p§ + m?)o" — dptp”
(2m)3 (p* + p3 + m?)*

Aqui, vamos assumir que o sistema esta em equilibrio térmico, com 7" = 1/5. Neste caso,

(5.1)

podemos utilizar o formalismo de Matsubara® para férmions, o qual consiste em tender
Po — wy, = (n+1/2)2/m e substituir a integracao da componente temporal do momento por
uma soma discreta (1/27) [dpo — 1/, [46]. Além disso, implementamos a translagao

das coordenadas do momento p* — p* + pod®*. Desta forma,

" = (7" + podou) (B + pod™)
= PP + pad® 6% + ppod®™ + PHpoed”, (5.2)

—0

onde os termos p* e p¥ sao poténcias impares na integragao, e por isso sao nulos.

Considerando agora, a covariancia sobre as rotagoes espaciais

P
pp’ — 5((5‘“’ — 5050, (5.3)
Substituindo esse resultado na equagao (5.2), concluimos que:
_2
php” = %(5’“’ — §OEY RSOt (5.4)

Note que ao aplicarmos todas as informagoes anteriores na agao efetiva Euclidiana (5.1),
os efeitos térmicos do modelo obedecem a seguinte estrutura:
SE“C(A) = img¢* / dre*(0,0,00A0) Ap X

/ d3p (132 + Mi)élﬂ/ - 2ﬁ2(5uu - 50u50u) - 4]%50#601/
(27)? (p” + M3)*

= imq2/d3xe°"\ﬁ(8 0,00An)Ap
/ dpo / M) — 216" + (2p* — 4p§)doudon)]

(p? +M2)
+oo —
_img® 3. a3 ) (92 1 B 2p
= 5 [ {@‘M Aﬁn_zoo/ s [Ty~ wam)
+o0
p?/2 — M? +m?
420N A0) Ay Z/ { /p L ]} (5.5)

2A métrica de Minkowski, n*¥, torna-se a métrica Euclidiana 6" apés a rotacao de Wick.

3% a discretizacao da coordenada temporal do momento py. Isso acontece por causa da funcao de
particao que exige que os campos sejam periddicos no tempo, e os valores permitidos sao denominados

frequéncias de Matsubara [45].
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onde

2) p?

Note que, a agao efetiva FEuclidiana possui integragoes no espago dos momentos p. Es-

1\? 47
M?=pi+m? = (n+—) = om2 (5.6)

tas podem ser calculadas utilizando as integrais de regularizacao dimensional em duas
dimensoes no espaco Euclidiano. Desta forma, temos

@p 1 1 T(-1)
/(2ﬂ)2(152+M3)l T Imr()(2)t (5.7)

1 1

=3 87 (M2 (5.8)
1 1

l=4 127 (A2 (5.9)

ey PP 1 (-2
/(27r)2(p2+Mg)l = TR (5.10)

=4 ﬁ@ (5.11)

Substituindo (5.8), (5.9) e (5.11) em (5.5), obtemos que:

. 2 —+o00
Euc _ tmq 3 . a)3 9 i 1 _ 1 1

+oo
, 11 1 M 1 m
Wit 3 it~ o +

+o00
2 1

_ iq . a3 /d?’xea)‘ﬁ 1(828)\AQ)AB Z
16m2m | m | 3 S~ [(n—k%)Q—i—aQ}

+oo 1 4 +oo az }

5 — 2(833)\AQ)A5 X

2 ARt DD R (5.12)
n=—o0 [(n+§) —|—a] n=—o0 [(n+5) +a}
onde a = mf/2n. De onde obtemos os seguintes resultados para as somas sobre as

frequéncias de Matsubara

+o00

Z 12 5 = —27T3 [tanh(7a) — Tasech?(7a)] (5.13)
w0 [(n+1)" +a2] a

0 a? = _87T3 {3tanh(ma) — [3 4 2ma tanh(wa)]masech®(ra))5.14)
n=e [(n+1)" + @] a
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Neste ponto, substituimos (5.13) e (5.14) em (5.12), encontramos a ag¢ao de Chern-

Simons estendido em temperatura finita:

iq? 1

Seser) = Textm [m|

[ 2@ oA Aup (@) - @B0sA) Apgla)). (5.15)
na qual as quantidades f(a) e g(a) sdo fungdes térmicas escritas respectivamente como:

f(a) = tanh(ma) — wasech?(ra) (5.16)

g(a) = 4(ma)?* tanh(ma)sech?(ra), (5.17)

Estas representam, nessa ordem, a parte covariante e nao covariante da acao térmica de

CS. A analise assintética dessas fungoes é dada da seguinte forma,

15} — ta)
— 9(a)
1.0}
0.5}
L L L L L L L L L L n . a
0.5 1.0 15 2.0

Figura 5.1: O comportamento das fungoes térmicas f(a) e g(a).

Analisando as curvas e sabendo que a oc 1/7T", temos:

fla—=0)—=0 (T'—> o), fla—o0)—=1 (T —0); (5.18)

gla—0)—=0 (T"—00), gla—o0)—0 (T —0). (5.19)

Claramente vemos que, s6 possuimos contribui¢do da parte nao-covariante, g(a), em tem-
peratura intermediarias, em temperaturas infinitas e zero a funcao desaparece. Para a
parte covariante, f(a), ndo temos contribuicao a temperaturas infinitas, temos contribui-
¢oes somente em fases intermediarias e em temperatura zero, onde a acao se comporta de

acordo com o resultado obtido na secao anterior.
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5.2 Modelo Efetivo Térmico

Nesta se¢ao, faremos o estudo da dinamica do termo de CSET em conjunto com o

campo de Maxwell. Assim, a Lagrangiana deste modelo é dada por

1

onde o terceiro termo da Lagrangiana é a parte nao-covariante da acao induzida de CSET,
que surge devido a efeitos térmicos do campo.

Sabemos também que este modelo é invariante de calibre e por transformacoes de
Lorentz. Logo, através da equagao de Euler-Lagrange e da identidade de Bianchi, j& vista

anteriormente, temos:

O F’ + fy(n) ¢ 9, 0A, + = ( ) 0,05 A = 57, (5.21)

onde
05 F,, = 0. (5.22)

Além disso, podemos explicitar os tensores e escrever trés equagoes bidimensionais:

OE = p+MDB+Ma§B (5.23)
m m
B = —jm B 41 1) ampg, 4 910) €O Ey (5.24)
m m
€moE,, = —0B (5.25)

As equacoes da onda dos campos elétrico e magnético e os potenciais vetor e
escalar sdo obtidos através de (5.21) no calibre de Lorenz e da liberdade de calibre da

eletrodinamica de Maxwell. Assim, obtemos o seguinte conjunto de equagoes:

m m m m
(D N fla )D2 (a; ag) o _fqg? ém; fn) ™R — 0™ p — 0og"5.27)
O (D + LC;)W + &?33) > = —Melmé’zDJm — Me’”‘@z@%jm +0p  (5.28)
m m m m
m m

Portanto, observamos que a divergéncia do campo elétrico (5.23) e a circula¢do do campo

magnético (5.24) em temperatura finita, geram uma variagao temporal de segunda ordem
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no campo elétrico e no campo magnético, que decrescem até zero em T' = 0. As equagoes
da onda do campo elétrico (5.27) e potencial estético (5.28) possuem novas distribuigdes de
corrente que variam com o tempo, e o campo magnético e 2-potencial vetor possuem novas
densidades de cargas atuando como fonte. E facil ver que, todas essas novas modificagoes
que surgem em temperatura finita do modelo de MCSE sao obtidas simplesmente fazendo

O/m — f(a)O/m + g(a)d2/m.

5.2.1 O propagador térmico

Neste ponto, vamos construir o propagador térmico do modelo de MCSET, a fim de
ganhar informacoes sobre a interacao entre os campos de calibre e a implicagao do termo
de CSET na geracao de massa dessa dinamica. Assim, através de (5.21), encontramos o

seguinte operador de Euler:
OrpA™ = Js, (5.30)

onde

f(a) e/gl,,ﬁ”D + f(a)

= Onen — (1 — EASA Y o2 31
O,{g Nk ( C)&ﬁg+ o - 65,,,{(9 (90, (53 )

no qual foi introduzido um gauge de fixagao g(@oflo‘)2 para garantir sua regularidade,
ou seja, para fazer o operador inversivel. A equacgao diferencial (5.30), transforma-se da

seguinte forma:
Ops(x — )G (v — 2') = 676P (x — o). (5.32)
Utilizando 0,, — ip,, obtemos a equacao anterior no espago dos momentos:
(=01 + (1 = Q)pups — %(pr (@) +pg9(a))ensn0’]G™ (p) = 6. (5.33)
Entao, aplicando o ansatz
GP(p) = AP + BpPp? 4+ Ce?*p,, (5.34)
na equagao (5.33) e realizando alguns célculos algébricos, obtemos:
—p* A5 + %(ﬁf (a) + p39(a))CO7 — p*Bpep” + (1 — Q) Apup™ + (1 = Q)p*Bpup” —
(5 f(a) + Ro(a)) Ot — (07 (a) + B9 @) Ase b — p*Cies” " +
(1 = O)Cpupse™ o — %Beﬁgup”pﬁp” =0, (5.35)
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Podemos determinar os coeficientes A, B e C' através do seguinte sistema de equa-

goes:
(- L)+ et ) 5 =)
PB - QA+(1- OPB - L@+ e@)C|pa7 =0 (530

i
— (L0210 + o)A+ #C ) oo =0,

\

onde o sistema resolvido oferece a seguinte solucao:

1

(2 = L f(a) + pg(a))?)
B = -1y !
rt o p?(p? — = (p*f(a) + pig(a))?)
- i(p*f(a )+pog( )
€= - L0P@) +pe@)?) (537

Logo, substituindo (5.37) em (5.34), encontramos o seguinte propagador:

A:

By By By
GBY(p) = — Ui _pp p°p
®) 7= L@ @) PP = L@ < Re@))

im~'p~?(p* f(a) + pg(a))e”*p,

(5.38)
(p? = 7=z (P?f(a) + pig(a))?)
E no seguinte calibre,
2 2 2
m
os termos centrais do propagador se anulam, e este fica da seguinte forma:
By g —1,—2(,2 2 Bya
a(py = T pil(pzf (a) +pgg(a))62 Po (5.40)
(p* = [m~(p*f(a) + pg(a))]?)
Note que o denominador na expressao anterior pode ser reescrito como,
1 1 1
=——+ , 5.41
R T DR O I Y PR o)
p 2f(@)+p39(a)

de maneira que, analogamente ao modelo MCSE, é possivel descrever dois grupos de

excitagoes do campo de calibre. Um grupo, independente da massa:
By =+p], (5.42)

e outro grupo, que além de ser massivo, depende explicitamente das funcoes térmicas:

VA E VR L@

h(a) ’

By = (5.43)
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onde h(a) = f(a)+ h(a) e as quantidades A\; e Ay s@o descritas, respetivamente, na forma:

m2

Moo= fl@h(@)] P+ 5

Yo o= [FP(FP+m?). (5.45)

(5.44)

Note que, no limite em que a temperatura tende a zero (7' — 0), as excitagoes sao restau-
radas. Por outro lado, quando consideramos o limite m — 0, as excitacoes permanecem
dependentes das fungoes térmicas. Este efeito ndo é observado quando | p'|— 0, e assim,

podemos concluir que o efeitos térmico e dinamico estao intimamente correlacionados.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

No presente trabalho de dissertagao, estudamos algumas caracteristicas da exten-
sao derivativa do modelo de Chern-Simons eletromagnético. Apresentamos um estudo
detalhado das propriedades fundamentais desse modelo, quando associado a eletrodina-
mica de Maxwell. Contudo, nosso foco principal foi o de investigar a possibilidade de tal
termo ser induzido quanticamente ao nivel de um lago na QED em (241) dimensoes do
espaco-tempo. Mostramos que tal processo é possivel nos regimes de temperatura zero e
finita.

No ultimo regime de temperatura finita, encontramos duas contribui¢oes: uma co-
variante e outra nao covariante de comportamentos diferentes. Nestes casos, temos que
a parte covariante é restaurada quando a temperatura tende a zero, e a contribuicao
nao covariante tem valores maximos somente em temperaturas intermediarias. Por outro
lado, ambas as contribuicoes tendem a zero quando a temperatura ¢é infinita. O fato é
que a covariancia do sistema é fortemente quebrada pela contribuicao nao covariante em
alguns regimes intermediarios de altas temperaturas. Este efeito representa situacoes de
teorias onde tanto a componente temporal e a espacial do momento possuem comporta-
mentos diferentes entre si, tais como o que acontece na gravidade de Hotava-Lifshitz [47].
Destacamos também, que a acgao efetiva oriunda das correcoes quanticas a temperatura
finita, abre a possibilidade de se construir uma teoria de calibre termal a qual vincula as
suas respectivas excitacoes a determinadas funcoes dependentes da temperatura. Assim,
podemos concluir que a excitacao de fétons livre é independente de temperatura e a exci-
tagao massiva tém forte dependéncia das fungoes térmicas f(a) e g(a). Esta investigacao

também representa um importante resultado do trabalho.
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E por fim, relatamos que algumas investigacoes relacionadas ao presente trabalho,
podem ser aplicadas perfeitamente na gravitagao, neste caso, via elaboragao de um novo
modelo de Chern-Simons Gravitacional em altas ordens derivativas. Isto pode ser também
direcionado a teorias que violam a simetria de Lorentz via operadores derivativos, tais

como o modelo de Myers-Pospelov [48, 49].
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Apeéendice A

Propriedade das matrizes de Dirac

em (2+1)d

As matrizes gama de Dirac em (2 + 1) dimensdes sao:

e
[

V= o = : (A1)
onde, o', 0% e 03 sao as matrizes de Pauli. As matrizes gama satisfazem a seguinte relacao
de anti-comutagao: {y*,v"} = 2n**, com n* = diag(1,—1,—1).

A notacao tr indica os tragos sobre as matrizes de Dirac e I é matriz identidade

2 x 2. Desta forma, obedecem as tteis relacoes de traco:

{p.7"} = 2" 2
{7y = 2 3

Y = 3l 4
Y% = ="

(=)

VY = 2

J

VAN A Y = 29T = (20 + 4AP)
tr(I) = 2

e = e
\_/\_/\_/g\_/\_/v

oo
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tr(y*) = 0 (A.9)
tr(y#yPy") = 2ie” (A.10)

(v %) = 20+ =0 n™) (A.11)
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Apeéendice B

Integracao gaussiana em variaveis de

Grassmann

Para avaliar integrais de caminhos de Feynman envolvendo férmions, precisamos
de um analogo que resolva o operador de Dirac, e por sua vez respeite a estatistica
de Fermi-Dirac. Varidaveis que obedecem essa propriedade sao denominadas wvaridveis
de Grassmann. O resultado da integracao em varidaveis de Grassmann sao dadas pelo
determinante do operador de Dirac. Este apéndice tem como motivacao provar esta
relacao, e esclarecer algumas propriedades dessas variaveis anticomutantes.

Definindo £ e x como varidveis de Grassmann e ¢ uma variavel complexa, estas

obedecem as seguintes relagoes:

(X} =0, {&x}=0, {€x)=0, [6.c=0, /dé—O, /d&&—l,

[ [axae -1 (B.1)

Como primeira aplicacao, podemos calcular a integral gaussiana simples:

[ [agees = [ag [aga-gar jeer -5

— T
= [Jae [aca-ec
= [ [ e = (B.2)

onde a série é finita por que os termos £2 = 0.
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Vamos realizar uma integracao introduzindo um fator ££*:

[ [asce = [ae [ag e +ggee) -1 (B.3)

Desta feita, precisamos integrar em n-varidveis de Grassmann, sendo D¢ = [[I_, d¢;,

D¢* =11, d& e Cy =[], ci uma matriz diagonalizada, segue entdo que

/ DE* intDE e ¢ it = / D¢* / DE(1 — €°Cy6) (B.4)
~ [pe [pescs [pe [pece ®s)

> ~
= Cy= ﬁc = detC (B.6)

i=1
Desta forma, concluimos que o determinante do expoente da funcao exponencial

em variaveis de Grassmann ¢é a solugao.
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Apéndice C
Prova da igualdade Indet () = TrIn (@)

Seja uma matriz diagonal definida

pr o0 0

0 - pn

e Q = e, entdo aplicando funcao logaritimica em ambos os lados, temos:

P=mnQ (C.2)
Assim, () também é diagonal:
epl [ O ql e O
Q= = : (C.3)
0 ... ebn o --- Qn

Finalmente, podemos ver que:

Indet@ = lanZ-

= lneXiPi = Zpi

= Trin@ (C4)
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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento de um campo escalar real, defeitos
topoldgicos e nao-topolégicos. Para tanto, utilizamos o método proposto por Bogomol'nyi-
Prasad e Sommerfield, o qual permite encontrar as solucoes das equacoes de movimento
de uma teoria classica de campos, por meio de equagoes diferenciais de primeira ordem
provenientes da minimizacao da energia. Estas solucoes sao chamadas de solucoes BPS.
Revisamos também a aplicabilidade do método BPS para modelos envolvendo dois campos
escalares reais. Além disso, estudamos em detalhes os chamados métodos de deformacao
e de extensao de modelos. O método de extensao de modelos que até entao era aplicado
em teorias descritas por dois campos escalares, neste trabalho é ampliado para descrever
modelos de trés campos escalares com solucoes analiticas. Outro ponto fundamental
desse trabalho foi construir um novo procedimento, baseado nos métodos de deformagao
e de extensao, para gerar uma série de novos modelos analiticos. Este procedimento nos
permitiu generalizar um sistema de dois campos escalares que envolve termos quebra de
simetria de Lorentz.

Palavras-chave: Campos escalares - Defeitos topolégicos - Método de extensao

de modelos - Modelos de trés campos escalares - Quebra de simetria de Lorentz.
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Abstract

In this work we study the behavior of a real scalar field, topological defects and
non-topological. Therefore, we use the Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield method, which
allows us to find the solutions for the equations of motion of a classical field theory, by
using first order differential equations related which the minimal energy of the system.
These solutions are called BPS solutions. Here we also review the applicability of the
BPS method in a two scalar field theory. Moreover, we discuss in details the deformation
and the extension methods. The extension method which was applied to construct two
scalar fields models up to now, is improved to generate new three scalar fields models with
analytical solutions. Another key point of this work is the construction a new procedure
based on the deformation and the extension methods, in order to generate new analytical
models. Such a procedure allowed us to generalize a two scalar fields system involving
Lorentz symmetry breaking terms.

Keywords: Scalar fields - Topological defects - Extension method - Three scalar

fields models - Lorentz symmetry breaking terms.



Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas fisicos modelados por campos escalares reais ¢ muito im-
portante em varios ramos da fisica. Isto se deve, principalmente, ao fato dos campos
apresentarem o fenomeno da quebra espontanea de simetria que é de extrema importan-
cia na compreensao de fenomenos ligados a fisica de particulas e a matéria condensada,
por exemplo.

Em geral, modelos envolvendo dois campos escalares sao mais interessantes do
que os modelos de um tunico campo, isto se deve ao fato desses modelos serem mais
sofisticados e de grande interesse para a ciéncia nao -linear. Todavia, uma das dificuldades
de se trabalhar com este tipo de modelo diz respeito a integrabilidade das equacoes de
movimento.

Para resolver este problema podemos recorrer ao método das orbitas tentativas
proposto por R. Rajaraman [1] em 1979. Outro procedimento bastante interessante foi
proposto Bazeia et al. em [2], para investigar estes tipos de modelo. Com esse método
também é possivel obter uma vasta quantidade de novos modelos com solugoes analiticas
e de grande interesse fisico.

O objetivo deste trabalho é ampliar o método de extensao de modelos [2], que até
entao descreve modelos de dois campos, para modelos de trés campos escalares reias com
solucoes analiticas. Além disso, desenvolvemos o novo procedimento, baseado no método
de extensao e deformagao [3], que nos permite gerar uma série de novos modelos de dois
campos com solugoes analiticas. Através desse procedimento, foi possivel generalizar um
trabalho no qual o sistema descrito envolve quebra de simetria de Lorentz.

Para melhor compreensao deste trabalho ele sera estruturado da seguinte maneira:



No capitulo 2, faremos uma revisao na qual tratamos de encontrar as equacoes
de movimento para um campo escalar real bem como suas solugoes, usando para tanto
o chamado método BPS [4] e [5]. Mostraremos também que a partir de um potencial
\o* podemos obter solucoes do tipo kink e lump, na qual analisaremos suas respectivas
estabilidades sob a influéncia de pequenas pertubagoes. Além disso, discorremos sobre
modelos envolvendo dois campos escalares onde buscamos, mais uma vez, por solugoes
BPS. Analisaremos ainda um exemplo desse tipo de modelo conhecido na literatura como
BNRT [6], no qual é possivel verificar a dificuldade de se trabalhar com estes modelos
quando ha termos de acoplamento entre campos. Existe alguns métodos para contornar
este problema, aqui, mostraremos o método das orbitas tentativas.

No capitulo 3, revisaremos o método de deformacao, no qual solucées de novas
teorias podem ser obtidas através das solugoes de teorias ja conhecidas. Dentro desta
perspectiva sera investigado os estados BPS de um modelo deformado e em seguida apli-
caremos o método a um defeito tipo kink.

No capitulo 4, apresentamos o método de extensao de modelos. Este método nos
permitir construir modelos de dois campos escalares a partir de um modelo mais simples
representado por um tnico campo escalar. Feito isso, estenderemos o método para trés
campos escalares e o ilustraremos por meio de trés exemplos.

No capitulo 5, estudamos defeitos topoldgicos em quebra de simetria de Lorentz
através de um modelo generalizado proposto por Dutra e Correa [7] em que se utiliza
uma densidade lagrangiana com termos que carregam informagoes sobre a quebra de
simetria de Lorentz. Na sequéncia desenvolvemos um novo método baseado nos métodos
de deformacao e extensao. Este método nos permitira, generalizar ainda mais o trabalho
de Dutra e Correa [7] uma vez que por meio deste, podemos gerar uma série de novos
modelos.

Por fim apresentamos as conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Topicos em Teoria Classica de

Campos

Em teoria de campos, defeito topoldgico é uma solucao de uma equagao diferencial
nao linear com energia nao nula. Fisicamente podemos defini-lo como uma regiao de
transigao entre fases distintas de um sistema, ou seja, é uma regiao onde o sistema muda
suas caracteristicas e/ou propriedades [8]. Neste trabalho focaremos nossas atengoes em
defeitos unidimensionais, que podem ser topoldgicos e nao topoldgicos, esses defeitos sao
conhecidos na literatura como kinks e lumps, respectivamente. A caracterizacao de defeitos
topoldgicos e nao topoldgicos se deve a existéncia ou nao do que chamaremos de carga
topologica.

No capitulo que segue, vamos apresentar alguns conceitos fundamentais de teoria
classica de campos, para modelos de um e dois campos escalares reais. Além disso, uti-
lizando o método BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Somerfield), mostraremos que as solugoes
das equagoes de Eiiler-Lagrange podem ser satisfeitas através de solugoes de equacgoes de

primeira ordem.



2.1 Modelos de um campo

A densidade lagrangiana associada a dinamica de um campo escalar real ¢ é dada

por

£= 10,000 - V(o). 2.1)

onde V(¢) é o potencial que especifica a teoria e ¢, a principio, é um campo em 3+1
dimensoes espaciais.

J& acao do sistema é descrita por

S = / L(¢,0,0)dt d*z. (2.2)

Aqui, iremos considerar teorias de campos relativisticas que obedecem a métrica de
Minkowsky, ou seja, g = diag(+, —, —, —), para sistemas quadri-dimensionais. Ao con-
siderarmos modelos em 1+1 dimensoes, constatamos que ¢ = ¢(z,t), e que a minimizagao
da acao! relativa a variacoes deste campo resulta em

P 0*¢ AV

57 a7t g 0. (2.3)

No caso de configuragao estatica ¢ = ¢(x), a equagdo acima torna-se

d>¢  dV
—_—= . 2.4
dz?  do (24)
A fim de reduzir a ordem desta equacao, vamos multiplicar ambos os lados, por
%, logo
do d? dVv d
dpd'¢ _ dVdg (2.5)
dr dz?  d¢ dx

o que resulta em

1d [(dp\* dV
2 _ 2.
2dx <daz) dr’ (2:6)

consequentemente, ao integrarmos equagao acima obtemos

% = +V2V ¥ C. (2.7)

Lver apendice A



Na proxima secgao veremos que a constante de integracao C deve ser zero para
que a energia total da solucao seja finita. Antes disso, é interessante definirmos o tensor

energia momento (7""), que para o sistema descrito em (2.1) tem a forma

1
™ = 0,00,¢ — g"" L = 0,¢00,¢ — g"” <§8a¢8°‘¢> — V(gb)) : (2.8)
A componente T% do tensor energia momento representa a densidade de energia

e da configuragao, cuja forma explicita é

T = ¢ % (%) +% (%) + V(¢). (2.9)

Deste modo, para configuragoes de campos estaticos a densidade de energia se

torna

=3 (%)2 +V(4). (2.10)

Agora, para encontrarmos a energia total E do sistema basta integrarmos a densi-

dade de energia sobre todo o espaco

o[ [ 38 o

2.1.1 Solugoes BPS

da. (2.11)

O método BPS foi desenvolvido independentemente por Bogomol'nyi em 1976 e
por Prasad e Somerfield em 1975 [4], [5]. Seu objetivo é encontrar solugoes de agora em
diante denominadas solucoes BPS para as equagoes de movimento em segunda ordem, a
partir de equagoes de primeira ordem que surgem da minimizacao da energia. Além disso,
o método permite que encontremos a energia minima, nao nula, do sistema, conhecida
como energia BPS (Eppg). O primeiro passo para encontrarmos a energia BPS do sistema

¢ completando um quadrado perfeito em (2.11)

o= 7 [H(%) v

Como o primeiro termo dessa integral nao pode ser negativo, a energia BPS sera

dxi/:o (%\/W) dz. (2.12)

dada por

Eppg = i/:O (%W) dz, (2.13)

bt



com a condicao
d
d_j = ++/2V(0). (2.14)

Note que se usarmos (2.7) para escrever V(¢) em (2.11), encontramos

B /_:o [(%)2 ~ S e = —0(o0) + /+Oo (%)2 dz. (2.15)

— 0o
Desta forma para que nossa energia total seja finita devemos tomar C' = 0 e

portanto (2.7) é idéntica a (2.14). Podemos ainda definir um potencial positivo definido
da seguinte maneira

V(g) = %Wj, (2.16)

onde W, é derivada da funcao W (¢) conhecida como superpotencial em relacao a ¢. Logo,

nossa equagao vista em (2.14) se torna

d¢

— = +W,. 2.17
o o (2.17)
E a energia BPS do sistema passa a ser
400 dgb
Epps =+ o We | dv=[W[d(+o00)] = W(g(~c0)]|. (2.18)

A partir dos resultados anteriores, podemos concluir que energia minima do sistema
(Egps) nao depende das caracteristicas locais da solucao, mas dos seus limites assintdticos,
ou seja, da forma como os campos se comportam nos extremos.

Como previamente mencionado, outra quantidade fisica importante consiste na
carga topdlogica. Para descrevermos tal quantidade faremos uso do denominado pseudo
tensor de Levi-Civita. Em (1,1) dimensoes, as componentes do tensor anti-simétrico e*”
sao dadas por € = €' = 0 e " = —€! = 1. A topologia aparece no sistema devido
a presenga de uma corrente conservada que para o caso (1,1) dimensées pode ser escrita

CcOomo

Jr = "' 0,,¢. (2.19)
Como essa corrente é conservada devemos ter
8,“]; = 0. (2.20)

Isto implica na existéncia de uma carga topologica Q)7 que pode ser obtida inte-

grando a componente zero da corrente topologica em todo o espaco, ou seja,

Qr = /_+OO JOdx = /_+OO %daz = ¢(0) — P(—00). (2.21)

[e.9] [e.9]



Podemos observar que, assim como a energia BPS, a carga topoldgica s6 depende
das propriedades assintoticas do campo ¢. Além disso, ela caracteriza dois tipos de so-
lugoes, as com carga diferentes de zero, chamadas de topoldgicas, e as com carga nula
conhecidas como nao-topolégicas. Os kinks e os lumps, sao exemplos de solugoes topolo-

gicas e nao-topoldgicas, respectivamente.

2.1.2 Defeito do tipo kink

Em teoria de campos unidimensionais, um exemplo de defeito do tipo kink consiste

na solucao relativa ao potencial

V(g) = 53 - (222)

cuja forma explicita encontra-se na Figura 2.1 onde \ e a sao parametros adimensionais.
Este potencial, conhecido como ¢*, é nao negativo e possui seus minimos globais em
¢ = *a.

Vigl

Figura 2.1: Gréafico do potencial ¢*, para A =a =1, V(¢) = (1 — ¢?)%.

Vamos agora substituir o potencial acima em (2.16) com A = @ = 1, dessa maneira,
obtemos

W, = £(1 - ¢2), (2.23)
com este resultado em maos podemos reescrever (2.17) na forma

% — o (1— ). (2.24)



No intuito de obtermos a solucao da equagao acima, vamos integra-la, ou seja,
do /
———— == [ dz, (2.25)
[oa

¢+(x) = £ tanh(x). (2.26)

o que resulta em

A solucao positiva é conhecida como kink e a negativa como anti-kink, suas formas podem
ser vistas na Figura 2.2 . Além disso, estas solugoes sao ditas topolégicas (carga topoldgica

nao nula), uma vez que ¢(0o0) # ¢(—o0).

P(x)

Figura 2.2: Solugoes tipo kink (linha sélida) e anti-kink (linha pontilhada)

Podemos ainda encontrar a densidade de energia do sistema (Figura 2.3), para
tanto basta substituirmos (2.16) em (2.10) e na sequéncia tomarmos a derivada de ¢ em
relacao a x, logo

€ = sech®(x). (2.27)

J& a energia total deste defeito pode ser obtida integrando a equagao (2.23), esco-

lhendo A = —1 e a = 1, e em seguida substituindo na equagao (2.18), ou seja,

Baps = Wiottoo)] - Wio(-oolll = (1-3) = (<143) =5 @29)



px)

Figura 2.3: Densidade de energia de uma solucao tipo kink.

2.1.3 Defeito do tipo lump

O potencial associado a defeito do tipo lump, conhecido como ¢* invertido, ¢ dado

por

1

V(9) = 501 - 6?) (229)

Este potencial ndo possui minimos globais como pode ser visto na (figura 2.4).

Vigl

Figura 2.4: Grafico do potencial ¢* invertido.

A partir de (2.29) podemos reescrever (2.16) como sendo

Wy = +é/1 — 62 (2.30)

Agora, vamos substituir este resultado em (2.17) e em seguida integra-lo para obter
¢ = tsech(x). (2.31)

9



Estas solugdes (figura 2.5) tem carga topolégica nula ja que ¢(oc0) = ¢(—o0), ou seja,
estas solugoes sao nao-topoldgicas.

$(x)

Figura 2.5: Solugoes tipo lump (linha sélida) e anti-lump (linha tracejada).

E a densidade de energia dada por (2.10) passa a ser
€ = sech?(x)tanh?(z). (2.32)

A densidade de energia da solucao tipo lump esté ilustrada na (figura 2.6). Podemos
notar que a densidade de energia do lump, na origem, é zero enquanto que a do kink é
centrada na origem.

px)

Figura 2.6: Densidade de energia de um defeito tipo lump.

No caso de defeitos do tipo lumps, a energia BPS deve ser escrita como

Epps = [W[p(+00)] + Wp(—o0)]| (2.33)

10



Isto ocorre devido a definicao do potencial como positivo definido. Assim, inte-

grando (2.30) e substituindo na equagao acima, obtemos

_Z (2.34)

W =
w

+

Wl =

Epps =

2.1.4 Estabilidade linear

Nesta seccao, estudaremos a estabilidade das solucoes das equacoes de movimento
através da chamada estabilidade linear ou cldssica. Inicialmente, vamos considerar que a
equagao (2.3) suporte uma solugao estética acrescida de uma pequena pertubagao n(x,t)

na forma
o(xz,t) = os(x) + n(x,t). (2.35)

Note que a pequena pertubacao é dependente do tempo, uma vez que a ideia é
acompanhar sua evolugao temporal para verificar se a solugao é estavel ou nao.

Substituindo (2.35) em (2.3), temos que

P(¢s+m)  P(gs+n)  dV

— | =0 2.36
8t2 81.2 + d(b |¢*¢(x,t) ) ( )
para o caso de configuragao estatica (2.36) se torna
Po,  Pn  dV
— — =+ —p=¢. = 0. 2.37
o o2 T do 6= (2.37)
Se expandirmos % em série de Taylor considerando apenas termos de primeira
ordem de 7, obtemos
av av d*V
ey = — |4 — s 2.38
d¢|¢f¢s d¢|¢f¢s +77d¢2 | o= (2.38)
Substituindo este resultado em (2.37), encontramos
Pn Py  d*¢ AV d*V
— == — 7+ == ——|p=0, = 0. 2.39
0w dar T dg e T agE e (2:39)

Temos ainda, que para o caso esttico a equacao de movimento (2.3) pode ser

escrita como
d2¢ dVv
L =0 2.40
d:c2+d¢|¢’¢s (2.40)

Utilizando este resultado, (2.39) pode ser reescrita na forma

82

n 0% d*V
ot?

O2 + UT&|¢:¢S =0. (2.41)

11



Para resolver esta equacao diferencial podemos usar o método de separacao de

variaveis. Entdo, através do Ansatz
n(z,t) = Z M () cos(wyt), (2.42)

Podemos reescrever (2.41) como sendo

d*ny 2
- dr2 + U@)Tln = Wy, (243)
com U(z) = T [,
A equacao (2.43) ¢ do tipo Schroedinger com —% + U(z) sendo um operador, w?

os autovalores e 7, os auto-vetores.

A partir disso, percebemos que para encontrar uma solucao linearmente estavel
devemos ter w? > 0, caso contrdrio haverd um argumento imaginario no cosseno em
(2.42) que violaria a suposigao de pequena pertubacao.

Nao é dificil mostrar [9] que, solugdes do tipo kink sao estdveis por estabilidade
linear (o menor autovalor encontrado é zero) enquanto solugoes tipo lump sao instaveis

(o menor autovalor encontrado é menor que zero).

2.2 Modelos de dois campos

2.2.1 Solugoes BPS

De maneira semelhante ao que fizemos para um tnico campo, iremos aplicar o
método BPS para dois campos escalares reais acoplados (¢, x). Para um sistema desse

tipo a densidade lagrangiana pode ser escrita como
! 1 ! 1
L= 50u00"¢ + 50.,x0"x = V(4,X) (2.44)

cujas equacoes de movimento, para configuracoes estdaticas, sao dadas por

G VA G

v _Z A7 2.4
dz2  9¢’ dz2 Oy’ (243)

onde V = V(¢, x). Além disso, a densidade de energia correspondente a este sistema é

1 (do\ 1 (dx\?
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Consequentemente, podemos escrever a energia total do sistema como sendo

E:/_:oedx:/_oo [ (Zi) +%<§—;€)2+V(¢,X)] dx (2.47)

Se assumirmos que esse potencial V (¢, x) é positivo definido e o escrevermos na
forma

V(6:x) = (W) + 5 (1) (2.45)

Podemos substituir (2.48) em (2.47) para obter

E= %/_:o [(%)2 + (%)2 + (Wy)? + (WX)2] dx (2.49)

Utilizando agora o método BPS, a equagao (2.49) passa a ser

1 do > dy 2 do dx
E_5/oo (d $W¢)+<d iW) diQ/oo [ W, + W] (2.50)

dx dx
Vé-se que a condi¢ao que minimiza a energia do sistema é

do dx
=AW, e =W (2.51)

E com isso nossa energia total sera dada por

d¢

ou ainda,

Epps = [Wp(+00), x(+00)] = W[¢(—00), x(—o0)]| (2.53)

2.2.2 Modelo BNRT

Vamos agora, buscar solucoes topologicas a partir de um modelo conhecido na

literatura como BNRT [6]. O superpotencial correspondente a este modelo é escrito como
L s 2
Wi, x) = ¢ — 39" —rox (2.54)

com r sendo uma constante real. Para encontrarmos o potencial advindo deste modelo

basta tomarmos as derivadas de (2.54) com relagao a ¢ e x e substitui-las em (2.48), logo
1 212 2 2 222, L o4
V(9. x) = 5(1 = ¢%)" +7(¢" = X"+ 2r°x7¢" + 517 (2.55)
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Além disso, as equagoes (2.51) podem ser reescritas como

do : 9 dx
T (I=0¢"=rx"), e = =FUox (2.56)

Essas equagoes nao lineares possuem solugoes topolégicas nao-triviais que sao ob-
tidas conectando dois estados de vacuos diferentes. Cada par de vacuo conetado por essas
solugoes constitui um setor topolégico.

Veja que para essa teoria V(p,x) =0se x =0 = ¢ =+lesep =0 — x =
+1/4/r, ou seja, os minimos do potencial sao (£1,0) e (0,£1//7)).

Além disso, podemos obter a energia BPS de cada setor topoldgico através da
equagao (2.53), em resumo temos:

Caso 1: (£1,0) —» Epps = %, Um setor topoldgico;

Caso 2: (0,+1/y/r) = Egps = 0, Um setor nao-topoldgico;

Caso 3: (£1,+1/\/r) = Egps = %, Quatro setores topoldgicos.

2.2.3 Meétodo das orbitas tentativas

O método das dérbitas tentativas foi desenvolvido por Rajaraman [1] com o objetivo
de resolver as equagoes de movimento quando ha termos de acoplamento entre dois campos
escalares. Porém, o método possui algumas limitagoes que estao diretamente relacionadas
ao fato das solugoes relativas as equagoes de movimento das teorias analisadas em [1]
serem, em geral, compostas por equagoes diferenciais de segunda ordem. Este problema
foi contornado por [10] onde o método foi adaptado a investigagao de estados BPS, o qual
reproduziremos a seguir.

Para utilizar o método das dérbitas tentativas devemos seguir os seguintes passos:

1° passo: Selecionamos um setor BPS. Isto é feito supondo que os pares de mi-
nimos (¢;, xi) € (¢, xr) sao tais que W(ei, xi) # W (s, xys), tratando-se de um setor
BPS.

2° passo: Escolhemos uma érbita F'(¢, x) que envolva os campos ¢ e x que satis-
faca,

F(¢,x) = 0. (2.57)

Uma outra caracteristica importante a respeito desta érbita, é que ela deve recuperar os

minimos globais do potencial V' (¢, x).
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3° passo: Verificamos se a érbita satisfaz as equacoes diferenciais de primeira
ordem.

4° passo: Utilizamos a érbita para desacoplar as equagoes de primeira ordem e
em seguida a integramos para obter suas respectivas solugoes.

Para se ter uma ideia mais palpavel da aplicabilidade do método, permita-nos
considera-lo aos casos 1 e 3 do modelo BNRT, que correspondem aos setores topolégicos
do modelo.

Caso 1: Neste caso, vamos escolher a 6rbita F'(¢, x) = x = 0, a partir disso, (2.56)

se torna
%:1(1—&), e %:0, (2.58)
cujas solugoes sao dadas por
¢ = tanh(x), x =0. (2.59)
Vamos agora utilizar outra orbita dada por
F(¢,x) =¢" +ax*—1=0. (2.60)

Veja que a orbita escolhida satisfaz os minimos globais do potencial. Vamos, entao,

derivar F'(¢, x) com relagao a x, o que resulta em

dF do dx
— =20— + 2ay—= = 0. 2.61
dx (bd:v + aXda: 0 (2:61)

Substituindo a equacao (2.56) no resultado acima, encontramos
1 —¢* —rx* — 2arx* = 0. (2.62)
Observe que a equagao (2.60) pode ser escrita como
1 —¢* =ax? (2.63)
dessa forma, a equacdo (2.62) se torna
a=(1/r—2)"" (2.64)
Substituindo agora as equagoes (2.60) e (2.64) em
do

L =1—-¢ =1y 2.
. " — X7, (2.65)
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encontramos,
d¢
dx

Portanto, a solugao ¢ é obtida integrando a equagao acima, cujo resultado é

2r(1 — ¢?). (2.66)

¢ = tanh(2rx), (2.67)

e a solucao de x pode ser obtida substituindo ¢ na 6rbita dada por (2.63),

X = £/ 1/r — 2 sech(2rz). (2.68)

Caso 3

Para este caso, vamos escolher a seguinte érbita
F(¢,x) = ¢+ax>—1=0, (2.69)
cujos os minimos sao (£1,0) e (0, £1/7).

Observe que para ¢ = 0 a equacao (2.69) se torna x = 1/4/a o que implica em

Agora derivando (2.69) em relagao a xz, temos

do dx _
T + QTX% = 0. (2.70)

Usando (2.56) e (2.69) na equagdo acima, mostra-se que r = 1/4. Esta drbita

descreve somente as 6rbitas laterais do modelo,
31
W=¢———-0x° (2.71)
3 4
Substituindo (2.69) em (2.56) e integrando, obtemos

6= M ttanh(a2)], = £V3{L— tanh(a/2) (272
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Capitulo 3

Defeitos Deformados

No capitulo anterior discutimos sobre defeitos topoldgicos enfatizando algumas de
suas principais propriedades. Agora iremos investigar o método de deformagao de defeitos,
proposto por Bazeia et al. [3]. Este método consiste em modificar o potencial de uma dada
teoria conhecida, através de uma funcao deformadora, para obter um novo modelo cujas
propriedades podem ser exploradas a partir da teoria inicialmente proposta. O método é

descrito como segue.

3.1 Meétodo de deformacao

Sabemos que a densidade lagrangiana para o campo escalar real ¢ pode ser escrita

CcOo1mo

L= 10,600~ V(6). (3.1)

ao trabalharmos com solugoes estaticas, ou seja, com ¢ = ¢(x), a equagdo de movimento

relativa a tal modelo é

2o _dv

= 35 (3.2)

cujas solugoes sao dadas por

% — 1 2V(9). (3.3)

Vamos entao considerar um outro modelo, descrito por um campo y, com densidade

lagrangiana dada por:
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1 .
L= 50ux0"x — V(x). (3.4)

temos que, para a solugao estdtica, x = x(z), a equagdo de movimento é escrita como

&x _dv
dz?  dy’

a qual é satisfeita por solugoes da correspondente equagao diferencial de primeira ordem

i% = £1/2V (). (3.6)

Considerando ¢ como uma funcao de x, ou seja, ¢ = f(x) tornam-se vélidas as

(3.5)

relacoes

do _dfdy  dy_ 1do

der  dyde ~ dr %%’ (37)

portanto, elevando a segunda equagao de (3.7) ao quadrado, obtemos

onde f,, = df /dy. Substituindo as equagoes (3.3) e (3.6) na equacao (3.8) encontramos

A funcao f(x) é chamada fungao deformadora. A equagao (3.9) nos da a conexao

(3.9)

entre os potenciais do modelo deformado e nao deformado. As solucoes do novo modelo

podem ser obtidas pela inversa da fun¢ao deformadora, isto é, por
x(z) = fH(g(x)). (3.10)

3.2 Estados BPS do modelo deformado

Iremos agora estabelecer a relacao entre os estados BPS nos dois modelos. Con-
siderando que V(z) é positivo definido e usando a equacio (2.16), podemos escrever a

equacao (3.9) como sendo

V(x) = % <%ﬁﬂx>> , (3.11)
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ou

Vx) = 5 (W) (3.12)

Comparando estas duas ultimas equacoes, obtemos:

WX(X) _ Wo(g = f(X))’ (3.13)

Fx

0 que nos permite escrever as equacoes de primeira ordem na forma

dx _ | Welo = F(X)

T I , (3.14)
em que
aw
Wole = F00) = 55 le=r00- (3.15)

Por outro lado, a energia para o defeito deformado depende diretamente do tipo de
deformacao introduzida, utilizando a equacao (3.10) podemos mostrar que para estados

BPS temos que

B 0o dX 2 o) df_l 2 d(b 2
e [Tar () = [Ta(UV () g

A densidade de energia no modelo deformado pode entao ser escrita como:

CS N EU

3.3 Aplicacao do método

A fim de ilustrar o método, nesta secao iremos aplica-lo a uma solucao tipo kink

cujo potencial pode ser escrito como

V(p) = %(cbZ —1)% (3.18)

Considerando a funcao deformadora f(y) = sinh(x) e utilizando (3.18), verificamos

que a equagao (3.9) torna-se

V(x) = %(1 — senh?(x))*sech?(x). (3.19)
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Vigl

Figura 3.1: O gréfico mostra o potencial deformado (linha pontilhada) e o nao-deformado

(linha sélida).

A Figura 3.1 representa os potenciais das duas teorias.

Ja as solucoes estaticas sao dadas por

X(x) = +arcsenh(tanh(x)), (3.20)

estas solucoes também sao do tipo kink. O comportamento das duas solugoes podem ser
vistos na Figura 3.2. Observe que podemos seguir o mesmo procedimento usando outras
funcoes deformadoras para gerar novas solugoes estaveis do tipo kink . Isso significa que

podemos obter uma rica e extensa gama de solugoes com potenciais de interesse fisico.

o(x)

Figura 3.2: Comparacao entre as duas solugoes:kink deformado (linha pontilhada) e kink

nao-deformado (linha sélida).
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A densidade de energia pode ser facilmente obtida a partir de (3.17) (veja Figura
3.3).
sech*(x)
(1 + tanh®(z))’

é(z) =

(3.21)

px)

Figura 3.3: O grafico mostra a densidade de energia do modelo deformado (linha ponti-

lhada) e do nao-deformado (linha sélida).
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Capitulo 4

Método de Extensao de Modelos

Vimos no capitulo 2, que o método das orbitas tentativas é utilizado em modelos
de dois campos escalares, para resolver as equagoes de movimento quando ha termos de
acoplamento entre os campos. Esse método apesar de possuir algumas limitagoes mostra-
se bastante eficiente quando utilizado para analisar estados BPS. Na seccao que segue,
mostraremos um outro procedimento [2] que nos permite investigar esses tipos de modelo.
O procedimento fundamenta-se no método de deformacao para construir modelos de dois
campos escalares a partir de um modelo mais simples, descrito por um unico campo

escalar.

4.1 Meétodo de extensao de modelos para dois cam-
pos escalares

U,

Inicialmente vamos tomar a derivada de ¢ = f(x) com relagao a variavel “x”; ou

seja,
df
= —y 4.1
o =X (4.1)
r_ d¢ ;o dx . -
onde ¢ = T XN = Agora, podemos relacionar as equagdes (3.13) e (4.1) de tal
x x

forma a obter

af _ o) _do _ Ws(x)
dx  X'(x) dx  Wy(x)

A ideia do método consistem em utilizar a funcao de deformacao para reescrever

(4.2)

(4.2) na forma
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do _ Wy(6,x)
dX Wx(¢a X)’

onde trata-se de uma relagao entre as equacoes diferenciais de primeira ordem de modelo

(4.3)

de dois campos efetivo, a partir da qual podemos calcular a chamada equacao de oérbita.
Primeiramente devemos observar que a equacoes diferenciais de primeira ordem para o

campo ¢ podem ser escritas de trés maneiras diferentes mas equivalentes, dadas por

¢/ = W¢(¢)7 gb, = W¢(X)7 gb, = W¢(¢a X)7 (44)

observe que na segunda equagao usamos a funcao de deformagao em ¢ — f() em todos os
termos de Wy de modo que obtemos um W;(x), ja na terceira equacao, nés substituimos
¢ — f(x) em Wy(¢) de forma parcial, tornando W, uma funcao dos campos ¢ e x. Este
ultimo passo ¢ realizado de forma que Wy(¢, x) nao seja simplesmente uma combinacao
de Wy(p) com Wy(x), isto é caso Wy(¢) contenha um termo ¢, por exemplo, ele serd
reescrito como ¢® = ¢ x ¢ que por sua vez, pode ser expresso segundo ¢ x f2(y) ou
®* x f(x), resultando em diferentes acoplamentos entre os campos escalares. Podemos

proceder de maneira analoga para o campo Y de forma a obtermos

X' =Wyx), X =W(d), X =Wy x), (4.5)

Vamos agora, definir os seguintes parametros a;, b; e ¢;, onde i = 1,2,3 e com
os vinculos ay + as +a3 = 1, by + by +b3 = 1 e ¢ + ¢co + c3 = 0. Tais constantes
sao relacionadas com as equagoes (4.4) e (4.5), de forma a trocarmos W, — a;Wy(x) +
asWy (o, x) + asWy(p) e Wy, — biW,(x) + baW, (0, x) + bsW, (). Através deste iltimo

procedimento podemos escrever:

do _ Wy _ arWs(x) +asWe (9, X) + asWe(9) + c1g(x) + c2g(é, x) + c39(9)
dX WX lex(X) + b2Wx(¢a X) + b3Wx(¢) ’

(4.6)

onde g é uma funcao de contra-peso e g(x) = g(¢) = g(¢, x). Esta funcao é arbitraria e
construida via deformagao assim como Wy, e W,.
A forma especifica de “g’é obtida através de um segundo vinculo que o modelo

efetivo de dois campos deve obedecer, dado por

Wy = Wie. (4.7)
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Substituindo W e W, em (4.7) e tomando suas respectivas derivadas, encontramos

ba Wy (9, X) + bsWyo(9) = art Wy (X) + axWr (6, x) + crgy(x) + cogy(d,X).  (4.8)

4.1.1 Um exemplo conhecido

Este exemplo consiste no acoplamento do modelo ¢* com um modelo x* inver-
tido. Inicialmente consideramos um modelo descrito pelo campo escalar ¢, cuja solucao

topoldgica obedece a equacao:

¢ =Wy =a(l - ¢%), (4.9)

e sua forma é dada por

¢(x) = tanh(az), (4.10)

onde “a” é um parametro real e adimensional. Considere agora a funcao de deformacao

o=fx)=4/1-73 (4.11)

aqui, “b” é outro parametro real que controla a funcao de deformacao. A equacao de

primeira ordem correspondente a esta deformacao é escrita como
: X’
X =W, =—ax 1—b—2, (4.12)

x(x) = bsech(ax). (4.13)

cuja solucao é

Vamos agora, escrever as equagoes de primeira ordem de trés formas diferentes mas

equivalentes, ou seja, como

Wo(e) = a(l—¢%),
We(x) = b—QX,
Wol6,x) = 7xv1—d% (4.14)
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X2
WX(X) = _G’XV I- ﬁ7

Wi(¢) = —abpy/1—¢?

Wy(é,x) = —abxg. (4.15)

A fim de evitar raizes no nosso potencial polinomial vamos tomar a; = b; = b3 =0

o que implica em a; + a3 = 0 e by = 1. Logo, a equagao (4.8) passa a ser

Wi (#, X)) = anWe, (x) + 195 (x) + cag9x (9, x) (4.16)

Tomando ¢ = 0 (que implica em ¢; + ¢3 = 0) no intuito de obter g(x), temos

300 = S Weal01)) = 6 Won () (a.17

Agora, basta substituirmos as derivadas correspondentes dos superpotenciais na

equacao anterior, resultando em

1la

aq 2
=== (1422 4.1

a qual pode ser reescrita da seguinte maneira

o0) =2 (14 28) (1 07, (4.19)

2 C1
via funcao de deformacao. Deste modo, substituindo todos estes resultados nas formas de

W, e W, vistas na equacao (4.8), temos

2

W, = —%XQ +a (1 + %) (1 — %), (4.20)

W, = —ax¢. (4.21)

Para calcularmos a forma final do superpotencial efetivo basta realizarmos integra-

¢oes simples em relacao aos campos ¢ e x o que resulta em
L, L4 1 2
Wi(p,x)=al|l+ §b ¢ — §¢ — §a¢x ) (4.22)

Observe que um dos pares de solugoes deste modelo obedecem os modelos de um

campo que utilizamos como ponto de partida, ou seja,
¢(x) = tanh(az), x(x) = bsech(ax). (4.23)
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Um caso particularmente interessante ocorre quando

a=2r e b=+ 1—2 (4.24)
r
com r € (0,1/2), nos levando a
L3 2

tratando-se do modelo BNRT visto no capitulo 2, e cuja a érbita é dada por

¢(x) = tanh(2rz);

x(x) = = /% — 2sech(2rx). (4.26)

4.2 Meétodo de extensao para trés campos escalares

reais

Modelos descritos por trés campos escalares reais vem sendo estudados nos ltimos
anos por diversos pesquisadores, porém ainda sao poucos os trabalhos encontrados na
literatura que apresentam modelos analiticos. Podemos citar que Imani e Imani [11]
aplicaram o método de deformagao e Bazeia et al. [12] investigaram a presenga de paredes
de dominio nestes tipos de modelos. Em outro contexto, a ideia de um hexagonal de
defeitos ser colocado dentro de um defeito topoldgico foi investigada por Bazeia et al. em
[13] via um modelo de trés campos escalares reais. Nesta secgao, expandiremos o método
de extensao de modelos com a finalidade de obtermos novos modelos analiticos compostos

por trés campos escalares reais.

4.3 Novo método

Inicialmente vamos escrever a equagao (4.3) como

do_ We(¢, x, p)
dx  Wy(o,x.p)

Usando as funcoes de deformacao podemos reescrever as equacoes de primeira

(4.27)

ordem em ¢, de sete maneiras diferentes mas equivalentes, ou seja

¢ = Wy(o), ¢ = Wy(x), ¢ = Wy(e, ), ¢ =Wy(p),
¢ =We(d,p), ¢ =Wslx.p), ¢ =Ws(d x.p) (4.28)
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O mesmo mecanismo pode ser usado para o campo x, o que nos da

X =W(x), X =Wi8), X =Wdsx), x =W,
X =Wilep), X =Widp), X =Wydx0n). (4.29)

Deste modo, definimos os seguintes parametros a;;, b;, ¢;;, onde ¢ = 1,2 e j =
1,2,3,4,5,6,7 com os vinculos a1 + a12 + @13+ a14 + a15 + a1 +a17 = 1, by + by + b3+ by +
bs+bs+br =1, critcratcis+ciutestesterr =0e o+ttt costcotcor =
0. Estas constantes podem ser relacionadas com as equagoes (4.28) e (4.29) de forma
que trocamos Wy — anuWs(x) + a12Ws (¢, x) + a13We () + araWs(p) + aisWs(9, p) +
asWo(x, p) + artWe(o, x,p) ¢ Wy — bW, (x) + bWy (0, x) + bsWy (@) + bWy (p) +
bs Wi (0, p) + bsWy (X, p) + bz W, (0, X, p), isto nos leva a escrever

% - (“qus(X) + a12Wy (9. X) + asWy (@) + a1aWs(p) + as Wy (4, p) + a1sWo (X, p)

FarrWy(, X, p) + c119(x) + c12(@, ) + c139(9) + c149(p) + c159(d, p) + c169(X; p)
+c179(9, X, P)) X (blwx(X) + by Wy (0, X) + bsWy (¢) + baWy (p) + bs W, (9, p)

FhsW (X, p) + br Wi (6, X, p) + a1 f(X) + canf (6, X) + caaf(6) + caaf(p) + cos f (b, p)

e f (X, p) + corf(o, X p)) N (4.30)

A equagao anterior apresenta f e g como fungoes de contra peso. Como pode
ser visto na equagao (4.30) estas fung¢oes também podem assumir sete formas diferentes

através das fungoes deformadoras.
O mesmo procedimento pode ser aplicado as equacoes

@ — WP(¢7X7p) 4.31
dX WX(¢7X7p)’ ( . )

do _ We(o, x,p)
dp  Wy(d,x,p) (4.32)

Dessa forma, obtemos

3—2 = (ame(X) + anW,(p, x) + asW,(p) + asaW, (@) 4+ as W, (0, p) + azsW, (6, x)
+axWy(d, X, p) + c31G(X) + ¢329(9, X) + 339(P) + c349(p) + 359(, p) + c369(X; p)
+c379(9, X, p)) X (bIWX<X> + b2Wx<¢a X) + b3Wx<¢) + b4Wx<p) + b5Wx<¢a p))

+bs W (X, p) + oW (&, X, p + C21f(X) + C22JE<¢7 X) + C23JE(¢) + 024f(p) + 025f(¢7 P)

e, ) + o6, X p>) - (4.33)
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com ¢ sendo mais uma fungao de contra peso. Além disso, a equacao (4.33) obedece os
vinculos agy + ago + a3 + oy + Go5 + a6 + azr = 1 € 31+ €32+ €33 + €34 + 35 + 36 + 37 = 0.

Outrossim, determinamos que

2 (W00 + Wl ) + usWale) + asVolp) + aasWa( ) + Vo )
+a17 Wy (0, X, p) + c119(x) + c12(9, X) + c139(®) + c1a9(p) + c159(9, p) + c169(X; p)
+179(0, X, P)) X <021Wp(X) + a2 W, (p; X) + azsW,(p) + a2aWp(9) 4 azsW,(9, p)
Fa2W, (9, X) + azzW, (9, X, p) + c319(X) + €329(, X) + €339(0) + €349(p) + c359(9, )

-1
+C36§(X7 p) =+ C37§(¢7 X5 p)) . (434)

Agora, para descobrirmos a forma de ¢ ou f na equacio (4.30), precisamos de um

segundo vinculo, o qual surge devido ao fato do superpotencial obedecer a propriedade,
Wey = Wye. (4.35)

Substituindo Wy e W, a partir da equacao (4.30) e tomando suas respectivas

derivadas, encontramos

an Wy (X) + a1aWe (6, X) + a16 W (X, p) + a1:Wor (0, X, p) + 1195 (X) + 1295 (0, X)
+c169x (Xs p) + 1795 (5 X, p) = baWys (9, X) + b3 Wi (0) + bsWis(, p)
+br W (0, X, ) + Confo(d.X) + casfs(d) + cas (0, p) + corfs(d, X, p).- (4.36)

Analogamente para obter a funcao g ou f na equagao (4.33) devemos recorrer ao

vinculo,

W = Wy, (4.37)
o que nos leva a,
aa Wy (X) + a22aWor (0, X) + a26 Wy (0, X) + a2t Wi (@, X5 p) + 3195 (X) + 3205 (@5 X)

360y (X p) + 3705 (D, X, p) = baWyp(p) + bs W, (0, p) + bWy p(X, p)

+0: Wy, (0, X, p)) + 024fp(P) + Cz5fp(¢> p+ CQGfp(X) p) + CQ?fp(Gba X P)- (4.38)

Por fim, para encontrarmos a funcdo g ou g na equagao (4.34), devemos utilizar o

vinculo,

Wsp = Wy, (4.39)
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o que resulta em

a1aWop(p) + a15We,o (0, p) + a16Wep (X p) + a17We, (6, X, p) + 14G9,(p) + c159,(9, p)
+c169, (X p) + €179,(D, X, p) = 020 W (@) + aas W (0, p) + a26Wpe (0, X)

+a97Woe (0, X, p) + €320 (D, X) + €330 (D) + C35G4(0, p) + C37G5(0, X, p)- (4.40)

Como pode ser visto na equagoes (4.36), (4.38) e (4.40) temos diversas possibilida-
des de encontrar as funcoes de contra peso e consequentemente proceder para encontrar
o modelo efetivo. A seguir iremos elucidar algumas dessas possibilidades.

A primeira possibilidade consiste em encontrar a fungao g na equagao (4.36), para

tanto vamos tomar cgs = o3 = 95 = co7 = 0, resultando em

ann Wy (X) + a12Wen (0, X) + a16Wey (X, ) + a17Wy (0, X, ) + 1195 (X)
+c129x (D, X + c169x (X, p) + 179y (D, X, p) = bWy (D, x) + b3 Wy ()
+05Ws (9, p) + 01 Wy (, X, ). (4.41)

Deste modo a equagao (4.38) se torna

a21pr(X) + a22pr(10> X) + a26pr(¢a X) + a27pr(¢> X p) + C31§X(X) + C32§x(¢> X)
+036§X(X7 p) + 037§x(¢7 Xo p) = b4pr<p) + b5WXP(¢7 p) + b6WXP<X7 p)

+b:Woo(0, X, p)) + Cz4fp(P) + C26fp(X7 p). (4.42)

No vinculo acima, devemos encontrar f, portanto devemos tomar c3; = c3p = ¢35 =

c3y = 0, entao

a21pr(X) + azzwpx(pa X) + a26pr(¢a X) + a27pr(¢> X p) = b4pr(p) + bSpr(Qba 10)

_'_bGWXP(Xa p) =+ b7WXP<¢7 X5 p)) + C24f~p(p> + C26f~P<X7 p)7 (443)

consequentemente a equagao (4.40) passa a ser

a1aWoo(p) + a15We, (0, p) + a16Wep (X, p) + a17We, (6, X, p) + €149,(p) + c159,(9, p)
+c169,(X; p) + €179,(D, X, p) = 024 W (@) + aos W (0, p) + a26Wpe (0, X)

+axrWos(d, X, p) + €3396(0) + c3596(0, p). (4.44)

Como devemos encontrar ¢ neste vinculo, temos que ci4 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0,

logo
a1aWoo(p) + a15We, (0, p) + a16Wep (X, p) + a17Wep (0, X, p) = a2aWs (@) + a25 Wi (9, p)
+af26Wp¢(¢v X) + a27WP¢(¢7 X p) + C33§¢(¢) + C35§¢(¢7 p)v (445)
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por conseguinte a equacao (4.41), nos da

a1t W (X) + a12Wor (0, X) + a16Wey (X, p) + a17Wor (0, X, p) + 1195 (X) + c129¢ (9, X)
- bQW)cd)((bu X) + b3WX¢><¢) + b5WX¢><¢7 p) + b7WX¢<¢7 X5 p) (446)

Assim, as equagoes (4.43), (4.45) e (4.46) nos permitem encontrar, respectivamente,
as fungoes de contra peso f ,geg.

A segunda possibilidade baseia-se em encontrar a funcio f em (4.36), ao invés de
g, deste modo, devemos tomar c¢y1 + c12 + ¢16 + ¢17 = 0 na referida equagao, o que resulta

em

anWer (X) + a1aWer (@, x) + a16Wo (X, p) + a17Wer (@, X5 p) = bWy (9, X)
+b3 Wy (8) + bsWis(, p) + brWo(, X, p) + canfu(d, X) + cas fo(0)

+C25f¢(¢7 p) + C27f~¢><¢7X7p>' (447)

Dessa maneira a equagao (4.40) se torna

a1aWoo(p) + a15We, (0, p) + a16Wep (X, p) + a17We, (0, X, p) + €149,(p) + c159,(9, p)
= Wy (0) + a2sWp (0, p) + 426 W (D, X) + 21 W (0, X, p) + 3296 (0, X)

3300 (P) + C3594(0, p) + C37G4(0, X, p), (4.48)

para obtermos a funcao g, devemos tomar c3s = ¢33 = ¢35 = c37 = 0, resultando em

CL14W¢p(P) + a15W¢p(¢> ,0) + a16W¢p(Xa P) + a17W¢p(¢> X P) + Cl4gp(;0) + 0159p(¢> P)
= W (0) + aosWos(0, p) + a26Wos (0, X) + azWos (0, X, p), (4.49)

por conseguinte, a equacao (4.38) passa a ser

a1 Wy (X) + a2 Wy (0, X) + a26 Wy (@, X) + aor Wy (&, X, p) + 3195 (X) + 3695 (X5 P)
= b4pr(p) + bSpr(Qba ;0) + bGWXP(X7 P) + b7pr(¢a X ;0) + C24fp(p) + CZSJFp(Qba ;0)

+C26f~p<X7p) + 027fp<¢aXap)a (4.50)

neste caso, para encontrarmos a funcao g devemos tomar cgy = o5 = 96 = o7 = 0, logo

Aot W (X) + aaWpy (p, X) + a2 Wy (0, X) + as Wy (0, X, p) + 3195 (X) + c369x (X, p)
= b4pr<p) + b5WXP<¢7 /)) + b6WXP<X7 /7) + b7pr(¢a X /))- (4-51)
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Portanto, a equagao (4.47) passa a ser escrita como

a1t Wy (X) + a1aWy (9, X) + a16Wor (X p) + @11 W (b, X, p) = b2Wi4(0, X)
+b3 Wy () + bs Wi (@, p) + brWis (0, X, p) + Co2fo(6, X) + a3 f(9)- (4.52)

Vemos que nesta possibilidade as fungoes de contra peso podem ser obtidas a partir das

equagoes (4.49), (4.51) e (4.52).

4.4 Exemplos

Nesta seccao, iremos ilustrar a aplicabilidade desse método utilizando para tanto

trés exemplos. Suas investigagoes sao descritas como segue.

4.4.1 Exemplo 1

Este primeiro exemplo consiste no acoplamento entre um modelo ¢* e dois modelos
x* e p* invertidos. As equacoes de primeira ordem correspondentes a estes modelos sao

dadas por

2 X2 p?
W¢:a’<1_¢ )7 WX:_G’X 1_§7 WP:_ap 1_ﬁ7 (453)

cujas respectivas solucoes, sao escritas como

¢ = tanh(ax), X = bsech(ax), p = bsech(ax), (4.54)

onde “a” é um parametro real.

Vamos agora considerar as fungoes deformadoras e suas inversas como sendo
Y2
b=10=1- 5 = =0/ (1.59)
2
o=flp)=\[1- 5 =p=bV1l-0¢" (4.56)

x=f(p)=p=p=x (4.57)
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Feito isso, utilizaremos as funcgoes de deformacao e suas inversas para reescrever

Wy, Wy, e W, de sete maneiras diferentes mas equivalentes, o que nos da

2 2
Wol) =all =), Wal) =, qu(cb,x):a(l—cb 1—§j—2>,

2 2
Wolp) = 2o, W¢<¢,p>=a(1—¢ 1—5—2>, (4.58)
qu(x,p):a(l—\/l——\/l——), W¢(¢,X,p):a(1—gb 1—%)
Bem como,

2
W) = —axi[1= 37, Wi(@) = —aboy/I= &7, Wy(6,x) = —axs,

2 2
/ X
Wy(p) = —ap\/1— 2_2’ 06 p) = —ap\[1 =5, (4.59)

——ab\/l—i&wl—b—w qup——ab\/l—i(b? 1——

Wo(p) = —ap\[1 =2, W,(¢) = —abo/T—¢%,  W,(6,p) = —aps,

W,(x) = —axy/1— f X, p) = —ax\/1— gz (4.60)

——ab\/1—¢2\/1—b—2, W,(é, x, p) = —aby/1 — ¢? 1——

1° possibilidade

A fim de evitar raizes em nossos potenciais polinomiais, inicialmente vamos tomar
(12 = Q15 = 16 = Q17 = by = by = by = bs = bsg = by = 0, € ag) = agx = A3 = G4 = A6 =
asy = 0. Isto implica em a1 + a13 + a4 = 1, by = 1 e ass = 1. Deste modo a equacao

(4.46) pode ser reescrita como

2ax
b?

Para encontrarmos ¢(x) vamos escolher ¢;5 = 0 na equagao acima e integra-la em

a11—5 + Cngx(X) + Cl2gx<¢7 X) = —ax. (4-61)

relacao a y, o que resulta em

C11

g(x) = - o’ (1 +abl;). (4.62)
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Além disso, temos que ¢1; = —cy3, € ao utilizarmos a fun¢ao de deformacao (4.55)

a equagao (4.62) passa a ser

9(¢) = _al =49 (b—2 + an) . (4.63)

C11 2

Entao, substituindo todos estes ingredientes no W, visto na equacao (4.30), obte-
mos

1
Wy = —5al=2+p* + 26" +26° + 20°(=1 + ¢*) +x°]. (4.64)

Por outro lado, se substituirmos os novos vinculos na equacao (4.43), podemos

verificar que f(p) = 0. E assim, W, presente na equacao (4.30), sera dado por
W, = —ax¢. (4.65)

Agora, considerando as diferentes formas de W, e W, assim como os novos vinculos

na equagao (4.45), podemos reescreve-la da seguinte maneira

2ap _ 3
a14b—2 = —ap + C33g¢<¢) + C35g¢><¢7 p)u (466)
para c33 = 0, temos que
- 2a
c3306(0, p) = a14b—2'0 + ap. (4.67)
Neste caso vamos considerar a4, = —b*/2, com o intuito de tornar nula a fungao g

pois queremos evitar raizes quadradas em nosso potencial polinomial. Entao, substituindo

todos esses ingredientes na forma do W, visto na equacao (4.33), obtemos
W, = —a¢p. (4.68)

Finalmente, integrando as equagoes (4.64), (4.65) e (4.68) podemos obter o super-
potencial do modelo que, neste caso, pode ser escrito na forma

Wioxup) = L+ 8)a (9= 5 ) = J00¢ + ) (4.69)

Um caso particularmente interessante ocorre quando

a = 2r, e b= 1 1 (4.70)
2r
com r € (0,1/2), nos levando a
_ ¢’ 2, 2
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e cujas solugoes analiticas sao

1 1
¢ = tanh(2rzx), X = \/2— — 1sech(2rz), p= \/2— — 1sech(2rzx). (4.72)
r r

Este é um modelo efetivo para trés campos escalares que ja foi estudado na lite-
ratura cientifica, para mais detalhes ver [11] e [12]. Uma caracteristica importante a ser
ressaltada é que esta é a primeira vez que tal modelo é construido via modelos de um

campo escalar.

2° possibilidade

Vamos agora tomar a;o = a5 = a1 = a17 = by = bg = by = b5 = bg = by = as; =
Q99 = 93 = (og = Uog = ao7 = 0 no intuito de evitar raizes quadradas em nosso potencial
polinomial. Isto implica diretamente em a;; + a3 + a4 = 1, by = 1 € ass = 1. A partir

desses novos vinculos podemos reescrever a equagao (4.52) como sendo

2a

an gz = —ax + enfa(6.X) + enfo(@) (4.73)

Para co3 = 0, temos que

x 2ax
cazfp(¢, X) = ax + an = (4.74)
Vamos agora escolher a;; = —b?/2 para que niao tenhamos raizes em nosso potencial

polinomial. Isto implica que a funcao de contra peso f seja nula. Deste modo, o W, visto

em (4.30) passa a ser escrito como
W, = —ax¢. (4.75)

Da mesma forma a funcao g também sera nula para que evitemos raizes quadradas

em nosso potencial. Assim, a partir da equagao (4.31) podemos escrever W, na forma
W, = —a¢p. (4.76)

Finalmente tomando os vinculos na equagao(4.49), temos

2pa
a14% + c149p(p) + c159,(¢; p) = —azsap, (4.77)
escolhendo c15 = 0 e integrando com relagao a p, chegamos a
2

ap
900) = Zae (azsb® + 2a14) - (4.78)
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Vamos agora tomar c;; = ¢12 = ¢16 = ¢17 = 0 0 que implica em ¢y = —cy3. Feito

isso, vamos usar a func¢ao de deformagao (4.56) para obtermos

9(¢) = a(%ﬁ (b° + 2a14) , (4.79)

logo, o W, que pode ser visto na equagao (4.30) passa a ser

1
Wy = —5al=2+ % + 26 + 2%(~1+ %) + o] (4.80)

Deste modo, o superpotencial do modelo é dado por

Wionn) = 1+ (0= 5 ) = Jo0+ ) (451
Observe que se escolhermos
a=2r, e b= 1o 1, (4.82)
2r
chegamos a
Wonn) = (05 ) = rote +7), (4.89

que é o mesmo resultado obtido na equagao (4.71). Com base neste exemplo fica claro que
ambas as possibilidades nos levam a um mesmo modelo. Por este motivo nos proximos

exemplos elucidaremos apenas o modelo efetivo advindo da primeira possibilidade.

4.4.2 Exemplo 2

Neste exemplo combinamos os modelos ¢*, p* invertido e x% nos quais todos

admitem solugoes tipo kink. Essas solugoes sao escritas como
¢ = tanh(az), X = bsech(ax), p = tanh(ax). (4.84)

As equacoes de primeira ordem correspondentes a este modelo sao dadas por

X2
Wo=al=¢?),  Wy=-ax/1-%,  Wy=—a(l-/).  (185)

Para este caso, podemos escrever as deformagoes e suas inversas da seguinte ma-

neira:

p=p=p=0, (4.86)

2

6= 1—%:>X:b\/1—7¢2, (4.87)
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2
p= 1—2(—2:>X:b\/1—,02. (4.88)

Agora vamos escrever W, de sete maneiras diferentes mas equivalentes, ou seja

Wa@) = all =), Wolx) = G- -

Ws(9,p) = a(l — po), qu(x,p):%\/l—p?, Was(aﬁ,x,p):%\/l—w-

ax

Analogamente podemos verificar que W, e W, podem ser escritos como

2
Wy(x) = —ax\/1— ?5—2 Wy (¢) = —abpr/1 — ¢, Wy (¢, x) = —axo,
Wy(p) = —abp\/1 — p?, Wy (x, p) = —apx, Wy (9, p) = —abpr/1 — p?,
2
W6, p) = —aby[1 = 35/T= 9o (4.90)

Wolp) =a(l=p%),  Wy(¢)=a(l=¢%),  W,(¢,p)=a(l-pg),

2
ax ax ax
W00 =5 Wler) =5V1=0% Wye) =5 V1- 62

b b
W,(9,x:0) = /1= 6. (4.91)

Vamos inicialmente tomar a19 = a1 = @17 = bg = by = bs = by = @91 = G99 = Q9g =
as7 = 0 a fim de evitar raizes no nossos potenciais polinomiais. Além disso vamos escolher

C19 = €14 = C15 = 16 = 17 = 0, dessa forma os vinculos se tornam a1 + a3+ a4 +a15 = 1,

by + by +bg = 1, asg + asy + ass = 1 e ¢11 = —cy13. Consequentemente, a equacao (4.46)
nos leva a
2ax
c11gx(x) = —boax — CITRE (4.92)

integrando o resultado anterior em relacao a y, temos que

CLX2
262 C11

9(x) = (bob® + 2a11) - (4.93)

A equagao anterior pode ser reescrita via fun¢ao de deformacao (4.93), como

9(0) = —a(%ﬁ (bob? + 2a11) . (4.94)

Logo, a partir desses resultados determinamos que
1 2 2, 12 2 2
W¢ = —aa [—2+2a14,0 +2a15p¢—2(—1+a14+a15)¢ +b (—1+¢ ) +X } . (495)
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Agora, para encontrarmos W, ¢é importante notar que a unica forma de evitar
raizes em nosso potencial polinomial é considerando by, = bg = 0 0 que implica em f = 0.

Consequentemente, W, serd simplesmente
W, = —agpx. (4.96)

Por outro lado, utilizando as diferentes formas de W, e W, bem como os vinculos,

em (4.45) podemos reescreve-la na forma

— 2a14ap — a150p = —2a24ap + —as5ap + 3396(P) + C3594(0, p). (4.97)

Escolhendo ¢33 = 0 e integrando com relacao a ¢, obtemos

- 1 2
g(o,p) = . (—2@14apgb - alfﬂ% + an¢® + a25ap¢>) ; (4.98)
35
e usando a funcao deformadora (4.92) encontramos
~ o 1 2 p2 2 2
g(p) = - —2a4ap” — 1507~ + agyp” + assap” | . (4.99)
35
LOgO, tomando C31 — C39 = C36 = C37 — O, temos que Czs = —C34 € assim Wp pode
ser escrito como
1
Wp = 5(1, [2 + (—2 -+ 4&14 —+ (115)p2 — 4a14p¢ — a15¢2} . (4100)

Usando as equagoes (4.95), (4.96) e (4.100) podemos extrair o super potencial do

modelo, que neste caso é escrito na forma
1
Wi, x,p) = 6% {(—2 + days + ar5)p° — 6a1ap” ¢+ p(6 — 3a150”) + ¢(6 + 2(—1 + ay + a15)¢”
—bzp—34¢2)-3x2]. (4.101)

O superpotencial anterior corresponde a um novo modelo efetivo analitico composto
por trés campos escalares, o qual resulta em uma infinidade de potenciais associados a

diferentes valores das constantes a, b, a4 e as.

4.4.3 Exemplo 3

Este exemplo foi construido combinando trés modelos idénticos (¢, X%, p°®), cujas

equacoes de primeira ordem sao dadas por

I%:—%@—&% vm:—%@—%% W, =—=2-p", (4.102)
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com as respectivas solugoes analiticas:

¢ = /1 —tanh(ax), X = /1 — tanh(azx), p =+/1—tanh(azx). (4.103)

Podemos ainda considerar as func¢oes deformadoras escritas na forma:

b=x, o=p, Xx=p (4.104)

O passo seguinte consiste em reescrever cada uma dessas equacoes diferenciais
de sete maneiras diferentes e equivalentes. Deste modo, usando as deformacoes e suas

inversas, temos

Wold) = ~ 22— "), W) =~ X2 =), Walon) = ~ 22—,

Walp) = L@~ ). Wylo.0) = ~2(2— 1), (4.105)
Wolv) =~ 2@ =), Walbxn) =~ 22— xp)

bem como,

W) = D2, W6 = 22—, W) =~ 2@ ),
Wilp) = =32 =p"),  Wilp) = =52 ), (4.106)
Walo.0) = —2@ =), Wal6x0) =~ 22— xp)

Woo) =~ L@ =) W)= -L-), W) =-L-p)

W00 = =5 2= X)) W) =527, (4.107)
W60 = 2@ 1), Wylo.x00) =~ (2~ xp).

Vamos agora, substituir as diferentes formas de Wy e W, na equagao (4.46) e em

seguida tomar suas respectivas derivadas, isso nos leva a

ai1a a1 ai7a
—%(2 — 3x%) + apagyx — %(2 — )+ 2 110y (X) + 1295 (¢, X)
boa bsa b=a b-a
:—27(2—X2)—37(2—?@2)—%(Q—Pz)—%@—xp)- (4.108)

38



Considerando ¢15 = 0 e em seguida integrando com relacao a x, temos que

baa 3 bsa 3 bsa X3 bra X3
= 200y -2 - 29y -3 2y — Ay — gy — &
c119(X) 5 (X =) = 5 (2 =3x") - 2(X 5) 5 (=)
3 3
a;na appax a16a X arax®
2y — — — 2y — =) — 4.10
+—5—(2x =) 3 5 (X =) 5 (4.109)
e via funcao de deformacao, obtemos
bg(l ¢3 bga, 3 b5a ¢3 b7a ¢3
cug(9) = ——520—5) = 5 (20-¢") = (20— 3) - (20— )
3 3
a11a(2¢ ¢3) a12?()l¢ alﬁa( 2 — ¢_) a17g¢ . (4.110)
Assim, podemos escrever W, como sendo
aa ay2a ay3a ay4a
Wy = -y ) U200y Wy gy W
ai5a¢ o Q16X o Q1700 bya P bsa 5
%9 p2) - X (g 52y 2 — yp) — 2= (2 — ) — E2(2y —
5 2=p) = 2=p) - ——(2—xp) 2(X 5 )~ 5 (2 =3x)
bsa X3 bra X3 aja 3 amax a16a X3 a17ax3
%y — ) - oy — Ay o — ) — 0y — A —
2(>< 5 ) 2(>< 5 )+ (2x =X 5 T x—3) 5
¢’ bsa ¢’ ¢’ a
+2% 26 4 >+—<2¢ 36°) + 5-(20 — ) + - 20+ ) = 5726 = &)
3 3
+a12§¢ am“(ng— ¢—) a”é“b . (4.111)

Além disso, a partir das diferentes formas de W, e W, a equacao (4.43) pode ser

escrita como

a91Q a a970 bsa

_—221 (2-3x%) - 222 (2 = p°) + agsadx + 272 i —47(2 — 3p%) + bsagp + bgaxp
bra - -

- ;X + caafo(p) + ca6fp (X p)- (4.112)

Tomando co6 = 0 e integrando com respeito a p, encontramos

3

3 3
_ana Q260 ao7ap bia

f 2 1285, L 2
touflp) = === (20— p") = -2 —5) + = st (200
_bsap” bap”  brap® (4.113)

3 3 6
e usando a funcao de deformacao podemos reescreve-la na forma
]E( ) a21a<2 ) a22a<2 X3> n asgax®  asrax’® b4a<2 3)
C = —— _ J— i
24 (X 9 X=X 9 X 3 3 6 9 X
_b5ax3 B beax? B brax? (4.114)
3 3 6
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Assim, W, passa a ser escrito como

byax oy boag o, bsag oy bsap oy bsao
5 2=x) = (2=x) - (29 - (2= p7) -

bgax brag asna U290 P’ asrap?
——5 2= -2 =xp) -2 =) - (2 - )+

W, = —

(2-¢%)

2 2 2 3 6
bsa bsap®  bgap®  brap®  aggap®  amna 920 3
——(2p—p%) — — — 2y — \° —(2y — =
5 (20— p) = =3 3 oty P (- (2x - )
assax’®  asrax®  bsa bsax®  bgax®  brax?
_ (geaX 27AX° Y4 2x — %) + 54X 6aX TAX" (4.115)

3 6 2 3 3 6

Além disso, a partir das diferentes formas de Wy, W, e W, e considerando ¢35 = 0,

podemos reescrever a equagao (4.45) na forma

sl (6) = — % (20 — ) 4 L0 | G0 Q] antn, g
Q250 ¢° A2 ¢° Q270 ¢’
)G e, (4116)

e usando a funcao de deformacao encontramos

3 3 3
- _ auua aj5ap a16ap aj7ap a24Q
cuflp) = ==~ =p )+ —5—+ o+ =+ (20 =)
3 3 3
Q250 14 Q260 P Q70 P
—(2p — — —(2 —(2p — —=). 4.117
t5 @)+ 52— )+ (20— ) (4.117)

Finalmente, determinamos que a forma final de W, ¢é escrita como

W, = (o ) 02O ey OBy 04000 )

2 2 P 2 2
9500 a6 as7ap a aj5a¢’
-2 - ) - ) - - xp) - 20 - oY) +
3 3
a16§¢ a17g¢ a24a <2¢ ¢3) a25a<2¢ _ ¢ + a26a<2¢ B o )
A27@ ¢3 a14a 3 a15ap a16a,0 a17ap 240 3
20 — — —(2p — — — — — 2p —
— (20 )+2(p p) 3 3 5 5 (20=1")
3 3
Q260 1% ao7Q P
———2p——)— —(2p— —). 4.11
5 (2= 3) - -2 —7) (4.118)

As equagoes (4.111), (4.115) e (4.118) nos permitem determinar a forma de W (¢, x, p),
sendo que este corresponde a mais um novo potencial analitico composto por trés campos
escalares. Uma carateristica que deve ser salientada é que a forma funcional dos modelos
de um campo que utilizamos como ponto de partida neste exemplo, nos permitiu utilizar

o método de extensao para modelos de trés campos escalares em sua total amplitude.
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Capitulo 5

Defeitos Topologicos em Quebra de

Simetria de Lorentz

Nos ltimos dez anos, pesquisas que envolvem defeitos topoldgicos e quebra de
simetria de Lorentz tem sido tema central de diversas investigacoes cientificas, como po-
demos apontar em ( [14], [15], [16] e [7]). Em um trabalho recente Dutra et al. [14],
introduziram alguns modelos nao-lineares no espago-tempo bidimensional de dois campos
escalares interagindo em cendrios que violam a simetrias de Lorentz e CPT. Este trabalho
generalizou o modelo proposto por Bazeia e colaboradores [15], onde os autores introduzi-
ram defeitos estaticos analiticos como solugoes de modelos bidimensionais com quebra de
simetria de Lorentz. Em ambos os trabalhos mencionados, a quebra de simetria é induzida
por um tensor com coeficientes fixos que arbitrariamente acoplam os dois campos. Além
de recuperar o modelo e as solucoes apresentadas em [15], o trabalho [7] apresenta uma
classe de defeitos viajantes em sistemas com quebra de simetria de Lorentz e CPT. Além
disso, a partir deste modelo, foi obtido um conjunto completo de solucoes exatas. Estas
solucoes apresentam um comportamento critico controlado pela escolha de uma constante
de integracao arbitraria.

Dentro desta perspectiva mostremos, neste capitulo, que o mesmo modelo analitico
estudado em [7] pode ser obtido via método de extensao. Para tanto, desenvolvemos um
novo método para obter um modelo efetivo mais geral e em seguida analisamos algumas
6rbitas geradas por esse novo modelo. Assim, generalizamos o trabalho de Correa e
Dutra [7]. O capitulo estd organizado da seguinte forma: na se¢ao 5.1 introduzimos

algumas ideias fundamentais a respeito da violagao da simetria de Lorentz. Na secao 5.2
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discutimos defeitos topoldgicos em quebra de simetria de Lorentz. Para tanto utilizamos
um modelo generalizado proposto em [7]. Na segdo seguinte, 5.3, discorremos sobre um
novo método, baseado no método de deformacao. Este método nos permitirda gerar novos
modelos a partir do modelo inicial proposto. Finalmente na secao 5.4 utilizamos o método

no modelo descrito em [7] e apresentamos os resultados obtidos.

5.1 Quebra de simetria de Lorentz

A simetria de Lorentz é a simetria fundamental por tras do principio da relatividade
especial proposto por Albert Einstein em 1905.

Até entao, as chamadas transformacoes de Galileu permitiam transformar as equa-
¢oes da fisica de um referencial inercial para outro, de forma a manter as equacoes inva-
riantes. Isto significa dizer que, a forma das equacgoes da fisica nao podem depender do
estado de movimento de um observador, uma vez que o movimento é relativo.

No entanto havia contradi¢oes quando se considera a teoria do eletromagnetismo. A
solucao destas contradicoes levaram Albert Einstein a propor a Transformacao de Lorentz
com a transformacao fundamental entre referenciais inerciais em movimento relativo. Para
exemplificar, podemos considerar dois referenciais inerciais K e K com a velocidade
relativa v entre eles. As coordenadas de tempo e de espaco de um ponto sao (¢, x,y, 2)
e (t',2',y, z/) nos referenciais K e K, respectivamente. Os eixos coordenados dos dois
sistemas sao paralelos e orientados de modo que o sistema K move-se na direcdo dos
z positivos, com velocidade escalar v, medida no sistema K. Por simplicidade, vamos
considerar as origens das coordenadas em K e em K serem coincidentes em t =t = 0. Se
a fonte luminosa estd em repouso no sistema K (e, portanto, movendo-se com velocidade
v na direcao dos z negativos, conforme medido em K /) e pisca rapidamente, acedendo e
apagando em t =t = 0, o segundo postulado de Einstein implica os observadores, tanto
em K como em K, verem uma esfera de radiacao expandindo-se com centro na respectiva,
origem, com velocidade escalar c¢. A frente de onda atinge um ponto (z,y, z), no sistema

K, no instante t dado pela equacao
AP — (P + P+ 25 =0 (5.1)
Analogamente, no sistema K, a frente de onda estd especificada por
At — (2 +y?+22) =0 (5.2)
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Com a hipétese de o espaco-tempo ser homogéneo e isotrépico, conforme implica o
primeiro postulado de Einstein, a relagao entre os dois conjuntos de coordenadas ¢ linear.

As formas quadraticas (5.1) e (5.2) estao relacionadas por
At — (@4 y?+2?) = N[ — (2® + 2 + 22)] (5.3)

onde A = A\(v) é uma possivel modificagdo da escala entre os sistemas de coordenadas.
Com a escolha de orientacao dos eixos, e levando em conta a transformagao inversa, de
K' para K, é uma questdo imediata a de mostrar que A(v) = 1 para todos os v, e as
coordenadas temporal e espaciais em K’ estdao relacionadas as coordenadas em K pela

transformacao de Lorentz [17]

z = (w0 — B1)

7y = y(z1 — Bo)

Ly = T3. (54)

onde, g =ct, x1 =z, 29 =yexg=y. Além de f =v/c, =Bl ey = (1 —62)*%.
Apesar das observacoes experimentais de teorias relativisticas corroborarem com
cenarios onde a simetria de Lorentz é sempre preservada, estudos sobre a teoria de su-
percordas [18] sugeriram que esta simetria deveria ser violada em regimes de altas ener-
gias. Desde entao uma grande quantidade de pesquisas envolvendo a quebra de simetria

de Lorentz propagou-se em diversos ramos da fisica, algumas delas podem ser vistas

em [19], [20], [21] e [22].

5.2 Modelo generalizado com quebra de simetria de

Lorentz

No trabalho [14] os autores analisaram a quebra de simetria de Lorentz em modelos
de dois campos escalares reais através da adicao de fungoes vetoriais na densidade de
lagrangiana. Outrossim, na referéncia [16] os efeitos da violagao da simetria de Lorentz e
CPT em defeitos topoldgicos para dois campos escalares reais também foram investigados.
Neste caso a densidade lagrangiana tem um termo (um tensor) que quebra a simetria de

Lorentz e consequentemente a simetria CPT. Com o intuito de construir um modelo mais
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geral, Correa e Dutra [7] descreveram um modelo, cuja densidade de lagrangiana é dada

por

1 1
L= 50,00 + 50, x0"x — G*(¢, X)9ud — F(d, X)Oux
=k (0,00, + 9ux0uX) — PE* 0,00, x — V (¢, x), (5.5)
em que G*(¢,x) e F*(¢, x) sao as fungoes vetorias; e V (¢, x) o potencial que especifica

a teoria. Além disso, k*¥ é um tensor constante, representado por uma matriz 2X2, onde

Qaq, (i, (i3 € (y Sa0 parametros arbitrarios,

v a1 Qg

Q3 gy

com p,v =0,1.
A partir de (5.5), as equagoes de movimento para solucoes do tipo onda viajante

na qual ¢ = ¢(u) e x = x(u), com u = Azx + Bt sao escritas como

— Guw + BXuu — Gxu + V=0, (5.7)

nas quais foi utilizada as seguintes defini¢oes:

B=—Kpl(os + as)AB + ayA? + oy B?, (5.9)
a=-K[B(F)—GY))+A(F, — G, (5.10)
V, = KV, (5.11)
V, = KV, (5.12)

onde,
K = L (5.13)

(1 +yoa) A% — (1 — ya1) B2 + ABy(ag + o)
A fim de desacoplar os pares de equagoes de segunda ordem, pode-se multiplicar a

equacao (5.7) por ¢, e a equagao (5.8) por x,. Feito isso, podemos soma-las para obter

(B ) + B+ T (6.) = 0. (5.14)
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Observe que esta equacao possui um termo de acoplamento entre os campos ¢ e

X. Podemos desacopla-la fazendo uma rotagao do tipo

U 1 1 -1 0(u
o)\ 1 w ) -
vw ) V2T 1 ) e
deste modo, a equacao (5.14) se torna
1 -, 1 ~ o, -
U= BB L+ A T (6.0) =0 (5.16)
Além disso, realizando as dilatagoes
/31— 1-p
obtemos
1 1 ~
- 502 - §Pi + V(o,p) =0. (5.18)

Entao, o potencial pode ser escrito como

Vo, p) = % (M)Q 41 (M)z, (5.19)

oo 2 dp
com
_ OW(a,p). _ OW(a,p)
Ou=—p Pu = o (5.20)

A equagao (5.20) nos permitird encontrar as solugoes tipo defeitos do sistema desde
que saibamos a forma do super potencial. Veja também que o potencial dado por (5.19)

é positivo definido.

5.3 Novo Método

Nosso método consiste, inicialmente, em reescrever a funcao deformadora ¢ = f(x)
da seguinte forma
" = f"(x), (5.21)

({9954

em que “n”é um numero inteiro diferente de zero. Apds isto, vamos escrever as equacoes

de primeira ordem, como sendo

¢ =Wy(¢,x) + Clo" = " (OIF(9) = Wy, X), (5.22)
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X = Wyle, x) + C[o" — " ()]G (x) = Wy(o, x), (5.23)

onde “C”é uma constante arbitraria e F'(¢) e G(x) sao fungdes de ¢ e x, respectivamente.

Observe que a adicao desses termos nao compromete as equacoes de primeira ordem j&
que ¢" — f"(x) =0
Para que as equagoes (5.22) e (5.23) sejam diferenciais exatas o seguinte vinculo

deve ser satisfeito

Wy = Wi, (5.24)

o que resulta em
Wi — Cnf" [ F(9) = Wy — C g™ ' Glx). (5.25)
Se substituirmos a equacao (4.7) no resultado acima encontramos
— ["UAF(9) = "G (X), (5.26)
e para que essa igualdade seja satisfeita devemos ter
F(g)=¢"", e GO)=-f""f (5.27)

Dessa forma as equacoes de primeira ordem podem ser escritas como

¢ =Wy(e,x) + Clo" — f*(x)]¢" ", (5.28)

X' =W, x) = Clo" = f OO fre (5.29)
Observe que com a funcao de deformacao em maos, podemos construir uma série

de novos modelos a partir das equagdes (5.28) e (5.29). Isto serd feito na préxima secao.

5.4 Novas orbitas e potenciais
Em [7] foi proposto o superpotencial:
A g 2
W{(o,p) = Ao + 3 + pop?, (5.30)
cujas equacoes de primeira ordem sao dadas por
Wy = —u(=1+0*+p%), e W,=—2uop, (5.31)
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e usando a relagao [23]:
o=+1+cop+p? (5.32)
encontram-se, para A = i, as solugoes (positivas) escritas na forma

(c2 — 4)etnlu—uo) _ 1
[0062“(u_u0) _ 1]2 — Jen(u—uo)’

(5.33)

o(u) =

A 2m(u—up)

p(“) = [0062“(u_u0) _ 1]2 — Jedn(u—uo) (534)

Vamos agora aplicar o novo método nesse modelo considerando o = /1 + cop + p? =

f(p) como sendo a fungao de deformagao. Logo, usando a equagao (5.21) para n = 2,

temos
o2 =14cy+p. (5.35)
Assim, as equagoes (5.22) e (5.23) podem ser reescritas como
0 =—pu(=1+024+p)+Cle? =1 —cop—p)F(0) = W,, (5.36)
p = —2uop) +C(0* =1 —cop — p*)G(0) = W, (5.37)
Ja as equagoes vistas em (5.27) passam a ser
Flo)=o" ¢ Glp)=—", (5.39)
ou ainda,
2
Flo)=0, ¢ G(p)=-2 ; P (5.39)
Logo, substituindo estas fungdes nas equagoes (5.36) e (5.37) encontramos
0 =—pu(=1+024+p) +Clo? =1 —cop— p?)o, (5.40)
e
/ Clo? —1— —p? 2

2

Agora, para obter um modelo efetivo vamos integrar as equagoes acima, logo temos

que

3 4
W(o)=n <a -7 pzo'> + % (% —0? = copo® — p202) + F(p), (5.42)
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W()—— 2 9 2P_2 P_3 22:0_3 :0_4_ 2_ 2.2 G
p) = ,uap+2 cop+002+co3+p—|— c03+2 copo” — p-o” | + G(o).
(5.43)

Veja que para determinarmos uma forma univoca para W devemos considerar

. C p* Jou p*pt
F(p) = 5 (Cop + 0(2)5 Tyt P+ 2003 35 ) (5.44)
€
~ (73 C 04 2

Entao, de uma maneira mais compacta podemos escrever W (o, x) como sendo

1
W(o,p) = 5{3002(—2 + Co?) + 12u0 — 12up*c — 4uo® + 3Cp(co + p))[2 — 202

T olco+ p>1}. (5.46)

Observe ainda que a matriz de rotagao (5.15) e a equagao (5.17) nos permite

reescrever o e p em termos dos campos originais ¢ e y via as relacoes

7(u) =\ 52 (6u) + x(u), (547
o) = | 52 (6() — x(w). (5.49)

Substituindo a equagao (5.46) na equagao (5.19) tomando suas respectivas deri-
vadas e em seguida utilizando as relagoes (5.47) e (5.48) o potencial passa a ser escrito

Ccomo

V(0,00 = 3| (2u(-1+ 0 = 2o+ )+ V2 25 00 +x)(1 = 20+ B +32)

H1= 3 -6+ xa) + (V= Fuo+ 0@+ 0 - 1002156 -0 -
(201 =200+ 36 ) + VB 1+ (6 - ) ) |. (5.49)

Mas observe que a partir das relacoes (5.11) e (5.12) podemos verificar que V' (¢, x) =
K V(¢,x), dessa forma o potencial serd dado por
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V(o) = [1(2u<—1+¢2—25¢x+x2>+ 2~ 25 O+ )1 — 20x + B + 1)

2 |4
w13 0 a) + (Vi Bul-o4 06+ 0) - 1001+ 36 -0 - )
(=21 = 200+ 6"+ )+ VB4 G0 - v ) | (5.50

A fim de ilustrar este modelo de dois campos, vamos gerar alguns graficos onde

mostramos diferentes formas do potencial e suas respectivas érbitas.
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Na Figura 5.1 os minimos do primeiro grafico sao (-0.707, 0.707), (0.707, 0.707),
(-0.707,-0.707) e (0.707, -0.707) no plano (¢, x). J& o segundo e terceiro gréafico possuem
os mesmo vacuos (-0.707, 0.707), (0.707, 0.707) e (-0.707, -0.707). Nos trés casos as érbitas
conectam os pontos (-0.707, -0.707) e (0.707, 0.707) (linhas sélidas). Pode-se observar que
a mudanca de ¢ altera o formato do potencial mas as 6rbitas permanecem fixas no caso

de 8 =0.

$u)

$u)

Figura 5.1: Diferentes formas do potencial V' (¢, x) para o caso ¢y = —2.01, B =0, u=1

e K =1, com seus minimos (pontos vermelhos) e suas respectivas drbitas.
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Na Figura 5.2 os vdcuos do gréfico da parte superior sao dados por (-0.707, 0.707),
(0.707, 0.707), (-0.707, -0.707) e (0.707, -0.707), sua orbita conecta os minimos (-0.707,
-0.707) e (0.707, 0.707) (linhas sélidas) . Enquanto o grafico da parte inferior possui os
minimos (-0.577, 0.577), (1,1), (-1,-1) e (0.577, -0.577). Neste caso, a érbita conecta os
véacuos (-1,-1) e (1,1). Veja que ao manter ¢, fixo e modificar o valor de 3, percebemos
que tanto a érbita quanto o formato do potencial sdo alterados. O fato de /3 ser diferente

implica que estamos considerando efeitos da quebra de simetria de Lorentz.

x(u)

—

o
#w

B=05

x(u)

o
#w

Figura 5.2: Nesta figura mostramos o potencial V' (¢, x) para o caso ¢g = —2.01, C' =0,

p=1e K =1, seus minimos (pontos vermelhos) e as érbitas correspondentes.
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Na Figura 5.3, o primeiro grafico possui os vacuos (-0.707, 0.707), (0.707, 0.707) e (-
0.707,-0.707). Os vacuos do segundo grafico sdo (-0.577, 0.577), (1,1) e (-1,-1). As 6rbitas
destes modelos sao idénticas aos da Figura 5.2. Observe que a alteracao da constante c

altera a forma do potencial mas nao modifica as érbitas em relagao aos graficos da Figura

0.2,

x(u)
L = -
T T T
—_—

0
$)

x(u)

0
$)

Figura 5.3: Estrutura do potencial V (¢, x) para ¢g = —=2.01, C =1, p=1e K = 1, com

seus minimos e suas orbitas.
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Na Figura 5.4, os vacuos de ambos os gréficos estao em (-0.707, 0.707), (0.707,
0.707), (-0.707, -0.707) e (0.707,-0.707). A érbita do primeiro grafico conecta os minimos
(-0.707, -0.707) e (-0.707, 0.707) enquanto a do segundo conecta os minimos (-0.707, -
0.707) e (0.707, 0.707). Podemos perceber que a diferenca das drbitas entre as figuras
superior e inferior de é que na superior estamos tratando do par de solugoes criticas,

enquanto na inferior as solugoes sao nao-criticas.

=2

x(u)

L = -
T T T
—e
. .

o
#w

o
#w

Figura 5.4: Estrutura do potencial V (¢, x) para C' = 0, B =0,u=1e K =1, seus

minimos e suas respectivas érbitas.
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Na Figura 5.5, os minimos do primeiro gréfico sao (-0.707, 0.707), (0.707, 0.707) e
(-0.707, -0.707) e o segundo grafico possuem os minimos (-0.624, 0.921), (0.707, 0.707) e

(-0.707, -0.707). Veja que as orbitas desta figura sdo idénticas ao da Figura 5.4 e que o

formato do potencial sao diferentes para os casos critico e nao-critico.

c=-2

o=-3

x(u)

X(u)

Figura 5.5: Do lado esquerdo ilustramos os potenciais para 3 =0, C' = 1, p=1le K =1,

do lado direito seus minimos e orbitas correspondentes.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, foi proposto no capitulo 4, a ampliacao do método de extensao de
modelos, que até entao descrevia modelos de dois campos, para modelos de trés campos
escalares reias. O procedimento consiste em acoplar trés modelos de um campo escalar de
forma nao-trivial, via funcoes de deformacao, para encontrar um modelo efetivo de trés
campos escalares com solugoes analiticas. Este procedimento foi ilustrado por meio de
alguns exemplos que nos permitiu verificar a eficiencia do método para construir novos
modelos de trés campos.

Outro ponto fundamental deste trabalho foi desenvolvido no capitulo 5. Inicial-
mente apresentamos alguns dos resultados obtidos por Correa e Dutra [7] num trabalho
em que os autores investigaram uma classe de defeitos viajantes em sistemas com quebra
de simetria de Lorentz e CPT. Feito isto, discorremos sobre o novo método, baseado nos
métodos de deformacao e extensao, capaz de gerar um vasta quantidade de novos mo-
delos que nos permitiu generalizar o trabalho feito por Correa e Dutra [7]. Finalizamos
nosso trabalho analisando algumas das formas do novo potencial obtido e suas respectivas
orbitas.

Estas duas investigacoes levantam uma questao interessante: o estudo de defeitos
topoldgicos em quebra de simetria de Lorentz envolvendo modelos com trés campos esca-
lares. Esta é uma questao que estamos analisando e esperamos desenvolve-la num futuro

proximo.
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Apeéendice A

A dinamica de modelos descritos por um tnico campo escalar real pode ser anali-

sada por meio da densidade de lagrangiana

L= 20,606~ V(9), (6.1)

cuja agao €

S = / L(p,0,0)dt d*x (6.2)

Neste caso, estamos considerando teorias de campos relativisticas que obedecem a
métrica de Minkowsky ¢ = diag(+, —, —, —), para sistemas quadri-dimensionais.

Tomando uma variagao na agao, temos

§S =94 (/ Ldt d%) = /dt d*x6L =0 (6.3)

onde,
oLC oL
0L =——0¢0+ -7——=0(0 6.4
Logo,
oL oL

Veja que, usando a regra da cadeia, o segundo termo da equacao acima pode ser

escrito como

5050000 = 00| - [0 (555 ) | (6.6

Dessa forma,

o= [ arita{ a0 [%f@&b} ~[a (6&))} of - 6)
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O segundo termo da integral deve ir a zero nos extremos de integracao, uma vez

que, estao interessados em campos escalares bem comportados no contorno, entao

oL oL
5S=/dtd3 { —9 ]5 = 6.8
26~ "o~ o
Isso implica em
oL oL

que ¢é a equacao de Euler-Lagrange para campos. Agora, vamos substituir a den-

sidade de Lagrangiana,

1

L= 50,606 V(6), (6.10)

na equacao de Euler-Lagrange. O primeiro termo fica

oL 1 9(9,9) 3(8%)]
=— 10 + 0, . 6.11
05~ 05+ h o4y
Veja que podemos fazer, ggg:g =6 e 0"¢ = " 0r¢. Entao a equagao acima pode
ser reescrita como reescrever a equacao acima como
oL 1 { a(n ”Aﬁwb)} 1 A\

=—10"¢pdL +0,¢ = —10"¢ o + 0,01 ok 6.12
0(0,0) 2 00,6 | 3! TEL )

Observe ainda que, 9,¢n" 0" = 9*¢d*. Logo,

oL
"¢ 6" + 0 ot (6.13)
705 "1 |
Agora, vamos usar a conveng¢ao da soma de Einstein, para obter
oL 1
= Z (O p + 1) = "o, 6.14
S~ 3 0+ ) = 0% (6.14)
E Finalmente,
oL
) = 0,0"¢ 6.15
12 8(8;#5) 12 ( )
J& segundo termo é dado por
oL av
= 1
36 i (6.16)
Dessa maneira a equacao de movimento tem a forma
av
0,0"p + —¢ =0, (6.17)
que para (1,1) dimensoes, pode ser escrita como
P¢ 0%  dV
— —=—+—=0. 6.18
9 92 dg 0 (6.18)

o7
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