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Resumo

No presente trabalho, iremos estudar um dos mais importantes resultados da
Anidlise Matemadtica: o Teorema da Aplicacao Inversa. Nosso objetivo é demonstra-lo
e, em seguida, aplica-lo para obter o Teorema da Fung¢ao Implicita, assim como também

fazer uso do Teorema da Aplicacio Inversa em Algebra e em Geometria.

Palavras-chave: Aplicagao Inversa. Andlise.



Abstract

In this study, we will examine one of the most important results of the mathema-
tical analysis: the Theorem of Inverse Function. Our purpose is test it and then apply
it to prove the Theorem of Implicit Function as also make use of the results in other

areas of Mathematics. Keywords: Implicit Function, Inverse applications

Keywords: Inverse applications. Analysis.
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Introducao

No estudo das fungoes, saber quando as mesmas admitem inversa é um trabalho
arduo dependendo da lei que define a aplicagao. Desse modo, € essencial estudar quais
caracteristicas possui uma funcao para que ela admita inversa. Além disso, surgem
outras questoes, a aplicacao sendo diferenciavel o que sabemos da diferenciabilidade de
sua inversa, caso exista?

Um resultado essencial para estes fins é o que aqui estudaremos: o Teorema da
Aplicacao Inversa. Esse importante teorema nos fornece ferramentas para responder-
mos a essas questoes. Nos da informagoes para sabermos a respeito da existéncia da
sua funcao inversa e da diferenciabilidade da mesma. Ainda mais que isso, o Teorema
afirma que a classe de diferenciabilidade que a funcgao inversa pertence, é a mesma
classe que a da funcao dada.

Vamos verificar, porém, que o teorema tem cardter local e nao global. Para tanto,
serao necessarios resultados preliminares que utilizaremos para demonstrar o Teorema
da Aplicagao Inversa. Inicialmente reuniremos a teoria necesséria até chegarmos, de

fato, a demonstracao do resultado.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Topologia do Espaco Euclidiano

Defini¢ao 1.1. Sejam z,y € R™ e um escalar a € R . Uma norma em R™ € uma

fungdo real | |: R™ — R que cumpra as sequintes condigoes:

1. | = |> 0, valendo |z| = 0 somente quando x = 0.
2 |a-z|=|al|z|;

8. |lz+y| < |z|+ |yl

Segue da definicio que, |z —y| = | — (y—2)| = | - 1l|(y — 2)| = |y — zl.
H4 uma infinidade de normas que se podem considerar no espago euclidiano R".

Porém, as normas que usualmente se consideram neste espaco sao

|| = /23 +22+---+22  Norma Euclidiana
|z|ar = maz{|z1], |z2], ..., |zn|} Norma do Maximo

|zls = |21] + |@2| +-- + |Za Norma da Soma

Para todo = € R™ vale

lz|m < |z < |zfs < n- |zl

10




CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

Transformagao Linear
Definicao 1.2. Uma aplicagao T' : R™ — R" diz-se linear quando
T(z+y) = T(z)+T(y)
T(Az) = MT(z)
quaisquer que sejam z,y € R™ e A € R.

Indicaremos por T' -z, em vez de T'(z), a imagem do vetor z € R™ pela aplicagao
linear 7'.

Denotaremos por L£(R™; R™) o, espago vetorial formado pelas transformacoes li-
neares 7 : R™ — R".

Se T' € L(R™;R"), sua norma |T'| se define naturalmente por
|T| = sup{|T - z|; z € R™, |z| =1}.

Definicao 1.3. Dados o ponto a € R™ e o mimero real v > 0, a bola aberta de centro

a e raio v € o conjunto denotado e definido por
Bla;r)={z €R"; |zt —a| <1}

Defini¢ao 1.4. Seja X um subconjunto do espago euclidiano R". Um ponto a € X

chama-se ponto interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X.

Definicao 1.5. Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos

sdo interiores, ou seja, quando para cada z € X eziste § > 0 tal que B(z;d) C X.

Defini¢ao 1.6. Um ponto a € R™ diz-se aderente a um conjunto X C R" quando é

limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto.

Definicao 1.7. Um conjunto X C R"™ chama-se fechado quando contém todos seus

pontos aderentes.

Defini¢ao 1.8. Uma aplicagdo f : X C R" — R", é continua no ponto a € X

quando, para cada £ > 0 arbitrariamente dado, pode-se obter 6 > 0 tal que

zeX, |lr—al<d=|f(z)— fla)] <e
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Definicao 1.9. Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre um conjunto
Y € R" € wma bijecao continua f : X — Y cuja a inversa [~! : Y — X também

€ continua.

A aplicacdo composta de dois homeomorfismos ainda é um homeomorfismo. A

inversa de um homeomorfismo também é um homeomorfismo.

Definigao 1.10. Dado X C R™, uma aplicagao f : X — R" diz-se Lipschitziana
quando existe k > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que , para quaisquer x,y € X,
tém-se | f(z) — f(y)| < klz — y|.

Toda aplicacao Lipschitziana é continua. De fato, dado € > 0, basta tomar

d =¢e/k. Entao

|z —a|l <d=|f(z) — fla)| < k|lz —a|] < ke/k=¢€.

1.2 Aplicagoes Diferenciaveis

Definicao 1.11. A aplicagido [ : U — R™, definida no aberto U C R™, diz-se di-
ferencidvel no ponto a € U quando existe uma aplicagao linear T : R™ — R" tal
que

r(h)

fla+h)— f(a) =T -h+r(h), onde ;‘i—%W:&

Observe que, na igualdade acima, h deve ser tomado suficientemente pequeno para
que a+h € U e assim f(a+ h) ter sentido. A expressao f(a+h)— f(a) =T -h+r(h)
é a definicao do “resto” r(h) € R" .

Em alguns casos, a diferenciabilidade de f no ponto a se exprime como
fla+h)— f(a) =T-h+ p(h)-|h|, onde ,l,i_lﬂ,p(h) =i},

Esta notagao é usada para evitar as excegoes causadas pelo denominador zero,
nesse caso o resto é posto sob a forma r(h) = p(h) - |h|, onde a aplicagao p é definida,
%,seh-—ﬁﬂep(ﬂ)zﬂ.

Se f:U c R™ — R" é diferencidvel no ponto a € U, entdo para todo h € R™ e

para todo h tal que a+ h € U, por p(h) =

qualquer ¢ € R suficientemente pequeno tem-se

T-t(th) _ f(a+tf1) - f(a) & Tl(:}fl) |hl,

T-h= t+£0

“LICTECA
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Logo,
T_hzhmfw+4m—:ﬂ@
t—0 t
Portanto,
_9f
T * h = 'é—g(ﬂ.)

E assim, é tinica, a transformacao linear T': R™ — R™ que fornece a boa aproximacao
para f na vizinhanca de a. Ela é chamada derivada de f no ponto a, indicada por
f'(a) ou D f(a).

Assim, a condicao para a diferenciabilidade de uma aplicagdo f : U — R"

(U ¢ R™ aberto) em um ponto a € U se escreve
h

h—0 |h| a

fla+h) — f(a) = f'(a) - h+ r(h), onde

ou

J(a+h) — f(a) = f'(a) - h+ p(h) - |h], onde lim p(h) = 0.

Diferenciabilidade de Transformacoes Lineares

Um transformacao linear 7' : R™ — R" é diferencidvel em cada ponto z € R™ e

T'(z) = T. De fato, por linearidade,
T(z+h)=T-2+T-h

Logo, r(h) =0eT'(z) =T.

Inversao de Matrizes

O conjunto GL(R") < L(R"), das transformacoes lineares invertiveis
T : R* — R" é aberto. De fato, T € GL(R") se, e somente se, det(T) # 0 e
det : L(R™) — R é uma funcgao continua.

Considere a aplicacao f : GL(R") — L(R"), definida por f(X) = X 1. A
expressao cldssica de X ! em termos de determinante mostra que f é continua. Afirma-
mos que [ é diferencidvel em cada X € GL(R") e e que sua derivada
f1(X) : L(R™) — L(R™) é a transformagao linear H — —X 'HX 1.

De fato, se escrevermos

LIOTECAl

(X4+H)? = X'=-X""HX " ++(H)

UFCG/



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

e multiplicarmos ambos os membros destas igualdade, a esquerda, por X + H, obtere-

mos

I-T—HX'=-HX'—(HX™) +(X+H)-r(H),

donde
r(H)=(X+H) " (HX )%

Observe que, como GL(R™) é aberto, existe (X + H)™! para todo H com norma

suficientemente pequena. Dai, resulta
[r(H)] < (X + H)7'| - | X2 - [HP.

Logo

lim r(H)

H—0 |H| =0

A Matriz Jacobiana

Sejam f : U € R™ — R* diferencidvel em a € U e e; = j-ésimo vetor da base

canonica do R™. Entao

€ R™.

P =i fla+te;) — f(a)

t—0 t
O limite acima é a j-ésima derivada parcial de f no ponto a e é indicado por

’ af 0fi, | Of 3fn
F@-e; = 5@ =GR G20 52(@)
Assim, a matriz canénica da transformacao linear f'(a) : R™ — R" chamada matriz

Jacobiana de f no ponto a, é denotada e definida por

3 afl of

@) e 5@ |

: 3f2 3f2
1@ = (ga@) = | 2. 3,

3fn Bfn

L O, oz,

onde fy,..., fn : U C R™ — R sao as fungoes coordenadas de f.

—(a) |

Diz-se que f é de classe C° quando é continua, e de classe C* quando f € C*

para todo k =0,1,2
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Defini¢io 1.12. Dizemos que a aplicagio f : U — R" € de classe C* no aberto
U C R™ quando é diferencidvel e sua derivada [’ : U — L(R™;R") é uma aplicagdo

de classe C* 1.

A definicio anterior nos diz que, quando uma aplicagao f : U C R™ — R" é de
classe C*, k > 1, todas as derivadas parciais de ordem < k de suas fun¢oes coordenadas

existem e sio continuas em U. Escreve-se, entdao f € C*.

Proposigao 1.1. Seja f : U — R", definida no aberto U C R™ diferencidvel no ponto
a € U. Se a transformacdo linear f'(a) : R™ — R" é injetiva, entao eristem 6 >0 e

¢ > 0 tais que |z —a| < d = |f(z) — f(a)| > c|z —al.
Demonstragao. Veja (7] O

Definicao 1.13. Sejam U e V abertos do espago euclidiano R™. Uma bijegao
f: U — V chama-se um difeomorfismo de U sobre V quando é diferencidvel e

sua inversa f ' :V — U € também diferencidvel.

Observe que, se f : U — V é um difeomorfismo entre abertos U,V C R™,
sabendo-se que f € C* (1 < k < o0) conclui-se que seu inverso g = f~' : V = U
é de classe C*. Com efeito, consideremos a aplicagdo Inv : GL(R™) — L(R™) a in-
versio de transformacoes lineares, a férmula ¢'(y) = [f’(9(y))] ', mostra que a derivada

g 1V — L(R™) pode ser escrita como ¢’ = (Inv)o f'og.

v-_.-v—LGeLER™)
g Jhw
L(R™)

Como Inv € C® e f € C*, segue que g € C*. Podemos entéo enunciar a

Proposigao 1.2. Seja [ : U — V uma bijecao de classe C* (k > 1) entre abertos
U,V c R™. Se ainversa f~' : V — U ¢ diferencidvel, entio f~' € C*. Diz-se entdo

que f € um difeomorfismo de classe C*.
Demonstragio. Veja [7) O

A inversao de matrizes é um exemplo de difeomorfismo f : U — V, de classe C*,

onde U é o conjunto das matrizes invertiveis n x n. Neste caso particular, f 1= ¥

ECr
l’ '..In

——

iU
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 16

Definigido 1.14. Seja U C R™ um aberto. Uma fungio f : U — R™ é chamada um
difeomorfismo local se, para cada = € U, eziste uma vizinhanga de V; que é aplicada
difeomorficamente por f sobre uma vizinhan¢a W, de f(x). Quando f, restrila a cada

V., é um difeomorfismo C* dizemos que f é um difeomorfismo local de classe c*

Proposicio 1.3 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam U C R™ aberto e
f : U — R" diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + h) e
tal que sua restrigio ao segmento fechado [a,a+h] C U seja continua. Se |f'(z)| < M
para todo = € (a,a + h), entio |f(a+ h) — f(a)| < M|h|

Demonstragdao. Veja [7] O



Capitulo 2

Teorema da Aplicagao Inversa

Neste capitulo serd apresentado o Teorema da Aplicacao Inversa. Basearemos a
demonstracio do Teorema da Aplicagdo Inversa no método das aprozimagoes suces-
sivas, principio de grande utilidade para provar a existéncia e unicidade de solugoes
para equacoes diferenciais, equagoes integrais, etc. As referéncias para os estudos aqui

realizados sao [5], [7], [8] e [9].

2.1 O Teorema da Aplicacao Inversa

Definicao 2.1. Uma aplicagdo [ : X — R", X C R™, chama-se uma contracgao
quando existem A € R, 0 < A < 1, e normas em R™ e R", relativamente as quais se
tem
[f(z) = W) < Az —y|, Vz,y e X.

Toda contragao é continua. Quando for preciso especificar a constante A, diremos
que [ é uma A-contragao.

Seja U C R™ um aberto convexo. Seja f : U — R™ uma aplicacao diferenciavel,
tal que |f'(z)] < A < 1 para uma certa constante A e para todo z € U. Entao pela

desigualdade do valor médio,
|f(z) = F(y)] < Az -y
e, portanto, f é uma contragao.

Definicao 2.2. Um ponto fizo de uma aplicagcio f : X — R™, X C R™, é um ponto
z € X tal que f(z) = z.

17

LIOTECA
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CAPITULO 2. TEOREMA DA APLICACAO INVERSA 18

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo para Contrages). Sejam F C R™ um subcon-

Junto fechado e [ : F — F uma contragdo. Entdo f admite um tinico ponto fizo.

Demonstragao. Consideremos zo € F. Defina indutivamente, a sequéncia r = (z,,)

com termos em F' do seguinte modo
zy = f(zo) e Tns1 = J(Zn) se n> 1.
Desta forma, temos

Iy :f(m())v .’.C2=f(3:1) =f(f($0))= f2($'0), seey Ty :fﬂ+1(‘r0)‘r"'

|Z2 — 21| = | f*(20) — f(z0)| < Alf(20) — 20|, onde A€ [0,1).
Prova-se, entao, por indugao que
|Zns1 — Za| < X" f(20) — .
De fato, supondo por indugao que
|Znt1 — Zn| < A"|f(20) — 20|

segue que

|37n E2= $n+l| < A|In+l - Inl < /\n+1|f($(}) = .’Eol.

Isto completa a prova por inducao.
Mostremos que z = (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

De fato, dados n,p € N, temos que
P
|Zsp —2a| < Z [Bnss— B
i=1
p -
< DoAY S (o) — ol
i=1

P
< A" f(zo) — ol Z At
1

o0 00 P
Como E A" é a série geométrica com raziao A € [0,1] e Z/\i‘l > Z)ﬁi_l, tem-se

=1 i=1 i=1

desta série geométrica.

p
. ; 43 1
que Z A1 é menor ou igual ao limite =

i=1

OTECA

Sl
]




CAPITULO 2. TEOREMA DA APLICACAO INVERSA 19
Portanto,

A"
1=X

p
|Znip — Tn| < A" f(20) — ol Z N1 < | f(wo) — ol

i=1
Como lim A" = 0, segue que, dado £ > 0 consegue-se tomar ny € N tal que n > ng e
p € N impliquem

A"
1-2

14
[ntp = 2al < X1 (20) = 2ol DX < |f(20) — 20l 7 <€

i=1
ou seja, provamos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em R™. Segue do fato de ser
R™ completo que a sequéncia (z,) é convergente.

Sejay € R™ o limite de (). Como estamos supondo que F é fechado, segue que y € F.
Afirmagao: y é o unico ponto fixo de f.

Com efeito, como zn,;1 = f(z,), podemos escrever Y, = f(z,), onde
Y= (I23 I3, .- )
E claro que Y, — y. Donde y = lim f(z,).
n—ro0

Por outro lado, por f ser continua tem-se que
lim f(z,) = /( lim 2.) = /().
n—oo n—+00

Portanto, pelo Teorema de unicidade de limites, segue que, f(y) = y.

Quanto a unicidade, se z é outro ponto fixo de f, temos que

|z =yl = [f(z) = F(¥)] < Alz =y

0 que, combinado com o fato 0 < A < 1, produz, 0 < (1 — A)|z —y| <0, isto é, z = y.

O

Para garantir que uma contracao f : X — R™ possui um ponto fixo a € X, é
essencial descobrir um subconjunto F' C X tal que f(F) C F e F fechado em R™.

O lema a seguir é frequentemente utilizado para este fim.
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Lema 2.1. Seja [ : X — R™ uma X - contracio. Se X contém a bola fechada Bla;r],
e |f(a) —a| < (1 = Nr, entdo f admite wum ponto firo em Bla;r].

Demonstrag¢io. Basta provar que f(B[a;r]) C Bla;r]. Seja z € Bla;r], assim

|z —a|l <r=|f(z) —al < |f(z)— fla)l +|f(a) —a| < Alz —af + (1 = A)r

< Mr+(Q=-Nr=r

isto é, | f(z) —a| <.
Portanto, z € Bla;r] = f(z) € Bla;r] o que prova o lema.
O

O teorema a seguir e seu coroldrio, sao versoes nao-diferencidveis do Teorema da

Aplicacao Inversa e, ao mesmo tempo, constituem etapas cruciais da sua demonstragao.

Teorema 2.2 (Pertubacao da Identidade). Seja ¢ : U — R™ uma contracao definida
no aberto U ¢ R™. A aplicagao f : U — R™, dada por f(z) = = + p(z), é um
homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C R™.

Demonstragdo. Temos que f é continua, pois f = I + ¢, onde I é aplicacao identidade
e a  é uma contracao.

Sejam z,y € U e A € R a constante de contragao, entao

|f(z) — f(y)] lz + @(z) — (y+ o®)| = |z — y + o(z) — ¢(¥)|

AY

|z — y| = () — o(y)|
> lz—yl=ANz—y|l=010-XN)|z -yl

Ou seja,
|f(z)— fy)| = (1 =A)|z—7yl (2.1)

Dai, sendo f(z) = f(y) temos, substituindo em (2.1), (1 — A)|z — y| < 0.
Como (1 — X) > 0, pois 0 < X < 1, temos que |z — y| = 0 donde segue que = = y.
Portanto, f é injetiva. E assim, f é uma bijegao de U sobre f(U).

Considere f(z) = w e f(y) = 2, entdo z = f~}(w) e y = f~!(z), substituindo em (2.1),

obtemos

)= < (125 ) o

UFCC



CAPITULO 2. TEOREMA DA APLICACAO INVERSA 21

isto é, f~! satisfaz a condigdao de Lipschitz, onde ¢ = ﬁ é a constante Lipschit-

ziana. Como toda aplicacao Lipschitziana é continua, segue que f~! é continua.

E assim, f é um homeomorfismo de U sobre f(U).
Afirmacao: f(U) C R™ é aberto.

De fato, seja b € f(U). Entao, b= f(a) = a + ¢(a) para algum a € U.

Devemos mostrar que b é um ponto interior do conjunto f(U), isto é, que para todo
ponto suficientemente préximo de b, a equagao y = f(z) ou, o que é o mesmo,
y = & + @(x), possui uma solugao = € U. Para isso, seja 7 > 0 tal que Bla;r] Cc U e
consideremos a aplicacio & = &, : Bla;r] = R™, dada por §(z) = y — ¢(z).

Entdo &(z) = z © f(z) = y. Como y é constante e ¢ uma contragdo, sendo

z,y € Bla;r], temos

€)= E@)| = ly—e(@) — (y—e®)l
= |p(y) — e(@)| = |e(z) — eI
< Az -yl

ou seja,
|&(x) — €(y)] < Az —yl, YV @,y € Bla;r]

Logo £ é uma contragao.

Assim, pelo Lema 2.1, basta que
(@) —a] < (1—=X)r
Ou seja,
ly—pla)—al < (1=Nr
Ou seja,
ly—fla) < (A=Xr

Dai, B(b; (1 — A)r) C f(U) mostrando se f(U) aberto. O
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Coroldrio 2.1 (Pertubagao de um Isomorfismo). Sejam U C R™ aberto e
f : U — R™ uma aplicagdo da forma f(z) = T(z) + ¢(z), onde T € GL(R™) e
0 : U — R™ satisfaz |p(z) — p(y)| < Az —yl|, com XA+ |T7'| < 1. Entio [ é um

homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C R™.

Demonstra¢ao. Primeiro observe que,

f(z)=T(zx)+o(z), V€U & (T o f)(z) =z + (T ' op)().
Afirmacao: 7! o ¢ é uma contragio.
De fato,

(T o p)(z) — (T o) ()]

Il

1T~ (p(z) — ¢(y))]
1T |p(z) — ¢(y)
ANT Yz —y|, Ve,yeU

I\

A

Como AT '| < 1, vemos que T ! o ¢ é uma contragao.
Logo, segue do Teorema 2.2 que T~ ' o f é um homeomorfismo de U sobre o aberto

(T~ o f)(U).

v @e N(W)

f=T(T lof ,]T
f(U)

Portanto, f é um homeomorfismo do aberto U sobre o aberto f(U).

O

Provaremos, a seguir, uma versao do Teorema da Aplicagdao Inversa, na qual a
aplicagao é suposta diferenciavel apenas num ponto. Na versido cldssica, que decorre

imediatamente desta, supoe-se que a aplicaciao seja pelo menos de classe C'.

bs |
k

1_IOTECA|
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Teorema 2.3 (Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso). Seja f : U — V um
homeomorfismo entre os abertos U,V C R™. Se f é diferencidvel num ponto a € U
e a derivada f'(a) : R™ — R™ ¢ um isomorfismo, entdo o homeomorfisimo inverso
g=f':V = U é diferencidvel no ponto b = f(a), com ¢'(f(a)) = f'(a)™".
Demonstrag¢io. Sejam a,a+v € U e, escrevamos f(a) =be f(a+v) = b+ w. Como
g= [}, temos g(b+w)—g(b) = a+v—a =ve, assim, f(a+v)—f(a) =b+w—-b=w
ou seja,

v=gb+w)—g(b) e w= fla+v)— f(a).

A diferenciabilidade de f no ponto a nos fornece

fla+v)—f(a)=f'(a) - v+7(v), onde lim TI(@TI) 0.
Dai,
w = f'(a)-v+r().
Para provar que f'(a)~" é a derivada de g no ponto b, escrevamos
g(b+w) — g(b) = f(a) ™" - w+ s(w) (2.2)

= 0.

s(w)
e mostremos que lim
w0 |w]

Substituindo as expressoes de v e w acima obtidas na equagao (2.2), temos

v=f(a)[f'(a) - v+r(®)]+sw) = f(a)'(f'(a)-v)+ f(a)" r(v)+s(w)
= (f(@)7'f'(@) - v+ f'(a)" - r(v) + s(w)
= T-v+ f'(a)™! - r(v) + s(w)

= v+ fi(a)™ -r(v) + s(w)

isto é,
f'@)™-r(v) + s(w)
donde,
) s(w) _ A
s(w)=~f(a) " -r(v) e =fa) "o v,
v Tl ol T
A continuidade de g garante que quando w — 0 tem-se v — 0. ‘ <
O
De fato, como vimos v = g(b+ w) — g(b). Dai, como g é continua | E |
li 1 b b = |
limv = lm[(+'w)~()] | ;

= g(b) —g(b) =0
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r(v)

Assim, lim —= = 0.
w—0 |‘U|

Além disso, pela Proposicio 1.1, existem 6 > 0 e ¢ > 0 tais que |v| < § implica
lol _ |v] =L
lw| — |fla+v) = fla)l ~ ¢

Como a transformacao linear f’(a)™! é continua e se anula na origem, segue-se da

|f(a+v) — f(a)| 2 clv|, portanto

e (v) |vl
s(w) seonaq T(O) v
—_— = —f (a) - — —
|w| lv| ||
et ) =
4 w0 le ’

Portanto, g é diferencigvel no ponto b e ¢'(b) = f'(a)™".
O

Corolério 2.2. Sejam U,V C R™. Se uma aplicagao f : U = V € um homeomorfismo
de classe C* cuja derivada f'(z) : R™ — R™ € invertivel para todo x € U, entdo seu

inverso g = f~':V — U € de classe C*.

Enunciaremos a seguir, um dos mais importantes resultados da Andlise Ma-
temética, o Teorema da Aplicacao Inversa. Nosso objetivo nesse trabalho é provd-lo e

para tanto, ji temos todas as ferramentas que precisamos. Sendo assim, vamos ao

Teorema 2.4 (Teorema da Aplicacio Inversa). Sejam U C R™ um aberto e
f:U — R™ de classe C* (1 < k < o) tal que, em um ponto a € U, f'(a) € L(R™) €
um isomorfismo. Entio f é um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhanga V de

a sobre uma vizinhanca W de f(a).

Demonstragao. O que fizemos anteriormente foi encontrar cada pega para depois junta-
las e, assim, provar esse resultado.

Com efeito, escrevamos

f(z+a) = f(a) = f'(a) - & + ().

Supondo a = f(a) = 0, que nao restringe a generalidade, vem

f(z) = f'(0) -z +r(z),

L{OTECAl

g
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onde 7(z) = f(z) — f'(0) - = é de classe C*, pois f e a aplicacao identidade I(z) = z
sao ambas de classe C* e 7/(0) = 0.
: 1
Seja A tal que 0 < A < TIORE
Assim, como ' é continua em U, em particular em = = 0, existe uma bola aberta V'

em torno da origem tal que, para z € V tem-se
Ir'(z) —r'(0)] < A

donde,
Ir'(z)| < A

Dai, pela desigualdade do valor médio,

Ir(z) — r(y)| < Mz — yl,

para todos os z,y € V.
Pelo corolério anterior, f restrita a V é um homeomorfismo de V' sobre um aberto W
que contém f(a).

Além disso, como [ € C*, a aplicagio derivada
f:U— LR™)

¢ continua.

Como o conjunto GL(R™) dos isomorfismos lineares de R™ é aberto e como
GL(R™) C L(R™), em particular, GL(R™) é aberto em L(R™).

Daf e como f’(a) € GL(R™), devido f’ ser continua para todo z € U, em particular

em a, dado € > 0, existe d > 0 tal que
|z —a] <d=|f(z) - fla)l <&

de modo que B(f'(a);e) ¢ GL(R™) ou seja, f'(z) € GL(R™) para todo =z € V.
Segue que a bola V' de centro a pode ser tomada, se necessario, tao pequena que
f'(z) : R™ — R™ seja ainda um isomorfismo para todo z € V.

Pelo Teorema da Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso, f~! : W — V é dife-
renciavel em todos os pontos de W, logo f ¢ um difeomorfismo.

Finalmente, pela proposicao 1.2, segue que f~' € C.
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Exemplo 2.1. A aplicacio [ : R? = R?, dada por f(z,y) = ¢*(cosy,seny) € de classe
C™,

Em termos de varidvel complezxa, f(z) = €.
Para todo z = (x,y) € R?, a derivada f'(z) : R* — R? ¢ um isomorfismo, que consiste
na multiplicagao pelo nimero complezo nao-nulo e*.

A malriz jacobiana de f no ponto z = (z,y) tem a forma

e“cosy —e’seny
Jf(z,y) =
eseny e*cosy

O determinante jacobiano de f é €** que é # 0.

No entanto, [ nao € injetiva

flz1, ) = f(z2,y2) < €' (cosy;,seny;) = ™ (cos yz, sen ¥s),

donde
e cosy; = €*2 cos Yo

el seny; = e senys

E portanto, 1 = x5 e yo = 11 + 2k, k € Z.

Geometricamente, f transforma cada reta vertical * = a sobre o circulo de raio e
e centro na origem, com periodo 2r. Cada reta horizontal y = b € levada bijetivamente

sobre a semi-reta aberta que parte da origem e passa pelo ponto (cosb,senb) € R?.

Temos f(R?) = R? — {0}.

No exemplo anterior, [ satisfaz as condi¢oes do teorema da aplicagdo inversa.
Porém, f nao é injetiva globalmente. Mas, pelo teorema, f é injetiva localmente, mais

que isso, f é um difeomorfismo local.



Capitulo 3
Aplicacoes

O Teorema da Aplicacao Inversa e suas consequéncias encontram naturalmente
aplicacoes em diversos ramos da matematica. Demonstraremos aqui como aplicacoes do
Teorema da Aplicacio Inversa, o Teorema da Fungao Implicita, o Teorema Fundamental
da Algebra e que a Imagem Inversa de um Valor Regular é uma Superficie Regular.

As referéncias para os estudos aqui realizados sao [1], [2], [5] e [7].

Teorema da Funcao Implicita

Definicao 3.1. Seja f : U € R? - R uma fungdo diferencidvel. Dados os intervalos
abertos I,J C R e c € R, dizemos que uma fungao g : I — J é fortemente definida

implicitamente pela equacao f(z,y) = c se
1. f(z,g9(x)) = c para todo x € I;

2. o retangulo simples aberto R = I x J intercepta f~'(c) apenas em pontos do

grifico de g, isto é, (I x J)N f~(c) = G(g).

Teorema 3.1 (Funcio Implicita). Seja f : U C R? - R de classe C* no aberto D.
of

Sejam zo = (a,b) € D e c = f(a,b). Se =—(a,b) # 0, entdo existem intervalos abertos

dy
Ied,a€l, be J euma fungio de classe C', g : I — J tal que

2. g ¢ fortemente definida por f(x,y) = c;

27
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% 9(0) =3 @b)/Z ).

Demonstragdo. No intuito de usar o teorema da fungao inversa, vamos introduzir a

seguinte funcao
f: D — R?

(z,y) +— h(=z,y) = (z, f(z,y))-
E claro que h é de classe C*, h(a,b) = (a,c) e que sua matriz jacobiana em z, é dada

por
1 0

Jh(a,b) = | of af
Ei;(a,b) Eﬂ;(a’b)

d
cujo o determinante é detJh(a,b) = 8—f(a,, b) # 0. Logo, h'(zp) é um isomorfismo e,
' Yy
portanto, pelo teorema da fungao inversa: existe § > 0 tal que h(B(xzo,dy)) é aberto e

h : B(zg,80) — h(B(zo,d)) ¢ um difeomorfismo de classe C'. Seja

R=(a—d,a+0;) % (b—01,b+01),00 = \/7550

o retangulo simples aberto inscrito em B(zg,dy). Temos que W = h(R) é aberto e
h: R — W é um difeomorfismo de classe C'. Seja
ht: W — R
(u,v) — h~Yu,v) = (p(u,v),q(u,v)),

o difeomorfismo inverso de h, o qual, é também, de classe C'. Temos que

(hoh™Y)(u,v) = (u,v) e, por outro lado,

(hoh™")(u,v) = (u,v) = h(h ™ (u,v)) = h(p(u,v), ¢(u,v)) = (p(w,v), f(p(u,v), q(u,v)))-

Logo,
p(u,v) =u e v=f(uq(u,v)) Y(u,v)eW.

Donde, fazendo v = ¢, ¢ = f(u,q(u,c)), sempre que (u,c¢) € W. Assim, fazemos a
seguinte construcao ¢ : g(z) = ¢(z,c¢), = variando em algum intervalo aberto I > a.
Vejamos como construir . Como W é aberto, existe d; > 0 tal que B(yo,d2) C W,

onde yo = h(z¢) = (a,c). Logo, V = h™1(B(y,d2)) C R é um aberto cuja projegao

OTEC
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no eixo-z coincide com o intervalo aberto (a — dy,a + d2) C (a — d1,a + 6,). Agora

definimos I = (a — d2,a + d02), J = (b—d1,b+ d;) e

g: I — J

z +—> g(z) =q(z,c)

Temos que (z,c) € W, se z € I. Logo, f(z,g(z)) = ¢, o que mostra que g estd definida
implicitamente por f(z,y) = c. Falta verificar que (I x J) N f~(c) é o grifico de g.
De, f(z,9(z)) = ¢, = € I, segue-se que G(g9) C (I x J)N f~*(c). Para a inclusao
contréria, seja (z,y) € (I x J)N f~(c). Isto implica que f(z,y) =c,z € I ey € J.
Logo, h(z,y) = (z,c) € W e, portanto, h™'(z,c¢) = (z,q(z,c)) = (z,y). Donde,
y = q(z,c) = g(z) e (z,y) € G(g). Note que, o grifico de g é a imagem via h~! do
segmento de reta

l={(u,v);v=ca—0 <u<a+d}.

Como ¢ é de classe C', vem que g é de classe C'. A regra da cadeia agora d4 que

df(:r 9(1)) & e
b ==ty b)— ( 9())+ ( 6y( 9(z)).
Logo, em z = a,
of
gg a) _a—m(fl, b)
dz %(a,b)

e esta completa a prova.

'ECA
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Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p : R? — R? um polinomio
complezo ndo-constante, p(z) = ap + a1z + - + an2", @, # 0,n > 1. Afirmamos que

p € sobrejetivo. Em particular, eriste 2o € R* tal que p(z) = 0.

Demonstracdo. Como sabemos, para cada z € R?, a derivada p/(2) é a transformagéao

linear em R? que consiste na multiplicacdo pelo niimero complexo
= !
ay + 2a52 + -+ - + naz2" 7,

que identificamos com p'(z).

Como um polinémio nao-nulo pode ter apenas um mimero finito de raizes, o
conjunto F = {z € R?;p/(z) = 0} é finito, assim como p(F). Em particular, R* — p(F)
é conexo.

Considere a aplicacao P : R? — p~1(p(F)) — R? — p(F) definida por restricao de

Para cada 2 no dominio de P, tem-se z ¢ F. Assim P'(z) = p/(z) é um complexo
nao-nulo e portanto P’(z) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Fungao Inversa, P é
uma aplicacao aberta. Em particular, a imagem de P é um subconjunto aberto de
R2 — p(F).

Afirmacao: O conjunto de valores de P é um subconjunto fechado de R? — p(F)

De fato, dada uma sequéncia de pontos 2z, no dominio de P, com
limp(z,) = w € R?* —p(F), devemos mostrar que w = p(z) para algum 2 no dominio de
P. Note que, nao se pode ter z, —+ 00, pois se assim fosse teriamos w = lim p(z,) = oc.
Portanto, passando a uma subsequeéncia, se necessdrio, podemos supor que 2, — z €
R?. Entéo p(z) = limp(z,) = w € R? — p(F). Segue, entdo, que z pertence ao dominio
de P.

A imagem de P ¢ portanto aberta e fechada no conjunto conexo R? — p(F). Logo

P é sobre R* — p(F'). Como p(F) esta contido na imagem de p, segue que p é sobre R2,
O
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Superficies no Espaco Euclidiano

O Teorema da Aplicacao Inversa e suas consequéncias encontram naturalmente

aplicagoes na teoria das superficies.

Definicao 3.2. Um subconjunto S C R?® é uma superficie regular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicagio x : U — V NS de um

aberto U de R? sobre VNS tal que
1. x € diferencial. Isto significa que se escrevemos
x(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(w,v)), (u,v) €U

as fungoes x(u,v), y(u,v), z(u,v) tem derivadas parciais continuas de todas as

ordens em U.

2. x € um homeomorfismo. Como x € continua pela condi¢ao 1, isto significa que

x tem inversa x~' : VNS — U que é continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dy, : R* — R?® ¢ injetiva.

Proposicao 3.1. Se f : U = R ¢ uma funcao diferencidvel em um conjunto abeto

U de R?, entdo seu grdfico, isto é
graf(f) = {($,y,f(I, y))! (:B,y) = U}'
€ uma superficie reqular.

Demonstracdo. Basta mostrar que a aplicacao y : U — R? dada por

x(u,v) = (u,v, f(u,v))



CAPITULO 3. APLICACOES 32

é uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanga coordenada cobre todos os pontos
do gréfico.

A condigao 1 é verificada sem problemas, visto que f é uma fungao diferencidvel.

Nz,y) _
INu,v)
Finalmente, cada ponto (z,y, z) do gréfico é a imagem por x de um tnico ponto

A condi¢ao 3 também nao oferece dificuldade, uma vez que

(u,v) = (z,y) € U. Consequentemente, x ¢ bijetiva e como x ' ¢ a restri¢ao do grafico
de f da projecdo, continua, de R® sobre o plano zy, y~' é continua.

O

Definicao 3.3. Dada f: V C R* - R uma funcdo diferencidvel. Um pontop € V é
chamado regular se V f(p) # 0. Um ponto a € R é um valor regular se f'({a})

for diferente do vazio e conliver apenas pontos requlares.

Portanto, a € f(V) é um valor regular de f : V C R? — R se, e somente se, f, f,

e f. nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa,

@) ={(z,y,2) € V; f(z,y,2) = a}.

Teorema 3.3. Se f: U CR®* > R ea € f(U) ¢ uma valor regular de f, entao f(a)

é uma superficie reqular em R3.

Demonstragio. Seja p = (xo, Yo, 20) um ponto de f~'(a).
Como a é um valor regular de f, podemos admitir, trocando o nome dos eixos
coordenados, se necessario, que f, # 0 em p.

Definimos uma aplicagio F' : U C R® — R? por

F(II?, -y,z) = (I,y, f(Il y,z)),

e indicamos por (u,v,t) as coordenadas de um ponto do R? onde F toma seus valores.

A diferencial de F em p é dada por

1 0 0
f:: fy fz

donde,

dBt(de) =f. #0.
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Nestas condicgoes, podemos entao aplicar o Teorema da Fungao Inversa, que ga-
rante a existéncia de V de p e W de F(p) tais que F': V — W ¢ inversivel e a inversa

F~1': W — V é diferencidvel.

Z ¢ W
e a t =
.
V I Ha)nV "_

- (xo.0-0)

$ = F{py)

v 7

-\‘
. V U

Segue-se que as funcoes coordenadas de F~1, isto é, as fungoes
r=u, y=v, e ,z=g(u,vt), (yv,t)eW,

sao diferencidveis.

Em particular, z = g(u,v,a) = h(z,y) é uma fungao diferencidvel definida na
projecao de V sobre o plano zy.

Como

F(f7(a)NV) =W n{(u,v,t);t =a},

conclufmos que o graficode h é f~'(a)NV.
Pela proposi¢io 3.1, f~'(a)NV é uma vizinhanga coordenada e podemos concluir
que f~(a) é uma superficie regular.

O



Conclusao

Com o Teorema da Aplicacao Inversa dada uma fungéao, sob determinadas condi-
¢oes, no minimo a aplicagao dada tem que pertencer a classe C"', sabemos da existéncia
de sua inversa e, além disso, sabemos da diferenciabilidade da mesma sem mesmo co-
nhecermos sua “cara”’. O teorema ainda nos da mais informacoes, de acordo com o que
for a classe de diferenciabilidade da fungao dada é a mesma classe de diferenciabilidade
que sua inversa pertence. Estas sdo as principais informagoes que este resultado nos
fornece. Esses fatos nos fazem perceber o porque que o Teorema da Funcao Inversa é
wm dos mais importantes resultados da anélise matematica, apesar de ser um resultado

local e nao global como constatamos.
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