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Resumo

Este trabalho tem por objetivo propor uma abordagem sobre os logaritmos. Inici-
almente, faremos um histérico da invengao do logaritmo como simplificador de edlenlos
no século XVI e dos principais matemaéticos responséveis pela descoberta que facilitou
o trabalho de astronomos e navegantes da época, e seu atual estudo como funcao. Em
seguida definiremos a Fungao Logaritmica, suas propriedades e sua inversa, a Fungao
Exponencial. Essas fungoes sao modelos ideais para certos fenomenos de variagao, para
solugao de problemas do cotidiano. Também serao apresentadas as equagoes diferencias

de primeira ordem para fungao exponencial, assim como alguns modelos e aplicagoes.

Palavras-chave: Logaritmo. Cilenlo. Aplicagoes.
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Abstract

This paper aims to propose an approach for the logarithms. Firstly, make a
history of the invention of logarithms simplifying calculations in the sixteenth cen-
tury, responsible for major mathematical breakthrough that facilitated the work of
astronomers and navigators of the time, and their current study like a function. Next
define the logarithmic function, its properties and inverse, the exponential function.
These functions are ideal models for certain phenomena of variation, to solve everyday

problems, Also the differential equations first order will be presented for exponential

function, as well as some models and applications.

Keywords: Logarithm. Calculation. Calculation.
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Introducao

Nesse trabalho estudaremos a funcao logaritmica e sua inversa que é a funcao
exponencial, fung¢ées indispensaveis no estudo de Matemaética

Os primeiros matemadticos a publicar obras sobre logaritmos foi o escocés Jonh
Napier em 1614, que tinha como titulo Mirifici logarithmorum canonis descriptio e
alguns anos depois em 1620 foi a vez do sui¢o Jobst Biirgi publicar sua obra intitulada
como Tdbuas de Progressoes Aritmétlicas e Geomélricas.

Os logaritmos, como instrumento de cdlculo, surgiram para realizar simplificagoes,
uma vez que transformam multiplicacoes e divisoes nas operagoes mais simples de soma
e subtracao.

No primeiro capitulo deste trabalho abordamos o surgimento dos logaritmos no
final do século XVI, que no principio foi criado como simplificador de calculo, para
facilitar a vida de astronomos e navegadores ja que cdlculos complexos eram feitos
diariamente por essas pessoas.

No segundo capitulo definimos a Fungao Logaritmica e suas propriedades e também
a Funcao Exponencial que é sua inversa, bem como também suas propriedades.

No terceiro capitulo falaremos de alguns modelos exponenciais como: Desinte-
gracao radioativa, Método do carbono, Resfriamento de um corpo, Infusao intravenosa
de glicose e a Dinamica de crescimento de um tumor. Em seguida mostramos algumas

exemplos com alguns desses modelos.




Capitulo 1

Abordagem Historica

Neste capitulo abordaremos o surgimento dos logaritmo no final do século XVI, a
questao da quadratura da hipérbole e o logaritmo como fungao e a origem do nimero
€ e sua presenca nos logaritmos de Napier. As referéncias utilizadas para os estudos

realizado neste capitulo sio [3], [3] e [7].

O Logaritmo

No fim do século XVI na Europa, o desenvolvimento da astronomia e da navegacao
exigia calculos aritméticos muito complexos para a época. O avango da Matemadtica se
deu principalmente em funcao do crescimento politico, econémico e social.

Segundo Boyer [3], foi um periodo onde muitos estudos, sobre a trigonometria
estavam sendo realizados em todas as partes da Europa. Entre esses estudos, havia um
grupo de formulas conhecidas como “regras de prostaférese”, eram férmulas que trans-
formavam um produto de fung¢oes numa soma ou diferenca (dai o nome prosthaphae-
resis, palavra grega que significa adi¢ao e subtragdo). Eram também conhecidas como

formulas de Werner. As férmulas sao

2cos AcosB = cos(A+ B) + cos(A — B) (1.1)
2senAcos B = sen(A + B) +sen(A — B) (1.2)
2cos AcosB = sen(A + B) —sen(A — B) (1.3)
2senAsen B = cos(A— B) —cos(A + B) (1.4)

10




CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 11

Dois mateméticos dinamarqueses Wittich (1584) e Clavius (1593), este 1ltimo
com a obra, “O Astroldbio”(1593), sugeriram o uso desse método para abreviar os
célculos.

Por exemplo, utilizaremos 0 método acima para efetuar o produto entre
0, 17365 - 0,9927
Consultando uma tabela Trigonométrica, temos que:
sen 10° = 0, 17365 e cos 8° = (,99027
Pela férmula (1.2), temos:
sen 10° cos 8° = -;—(sen 18° + sen 2°)
Consultando novamente uma tabela trigonométrica temos:
sen 18° = 0, 30902 e cos 2° = 0,03490

assim,

1
sen 18° 4 sen 2° = 0, 34392 = §(sen 18° +sen2°) = 0, 17196.

Portanto, sem cometer erro superior a um décimo de milésimo, podemos escrever:
0,17365 - 0,99027 = 0, 17196.

Conforme afirma Lima [7], uma das desvantagens do método prostaférese é a
dificuldade em aplicd-lo para produtos de trés ou mais fatores, poténcias e raizes.
Essas operacoes eram frequentes no trabalho de astréonomos e navegadores. Por isso
era constante o desafio em desenvolver ferramentas mateméticas que pudessem ajudar
nessas tarefas.

As operagoes aritméticas segundo seu grau de dificuldade, podiam ser classificadas
em trés espécies, eram elas: 1% espécie: adigao e subtragao; 2% espécie: multiplicacao
e divisao e; 3* espécie: potenciagao e radiciagao. Procurava-se entao um processo que
permitisse reduzir cada operacao de 2® ou 3% espécie a uma de 1% espécie inferior e
portanto mais simples.

Para se ter uma idéia de como as multiplicagoes eram feitas, observe o exemplo

de como era resolvida a multiplicagao,

1535 - 325
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CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA

eles usavam a seguinte férmula,

Efetuava-se o calculo:

1515 - 325 = (

e recorria-se a tabela a seguir:

2

)

2

12

1515 + 325)2 (1515 = 325)2

n

594

595 596

920

5

88209

88506,25 | 83804

211600

Tabela 1.1: Tabela com niimeros naturais e os quadrados de suas metades

Assim,

1515 325 = (

2

=) -

595

2

2
) — 846400 — 354025 = 492375.

Os primeiros matemaéticos a publicarem as primeiras tabuas de logaritmos foram John

Napier(1550-1617) e Jobst Biirgi(1552-1632).

Figura 1.1: Jonh Napier

Figura 1.2: Jobst Biirgi

John Napier foi um nobre tedlogo escocés que nao era matematico profissional,

mas tinha a Matemadtica como lazer. Seu interesse era por alguns aspectos da com-

putagao e trigonometria, especialmente em estudos relacionados a simplificagao de

calculos. Segundo Boyer [3], Napier tinha dedicado anos as suas tdbuas de logaritmos

com o objetivo de simplificar as operagoes, em especial de produtos e quocientes.



CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 13

Napier publicou sua abordagem dos logaritmos em 1614 num texto intitulado
Mirifici logarithmorum canonis descriptio, que significa “Descri¢ao da Maravilhosa Lei
dos Logaritmos”. Segundo consta, Napier dedicou-se por vinte anos antes da publicacao
desse sistema que viria facilitar consideravelmente os cédlculos com senos na astronomia.

Sua defini¢ao do logaritmo, termo por ele criado, (logos que é razao e arithmos
que ¢ mimero) foi entusiasticamente adotada por toda europa. Como afirmou Laplace,
a invencao dos logaritmos “ao diminuir o trabalho, dobrou a vida dos astrénomos”.

Jobst Biirgi suico, fabricante de instrumentos para astronomia, matematico e
inventor. Existem evidéncias de que os trabalhos de Biirgi acerca dos Logaritmos ja
estivessem em andamento desde 1588, mas a publicacdo dos mesmos somente ocorreu
em 1620, num livro editado em Praga, sob o titulo: “Tdbuas de Progressoes Aritméticas
e Geométricas”. O titulo da obra de Biirgi aponta para a conexao que ele teria esta-
belecido entre as progressoes e os logaritmos e foi provavelmente inspirado no método
de Prostaférese na simplificacao de cilculos. Essa conexao também estd presente nos
trabalhos de Napier.

Segundo Lima [7], “ A influéncia de Napier no desenvolvimento dos logaritmos
foi muito maior que a de Biirgi, devido a suas publicagoes e seu relacionamento com
professores universitarios”.

Napier tomara conhecimento, lendo um trabalho de Michael Stifel (1486 - 1567),
de que em alguns calculos seria possivel substituir multiplicagoes e divisoes por adi¢oes
e subtragoes.

Para tal, usava-se uma tabela de duas colunas (ou duas linhas), que colocava em
correspondéncia os termos de uma progressao geométrica (na verdade poténcias de um
certo mimero) com os de uma progressao aritmética.

Abaixo temos um exemplo simples de uma tabua de logaritmos:

112(4|8(16|32|64| 128|256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
0(1|12{3/4 |5 |6 7| 8 9 10 11 12

=TT

'OTECA

o |

" T
)

UFCT

t'



CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 14

Observe que esta “tdbua de logaritmos” tem a seguinte estrutura sendo, no exem-

plo, a = 2.

0 1 2 3 4 5 (.16 (1,7 G,S a9 al(} all (112

0(1(12|3|4|5|6|7|8|9]|10]|11]12

Temos que 8 = 2? e 32 = 2°. Para multiplicar, por exemplo, 8 por 32 procura-se
na tabela os nimeros correspondentes na segunda linha, que sao 3 e 5. Basta efetuar
a adicao 3 + 5 = 8. Localizando 8 na segunda linha, vemos que seu correspondente na
primeira linha é 256. Conclui-se entao, que 8 x 32 = 256.

Para calcular a divisao, de dois niimeros naturais o procedimento era o inverso
ao anterior.

Por exemplo, para dividir 2048 por 128, toma-se os os niimeros correspondentes,
11 e 7 e calcula-se 11 — 7 = 4. O ntmero da primeira linha correspondente a 4 é 16.
Portanto 2048 = 128 = 16.

Essas idéias sao formalizadas atualmente pelas propriedades das poténcias que

possuem mesma base.

Assim,
8 x32=2%x25=2%5_98 _ 956

2048 = 128 = 21 = 27 = 91177 — 94 _ 16,

O inconveniente dessa tabua é que ela nos permite um nimero restrito de multi-
plicacoes e divisoes, pois as poténcias de 2 crescem muito rapidamente.

Napier desejava escrever os expoentes de maneira a formar uma faixa continua
(ou guase) de valores. Napier sabia que em tais sequéncias, para conservar os termos
“proximos”, deveria tomar um valor “pequenc”para base. Um valor que fosse uma
fracdo da unidade. Ele escolheu como unidade 107 pois era pratica comum em sua
época, no trabalho com a trigonometria, dividir o raio do cireulo unitario em 107
partes. Napier apenas seguiu o que se fazia em sua época e, como base, escolheu o

nimero (1 - 1—57) = 0, 9999999.

| % 1 R
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CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 15

Com isto ele era capaz de conservar préximos os termos de sua progressiao geométrica

de poténcias inteiras. Esta escolha que nos parece estranha hoje tem um motivo.

Napier entao pensou em considerar um nimero bem préximo de 1, cujas poténcias
crescessem lentamente, proporcionando um grande nimero de produtos e quocientes
“instantaneos”. Como naquela época, os valores numéricos que os astronomos mais
manipulavam eram valores de senos e cossenos, seria interessante, uma tabua com
grande quantidade de mimeros entre 0 e 1.

Os logaritmos de Napier eram substancialmente diferentes dos logaritmos com os
quais estamos habituados e estudamos nos dias de hoje, o que, em hipétese alguma,
diminui a relevancia de sua empreitada e esfor¢o em busca de um método que fosse
capaz de simplificar calculos grandes e cansativos.

Uma das diferencas bdsicas entre o que se estuda nos dias de hoje e o que foi
criado por ele diz respeito a forma como ele concebeu sua invencao. Napier nao tinha
em mente o conceito de base de logaritmos e, além disso, todos os principios eram
explicados em termos geométricos.

Napier imaginou os seus logaritmos de forma dindmica, pensando em segmen-
tos, semi-retas e em velocidades. A seguir tentaremos explicitar a forma como ele a

concebeu

1. Suponha, por exemplo, o segmento de reta AB e a semi-reta DX.

2. Tome AB como unidade, no caso de Napier 107 (o raio do circulo no qual os senos

eram medidos).

3. Suponha um ponto C' percorrendo o segmento AB e um ponto F' percorrendo
a semi-reta DX de forma que ambas iniciam o movimento simultaneamente a

partir dos extremos A e D respectivamente.
4. Suponha ainda que C' e F possuam a mesma velocidade inicial.

5. Admitamos que a velocidade de C seja dada pela medida C'B e que a velocidade
F seja constante (igual a velocidade inicial de C).

6. Nessas condicoes Napier pensou no logaritmo do nimero 2 = CB como sendo o

niimero y = DF (o conceito de base nao interfere neste tipo de definigio).

3LIOTECA

£l
o

UFC



CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 16

Figura 1.3:

Note que neste contexto o ponto C' parte de A e se move ao longo de AB com ve-
locidade variavel, decrescendo em propor¢oes com sua distancia a B e que a velocidade
de F', apesar de constante, estd relacionada a velocidade inicial de C.

Outra diferenga diz respeito as operagoes com logaritmos. A soma e a subtracao
dos logaritmos de Napier difere do que fazemos hoje. Para ele, por exemplo, admitindo
x; = log Ay e x3 = log A,, a operagdo z; + x5 serd A;A,/107, de fato, isto ocorre por
termos A; = 107(1 — 107)™ e Ay = 107(1 — 107)=.

Seguindo uma pratica usada na trigonometria da sua época, Napier dividiu o raio
de um circulo unitdrio em 107 partes. A segnir escolheu ¢ = 1—10~7 ou 0, 9999999 como
a razao para construir sua tabela. Desse modo, segundo a Figura, Napier consideron
AB = 107 e poténcias inteiras de ¢ multiplicadas por 107 & 0, 9999999 . . .

Para evitar decimais, ele multiplicava cada poténcia por 107. Entao se
N =107(1 - 1/107)%,

ele chamava L de “logaritmo”do mimero N. Segue-se que o logaritmo de Napier de
107 6 0 e o de 107(1 — 1/107) = 0,9999999 é 1, e assim por diante.
Dividindo seus niimeros e logaritmos por 107 terfamos virtualmente um sistema

de logaritmos de base 1/e, pois (1 —1/107)'%" fica préximo de
lim (1 - 1/n)" =1/e.

Nepier nao tinha o conceito de base de um sistema de logaritmos, pois sua de-
fini¢ao era diferente da nossa. Ele nao pensou em uma base para seu sistemas, mas
suas tabelas eram compiladas por multiplicagoes repetidas, equivalentes a poténcias
de 0,9999999. Sua poténcia ou mimero decrescia a medida que o indice(ou logaritmo)

cresce, isso porque ele usava a base 1/e que é menor que 1.

™
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CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 17

Conforme imaginado por seu descobridor Napier, um sistema de logaritmos é
simplesmente uma tabela com duas colunas. A cada nimero real positivo z na coluna
a esquerda corresponde, no mesmo nivel a direita, um nimero real L(z) chamado o
logaritmo de z.

Todos tinham conhecimento do trabalho para elaborar uma tdbua de logaritmos,
mas todos também tinham conhecimento de como ela facilitaria os calculos.

Em 1615 o matematico inglés Henry Briggs (1561-1631) muito entusiasmado com
os logaritmos, professor da universidade de Londres, visitou Napier e propos o uso
de potencias de dez e Napier concordou, ambos concordaram que o logaritmo de um
deveria ser zero e que o logaritmo de dez deveria ser um.

Em 1617 Napier morreu e recaiu sobre Briggs a tarefa de construir a primeira
tabela de logaritmos comuns. De mais facil utilizacao, contendo os chamados logaritmos
décimais ou logaritmos ordinarios, que tiram proveito do fato do nosso sistema ser
decimal.

Henry Briggs, apresentou uma nova tabua, proporcionando melhor interpretacio,
contendo os chamados Logaritmos Decimais. Essa tdbua foi publicada por Brigs em
Logarithmorum Chilias prima em 1617.

Uma tltima informagido a respeito de Henry Briggs é que foi a partir de seu
trabalho em 1624 que as palavras “mantissa”e “caracteristica” passaram a ser utilizadas
nas operagoes com logaritmos a partir das tabelas de valores.

Hoje em dia universalmente um logaritmo é considerado como um expoente;
assim, se n = b*, dizemos que z ¢ o logaritmo de n na base b. Dessa definicio, as leis dos
logaritmos decorrem imediatamente das leis dos expoentes. Uma das incongruéncias
da histéria da matematica é que os logaritmos foram descobertos antes de se usarem
expoentes.

Mas os logaritmos que durante trés séculos e meio tao bem desempenharam o
papel de maravilhoso instrumento para simplificar o célculo aritmético, permitindo
que se efetuassem, com rapidez e precisao operacgoes complicadas, perderam a algum
tempo esse lugar de eficiente calculador, hoje ocupado com grande éxito pelas maquinas
eletronicas. A func¢ao logaritmica, porém, nunca desaparecerd. A principal dessas
razoes € de natureza tedrica. Embora a tdbua de logaritmos tenham sido inventada

como acessorio para facilitar operagtes aritméticas, o desenvolvimento da matemadtica

(8L IOTECA
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CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 18

e das ciencias em geral veio mostrar que diversas leis matematicas e vdrios fenomenos
naturais e mesmo sociais sao estreitamente relacionados com os logaritmos. Assim
sendo, os logaritmos, que no principio eram importantes apenas por causa das tdbuas,
mostraram ter apreciavel valor intrinseco. Por isso eles continuam, a merecer uma

posicao de destaque no ensino da matemadtica e em suas aplicagoes.

A presenca de e nos logaritmos de Napier

Lembremos que Napier ndo tinha consciéncia do conceito de base de um sistema
de logaritmos, mas pode-se verificar que os seus dados levam a um sistema de base i

De fato, com notag6es atuais, na Figura 1.3, seja CB = z e DF = y. Sabendo
que AB = 107, temos que AC = 107 — z.Se AB é tomado como 107 e se a velocidade
inicial de C' também é tomada como 107. Assim, para cada instante t, AC = 107 — z
e a velocidade de C é

d . 7
a(lo —I)=——=n1.

Logo, ——df = dt, ou seja — [ %’5 = [ dt, donde conclui-se que —Inz =t + c.

Assim, parat =0, A =C, z = 107, ¢ = —In 107, ou seja
~Inz=t-In10" (1.5)

Por outro lado, F' se move uniformemente com velocidade % = 107 o que implica que
y =10t +¢ Parat =0, temsey =0 eassim,é¢=0et = 77- Em (1.5) fazendo

t = 7%, tem-se
107
=L [ = ~Inz+n107 = L =In— = log -

s T
107 107 107 z tqgr ¥ =10"logy

1

e

Portanto, o logaritmo de Napier, a menos do fator 107, é de base

A quadratura da hipérbole e o logaritmo como funcgao

Uma das questoes que inquietou muitos matematicos no decorrer dos séculos foi a
questao da quadratura de curvas. O problema se resume basicamente & procura de uma
figura geométrica plana fechada que tenha mesma drea de uma outra figura geométrica

considerada.

107
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No caso dos poligonos na geometria Euclidiana sempre é possivel dissecar os
poligonos em tridngulos, o que torna a questdo da quadratura bem mais simples do
que, por exemplo, se considerarmos figuras curvas como o cfrculo, a hipérbole ou a
parabola.

A hipérbole foi uma das curvas que mais resistiu ao problema da quadratura,
vencendo até mesmo Arquimedes e o seu método da exaustao. Foi a partir do método
dos indivisiveis, com Cavalieri, que as tentativas de quadratura da hipérbole ficaram
mais proximas de uma solugao.

Considerando a hipérbole y = %, x # 0, e tomando para anélise a parte do grafico
que esta no primeiro quadrante, consideramos a drea sob a hipérbole como sendo a drea
entre o grafico, o eixo z e as linhas verticais z =1 e £ = n, com n > 1.

]

i

Ty =1

Figura 1.4:

A érea serd uma fungao da forma A(n) e, a questao da quadratura da hipérbole
se resume a encontrar tal fungao.

No inicio do século XVII, Fermat (1601 - 1665) e outros mateméticos, usando
de procedimentos analiticos, ocupavam-se com o problema de quadraturas (calculo de
areas). Fermat, por exemplo, determinou a drea sob as curvas y = z", de 0 até a > 0

para n inteiro ou fraciondrio. Em notagoes atuais, concluiu que

a an+1
/ Fds = ;
0 n—+1

Tais curvas, foram por ele denominadas, parabolas generalizadas.

O resultado de Fermat nao inclui o caso da hipérbole y = 1.

- 4

Fermat e Descartes tentaram, mas nao obtiveram sucesso na tentativa de efetuar

a quadratura da hipérbole.
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Coube a Grégorius de Saint-Vincent (1584-1667) um jesuita belga que passou a
maior parte de sua vida fazendo quadraturas, foi ele que percebeu uma proporcionali-
dade entre a drea sob a hipérbole e o logaritmo da distancia horizontal.

O aluno de Grégorius, Alfonso Anton de Sarasa (1618-1667) registrou pela pri-
meira vez o uso de uma fungao logaritmica, em que A(t) = logt representa a drea sob
a hipérbole.

Foi dividindo um intervalo do dominio da fungdo y = 1/x,z # 0, em um mimero
infinito de pequenos retangulos, muito préximos da curva considerada, de maneira que
suas dreas formassem uma sequéncia geométrica, que Saint-Vincent obteve a quadra-
tura da hipérbole.

O método usado por Grégorius foi por exaustao, reduzindo o problema a series
infinitas. Em 1667 o matematico escocés James Gregory mostrou como calcular loga-
ritmos por aproximacao das assintotas dos espagos hiperbélico por meio da inscrigao e
circunscricao de poligonos. Assim, a quadratura da hipérbole torna-se parecida com o
cileulo de logaritmos, por isso hd uma relagao do logaritmo e a hipérbole.

Modernamente encontramos nos livros de cédlculo a expressao Inz = f; %dt, com
x > 0 para representar esta area sob o grifico da hipérbole.

A questao da quadratura, levou Fermat naturalmente ao caminho que posterior-
mente Newton viria retomar para a invengao do Calculo.

Em 1660 Isaac Newton reconheceu uma relacgao estreita entre a drea de uma faixa
da hipérbole e os logaritmos. Embora nao tenha identificado realmente essa drea como
os logaritmos naturais, suas observacoes pioneiras mostram que a concepgao geométrica
de uma fungao logaritmica é uma idéia muito antiga, com mais de trés séculos e meio
de existéncia.

Newton, a partir das séries binomiais, utilizando os resultados de Fermat e abor-
dando problemas relativos a drea da hipérbole chegou a conclusao que a drea delimi-
tada pela curva y = ?:CT para r # 1, o eixo z, * = 0 e = = t, fornecia como resultado
log(t + 1).

Além disso, levado a pesquisar sobre este resultado, concluiu que

I s

og(t+1) g 4+

para todos os valores de t em (—1, 1]. Ele conjecturou que esta série poderia ser utilizada

CA
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para calcular os logaritmos de vdrios mimeros, mas que sua convergéncia lenta tornaria
tal tarefa impraticdvel.

A origem do mimero e é cheia de mistérios. Ele aparece pela primeira vez na
traducao de Edward Wright da obra Descriptio, de Napier (1618).

Esse periodo ficou marcado por um enorme crescimento do comércio e transagoes
financeiras, em que havia necessidade de se calcular os juros compostos. O surgimento
do mimero e pode ser consequéncia da tentativa de resolu¢io de um desses problemas.

Outra hipétese sobre o surgimento do mimero e est4 relacionada com a resolucao
do calculo para encontrar a drea sob a hipérbole y = 1/z. Alguns matemadticos verifi-
caram que essa drea recaia nesse mimero.

Esse nimero ficou mais conhecido e passou a ter a importancia que tem hoje
depois que Leonhard Euler (1707-1783), grande matemiético e fisico suigco, mas que
passou a maior parte de sua vida na Rissia e na Alemanha introduziu, em 1728, a
defini¢ao de logaritmos que usamos hoje, isto é, log, b = z se, e somente se, b* = a,
em que e era tido como uma base natural. Sua obra mais influente foi Introductio in
analysin infinitorum (1748), que chamava a atengdo para o niimero e e a importancia
das funcoes e"e log, .

De acordo com Lima [7], as funcdes logaritmicas e exponenciais possuem pro-
priedades que as qualificam como modelos ideais de certos fenomenos de variacao, ou
seja, solugoes de problemas do cotidiano. Pode-se citar a capitalizacao continua de
Juros - que consiste em cdlculos com aplicagoes financeiras - a desintegracao de uma
substancia radioativa e a estimativa de idade de fésseis e artefatos através da datacao
por carbono. Essas sao algumas situagoes da natureza que se revelam para justificar a
importancia das fungoes exponenciais e logaritmicas na Matematica, nas ciéncias e na

tecnologia.

UFCG / 5iBLIOTECA




Capitulo 2
Funcao Logaritmica

Neste capitulo estudaremos a fungao logaritmo e algumas de suas propriedades.
Faremos uma abordagem geométrica do conceito de logaritmo, isto é, vamos defini-lo
como drea de uma faixa da hipérbole y = i e finalmente apresentaremos a fungao
exponencial como inversa da funcao logaritmica. As referéncias utilizadas para os

estudos realizado neste capitulo sao [1], [2], [6], e [7].

Definicao 2.1. Uma fung¢do real L : R* — R, cujo dominio € o conjunto R* chama-se

fungao logaritmica quando tem as sequintes propriedades:
a) L € uma fungao crescente, isto é, < y = L(z) < L(y);
b) L(zy) = L(z) + L(y) para quaisquer =,y € R* para quaisquer v,y € R*

Por intermédio desta definicao, é possivel demonstrar que vérias propriedades e

resultado sdo satisfeitos. Enunciaremos e provaremos alguns deles.

Propriedades das Fungoes Logaritmicas
Propriedade 2.1. Uma funcao logaritmica L : RY — R € sempre mnjetiva.
Demonstragdo. Sejam z,y € R, com z # y;
1. Se z < y, pela propriedade (a) temos L(z) < L(y);
2. Se z > y, pela propriedade (a) temos L(zx) > L(y).
Portanto em qualquer hipétese, z # y conclufmos que L(z) # L(y). a

22
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Propriedade 2.2. O logaritmo de 1 ¢ zero.
Demonstragao. Pela propriedade b) temos:
L(1)=L(1-1)=L(1)+ L(1), logo L(1)=0.

18

Propriedade 2.3. Os nimeros matores do que 1 tém logaritmos positivos e 0s nimeros

positivos menores do que 1 tém logaritmos negativos.
Demonstragao. Como L crescente para 0 < z < 1 < y resulta que
L(z) < L(1) < L(y),

como L(1) = 0 logo, L(z) < 0 < L(y). |
Propriedade 2.4. Para todo x > 0, tem-se L(1/x) = —L(x).
Demonstracao. Desde que, z - (1/z) = 1 pela propriedade b) temos:

L(z) + L(1/z) = L(:c : %) = Effy=p.
Portanto L(1/z) = —L(z). O
Propriedade 2.5. Para quaisquer x,y € R*, vale L(ﬁ) = L(z) — L(y).

Demonstracao. Com efeito,

Usando a propriedade b) temos
1 1
Usando a propriedade 2.4 temos
1
L(z) + L(;) = L(z) - L(y).
O

Propriedade 2.6. Para todo x € R' e todo mimero racional r = p/q lem-se
L(z") =r": L(x).

 BIBLIOTEC
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Demonstragao. A demonstragao da propriedade 2.6 faremos por etapas.
Observe que a propriedade L(zy) = L(z) + L(y) se estende para um niimero

qualquer de fatores, isto é
L(zy - zy- -+ - x,) = L(z1) + L(x3) + - - - + L(z,)
1° caso: n € N
L(iz")=Lz-z---z) = L(z) + L(z) + - - - + L(z) = n - L(z).

A propriedade também vale para n = 0, pois para todo z > 0 temos que z° = 1,
logo
L(z%) = L(1) = 0=0-L(2).

2° caso: m é um inteiro negativo:

Para todo z > 0 temos " - 2 ™ = 2% = 1. Logo
Lz™)+ L(z™) = L(z*™) = L(z®) = L(1) = 0

e portanto,

L(z™) = —L(z") = —nL(x).
3° caso: r =p/q, onde p € Z e q € N. Para todo z € R* temos
(7)) = (Ip/qr)q = P

Logo
q-L(z") = L[(z")] = L(z") = p- L(),

em virtude do que ja foi provado. Da igualdade ¢ - L(z") = p - L(z) resulta que
L(z") = (p/q) - L(z),

ou seja,

L(z") = r- L(=).

Isto termina a demonstragao da propriedade 2.6.
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Propriedade 2.7. Uma fungao logaritmica L : RY — R € ilimitada, superior e infe-

riormente.

Demonstragao. Suponhamos que seja dado um nimero real § devemos achar um
nimero z € R" tal que L(z) > . Tomamos um nimero natural n tio grande que
n > B/L(2). Como L(2) é positivo (Propriedade 2.3), temos n - L(2) > 3. Usando a
propriedade 2.5, vemos que n - L(2) = L(2"). Portanto, L(2") > [ agora escolhemos
x = 2". Temos L(z) > B. Isto mostra que L é ilimitada superiormente.

Para provar que L também é ilimitada inferiormente, basta lembrar que
L(1/z) = —L(x). Dado qualquer mimero real a, como vimos acima, podemos achar

x € R* tal que L(z) > —a. Entao, pondo y = 1/z, teremos L(y) = —L(z) < a.
O

Observacao 2.1.
e Uma fungdo logaritmica L ndo poderia estar definida para z = 0. Com efeito, se

tal fosse o caso, para todo = > 0 teriamos
L(0) = L(z - 0) = L(z) + L(0) = L(z) = 0.
Assim, L seria identicamente nula, contrariando a propriedade a).

e Também nao é possivel estender satisfatoriamente o dominio de uma funcio lo-

garitmica de modo que L(z) seja um nmimero real, definido para todo = < 0.

Se L : R™ — R é uma fungao logaritmica e ¢ é uma constante positiva arbitraria,
entdao a funcao M : R' — R, definida por M(z) = ¢ - L(z), é também uma funcio

logaritmica.

Teorema 2.1. Dadas as fungées logaritmicas L, M : Rt — R, eziste uma constante

¢ > 0 tal que M(z) = ¢ - L(z) para todo = > 0.

Demonstragdo. Suponhamos que exista um nimero a > 1 tal que L(a) = M(a). Pro-
varemos, que L(z) = M(z) para todo = > 0.
Sendo L(a) = M(a) entdo L(a") = M(a") para todo r racional.

De fato,
L(a") =r-L(a) =71 - M(a) = M(a").

UFCG / RISLIOTECA
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Suponhamos, por absurdo, que existe algum b > 0 tal que L(b) # M(b). Seja
L(b) < M(b) e n um natural tdo grande que

n - [M(b) — L(b)] > L(a).

Entao

L(a'/™) = L(a)/n < M(b) — L(b).

Escrevamos ¢ = L(a'™). Os nimeros ¢, 2¢,3¢,--- dividem R* em intervalos
Justapostos, de mesmo comprimento c¢. Como ¢ < M(b) — L(b), pelo menos um desses
numeros, digamos m - ¢, pertence ao interior do intervalo (L(b), M (b)) ou seja, L(b) <

m-¢ < M(b). Ora,
m-c=m- L") = L(@™") = M(a™™).

Entao
L(b) < L(a”‘/") = M(a’"/") < M(b).

Como L é crescente, a primeira das desigualdades acima implica b < a™/".

Por outro lado, como M também é crescente, a segunda desigualdade implica
a™"™ < b.

Logo b < a™™ e a™™ < b que é uma contradi¢io. Portanto nio existe b tal que
L(b) # M(b) e M(z) = L(z) para todo z > 0.

O caso geral reduz-se ao caso particular acima.

Dadas L e M, fungbes logaritmicas arbitrérias, temos L(2) > 0 e M(2) > 0
porque 2 > 1. Seja ¢ = M(2)/L(2) e seja a fungio logaritmica N : Rt — R, definida
por N(z) = ¢- L(z). Como

N(@2) =c- L(2) = [M(2)/L(2)] - L(2) = M(2),

segue-se do que se provou acima que N(z) = M(z) para todo z > 0, ou seja, que i

_ ;1.11&'
——

M(z) = ¢ - L(z) para todo x > 0, como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.2. Toda func¢ao logaritmica L é sobrejetiva.

LIOTE

Demonstra¢ao. Veja (7] O

UFCG /51

Observacao 2.2. Seque da propriedade 2.1 e do teorema 2.2, que toda fungao lo- '

garitmica € bijetora.
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Observagao 2.3. Segue da observagao 2.2 que, dada a funcao logaritmica L : RY — R,
existe um tnico nimero a > 0 tal que L(a) = 1. Este nimero é chamado a base do

sistema de logaritmos L.

Logaritmos Naturais

Existe uma relacao estreita entre a drea definida por uma hipérbole no plano
cartesiano e os logaritmos. A concep¢ao geométrica de uma fungao logaritmica é uma
idéia antiga, com mais de 3 séculos e meio de existéncia. Para falarmos de logaritmos
naturais, primeiro faremos uma exposicao a respeito da drea de uma “faixa de hipérbole

para’depois entdao definirmos os logaritmos naturais.

Abordagem Geométrica do Conceito de Logaritmo

Seja

H= {(I,%);z>o}.

o ramo positivo do gréfico da fungdo y = 1/z. H é o grafico da funcao h : Rt —» R,
definida por h(z) = 1.

1fx

Figura 2.1: H é o ramo da hipérbole zy = 1

Uma faixa de hipérbole é obtida quando fixamos dois niimeros reais positivos a,
b, com a < b, e tomamos a regiao do plano limitada pelas duas retas verticais z = a,
z = b, pelo eixo das abcissas, e pela hipérbole H.

A faixa H? é dada por

H = {(z,y); a<z<h osysi}
b 3

LIOTECA|
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v 4

Hy

Figura 2.2: A regiao hachurada é a faixa H?
Para cada nimero real k > 0, definimos a transformacao
T: R — R?
(z,y) — flz,y) = (kw? }:)

T transforma toda figura F' do plano numa figura G = T'(F) cujas as dimensoes em

relacdo a F' sdo alteradas pelo o fator k na horizontal e 1/k na vertical. Logo F e G

tem a mesma drea.
A transformagio Ty : R> — R? leva a faixa H) em HY.

Figura 2.3: Tj leva a faixa H® e H%

Como T' preserva dreas, segue-se que, para todo k > 0 as faixas H? e H* tém a
mesma area.

Exemplo 2.1. Consideremos as regives, H? entre as retasz =1 ey =2 e HS entre

as relas t =3 e x = 6. A sequnda regido resulta da primeira contraindo as ordenadas

pelo fator 3 e dilatando as abscissas pelo fator 3.

UFCG,
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L

1 2 3 le

Figura 2.4: A faixa H? e HS

Com efeito, esta deformagao muda o ponto (1,1), em (3,1) ¢ (2,1) em (6,%).
3

Entao a drea da regigo H} € igual a drea da regiao HS.
Observagao 2.4. Dado um retangulo inscrito em H, cuja a base é o segmento |c, d]

do eiro das abcissas, o retangulo inscrilo em H e com base no segmento [ck,dk] tem a

mesma drea que o anterior.

-
B
g

G

dk x

Figura 2.5: Os retangulos hachurados tém a mesma drea
Com efeito, drea do primeiro € igual a

?

{d—c)xézl——

/e

enquanto a drea do sequndo €

1 c

Consideremos um poligono retangular P, inscrito em H?. Se multiplicarmos

por k cada uma das abcissas dos pontos de subdivisao de [a,b] determinados por P,
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obteremos uma subdivisdo do intervalo [ak, bk] e portanto um poligono retangular P’,

inscrito na faixa HP.

Cada um dos retangulos que compoem P’ tem a mesma drea que o retangulo

correspondente em P. Logo a drea de P’ é igual a de P.

/ i
,,,,, 1,9,
SELLAS :,z/ i = //,//-/ - Ll st
V777 e

Figura 2.6:
Exemplo 2.2. Seja a faiza H}. Se tomarmos a decomposigao do intervalo [1,3] através

dos pontos intermedidrios 1, 3/2, 2, 5/2, 3, obteremos um poligono retangular cuja drea

¢ 1gual a soma das dreas dos quatro retangulos abairo hachurados, ou seja:

L2\ (L 1Y, (1, 2) (L )1, 1, 1 1 &
273 272 275 2°3) 34 56 60

2/3fk - -

12l = —
2/8]- — -
1f4]=ss

NN

2

f//’///j

-

LIRS

1
i

Figura 2.7: Uma aproximagcao para a drea de H}

2,

I
i
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Exemplo 2.3. Seja a faiza Hi*. Se tomarmos a decomposicao do intervalo [4,12]
através dos pontos intermedidrios 4, 6, 8, 10, 12, obteremos um poligono retangular

cuja drea € iqual a soma das dreas dos quatro retangulos abaixo hachurados, ou seja:

1 1 1 1 1 1 1 1 57

No que segue, denotaremos A(a,b) = drea de H®.

Teorema 2.3. A drea A(a,b) compreendida entre a hipérbole y = *, o eizo dos x e as

verticais t =a e x = b (a e b positivos) tem a propriedade de que
A(a,b) = A(ka, kb) (2.1)
qualquer que seja k > 0.
Demonstra¢ao. Faremos a prova a maneira de somas de Riemann: Para isso considere
G=Tg < T < < Bj <T; -2 <L Ty = b,

uma parti¢ao do intervalo [a,b], em que todos os subintervalos [z;_;, ;] tem compri-
mento igual E'*T“. Entao as somas inferior e superior sao dadas, respectivamente, pelos

somatorios das areas dos retangulos de base E‘_T“ e alturas xl e ﬁ Portanto,
T —

> SAH <3 22)

i=1 i=1

Analogamente, considera-se a particao
ka = kxg < kzy <--<kxi<kx;<--- <k$n=kb,

do intervalo [ka, kb, em que todos os subintervalos kz;_y, kz;] tem comprimento igual

k(b— . : : . ~ .
—%l. Nesse caso também, as somas inferior e superior sao dadas, respectivamente,

k(b—a) 1
n

e alturas Crosdl: —L_ Portanto
- B k:

Ti—1

> () () = acke i <3 (=) ()

i=1

pelos somatorios das dreas dos retangulos de base

ou

ib—
5 - % < A(ka, kb) <Zm!_1. (2.3)

i=1
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Subtraindo-se, membro a membro, (2.2) de (2.3), tem-se

0 < A(a,b) — A(ka, kb) <0
e, portanto, A(a,b) = A(ka, kb). O

Uma consequéncia dessa propriedade é podemos restringir as consideracoes as

areas das faixas da forma Hf, pois

A(a,b) = A(1,b/a) = A(1,¢),

em que ¢ = b/a.

Quando a < b < ¢, tem-se A(a,b) + A(b,c) = A(a,c).

Observagao 2.5. Normalmente, a drea de uma figura nao é um niimero negativo. Mas

as vezes € conveniente usar dreas orientadas, ou seja, provida de sinal + ou —.
Definimos o niimero:

A(a,b), se a<b
L(Hf:) = 0, se a=b
—A(a,b), se a>b

Note que agora para quaisquer a, b e ¢, temos:

L(Hp) + L(Hy) = L(H;)

+
I(=x)

Figura 2.8: Soma de dreas

iBLIOTECA

5
-

)
¥
e

WUFCG



CAPITULO 2. FUNCAO LOGARITMICA 33
Usando a figura 2.8, temos:
Ae,b) = A(c,a)+ A(a,b)
= —A(e,a) = A(a,b) — A(c,b)
= Afa,c) = Ala,b)+ A(b,c)

2.1 Funcao Logaritmica Natural

Seja  um nmimero real positivo. Definimos uma funcao f : Rt — R dada por
f(z) = A(1,z),

onde A(1,z) é drea da faixa HY.

Assim,
A(l,z), se z>1

f(z) =
—-A(l,z), se O0<z<1

Por defini¢do, quando z > 0, escrevemos f(z) = Inz para indicar a funcao

logaritmo natural de z, cujo dominio é o conjunto R" dos nimeros reais positivos.

v “

Figura 2.9: A drea hachurada é igual a Inz

Em particular, quando z = 1, H] reduz-se a um segmento de reta, portanto, tem ,?w
|
drea igual a zero. Podemos entao escrever | 8 |
-
=3
Inz = 0, sex=1, s
£
Inz > 0, se z>1, '
Inz < 0, se O<z<l. J
(& &
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O logaritmo natural que estamos definindo é, por alguns autores, chamado loga-
ritmo neperiano. Preferimos chama-lo de logaritmo natural, mesmo porque o logaritmo

definido por Napier tinha valores diferentes destes.
Teorema 2.4. In: R" — R € uma fungao logaritmica.

Demonstragao.
a) In(zy) =Inz+Iny.

De fato,

A(l,zy) = A(l,z)+ A(z, zy)
A(l,z) + A(l,y), (Ver (2.1))

donde segue o resultado.

b) In é uma fungéo crescente.
De fato, suponha z,y € RY, e que z < y. Isso significa que existe um nimero
a > 1, tal que y = az. Assim, Iny = lna + Ilny. Como a > 1, temos Ina > 0.

Portanto, lny > Inz.
d

As seguintes regras de calculo com logaritmos naturais (onde z,y sio mimeros

reais positivos € m € N) resultam do teorema 2.4:

In(zy) = Inz+Iny
1

In— = —Iny
Y
o = Inz —Iny
Y
In(z™) = m.lnz
vr = e
m

A funcgao logaritmica é crescente, ilimitada nos dois sentidos (superior e inferior-

mente) e sobrejetiva. O grdafico da fungao logaritmo natural é o conjunto

G = {(z,Inz); = > 0}.

UFCG /rig
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Assim, o grafico de Inz é uma curva contida no primeiro e quarto quadrantes, a qual
corta o eixo das abscissas no ponto x = 1 e que, quando z varia entre 0 e +00, a

ordenada do ponto (z,In ) sobre a curva cresce de —oo a +00.

udl

Figura 2.10:

Como as fungoes logaritmicas sao bijetoras, existe um tinico niimero real positivo
cujo logaritmo natural é igual a 1. Tal nimero é representado pela letra e. Ele é a base
do sistema de logaritmos naturais.

Assim,

Imhz=1&z=c¢.

Temos que e > 1, pois 0s niimeros reais positivos menores do que 1 tém logaritmos
negativos. Vemos que a faixa H{ tem drea 1. A faixa H? tem 4rea menor que 1,

enquanto que H; tem drea maior do que 1. Assim, [n2 < 1 < [n3. Portanto, 2 < e < 3.

v -

.4&'" =y |
PP
2

1

Figura 2.11: O ntimero e
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O ntimero e é irracional. Um valor aproximado dessa importante constante é
e~ 2 7T18281828459...

Teorema 2.5. Seja r = p/q um mimero racional. Tem-se y = e se, e somenle se,
Iny=r.

Demonstracao. Se y =¢e", entao Iny =7 -Ine = r, pois Ine = 1.

Reciprocamente, seja y > 0 um mimero real tal que Iny = r. Como funcao

logaritmica ¢ bijetora, temos o resultado.

O

Assim, pelo menos para poténcias de expoente racional de e, o logaritmo natural

de um mimero é o expoente ao qual se deve elevar a base e a fim de obter esse niimero.

2.2 A Funcao Exponencial

Definicao 2.2. Dado o nimero real x, €* é o tnico nimero positivo cujo logaritmo

natural é x.

A observagao (2.2) assegura a existéncia de e”, e sua unicidade.

Geometricamente, y = e* é a abscissa que devemos tomar para que a faixa da
hipérbole HY tenha érea x.

y.h

Hv

Figura 2.12:
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Vé-se que € > 0 para todo z, que ¢* > 1 quando z > 0, que ¢* < 1 quando
x < (.

A equivaléncia abaixo é a definicao de e*:

g=eF = z=hy

Enquanto Inx tem sentido apenas par z > 0, €° é definido para todo valor real
de z.

A correspondéncia z + €* define uma funcao cujo dominio contém todos os
nimeros reais. Esta é a fungao exponencial.

A fungao exponencial y = e* é a fungao inversa da funcao logaritmo natural. Isto

que dizer que as igualdades abaixo sdo validas para todo z real e todo y > 0:
In(e*) =z ™ =y.
A propriedade fundamental da fungao exponencial é dada pelo teorema seguinte.
Teorema 2.6. Para todos os nimeros reais, T,y, tem-se
er eV =",
Demonstragdo. In é uma fungao logaritmica, temos:
In(e” - €¥) =In(e”) + In(e¥) =z + y

Dai, e* - €Y é o niimero real cujo logaritmo natural é igual a = + y. Assim, e* - e¥ =

e ty O
Coroléario 2.1. Para todo mimero real z, e * = 1/e®,
Com efeito, como €° = 1, do Teorema 2.6 podemos escrever,
€T =me T =l =1,

Portanto, e * = 1/e*.

Teorema 2.7. A funcao exponencial y = e* ¢ crescente e assume todos os valores

positivos quando T varia entre —oo € +00.

_IOTECA
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Demonstracao.
e A fungido exponencial é crescente.

De fato, sejam xz,y nimeros reais, com z < y. Como z = In(e*) e y = In(eY),
nao podemos ter e* = e¥, pois isto acarretaria r = y. Nem podemos ter eV < e*
porque entao seria In(e¥) < In(e*), ou seja, y < z. Assim, quando z < y, deve-se

ter e* < ev.

e Para provar que os valores e” incluem todos os niimeros reais positivos, conside-
remos um nimero real qualquer @ > 0. Tem-se €™ = a, logo a é o valor que a

fungao exponencial e* assume quando = = Ina.

O

Observacgao 2.6. Tem-se lim e =400 e lim € = 0.

z—>+00 T=»—00

e Quando x > 0, a faira de hipérbole HS |, cuja drea wale x, estd contida no
retangulo de altura 1, com base no segmento [1,€*]. A drea deste retangulo vale
e® — 1. Segue-se que © < e — 1, ou seja e > 1+ z, para todo x > 0. Portanto,

lim e = +o00.

T—++00

F: ] o o X .
e Escreveremos y = —z. Entao: lim e* = lim e ¥ = lim — = 0, pois quando
I——0D0 y—oo y—+o0 €

e¥ cresce infinitamente, seu inverso }, deve tender para zero.

O grdfico da funcao exponencial é o conjunto

E ={(z,y);y = €}

Jiz)=¢"

Figura 2.13: Grafico da funcao e*
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Além disso, como a exponencial é a inversa do logaritmo, seu grifico é obtido

pela reflexao do gréfico do logaritmo em torno da reta y = z.

]

Figura 2.14:

LIOTECA



Capitulo 3
Equacoes Diferenciais

Neste capitulo serao tratadas as equagoes diferenciais que sao usadas para fazer-
mos a conexao entre taxa de variagao instantanea e varios problemas na natureza. As

referéncias utilizadas para os estudos realizado neste capitulo sao [4], [6], [7], e [10].

Derivadas

Vamos imaginar que o gréfico da fungdo y = f(z) seja o representado abaixo.
Marcaremos nesse griafico os pontos do dominio p e x, com os respectivos valores da

fungao f(p) e f(x).

ul
1
R === —m—- "
]
]
) flx) — fip)
[}
fp = S
1 w—p 0
1 ! —
i x *
Figura 3.1:

A taxa de variagdo média no intervalo [p, z] é definida pelo o quociente

f(z) - f(p)

zT—p

Chamamos taxa de varia¢do instantanea no ponto de abscissa p € Dy ao limite (quando

40
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existe)
im £ = ()

a>p T —P
A taxa de variacao média (instantanea) também se designa por velocidade média
(instantanea) ou taxa de crescimento média (instantanea), consoante o contexto em

que se aplica.

Definicao 3.1. Sejam f wma funcdo e p um ponto de seu dominio.

flp+h) - f(p)
h ;

f'(p) = lim

h—0

quando eziste e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p).

Observacao 3.1. Segue das propriedade de limites que
oo J@ = 1) _ o+ h) ()

T—p T—p h—0 h

Assim,

fr(p) = im f(.’l’.') _f(p).

T—p L—p

Interpretagcao Geométrica da Derivada

Como a derivada é uma taxa de variacao instantanea, a reta que era secante a
curva na taxa de variacao média passa a ser tangente & curva no ponto considerado
pois, quando z vai se aproximando de p, os dois pontos da secante tendem a tornar-se

um tunico ponto da curva.

Figura 3.2:

_'q_' JEI_E g &'I
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3.1 Equacgao diferencial ordinaria (EDO)
Definicao 3.2. Chama-se equacao diferencial a uma equagdo envolvendo uma funcdo

desconhecida (fun¢do incdgnita), com uma ou mais varidveis independentes, e suas de-

rivadas.

Exemplo 3.1.

a)s—-g:3ez—5my b)%—7%+12y‘——685m
3 4
c) (%{%) —5(%) = cosx d)y =y
oz e a2 o2 2
e) (Bi) :z+m(a—;) fagttegp=0"+1y

Classificacao de equagoes diferenciais
Uma equacao diferencial pode ser ordinaria ou parcial.

a) Chama-se equacao diferencial ordindria a toda equacio diferencial cuja funcao

incégnita possui apenas uma varidvel independente.

b) Chama-se equagao diferencial parcial a toda equagao diferencial cuja funcio

incognita possui duas ou mais varidveis independentes.

As equagoes a, b, c e d do Exemplo 3.1 sao equagoes diferenciais ordindrias e as

equagoes e e [ sao equacgoes diferenciais parciais.

Ordem de uma equacao diferencial

A ordem de uma equagao diferencial é a ordem maior das derivadas que aparecem
na equacao diferencial.

As equages a), d) e e) do Exemplo 3.1 sdo de primeira ordem, ja os exemplos
b), ¢) e f) sdo de segunda ordem.

Neste trabalho usaremos apenas as Equagées Diferenciais Ordindrias(EDO).

Solugao

Chama-se solugao de uma equagéo diferencial (num dominio D) a toda a fungao
que satisfaz a equagao diferencial em D.

As solugoes podem ser: solugao geral ou particular.




CAPITULO 3. EQUACOES DIFERENCIAIS 43

e Chama-se solugao geral de uma equacao diferencial a qualquer familia de solucoes

da equagao.

e Chama-se solugao particular de uma equagao diferencial a toda a solucao ob-
tida de uma solucao geral dessa equagao, atribuindo valores as constantes ar-

bitrarias.
Dada uma funcio f : D ¢ R? — R, a relacao

¥ = f(z,y)

¢ chamada de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira ordem.
Um problema de valor inicial (PVI) é constituido pela a equagao diferencial e por

uma condigao inicial y(zo) = yo € R e é denotado por:

4 = flz,y)

y(xo) = W

(3.1)

Geometricamente, resolver (3.1) consiste em determinar um intervalo 7, contendo
zo e uma funcao y que satisfaz y' = f(z,y(zx)), Vz € I que passa pelo ponto (zg,y0) €
R2.

As Equagoes Diferenciais que nos interessam neste trabalho sao as equacoes de

primeira ordem nas quais a variavel independente nao aparece explicitamente.

Definicao 3.3. Uma EDO de 1° ordem € dita auténoma se nao envolve explicitamente

a varidvel independente. As EDO auténomas de 1* ordem sao as da forma

y' = f(y) (32)
onde [ é uma funcao de uma varidvel.

Equacoes autonomas sao uteis para determinar o crescimento ou declinio popu-
lacional de uma dada espécie e os seus pontos criticos, localizados nos zeros de f(y).
Nestes pontos, % = 0, ou seja, a taxa de variacao da populacao se anula. Assim, se
a populacao, em algum momento, atinge algum dos valores criticos, a partir daf ela

permanecera constante. Dizemos que a populacgao atingiu o equilibrio.
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Existéncia e unicidade da solugao

Trés perguntas importantes sobre solucoes para EDO.

1. Dada uma equagao diferencial, serda que ela tem solugao?

2. Se tiver solucao, sera esta solugao € unica?

3. Existe uma solugio que satisfaz a alguma condigao especial?

Para responder a estas perguntas, existe o Teorema de Existéncia e Unicidade de

Solugao, cuja a demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, na referéncia [9].

Teorema 3.1. (Teorema de Eristéncia e Unicidade)

Suponha que f(z,y) e Q%%‘—‘Q sao fungoes continuas em uma regiao retangular
{(z,y) eER*;a<z<bec<y<d}

contendo (xq,yo)- Entao nessas condigoes, existe umna tnica funcao y(t) definida num

intervalo I contendo xq, que € solugao de (PVI).

O intervalo onde existe a solugao tinica pode ser maior ou menor que o intervalo
onde a fungao f e a sua derivada parcial df/dy sao continuas (o teorema néo permite
determinar o tamanho do intervalo).

As condigoes do teorema de sao condigoes suficientes, mas nao necessirias para
a existéncia de solug¢ao tinica. Quando f ou a sua derivada parcial df/dy nao sejam
continuas, o teorema nao nos permite concluir nada: provavelmente existe solugao

tnica a pesar das duas condigbes nao se verificarem.

3.2 Equacgao diferencial de primeira ordem para a
funcao exponencial

O caso mais simples em que a taxa de variacao de uma grandeza em relagiao a
uma varidavel depende da prépria grandeza é o caso do crescimento exponencial.

A funcao exponencial y = €* é igual a sua derivada e o mesmo sucede a fun¢ao
y = Ce”, em que C é uma constante real.

Vamos mostrar que sao as tunicas fungoes com essa propriedade.
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Teorema 3.2. Se f(z) € solugao da equagao

Y=y (3.3)

entao

f(z)=Ce*, CeR.

Demonstragdo. Por derivagao verifica-se que, para C' € R, a funcio f(z) = Ce” satisfaz
(3.3). Suponhamos que g é outra fungao tal que ¢’(z) = g(x). Queremos provar que g
¢ da forma g(z) = Ce”, para C € R, ou, o0 que é 0 mesmo, que g(x)e™* = C. Definimos

uma nova fungao h(z) = g(z)e * e calculamos a sua derivada:
K(z) = ¢'(z)e™ — g(z)e™™ = (¢'(z) — g(z))e ™" =0
Dado que a derivada é 0, a fungao h(z) é constante, ou seja, existe C' € R tal que
h(z) =C, VzeR,
o que prova que g(z) = Ce”. O

O problema de valores iniciais associado & equagao ¥’ = y, com a condicao

y(0) = b; sendo b constante real, tem solucao tinica:

Coroldrio 3.1. Se b € R, existe uma e uma s6 fungao [ que satisfaz simultaneamente

a equagdo diferencial (3.2) e a condi¢ao inicial
y(0) = b. (3.4)

FEssa funcao é definida por
f(z) = be”. (3.5)

Demonstragio. Por derivacio e substitui¢ao, verifica-se que a funcao f(z) = be® sa-
tisfaz simultaneamente (3.3) e (3.4). Para ver que é a tinica funcao nessas condicoes
suponhamos que existe outra funcio g tal que ¢'(z) = g(z) e g(0) = b. Pelo teorema

3.2 sabemos que g é da forma g(z) = Ce*. Mas g(0) =b=> C = b e g(z) = be®. O

De forma completamente andloga se prova que a solugao geral da equacao dife-

rencial

UFCG  2BLIOTECA]



CAPITULO 3. EQUACOES DIFERENCIAIS 46

sendo k uma constante real, é da forma
y = Ce*™, com C € R.

Se, além disso, considerarmos a condicao inicial

y(0) = b,

a soluc¢ao tem a forma

y = be*”.

Exemplo 3.2. Consideremos uma populacao cuja taza de crescimento é proporcional
ao seu tamanho. Entao, se P representar o numero de individuos da populacio e k a

constante de proporcionalidade, a taxa de crescimento é dada por
P'(t) = kP(t)

ou, em outra nota¢ao e omitindo a dependéncia de t na funcao P,

dP

— =kP. (3.6)

Notemos que, uma vez que se trata de uma populagao, P(t) > 0, para todo o

instante t.

Para saber qual o comportamento da popula¢ao a medida que o tempo aumenta,

consideremos dois casos.

o Caso k> 0:

Neste caso, P'(t) > 0, para todo o instante t, o que significa que a populagao estd
sempre a aumentar, a partir de um valor inicial P(0) = P,. Além disso, a medida

que a populagao P(t) aumenta, a sua laza de crescimento também aumenta.

e Caso k <0:

Neste caso, P'(t) < 0, para todo o instante t, o que significa que a populacao
estd sempre a decrescer, a partir de um valor inicial P(0) = Py. Além disso, a

medida que a populagao P(t) aumenla, a sua taza de crescimento diminui.

UFCG / BIBLIOTEC
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O modelo de crescimento exponencial é também chamado modelo de Malthus.
Apresentado em 1798 por Thomas Robert Malthus (1766-1834), a equagao foi o pri-
meiro modelo do crescimento de uma populagao humana, onde a constante de propor-
cionalidade é dada pela diferenga entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.

O modelo de Malthus descreve o crescimento de uma populagao em condigoes
ideais mas nao nos podemos esquecer que, por exemplo, o ambiente tem recursos li-
mitados o que faz com que a populagdo nao possa crescer indefinidamente. Muitas
populagoes comegam por crescer exponencialmente mas o nivel da populagao comega
a estabilizar quando ela se aproxima da sua capacidade de suporte S (ou a diminuir

em relacao a S, se ela exceder o valor de S)

3.3 Crescimento e Decaimento Exponencial

Vimos que um modelo para o crescimento exponencial pode ser dado por

d,

-£ —ky, k&R (constante), (3.7)
onde y(t) é o valor de uma quantidade y no tempo £. Neste modelo supoe-se que a
taxa de variacao de y em relagao a ¢ é proporcional a y. A esta lei chama-se lei de

crescimento natural (k > 0) ou lei de decaimento natural (k < 0).

Esta EDO de primeira ordem pode ser resolvida por integracao direta:
d
/?y =[kdt=>ln|y| =kt+C = |yl =Y CeR

Entao

y(t) = Ae*, A= +e€

Uma condigao inicial determina o valor da constante A, A = y(0) =: yp, de modo que
a unica solugao da EDO é
y(t) = yoe™.
Vejamos, agora, qual o significado da constante de proporcionalidade k. Temos
que

_ldy

dy
Cydt’

= k
dt b=

BLIOT

ey

= LAy
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Assim, k representa a taxa de crescimento (decaimento) relativa, isto é, a taxa de
crescimento (decaimento) dividida pelo tamanho da populacao. Podemos entao dizer

que, no modelo exponencial a taxa de crescimento (decaimento) relativa é constante.

3.4 Modelos Exponenciais

Alguns exemplos de aplicagao das fung¢oes exponenciais sao:

Desintegracao Radioativa

O processo de desintegracao radioativa é aquele no qual os atomos de uma
substancia (como rddio ou o uranio) possuem uma tendéncia natural a se desinte-
grarem, emitindo particulas e transformando-se em outra substancia nao radioativa.
Assim sendo, com o passar do tempo, a quantidade de substancia original dimi-
nui(aumentando, consequentemente, a massa da nova substancia transformada). Isto
é feito de tal maneira que, num determinando instante, a quantidade de matéria que
se desintegra de min corpo é proporcional a quantidade de substancia presente naquele
momento. A constante de proporcionalidade, que é uma medida da velocidade na qual
determinada substancia é decomposta com o passar do tempo, é determinada expe-
rimentalmente, pois essa constante varia de substancia para substancia, e de isétopo
para isétopo.

Consideremos um corpo de massa M, formado por uma substancia radioativa
cuja a taxa de desintegragao é k. Num instante { qualquer, a massa da substancia sera
de

M(t) = Mpe ¥ (k > 0).

Para cada unidade de tempo considerada a constante k é alterada proporcionalmente.
Na pratica a constante k fica determinada a partir de um mimero bésico chamado de

meia- vida da substancia.

Definicao 3.4. A meia- vida de uma substancia radioativa é o tempo necessdrio para

que se desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela substincia.
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/

™
k‘.‘

UFC

|
|



CAPITULO 3. EQUACOES DIFERENCIAIS 49

Substancia Meia Vida
Polonio 218 2 min 45 seg
Polénio 218 1,64 x107* seg

Uranio(isétopos) | da ordem de 10° anos

Carbona 14 5570 anos

Se sabemos que certo elemento radioativo tem meia-vida igual a ¢, unidades de
tempo, isto significa que uma unidade de massa desse elemento se reduz a metade no

tempo fy. Assim,

| s 1 In2
—_ = l _—= = = e—
5 e = n2 kto = k i

Isto nos mostra como calcular a taxa e desintegragao k quando se conhece a meia-vida
2

to. Reciprocamente, tem-se t; = "‘T, o que permite calcular a meia-vida ty em fun¢ao

da taxa k.

O método do carbono 14

O método do Carbono 14 representa mais um modelo de fungoes exponenciais,
mas antes é importante entender o que é o método do Carbono 14, indicado por C''.
O Carbono 14 é um isétopo radioativo do Carbono, formado na atmosfera devido ao
bombardeio da terra por raios cdsmicos. Através dos tempo, a quantidade de C'
na atmosfera tem-se mantido constante porque sua producao é compensada por sua
desintegracao. Os seres vivos absorvem e perdem C''* de modo que, em cada espécie,
a taxa de C' também se mantém constante. O C' é criado nos vegetais durante
o processo da fotossintese e absorvido pelos animais através da ingestao, direta ou
indireta, de vegetais. Quando o ser morre, a absorcao cessa mas, o C'* nele existente
continua a desintegrar-se. Este fato pode ser usado para determinar a idade de um
fossil ou de um objeto muito antigo feito de madeira.

Para isso precisamos saber que a meia-vida do C' é de 5570 anos. Segue-se dai

que a constante de desintegracao de C'* ¢

In2

k=250

= (0,0001244.

-
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Resfriamento de um corpo

O resfriamento de um corpo possui uma situagao aniloga a desintegrac¢ao radi-
oativa pois, pode-se associar a esse fenomeno um modelo de decaimento exponencial.
Analisando a situagdo temos um objeto aquecido, colocado num meio mais frio (ar ou
agua por exemplo), e cuja grande massa faz com que a temperatura desse meio per-
manega praticamente constante, sem ser afetada pela presenca do objeto mais quente.
Sendo assim, a Lei do Resfriamento de Newton afirma que, nessas condigoes, a dife-
renca de temperatura D, entre o objeto e 0 meio que o contém, decresce com um taxa
de variagao proporcional a essa prépria diferenca.

Como no caso da desintegracao radioativa, essa lei se traduz matematicamente.
Chamando T, a temperatura no instante t = 0 e 7, a temperatura do ambiente (ou

meio) temos que;
T—T,=To—T)e™ (k> 0)=>TE) =T+ (Tr—T,)e ™
Assim, a temperatura num instante ¢ qualquer é dada por
T(t) =T, + (To — Tp)e™

A constante k depende do material de que é constituida a superficie do objeto. A lei
do resfriamento vale também (com expoente positivo) para o aquecimento de um corpo

frio colocado num ambiente mais quente.

Infusao intravenosa de glicose

O corpo humano tanto produz como utiliza glicose (agiicar do sangue), geralmente
a corrente sanguinea apresenta um certo “nivel de equilibrio” na quantidade de glicose,
resultante destes dois processos.

Suponha que um paciente recebe uma injegao intravenosa de glicose e seja A(t) a
quantidade de glicose (em miligramas) acima do nivel de equilibro. O corpo ird utilizar

a glicose em excesso com uma taxa proporcional a quantidade em excesso.
A'(t) = —kA(t),

onde a constante k ¢ chamada de velocidade de eliminagao.
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Agora suponha que o paciente recebe uma infusio continua de glicose. Neste
caso, ha duas influéncias na quantidade de glicose em excesso no sangue: a glicose que
recebe continuamente e a que o corpo elimina pelo processo metabdlico.

Seja r a taxa de infusdo de glicose (geralmente de 10 a 100 mg por minuto). Se
0 corpo nao removesse qualquer quantidade de glicose, o excesso iria aumentar a uma
taxa constante de r miligramas por minuto.

Tendo em conta as duas influéncias temos:
A'(t) =r — kA(t).
Fazendo M = r/k, temos
A'(t) =k(M - A(t)).

Uma solugao desta equagao é dada por

Alt) =M@ —e"),

A dinamica de crescimento de um tumor

Experimentalmente observou-se que células de divisao de crescimento livre, tais
como as células de bactérias, satisfazem o modelo de Malthus. Isto é, crescem numa
razao proporcional ao volume das células de divisao naquele instante. Considere V/(t)

o volume das células de divisao no instante ¢. Logo

dv

para alguma constante positiva k. Integrando (3.8) obtemos
InV =kt +c= V() = Ac™
Considerando V' (tg) = Vj, entao a solugao de (3.8) com essa condic¢io inicial é
V(t) = Voe*

Portanto, as células de divisao de crescimento livre crescem exponencialmente com o

tempo. Uma consequéncia importante da solugao acima é que se o intervalo de tempo

for de comprimento * = %, entao

V() = VpetF) = V(I*) = Vpe? = 2V,
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ou seja, o volume da célula mantém-se dobrando para estes intervalos.
Por outro lado, tumores sélidos nao crescem exponencialmente com o tempo.
Quando o tumor se torna maior, o tempo de duplicacao do volume total do tumor

cresce continuamente.

Exemplos

Exemplo 3.3. (A Famosa Tavola Redonda do Rei Artur) Num castelo inglés eziste
uma velha mesa redonda de madeira que muitos afirmavam ser a famosa Tdvola re-
donda do rei Artur, soberano que viveu no século V. Constatou-se que a massa
M = M(t) de C* hoje existente na mesa é 0,894 vezes a massa M(t) de C* que
existe num pedaco de madeira viva com o mesmo peso da mesa. My é também a massa
de C' que existia na mesa quando ela foi feita, hd t anos.

—kt M —kt

Sabemos que M = M, - e ™, donde +- = e ™. Isto significa que

My
0,894 = ¢ 00001244t Doy tiramos:

_ In(0,894)  0,1121
~0,0001244  0,0001244

Se a mesa fosse mesmo a Tdvola Redonda, ela deveria ter mais de 1500 anos.

= 901anos

Exemplo 3.4. Um arquedlogo encontrou um fdossil no qual a razao entre as massas
de carbono 1} e carbono 12 era 1/5 da razdo observada na atmosfera. Qual a idade
aprorimada do féssil?

A idade do fossil é o valor de t para o qual R(t) = Ry/5, isto €, para o qual

£ Ry = Roe™
Dividindo por Ry e tomando os logaritmos de ambos os lados, temos:
%ze—’“:méz*kt#h *}:% 21%5
A meia vida t satisfaz @ equacio t = (In2)/k. Como o C' tem uma meia vida
t = 5.730, temos:
k== Iil_z = 51,‘;—320 =0,000121
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Assim, a idade do fdssil é

_ls_ s

{ e —
k 0,000121

~ 13.300
O féssil tem, portanto, aprorimadamente 13.300 anos de idade.

Exemplo 3.5. Se uma zicara de café estava a uma temperatura de 95°C' e esfriou
para 85°C' em um minuto em uma sala a 20°C, em quanto tempo esse café atingird a
temperatura de 65°C, sendo possivel tomd-lo sem riscos de queimadura?

Para determinar os valores de A e k devemos usar os dados fornecidos pelo pro-
blema.

Como T(0) = 95, temos:
95=A-e*0+20=395=4+20=> A="T75.

De fato, temos

65 13 13
—k —k
_ - = e hheedn oo | aeid, G4BT
85=20+T75-e* ek =2 =k 1n(15) 0,143
Assim, T(t) = 75 - ¢ 1431t 4 90,
Fazendo T(l) = 65, temos
Toe™ %M1t 4 20 = 65 =45 = ¢ M1 = g—

Aplicando logaritmo neperiano em ambos os membros temos:

~0,5108
00,1431

—0,1431t = In (g) =5 = t = 3, 57min,

O walor t = 3,57 min significa € o tempo necessdrio para que o café mantenha o

sabor sem riscos de quermaduras.
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Conclusao

Neste trabalho observamos a grande importancia dos logaritmos como simplifica-
dor de célculo e como essa ferramenta matematica facilitou a vida cotidiana de vérios
estudiosos principalmente os astronomos e navegadores.

Observamos que mesmo os logaritmos tendo perdido h4 algum tempo o papel
de grande simplificador de cdlculo para as maquinas calculadoras, o estudo da Funcao
Logaritmica e suas propriedades, bem como sua fungao inversa a Funcao Exponencial é
de grande importancia para uma variedade de aplicagbes em vérios fenomenos naturais,
seu estudo possibilitou o uso pratico no estudo das Equagoes Diferenciais de primeira

ordem e em muito outros ramos do conhecimento.
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