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“Nao hd ramo da matemdtica, por mais abstrato que seja, que nao

possa um dia vir a ser aplicado aos fenémenos do mundo real”

Lobachevsky



Resumo

Neste trabalho serdao apresentados os conceitos e exemplos das principais trans-
formagdes geométricas do plano cartesiano, assim como sua representacao matricial e
sua relag¢@o com o produto de matrizes. Iniciamos o nosso trabalho com uma revisao de
conceitos conhecidos sobre as matrizes e dlgebra linear. A revisdo é importante para es-

tabelecer as ligagdes entre a dlgebra linear e a Computagao Gréfica.

Palavras-chave: Transformacoes Geométricas. Isometrias. Homotetia.



Abstract

In this work we present the concepts and examples of major changes geometric Car-
tesian plane, as well as its matrix representation and its compared with the product of
matrices. We began our work with a review of concepts known about matrices and linear

algebra. The review is important to establish the connections between linear algebra and
Computer Graphics.

Keywords: Geometric Transformations. Isometries. Dilation
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Introducao

O conceito de matriz e determinantes, bédsicos na dlgebra linear, surgiu da necessi-
dade de se resolver sistemas de equacdes lineares com coeficientes constantes. Leibnitz
utilizava o determinante ja em 1693, enquanto as matrizes foram pimeiramente utiliza-
das por Lagrange no final dos anos 1700.

Cramer apresentou sua férmula em 1750, a que hoje chamamos de Regra de Cra-
mer. Em 1772 Laplace discutiu a solugdo de sistemas lineares associados ao estudo de
orbitas planetarias e apresentou seu método de cdlculo usando cofatores e "matrizes me-
nores”.

Em 1770, no entanto, o matemaético Euler conseguiu caracterizar as transformacoes
ortogonais para n = 2 e 3, quando estudava quadrados de niimeros similares aos qua-
drados magicos. Devido ao seu raciocinio puramente algébrico, ele também conseguiu
generalizar as solugdes para qualquer valor de n, n@o se restringindo somente a 3. Um
processo semelhante nao poderia ocorrer na geometria, pois, nesse caso, era preciso ima-
ginar um espago com dimensoes maiores que 3.

Partindo dos estudos feitos por Euler, Joseph Louis Lagrange publicou o “Recherche
d’Arithmétique”, entre 1773 e 1775, no qual estudou a propriedade de niimeros que sdo
a soma de dois quadrados. Assim, foi levado a estudar os efeitos das transformacoes li-
neares com coeficientes inteiros numa forma quadrética de duas varidveis. A partir desse
estudo, ele instituiu que o discriminante da nova forma quadratica é o produto do an-
tigo discriminante pelo quadrado de uma quantidade (determinante da transformagéio
linear).

Johann Carl Friedrich Gauss, por sua vez, também estudou a questdao com duas e
trés variaveis. Ele apresentou uma notagao similar a da matriz que caracteriza a transfor-

magcao linear. Além disso, Gauss estabeleceu a férmula e uma notagdo simbélica para a
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composicao de duas transformacoes lineares e também para o produto, o que marca um
passo fundamental em dire¢do ao conceito de matriz.

Apesar da existéncia de manuscritos chineses muito antigos mostrando a solugdo
de sistemas de trés equagdes em trés incégnitas por “eliminacado”, o método de Gauss s6
foi apresentado em 1800 e foi usado inicialmente apenas em aplicagoes e sua importan-
cia teérica ignorada. A introdugao definitiva de método de Gauss na matemadtica se deu
com a contribui¢ao de Wilhelm Jordan que aplicou o método de Gauss na solug¢ao de pro-
blemas associados a medicao e representacao da superficie terrestre. O método é citado
em seu livro Textbook of Geodesy, 1888.

Hermann Giinter Grassmann publicou em 1844 a primeira versdo de “Lineale Aus-
dehnungslehre". Nesse trabalho discutiu e obteve uma boa parte dos resultados elemen-
tares da teoria atual de espacos vetoriais e de dlgebra linear, além de ter conseguido algo
bem préximo de uma formaliza¢ao axiomadtica, mas devido a sua forma obscura de apre-
sentagao, seus resultados nao influenciaram seus contemporianeos e a maior parte de
seus resultados foi redescoberto independentemente de seu trabalho.

Em 1846, Arthur Cayley publicou o tratado "Sur Quelques Résultats de Géometrié
de Position". Esse tratado surgiu como um passo decisivo na dire¢ao de generalizar os
espacos de dimensao maior que trés, pois nesse trabalho ele mostrou que se podem obter
resultados em geometria tridimensional trabalhando-se com espacos de dimensao maior
que trés. Esse resultado poderia ter sido obtido por Mébius, mas ele adotou uma postura
comum a sua época e descartou essa possibilidade.

Sylvester, em 1848, usou pela primeira vez o termo matriz (uma palavra com origem
no latim, significando titero, como sendo a base de onde surgem os niimeros), apresentou
a notacao moderna para designa-las.

Giuseppe Peano (1858-1952) publicou em 1888 sua prépria leitura do "Ausdehnungs-
lehre", com o titulo de "Calcolo Geométrico"no qual escreveu uma definigao axiomdtica
do que ele chamou de "sistema linear", que foi considerada a primeira defini¢ao axioma-
tica de um espaco vetorial, mas a teoria de espacos vetoriais ndo foi desenvolvida antes
de 1920.

Com o desenvolvimento dos computadores houve um ressurgimento no interesse
em matrizes, na computacao grafica, por exemplo, a manipula¢ao de imagens, rotagao,

redimensionamento, alteracao de cores sao operagoes lineares. Por outro lado, evidente-
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mente nem todos os processos da natureza podem ser descritos por meio de sistemas ou
equagodes lineares. No entanto muitos sistemas e aplicacoes importantes sdo lineares, o
que por si ja justificaria seu estudo. Além disto a matemadtica envolvida na solucgao de sis-
temas nao lineares é complicada e ainda est4d sendo desenvolvida na atualidade. Por isto
sua solucdo passa muitas vezes pela solugdo de um sistema linear que melhor representa
o sistema em estudo. A partir das solugdes aproximadas existem métodos para se obter
solu¢des mais proximas do sistema real.

Aqui, faremos um estudo, por meio de pesquisa bibliogréfica, das transformagoes
geométricas no plano. Apresentamos uma revisao dos conceitos de matrizes e de élge-
bra linear. Estudamos um tipo especial de fun¢@o (ou aplicac¢ao), onde o dominio e o
contradominio sdao espagos vetoriais reais. Apresentamos as principais transformagoes
geométricas do plano, sua representa¢ao matricial e sua relacao com o produto de matri-
zes. Como aplicacgdo, estabeleceremos as ligacoes entre a dlgebra linear e a Computagéo

Grafica.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Matrizes

Definigdo 1.1. Uma matriz m x n sobre o corpo dos niimeros reais R é uma lista de nii-
meros a;j, com indices duplos, onde1 < i <mel < j < n. A matriz A é representada por
um quadro numérico com m linhas e n colunas, no qual o elemento a; € R situa-se no

cruzamento de i -ésima linha com a j-ésima coluna:

[
a az - Qn
dzy QGz2 -+ Qzp
A=
Am1 Gm2 "' Amn

A lista ordenada (a;, a;2, ..., ai,) chama-se a i-ésima linha ou o i-ésimo vetor linha
da matriz A enquanto (a; j»@2jy--.,mj) € a j-ésima coluna ou o j-ésimo vetor coluna de
m.

Na matriz A, o elemento a;; chama-se o ij-ésimo elemento de A; escreve-se
A= [aijl.

O conjunto de todas as matrizes m x n sera denotado por M(m x n) ou R™*",

Uma matriz A é chamada de matriz quadrada se m = n. Neste caso, a entrada
a1, az, -+, apy forma a diagonal principal.

Dizemos que uma matriz quadrada A é uma matriz diagonal se a;; =0, i # j.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Em particular, dizemos que a matriz diagonal A é uma matriz identidade se

1, se i=j
aij=8;j = " it
, se i#],

e serd denotado por I, = [§;;], onde §;; é o simbolo de Kronecker.

A matriz A = [a;j] e R™" com a;; =0,1<i<me < j< n, é chamada de matriz
nula e serd denotada 0.

Sejam A = [a;;],B = [b;;] € R™*". Dizemos que A € igual B, em simbolos A =B, se, e
somente se, a;jj = b;j, l<i=mel=jsn.

O conjunto R™*" munido com as operagoes de adicao
A+B= [aij +b,‘j]

e multiplicagao por escalar
oA = [aa;j], VaeR,

possui as seguintes propriedades:
1. (A+B)+C=A+(B+C(), paratodas A,B,C e R™*",
2. Existe0 € R™*" tal que A+ 0 =A, paratoda Ae R™",
3. Paracada A € R™*", existe —A € R™*" tal que A+ (—A) =0, onde —A = [-a;;].
4. A+B=A+B, paratodas A,B e R™*",
5. a(fA) = (aP)A, paratodosa,peRe Ae R™*",
6. (a+P)A=aA+pPAparatodosa,feReAecR™ ",
7. a(A+B) =aA+aB paratodas A, BER™*". eaeR.

8. 1-A=A, paratoda Ae R"™*".
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Sejam A = [a;;] € R™" e B = [b;j] € R"™7. O produto dessas matrizes é a matriz

AB = [¢;j] € R™*P, cujo i j-ésimo elemento é dado por:

Cij= a,-lblj +a,-2b2_;+...+a,-,,b,,j.

B: nlinhas p colunas

@ b1p
N/
/b;j\ bip
e
aal
bnj bnp
N_] )
A
clj T C]_p
C.ﬂ‘j\ Cip
(=)
L am1 “ew amk a e Amn J Cm]_ cen ka s Cmp J
\
|A: m linhas n colunasl |C =AxB: mlinhas p colunas]

Note que A e B ndo precisam ter a mesma ordem. Entretanto, o nimero de colunas
de A deve ser igual ao niimero de linhas de B.

O produto de matrizes possui as seguintes propriedades;
1. (AB)C = A(BC), para todas A, B,C e R"*",
2. (A+B)C=AC+BC, para todas A,B,C € R™*".
3. A(B+C)=AB+AC, para todas A,B,C e R"*",

4. A0=0e0B=0, paratodas A,0€ R™*" ¢ B,0 € R"*P,
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Ha quatro diferencgas fundamentais entre o produto de matrizes e o produto de ni-

meros.

@ A primeira é que o produto AB nao esté definido para quaisquer matrizes A e B, pois

s6 faz sentido quando o niimero de linhas de A € igual ao niimero de colunas de B.

@ A segunda € que o produto AB néo é comutativo. Mesmo que AB e BA existam, ndo

se tem necessariamente AB = BA.

Exemplo 1.1.1. Consideremos as seguintes matrizes

SRR
001 | PR B e IS B | K b

© A terceira diferenca é que o produto de duas matrizes ndo nula: de A#0eB #0

néo se infere que AB # 0. Pode até ocorrer que A # 0 seja tal que A% = 0, como no

exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.2. Se

1 1 -1
A=111 -1
P <D

entdo A’ = 0.

© A quarta diferenca entre o produto de matrizes e o produto de niimeros é que todo
numero a diferente de zero possui o inverso multiplicativo a™! = 1/a pois

aal=aq7!.

a = 1. Por outro lado, dada a matriz quadrada A, do tipo n x n, mesmo
que A # 0, nem sempre existe uma matriz B do tipo n x n, tal que AB = BA = I,,.
Quando uma tal matriz B existe, a matriz A se diz invertivel e B chama-se a matriz

inversa de A. Escreve-se entio B=A"!.

A

OTEC

i O
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 16
Observacao 1.1.

Se A é uma matriz n x n, entao

InA=A=AIn|

isto é, a matriz identidade faz, em relagdo a multiplicagdo de matrizes, o mesmo papel que
o escalar 1 na multiplicagao usual de reais.

Teorema 1.1. (Teorema de Binet) Sejam A,B € R"*". Entao
det (AB) =det A-det B.
Demonstragéao. Ver [8] O
Teorema 1.2. A matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, det A # 0.
Demonstragao. Ver [7] O

Definigdo 1.2. SejaA = [a; j] € R™*". Amatriz transposta de A é a matriz obtida escrevendo-

se as linhas da matriz A como colunas, ou seja,
A'=[aj), 1<i<m e 1<j<n.
A transposta de matrizes possui as seguintes propriedades:
1. (A+B)" =A'+B’, para todas A, B € R™*".
2. (@A) =aA’, paratodaAe R " eaeR.
3. (AHf =A, paratodaAeR™ ",

4. (AB)" =B'A’, para todas A,B € R"*",

Observacao 1.2.
det A" =detA

Definicdo 1.3. Seja A € R™*". Dizemos que A é uma matriz simétrica se A’ = A e que A é
uma matriz antisimétrica se A’ = —A.

Definigdo 1.4. Seja A€ R"*". Dizemos que A é uma matriz A é matriz ortogonal

AAT=A'A=1,.
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Exemplo 1.1.3. A matriz

cosf —sinB
sin® cos0
é uma matriz ortogonal
De fato:
cosO —sinf . cosf sin®
— e M —
sin® cosO —sin@ cosB
Observe que,
cosO —sin0 cosO sin@ 1 0
MMt - MtM — . e
sin@ cos0 —sin® cos6 01
Tendo em vista que
MM =M'M=1.

Portanto a matriz M é ortogonal.
Definicdo 1.5. Uma matriz quadrada A é dita ortogonal seA™ = A'.

Teorema 1.3.

a) A transposta de uma matriz ortogonal é ortogonal.
b) Ainversa de uma matriz ortogonal é ortogonal.
¢) O produto de matrizes ortogonais é ortogonal.

d) SeA éortogonal, entdodet(A) =1 oudet(A) =—1.

Demonstragdo.
a) Se A é ortogonal, entdo A’A = 1. Podemos reescrever isso como A’(A")" = I, que

implica que (A")~! = (A?)’. Assim, A’ é ortogonal.
b) Se A é ortogonal, entdo A~ = A’. Transpondo ambos lados dessa equacio, obtemos
(A—l)f — (AI)I - A= {A_l)_l

que implica que A~! é ortogonal.

-

BLIOTEC

.....
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c) Se A e B sdao matrizes ortogonais, entao
(AB)"'] - B—]A—l -— B:A‘ - {AB)I
Assim, AB é ortogonal.

d) Se A é ortogonal, entdo A'A = 1. Tomando o determinante de ambos lados e usando

propriedades de determinantes, obtemos
det(A)det(A") =det(A)det(A) =1

que implica que det(A) = 1 oudet(A) = —-1.
O

Definicéo 1.6. As seguintes operagoes efetuadas sobre uma matriz A sdo chamadas opera-
¢Oes elementares sobre as linhas:

a) Permutagdo de duas linhas de A;
b) Multiplicagdo de uma linha de A por um escalar ndo-nulo;

¢) Substituicdo da i-ésima linha de A pela linha i-ésima linha mais c vezes a j-ésima
linha, i # j.

Definicao 1.7. Uma matriz n x n que pode ser obtida da matriz identidade 1, de tama-

nho n x n executando uma tinica operagao elementar sobre linhas é chamada uma matriz

5]

resulta de multiplicar a segunda linha del, por—3.

elementar.

Exemplo 1.1.4. A matriz elementar

Exemplo 1.1.5. A matriz elementar

1 0 3
010
0 01

que resulta de somar 3 vezes a terceira linha del3 a primeira linha.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 19
1.2 Espaco Vetorial

Definigdo 1.8. Um espaco vetorial real é um conjunto nao-vazioV, no qual estao defini-
das duas operagoes: adi¢ao

+: VxV — \"%

(u,v) — u+v

e multiplicac¢do por um niimero real (escalar),

KxV — V

(x,u) — a-v
tal que os seguintes axiomas valem:
1. (u+v)+w=u+(v+w), paratodos u,v,weV.
2. Existe um vetor0 € V, chamado vetor nulo, tal que v+0=0+v = v paratodoveV.

3. Para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, chamado o simétrico de v, tal que

-v+v=v+(—v)=0.
4. u+v=v+u,paratodosu,veV.
5. a(pv) = (aPf)v, para todosa,peReveV.
6. (a+P)v=av+Pv, paratodosa,pcReveV.
7. a(u+v)=au+av, para todosu,veV ea€R.
8. 1-v=v, paratodoveV.

Observacao 1.3. .

1) Os elementos do espago vetorialV serao chamados vetores, independentemente de
sua natureza.

2) Se na definigcao acima tivéssemos tomado para escalares o conjunto C dos niime-
ros complexos, V seria um espaco vetorial complexo. Vamos considerar somente espagos

vetoriais reais.
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Exemplo 1.2.1. O conjuntoV = R" = {(x1,X3,...,X,)/ x; € R} é um espago vetorial com as

operagoes de adigao e multiplicagao por um niimero real assim definidas:

(X1, %25, Xp) + (Y1, ¥25---¥n) = (XK1 +y1,X2+Yo,...,Xn+ Yn);

(X1, X205 Xn) (axy,axy,...,0x,).

Estas sdo as operacoes usuais de adic¢do e multiplicagao por escalar.

Exemplo 1.2.2. O conjunto M(m x n) de todas as matrizes m x n com as operagoes adicdo
e multiplicagd@o por escalar usuais é um espago vetorial.

Subespacos Vetoriais

Seja V um espaco vetorial. Um subespago vetorial de V é um subconjunto W cV
com as seguintes propriedades:

1. 0eW;
2. Seu,veWentao u+vew,
3. Se ve W entdo, paratodoa e R, aveW.

Observacdo 1.4. Todo espago vetorialV admite pelo menos dois subespagos: o conjunto {0},
chamado subespago zero ou subespago nulo, e o préprio espago vetorial V. Esses dois sao os
subespagos triviais de V. Os demais subespagos sao denominados subespagos préprios de
V.

Definicdo 1.9. SejaV um espago vetorial sobre R. Um vetor v em V é uma combinacéo

linear dos vetores vy, v»,---, v, emV se existirem escalares ay, az, -, G, € R tais que.
v=aqiy +@vr+---+app.

Teorema 1.4. SejamV um espago vetorial sobreR e vy, v2,---, v, vetores fixados em V. En-
tdo o conjunto

Wz{alvl +ayUz+---+apy:ay,a,---,a, ER}

€ um subespaco deV.
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Demonstragao.

1. 0eW, pois0=0v; +---+0v, €W,

2. Dados u,v € W e a € R. Como u, v € W temos que existem a,...,a,, by,...,b, € R

tais que

U=a\n+av+-—-+apvy € v=bvi+bvo+---+byu,.

Logo,

u+v

(@ +avs+-+apvy)+ (v + bovo + -+ byvy)

= (a+bh)n+(a+b)va+---+(ap+bp)v, €W

3. Dados u € We ae R Como u € W temos que existem a,...,a, tais que

U=av+auvy+-+apvy Logo,

au alayvy + ave+---+ayvy)

(aa)) vy + (aaz) v +---+ (aay) vy, €W

Portanto, W é subespaco de V.

Sejam V um espaco vetorial sobre R e A um subconjunto nao-vazio de V. Entao

W={ainy+ave+---+apvp:a,,a,---,an€R e vy, v2,---, v, € A}

€ o subespaco de V gerado por A, onde A é o conjunto de geradores de V e serd denotado
por

W =[A]

Exemplo 1.2.3. SejamV =R3 ee; = (8;1,8i2,8i3), i = 1,2,3, vetoresem V.
Assim, W = [e},e2,e3] = V.

De fato, por definigcao

w

1l

{xert+yex+zez:x,y,z€R)]

{x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) : x, y, Z€ R}

{(x,,2):x,y,Zz€R}.

Portanto, todo vetor v emV pode ser escrito como combinagao dos vetores ey, ez, e3.

QTECA

i

30

UFCG !




CAPITULO 1. PRELIMINARES 22

Definic¢do 1.10. SejamV um espago vetorial sobreR e vy,---, v, € V. Dizemos que os vetores
vy, **, U sao linearmente dependentes(L.D) se existirem escalares a,, ..., a, € R, nao todos
iguais a0, tais que

ain +---+apv,=0. (1.1)
Ou, equivalente, a equagao vetorial (1.1) admite uma solugdo ndo-nula. Caso contrdrio,
dizemos que os vetores vy, -+, VU, sdo linearmente independentes(Ll) ou, equivalente, a

equagao vetorial (1.1) admite apenas a solugdo nula.

Mais geralmnete, sejam V um espago vetorial sobre R e Aum subconjunto ndo-vazio

de V. Dizemos que A é LI se para quaisquer vetores distintos vy,..., v, em A, temos que
agn+--+apvp=0=>a;,=---=a, =0,
isto €, todo subconjunto finito de A é LI. Caso contrério, A é LD.

Teorema 1.5. SejamV um espago vetorial sobreR e vy,---,v, € V. O conjunto {vy,---,v,} é

LD se, e somente se, um destes vetores for combinagdo linear dos outros.

Demonstragao. Suponhamos que o conjunto {v,---, v,} seja LD. Entao, por definigao,

existem escalares a,, -, @, € R, ndo todos nulos, tais que

ﬂ] Ul +"'+anvn =0.

Como os escalares ay,---, a, ndo sao todos nulos temos que existem i € {1,..., n} tal que
a; #0. Logo,
a) aj—1 aj+ a
u,-=(——)v1+---+[——’—— v,-_1+(— t )v;+l+---+(+—”]vn.
ai ai aj aj

Reciprocamente, suponhamos que um destes vetores seja combinacao dos outros diga-
mos

vVi=an +---+aj_1vj_; +aj+lvj+1 +- XUy

Logo, a equacao vetorial
aqvy+---+aji Vi +H(-D)vj+ajn v +---+apvp =0,

admite pelo menos uma solu¢do nao-nula, a saber, (ay,---,aj-1,—1,@j4+1, - + ap).

Portanto, o conjunto {v;,---, vy} é LD. O
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Observacgdo 1.5. Para o caso particular de dois vetores, temos:

"Dois vetores v e v sdo LD se, e somente se, um vetor é muiltiplo escalar do outro”.

Definicao 1.11. SejaV um espago vetorial sobre R. Um conjuntop = {vy,---, v,} de vetores
deV é umabase deV se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. B={v1, -, vn} éLL

2. V=[Pl =[v1,-+-, vpl.

Exemplo 1.2.4. SejaV =R>. O conjunto = {e,, ez, e3} é base finita deV, a qual é chamda
de base candnica de V. De fato,

1. P é LI, pois a(1,0,0) + b(0,1,0) +¢(0,0,1) = (0,0,0) implicaa=b=c=0;

2. B geraR3, pois todo vetor (x, y, z) € R® é tal que:

(x,y,z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0, 1).

Teorema 1.6. SeB = {v), v3,---, vy} for uma base de um espago vetorial V, entdo todo con-

junto com mais de n vetores serd linearmente dependente.
Demonstragdo. Ver [8] O

Coroldrio 1.1. Duas bases quaisquer de um espago vetorial tem o mesmo niimero de veto-

res.

Demonstragado. Ver [8] O

Exemplo 1.2.5.

1) A base canonica de R® tem trés vetores. Portanto toda base deR® terd trés vetores.

2) A base candnica das matrizes M(2 x 2) tem quatro vetores. Portanto toda base deM (2 x 2)

terd quatro vetores.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. A dimensédo de V é o niimero
de elementos em alguma base de V e serd denotada por dim V. Note, pelo Corolério 1.1,
que esta defini¢ao nao depende da base de V, isto é, estd bem definida. Quando V = {0},

convencionamos que dim 'V = 0.

STEL
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Exemplo 1.2.6. .
DdimR" =n.

2)dimM(m,n)=mx n.

Exemplo 1.2.7. O conjuntoB = {(2,1),(~1,3)} é uma base doR?.
De fato, como dimR? = 2, e os dois vetores dados sdo LI (pois nenhum vetor é miiltiplo

escalar do outro), eles formam uma base do R?.

Teorema 1.7. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobreR e = {vy, v2, -, Uy}
uma base ordenada de V. Entao, todo vetor v € V pode ser escrito de modo tinico sob a
forma:

v=ajv+--+aplp.

Demonstragao. (Existéncia) Como v € V = [B] temos que existem escalares ay, ..., @, em
R tais que

U=all)] +“"+anvﬂ.

(Unicidade) Suponhamos, que
v=huv +--+byvp,.

Entao

O0=v-v=(ay-b)v,+(a—b)vza+---+(an—bp)vy.

Comof éLltemosquea;—b;=0,i=1,......, n. Portanto, a; = b;,i =1,...,n. O

Os escalares a,..., a, sdo chamados as coordenadas do vetor v em relagdo a base
ordenada P e serda denotada por
a
(vlg =
an
Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre R e p = {uy, -, u,} e
B’ = {v1, v3,-++, vy} duas bases ordenadas de V. Entdo, pelo Teorema 1.7, todo vetor u € V

pode ser escrito de modo tinico sob a forma

u xlul + rae + xnun
(1.2)
u nn + -+ YpUp.

I
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X1 N
[ulg=1] : e [ulg=]| : |-
Xn Vn

Como vj €V para cada j = 1,2,..., n temos que existem tinicos a; j € R tais que

Assim,

v, = anuwy + -+ anu, = Y apu;
(1.3)
n
Un = @ipy + -+ + Gpplp = LI, Ginli

Logo, pela Equagao (1.2), temos que

u = yyv1+--+ypvp

= ngj(;a;ju,-]
= g(ga”yj]u,-.

Assim, pela unicidade das coordenadas, temos que

Xy = auyn + - + @pyn
Xp = amyr + - + Qappyn
Em forma matricial
X agy - Qin N
Xn Apy ** Qpn Yn
Fazendo
agy - in
P ¢ . .
[I]ﬁ = : T ,
apy -+ AQpn
obtemos
(ulp = M [ulg.

A matriz [1]2‘ é chamada a matriz de mudanca de base da base f§’ para a base f.
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Espacos Vetoriais Euclidianos

Definicdo 1.12. Seja V um espago vetorial sobre R. Uma fungdo (, ):VxV — R éum
produto interno sobreV se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

L. (u+v,w)={u, w)+ (v, w), para todos u, v, w V.
2. {au,v) =alu,v), paratodos u,veV ea €R.
3. {u,v) =(v,u), para todos u,veV.

4. (u.uy=0paratodoucV e(u,u)=0< u=0.
Exemplo 1.2.8. SejamV = Rleu= (x1, X2, x3), v = (y1,y2,¥3) €V. Entao
{(u,v) = X1y1+XxXoys+...+Xp¥n

é um produto interno sobreV, o qual é chamado de produto interno usual (canénico). Note

que (u.v) =X"Y, onde

X1 R4

X=ul=1] x e Y=[W=| y
X3 Y3

Um espaco euclidiano é um espaco vetorial V sobre R munido com um produto

interno.

Definicdo 1.13. Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V. Dizemos que u e v deV sdo

ortogonais se (u, v) =0 e denotamos por u 1 v.
Proposicio 1.1. SejaV um espago euclidiano. Entéo:
1. 0L v paratodoveV.
2. Seul v,entdov | u paratodosu,veVeacR.
3. Seu l v, paratodoveV, entdou=0.
4. Seul v,entaoau 1 v paratodosu,veV ea€eR.

5. Seul wevl w,entdo(u+v) L w, paratodos u,v,weV.
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Definicdo 1.14. SejaV um espago vetorial euclidiano. Diz-se que um conjunto de vetores
{v1,v2,---, vy} €V é ortogonal se dois vetores quaisquer, distintos, sd@o ortogonais, isto &,

vi.vj=0parai# j.

Teorema 1.8. SejaV um espaco euclidiano. Sefy é um subconjunto (finito ou infinito) deV

Jormado por vetores nao-nulos ortogonais aos pares, entdo B é linearmente independente.
Demonstragdo. Sejam vy,..., v, vetores distintos de f e a;,..., a, € R tais que

a1 +---+a,v,=0.

<
|

0,v)) =(arvn +---+ apvn, vj)

a{v1,vj) +---+ap(vy, vj) = aj{vj,vj),

pois, (v;,vj) =0, se i # j. Como (vj,v; >0 temos que a; =0, j = 1,...,n. Portanto, f é

linearmente independente. O

Corolério 1.2. SejaV um espago euclidiano comdimV = n. Sef = {vy,++,v,} é um con-
Junto de vetores néo-nulos ortogonais aos pares de V, entdo B é uma base ortogonal de
V.

Definicao 1.15. Seja V um espaco euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor

v €V édefinida como

vl =+v(v, v).

Note que esta definigdo é possivel, pois (v,v) =0, para todo v € V.

Observacao 1.6.

Seja v € V um vetor qualquer. Dizemos que v é um vetor unitério se
vl = 1.

Se v € V é um vetor ndo-nulo qualquer, entdo

v
U=
[l

é um vetor unitdrio.

UPGL:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 28

Teorema 1.9. SejaV um espago vetorial euclidiano. Entéo
L. ||vl|=0, paratodoveV.
2. llvll =0, se, e somente se, v =0.
3. llaw|| = lalllvll, para todo v € V ex e R.
4. ||lu+ vl =lull? +2(u, v) +||v|[?, para todo u, v € V. (Desigualdade de triangular).
5. [{u, )| <|lullilv||, para todos u, v € V (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).
Demonstragdo. Ver [8] O

Observemos que se u = (x,X2,...,X,) for um vetor R” com produto interno usual,

tem-se:

1611 = V3G, X2 or %), (Kt X X)) = B+ o+ 22

E importante observar que a norma depende do produto interno utilizado. Se o
produto interno muda, o médulo também se modifica.
Seja V um espaco euclidiano. Para quaisquer u, v € V— {0}, o 4ngulo entre u e v é

definido como o adngulo 0 tal que

1. 0<B<m;
_ _Au,v)
2. €088 = -

Observacao 1.7. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(u,v)

< <
[zl v]]

e assim, o angulo © sempre existe e é tinico.

Definicdo 1.16. SejaV um espago euclidiano ep = {vy, v,---, v,;} uma base deV. Dizemos
quef é uma base ortonormal paraV se

(vi, vj) =B
Exemplo 1.2.9. SejaV =R® com produto interno usual. Entéo
ﬁ == {elp---:en}

é uma base ortonormal deV.



Capitulo 2

Transformacoes Lineares

2.1 Transformacoes Lineares
Estudaremos agora, um tipo especial de fun¢do (ou aplica¢do), onde o dominioe o
contradominio sao espacos vetoriais reais.

Definicdo 2.1. SejamV eW espacgos vetoriais sobreR. Uma fung¢aoT : V — W é uma trans-

formacao linear se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
e T(u+v) =T(u)+T(v) para todos u,v eV
* T(au) =aT(u) paratodoacReueV.

Observacao 2.1.

1. Uma transformagdo linear é uma fungdo que preserva as operagdes dos espagos veto-
riais.
2. SeT:V — W éuma transformacao linear, entdao T(0) = 0, pois
T©O)=T(O0-u)=0-T(u) =0.
3. SeT:V — W éuma transformacao linear, entdo
T(au+bv) =aT(u)+bT(v), Va,beReu,veV,

T(au+ bv) T(au)+T(bv)

aT(u) + bT(v).

29
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Mais geralmente,

T(layuy +---+anuy) =ayT(uy) +---+ apT(uy), VaieRe u; V.
4. SeT :V — W ¢ uma transformagao linear e V =W, dizemos que T é um operador
linear sobreV.

Exemplo 2.1.1. (Operador Nulo) SejamV eW espagos vetoriais sobreR.
A fung@o0:V —W, 0(v) =0, para todo v € V, é uma transformagdo linear, pois

DOu+v)=0=0+0=0() +0(v), Vu, vV,
I O(auw) =0=o0(u),YacReueV.

Exemplo 2.1.2. (Operador Identidade) SejaV espago vetorial sobreR.
A fung@ol:V —V, I(v) = v, para todo v € V, é uma operador linear, pois

DIu+vy=u+v=Iw+1v), Yu,veV;
I Hau) =au=al(u),YaeReueV.

Exemplo 2.1.3. SejaT:V—V,T(v) =Av, A€R, A fixado.
Seu,veV:

D Tu+v)=Au+v)=Au+Av=Tw)+T()
I T(ou) = A(aw) =a(Au) =aT (u).

Logo, T é um operador linear em V. Esse operador chama-se homotetia deV determinada
pelo o escalar A.

Observacgdo 2.2. Operador linear que nao preserva comprimento.

Exemplo 2.1.4. SejamV = R"*1,W = R™*! espagos vetoriais sobre R e A € R™*" uma ma-
triz fixada. A fun¢ao T :V — W definida por

TaX) = AX,
para todo X €V, é uma transformacgdo linear, pois

D TAK+Y)=AX+Y) =AX+AY =TaX) +Ta(Y), VX, YEV.
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II) Ta(aX) =A(aX) = a(AX) =aTA(X),VaeReXeV.

Observagdo 2.3. .

Uma matriz A(m x n) sempre determina uma transformacao linear
Ta:R" —R™

onde a imagem T (X) = AX é o produto da matriz A pelo o vetor X € R” considerado como

uma matriz de ordem n x 1. Uma transformacao linear desse tipo chama-se multiplicac@o

porA.

Alguns dos mais importantes operadores lineares de R? sao as rotacoes e as refle-

xoes.

Exemplo 2.1.5. (Rotagdo em torno da origem) Fixemos um dngulo 8 e consideremos o ope-

rador T que gira cada vetor x de R* em torno da origem por um angulo © (Figura 2.1). A

Figura 2.1: Rota¢dao em torno da origem

Figura 2.2 torna evidente que a rotagdo T é homogénea, jd que resulta a mesma imagem de
um vetor u multiplicando u por a primeiro e depois girando ou girando u primeiro e de-

pois multiplicando por a. A Figura 2.3 torna evidente que'T é uma aplicagdo aditiva, pois

¥ allu) "i TMau)

Figura 2.2: Homogeneidade

resulta a mesma imagem somando primeiro u com v e entdo girando ou primeiro girando

os vetores u e v e depois somando os vetores girados.
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Ay
@+ v) = T(u) + 7¥)

Figura 2.3: Aditividade
As figuras deixam claro que T é uma transformacao linear.
Exemplo 2.1.6. Considere
T:R® — R
(xy) — TEy=0x

O operador que refilete cada vetor x numa reta pela origem que faz um dngulo © com o eixo
x positivo (Figura 2.4).

Figura 2.4: Reflexao do vetor x numa reta pela origem

) Sejam x = (x1,x;) ey = (31, y2) dois quaisquer vetores deR?. Entio
Tix+y) = Tlxy,x2), (Y1, y2)] =T(x1+ y1, %2+ y2) = (X2 + y2, X1 + Y1)

= (x2,x1) + (y2, 1) =T(x1, x2) + T (31, y2) =T(x) + T(y).
II) Sejam x = (x1,x2) € R? ea € R. Entdo

T(ax)

Tla(x, x2)] = T(ax;, axz) = (axz, ax;)

(oxz, axy) = alxg, x1) = aT(x;, x2) = aT(x).

Logo, T é um operador linearemV.

!
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Para interpretar geometricamente a transformagdao T observe a Figura 2.4 que sugere
a simetria dos vetores (x1, x2) e (x2, x1) relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.
Sejam P eQ as extremidades dos vetores (x1, x2) e (x2, x1) ,respectivamente. O ponto médio

do segmento PQ tem a forma

2 2
pertencendo, portanto, a referida bissetriz. Simultaneamente, PQ é perpendicular a esta

(x1 +X2 X1 +xg)

reta, pois sendo

PQ = T(x1x2) — (%), X2) = (X3 — X3, %1 — Xp)
e(1,1) um vetor com a diregdo daquela bissetriz, tem-se

(PQ, (1,1)) = {(x2 — x1, %1 — X2), (1, 1)) =0.
Assim, R é uma reflexao.

As reflexdes mais bdsicas num sistema de coordenadas xy sdo no eixo x (0 = 0), no

eixo y (B=mn/2) enareta y=x (0 =m/4).
Exemplo 2.1.7. (Operador Translagao) SejaV =R?. A fungdo T :V — V definida por
Tw)=u+v,
onde u = (x,y) ev = (a, b), ndo é uma transformagdao linear, a menos que a = b =0, pois
T(0,0) = (a, b) #(0,0).

Exemplo 2.1.8. SejaV =R?. A fungdoT :V — V definida por T(x,y) = (x,|y|) ndo é uma

transformagao linear, pois

T, y1) +(x2,)2)) = T +x2, 31 +y2) = (3 + 22,131 + y2l)

#  (x1, 10D+ (x,1y20) =T(x1, 1) + T(x2, y2),

desde que |y, + yo| < |yl +y2l se y1y2 <0.
Em particular, T((2,1)+3,-1))=T(5,00 = (5,00 #(5,2) =T2,1) + T3, -1).

Note que T(0,0) = (0,0). Portanto, T(0) = 0 é condi¢cdo necessdria mas ndo suficiente

para que T seja uma transformacao linear.
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Teorema 2.1. Sejam V, W espacos vetoriais sobre R. Sejam u,,...,u, uma base de V e
wy,..., Wy, vetores arbitrdrios em W. Entdo existe uma tunica transformagdo linear

T:V—WtalqueT(u;) =w;,i=1,...,n.

Demonstragao. (Existéncia) Como {u;,..., u,} é uma base de V temos que cada vetor u €

V pode ser escrito de modo tinico sob a forma
U= XU+ -+ Xplly.
Definimos T :V — W por

n
TW) =xyun +-+XpWp =Y X Wj.
i=1

1. T esta bem definida e

T(u))=w;,i=1,...,n,
pois

Ui =0uy +---+0uj_g +1u; +0Ujsy ++-+0up,i=1,...,n.
2. T é uma transformacao linear. Dados v €V,
v=y1uy +-+-+ Ynlp,

e c R, temos que

n

I
T(u+v) = T(Z(x;+ys)u:)=z{x.-+yf)ws
i=1

i=l

Xiw;i + z yiw; =T(u)+T()
1 i=1

n
!

M=

T(cu) = T(

|

Portanto, T é uma transformagao linear.

n
(cxs)uf) =) (cx)w;
i=1

Il
.Ma

Xi w,-] =cT(u).
i

(Unicidade) Seja S : V— W outra transformacao linear tal que

St =wii =1,
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Entao
n n n
S(u) = S( 8 x;uf) =Y xS(u) =) xjw;=T(w),
i=1 i=1 i=1
para todo u € V. Portanto, S =T.

O

Esse Teorema afirma que uma transformagao linear de V em W é completamente
determinada pelas as imagens de um conjunto de vetores bésicos de V e que uma escolha

arbitréria dessas imagens define uma transformacao linear.

Definicdo 2.2. Sejam V,W espagos vetoriais sobreR eT : V — W uma transformacao linear.
Onicleo de T é um subconjunto deV definido por

N(T) ={ueV:T(u) =0}.
O conjunto dos valores da transformagao linear T, indicado
ImT ={T(u): ueVj
é chamadoimagem deT.

Teorema 2.2. Sejam V,W espagos vetoriais sobreR eT :V — W uma transformagao linear.
EntaoImT é um subespago deW e N(T) é um subespago deV.

Demonstragao.
1. ImT é um subespaco de W.
e ImT # @, pois 0 =T(0) € ImT.

¢ Dados wy, w2 eImTea€eR.

Como w;,w» € ImT temos que existem u;,u; € V tais que wy; = T(wy) e

wy =T (ux).
Logo,
wy+ws = T(u)+T(w) =T(u +u) elmT, pois u,ueV
aw; = aTl(u)=T(aw)eImT, pois au; eV

Portanto, ImT é um subespaco de W.
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2. N(T) é um subespago de V.

¢ N(T) # @, pois 0 € N(T).
e Dados uy,uz € kerTeaeR.

Como u;, up € N(T) temos que T(u;) =0e T(uz) =0.

Logo,

T(uy + us)

1l

T(u)+T(u) =0+0=0, istoé wuy,us€N(T)
T(au;)

aT(u;) =al istoé oauy € N(T)
Portanto, N(T) é um subespaco de V.

O

Observacdo 2.4. Selm(T) =W, T diz-se que a transformagao T é sobrejetora, isto é, para
qualquer w € W dado, pode-se achar v €V tal queT(v) = w.

Teorema 2.3. Sejam V,W espagos vetoriais sobreR eT : V — W uma transformagao linear.

EntdoT é injetora se, e somente se, N(T) = {0}.
Demonstragdao. Suponhamos que N(T) = {0}. Dados u, v €V, se T(u) = T(v), entdo
Tu—v)=T(w) -T() =Tw) —T(u) =0.

Logo u— v e N(T) = {0}. Portanto, u = v, ou seja T é injetora. Reciprocamente, suponha-

mos que T é injetora. Dado u € N(T), temos que T(«) =0. Como T(0) = 0 temos que
T(w)=0=T0)=>u=0.
Assim, N(T) = {0}. O

Teorema 2.4. (Teorema do Niicleo e da Imagem) Sejam V,W espacgos vetoriais sobreR, com

dimV = n, eT :V — W uma transformacdo linear. Entdo
dimV = dimN(T) + dimIm(T).
Demonstragao. Ver [8] t

Corolério 2.1. Sejam V,W espagos vetoriais sobreR, comdimV =dimW, eT:V — W uma

transformagdo linear. EntdoT é injetora se, e somente se, T é sobrejetora.

|
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Demonstracdo. Suponhamos que T seja injetora. Entdo, pelo o Teorema 2.3, N(T) = {0}.
Assim,

dimW =dimV =dimN(T) +dimImT = dimImT.

Como ImT cW e dimW = dimImT temos que ImT =W. Portanto, T é sobrejetora.
Reciprocamente, suponhamos que T seja sobrejetora.

EntaoImT =W edimW =dimlmT . Assim,
dimIlmT =dimV =dimN(T) +dimImT = dimN(T) =0.

Assim, N(T) = {0} e, pelo Teorema 2.3, T € injetora. O

Assim, numa transformacao linear na qual dimV = dimW, se T é injetora (ou so-

brejetora), entdo T é também bijetora.

Coroldrio 2.2. SejamV,W espagos vetoriais sobreR, comdimV =dimW, eT:V —W uma
transformagao linear. Entdo T leva base deV em alguma base deW.

Demonstragdo. Ver [8] O

Definicao 2.3. SejamV,W espagos vetoriais sobreR, comdimV =dimW, eT :V—W uma
transformagao linear. Dizemos que T é um isomorfismo se T ¢ bijetora. Neste caso, 0s

espacosV eW sdo ditos isomorfos.

2.1.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Sejam V,W espacos vetoriais de dimensao finita sobre Re a = {uy, ..., un}, p = {w, ..., wnl,
bases ordenadas de V e W, respectivamente. Seja T : V — W uma transformacao linear.

Um vetor u € V pode ser expresso por:
U=xiu1+...+xply

e aimagem T(v) por:

Tw=ynw+...+ ymwm (2.1)

Por outro lado:

T(w) =T uy +...+x5uy) =1 T(wy) +...+x,T(uy,) (2.2)
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Sendo T(u,),..., T(u,) vetores de W, eles sdo combinacdes lineares dos vetores de f.

T(u) = anwi+apwr+...+amwm
T(uz) = apur+axpws...+apwWn

(2.3)
T(up) = anpwnr+azpwot...+ampWm

Substituindo esses vetores em (2.2), vem:

Tw) =x1(anwy +agwr+...+amwp) +...+xpl@Quwy + Gpwe + ...+ Guan W)

ou:
T(w) =(anx +...+ apxp)wy +...+(@m X1+ + QupXn) Wn

Comparando essa igualdade com (2.1), conclui - se:

= (@nxy+apx+--+apxy)
Y2 = (anx)+axpx;+--+ayxp)

(2.4)
Ym = (@mX1+a@maX2+--+ @mpXp).

A matriz dos coeficientes deste sistema serd chamada a representa¢do matricial de T em

relacao as bases a e p.

Na forma matricial
. .
N ay, apz - ap X
Y2 | | aa a2 - dzn X2
] ¥Ym ] ] asy dasx -+ A4mn 11 Xn :

ou, simbolicamente:
[T(wlp = [T]g[u]u

Sendo a matriz [T}g denominada matriz de T em relac¢do as bases a e f5.

Teorema 2.5. Sejam V,W espagos vetoriais sobre R com dimV = n edimW = m. Sejam
a={uy,...,un}, p={w,,..., wn}, bases ordenadas deV eW, respectivamente, e T :V — W

uma transformagao linear. Entao
[T()lp = [Tlg[uUla, YUEV.

A
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Determinamos assim, fixadas as bases a de V e § de W, que a cada transformacéo
linear T : V — W corresponde uma tinica matriz [T]g.

Em geral, para T : V — W linear, se dimV = ne dimW = m, « = {uy, Uz, -+, un} €
P = {wy, wa,---, wy} sdo bases de V e W, respectivamente, teremos que [T ]g € uma matriz

de ordem m x n onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos vetores

de o em relacdo a base p:
an adyiz -t ip
az azp -+ Gp
. as 4z ' Amn ]
I ! 1
T(v1)p T(v2)p T(vnlp
Observacio 2.5.

1) No caso de serem A eB bases candnicas, representa-se a matriz simplesmente por [T,

que é chamada matriz candnica de T. Entdo tem-se [T(v)] = [T][v].

2) Dada uma transformagdo linear T, a cada dupla de bases A e B corresponde uma
matriz [T1}. Reciprocamente, dadas a matriz e uma dupla de bases A e B, podemos

encontrar a lei que defineT.

3) E importante ndo esquecer que estabelecemos uma correspondéncia entre as matri-
zes m x n e as transformagoes lineares de R" em R™. A cada matriz A corresponde
uma transformacao linear Tp (multiplicagao por A) e a cada transformagao linear

T:R" — R™ corresponde uma matriz [T] de tamanho m x n (a matriz canénicaT).

Teorema 2.6. SeS:U — V eT :V — W transformacoes lineares, entdo (ToS): U - W

também é uma transformagdo linear.

Demonstragdo. Sejam u, v € U e a € R. Entdo segue da linearidade de S e de T que

(ToS)(u+v) T(S(u+v)) =T(S(u) +S(@) =T(S(w) +T(S(v)) = (ToS)(u) + (To8)(v)

(ToS)(aw)

T(S(aw)) =T@S(w) =a(T(S(w)) =a(ToS)(u)

Portanto, (T oS) : U — W é uma transformacao linear. ]
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Teorema 2.7. SejamR:U —V,S:U —V eT :V — W transformagoes lineares, o, p e y

bases ordenadas de U,V eW, respectivamente. Entdo,

[R+S]g=I[Rlg+[Slg, [aRlg=alRl5,YacR e [ToS|}{= [Tlg[Slg.

Demonstragdo. Dado u € U, pelo o Teorema 2.5, temos que
[ToS(w)ly=[ToSI{luly e [TSw)ly= {Tl'?,[S{u]]g.

Como

ToS(u)=T(S(w) e [S(H)]5=[S]g[u]a

temos que

[T oS ()1 [ulg = [TT[S15 [ula.

Assim, pela a unicidade das coordenadas, temos que

[ToSI§ = TIISIE.

O

Assim, a matriz candnica da composicao de duas transformacoes lineares é o pro-

duto de suas matrizes candnicas na ordem apropriada.

2.2 Operadores Ortogonais

Um operador linear T : R” — R" com a propriedade ||T(«)|| = ||u|] de preservar com-

primentos € denominado um operador ortogonal, ou seja, uma transformacéo que pre-

serva medidas. Assim, por exemplo, as rotagoes em torno da origem e as reflexes em

retas pela origem em R? sdo operadores ortogonais.

Sejam V um espaco vetorial euclidiano e T : V — V um operador linear. Dizemos

que T € um operador ortogonal se
TT =T =1,

isto é, T é invertivel com T~! = T,
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Teorema 2.8. SejamV um espago vetorial eT :V —V um operador linear. Entdo as seguin-

tes condigoes sdo equivalentes:
1. T é ortogonal.
2. (T(w), T(v)) ={u,v), para todos u,veV.
3. [IT(w)|l = |lull, para todoueV.
4. T leva toda base ortonormal deV em alguma base ortonormal deV.

Demonstragao.

(1 < 2) Basta observar que
(T(w), T(v)) = (u, T'T(v)), Yu,veV.
(2 = 3) Basta notar que
IT@I? = (T(w), T(w) = (u, ) = lul.

(3 = 4) Sejap = {uy,..., u,} uma base ortonormal de V,

il

1
(T(u;), T(u;))) 71T (w) +T(upl? = IT(u) - T(upl?)
1
= Z(Iius + il =i — ujll®) = g, up) = ;.

Portanto, T(B) = {T(w,),...,T(u,)} é uma base ortonormal de V.

(4 = 2) Sejap = {uy,..., 4y} uma base ortonormal de V. Entdo T(B) = {T(wy),...,T(u,)} é

uma base ortonormal de V. Dados u, v € V, existem Gnicos xi,..., Xy, J1,-.., Vn € R tais que

n n
u=) xju; e v=)> yiu;.
i=1 izl

(T(2), T(u))

I

I
£ IMs= I

Xy (T(u), T(uj)

»y
Z x;yjdij = Z Y xiyjlui, uj)
u)

=1 =1

Portanto, T(B) = {T(u1),...,T(u,)} € uma base ortonormal de V.

151 I0TECA
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Observamos que o angulo entre dois vetores ndao-nulos x e y em R” é dado pela

formula
_ (uv)
~ ullllell”

Assim, se T : R” — R” é um operador ortogonal, entdo, por preservar o comprimento de

vetores e por preservar o produto escalar, segue que

_— (T(w), T(v)) = (u,v)
HT@INTWI  Hullllvll

que implica que um operador ortogonal preserva angulos. Em particular, um operador
ortogonal preserva a ortogonalidade, ou seja, as imagens de dois vetores sd@o ortogonais

se, e somente se, 0s vetores originais sao ortogonais.

Teorema2.9. SeT:R? — R? é um operador linear ortogonal, entdo a matriz canénica deT

pode ser expressa na forma

cosO —sin@ cosO sin®
Rg = ou Rg= : (2.5)
sin@ cosH sin@ —cosB

Ou seja, T é ou uma rotacdo em torno da origem ou uma reflexd@o numa reta pela origem.

Demonstragdo. Suponhamos que T seja um operador linear de R? e que sua matriz cand-

a b
A=
[c d

Essa matriz € ortogonal, de modo que seus vetores- coluna sdo ortonormais.

nica seja

Assim, a® + ¢* = 1, o que significa que o ponto P(a, ¢) esta no circulo unitério (Figura 2.5).

Figura 2.5: Circulo unitério

Tomando 8 como o 4ngulo de e; = (1,0) até o vetor OP = (4, ¢), podemos expressar
a e c como

a=cos® e c=senb
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cosO b
A= (2.6)
l sin® d }

e podemos reescrever A como

A ortoganalidade de A também implica que o segundo vetor-coluna de A é orgonal ao
primeiro e, portanto, o angulo anti-horario de e;, até o vetor OQ = (b, d), deve ser 0 + /2

ou 0 —n/2 (Figura 6.2.2b)

Figura 2.6: Circulo unitario
No primeiro caso temos
b=cos(0+7/2)=-senB e d=sen(0+m/2)=—cosb
e no segundo caso temos
b=cos(@-n/2)=sen® e d=sen(B—-mn/2)=-cosO

Substituindo essas expressoes em (2.6) obtemos as duas formas possiveis de (2.5). O

Se A é uma matriz 2 x 2, entdo pelo Teorema 2.9 que o operador linear associado é ou
uma rotag¢dao em torno da origem ou uma reflexao numa reta pela origem. O determinante

de A pode ser usado para distinguir entre os dois casos,

cos® —sen0 . 5
det(Rg) = =cos“O+sen“0=1
sen8 cos0
e
cosf senfB 2 3
det(Hg;2) = =—(cos“O+sen“0) =-1.
senf -—cosB

Assim, uma matriz ortogonal 2 x 2 representa uma rotacao se det(A) = 1 e uma reflexao

sedet(A) =-1.
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2.3 Operadores Lineares que nao Preservam Comprimento.

Contragoes e Dilatacdes de R

Se k é um escalar ndo-negativo, entao o operador linear é dito uma homotetia de
razdo k. Em particular, esse operador é uma contragdo se 0 < k < 1 e uma dilatagdo
se k > 1. As contracGes preservam a direcéo e sentido dos vetores mas reduzem seus
comprimentos na razao de k e as dilatagdes preservam a direcao e sentido dos vetores

mas aumentam seus comprimentos na razao de k.

Compressdes e Expansdes Horizontais e Verticais de R?

Um operadorT(x, y) = (kx, y) que multiplica a coordenada x de cada ponto do plano
Xy por uma constante nio-negativa k tem o efeito de expandir ou comprimir cada fi-
gura do plano na direcdao x, comprimindo se 0 << k < 1 e expandindo se k > 1. Por isso
dizemos que T é a compressdo (ou expansdo) na dire¢do x de razdo k. Analogamente,

T(x,y) = (x, ky) é acompressao (ou expansao) na dire¢ao y de razao k.

Cisalhamentos

Um operador da forma T(x, y) = (x + ky, y) translada um ponto (x, y) do plano xy
paralelamente ao eixo x por uma quantidade ky que é proporcional a coordenada y do
ponto. Esse operador mantém fixos os pontos do eixo x (pois y = 0), mas, a medida que
nos afastarmos do eixo x, aumentard a distancia transladada. Dizemos que esse operador
¢é o cisalhamento na direc@o x de razdo k. Analogamente, um operador linear da forma

T(x,y) = (x, y + kx) é dito um cisalhamento na dire¢do y de razdo k.
1. Cisalhamento de R? na direcéo x de razao k

Tx,y)=x+kyy)

.

A sua maatriz candnica é:
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2. Cisalhamento de R? na direcéo y de razdo k

T(x,y)=(x,y+ kx)

™

A sua maatriz candnica é:

45



Capitulo 3
Computacao Grafica e Matrizes

As transformacgdes geométricas no plano (ou transformagdes 2D - duas dimensées)
sdo muito usadas pela computacao grafica para construcio de figuras e producdo de ima-
gens. Tais imagens podem ser percebidas nos efeitos especiais utilizados no cinema, na
TV e nos sistemas multimidia em geral, além de servir de ferramenta de auxilio em vérias

areas da atividade humana.

3.1 As Transformacoes Geométricas

A palavra transformagao usualmente significa mudanga. E, portanto, natural pen-
sar que, ao falar em “transformacgao geométrica", fala-se de mudancas em figuras geomé-

tricas.
Principais Transformacdes no Plano

Reflexdao

Isometria{ Translacdo

Transformaces Geométricas J
Rotacdo

Nao 'isometria{ Homotetia
.

46
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3.2 Isometrias

Quando se aplica uma transformacgao a uma figura de modo que ela apenas possa
ocupar outro lugar no plano, sem alterar sua forma e tamanho original, dizemos que a
transformacdo aplicada é uma isometria, pois iso quer dizer igual, e metria est4 relacio-
nada a medida.

Dada uma transformagao T : R> — R? e os pontos P = (x;,y1) € Q = (x2, y») se T for
uma Isometria, entdo a distancia entre os pontos P e Q, d(P,Q), sera igual a distancia
entre os pontos T(P) e T(Q), d((T(P), T(Q)).

Consideramos a distancia entre pontos como sendo o comprimento do segmento

de reta que une estes dois pontos, ou seja

dPQ) = \/{xl —X2)% + (11— 2)?

Uma Isometria € uma transformacao geométrica que preserva distancia entre pon-
tos e amplitude dos dngulos, isto é, a figura inicial e o seu transformado sdo congruentes.

Ha trés tipos bdsicos de isometrias: as reflexdes, as translagoes e as rotacoes.

Reflexoes

As reflexoes podem se dar em relagdo a um ponto ou a uma reta.

* A reflexdo do ponto P com relag@o a um ponto A. E um ponto P’ tal que P, Ae P’
sdo colineares e

d(P',A) = d(PA). (3.1

Assim, dadas os pontos P = (x, y), A = (xg, }o) € P’ = (¥/, ), podemos obter a expres-

sao para esta reflexao, a partir de (3.1).

Da Figura 3.1, podemos escrever:
(', ) = (x0, yo) + (X0 — X, Yo~ y) = 2% — X, 20~ ¥)
e portanto, a transformacao pode ser escrita como:

T(x, ) = (X, y) = Cxo— x,2y0 - y) (3.2)
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Figura 3.1: Reflexao em relagdao a um ponto
Exemplo 3.2.1. A reflexdo do ponto (x, y) em relagdo a origem (0,0) serd dada por:
T((x,y)=2-0-x,2-0-y) = (—x,-Y).

* Areflexdo do ponto P com relacéio a umareta /, é um ponto P’ tal que o segmento
PP’ é perpendiculara [ e
d®,)=d®l).

Podemos obter a expressao algébrica para esta transformagao, tomando as coorde-
nadas de P = (xg, yp) e P’ = (¥/, ¥) e considerando « o 4ngulo que ! faz com o eixo x

medido no sentido anti-horério.

Assim, a equacdo cartesianadareta l é: y = (tana)x + ¢, onde (0,¢) = (o, co*;u) éo

ponto em que [ corta o eixo x. Logo,

(~sena)x+(cosa)y=c (3.3)

Figura 3.2: Reflexdao em relagdao a uma reta
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Por outro lado, a reta que une (xg, yo) a (x',y’), que é perpendicular a /, é dada por
y=tan(90° + a)x + K = (—cota)x + K, onde K = (cota)xp + yp. Logo,

(cosa)x + (sena) y = xgpcosa + ypsena. (3.4)

Do fato da reta [ ser a mediatriz do segmento que une o ponto P ao ponto refletido

P’, como se vé na Figura 3.2, entdo, o ponto médio desse segmento,

_(Xo+x yo+y
=== ) 3.5)
serd solucao das equagoes (3.3) e (3.4). Assim,
(—senaym + (cosa)n = ¢
(3.6)
(cosa)m + (sena)n = Xxpcosa+ ypsena.
Portanto, resolvendo o sistema anterior temos:
(m,n) = (xpcos’a+ YocCOosasena —csenaq, ygsenza + Xpcosasena + ccosq) —
sen2a sen2a 2 S
= (xpcos’a+ yp — csena, Xo + ypsen’ a + ccosa) 3.7) Yy
5

Comparando as igualdades (3.5) e (3.7), obtemos para (x', ) a seguinte represen-
tacdo algébrica da reflexdo:

(', y) T((x0, Y0)) = (2m — xp,2n — yp)

O
(2xpcos® a + Yo sen2a—2csena—xg.xosen2a+2yosen2a +2ccosa— yg) | “:-}

(x0(2cos’ a— 1) + ypsen2x — 2csena, Xosen2a + yo(2sen® a — 1) + 2ccosa)

I

(xpcos2a + ypsen2a —2csena, Xp sen 2a — yp cos 20 + 2¢ Cos Q) (3.8)

Exemplo 3.2.2. A reflexdo do ponto (x,y) em relagdo ao eixo x em quex =0 e ¢ = 0, serd
dada por:

]

T((x, y)) (xcos2-0+ ysen2-0—2-0sen0,xsen2-0—ycos2-0+2-0cos0)

(x,-y) (3.9

Exemplo 3.2.3. A reflexdo do ponto (x,y) em relagao ao eixo y em quea =mn/2 e c =0, serd
dada por:

', ) T(x,y)

(xcos2-(m/2) + ysen2-(n/2) —2-0sen(n/2), xsen2- (1/2) — ycos2-(n/2) +2-0cos(n/2))

(-x,y) (3.10)
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Exemplo 3.2.4. A reflexdo do ponto (x,y) em relagdo aretay = x em quea =mn/4 ec =0,
serd dada por:

x,y) = T,y
= (xcos2-(n/4)+ ysen2-(n/4)—2-0sen(n/4),xsen2-(n/4) — ycos2-(n/4) +2-0cos(n/4))
= (nx) (3.11)
Translacoes

Uma translacdo é uma transformacao geométrica que leva cada ponto do plano a
um novo ponto segundo uma trajetéria representada por um segmento de reta de tama-
nho fixo e que faz também um angulo fixo em relagdo a horizontal. Ou seja, dado um
segmento AB, a imagem de um ponto P serd o ponto transladado Q = T(P) tal que o seg-

mento PQ terd o mesmo comprimento de AB e mesmo angulo em relacdo a horizontal,

/7

Figura 3.3: Translacdo do ponto P segundo o segmento AB

conforme a Figura 3.3

Algebricamente, se consideramos o ponto A de coordenadas (x1, y;) e o ponto B de
coordenadas (x», y»), observamos, conforme a Figura 3.4, que, de acordo com a definicio,
para que o ponto Q = (x, y') seja a transla¢do do ponto P de coordenadas (x, y) segundo

o segmento AB, os tridngulos ABC e PQM devem ser congruentes e portanto:

m(AC) = (xz — x1) = m(PM) = (x’ - x)

m(CB) = (y2—y1) = m(MQ) = (y/ - y),
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Figura 3.4: Translagdo do ponto P segundo o segmento AB
o que nos leva a expressao:
&Y =Txy)) = (x+x2—x1,y+y2- 1) (3.12)

Exemplo 3.2.5. Se o ponto A tem coordenadas (1,3) e o ponto B tem coordenadas (2,8), a
translagdo (3.12) segundo o segmento AB serd dada por:

Tx,y)=2-1+x,8-3+y)=1+x,5+y) (3.13)

Rotacoes

Nas rotagoes, cada ponto P do plano é levado a um novo ponto P’ sobre um arco de

circunferéncia centrado em um centro de rotagao C, em um sentido fixo e com um angulo

0 também fixo.
Na Figura 3.5,
P-f(P)
| %
:’ \\
/ LY
' \
7 A
/ )P
/ - -
L ‘5. i -

Figura 3.5: Rotacdo de 45° do ponto P com centro de rotagao C

por exemplo, o ponto P’ = T(P) é a imagem do ponto P pela rotagdo de 45° no sentido

anti-hordrio com centro de rotacao C.
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Para determinarmos algebricamente a rotagao de um dngulo fixo 6 com centro de
rotacao no ponto C de coordenadas (x;, ;) no sentido anti-hordério, vamos primeiro con-

siderar o caso mais simples em que a rotacao se da em torno da origem O.

* Rotacdo em torno da Origem. Conforme a Figura 3.6, tem-se um ponto P em que

o segmento OP faz um angulo a em relagdo ao eixo x.

Figura 3.6: Rotacao de um ponto P de um angulo 6 em torno da origem

Dessa forma, as coordenadas de P podem ser escritas como (r cosa, r sena) em que
r representa a medida do segmento OP. Sendo P’ = (x/,y’) a imagem de P pela

rotacdo de um angulo 6 em relagédo a O, suas coordenadas serdo dadas por:

«,y) T((x, y)) = (rcos(a +0), r sen(ax + 0))

(r(cosacosB—senasenB), r(senacosB +senfcosa))

(xcosB— ysen®B, ycos0 + xsen®). (3.14)

Il

* Rotacdo em torno de um ponto C. Para o caso em que o centro de rotagdo é o ponto
C = (x1, 1), vamos calcular a rotagdo, como anteriormente, considerando C como

a origem e depois faremos uma translacao.

Isto é, considerando as coordenadas de P = (x—x;, y—y1) como na Figura 3.7, entdo

a expressao 3.14 toma a forma:

(x, ) = ((x— x1) cosB — (y — y1) senB, (x — x1) cos 0 + (y — y;) sen ). (3.15)

LIOTECA
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Figura 3.7: Rotacao de um ponto P de um dngulo 6 com centro de rotagdo C

Porém, as coordenadas de (x’, y') conforme (3.15) consideram C como origem. Para
fazer a translacdo, adicionamos as coordenadas de C em relag¢do a origem O con-
forme mostra a Figura 3.7, obtendo assim a expressdo algébrica que representa a

rotacao de um angulo 6 com centro de rotagdo C = (x3, y1):

&, y)=Tx, )

= (x+(x-x1)cosB—(y-y1)senB,y; + (x—x;)send + (y — y1) cos0).(3.16)

Exemplo 3.2.6. Se consideramos como centro de rotagao o ponto C de coordenadas (1,1), a
expressao para a rota¢do do ponto P de coordenadas (x, y) de um dngulo de 90° no sentido

anti-hordrio serd dada por:

(1+(x—1)cos90° — (y—1)sen90°,1 + (x — 1)sen90° + (y — 1) cos90°)

T((x, )

= (I-y+L1+x-1)

1]

2-yx (3.17)

3.3 Homotetia

Trata-se de uma transformac¢ao que nao preserva distancias, € uma ampliacdo ou
reducdo da figura original, ou seja, uma semelhanca que preserva ou inverte o posiciona-
mento da figura, pois homo significa mesmo e tetia esta relacionada ao posicionamento.

A transformacao que leva um ponto P = (x, y) do plano num ponto P’ = (kx, ky)

sendo k um nimero real, €é chamada homotetia de razado k e centro na origem. Represen-



CAPITULO 3. COMPUTACAO GRAFICA E MATRIZES 54
taremos algebricamente como

T((x, y)) = (kx, ky) (3.18)

Exemplo 3.3.1. Se tomamos como dominio o conjunto de pontos pertencentes aos lados do

triangulo de vértice (1,1), (3,1) e (2,2), como na Figura 3.8

Figura 3.8: O AA'B'C’ é aimagem AABC pela homotetia T((x, ¥)) = (3x,3y).
ao considerarmos a imagem dos pontos deste dominio pela homotetia

T((x,y)) = (3x,3y),

obtemos um conjunto de pontos que formam um tridngulo de vértices T(1,1) = (3,3),
T(3,1) =(9,3) eT(2,2) = (6,6) que serd semelhante ao triangulo do dominio. Pode-se pen-
sar, por exemplo, em atividades que trabalhem com os conceitos de semelhanga de tridn-
gulos, e que utilizem conceitos de geometria analitica para analisar as distdncias entre os

vértices e verificar a razao entre os comprimentos dos lados.

Observacdo 3.1. E interessante notar que esta transformagdo pode ser utilizada em ativi-

dades que envolvam figuras semelhantes.

» Se |k| < 1, as figuras obtidas por essa transformacao serdao encurtadas em relagdo a

original.
» Selk| > 1, elas serdo aumentadas.

e Se k = —1, a homotetia equivale a uma reflexao em relacao a origem.
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A Representacdo de Transformacoes Geométricas por Matrizes

As transformacoes geométricas se apresentam como recurso ideal para dar signifi-
cado geométrico as matrizes e suas operagoes. A seguir, representamos os pares ordena-
dos do plano por matrizes coluna e as transformagoes geométricas do plano, estudadas

nas sec¢Oes anteriores, por matrizes.

Exemplo 3.3.2. A reflexdo dada em (3.2) em relag¢ao ao ponto P = (xp, yo) pode ser repre-

sentada de forma semelhante pela equagdo matricial:

|22

Exemplo 3.3.3. A translagdo dada em (3.12) por um segmento AB, que se constitui na

X

y

transformagdo mais simples de se trabalhar, com a notagdo matricial pode ser descrita

1l

Exemplo 3.3.4. A rotacgdo dada em (3.16) por um segmento AB, que se constitui na trans-

como:

i ¢

Xo—X
o T (3.19)
Yo—n

: g
y
formacgdo mais simples de se trabalhar, com a notagdo matricial pode ser descrita como:

el T R (3.20)
0 S 5 N

Exemplo 3.3.5. Ea homotetia dada em (3.18) de razdo k com centro na origem aparece na
x ] I x
y ¥

3.4 Computacao Grifica
As imagens em uma tela de computador sao na verdade formadas por pequenos

T

x} [cosﬁ —sen®

y senf cosO

forma da equagdo
-1 0 2xp

it Y -

(3.21)
0 -1

2y0

pontos (pixels) que sao elementos de uma matriz. Quando um programa gréfico altera
a posicdo da imagem, gira a imagem ou muda a escala da imagem, na verdade estd mu-
dando a posic¢ao dos pixels que a formam. Isso tudo é feito por opera¢des de matrizes, e

em computacao grafica é o que se chama de transformacao geométrica.
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Estruturas

Vamos nos ocupar com a representa¢ao na tela de imagens graficas compostas de
um nimero finito de pontos ligados por segmentos de retas.
Os pontos sdo denominados vértices, os segmentos de arestas e um objeto formado

de arestas e vértices € uma estrutura.
Exemplo 3.4.1. A Figura 3.9 a mostra a estrutura de uma “casa caida’.

Os objetos com fronteiras curvas podem ser aproximados por estruturas escolhendo
pontos bem préximos uns dos outros ao longo das curvas e conectando esses pontos por
segmentos de retas.

Para um computador desenhar uma estrutura, precisamos fornecer as coordenadas
dos vértices em algum sistema de coordenadas junto com a informacao de quais vértices

sdo ligados por arestas.

Exemplo 3.4.2. A estrutura na Figura 3.9b tem os mesmos vértices da casa, mas parece

diferente porque seus vértices estao ligados de maneira diferente.

'S AY
(0, 2)¢ 2.2 ©.2) @2
G G, 1)
x x
(0,0) 20 00 (2,0)
(@) (®)
Figura 3.9:

Representacdo Matricial de Estruturas

Uma maneira conveniente de armazenar a posi¢do dos vértices de uma estrutura é

formar a matriz de vértices V que tem as coordenadas dos vértices como vetores-coluna.

Exemplo 3.4.3. Os vértices da estrutura na Figura 3.9 podem ser armazenados como

V= (3.22)

02320
0.0, 12 2
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A ordem na qual os vértices sdo listados numa matriz de vértices é irrelevante; con-
tudo, uma vez escolhida uma ordem para os n vértices de uma estrutura, a informacéo de
como estes vértices estdo conectados pode ser armazenada numa matriz de conexdes C
de tamanho n x n na qual a entrada da linha i e coluna j é 1 se o vértice da i-ésima coluna
de V estd conectado ao vértice da j-ésima coluna e € 0 caso esses vértices ndo estejam
ligados. (Concordamos que cada vértice estd ligado a si mesmo, de modo que todos os

elementos da diagonal sdo sempre iguais a 1.)

Exemplo 3.4.4. A informagao das conexdes para a casa na Figura 3.9a pode ser armaze-

nada como :
11001

11110
0 0 (3.23)
01 1171

|10 01 1|

Observacdo 3.2. As matrizes de conexdes s@o sempre simétricas. Assim, para uso eficaz
do espago em disco do computador, precisamos armazenar apenas as entradas acima ou

abaixo da diagonal principal.

Transformando Estruturas

Agora consideraremos a transformacao de estruturas que resulta aplicando uma
transformacao linear invertivel a sua matriz de vértices. Suponhamos que a matriz de
conexoes subjacente da estrutura é conhecida e que as ligacoes dos vértices transforma-

dos sdo descritas pela mesma matriz.

Exemplo 3.4.5. A casa caida da Figura 3.10a pode ser colocada de pé como na Figura 3.10b
pela rotagdo dos vértices de sua matriz de vértices por 90° no sentido anti-hordrio; a matriz

candnica dessa rotagdo é

sen(90°) (90°)

cos(90°) —sen(90°)
1 0

0 -1
l (3.24)

Podemos efetuar todas as rotagoes de uma sé6 vez multiplicando a matriz de vértices V de
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AY
©,2) 2.2)
G, 1)
X
©,0)] @0
(a) (®)
Figura 3.10:

(3.22) a esquerda por R. Assim, a matriz de vértices V) da casa de pé é

=1 0: 2. i3 120 0
0 00 1 2 2

0 que é consistente com a Figura 3.10b. Analogamente, poderiamos refletir, projetar, com-

V= (3.25)

0 0 =1 =2 =2
02 3 2 0

primir, expandir ou submeter a casa a um cisalhamento com a multiplicagdo a esquerda

de sua matriz de vértices pela matriz da transformagdo apropriada.

Translacdo usando coordenadas homogéneas.

Embora a transla¢do seja uma operagao importante na computagao gréfica, ela
apresenta um problema na medida em que ndo é um operador linear e, portanto, nao é
um operador matricial. Assim, por exemplo, ndo existe matriz 2 x 2 que translade vetores
de R? pela multiplicagido matricial e, analogamente, nenhuma matriz 3 x 3 que translade
vetores em R3. Felizmente, existe uma maneira de contornar esse problema usando o

seguinte teorema relativo a matrizes em blocos.

Teorema 3.1. Se x e xg sdo vetores em R" e sel,, é a matriz identidade n x n , entdo

Sl -

Demonstragdo. Pela convencgao usual de escrever escalares como matrizes 1 x 1, temos

P b ]
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Esse teorema diz que modificando x e xp + x pela adjuncdo de um componente
adicional igual a 1, existe uma matriz (n+ 1) x (n+ 1) que transforma o vetor x modificado
no vetor xp + x modificado pela multiplicagao matricial. Uma vez calculado o vetor xp + x
modificado, podemos ignorar o componente final 1 e obter o vetor transladado xp + x em
R".

A terminologia associada é a seguinte: dado um vetor x = (x3, x2,...,X,) em R", di-

Zemos que o vetor X = (Xy, Xz, ..., Xn, 1) modificado em R"*! representa o vetor x em coor-
denadas homogéneas.

Exemplo 3.4.6. O ponto x = (x,y) em R? é representado por (x,y,1) em coordenadas ho-

mogéneas e o ponto x = (x, y, z) em R® é representado por (x, y, z,1) em coordenadas homo-

géneas.

Exemplo 3.4.7. (Translag¢ao por Multiplicagdo Matricial) A translagdo do vetor x = (x,y)
por xo = (h, k) produz o vetor x+ xy = (x+ h, y + k). Usando o Teorema 3.1, podemos efetuar

essa conta em coordenadas homogéneas como

HE

O vetor transladado pode agora ser recuperado ignorando o 1 final.

Exemplo 3.4.8. (Transladando uma estrutura por Multiplicag@o Matricial) Use multipli-

cagdo matricial para transladar a casa de pé da Figura 3.11a para a posigao mostrada na
3.11b.

Uma matriz de vértices da casa de pé é

80 =t =9 =9
V; =
02 3 2 0

Para transladar a casa a posicao desejada precisamos transladar cada vetor-coluna de V,

:

por

P 53 LEOTECAJ

UFGL
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Pelo Teorema 3.1, essas translagoes podem ser obtidas em coordenadas homogéneas pela

1 0|3
L | x
[ *‘7 , = 0 1|2 (3.27)
0|1
0 01

Convertendo os vetores-coluna deV, para coordenadas homogéneas, podemos transladar

multiplicagdo

todos os vértices de uma vez com a uinica multiplicagao matricial

1 03 0 O =l =g =2 33211
01 2 02 3 2 0|[=]|]245142
0 01 P 1 I 1J 11111

Abandonando as entradas iguais a 1 da terceira linha do produto, obtemos a matriz de
vértices V, da casa transladada, a saber,

33211
V= 2
2 4 5 4 2
O que é consistente com a Figura 3.11.

1,3 7

-4

-2,0) 0.0

i(ﬂ)

I’ @5

-~

4) G.49

1,
! (1,2) (3.2)
|

®)

Figura 3.11:

Agora sabemos executar todas as transformacoes basicas da computagdo gréfica

usando apenas a multiplicacdo matricial. Contudo, a translacdo ainda destoa das demais
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pois usa uma matriz de tamanho diferente; por exemplo, uma rotacio em R? é executada
por uma matriz 2 x 2, enquanto que uma transla¢do necessita de uma matriz 3 x 3. Isso
constitui um problema, pois torna impossivel compor a translacdo com outras transfor-
macgoes pela multiplicacdo de matrizes. Uma saida para eliminar essa discrepancia de

tamanhos € executar todas as transformagoes bésicas em coordenadas homogéneas.

Teorema 3.2. SeA é urma matriz nx n e x é um vetoremR" dado em forma de vetor-coluna,

N gl =]

Exemplo 3.4.9. (Uma Rotagao em Coordenadas Homogénea) Aplicando uma rotagdo em

torno da origem por um dngulo de © ao vetor x = (x,y), o vetor resultante em forma de

;

Usando o Teorema 3.2, podemos fazer essa conta em coordenadas homogéneas por

coluna é

(3.29)

cosO® —senB
sen® cosO

B [ xcosB - ysen0 ’

xsenB+ ycosB

sen® cos® |0 xsen6+ ycos6

cos® -senB |0 l l xcos0— ysen0

0

Isso é consistente com (3.29) quando ignoramos o 1 final.

Exemplo 3.4.10. A Figura 3.12, que é uma combinagao das Figuras 3.10 e 3.11, mostra uma
estrutura para uma casa caida que primeiro é girada 90° para a posi¢ao vertical e depois
transladada para uma nova posigéo. A rotagdo foi executada no Exemplo 3.4.5 usando
a matriz R em (3.24) e a translagado foi executada no Exemplo 3.4.7 usando a matriz T
de tamanho 3 x 3 em (3.27). Para compor essas transformagdes e executar a composigéo
com uma tnica multiplicagao matricial em coordenadas homogéneas, devemos primeiro
expressar a matriz de rotagdo R do Exemplo 3.4.5 por,

A
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Como a matriz da translagdo em coordenadas homogéneas é

Lkl 4\

a composi¢do da translagdo com a rotagdo pode ser executada em coordenadas homogeé-
neas pela multiplica¢do da matriz de vértices em coordenadas homogéneas por

1 03 =3 B 0 -1 3
=10 1 2 0 0 1 0 2
00 1 0 0 0 0

0 -1 3 g 2320 s G T 1 O |
TR=]1 0 2 001221=1245 432

Isso fornece

0 0 3 U G P 11111

que, uma vez ignoradas as entradas 1 no final, é consistente com a Figura 3.12.

Y @’
(1,4) ¢ (3, 4)
AY -1,3) AY
. 2 ¢ A .
0,2 (2.2) <2,2) 0,2 as 3.2)
@1
. , :
(0,0) 2.0 (-2,0) ©,0 -

Figura 3.12:
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Estruturas

Vamos nos ocupar com a representagao na tela de imagens graficas compostas de
um numero finito de pontos ligados por segmentos de retas.
Os pontos sao denominados vértices, os segmentos de arestas e um objeto formado

de arestas e vértices é uma estrutura.
Exemplo 3.4.1. A Figura 3.9 a mostra a estrutura de uma “casa caida”.

Os objetos com fronteiras curvas podem ser aproximados por estruturas escolhendo
pontos bem préximos uns dos outros ao longo das curvas e conectando esses pontos por
segmentos de retas.

Para um computador desenhar uma estrutura, precisamos fornecer as coordenadas
dos vértices em algum sistema de coordenadas junto com a informacao de quais vértices

sdo ligados por arestas.

Exemplo 3.4.2. A estrutura na Figura 3.9b tem os mesmos vértices da casa, mas parece

diferente porque seus vértices estao ligados de maneira diferente.

d r

it

OTE

WUFCL,
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A ordem na qual os vértices sdo listados numa matriz de vértices é irrelevante; con-
tudo, uma vez escolhida uma ordem para os n vértices de uma estrutura, a informacao de
como estes vértices estdo conectados pode ser armazenada numa matriz de conexdes C
de tamanho n x n na qual a entrada da linha 7 e coluna j é 1 se o vértice da i-ésima coluna
de V estéd conectado ao vértice da j-ésima coluna e é 0 caso esses vértices nao estejam
ligados. (Concordamos que cada vértice estd ligado a si mesmo, de modo que todos os

elementos da diagonal sao sempre iguaisa 1.)

Exemplo 3.4.4. A informagdo das conexoes para a casa na Figura 3.9a pode ser armaze-

nada como ] )
11001

1111
C=f0111
0

o O

(3.23)
S [N I |

|1 00 1 1|

Observacdo 3.2. As matrizes de conexdes sdo sempre simétricas. Assim, para uso eficaz
do espago em disco do computador, precisamos armazenar apenas as entradas acima ou

abaixo da diagonal principal.

Transformando Estruturas

Agora consideraremos a transformacédo de estruturas que resulta aplicando uma
transformacao linear invertivel a sua matriz de vértices. Suponhamos que a matriz de
conexdes subjacente da estrutura é conhecida e que as ligacoes dos vértices transforma-

dos sdo descritas pela mesma matriz.

Exemplo 3.4.5. A casa caida da Figura 3.10a pode ser colocada de pé como na Figura 3.10b
pela rotagao dos vértices de sua matriz de vértices por 90° no sentido anti-hordrio; a matriz

canonica dessa rotacao é

= cos(90°) —sen(90°)
sen(90°) (90°)

0 -1
(3.24)
10 ]

Podemos efetuar todas as rotagoes de uma sé6 vez multiplicando a matriz de vértices V de
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AY (~1,3) AY
©,2) (2.2 (=2,2) ©,2)
G, 1)
: sl
©,0)1 @.0) X
(a) ®)
Figura 3.10:

(3.22) a esquerda por R. Assim, a matriz de vértices V) da casa de pé é

=1 02320
001 2 2

0 que é consistente com a Figura 3.10b. Analogamente, poderiamos refletir, projetar, com-

Vy = (3.25)

0 0 =1 =2 =2
02 3 2 0

primir, expandir ou submeter a casa a um cisalhamento com a multiplicagdo a esquerda

de sua matriz de vértices pela matriz da transformagdo apropriada.

Translacao usando coordenadas homogéneas.

Embora a translagdo seja uma operacdo importante na computacgao gréfica, ela
apresenta um problema na medida em que ndo é um operador linear e, portanto, nio é
um operador matricial. Assim, por exemplo, ndo existe matriz 2 x 2 que translade vetores
de R? pela multiplicagdo matricial e, analogamente, nenhuma matriz 3 x 3 que translade
vetores em R®. Felizmente, existe uma maneira de contornar esse problema usando o

seguinte teorema relativo a matrizes em blocos.

Teorema 3.1. Se x e xp sdo vetores em R" e sel, é a matriz identidade n x n , entdo

Sl -

Demonstragdo. Pela convencgao usual de escrever escalares como matrizes 1 x 1, temos

ST
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Esse teorema diz que modificando x e xp + x pela adjun¢dao de um componente
adicional igual a 1, existe uma matriz (n+1) x (n+ 1) que transforma o vetor x modificado
no vetor xg + x modificado pela multiplicagao matricial. Uma vez calculado o vetor xp + x
modificado, podemos ignorar o componente final 1 e obter o vetor transladado xo + x em
R”.

A terminologia associada é a seguinte: dado um vetor x = (x, X2,...,X,) em R", di-
Zemos que o vetor x = (Xy, X2,..., Xy, 1) modificado em R+ representa o vetor x em coor-

denadas homogéneas.

Exemplo 3.4.6. O ponto x = (x,y) em R? é representado por (x,y,1) em coordenadas ho-
mogéneas e o ponto x = (x, y, z) em R é representado por (x, y, z,1) em coordenadas homo-

géneas.

Exemplo 3.4.7. (Translagdo por Multiplicagdo Matricial) A translagdo do vetor x = (x,y)
por xo = (h, k) produz o vetor x + xo = (x+ h, y + k). Usando o Teorema 3.1, podemos efetuar

essa conta em coordenadas homogéneas como

1 0| h X x+h
0 1|k y | =| y+k
0 01 1 1

O vetor transladado pode agora ser recuperado ignorando o 1 final.

Exemplo 3.4.8. (Transladando uma estrutura por Multiplicagao Matricial) Use multipli-
cagdo matricial para transladar a casa de pé da Figura 3.11a para a posi¢ao mostrada na
3.11b.

Uma matriz de vértices da casa de pé é

0 0 -1 -2 =2
V] =
62 3 2 0

Para transladar a casa a posicao desejada precisamos transladar cada vetor-coluna de 'V,

:

por
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Pelo Teorema 3.1, essas translagoes podem ser obtidas em coordenadas homogéneas pela

multiplicagdo
1 03
I | x
=1 0 1|2 (3.27)
0|1
0 0f1

Convertendo os vetores-coluna de V, para coordenadas homogéneas, podemos transladar

todos os vértices de uma vez com a tinica multiplicacao matricial

1 03 e 3 3211
031 2 0 2 3 0 |=]12 45 4 2
0 01 1 1 I T (O U

Abandonando as entradas iguais a 1 da terceira linha do produto, obtemos a matriz de
vértices V» da casa transladada, a saber,

33211
V= .
2 45 42
O que é consistente com a Figura 3.11.

1,3 §*

-2.2) ©,2)

-2.0) 1(0,0)

i @
]’ @5

(1,4) (3.9

(1,2) 3.2

F -

(b)

Figura 3.11:

Agora sabemos executar todas as transformacoes basicas da computagao gréfica

usando apenas a multiplicagdo matricial. Contudo, a translacdo ainda destoa das demais
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pois usa uma matriz de tamanho diferente; por exemplo, uma rotacdo em R? é executada
por uma matriz 2 x 2, enquanto que uma translacdo necessita de uma matriz 3 x 3. Isso
constitui um problema, pois torna impossivel compor a translacdao com outras transfor-
macoes pela multiplicacdo de matrizes. Uma saida para eliminar essa discrepancia de

tamanhos é executar todas as transformagdes bdsicas em coordenadas homogéneas.

Teorema 3.2. SeA é uma matriznxn ex é um vetoremR" dado em forma de vetor-coluna,

fllHE -

Exemplo 3.4.9. (Uma Rotagdo em Coordenadas Homogénea) Aplicando uma rotagédo em

entdo

torno da origem por um dngulo de © ao vetor x = (x,y), o vetor resultante em forma de

;

Usando o Teorema 3.2, podemos fazer essa conta em coordenadas homogéneas por

coluna é

(3.29)

cos —sen®
senf cosO

B [ xcosB - ysenB I

xsenf+ ycos

senf cosO |0 xsenB+ ycos

cos® -—senB | 0 X xcosf — ysenB
y —4
1

0 0 1 1

Isso é consistente com (3.29) quando ignoramos o 1 final.

Exemplo 3.4.10. A Figura 3.12, que é uma combinagao das Figuras 3.10 e 3.11, mostra uma
estrutura para uma casa caida que primeiro é girada 90° para a posicao vertical e depois
transladada para uma nova posicdo. A rotagao foi executada no Exemplo 3.4.5 usando
a matriz R em (3.24) e a translacdo foi executada no Exemplo 3.4.7 usando a matriz T
de tamanho 3 x 3 em (3.27). Para compor essas transformagoes e executar a composi¢ao
com uma tnica multiplicacao matricial em coordenadas homogéneas, devemos primeiro
expressar a matriz de rotagdo R do Exemplo 3.4.5 por,

0 -10
A0
= 1 0|0
0|1
0 0|1

R =
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Como a matriz da translagao em coordenadas homogéneas é

el

a composigao da translagao com a rotagd@o pode ser executada em coordenadas homogé-
neas pela multiplicagdo da matriz de vértices em coordenadas homogéneas por

1 0 3 -1 0 0 =1 3
TR=[{0 1 2 1 0 2
001 0 0

Isso fornece
-1 3 g 2 3 20 33 2L 1
w=|1 0 2 00122|=|24542
0 0 1 I £ % F % 3 % k%

que, uma vez ignoradas as entradas 1 no final, é consistente com a Figura 3.12.

¥ a®
(1,4) 3. 4)
Ay -1,3) AY
©,2)1 2.2) “2 z)-Am. 2) oS -
G, 1)
. P . ;
(0,0) 2.0 (-2,0) 0,00 g

Figura 3.12:
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