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nao € o conhecimento e sim a aprendizagem, nao € a posse, mas a

aquisicao, ndo € a presenga, mas o alo de atingir a meta.”

Carl Friedrich Gauss



Resumo

A Aplicagiao Normal de Gauss apresenta uma teoria fundamental no estudo das su-
perficies regulares, pois através desta aplicagao linear podemos obter intimeras proprie-
dades das superficies emn uma vizinhanga de um ponto p qualquer. Com a aplicagao
de Gauss é possivel medir o quao rapidamente uma superficie regular S se afasta de
seu plano tangente 7,,S, na vizinhanga de wmn ponto desta superficie. Com a derivada
de N, dN,, sera possivel medir o quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de
p. Esta diferencial ¢ uma aplicacao lincar autoadjunta, ¢ scrvira para apresentarmos
a segunda forma fundamental de S em p. Utilizaremos a Aplica¢ao Normal de Gauss
para o estudo das curvaturas Gaussiana e Média de algumas superficies regulares. ¢ a

classificacao dos pontos de tais superficies.

Palavras-chave: Aplicacao Normal de Gaunss. Curvatura Gaussiana e Média. Classi-
ficagao de Pontos.



Abstract

The normal application of Gauss presents a basic theory in the study of regular surfa-
ces, therefore througt this application we can get innumerable properties of the surfaces
in a neighborhood of a point p. With the application of Gauss is possible to measure
how neighborhood of a point p of this surface. With The derivate of N, dN,, will be
possible measure how much N moves away from N(p) in a neighborhood of p. This
differential is a linear application autoaid, and will help to present the second basic
from of S in p. The normal application of Gauss study of the Gaussian curvatures and

mean some surfaces regular, was made classification to the points of such surfaces.

Keywords: Normal Aplication of Gauss. Gaussian Curvature and Mean. Classifi-

cation to the points.
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Introducao

Apresentaremos alguns aspectos da histéria da geometria, desde seus primérdios
até a época do grande matemaético e l6gico alemao David Hilbert.

Para apresentar a Aplicagdo Normal de Gauss, devemos primeiramente explicitar
o conceito de superficie regular em R?, que é obtida, a grosso modo, tomando-se partes
do plano, deformando-as e colando-as entre si, de tal forma que tenha sentido falar em
plano tangente nos pontos da figura resultante.

Pode-se dizer que um subconjunto S do R? é uma superficie regular se, para cada
ponto p em S, existe uma vizinhanga V de p em R® e uma aplicacao X : U — VNS de
um aberto U C R? tal que a aplicacdo seja diferencidvel, homeomorfa e que a diferencial
dX,:R? - R3 com q € U, X(q) = p, seja injetiva.

As superficies regulares possuem uma série de propriedades bastante interessantes
e, para se estabelecer determinada relagoes entre elas é necessério a existéncia de planos
tangentes, que serao denotados aqui por 7,,S. Uma importante estrutura associada a
uma superficie é a primeira forma fundamental.

Tendo em vista que o produto interno canénico do R? induz em cada plano
tangente 7,S de uma superficie regular S um produto interno, para cada dois vetores
u, v de T,S em R? dizemos que (u,v), em T,S é o produto interno induzido do R3.

A esse produto interno associamos a forma quadrética I,(v) = (v,v), = |[v|| > 0,
que é chamada Primeira Forma Fundamental da superficie S C R*, emp € S. A
Primeira Forma Fundamental é meramente a expressao de como uma superficie S
herda o produto interno usual do R? e, com esta defini¢do é possivel tratar de vérios
conceitos referentes a uma superficie, como a medida de distancia entre dois pontos, a
area de uma regiao da superficie entre outros.

O estudo da Aplicagio Normal de Gauss que também representa um dos pon-
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tos fundamentais no estudo das superficies regulares pois através da derivada desta
aplicacao diferencidavel podemos obter inimeras propriedades das superficies em uma
vizinhan¢a de um ponto p qualquer.

A aplicagao dN, diferencial da aplicagao de Gauss é autoadjunta e este fato per-
mite associar & d/N, uma outra forma quadratica Q em 7,5, dada por Q = (dN,(v),v),
v € T,S. Esta forma com o sinal trocado é chamada de Segunda Forma Fundamental
de S em p.

Associado a dN, podemos definir curvaturas, a saber a Curvatura Gaussiana e a
Curvatura Média. O determinante de dN,, é chamado de Curvatura Gaussiana K, de
S em p e o negativo da metade do trago de dN, é chamado de Curvatura Média H,
de S em p. Através de dN, podemos classificar os pontos de uma superficie (eliptico,
hiperbélico e umbilico).

Na Teoria da Geometria Diferencial das superficies a Aplicacao Normal de Gauss
ocupa um lugar significativo e muitas propriedades podem ser obtidas através de um

estudo da mesma.



Capitulo 1

Aspectos Historicos da Geometria

Neste capitulo, descrevemos algumas pdginas da histéria da Geometria, desde
seus primérdios até a época do grande matemético e légico alemao David Hilbert.
Daremos maior énfase aos estudiosos que desenvolveram a Geometria Diferencial e
que emprestaram seus nomes aos muitos teoremas que fundamentam essa drea da
matemadtica. Usamos como fonte de referéncias [2], [4], [5] e diversos fragmentos de
notas histéricas encontradas em alguns textos de Geometria Diferencial.

A palavra geometria origina-se do idioma grego e significa medir a terra, indicando
que sua origem, como area de estudos, foi motivada pela necessidade de demarcacao
de terras, possivelmente para agricultura. Nao existe consenso entre os historiadores
antigos no que se refere a um marco inicial da geometria como area de estudos. en-
tretanto, é inegavel que boa parte de suas raizes encontram-se no antigo Egito e na
Babilonia. Formas primitivas de geometria sao encontradas também entre os hindus e
chineses, embora, nesses povos, a geometria parece ter sido apresentada apenas como
um conjunto de regras empiricas.

A geometria tal como a conhecemos hoje, como uma teoria légico-dedutiva, teve
origem e desenvolvimento na antiga Grécia, notadamente nos textos de Euclides de
Alexandria. Euclides foi o matemaético grego responsével pela compilacao de pratica-
mente toda a matemadtica desenvolvida até sua época em uma monumental obra de
13 volumes chamada de “Os Elementos”. Seu mérito nao se restringe apenas a com-
pilagao, mas também a introducao do método légico-dedutivo no desenvolvimento de

uma teoria, isto é, do método axiomadtico, tao conhecido na atual matematica. Na obra

11



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS DA GEOMETRIA 12

de Euclides temos dez axiomas, sendo cinco “nocoes comuns”, que Euclides acreditava
serem verdades aceitas sem contestacoes em qualquer ciéncia, e cinco “postulados” que
pretendiam ser proposigoes especificas da geometria e que também deveriam ser aceitas
sem contestagoes. A partir desses axiomas, Euclides deduziu 465 proposicoes, dentre
as quais figuram também resultados de geometria espacial e teoria dos niimeros (do
ponto de vista geométrico). Os livros diddticos de geometria, confeccionados ao longo
do tempo, possuem, até hoje, “Os Elementos” de Euclides como base. Trata-se da
segunda obra mais editada no mundo, perdendo apenas para a Biblia.

Sabe-se que Euclides nasceu por volta do ano 325 a.C. e morreu por volta de 265

a.C. Ele viveu boa parte de sua vida na cidade de Alexandria, no Egito, onde trabalhou

na famosa biblioteca de Alexandria.

EUCLIDES ARQUIMEDES APOLONIO

No que se refere a geometria diferencial, que atualmente significa o estudo da
geometria com o auxilio do cdlculo diferencial e integral, postula-se que esta tenha
comecgado com o estudo de curvas notaveis, que sao abundantemente encontradas nas
obras de Euclides, Arquimedes de Siracusa e Apolonio de Perga, tidos como os trés
maiores matematicos da antiguidade.

Entretanto, sua roupagem atual e seus principais teoremas, como o7eorema
Egregium, tiveram seu inicio com Carl Gauss em seu trabalho Disquisitiones generales
circa superficies curva, de 1828, e coincide com uma época em que o famoso “Problema
das Paralelas”, que consistia em tentar provar que o quinto Postulado de Euclides era
independente dos demais, estava para ser resolvido. Tal postulado foi enunciado por

Euclides, de modo nao muito auto-evidente, do seguinte modo:
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“Se uma reta corta duas outras retas formando angulos cola-
terais internos cuja soma € menor do que dois retos, entdao
as duas retas, se continuadas infinitamente, encontram-se
no lado onde estao os angulos cuja soma é menor do que

dois retos.”

A tentativa de resolucao do “Problema da Paralelas” levou a descoberta das
geometrias nao-euclidianas nesta mesma época por Gauss, Nikolai Lobachewsky e Janos
Bolyai.

Outro personagem importante no desenvolvimento da geometria diferencial foi
Bernhard Riemann que em 1854 escreveu e apresentou o trabalho As hipdteses sobre
as quais se baseiam os fundamentos da geometria para admissao como docente na Uni-
versidade de Gottingen. Este trabalho é considerado o marco zero da criagao da atual
geometria riemanniana e nele a nocao de “espago” é tomada como sendo resultado da
“colagem” de abertos do R sendo que a cada ponto é associada uma forma quadrética
que hoje chamamos de métrica. A partir da métrica, Riemann definiu as geodésicas
como sendo as curvas que localmente minimizam distancias entre pontos e, também, a
nogao de curvatura seccional. A nogao de curvatura Gaussiana surgiu no trabalho de

Gauss.

GAUSS RIEMANN

Vale ressaltar que Gauss havia demonstrado que a curvatura (Gaussiana) de uma
superficie do R*® depende apenas de sua métrica e nao da forma como a superficie esta
mergulhada no R*. Nessa demonstracao Gauss obteve uma expressao explicita para a
curvatura em termos dos coeficientes da métrica (isto é, coeficientes da Primeira Forma
Quadrética) e de suas derivadas. Este resultado, conhecido como Teorema Egregium,

abriu as portas para o estudo de superficies abstratas (como os modelos euclidianos
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para geometrias nao euclidianas) e sua geometria intriseca e, além disso, Riemann fez
uso explicito desse teorema para estabelecer seu conceito de curvatura seccional. No
entanto, Riemann néo apresentou expressao para o cdlculo dessa curvatura, embora
tenha descrito como ela poderia ser calculada geometricamente. Esse trabalho coube
a Elwin Christoffel e Rudolf Lipschitz que, em 1869, introduziram os atualmente cha-
mados simbolos de Christoffel.

Trabalhos posteriores como os de Eugénio Beltrami, sobre a pseudo-esfera,
Gregorio Ricci-Curbastro e Tulio Levi-Civita sobre a criagao da nogio de derivacio
covariante e da nocao de transporte paralelo, Pierre Bonnet sobre as propriedades de
geodésicas, incluindo o conceito de curvatura geosédica (Teorema de Gauss-Bonnet;
Gauss publicou um caso especial desse teorema) e David Hilbert sobre os fundamentos
da geometria (Grundlagen der Geometrie, de 1900) deram a roupagem que encontra-

mos atualmente na geometria diferencial e geometria riemanniana.

Buscando uma melhor contextualizagao histérica da geometria diferencial, fa-
remos um breve linha de tempo com os seus principais personagens, destacando as

contribui¢bes mais pertinentes.

Euclides de Alexandria (325-265 a.C), Arquimedes de Siracusa (278-212
a.C.) e Apolénio de Perga (262-190 a.C.)

As idéias primdrias da atual geometria diferencial possuem raizes nas obras desses
trés grandes matemadticos do antigo império grego de Alexandre, o grande. A obra de
Euclides é o ponto de partida do método axiomético dedutivo na geometria, enquanto
que nas obras de Arquimedes e de Apolénio hd o estudo de propriedades de uma gama

enorme de curvas que permeiam os atuais cursos de geometria diferencial.

Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650)

Ambos franceses, criaram o método das coordenadas ou a geometria analitica, que
¢ 0 “método que atribui a cada ponto do espago tridimensional uma terna ordenada
de coordenadas (z,y, z) em relagdo aos trés eixos ortogonais, permitindo relacionar a

geometria com a édlgebra”.
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Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1649-1727)

Leibniz era alemao e Newton inglés. Eles descobriram, independentemente, algo-
ritmos do calculo infinitesimal, que possibilitam o estudo de curvas e superficies através

de suas propriedades diferenciais.

Christian Huygens (1629-1695), Aléxis Clairaut (1713-1765) e Gaspard
Monge (1746-1818)

Huygens era holandés e publicou um trabalho sobre curvas planas, originando
os conceitos de involuta e evoluta de uma curva. Clairaut era francés e, ao estu-
dar as curvas no espago tridimensional, limitou-se as propriedades de primeira ordem,
primando-se pelas derivadas primeiras e fazendo um interessante estudo sobre retas
tangentes. Monge era francés e discutiu conceitos de curvatura e torgao de uma curva
espacial: “a tor¢ado em um ponto de uma curva mergulhada no espago é uma medida
numeérica de quanto a curva se afasta de estar contida em um plano numa vizinhanga
daquele ponto; as curvas espaciais que estao contidas em um plano, ditas curvas planas,

sao caracterizados por terem torgao nula”.

Leonhard Euler (1707-1783), Louiz Cauchy (1789-1857) e Jean Meusnier
(1754-1793)

Euler nascen na Basiléia, Suica. Ele se empenhou em escrever sobre o problema
da determinagao de quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente,
sem distorcer-se, sobre um plano, como € o caso do cilindro e do cone, o que requer
que a superficie seja “folheada” por retas, isto é, sejam superficies regradas. Cauchy
era franceés e publicou “Legons sier I’ application do infinitesimal a la geométrie” que
introduziu novos métodos aos estudos da geometria, além de sistematizar e esclarecer
diversos calculos ja utilizados por seus antecessores; por outro lado ele faz um refina-
mento nos trabalhos de Monge sobre a curvatura e a tor¢do de uma curva espacial
chegando as férmulas, conhecidas atualmente como de Frenet-Serret, que “expressam
o comportamento local da curva em fungao da curvatura e da tor¢ao em relagao a um
sistema de coordenadas mével”. Jd o francés Meusnier publicou, em 1776, um teorema

sobre curvaturas normais que afirma que “todas as curvas de um superficie que tém,
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em um ponto, a mesma reta tangente, tém, nesse ponto a mesma curvatura normal”.
Meusnier também trabalhou em algumas propriedades de superficies que chamamos

atualmente de “minimas”, como os helicéides.

Carl Gauss (1777-1855) e Bernard Riemann (1826-1860)

Os alemaos Gauss e Riemann podem ser considerados os criadores da moderna
geometria diferencial e sua generalizagdo: a geometria riemanniana. Os trabalhos
fundamentais foram: Disquisitiones generales circa superficies curva, de 1828, de Gauss
e As hipéteses sobre as quais se baseiam os fundamentos da geometria, de 1854, de

Riemann.

Eugénio Beltrami (1835-1900), Félix Klein (1849-1925) e Henry Poincaré
(1854-1912)

O italiano Beltrami, tendo por base as idéias de Riemann, publica uma anélise de
espagos n-dimensionais de curvatura constante. Uma cria¢ao importante de Beltrami
foi o primeiro modelo parcial de geometria nio euclidiana, o modelo da pseudo-esfera
para a geometria hiperbdlica, que possui curvatura Gaussiana constante negativa e
utiliza a métrica euclidiana induzida do espaco R3. O alemao Klein, que em 1872 tornou-
se professor na Universidade de Erlanger, proferiu, nessa ocasiao, uma conferéncia que
mais tarde ficou conhecida como Programa Erlanger. Nessa conferéncia ele declarou que
cada tipo de geometria consistia do estudo dos invariantes de um particular grupo de
transformacoes, por exemplo, na geometria euclidiana, o grupo de transformagoes seria
o grupo dos movimentos rigidos do plano (isometrias). Esse programa influenciou de
modo muito contundente o desenvolvimento da geometria no século XX. Além disso,
varios modelos para geometrias nao euclidianas foram introduzidos por Klein, bem
como pelo francés Poincaré. Esses modelos, de curvatura Gaussiana constante, fazem

uso de superficies abstratas, sendo que a métrica utilizada difere da euclidiana.
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Pierre Bonnet (1819-1892), Elwin Christoffel (1829-1900) e Rudolf Lipschitz
(1838-1903)

O frances Bonnet publicou um trabalho, em 1848, sobre propriedades de geodésicas
em superficies e introduziu o conceito de curvatura geodésica. Um dos principais teo-
remas da geometria diferencial, o Teorema de Gauss-Bonnet, é de sua autoria. J4 os
alemaes Christoffel e Lipschitz publicaram, em 1869, um trabalho no qual podemos

encontrar expressoes analiticas para o cdlculo de curvatura seccional.

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) e Tulio Levi-Civita (1873-1941)

Os italianos Ricci-Curbastro e seu aluno Levi-Civita publicaram trabalhos que
originaram o conceito de derivagao covariante e da nogao de transporte paralelo, muito

utilizado nos atuais cursos de geometria diferencial no estudo de geodésicas.

Ernst Minding (1806-1885), Jean Frenet (1819-1900) e Joseph Serret(1819-
1885)

O polonés Minding publicou,em 1839, um importante teorema presente nos cursos
de geometria diferencial, que é uma espécie de reciproca do Teorema Egregium de
Gauss, com o acréscimo da hipétese da curvatura gaussiana constante. Seu teorema
afirma que duas superficies de mesma curvatura Gaussiana constante sdo localmente
isométricas. Os franceses Frenet e Serret estudaram curvas no espago e publicaram,
independentemente, as férmulas que hoje séo conhecidas como “Férmulas de Frenet-
Serret”. Frenet publicou seis férmulas, em 1847, por ocasiao da confecgao de sua tese

de doutoramento. Serret publicou nove férmulas no total.

Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851) e Joseph Liouville (1809-1882)

Olinde Rodrigues era francés, de familia judia proveniente da peninsula ibérica,
e aluno de Gaspard Monge. Sua principal contribui¢do em geometria diferencial reside
em uma equacao diferencial que relaciona curvatura normal e linhas de curvatura. No
campo da geometria diferencial as contribui¢oes do francés Liouville recairam sobre
o estudo de curvatura geodésica de curvas sobre superficies regulares e, também, so-

bre transformacoes conformes sobre espacos que afirma que tais transformagoes sao
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inversoes ou Homotetias (similitudes) ou compostas destas.

Hermann Minkowski (1864-1909) e Jacques Hadamard (1865-1963)

O lituano Minkowski criou e desenvolveu a chamada geometria dos niimeros, por
meio de obra homénima publicada em 1896, na qual usa métodos geométricos para
resolver problemas em teoria dos nimeros e fisica-matemadtica. Seus estudos sobre
a aritmética das formas quadrdticas fundamentou alguns resultados interessantes na
geometria global de superficies, conhecida como Férmulas Integrais de Minkowski, nas
quais relaciona drea de superficies completas e compactas com integrais envolvendo
curvaturas médias e gaussianas. O francés Hadamard provou dois importantes teoremas
globais em geometria diferencial envolvendo difermorfismos entre superficies regulares

completas.

David Hilbert (1862-1943)

Além da organizagio légica da geometria, citada acima, o alemao Hilbert forneceu
uma demonstragao do Teorema da Rigidez da Esfera, provado pela primeira vez por
H. Liebmann, em 1899, além de provar a impossibilidade de um modelo bidimensional

completo mergulhado no R3, com métrica euclidiana, para a geometria hiperbdlica.



Capitulo 2

Superficies Regulares

Neste capitulo introduzimos a nogao de uma superficie regular em R®. Discuti-
remos em seguida alguns exemplos. As referéncias para os estudos realizados neste

trabalho séo [3], [8], [9] e [10].

2.1 Superficies Regulares

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacao
diferencidvel o : I — R®, de classe C*® de um intervalo aberto I C RemR3. Escreve-

mos,
a(t) = (z(t),y(t), (),
com z,y,z : I = R sao fungoes diferencidveis de classe C*. Esta curva € dita curva

regular, se o/(t) # 0, para todo t € I.

A partir desse momento, omitiremos o termo diferencidvel apenas por simplici-
dade.

Dado ty € I, o Comprimento de arco de uma curva parametrizada regular
a: I — R? a partir do ponto ¢, é, por defini¢ao,

)= [ @,

to

onde |o/(t)| = /(z'(t))? + (v'(t))? + (2'(t))? é o comprimento do vetor o'(t).

19
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Definicao 2.2. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para cada p
€ S, existe um aberto V C R3, com p € V e uma aplicagio X : U — V N S definida
num aberto U de R? tal que:

1. X(U)=VeX :U— VNS, € diferencidvel no sentido ordindrio.

2. X : U - VNS, é um homeomorfismo, isto é, X é uma bijecdo continua cuja

inversa X1 : VNS — U é continua.
3. para todo q € U, dX, : R? — R3 ¢ injetiva.

A aplicacao X ¢é chamada uma parametrizacao de S, e VNS é chamada uma

vizinhanca coordenada, ver figura 2.1

Figura 2.1: Vizinhanga coordenada do ponto p € S

Uma superficie regular em R? é obtida, a grosso modo, tomando-se partes do
plano, deformando-as e colando-as entre si, de tal forma que tenha sentido falar em

plano tangente nos pontos da figura resultante.

Observacao 2.1.

o A aplicagio X : U — V NS € diferencidvel. Isto significa que se escrevemos
z(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2z(u,v)), as funcoes z,y,z : U — R tém derivadas

parciats continuas de todas as ordens em U.

e A condicdo (1) nos permite assegurar que a superficie S é suave no sentido de

que nao tem arestas nem vértices.

e Com a condigdo (2) evita-se a possibilidade da superficie S tenha autointersecoes.
Isto € muito importante com vistas a consequir a unicidade na hora de definir o

plano tangente a superficie em um ponto.
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e A condigao (3) garante a existéncia de um plano tangente em todos os pontos de

S.

Vejamos algumas formas equivalentes de expressar a condigio (3).
Consideremos a base canénica {e; = (1,0),e; = (0,1)} de R? e a base canonica
{fi=(1,0,0), f2 = (0,1,0), f3 = (0,0,1)} do R®.
Para cada q = (ug,vp) € U, sabemos que a matriz associada a dN, nas bases canonicas

é a matriz jacobiana

&(q) 2(q)
Ix(@) =] Z(q) %(q) |,
%(q) Z(q)

pois
dX,(e)) = (%(ua,vn),%(uo,vo),%(m,vu)),

aX,(ez) = (52 (o ve), 2L g, ). o (g, ) )

Denotando esses vetores por X, (ug, vp) € X,(up,vp) respectivamente, observamos que

as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

3.1) dX, é injetiva;

3.2) a matriz J(uo,vo) tem posto 2;

3.3) os vetores X, (ug,vg), Xy(to,vo) sao linearmente independentes;

3.3) X.(uo,v0) A Xy(uo,vo) # 0.

Fixado um ponto (ug,v) € U, as curvas

u > (u,vp) e v (ug,v)
cuja imagem por X ¢ a curva na superficie S
ur (z(u,v0),y(u, v0), 2(w, ) e v (2(uo,v), Y(uo, v), 2(uo, v))

sao chamadas curvas coordenadas. Os vetores X, (u,v) e X,(u,vy) séo os vetores

tangentes as curvas coordenadas (ver figura 2.2) .

R e
{
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i u=1tp dX,
/—\ s
e _—
W W=tew)
S

Figura 2.2: Vetores tangentes as curvas u — (u,vp) ev — (up, v)
Exemplo 2.1. A esfera unitdria,
S?={(z,y,2) eR? |22+’ + 2 =1}
€ uma superficie reqular.
Seja a aplicagao X, : U — R® dada por
X5 (u,v) = (u,v, /1 — (u2 +12) ),

definida no aberto U = {(u,v) € R? | v®> +v* < 1}.
Entéo X, satisfaz as condicoes da definicao.

De fato,
1. X5 (U)=82NnHS ={(z,y,2) € R® | 2 > 0} é um aberto de R?.

2. X7 é diferencidvel, pois 1 — (u* + v?) > 0 para todo (u,v) € U.

oz 10
0(z,y) ,y)(q) = =130, para todo, g € U.
6(%, ’U) U 1
4. X3 é um homeomorfismo, pois X5 é uma bije¢io continua sobre S* N Hy e
(X3)™! = 7lg2npy € continua, onde 7 : R® — R? é a projecao sobre o plano-zy

dada por 7(z,y, 2) = (z,y).

Podemos cobrir a esfera com seis parametrizacoes similares a esta. Para isso,

consideremos as aplicagoes:

B e 5k e N B R
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dadas por:
X (u,v) = (£V/1 — (u2 + v2),u,v);

X3 (u,v) = (u,v, £y/1 — (u2 + v2)).

De modo andlogo ao feito para X, , podemos provar que X, X e X; sio parame-

trizacoes de S? sobre S2 N H, S?N Hy, 52 N Hf, respectivamente, onde
H} = {(z,y,2) € R®|z > 0}; H{ = {(z,y,2) € R¥z < 0};
B = {39 €y > 0% Hy ={(z.y,2) € Ry <0} :
H} = {(z,y,2) € R}z > 0}; H; = {(z,y,2) € R*z < 0},
sao abertos de R3. Como
XHU)UXT(U) =S — {(z,y,2) € S?|y® + 22 = lex = 0};
XU X;(U) =82 - {(z,4,2) € %z’ + 22 = 1ley = 0};
XF U X;(U) = 8%~ {(z,y,2) € S}|2® +y* = 1lez =0}.
temos que
5= X u Xy (v X (U)uX; TDHwX: (U)U X (U):

Logo, S? é uma superficie regular.

X3 .lf‘l Ryt

Figura 2.3: Parametrizacoes da Esfera
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Exemplo 2.2. Considere a superficie S obtida pela rotagio de uma curva regular C
em torno de um eizo do plano que nao enconltra a curva; S é chamada uma superficie
de revolugao. A curva é chamada de geratriz e a reta de eixo de revolucao. Os
circulos descritos pelos pontos da curva sao os paralelos de S e as vdrias posigoes
da curva sobre a superficie S (intersecoes de S com os planos que contem o eizo de

revolu¢ao) sao chamados meridianos de S.

Figura 2.4: As curvas: v = const. sao os paralelos e u — const. sdo os meridianos de S.

Consideremos o plano da curva como o plano xz e o eizo de rotagao como o eixo
O

Seja a : (a,b) = a(a,b) = VNC, a(v) = (f(v),0,9(v)), f(v) > 0, uma parame-
trizacdo da curva, onde V é um aberto de R®, e designamos por u o dngulo de rotagio
em torno do eixo O,.

Ao girarmos a curva dada ao redor do eizo O, oblemos:

cosv —sinv 0 f(v) f(v)cosu
sinv cosv 0 0 =1 f(v)sinu |,
0 0 1 g9(v) g9(v)

onde ) < u < 2m.

Portanto, a aplicagio X : (0,27) x (a,b) — S € dada por:
X (u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)).

Afirmagdo: X : U — X (U) é uma parametrizagio de S, onde U = (0,27) x (a,b).
De fato,

1. X(U)=8SN(R® - {(z,y,2) eR® | y=0, ez >0}) é um aberto de S.

2. X é€ diferencidvel, pois f,g : (a,b) — R sdo fungdes diferencidveis.

"Cg"
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3. dX(uw) : R?* = R? € injetora para todo (u,v) € U, pois

lIxu A Xoll*(u, v) I(=f(v) sinw, f(v) cosu,0) A (f(v) cosu, f'(v) sinu, ¢'(v))]*
I(f (v)g'(v) cos u, f(v)g' (v) sinu, — f(v) f'(v))|*

= fP(f'@)+gv)?*) >0,

para todo (u,v) € U.

4. X :U — X(U) € injetora e X' : X(U) = U € continua.
De fato, Seja (z,y,2) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)).

Entdo, z = g(v), e f(v) = /22 + 32

Como a : (a,b) = a((a,b)), a(v) = (f(v),0,9(v)), é um homeomorfismo, v
€ determinado de maneira tinica por v = a (/22 +42,0,2) e é uma funcdo
continua de \/z2 + y? e z, e portanto, uma fun¢do continua de x, y e z.

&

\/TT:F’ senu = gl = —x\/;T"—;;, eu€ (0,2m), o

paramelro u é determinado de modo tunico. Logo, X é injetora.

Além disso, como cosu = ﬁ =

Para provar que X! é continua, temos que mostrar ainda que u é uma fungdo

continua de x, y e z.

Seja (z,y,2) = (f(v) cosu, f(v) senu,g(v)) € X(U).

Como u € (0,2m) temos que § € (0,7) e, portanto, cot § estd definida, para todo
u € (0,27) e

u cosy 2cos3seny sen u Tﬁr_) Y
cot— = =
u

2 sen‘z—‘_ZSengsenivl—cosu_—l—ﬁ Vii+ 2 -z

Observe que \/x2 +y2—x # 0, pois X (U) C R*—{(z,y,2) e R* |y=0ez > 0}.

Entao u = 2arccotg(\/—2_iz—) é uma fun¢do continua de z, y e z.
24y —x

Como S pode ser coberta inteiramente por parametrizacoes similares, segque-se

que S € uma superficie reqular.

Exemplo 2.3. Consideremos agora o cone duplo

S ={(z,y,2) € R¥|z* +¢* = 2°}.
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Neste caso ndo temos uma superficie.  Para concluir isso, suponhamos que
X :U — SNV € uma parametrizacio de S contendo o vértice v = (0,0,0), e seja
a € U tal que X(a) = v. Podemos supor que U é um bola aberta de centro em a, pois
qualquer aberto U contendo a terd que conter uma bola dessas. O aberto V tem que
conter necessariamente um ponto p na metade inferior S_ do cone (onde z < 0)e um
ponto q na metade superior S, (onde z > 0). Sejam b e ¢ os correspondentes pontos
em U e consideremos uma curva o em U passando por b e c e ndo passando por a.
Esta curva € aplicada por a na curva X oa em S, passando por p e q e ndo passando

pelo vértice v. Isto é impossivel!

Figura 2.5: O cone duplo

Removendo o vértice, ja obtemos uma superficie S U S, com duas parame-
trizacoes X4 : U — R3, onde U = R? — {(0,0)}, dadas pela inversa da projecdo

no plano horizontal xy:
Xi(u,v) = (u,v,£Vu?+v?)

Proposicao 2.1. Se f: U = R é uma funcao diferencidvel no aberto U de R?, entdo

o seu grdfico

Graf(f) = {(z,y,2) R’ | (z,9) €U ez = f(z,y)}
€ uma superficie reqular.
Demonstragao. Ver [3] a

Definicao 2.3. Um nimero real a diz-se um valor regular de f : U C R* - R se,
para cada p € £7(a), 0 gradiente V£(p) = (3(p), %) %)) # (0,0,0).
Proposicao 2.2. Se f : U — R € uma funcao diferencidvel definida no aberto U de

R? ea € f(U) é um valor regular de f, entio f~'(a) ¢ uma superficie reqular em R3.

Demonstragao. Ver [3] O

|OTECA
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Exemplo 2.4. Sejam py um ponto do R® e wy,wy; € R?® vetores LI. Entdo o plano
7 = {po + Awy + pw, | A\, n € R}

que passa pelo ponto py e € paralelo aos vetores a e b, é uma superficie regular.
De fato, seja N = wy A wy o vetor normal ao plano .

Entao,
7 =1{pER| (p—po, N) =0},

Sendo N = (A, B,C), temos que
7= {(z,y,2) € R* |Az + By + Cz = D}

onde D = (py, N). Como N # (0,0,0), temos A+ 0 ou B#0 ou C # 0.
Se C # 0, por exemplo, o plano w € o grdfico da funcao diferencidvel f : R? - R
dada por

D — Az — By

flz,y) = 8

Portanto, pela proposicao (2.1), © é wma superficie reqular.

Figura 2.6: O plano 7 visto como grafico de f.

Exemplo 2.5. O paraboldide hiperbalico

2
T
'H.={(2:,y,z)ER3 =~

)

v
b2
(a>0,b>0) é uma superficie reqular.

Com efeito, H é o grdfico da fungdo diferencidvel f : R> — R dada por

g g
f(:n,y)—g =1y
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Figura 2.7: O paraboléide hiperbélico.

Exemplo 2.6. O elipsdide
2,2

2
€={(:c,y,z)€IR3 %+%+§=1}

€ uma superficie reqular.
De fato, considere a funcao diferencidvel F : R®* — R dada por

1.2 2 Z2
F(x,y,z)=;§+%2-+§—l.

Entao,

2z 2y 2
VF@,y2) = (5.5 %) = (0,00

se, e somente se (z,y,z) = (0,0,0).
Logo, F7Y(0) = £ ¢é uma superficie reqular, pois 0 é um valor reqular de F, uma

vez que o tnico ponto critico de F, (0,0,0), ndo pertence a F~1(0).

Figura 2.8: O elipséide.

Exemplo 2.7. O toro T € a superficie gerada pela rota¢do de uma circunferéncia S*
de raio v em torno de uma reta pertencente ao plano do circulo d wma distancia a > r

do centro do circulo.

22 = rP—(y/z2+y? —a)’

{OTECA
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Figura 2.9: Toro

Seja S* : (y — a)? + 2% = r? a curva que descreve um circulo contido no plano yz,
com centro (0,a,0). Entdo S' e os pontos do conjunto T, obtido pela rotacdo de S*
em torno do eizo O,satisfazem a equacdo

Mostremos que T é uma superficie reqular.

De fato,
T = ()

onde f : R* = R é dada por

f(z,y,2) =22+ (V22 + 42 — a)®

e r2 é um valor reqular de f, pois

(2P —0) (/PP )

56 se anula em (0,0,0) &€ T

Portanto, T = f~1(r?) é uma superficie reqular.

Exemplo 2.8. O hiperbolide de duas folhas

2 2 2,‘2

x Y
H={(:I:,y,z)€]R3 —55—55%-8—2:1},

€ uma superficie reqular.
De fato, consideremos a funcao diferencidvel f : R*> — R dada por

2 2 22

i y
f(:c,y,z)=—g2~—§+§—1.

Como Vf(z,y,2) = (—%,—%ﬁ,%) = (0,0,0) se, e somente sex =y =2 =0, e
(0,0,0) € f~1(0), temos que 0 é um valor reqular de f.
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Figura 2.10: O Hiperboléide de duas folhas.

Observacao 2.2. Note que a superficie H nao € coneza.

Para o cone do exemplo 2.3 da secao 2.1, que observamos nao ser uma superficie,

f(:l::ys Z) = 3:2 +y2 - 22'

Entdao Vf = (2z,2y, —22) anula-se somente no vértice (0,0,0). Por isso este critério
nao nos permite concluir que S = f~!(0) é uma superficie. No entanto, removendo
este ponto, ficamos com uma superficie, pois S é a unido disjunta S, U S_ (note que,
pela defini¢do de superficie, é 6bvio que a uniao de superficies disjuntas é ainda uma
superficie) e quer o cone S; quer o cone S_ sdo superficies pela proposigdo (2.2):

Sy = f—i—-l(o)a e, S.= f:l(o) onde

fr: {@nz) €Rz>00 — R
(z,y,2) — 2+ y? -2

f-: {(z,y,2) eR®|z <0} — R
(z,y,2) — 224+ y? -2

Na definigao de superficie regular, cada ponto p de S pertence a uma vizinhanga
coordenada. Para falarmos em diferenciabilidade de uma fun¢ao f : S — R num ponto
p sobre a superficie, vamos tomar uma vizinhanga de p, com coordenadas u e v, e f
ser4 dita diferencidvel em p se sua expressao em termos dessas coordenadas admite
derivas parciais continuas de todas as ordens. Como o exemplo da esfera mostra, um
ponto p de uma superficie S pode estar, em geral, na imagem de vérias vizinhangas

coordenadas, logo poderiamos eleger outra parametrizacao em uma vizinhanga de p.
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Para que a definicao de superficie regular tenha sentido, é necessério que esta nao
dependa da parametrizacdo escolhida. Isto é, devemos mostrar que se p pertence a
duas vizinhangas coordenadas com parametros (u,v) e (a,b). E possivel passar de um
dos pares coordenados para o outro por meio de uma transformagcao diferencidvel. Para

isto temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.3. Sejam X : U CR? -5 S eY : V C R? =+ S duas parametrizacoes
da superficie reqular S e p um ponto de S tal que p € X(U)NY (V) = W. Entio a
aplicagio h = X' oY : Y Y (W) - X YW) (ver figura 2.11) é um difeomorfismo,

que chamamos de mudanca de parametros.

i

T %

2

X

Ll ) j 3
-’.:1: ) Y o
: i /

i TR

Figura 2.11: Coordenadas diferentes em torno do ponto p.

Demonstragiao. Ver [3] =

Em outras palavras, se X e Y sao parametrizagoes dadas por

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)),(u,v) € U,
Y p) = (@& n)y& n),2&n)En eV,

entdo as coordenadas da mudanga de parametros h = X~ 'oY : Y} (W) = X }(W)
840

u=u(&p), v=vEnp), (EpeY (W),

onde as fungoes £ e u também admite derivadas parciais continuas de todas as ordens.
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2.2 Primeira Forma Fundamental

Geometricamente, a primeira forma fundamental nos permite fazer medigoes so-

bre a superficie.

Definicao 2.4. Um vetor w é chamado de vetor tangente a superficie S no ponto
p €S sew = a(0) e a(0) = p, onde a : (—€,€) = S é uma curva parametrizada

diferencidvel.
Denotaremos por 7,S o conjunto de todos os vetores tangentes & S em p.

Definigao 2.5. Sejam X : U C R? — S wma parametrizacio de uma superficie
reqular S e ¢ um ponto em U. O subespago vetorial de dimensao dois, dX,(R?) C R?,
que coincide com o conjunto T,S dos vetores tangentes a S em p = X(q), € chamado

plano tangente a S em p.

O plano dX,(R?), que passa por p = X(q), nao depende da parametrizacio X.
Como {(1,0),(0,1)} é uma base de R?, entao a injetividade de dX, implica que
{dX,(1,0),dX,(0,1)} = {X.(g9),X»(q)} é uma base de T,S chamada a base de T,S

associada a X.

Observagao 2.3. Dada uma parametrizacéo X : U — X(U) de S em p, podemos

escolher um vetor unitdrio normal em cada ponto p € X(U) da sequinte maneira

_ Xulg) A Xu(9)
1 Xu(q) A Xu(g)l

onde X(q) = p, q € U. Obtemos, assim, uma aplicagio N : X (U) — R?® diferencidvel.

N(p) (),

Assim, temos uma aplicacio diferencidvel N : X(U) — R? que associa a cada
p € X(U) um vetor unitério N(p).
Seja S uma superficie regular e p € S.

Defini¢ao 2.6. Chamamos primeira forma fundamental de S em p a forma bi-

linear simétrica definida positiva
I(w) = (w,w), = |w|* >0,

associada ao produto interno induzido no plano tangente a S em p pelo o produto

interno usual de R3.
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No que se segue, escreveremos simplesmente (, ) em lugar de (, ),.
Dada uma parametrizagao X (u,v) de S em p, veremos a expressio da primeira
forma fundamental na base {X,, X, } de T,S.
Tomando w € T, S, temos que w é o vetor tangente de uma curva parametrizada
a(t) = X (u(t),v(t)), t € (—&,€), com p = a(0) = X (ug, vp).
Sabemos que
a'(t) = X' (t) + X, 0'(t),

entao vamos calcular, em ¢ = 0, a primeira forma fundamental. Logo,
L(d/(0)) = (a(0),d(0)) = (X,u' + Xpv', X' + X,0)
= (Xu, Xu)(W)? + 2(Xy, Xo)u'V' + (X, X,) (v')?
= E(u')?+2Fu'v' + G(v')?
onde

E = (X, X)) =X,
F = (Xu,X,),
€ = (X, X)=|XP
sao o0s coeficientes da primeira forma fundamental na base
{Xu(u(?), v(?)), Xo(u(t), v(t)} de T,S.
Observagao 2.4. As fungées E,F,G : U C R? = R sdo de classe C*, E(u,v) > 0,
G(u,v) > 0 e (EG — F?)(u,v) > 0 para todo (u,v) € U, pois
1 Xu A Xol? = [ Xul P X0l1? = (Xu, Xo)? = EG — F? > 0
7d que Xy (u,v) e X,(u,v) sdo L.L

Exemplo 2.9. O plano que passa por um dado ponto p e tem a direcao dos vetores

wy e wy, unitdrios e ortogonais, € parametrizado por X (u,v) = p + uw; + vwy. Entdo

% =w, €, %—f = wy. Assim,

E(u,v) = (XuXy) = (i, w) = [wn =1,
F(‘U,, ‘U) — <Xu,Xu> = (TU1,1U2) =0

G(‘U,‘U) = (Xva} — ('{Ug,‘EUg) == "w2” =1,

sao os coeficientes da primeira forma fundamental.
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Exemplo 2.10. O cilindro circular vertical, parametrizado por X (u,v) = (cosu,senu,v),
tem como primeira forma fundamental E(u,v) = 1, F(u,v) =0, e G(u,v) = 1 tal como

o plano.
Exemplo 2.11. Consideremos uma superficie de revoluciao
X(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv, g(u))

ondeuel CR,veR e f(u) > 0.

Como

Xu(u,v) = (f'(u)cosv, f'(u)senwv, g'(u))
Xo(u,v) = (—f(u)senwv, f(u)cosv,0)

temos que coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = (f'(w)*+ (g ()
F =0

G = (f(w)

Exemplo 2.12. Seja S? = {(z,y,2) € R® | 22 + y*> + 2% = 1} a esfera unitdria de

centro na origem X : (0,27) x (0,7) — S2,
X (8, ¢) = (sen cos g, sen B sen @, cos §),

uma parametrizacio de S* dada por suas coordenadas esféricas.

Como

Xo(0,p) = (cosfcosyp,cosfsenyp,—send)

X,(0,9) = (—senbsenyp,sendcosp,0)

temos que coeficientes da primeira forma fundamental sdo

= gen®d.

~ e

T

T
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Aplicacoes da Primeira Forma Fundamental
1. Calculo do comprimento de uma curva na superficie.

Usando a primeira forma fundamental de S, podemos reescrever o comprimento de

arco s de uma curva parametrizada o : I — S dada por

5(t) = f o/ ()]t = [ N
pois, Ip(a’(t)) = (a’(t),a’(t))p = (a’(t),a’(t)) = |a’(t)|2.

Além disso, se & : I — S estd contida numa vizinhanga coordenada correspondente a

parametrizagio X (u,v), podemos calcular o comprimento de arco de « entre 0 e ¢ por

dlt)= ft VE@W)? + 2Fu'v + G(v')2dL.

2. Calculo do angulo de intersec¢ao, no ponto p, das curvas a e 3 contida na su-

perficie.

O angulo # de duas curvas parametrizadas regulares a, 8 : I — S que se intersectam

em ¢ =ty é definido como sendo o dngulo formado pelos vetores o/ (t) e §'(t). Portanto

;- (Ct;(to), ﬁ’(t0)>
lle (ta)llI18" (to)ll

Em particular,o cosseno do angulo ¢ entre as curvas coordenadas de uma parame-

cos

trizacdo X (u,v) é

(Xu, Xo) _ F

[ Xull I X0 EG

Portanto, as curvas coordenadas sdo ortogonais se, F/(u,v) = 0 para todo (u,v) € U.

cosp =

Uma tal parametrizagao ¢ chamada uma parametrizacao ortogonal.
3. Calculo da drea A(R) de uma regiao limitada R C S.

Tomemos X : U € R? = SeR C S uma regido limitada, ou seja, R estd contida

em alguma bola aberta de R®, de forma que R seja a imagem por X de uma regido

limitada @ C U.

Definicao 2.7. Se R C S é uma regido limitada de uma superficie reqular S, contida
em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizagio X : U C R? — S, definimos a

drea da regiao R como sendo

AR) = /f | Xu A Xy|dudv,
Q
onde Q@ = X Y R).
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Lema 2.1. O nimero A(R) independe da parametrizagao X : U — X (U) de S com
R c X(U). Além disso,

A(R) = f VEG = F2dudv.

Demonstragao. Ver [3] O

Orientacao de Superficies

Nesta secao vamos discutir em que sentido, e quando, é possivel orientar uma
superficie. Para maiores detalhes ver [3].

Dada uma parametrizagao X : U — X (U) existe um campo de vetores unitérios
diferencidvel em X (U), N : X(U) — R?, dada por

Xu A X,

N(X(u,v)) = m

(u,v).

Escolhemos outra parametrizacio X : U — X(U), tal que W = X(U) N X(U) # 0,
existe um campo de vetores normais diferencidvel em X (U), N : X(U) — R3, dado

por:
XgiN-Xy

[ Xu A X
Seja h = X 1o X : X" Y(W) - X YW), h(u,?) = (u(u,),v(a,v)), a aplicagdo de

N(X(a,7)) =

(@, ).

mudancgas de coordenadas. Entao,

(u,v)

()_(ﬁ Aiﬁ)(ﬁ'}ﬁ) (X A Xu)(h’(ﬁ‘ —))6(- ﬁ) ﬁ ?_J)!
temos que o
N(X(a,7)) = N(X(h (a,ﬁ)))""j:_l:?—(__)
|5s (@, 9)|
Logo,

_— N(X(h(w,v))), se 3=D(@,v)>0
N(X(u,2)) = g
~N(X(h(@, ), se 54 (@7) <0
Assim, temos uma aplicacao diferencidvel N : X(U) — R?® que associa a cada
p € X(U) um vetor unitario N(p).

Isto conduz-nos a seguinte definigao:



CAPITULO 2. SUPERFICIES REGULARES 37

Definicao 2.8. Uma superficie reqular S ¢é orientdvel se é possivel cobri-la com uma
familia de vizinhancas coordenadas, de forma que se um ponto p € S pertence a duas
vizinhancas desta familia, entao a mudanga de coordenadas tem determinante jacobiano
positivo em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacgao de S, e a

superficie S, neste caso, € dita orientada.

A aplicagao N : X(U) — R3associa a cada ¢ € X(U) um vetor normal unitdrio
N(q). Sendo V um aberto de S, a aplicagao N : V C S — R? é chamada de campo
diferencidvel de vetores normais unitarios em V. Se pudermos definir esse campo
em cada V' C S de maneira continua, entao diremos que N é uma orientacgao de S e,
neste caso, a superficie sera dita orientavel.

Dizemos que uma superficie S é orientavel se for possivel escolher, para cada
p € S, uma orientacao em 7,S que varie continuamente com p - mais precisamente, se
existir uma aplicacdo continua N : S — R? tal que, para cada p, N(p) seja ortogonal

a T,S. A um tal campo de vetores normais N chamamos uma orientacao de S.

2.3 A Aplicacao de Gauss e Segunda Forma Fun-
damental

Estamos interessados em realizar um estudo do quao rapido uma superficie regular
S : U ¢ R? - R?® afasta-se do seu plano tangente 7,5, em um ponto Q = S(P).
Isso equivale a estudar a “velocidade” com que a dire¢do de um vetor normal e unitario
a S em @ varia em uma vizinhanca de ) contida em S.

Ao longo desta se¢ao, S seré uma superficie regular orientével na qual foi escolhida
uma orienta¢do N : § — R3. Diremos simplesmente que S é uma superficie com uma

orientagao N.

Defini¢ao 2.9. Seja S C R® wma superficie com uma orientacao N. A aplicagao

N : S = R? toma seus valores na esfera unitdria
§? = {(2,9,2) e R*a® + y* +2° = 1}.

A aplicacao N : S — S?, assim definida, é chamada a Aplicagdo de Gauss de S.
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Figura 2.12: Aplicagio de Gauss N : § — S2.

Exemplo 2.13. Nas figuras sequintes podemos ver, respectivamente, a regido equatorial

do hiperboldide de uma folha %+ y?> — 2? = 1 e a sua imagem pela aplicacdo de Gauss,

2 - 22 =1 e a sua imagem pela

a regido equatorial do hiperboléide de duas folhas 2 —y
Aplicacao de Gauss, o elipsdide
2 2
. U 5
o lB TN -
9 + 1 +z

e a sua 1magem pela Aplicacdo de Gauss:

Figura 2.14: A regiao equatorial do hiperboléide de duas folhas z2 — y? — 22 = 1.
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Figura 2.15: A regido equatorial do elipséide %2 - %; $2%=1.

Observacgao 2.5. A aplicagdo de Gauss N : S — S? € diferencidvel.

De fato, a aplicagio N : S — S? é continua ese X : U — X(U) C S é uma
parametrizacdo de S em p, p € SeY : V — Y (V) C 5% é uma parametrizacio de S?
em N(p) tais que N(X(U)) C Y(V), entdo a aplicagéo

Y loNoX: U=V

é diferencidvel, pois N o X : U — R? é diferencidvel, e Y ! é a restricio de uma
aplicacao diferencidvel definida num aberto de R3.
Usaremos para a notacdo N(u,v), N,. E denotaremos, a diferencial dN, de N

emp € S.

Lema 2.2. Para cada ponto p € S, a diferencial é um operador linear
dN, : T,S =+ T,,S

no plano tangente de S em p.

Demonstragdo. Por definicio, N é um campo de vetores unitdrio, assim (N, N) = 1.
Derivando a identidade (NNp, Np) = 1 na direcao de um vetor unitdrio w tangente a

superficie no ponto p, obtemos:
0 = 2(dN,(w),dN,), com w € T,S, |w| =1

Donde concluimos que o vetor dN, é ortogonal a o vetor normal Np, logo, é tangente
a S em p. Assim dN, é uma funcao do T,,S no T,,S.
A linearidade de dN,, é consequéncia da linearidade das propriedades de derivadas. [

Seja dN, : T,S — T,S a diferencial da aplicagao de Gauss em p e seja

a : (—e,¢) = S uma curva diferencidvel com a(0) = pea/(0) = v € T,5. Entao
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dN,(v) = N'(0) € T,5, onde N(t) = N o a(t), mede a taxa de variacdo com que N,
restrita a curva a, muda de direcao numa vizinhanca de ¢t = 0.
Assim, dN, mede o quanto N se afasta de N(p) numa vizinhanca de p, isto é,

mede quanto S se afasta de 7,,S numa vizinhanca de p.

Proposicao 2.4. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicacio de Gauss é uma

aplicagdo linear auto-adjunta.

Demonstrag¢io. Como dN,, é linear, basta verificar que (dN,(X,), X,) = (X4, dN,(X,))
para uma base {X,, X, }deT,S.

De fato, se v = aX, + bX, ew = cX, + dX, so vetores tangentes a S em p, entdo:

(dN,(v),w) = (dN,(aX,+bX,),cX, + dX,)
= ac(dN,(X.), Xu) + ad(dN,(X,), Xo) + be(dNo(Xo), Xu) + bd(dN,(X), Xo)
= ac{Xu, dNy(X)) + ad{ Xy, AN,(X,)) + be( X, ANp(X,)) + (X, Ny (X))
= (aX,+bX,,dN,(cX, + dX,))
= (v,dNy(w))

Seja X : U — X(U) uma parametrizagéo de S em p, e seja {X,, X,} a base de T,S

associada a X.
Sea: I — X(U), a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva parametrizada em S, com

a(0) = p, temos

dNp(/(0)) = dNp(Xu(q)u'(0) + Xo(q)?'(0))
= S X, v0)| _ = & Mu(t) o)
= N,u/(0) + N,v'(0);

onde N = No X.
Logo dN,(X.(q)) = Nu(q) edN,y(X,(q)) = Nu(q)-
Como (N, X,) = (X, N) = 0 em U temos, derivando essas expressdes em relagdo a v

e u, respectivamente, que:

(N, Xo) + (N, Xuo) = 0
(Nu, Xo) + (N, xww) = 0
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Assim, (N,, X,) = (N,, X,), isto é,

(dNy(Xo(9)), Xu(@)) = (Xu(q),dNp(Xu(q)))

COmo queriamos provar. O

Associada & aplicagao linear auto-adjunta dN, : T,S — T,S, temos a forma
bilinear simétrica

B(u,v) = (dNp(v), w), Yo, w € T, S,
e a forma quadratica
Q(v) = B(u,v) = (dN,(v),v) Vv € T,S.

Definigao 2.10. A forma quadrdtica 11, : T,S — R definida por

0,(v) = —(dNy(v), (v)),

€ chamada a segunda forma fundamental de S em p.

2.4 Curvatura Normal e Curvaturas Principais

Seja C uma curva regular em S com p € C. Suponhamos que em p, C possua

curvatura k(p). Indiquemos por n(p) o vetor normal unitério a C em p.

o' (0)xa"(0
|’ (0)]
a"(0

a7 (0)]

Observacao 2.6. SeC estd parametrizada por a(t), a(0) = p, temos k(p) =

Se a for parametrizada por comprimento de arco, entio k(p) = |a”(0)|en = é

um vetor normal a aem p.

Assim, temos um angulo € € [0, 7] entre N(p)(vetor normal e unitérios S em p e

n(p), que é dado por cos(f) = (n(p), N(p))-

Definicao 2.11. O numero
kn(p) = k(p) cos(h)

¢ chamado de curvatura normal de C em p.

O nimero k,(p) = &(p)(n(p), N(p)) é o comprimento da proje¢do do vetor
k(p)n(p) sobre o vetor N(p) com sinal dado pela orientacdo N(p) de S em p
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Figura 2.16: &, é a projecdo do vetor kn sobre a normal N da superficie S em p

Observamos que se considerarmos C como sendo a curva obtida pela a interseccao
de S com um plano normal a S em p, entéo n(p) é paralela a N(p), o que significa 6 = 0

ou f = m, o que significa |k,(p)| = &(p). Dessa forma, a menos do sinal,a curvatura de

S coincide com a curvatura de C em p.

Observacao 2.7. Interpretacao Geométrica da Sequnda Forma Fundamen-
tal

Seja C uma curva reqular em S, com p € C, ea : I — C wma parametrizacio de
C pelo comprimento de arco tal que a(0) = pea’(0) = v.

Seja N(s) = N o a(s). Como (N(s),a/(s)) =0, paratodos € I temos que
(N(s),a"(s)) = —(N'(s), &/ (s))-
Como, N'(t) = dNyw(a/(t)), ouseja N'(0) = dN,(c/(0)). Portanto,
II,(v) = ,(a’(0)) = —(dN,(a'(0)),a’(0))
= —(N'(0),&(0)) = (N(0),"(0))
= (N(0), k(p)n(p))
= ka(p).

Assim, o valor de 11, em um vetor unitdrio v € TS € igual @ curvatura normal

de qualquer curva regular em S que passa por p e é tangente a v em p.

Logo, a segunda forma Quadratica em um vetor unitario v € 7,5 fornece-nos
a curvatura normal de uma curva regular a qualquer em S passando por p e que

possua v como vetor tangente. Particularmente esta curva a pode ser parametrizada

LIOTECA
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por comprimento de arco obtida da intersec¢ao de S com um plano normal a S em p
paralelo a v. Dali a justificativa de chamarmos &, (p) de curvatura normal. Podemos,
desta forma, falar de curvatura normal a S em p segundo uma diregao determinada

por v e escrever k. (p) no lugar de k,(p).

Proposigao 2.5. (Meusnier) Todas as curvas requlares de uma superficie S que passam
por um ponto p € S e tém a mesma reta tangente neste ponto, possuem a mesma

curvatura normal em p.

e A proposi¢ao acima nos permite definir a curvatura normal de S no ponto p € S

segundo uma dada direcao v em T,S da seguinte maneira:

Kn, (V) = I;:((;})), v e T,S — {0}.

Observe que Ky, (v) = n,(v)(Av) para todo v € T,5 — {0} e A € R.

Definicao 2.12. Seja v € T,S um vetor unitdrio, e seja m(N(p),v) o plano que passa
por p e € paralelo aos vetores v e N(p). A interseccio SN7(N(p),v) é chamada segao

normal de S em p ao longo de v.

Figura 2.17: Representacao do teorema de Meusnier, as curvas C e C, tém a mesma

curvatura normal em p ao longo de v.

Numa vizinhanga de p, a secao normal de S em p é uma curva regular em S que
passa por p cujo vetor normal n(p) é =N (p) ou zero, no caso em que x(p) = 0. Entao
k(p) é o médulo da curvatura normal ao longo de v em p.

Assim, o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva regular « é igual

a curvatura da se¢éo normal de S em p ao longo de /(D).
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Observacgao 2.8. Estamos considerando a curva plana CN7w(N(p),v) como uma curva

no espaco e, portanto, k(p) = 0.

Sejam dN,, : T,S — T,S a diferencial de N : S — S? em p, e {e1, €2} uma base
ortonormal de autovetores de dNN, tal que dN,(e;) = —K;e;, dNy(e3) = —kzez, com
K1 = ko. Entao,

I, (ze; + yea) = k1x® + Kay?,

para todo (z,y) € R?, coma® + y* = 1, isto é, k; é 0 maximo e k3 é o minimo das

curvaturas normais a S em p.

Definicao 2.13. A curvatura normal mdxrima k, € a curvatura normal minima ko sdo
chamadas curvaturas principais de S em p, e as direcoes dadas pelos autovetores

€1 e e3 sao chamadas direcoes principais de S em p.

O conhecimento das curvaturas principais em p permite calcular a curvatura
normal em p segundo qualquer direcao dada de T,,S.

De fato, seja {€;, ez} uma base ortonormal positiva de T,,S formada de autovetores
de dN,, com dN,(e1) = —kKi€e1, ANp(e2) = —Kaez €K1 = Ka.

Entao, se v € T,,S é unitdrio, temos que v = cosfle; + sen fleg, onde 6 é o angulo
de e; av na orientacdo de 7,S.

Logo a curvatura normal k, em p na diregao de v é dada por:
kn = I (v) = —(dN,(v),v)
= —(dN,(e1cosf + eysen ), e; cosd + ey sen )
= (e1ky cos @ + exkosen 8, e; cos 0 + e sen 6)

= kycos® 0+ kysen’ 6.
que é conhecida como a férmula de Euler.

Definicao 2.14. Sejam p € SedN, : T,S — T,S a diferencial da aplicacao normal de
Gauss em p. O determinante de dN, é chamada a curvatura Gaussiana K de S
em p, e o negativo da metade do trago de dN, € chamado a curvatura média H de

S em p. Assim,

K(p)=det(dN,) e H(p)=—3trago(dN,).
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No caso em que {e1,e3} é uma base ortonormal de T,S formada de autovetores

de dN,, com dN,(e1) = —kie1 edNy(e2) = —kaeq,

(k1 -+ kz)

K(p)=kika e H(p)= 2

Observacgao 2.9. Se mudarmos a orientag¢dao da superficie S, a curvatura Gaussiana

nao muda, mas a curvatura Média muda de sinal.
Definicao 2.15. Um ponto p de uma superficie reqular S é dito:
1. Eliptico, se det(dN,) > 0;
2. Hiperbdlico, se det(dN,) < 0;
3. Parabdlico, se det(dN,) =0, com dN, # 0;
4. Planar, se dN, = 0.

Observacao 2.10. Num ponto eliptico, a curvatura Gaussiana € positiva e, portanto,
as curvaturas principais tém o mesmo sinal. Assim, todas as curvas passando pelo

ponto tém seus vetores normais apontando para um mesmo lado do plano tangente.

Observacao 2.11. Em um ponto hiperbélico p, a curvatura Gaussiana € negativa.
Assim, as curvaturas principais tém sinais opostos e, portanto, eristem curvas pas-
sando pelo ponto p cujos vetores normais em p apontam para lados diferentes do plano

tangente.

Observacao 2.12. Fm um ponto parabdlico, a curvatura Gaussiana € nula, mas um

das curvaturas principais é diferente de zero.

Observacgao 2.13. Em um ponto planar p, todas as curvaturas normais sao nulas.

portanto K(p) = H(p) = 0.
Defini¢ao 2.16. Um ponto p € S é chamado umbilico se k,(p) = K2(p).

Observacgao 2.14. Se p é um ponto umbilico, entdo K(p) = 0. Além disso, K(p) =0

se, e s6 se, p € planar. Ou seja, um ponto umbilico € eliptico ou planar.

Uma maneira de caracterizar pontos umbilicos é através das curvaturas Gaussiana

e média, como mostra a seguinte proposigao.
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Proposicao 2.6. p é um ponto umbilico se e sé se, H*(p) = K(p).

Demonstragao.
+ K22 742 3—4 — Kg)?
H*(p) — K(p) = (y) ey 51*921““-2 mkz _ (K 4@) >0.
Logo, H?*(p) = K(p) se, e s6 se K, = k. O

2.5 Normal de Gauss em Coordenadas Locais

Trataremos agora de encontrar férmulas explicitas para o cdlculo das curvaturas
Gaussiana e Média de uma superficie parametrizada regular, em funcao dos coeficientes
da primeira e da segunda forma quadratica fundamental.

Seja S uma superficie orientada com orientagdo N. Seja X : U — X(U) uma

parametrizacao de S compativel com a orientacao N de S, isto é,

XulNXs

N(u,v) = N(X(u,v)) = m(uaﬂ),

para todo (u,v) € U.
Seja w € T,S, w = AX,(q) + pX,(g), com X(q) = p. Entéo

dNp(w) = dNp(AXu(q) + pXo(q)) = AdN,(Xu(q)) + ndNp(Xo(q)) = ANu(q) + nNo(q)-

Como N,(q)eN,(q) pertencem a T,S, podemos escrever esses vetores na base

{Xu(q), Xu(q)} :

Nu(q) = anXu(q) +anXo(q) (2.1)
Nu(q) = a12Xu(q) + a22X.(q); (2.2)
Portanto
dN,(w) = (an A + a2p) Xu(q) + (@21 A + azp) X, (q),
isto é,

A an a A
dN, _ n a2 ’
r az Q2 H
a;y a2

onde [dN,]s = ( ) ¢ a matriz de dN, na base {X,(q), X,(q)}

az; Q22

LIOTECA
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e ; a1 012 e . e
Observagao 2.15. A matriz [dN,|s = ndo € necessariamente simétrica.

az1 a2
Mas se a base {X,(q), X,(q)} € ortogonal, a matriz [dN,]z € simétrica, pois nesse caso,

por 2.1 e 2.2,

an = (anXu(q) + anX,(q), Xu(q)) = (dN,(Xu(9)), Xu(q))
=2 (XU(Q)! alZXu(Q) + ﬂzzxu(q» = a2

A expressao da segunda forma fundamental na base {X,(q), X,(q)} é dada por:

Op(w) = —(dN(w),w) = —(ANu(q) + pNo(q), AXu(g) + 1Xu(q))

= e(g)X* +2f(9)hu + g(g)u’.

onde
e(Q) = _(NH(Q):'XH(Q)) = (N(Q)= qu(q))
fla) = —(Nulg), Xu(q)) = (N(q), Xou(q)) = (N(q), Xuv(q)) = —(Nu(a), Xu(q))
g(Q) =2 '_(Nv(Q)!Xu(Q)) = (N(Q)': Xuv(q))

jé que (N, X,) = (N,X,)=0em U.

As funcoes e, f, g : U — R de classe C™ sao os coeficientes da segunda forma
fundamental na base {X,(q), X,(¢)}-

Como N, = a1 X, + an X, e N, = a;p X, + a»X,, temos que

—e(q) = (Ny,Xu) =anE +ankF;
_f(Q) o= <NusXv> = anF + GQIG;
—flg) = (Np,Xu) = a12E + anF;

_Q(Q) = (stXu>=ak2F+a220;

onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base { X,,(¢), X.(q)}-

Entao,
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ou seja,
ol
ajp Q12 o € f E F N 1 e f G -—-F (2)
as1 Qg2 f g F G EG-F* I g ¥ B J
Assim,
p _ [P—eG . _gF - fG
T EG-FY 2?7 EG - F?
p _eF—fE _ JFE—gE
ATEG-F2 T EG-F?
As equacgoes,

Ny = an Xy + an X,
Nv = al2Xu + 322Xvs

com a;;, G2, @1, € Ay obtidos acima sao conhecidos como as equagoes de Wein-
garten.
A partir de (2), obtemos que

K() = det(dNy) = det(e) = 22— 1)

é a curvatura Gaussiana de S em p, e que

_an tax leG—-2fF +gE

Hg=-2222_ 2292

é a curvatura média de S em p, onde X(q) = p.

Seja K, € Ky as curvaturas principais de S em p, isto é,
de(el) = —K1€7 € dN;,(Ez) = —Hha€s,

onde {e;,e3} é uma base ortonormal de autovetores de dN,,.

Como k; + k2 = 2H e k1k2 = K .Temos que kK, € Kk sdo as raizes da equacao
z2—2Hz + K = 0.

Se considerarmos k; = Ko, temos

H++VvH?-K

K1

_2H +AH?—4K _
- = -

- 2 _
— V42H iR
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que sdo fungoes continuas em S.
A proposi¢ao seguinte dé outra caracteriza¢do de um ponto umbilico, desta vez

em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.

Proposigao 2.7. Seja X : U C R? — R® uma superficie reqular. Um ponto q € U é

umbilico, se e so se, existe um nimero real A tal que
e=AE [=AF g=)G

onde E, F, G, e, [ e g indicam os coeficientes da primeira e sequnda formas funda-

mentais em q. Neste caso, A € igual as curvaturas principais de X em q.

Demonstragao. Se g € um ponto umbilico, entdo Yw € T,X, w # 0 temos que
kn(w) = A é constante. Isto é, I (w) = A, (w).
Portanto, w = aX,(q) + bX,(q), entao

a’e + 2abf + b*g = a®AE + 2abAF + V*)\G.

Em particular, se w = X, (¢q) obtemos e = AE. Analogamente, se w = X,(gq) obtemos
g = AG e finalmente, usando estas duas igualdades e considerando w = X, (q) + X, (q),
obtemos f = AF. Reciprocamente, se os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais sao proporcionais entao, para todo w € T, X, w # 0, temos

I (w) = My(w),

consequentemente k,(w) = A, isto é, ¢ é um ponto umbilico de X. O

|
|

OTECA



Capitulo 3

Classificacao de Pontos em

Superficies

Como aplicacao da Aplicagao Normal de Gauss, classificaremos os pontos das
seguintes superficies: O Plano, O Elipséide, A Esfera, O Paraboléide Hiperbélico, O
Cilindro Eliptico e do Toro.

Plano

Considere a parametrizaciao do plano X : U C R? — R3, definida por
X(u,v) = (u,v,0)

onde (u,v) € R?,
Temos que,

X. = (1,0,0)

X, = (0,1,0)

qu == (01 {L 0) = Xuv — va

XuAXy

N om oo (004
XA, %0

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:
B o= Xy, X, =1
F = (Xu,X,)=0
G = (X, Xp) =1

50
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Os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

e = (N,Xu)=0
f = (N-: Xm!) =0
4 = <Nvav) =0

As Curvaturas Gaussiana e Média sao:

7
e —
K(H,U) = E,g—_fm=0
leG —2fF 4+ gFE
Hwy) = 3 EGf—Fi'g =0

Logo, todos os pontos do plano sao planares.

Elipsoéide
Considere a parametrizacao do elipséide X : U € R? — R3 definida por
X (u,v) = (asen v cos u, bsen v sen u, ccosv),

onde U = {(u,v) € R;0<u<mev € R}.

Temos que

X, = (—asenvsenu,bsenvcosu,0)

X, = (acosvcosv,bcosvsenu,—csenv)

Xuw = (—asenvcosu,—bsenvsenu,0)

Xuw = (—acosvsenu,bcosvcosu,0)

X, = (—asenvcosu,—bsenvsenu,—ccosv)
N = galidy o (—bcsenvcosu, —acsen v senu, —abcosu)

IXuA Xl VA

onde, A = (acsenvsenu)? + (bcsenv cosu)? + (abcosv)?.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (X., X.) = (asenvsenu)? + (bsenvcosu)?
F = (X, X,) = (b* — a®)(cosvcosusenvsenu)

G = (X,,X,) = (acosvcosu)?+ (bcosvsenu)® + (csenv)*

51
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Os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

€ = (leuu> = %(abcsefv)
f B (Nu Xuv) =0
1
9 = (N, Xw)= ﬁ(ﬂbc)
As Curvaturas Gaussiana e Média sao:
2
K(wv) = el ;
[(ac sen vsenu)? + (besen v cosu)? + (abcos 'U)2]
abc[(acosvcos u)? + (becosvsenu)? + (csenv)? + (asenu)? + (bcos u)g]
H(u, ’U) = ] '

2 [(acsenvsen u)? + (besen v cos u)? + (abcosu)2] ’

A curvatura Gaussiana do elipsoide é dada por

K(u,v) = (abc)’ 5 >0

[(ac senvsenu)? + (besenvcosu)? + (abcos v)2]

para todo (u,v) onde u € R, e 0 < v < 27.

Entao concluimos que todos os pontos do elipséide sao elipticos.

Pela proposicao (2.7), um ponto é umbilico, se e s6 se,

e = AE (3.1)
f = AF (3.2)
g = NG (3.3)

onde A é igual s curvaturas principais de X em (u,v).
No caso do elipséide, como K (u,v) > 0, temos que A # 0.
Agora f = 0 implica F' = 0 e das equagoes (3.2) e (3.3) devemos ter eG = gE, ou seja,

(u,v) é umbilico, se e s6 se,

(senusenvcosucosv) = 0 e

(acosvcosu)? + (beosvsenu)® + (csenv)? = (asenu)? + (bcosu)®  (3.4)

Vamos nos deter aqui apenas no caso em que a > b > ¢ > 0.

Assim é facil ver que se cosu = () ou cos v = 0, nao existe (u, v) satisfazendo as equacoes
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acima. Portanto devemos considerar senu = (.

Substituindo senz = 0 na equagéo (3.4) resulta
b*> = (acosv)® + (csenv)?
Resolvendo a equagao (3.5) obtemos

e sen v =

53

(3.5)

Desta forma, considerando X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), os pontos umbilicos no

elipséide resumem-se a quatro pontos, ou seja, aqueles cujas coordenadas sao descritas

por

a2 — b2 P—ic?

z(u,v) = ta\/ ——, y(u,v) =0, z(u,v)=+c

a? —c*’

Esfera

Considere a parametrizagio da esfera X : U C R? — R3, definida por

X (u,v) = (asen v cosu,asen vsenu,acosu)

a? — 2

onde U = {(u,v) € R%u € Re 0 < v < 7}, para obtermos as curvaturas gaussiana e

média da esfera, basta fazermos a = b = ¢ nas curvaturas do elipséide.

E as Curvaturas Gaussiana e Média da esfera sao:

Kwv) = —
a
H(u,v) = 1
a

Sabemos que K (u,v) = 5 > 0 para todo (u,v) comu€Re 0 < v < 2.

Logo concluimos que todos os pontos da esfera sao elipticos.

Observamos ainda que H? = K, portanto, pela proposicao (2.6), todos os pontos da

esfera sdo umbilicos.



CAPITULO 3. CLASSIFICACAO DE PONTOS EM SUPERFICIES 54

Paraboléide Hiperbdlico

Considere a parametrizagao do Paraboléide Hiperbdlico X : R? — R? definida

por

g 2

v
X(U,‘U‘) = (u,’u,? o y)
onde U = {(u,v) € R%u,v € R}.

Temos que,
2u
X, = (1,0,*—(-13)
2v
X, = (013)
2
qu = (01 0)‘_0—2)
Xw = (0,0,0)
2
X = (0.0.55)
XN X, 1 /2u 2o
N = u ¥ o S 1
| X A Xl m(az b2’ )
onde, D=%“;+4—§’;+1.
Os coeficientes da primeira forma sao;
4 2
E = (Xu,X.)= 1+a—‘1
4duv
F = <X‘LH XH) == _(a,b]2
4 2
G o= (X, K= 1+%
Os coeficientes da segunda forma fundamental sao;
2
e = (N, X)) =—
(N, o) =
f = INX,) =0
2
— N-_. XT—?U —_— m——
9= WX =575

As Curvaturas Gaussiana e Média sao:
4 e a?(b* + 4v?) + ¥*(a* + 4u?)

K=- 5 - :
(ab)? [‘—‘:Tﬂ + %’;3 =} l] (ab)* [g‘_:;; £ %3 % 1] 2

Temos que, K < 0 para todo (u,v) € R.
Portanto, concluimos que todos os pontos do paraboléide eliptico sao hiperbdlicos.

Como K < 0, nao existem pontos umbilicos.
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Cilindro Eliptico

Considere a parametrizagao do Cilindro Eliptico X : U ¢ R? — R3, definida por
X (u,v) = (acosv,bsenv, u)

onde U = {(u,v) € R%;0 < u < 2mev € R}.

Temos que;
Xu - (01 0, 1)
Xy = (—asenv,bcosv,0)
qu _— (01 {]) 0)
X’HU = (0! 0? 0)
Xw = (—acosv,—bsenwv,0)
XuNX 1
N = - = —bcosv, —asenv, 0
[Xu AXoll  \/(asenv)? + (beosv)? ( )

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E

Il

(Xus Xy) =1

F = (X4 X,)=0

G = (X,,X,)=(asenv)?+ (bcosv)®
Os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

e = (N,Xu)=0

f o5 (N,qu) =0
ab

= N}Xw e
4 ( ) V/(asenv)? + (bcos v)?

As Curvaturas Gaussiana e Média sao:

K=0 & M= 9 ;
2[(asenv)? + (bcosv)?]2

Observemos que

K=0 e H #0,

Dai, conclui-se que todos os pontos do cilindro eliptico sdo parabélicos. Observamos

ainda, que H?2—K = H? # (), e portanto o cilindro eliptico nao possui pontos umbilicos.

|
|
1
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Toro
Considere a parametrizacao do toro X : U C R? — R? definida por
X(u,v) = ((a+rcosu)cosv,(a+ rcosu)senv,rsenu)

onde (u,v) € U = (0,27) x (0, 27).

Temos que
Xu = (—rsenucosv,—rsenusenv,rcosu)
Xy = (—(a+rcosu)senv,(a+ rcosu)cosv,0)
Xuw = (—rcosucosv,—rcosusenv,—rsenu)
Xuw = (rsenusenv,—rsenucosv,0)
Xow = (—(a+rcosu)cosv,—(a+ rcosu)senw,0)

Com os valores acima, obtemos

E = (X, X)) =71
F o= (XX =0

G = (X, X,) = (a+rcosu)?
os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, }. g -’
Ll |
e = (N, Xw> P (Xu A Xwqu) = det(Xu,Xu, Xw) F;]
”Xu A qu vVEG — FE — :
_ r*sen’v(a + rcosu) + r? cos? v(a + r cos u) - :-
- r(a + rcosu) o
(XH A XU] X‘lu) dEt(Xﬂ']XU'I XIIU) s &
= (N, Xw) = = =0 S
e "= XA K] VEG = F? P
Xu A U’Xw u:r v Xl") w
§ = (N,Xw)=< X, )=det(X X ) =
1 Xu A Xl VEG - F?

rcosu(a + rcos u)?
= = cosu(a + rcosu)
r(a + rcosu)

os coeficientes da segunda forma fundamental na base {X,, X, }.
Finalmente, como K = E"-"G;_%, temos que ,

eg—f* rcosu(a+rcosu) cosu

K = = :
EG - F? r2(a + rcosu)? r(a+ rcosu)

Observe que K s6 depende de u, isto é, K é constante ao longo de um paralelo.

Assim,
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3

e K =0 ao longo dos paralelos u = Jeu = 3.

Os pontos desses paralelos sao parabélicos, pois 11, # 0, ja que e =1 # 0.

e K > 0 ao longo da regido do toro dada pela condiciio u € (0, %) U (%”, 211') , pois
r > 0ea > r; os pontos dessa regiao sao, portanto, elipticos.

e K < 0 ao longo da regiao do toro dada pela condigao u € (%, 37“), os pontos

dessa regido sao, portanto, hiperbdlicos.

Fizo de Rotagdo

Figura 3.1: Curvatura Gaussiana no Toro.
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