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Resumo

Neste trabalho iremos falar sobre conceitos relacionados a geometria diferencial, como
Superficie Regular, Primeira e Segunda forma fundamental, Aplicagio de Gauss, Iso-
metria e de forma especial do Teorema Egregium de Gauss, provado por Carl Gauss
(1827), que é considerado, pela extensdo de suas consequéncias, um dos fatos mais

importantes da geometria diferencial.

Palavras-chave: Superficie Regular. Teorema Egregium de Gauss. Geometria Di-

ferencial.



Abstract

In this paper we will discuss concepts related to differential geometry, such as Sur-
face Regular, First and Second fundamental form, Application of Gauss, Isometry and
more specifically of the Theorem egregium Gauss, shown by Carl Gauss (1827), which
is considered, by extension consequences, one of the most important facts of differential

geometry.

Keywords: Surface Regular. Theorem Egregium Gauss. Differential Geometry.
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Introducao

Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de Abril de 1777 - Gottingen,
23 de Fevereiro de 1855), foi um matemético, astrénomo e fisico alemao que contri-
buiu muito em diversas dreas da ciéncia, dentre elas a teoria dos niimeros, estatistica,
andlise matemdtica, geometria diferencial, geodésia, geofisica, eletroestatica, astrono-
mia e Optica.

Alguns o referem como princeps mathematicorum (em latim, “o principe da ma-
tematica’ou “o mais notavel dos mateméticos”) e um “grande matemdtico desde a
antiguidade.” Gauss é um dos mais influentes na histéria da matematica. Ele refere-se
a matematica como “a rainha das ciéncias”.

Em 1827, Gauss publicou a sua famosa obra Disquisitiones Generales Circa Su-
perficies Curvas. Nesta publica¢do, Gauss apresenta, entre outras coisas, uma demons-
tragdo de um teorema que o préprio designou de Egregium.

O Teorema Egrégio (do latim Theorema Egregium, ”teorema notével”) é um re-
sultado fundamental em geometria diferencial que trata da curvatura das superficies.
O teorema afirma que a curvatura gaussiana de uma superficie fica completamente de-
terminada pela medigao de angulos, distancias e suas proporg¢des na prépria superficie,
sem qualquer referéncia a forma particular segundo a qual a superficie esteja situada
no ambiente do espago tridimensional euclidiano. Assim, a curvatura gaussiana é um
invariante intrinseco das superficies.

O teorema é “notavel”porque a defini¢do inicial da curvatura gaussiana faz uso
direto da posi¢do que a superficie ocupa no espago. Deste modo, é bastante surpreen-
dente o fato de que o resultado final nao depende de sua imersio apesar de todas as
deformagoes submetidas.

Em termos mateméticos modernos, o teorema pode ser enunciado como segue: a

-y
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curvatura gaussiana de uma superficie é invariante sob isometrias locais.

Uma esfera de raio R tem uma curvatura gaussiana constante que é igual a 1/R.
Ao mesmo tempo, a curvatura gaussiana de um plano é zero. Como consequéncia
do teorema egrégio, néo se pode embrulhar uma esfera com um pedaco de papel sem
amassa-lo. Reciprocamente, a superficie de uma esfera nao pode ser desdobrada em
uma superficie plana, sem distorcer as distancias. Se alguém fosse pisar em uma casca
de ovo vazia, suas bordas teriam que se quebrar ao expandir antes de poder ser acha-
tada. Matematicamente falando, uma esfera e um plano nao sido isométricos, nem
mesmo localmente. Este fato é de grande importancia para a cartografia: ele implica
que € impossivel criar um mapa perfeito da Terra, mesmo que seja para um pedaco
pequeno de sua superficie. Portanto toda projecdo cartografica distorcerd necessaria-
mente pelo menos algumas distancias.

O catendide e o helicdide sao duas superficies bem diferentes em sua aparéncia.
Apesar disso, pode-se deformar continuamente cada uma delas na outra: elas sio
localmente isométricas. Segue do teorema notdvel que sob esta deformacéo a curvatura
gaussiana em quaisquer dois pontos correspondentes do catenéide e do helicéide é
sempre a mesma. Desse modo uma isometria consiste simplesmente de torcer e entortar
uma superficie sem qualquer amassamento ou rasgo interno, em outras palavras, sem
qualquer tensdo, compressdo ou cisalhamento extra.

Neste trabalho daremos a definigao de superficie regular em R®. Uma superficie
regular, intuitivamente, é obtida tomando-se pedacos do plano, deformando-os e colando-
os entre si, de tal modo que a figura resultante nao apresente pontas, arestas ou auto-
interse¢oes; e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos dessa figura. Tra-
tamos as superficies sob o ponto de vista da diferenciabilidade.

Como posso fazer geometria, ou seja, medir distancias, angulos ou 4reas dentro
de uma superficie, investigamos os aspectos fundamentais da geometria cléssica das
superficies. Talvez a mais importante delas seja a primeira forma fundamental.

Fazemos um estudo da Aplicagao de Gauss, instrumento fundamental para o
estudo das propriedades invariantes por isometria. Posteriormente, introduz-se uma
maneira de medir a curvatura de uma superficie. A diferencial da aplicacio Gauss é
um operador autoadjunto e este fato permite associd-la a uma forma quadritica. A

esta forma chamamos de segunda forma fundamental. As curvaturas principais sao
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os autovalores da diferencial da aplicagio Gauss. A partir delas é possivel definir
duas invariantes importantes associados com esta aplicacio: a curvatura de Gauss e a
curvatura média.

Apresentamos a nogao de isometria entre superficies, como uma aplicacdo que
preserva a primeira forma fundamental. Isto significa que a aplicacao preserva os
conceitos métricos definidos a partir da primeira forma, ou seja, comprimentos, angulos
e dreas. O trabalho termina com a prova do Teorema Egregium de Gauss, um dos
teoremas mais importantes do século XIX. Este teorema mostra que a curvatura de
Gauss é um conceito intrinseco de uma superficie. Para demonstrar este resultado
cldssico, é necessério introduzir os chamados simbolos de Christoffel - simbolos que
apenas dependem dos coeficientes da primeira forma fundamental e das suas derivadas.

A descoberta de Gauss foi um divisor de dguas no estudo de superficies. Ele
mostrou que algumas propriedades das superficies nao dependem do espaco onde elas
estao, somente da sua natureza intrinseca. Apés a descoberta de Gauss, os matematicos
viram que nao era necessario pensar que uma superficie estava dentro de um espaco
maior (como o espaco tridimensional em que vivemos, por exemplo), e isso foi um
grande passo em direcdo a definigdo de variedades, objetos nos quais se faz geometria
atualmente. Isso deixa a geometria ser aplicada a problemas diversos, desde economia

a fisica tedrica.



Capitulo 1

Preliminares

Inicialmente, definiremos superficie regular, e com base nesta definicdo, introdu-
ziremos a primeira forma fundamental, a aplicacdo de Gauss e alguns conceitos da
geometria intrinseca das superficies. As referéncias para os estudos neste trabalho sio

(2], [10] e [11].

1.1 Superficies Regulares

Faremos de inicio uma breve discussao sobre curvas e em seguida estabeleceremos

alguns resultados sobre superficies regulares.

Definicao 1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada é wma aplicagio diferencidvel

a:1—R3 onde I é um intervalo aberto em R. Escrevemos,

a(t) = (z(t), y(1), 2(2)),
com z,y,z: I — R. Esta curva € dita curva regular, se o/(t) # 0, para todo t € 1.

A partir desse momento, omitiremos o termo diferencidvel apenas por simpli-
cidade. Dado ty € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular

a: I — R3, a partir do ponto t, é, por definicao,

0= o)1t

onde |/ (t)| = /(2'(1))2 + (' (t))% + (2'(t))? é o comprimento do vetor a/(t).

12
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Defini¢ao 1.2. Um subconjunto S C R® ¢ uma superficie regular se, para cada
p € S, eristem uma vizinhanga V. C R® e um homeomorfismo diferencidvel
X:UCR?* 5 VNS CR? onde U é um aberto, tal que, para todo q € U, a

diferencial dX,: R? — R3 ¢ injetiva.

A aplicagio X : U C R? - VNS C R® é denominada uma parametrizacao de S
no ponto p e a vizinhanga . A vizinhanga V' N S se denomina vizinhanca coordenada ,

(ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Vizinhanga coordenada do ponto p € S

Vamos calcular a matriz da aplicacio linear dX, nas bases candnicas
{er = (1,0), e2 = (0,1)} de R?, com coordenadas (u,v) e {f=(1,0,0), fo = (0,1,0),
f3=1(0,0,1)} de R?, com coordenadas (z,y, z) .

Seja g = (uo, vp). O vetor e; é tangente & curva u —» (u,v9) cuja imagem por X

€ a curva na superficie S

u — (z(u, vo), y(u, vo), 2(u, vy))

chamada curva coordenada (ver. Figura 1.2) v = vy. O vetor tangente desta curva

tem em X(q) é o vetor
0X Oz dy 0z
dXx = () = [ —(d). ~2(q). — —
() =50 = (520 340 @) = X,
Analogamente, o vetor tangente & curva coordenada u = U

v — (z(uo, v), y(uo, v), 2(uo, v))

UFL
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v

or

aXfen) = Gola) 5o(a). 5o @) =

Portanto, a matriz da aplicagao linear dX, (que designamos pela mesma notacao

para simplificar) nas bases canonicas do R? e R® é

Observagao 1.1. Para a aplicacao diferencial dX,: R* — R® ser injetiva, significa

dy

X

(9)

Figura 1.2: Curvas Coordenadas

X, =

% (q)
%(q)

%(q)

% (q)
% (q)
2(q)

Xo:

14

que os dois vetores coluna da matriz Jacobiana acima sdo linearmente independentes,

ou seja, que

X, AX, 40

ou ainda, que um dos determinantes:

9(z,y)
d(u,v)

o(z, z)
O(u,v)

Ay, 2)
O(u,v)

é diferente de zero.

oz
@ = g;(Q)

5;(9')

B_x(q)

(9) = | B

6_u(QJ

%
@) = g:é(f.r)
(9)

du

Oz

()
3

'5;(9)
0%

——;(Q)
-3-5(?)

e —

| BBLIOTEC
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)
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Exemplo 1.1. (Superficies de Revolug¢do) Sejam 7 um plano, L C 7 ¢C C m uma
curva reqular que nao intersecta a reta L. A superficie girando a curva C em torno da

reta L é chamada Superficie de Revolugdao com geratriz C e eizo de revolugdo

& L

Figura 1.3: Curva C e reta L no plano m

a reta L. Os circulos descritos pelos pontos de C sdo os paralelos de S e as vdrias
posigoes de C, sobre a superficie S (interseccoes de S com os planos que contem o eizo
de revolugdo) sao denominadas meridianos de S.

Vamos considerar o caso em que m = plano zz e L = eizo Oz.

Seja a: (a,b) = a(a,b) =V NC, alv) = (f(v),0,9(v)), f(v) > 0, uma parame-
trizagdo de C, onde V ¢ um aberto de R®, e designamos por u o dngulo de rotacdo em

torno do eizo Oz.

Consideramos a aplicagao X : (0,27) x (a,b) — S dada por:

X(u,v) = (f(u) cosu, f(v)senu, g(v)).

meridiano
paralelo

Figura 1.4: As curvas v = const. sdo os paralelos e as curvas u = const. sio 0s

meridianos de S.
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e X :U — X(U) é uma parametrizag¢io de S, onde U = (0,27) x (a,b).

De fato:
1. X(U)=SN(R®—{(z,y,2) € R®|ly =0ex > 0}) é um aberto de S.
2. X é diferencidvel, pois f, g : (a,b) — R sdo funcoées diferencidveis.

3. dX(uy) : R? = R® € injetora para todo (u,v) € U, pois
1 Xu A Xol*(w,v) = ||(—f(v)senu, f(v)cosu,0) A (f'(v)cosu, f'(v)senu, ¢ (v))|?
= [I(f(v)g'(v) cosu, f(v)g'(v) senu, —f(v) f'(v))|*
= J)(/'()* +4'()*) >0,

para todo (u,v) € U.
4. X :U — X(U) € injetora e X' : X(U) = U é continua.

De fato, seja (z,y,2) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)). Entio, z = g(v) e f(v) = \/22 + 32

Como a : (a,b) = al(a,b)), a(v) = (f(v),0,9(v)), é um homeomorfismo, v é deter-
minado de maneira inica por v = a‘l(\/m, 0,2) e é uma funcao continua de
\/r-i-y? e z, e portanto, uma func¢ao continua de x,y e z.

Além disso, como cosu = ﬁ = ﬁ'ﬁ’ senu = ?(‘"T) = 7;¥+=V” eu€ (0,27), o
parametro u € determinado de modo tnico. Logo, X € injetora.

Para provar que X~ € continua, temos que mostrar ainda que u é uma funcgao
continua de z,y e z.

Seja (x,y,z) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)) € X(U). Como u € (0,2r) temos que

5 € (0,m) e, portanto, cotg ¥ estd definida, para todo u € (0,27) e
u _ cosy __ 2cos jsen 3 sen u ?E{v_) y

COtg§= u :2: 3_ - F 7 s
SEBE 28811—2'8811— 1 —cosu l—m \/1-2+y2_$

2

Observe que /2% +y? —x # 0, pois X (U) C R® — {(z,y,2) e Ry = 0ez > 0}.
Entao u = 2c0tg(7zéj+?—_z) € uma fungao continua de =,y e z.

Como S pode ser coberta inteiramente por parametrizacoes similares, seque-se

que S € uma superficie regular.

A esfera e o catenédide sao exemplos de superficie de revolugao.

IOTECA
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Exemplo 1.2. Seja S o subconjunto de R® dado pela imagem da aplicacio
X :(0,27) x (—o00,00) = R? definida por

X(u,v) = (vcosu,vsenu,au),a # 0

Tal subconjunto é chamado de Helicéide (ver Figura 1.5). Demonstraremos que S é

reqular.

Figura 1.5: Helicélide
A inversa da aplicagdao continua diferencidvel X, dada por
e = (ron () v )
X (L 2) = (a,:ccos (a) + ysen 2))

é continua. Dai, concluimos que X é um homeomorfismo diferencidvel.

Observamos que a diferencial de X é injetiva. De fato,

(o) (Aed) + () -+t

Logo algum dos determinantes Jacobianos é nio - nulo. Portanto o helicéide é uma

superficie regular.

Pela definicao de superficie regular, cada ponto p de uma superficie regular S
pertence a uma vizinhanca coordenada. Para falarmos em diferenciabilidade de uma
fungdo f : S — R num ponto p sobre a superficie, vamos tomar uma vizinhanga de p,
com coordenadas u e v, e f serd dita diferencidvel em p se sua expressao em termos
das coordenadas admite derivadas parciais continuas de todas as ordens. Porém, o
mesmo ponto p pode pertencer 4 varias vizinhangas coordenadas, logo poderfamos
eleger outra parametrizagao em uma vizinhanga de p. Para que a defini¢io de superficie

regular tenha sentido, é necessario que esta ndo dependa da parametrizacao escolhida.
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Para isto, é fundamental mostrar que quando um ponto p pertence a duas vizinhangas
coordenadas, com parametros (u,v) e (§,7), é possivel passar de um destes pares de
coordenadas ao outro através de uma aplicacao diferencidvel.

Seja p um ponto de uma superficie regular S, e sejam X : U € R? — R3 e
Y : V € R?* — R? duas parametrizagoes de S, tais que p € X(U)NY (V) = W.

Como X e Y sao homeomorfismos, temos que W é uma aberto de S e, portanto
XY (W) e Y™ (W) sdo abertos de R2.

Se X e Y sao dadas por

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U,

Y(§n) = (x(§n).y(€n),2(5m),  (En) €V,
entdo a mudanca de parametros h= X "'oY : Y /(W) — X~'(W) dada por
h(§,n) = (u(€,n), v(€,n)),

u=u(§n), v=vn), (En)eY(W),

€ um homeomorfismo com inversa h™' =Y 1o X : X"} (W) = Y,

h(u,v) = ((u,v), n(u, v)).

Figura 1.6: Coodernadas diferentes em torno do ponto p.

Proposicao 1.1. (Mudanc¢a de Pardmetros)
A aplicagio h= X" oY : Y"Y (W) — X Y (W) € um difeomorfismo C>.

Demonstragao. Ver |[2]. 0
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1.2 Plano Tangente

Definicao 1.3. Sejam S C R® uma superficie reqular e p € S. Dizemos que v € R3
¢ um vetor tangente a S em p se v = o(0), onde a : (—¢,¢) = S é uma curva

parametrizada diferencidvel em 0 e a(0) = p.
Denotaremos por 7,S o conjunto de todos os vetores tangentes & S em p.

Definicao 1.4. Sejam X : U C R* — S uma parametrizagio de uma superficie
regular S e q um ponto em U. O subespago vetorial de dimensao dois, dX,(R?) C R3,
que cotncide com o conjunto Tx ) (S) dos vetores tangentes @ S em X(q), é chamado

plano tangente a S em p.

O plano dX,(R?), que passa por p = X(q), ndao depende da parametrizacio X.

Seja X : U — X(U) uma parametrizacao de S em p, com X(q) = p. Fazendo a
identificagao 7,8 = dX,(R?), temos que {X,(q), X,(¢)} é uma base de T,S chamada
a base de T,,S associada a X.

Dada uma parametrizagdo X : U — X(U) de S em p, podemos escolher um

vetor unitario normal em cada ponto p € X(U) da seguinte maneira:

_ Xul@) A Xo(g)
N = R0 A %@

onde X(g) = p, ¢ € U. Obtemos, assim, uma aplicagdo N : X(U) — R® diferencidvel.

(9),

O produto interno candnico de R? induz em cada plano tangente T,S uma su-
perficie regular S um produto interno que denotaremos por (, ),.

Assim se u = (uy, up, u3), v = (v1,v9,v3) € T,S C R?, isto 6,
(u, v)p = wyv) + ugvz + ugvs

A esse produto interno, que é uma forma bilinear simétrica (isto é, (u, v), = (v, u),

€ e linear em u e em v), corresponde uma forma quadratica
I(v) = (v,v)p =[| v =0

Definicao 1.5. A forma quadrdtica I, : T,S — R, I,(v) = (v,v),, é chamada primeira

forma fundamental da superficie reqular S em p € S.
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Geometricamente a primeira forma permite realizar medigoes sobre a superficie.

Vamos expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, } de T,S associ-
ada a uma parametrizagao X : U — X(U) € S de S em p.

Seja v € T,,S. Entao existe uma curva a : (—¢,€) = X (U) diferencidvel em 0 tal
que a(t) = X(u(t),v(t)), com p = a(0) e v = &'(0) = v/(0)X.(q) + v'(0)X,(g), onde
X(g)=peqel.

Entéao
L('(0)) = (a’(0),a'(0)),
= (X' + X', Xyt + X,0'),
= (X, Xu)p(“,)z + 2( X4, Xv)pu!'”’ + (X, Xv)p('”’)g
=] E(u!)2 I 2Fu.'v.f + G(UJ‘)2
onde

E(up,v) = (Xu, Xudp
Flug,v9) = (X, Xﬂ)p:
G(up,v0) = (Xu, Xu)p
sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,} de T7,5.

Observacao 1.2. As fungoes E,F,G : U — R sio de classe C*, E(u,v) > 0,
G(u,v) >0 e (EG — F?)(u,v) > 0 para todo (u,v) € U, pois

1Xu A Xu|l* = [ Xul®|Xol? = (Xu, X)* = EG - F? > 0
ja que X,(u,v) e X,(u,v) sdo L.I.

Exemplo 1.3. Seja X(u,v) = py + uwy + vws, (u,v) € R?, onde py € R® e wy, ws
sdo vetores ortonormais de R, isto é, X descreve o plano ortogonal a w; x w, que
passa por po. Entao, X,(u,v) = wy e X,(u,v) = wa. Como w, e wy sdo ortogonais,
obtemos que os coeficientes da primeira forma quadrdtica sdo as funcées constantes

E(u,v) = G(u,v) =1 e F(u,v) =0.

Exemplo 1.4. Seja o cilindro reto cuja parametrizacio X : U — R? é dada por (ver

Figura 1.7)

X(u,v) = (cosu,senu,v), U = {(u,v) €R*0<u<2m—00<wv< 00}
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Para calcular os coeficientes da primeira forma fundamental, observamos que

Xu = (—senu,cosu,0), X, =(0,0,1). Logo, E =sen*u+cos’u=1,F=0eG=1.

Figura 1.7: Cilindro reto sobre o Circulo z% + y* = 1

O plano e o cilindro acima, tem a mesma primeira forma fundamental. A justifi-
cativa geométrica para isto é a seguinte: uma folha de papel plana pode ser enrolada
num cilindro, de modo ébvio, sem deformagéo. Se tragcarmos uma curva na folha plana,

depois de enrolada torna-se uma curva no cilindro e, como nao houve deformacao, os

comprimentos de ambas as curvas coincidem.

vu g !"P}“TE

UFCG:

Figura 1.8: Curva na folha plana, depois de enrolada torna-se uma curva no cilindro. 1

Exemplo 1.5. Consideremos a sequinte parametrizacio do Helicéide
X(u,v) = (veosu,vsenu,au),0 < u < 27, —00 < v < 0.

O cdlculo dos coeficientes da primeira forma fundamental nesta parametriza¢ao nos
dd:

X, = (—-usenu,vcosu,a) e Xy= (cosu,senu,O).

E assim os coeficientes da primeira forma fundamental sdo:

E=v+a* F=0eG=1
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Exemplo 1.6. Consideremos a superficie de rotagao
X(u,v) = (¢(v) cos u, p(v) sen u,y(v))

onde u € (0,27),a <v < be p(v)>0.

Como,
Xu = (—¢(p) senu, p(v) cosu,0) e X, = (¢'(p) cosu, ¢'(v) senu, ¥'(v)

Dai temos,

E=¢*(v),F=0eG=(¢()*+ ¥ (v))>

Exemplo 1.7. Seja S? = {(z,y,2) € R? | 22+ y*> + 2% = 1} a esfera unitdria de centro
na origem X : (0,27) x (0,7) — S?

X(u,v) = (senucosv,sen usenv,cosu),

uma parametriza¢io de S* dada por suas coordenadas esféricas.
Temos que

X, = (cos ucos v, cosusen v, — sen u)

X, = (—senusenv,senucosv,0).

Portanto,
E=1,F=0 ¢ G=sen’u.

A importancia da primeira forma fundamental é podemos resolver problemas
métricos de uma superficie regular sem fazer referéncia ao ambiente R® no qual S est4
mergulhada.

Usando a primeira forma fundamental de S, podemos reescrever o comprimento

de arco de uma curva parametrizada o : I — S por

s(t) = fo (o)t = /0 @),

pois I(d/(t)) = (a'(t),d/(t)), = ((t),a/(t)) = |a'(t)|?>. Além disso, se a : [ — S
esta contida numa vizinhanga coordenada correspondente a parametrizagao X (u,v),

podemos calcular o comprimento de arco de o por

#(t) = /: VEW)? 4 2Fu'v + G(v')2dt
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O angulo 0 de duas curvas parametrizadas regulares o, 8 : I — S que se inter-

ceptam em a(ly) = B(tp) fazem neste ponto é dado por

g — (@(t), B'(t))
lloCto) 13" (to) I

Em particular, o cosseno do angulo ¢ entre as curvas coordenadas de uma para-

cos

metrizagao X (u,v) é
(Xuy Xy)  F

IXXI — vVEG

Entao, as curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao ortogonais se, e somente

cosp =

Vi

v = const

Figura 1.9: Curvas Coordenadas

se, F(u,v) = 0, para todo (u,v) € U. Uma parametrizagio assim é chamada uma
parametrizacao ortogonal.
Uma outra questao métrica que pode ser tratada com a primeira forma funda-

mental é o cdlculo da area de uma regiao limitada de uma superficie regular S.

Definicao 1.6. Um dominio (regular) em S é um subconjunto aberto e conezo de S tal
que sua fronteira € a tmagem de um circulo por uma aplicagio que é um homeomorfismo
diferencidvel regular (isto €, sua diferencial ndo se anula)ezceto num nimero finito de
pontos. Uma regigo S é a unido de um dominio com sua fronteira. Uma regido de S

€ limitada se estd contida em alguma bola de R3.

Vamos considerar regioes R que estdao contidas em uma vizinhanca coordenada
X(U) de uma parametrizacao X : U — X(U) de S. Isto é, R = X(Q), onde Q é uma
regido limitada de R® contida em U.

Definigao 1.7. Seja R C S uma regido limitada de uma superficie S contida em uma

vizinhanga coordenada X (U) de wma parametrizacio X : U — X(U) € S. O mimero
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positivo
A(R) = f/ | Xu A X, |dudv,
Q

é chamada drea de R,onde Q = X }(R).
Convém notar que,
| Xu A Xy P +{Xu, Xo)2 =| X, P X, %,
o que mostra que o integrando de A(R), pode ser escrito como
| Xy A X, ’= VEG — F?

Definicao 1.8. Uma superficie reqular S é orientdvel se é possivel cobri-la com uma
familia de vizinhangas coordenadas, de forma que se um ponto p € S pertence a duas
vizinhangas desta familia, entao a mudanga de coordenadas tem determinante jacobiano
positivo em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacao de S, e a

superficie S, neste caso, € dita orientada.

1.3 Aplicagao Normal de Gauss

Dada uma parametrizagao X : U C R? — S de uma superficie regular S no ponto
p € S, podemos escolher um vetor unitdrio normal em cada ponto p € X(U) da

seguinte forma:

N(p) = Xu(q) A X.(q)

= K@ A X@T P

onde X(U) = p, q € U. Visto que

XuA Xy = (Xu A X,) (32 :3)

para X (u,v) outra parametrizacio de S em p, entdo o sinal de N muda de acordo com
sinal do determinante de mudancas de varidveis.

A aplicagao N : X(U) — R? associa a cada ¢ € X (U) um vetor normal unitario
N(q). Sendo V um aberto de S, a aplicagio N : V € S — R? é chamada de campo
diferencidvel de vetores normais unitérios em V. Se pudermos definir esse campo
em cada V' C S de maneira continua, entao diremos que N é uma orientagao de S e,

neste caso, a superficie sera dita orientdvel.
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De agora em diante, S denotard uma superficie regular orientdvel na qual foi
escolhida uma orientagao N : S — R3. Diremos simplesmente que S é uma superficie

com uma orientacao N.

Definicao 1.9. Seja S C R® uma superficie com uma orienta¢io N. A aplicagdo

N : S — R? toma seus valores na esfera unitdria
5% = {(z,y,2) eRY|? + ¥ + 22 =1}.

A aplicagdo N : S — S?, assim definida, é chamada o Aplicagdo de Gauss de S.

Figura 1.10: Aplicagao de Gauss N : S — 2.

Observacao 1.3. A aplicagdo de Gauss N : S — S? ¢ diferencidvel.
De fato, a aplicagio N : S — S? ¢é continua e se X : U = X(U) C S é uma
parametrizagio de S em p, p € SeY : V — Y(V), entdo a aplicacio

Y loNoX: U=V

€ diferencidvel, pois N o X : U — R? € diferencidvel, ¢ Y™! é a restricio de uma

aplicagao diferencidvel definida num aberto de R3.

Sejam p € S e dN, : T,S — Ty S? a diferencial da aplicagao de N em p. Como
Tn)S? = T,8, Tn()S? é o plano perpendicular a N(p), dN, pode ser vista como uma
aplicagao linear em T,S. Seja dN,, : T,S — T,S a diferencial da aplicacio de Gauss
em p e seja a : (—¢,€) = S uma curva diferencidvel com a(0) = ped/(0) = v € T,S.
Entao dN,(v) = N'(0) € T,,S, onde N(t) = N o a(t), mede a taxa de variacao com que
N, restrita & curva a, muda de dire¢do numa vizinhanga de ¢ = 0.

Assim, dN, mede o quanto N se afasta de N(p) numa vizinhanca de p, isto é,

mede quanto S se afasta de 7),S numa vizinhanga de p.

TECA
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No caso das curvas essa medida é dada pelo um mimero, a curvatura. Para as
superficies, esta medida é dada por um aplicagao linear, a diferencial dN,, : T,S — T, S
deN no ponto p € S.

Proposicao 1.2. A diferencial dN,, : T,S — T,S da aplica¢io de Gauss é uma

aplicagao linear autoadjunta.

Demonstragao. Como dN,, é linear. A demonstragao consiste em mostrar que (dN,(w; ), ws) =
(wy, dNy(w3)), para uma base {w;, we} de T,S. Se a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva
parametrizada em S, com a(0) = p, temos
dNy(a'(0)) = dN,(X,u'(0) + X,v'(0))
d
= Z(NoX(u(t),v(®)|
d
i CORTONI

= N,u'(0) + N,v'(0)

Usando a linearidade de dN e comparando a primeira e tltima linha das ex-
pressdes anteriores temos que : dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Assim para con-

cluimos a demonstrac¢ao basta, mostrar que
(Nu, Xo) = (Xu, Nu)

Derivemos (N, X,,) = 0 e (N, X,) = 0, em relacdo a v e u, respectivamente e obteremos
(Ny, Xu) + (N, Xup) = 0 € (Ny, Xp) + (N, X,u) = 0. Como X é de classe C?, garante

que X,, = X,, dai temos,
<Nu:X‘U> = _<N1 X‘I’.I'I’J’) = (va Xu)

a

O fato da dN, : T,S — T,S ser uma aplicagao linear autoadjunta nos permite

associar a d N, uma forma quadritica Q em 7,5, dada por Q(v) = (dN,(v),v), v € T,S.

Defini¢ao 1.10. A forma quadrdtica I1,, definida em T,S por I11,(v) = —(dN,(v), v)
€ chamada Segunda Forma Fundamental se S em p.
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Como dN, é uma aplicagao autoadjunta, entdo dN, possui autovalores e auto-
vetores. Os autovetores de -dN,, k;, ks, com (k; > k), sdao chamados Curvaturas
Principais de S no ponto p.
Sejam p € S e dN, : T, — T,S a diferencial da aplicagdo de Gauss. O
determinante de dN, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo
da metade do trago de dN,, é chamado curvatura média de S em p. Em termos das

curvaturas principais k; e ks, podemos escrever
1
K = kiks, i = §(k1 + k2)

A segunda forma fundamental retine todas informagao acerca das curvaturas principais,
gaussiana e média dos pontos da superficie.
e A matriz da Segunda Forma Fundamental relativa a base { X, X,} de T,,S.
Seja
e(u,v) f(u,v)
f(u,v) g(u,v)
tal matriz, cujas entradas sao as funcoes e, f,g : U — R de classe C™ séo

coeficientes da segunda forma fundamental, e sdo calculados por

£ = (Xm _de(Xu)) = (X _Nu> = (Xﬂus N>
f = (Xm _de(Xv)) = (Xv: _de(Xu)) = (Xuvs N) (1'1)
g = <Xm_de(Xu)> = (Xy,—Np) = (X, N)

e A matriz associada a aplicagdo dN,, relativa a base {X,, X,} de T,S.
Suponhamos que esta seja a matriz

a1 a2
[de] =
Az Qa2
onde suas entradas sao determinadas pelo sistema
{ Nu = allXu =+ a?lxv

Nv = 312Xu + a22Xu

(1.2)

fazendo o produto interno de cada equagao de (1.2) com X, e X,, obtemos

—e = (luE + G'ZIFa —f = ankF + GQIG (13)

-—-f = GIQE + (]‘.22F, —g = apF + a»G

lUi‘";;.--.: i
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onde E, F, G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base { X,,, X, }.

Escrevendo na forma matricial, temos
e f E F ap; @y
f g F G Q21 QA

Visto que EG — F? é diferente de zero.

| =

ay; A2 o E F ~e =f
a1 a23 F G =~ —9 |
B 1 G -F —e —f
EG — F? -F E =F =y

Portanto, os coeficientes da matriz associada a dN,, sdao dados por

F—eG F-fG

agy = EG—F2: a2 = EG—F (1 4)
_ eF—fE _ fF-gE ’
@21 = Fo-F2 a2 = EG-F?

As equacoes
Nu " allxu + 0'2le € Nv . 312Xu #* a22xu1
com ayy,ayz, Az, agg obtidos acima, séo conhecidas como as equagoes de Wein-

garten.

Usando (1.4), podemos reescrever as férmulas para as curvaturas média e Gaus-

siana. Assim teremos

eg=f*
K(p) = del(~dN,)=det(ay;) = z5—F5 (1.5)
- 1. _a;1+a22HeG—efF+gE
H(p) = Q‘T(—de) =T " T Eo_ (1.6)

Classificagao dos Pontos de uma superficie

Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. De acordo com os valores das

curvaturas Gaussiana e Média, um ponto p = (u,v), diz-se :

¢ Eliptico se K(p) > 0 (isto é, se as curvaturas principais forem ambas positivas

ou ambas negativas;)

¢ Hiperbélico se K(p) < 0 (as curvaturas principaistem sinais opostos);
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e Parabélico se K(p) = 0 e H(p) # 0 (uma das curvaturas principais ¢ nula e a

outra é nao - nula);
e Planar se K(p) = H(p) = 0 (as curvaturas principais sdo nulas);
e Umbilico se K;(p) = ka(p).

Exemplo 1.8. O plano n de R* definido pelo exemplo(1.3), com a seguinte parame-
trizacdo X(u,v) = po + wiu + wa, tem os sequintes coeficientes da primeira forma
fundamental,

E=G=1eF=0

Temos que Xyy = 0, Xuo = 0, Xyp = 0,
e = N Xi)=10
= (N, X!w) =0
9 = (N$ XW) =0
E portanto, K = H = 0.

Exemplo 1.9. O cilindro definido no exemplo (1.4), com a parametriza¢ao para o

cilindro dada por,
X:(0,2r) xR — C
(u,v) > (cosu,sen u,v)
Com U = {(u,v) e R?;, 0<u<2m, -—o00<uv<oo} Temos que,

Xu = (—sen u,cosu,0) e X, = (0,0,1),

Xuu = (—cosu, —senu,0), X,,=(0,0,0) e X, =(0,0,0).

Assim,

E=1 F=0 ¢eG=1

O vetor normal ao cilindro é N = (cosu,senu,0).

Os coeficientes da sequnda forma sao:

e= (N, Xu)= -1, f= (N, Xi)=0¢eg={N, Xs) =0
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Portanto,
eg—f*
i EG—F?_O
- eG-2fF+gE 1
N EG - f2 =g

Exemplo 1.10. A esfera unitiria S* = {(r,y,2) € R:; 22+ y* + 22 =1}, com V =
{(y,v);0 <u<m0<v<2r}eX:V— R?®dada por,

X(u,v) = (sen ucosv,sen usen v,cosu).
Pelo exemplo (1.7) os coeficientes sao primeira forma fundamental para a esfera sio:
E=1F=0eG =sen’u

Como X, = (cosucosv,cosusenv,senu) e X, = (—senusenv,senucosv,0), teremos

que =
LiJs

 fpmen

N = (senwucoswv,senusenv,cosu) Q|

el !

Xuu = (—senucosv,— senucosv,—cosu)

Xuw = (—cosusenv,cosucosv,0) i

Xw = (—senucosv,—senusenv,0) Eret

v

Logo os coeficientes da sequnda forma fundamental sdo:

e=-1, f=0eg=—sen’u.

Portanto as curvaturas Gaussiana e média serdo:
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Isometrias

Definiremos a nogéo de isometria, que essencialmente torna precisa a nocao intui-
tiva de duas superficies terem a “mesma” primeira forma fundamental. As referéncias

bésicas no estudo deste capitulo foram [2] e [10].

2.1 Isometrias

A nocao de isometria é o conceito natural de equivaléncia para propriedades

métricas das superficies regulares. No que segue S e S denotam superficies regulares.
Defini¢ao 2.1. Dizemos que um difeomorfismo ¢ : S — S € uma isometria se
(wls w‘z)p s <d‘19p(w1)a dwp(u}?))w(!'}

e para todo p € S e todos os pares wy, w2 € T,S. Dizemos que as superficies S e S sdo

isoméitricas.

Observagao 2.1. Um difeomorfismo ¢ : S — S é uma isometria se, e somente se,

Ip(w) = Ip(w)(dpp(w))
para todo p € S e todo w € T,S.

De fato, se ¢ é uma isometria, entao

I(w) = (w, w), = (dpp(w), dpp(w)) o) = L) (dep(w)).

31
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Agora suponhamos que ¢ preserva a primeira forma fundamental. Entao

(wn,wa)y = 5w+ ws) — Ly(wn) ~ Ty(us)

= S (dpp(n +02) = Loy (dep(u)) ~ L (digp(un))
= ((dep(w1))(dpp(w2)) o)

Definicao 2.2. Uma aplicagio ¢ : V — S de uma vizinhanca V de p € S é uma
isometria local em p se existe uma vizinhanga V de p(p) € S tal que ¢ : V - V £
uma isometria. Se existir uma isometria local em S para todo ponto p € S, dizemos
que S € localmente isométrica a S. S e S sio localmente isométricas se S ¢

localmente isométrica a S e S é localmente isométrica a S.

Observagao 2.2. Se existir uma aplicagio diferencidvel p : S — S sobrejetora tal
que dpp : T,S — T, S preserva produto interno para todo p € S, entdo S e S sdo

localmente isométricas.

De fato, como dy, : T,S — T,;S é um isomorfismo, existem, pelo Teorema da
Aplicagao Inversa um aberto V C S, com p € V e um aberto V C S, com ¢(p) € V,

tais que ¢ : V = V é um difeomorfismo e, portanto, é uma isometria.

Observacao 2.3. Duas superficies podem ser localmente isométricas sem serem glo-

balmente isométricas.

Exemplo 2.1. Sejam X : R? - R? X(u,v) = (u,v,0) uma parametrizacio do plano
zy, com E=G=1eF =0¢eX :(0,2r) x R = R* X(u,v) = (senu,cosu,v),
uma parametrizaggo do cilindro C : 22+ > = 1, com E = G = 1e F = 0 e
X(U)=C—{(z,y,2) eR*lz=1,y=0¢ z € R}, onde U = (0,27) x R.

Afirmagdo : A aplicagio o : X o X ' : X(U) = X(U) ¢é uma isometria local (ver
figura 2.1). Note que cada vetor w, tangente ao cilindro em um ponto p € X(U), é
tangente a uma curva X (u(t),v(t)), onde (u(t),v(t)) é uma curva em U C R?. Ora

assim w pode ser escrito da sequinte maneira
w= X, u + X,v.

No entanto
P(X (u(t), v(t)) = X (u(t), v(t)).

S IATEA R
£ ,‘;J][C;ﬁll

P

Ul

N =
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Logo, dp(w) = X, u' + X,v'. E como E =E,F =TF,G =G, obtemos que

L(w) = E@W)*+ Fuv' +G(')?
= E()? + Fuv +GH')?

= Iy (dpp(w)),

Figura 2.1: Isometria entre o cilindro menos uma reta e plano

Observacao 2.4. O cilindro o plano ndo sdo globalmente isométricos. Pois o cilindro
nao € nem homeomorfo a um plano. Nao cabe aqui um demonstracio rigorosa desta
ultima afirmagdo, mas um argumento intuitivo dado a sequir pode dar um ideia da
demonstracdo. Qualquer curva fechada simples no plano pode ser deformada continu-
amente em um ponto sem deizar o plano. Tal propriedade é certamente preservada
por um homeomorfismo. Mas um paralelo do cilindro ndao possui esta propriedade, e

contradiz a existéncia de um homeomorfismo entre o plano e o cilindro.

Figura 2.2: No plano as curvas fechadas simples sio contriteis a um ponto enquanto

que no cilindro os paralelos os cilindros nao sao.
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Observacao 2.5. Isometrias nao preservam necessariamente a curvatura média em
ponto correspondentes. Por exemplo, o plano e o cilindro sao localmente isométricos,
mas o plano tem curvatura média constante igual a zero e o cilindro C' tem curvatura

A , 1
média igual a —3

A proposigio a seguir generaliza para S , S superficies regulares o caso ocorrido

entre o cilindro e o plano.
Proposicao 2.1. Sejam X : U — X(U) Cc S e X : U — X(U) C S parametrizacées
de S e S, respectivamente, tais que E=FE, F=F ¢ G=G em U. Entio a aplicacao

¢=XoX1:X(U) — S é uma isometria local.

Demonstragdo. Seja p € X(U) e w € T,S. Entdo w é tangente a uma curva X (a(t))

em t = 0, onde a(t) = (u(t), v(t)) é uma curva em U, assim, w pode ser escrito

w= X + X'

Por defini¢ao, o vetor dy,(w) é o vetor tangente & curva X o X' o X(a(t)) , ou seja,
a curva em ¢t = 0. Logo

do(w) = Xt + X,

E como,
L(w) = E@)*+2Fdv + GH')?
= EB)? + 2Fu'v' + G(v')?
To () (dipp(w)).
Ou seja,

I(w) = Iy (dep(w)), para todo p € X(U)etodow € T,S
Portanto ¢ é uma isometria local. O

Exemplo 2.2. Sejam

S ={(z,y,2) eR¥|* +¢* < 1,2 =0}

So = {(2,9,2) eR¥|2® +4* < 1,2 = 2% + ¢?}

e p: 81 —= Sy definida por f((u,v,0) = (u,v,u? + v?).

[
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Figura 2.3: ¢ nao é uma isometria

Denotando o aberto {(u,v) € R? : u?+1?> < 1} de R? por U, X : U — 8, definida
por X (u,v) = (u,v,0) é uma parametrizacao de global S;, enquanto X = o X é uma

parametrizagao global de S;. Como

X. = (1,0,0), X, = (0,1,0)

?u = (]-:0: 22:) 7!-' S (01 1=2y)!

temos que
E=G=1, F=0

E=1+4>F=4w e G=1+4?

ou seja, ¢ nao é uma isometria.

A transformagéo ¢ do exemplo anterior (na qual a superficie S; foi transformada
em metade de uma esfera) altera a geometria intrinseca da superficie, ou seja, a sua
primeira forma fundamental.

Nao existe nenhuma isometria entre a esfera o plano (ou mesmo entre uma parte
da esfera e uma parte do plano). Pois tal isometria teria que preservar distancias e
angulos, e teria que aplicar circunferéncias de circulo méximo (que sao as geodésicas

na esfera) em retas (que sdo as geodésicas no plano).

Exemplo 2.3. Sejam

™
T = {(@y,2) eRly=0,lal < 7},

A

‘
e S S

™ .‘._i ¢



CAPITULO 2. ISOMETRIAS 36

e

T2 = {(I:y: Z) € IR3|I2 +y2 = lwy = 0}

e p: Ty = T, definida por g(u,0,v) = (senu,cosu,v)

Figura 2.4: g é uma isometria

Tomando o aberto U = {(u,v) € R?*||lu| < 3}, parametrizagao global de Tj,
X : U — R?, dada por X(u,v) = (u,0,v) e a correspondente parametrizacao global
X = o X de Ty, temos
X.=1(0,1,0), X, = (0,0,1)

e
X, = (cosu,senu,0), X, = (0,0,1),
entao
F=G=1eF=0
e

E=G=1F=0

Assim, neste caso ¢ é uma isometria. Por outro lado,

Temos

Nx = (—senu, — cosu,0),

donde
e:g:f:(]
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e

&= —(Nx, Xuu) = —1#0

Portanto, ¢ néo preserva a segunda forma fundamental apesar de ser uma isome-
tria.

Neste exemplo, temos um folha de papel plana S; que é transformada em metade
de um cilindro S;. A folha foi simplesmente arqueada, tendo-se somente modificado a
sua relagdo com o espago ambiente R®. Este fato é descrito pelo seguinte: a primeira
forma quadritica nao foi alterada; a segunda forma quadritica foi alterada. Dizemos
que a primeira forma fundamental de uma superficie S descreve a geometria intrinseca

de S e que a segunda forma fundamental descreve a geometria extrinseca de S.
Exemplo 2.4. Seja S uma superficie de revolucao e seja
X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)),a<v<b0<u<2m, [f(v)>0

uma parametrizacao de S. Os coeficientes da primeira forma fundamental na parama-

trizagao X sao dados por:
E=(J(v))’, F=0, G=(['(v))"+(d(v))?
Em particular, a superficie de revolucao da catendria,
r=acoshy, z=av, o0 <v<00
tem a sequinte parametriza¢ao
X(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av),0 <u <27, —o0o<wv < 00,
e o0s respectivos coeficientes da primeira forma fundamental sao :
E=a’cosh®v, F=0, G =a*(senh®+1)= a’cosh®v

Esta superficie é chamada de Catendide(ver Fig 2.5).
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Figura 2.5: Catendide

Mostraremos que existe uma isometria local entre o Helicéide e o Catendide.

De fato, uma parametrizagao para o helicéide é dada por
X(u,v) = (Ucosu,vsen®,ati), 0<U< 21, —00 <7< 00,
Fazendo a sequinte mudanca de parametros:
U=u, vU=asenhv, 0<u<2m —00<v<00

que € possivel pois a aplicagdo é evidentemente bijetiva, e o jacobiano

nunca € zero. Assim, uma nova parametrizacao do helicéide é
X (u,v) = (asenh v cosu, asenh vsenu,au,)

e os coeficientes da primeira forma fundamental sio dados por
E =a’cosh®’v, F=0, G =a%cosh?v.

Usando a proposigao (2.1), o resultado seque.
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A figura a seguir nos d4 uma ideia geométrica de como ocorre tal isometria.

Figura 2.6: Transformagao isométrica do Helicéide e o Catenédide

39
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Capitulo 3

Teorema Egregium de Gauss

Seja S uma superficie regular orientada pelo campo de vetores normais unitérios

N:S — §% Seja X : U — X(U) uma parametrizacio de S compativel com N, isto é,

Xy X X"l(u, v),¥(u,v) € U

N(u,v)=N(X(u,v)) = IX_;(—XTU—

Associamos a cada ponto p = X(u,v), o triedo positivo
{Xu(u,v), Xy(u,v), N(u,v)}

Expressando as derivadas dos vetores X,, X, ¢ N na base {X,, X,, N}, obtemos:

Xow = hXu + THX, + LiN,

Xw = ThXu + ThX, + L,N,

Xow = ThXu + IhX, + LN, 31
Xow = ThXy + THXy + L3N

Ny, = anXy + anXv

N, = apX, + apXv

onde os a;j,4,j = 1,2. foram calculados nas equacoes de Weingarten. Tomando o
produto interno das quatro primeira relagoes de (3.1)com N, obtemos que:
Ly = (Xyu, N)=¢€, Ly =(Xyo; N) = (Xo; N) =Ly = fe Ly= (X, N) = g
Os coeficientes I'y;, 4, j, k = 1,2 sdo chamados Sfmbolos de Christoffel de S na

parametrizacao X. Como X,, = X,.
Fiz = le’l € Ff2 = F%lm
isto €, os simbolos de Christofell sao simétricos em relacao aos indices inferiores.

40
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Lema 3.1. Os simbolos de Christofell de uma superficie S relativamente a uma para-
metrizacao X estdo relacionados com a primeira forma fundamental pelas as sequintes
igualdades:
F%IE G F%F = %Eua
IhF + T%G = F.-1E,

TLE + THLG = 1E,
ThF + THG = }

F%QE + F%2F = Fv_%G!n
TLF + %6 = G,

Demonstragio. E imediata de (3.1):

FLE"‘F%F = F{1<Xu}xu)+F%1<Xv=Xu)
= (I Xu +T4 X, +eN, X,)

1
- (an Xu) - §Eu

UFCa /5]

PilF + FflG = I‘{,(X,,, X,,) i F?l (Xva)
= (I, X.+T} X, +eN, X,)
= (qus Xv) = {Xus Xv)u == (Xu: qu)
1
= w ‘Eu
E 2
F}L’E * FfZG = Fh(Xm Xu) T F%l (Xv: Xu)

= (TXu+THX, + fN, X,)
1
= (Xuv: Xv) - §Eﬂ
I‘;2E+P§2F = Fé2(xu1Xu) +F§2<X01Xﬂ)
= (TpXu+T3X, + gN, X,)
o (XW? XU) = (vaxu)v o (Xm.h Xu)

1 b
- Fu_EGu
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ILF +1%,G = TL{X.,X,) +T5(X,,X,)

(T3 Xy + T3 X, + gN, X,)

. 2= %G,,.

Il

Proposigao 3.1. Os simbolos de Christofell sao invariantes por isometrias locais.

Demonstragao. Observe que as equagbes acima foram agrupadas em trés pares de
equagoes e que para cada par o determinante do sistema é EG — F? # 0, ou seja,

é possivel resolver os sistemas, iremos reescreve-los na forma matricial.

EF|{Th| _ |35
| F G| ] | F.—1E,
EF||Th| _ |15
| F G| 1% | 16,
EF||IT,]| | B-16
F G| |1 | 16,

Resolvendo cada um dos trés sistemas, relativamente aos simbolos de Christoffel,

obtemos:

[2. — 2EF,—2EE,~FE
5 3 p Eg_gﬁ =
1 _ GE,—FGy _ 11 2 _ EGy—FE, __ 12

Iy, =%g5m =14 My =g =T1%

'L — 2GR, -GG,—FG 2. — EGy—eFF,—FG
22 EG—F2 EG—F?

Como podemos notar os simbolos Christofell acima s6 depende dos coeficientes

1-‘1 — GE,—2FF,+FE
i S EG—H =

da primeira forma fundamental F,G e F e da suas derivadas. Portanto sao invariantes

por isometrias locais. O

e Agora iremos obter relagoes entre estes coeficientes usando as seguintes expressoes

(qu)u - (Xuv)u = 0,
(Xvu)u == (Xtm)v = 0, (32)
Nnv - Nvu = 0

LIOTECA!

G/

UFe
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Utilizando as expressoes de (3.1), a segunda das relagoes em (3.2) pode ser escrita

(Xew)u = (ThXu+T%5X,+gN),

= T Xuu + Moo Xou+ Nug + (Th)uXu + (T%)u Xy + guN

= Ip(ThXu +THX, +eN)+ 1"222(I‘;1Xu + rglxv + fN) + (e Xy + an Xv)g +

(T2)uXu+ (T5)uXy + gulN

ou ainda,

(Xow)u = (3T +T505 +gan + (T32)u) Xu +

(T2, + ToTs +ean + L)) Xo+

+
+ (Tpe+T%f+9.)N

(Xou)o = (F3Xu+T5X, + fN),

= T X F D Xy B NS 4 (FH )Xo (15 ) K+ N

= Iy (MpXu+THhX,+ fN) + I3 (T3 Xu + T3, X + gN) + (a12Xy + anXv)f +

((C21)vXu + ((F31)uXo + fuN

ou ainda,

(Xow)o = (T3l + T35 + fare + (T31)v) Xu +

¥ (F;1F¥2 4+ P§1P§2 + fage + (Fgl)v)xv +

+ (F;1f+rglg+fv)N

Como (Xuu)v = (Xuw)u, € Xu, Xy € N sdo linearmente independentes. Igualando os

coeficientes de X, obtemos

I3l + 5,05, + gan + (Pga)e= F%lr{z + T3, + faro + (T21)v:

ou seja

Félr‘}z + Fglr'im = 1-%2[\;1 - ngrél * (Pél)t’ - (I‘;z)u = gan — fais.

Introduzindo os valores de a;; ja calculados segue-se que

I3+ F§1F:122 ~ Tl — F%2F;1 + (T31)s — (T3)u

fF—eG
INEG-F?

eg— f?
CEG=
GK

)~

gF — fG
EG — F?

(3.3)

JTECA
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De modo andlogo, das igualdades (X..,)y = (Xuv)u © Nuw = Nyu, € possivel
formular FK e FK em fun¢ao dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas, logo, em
funcao de E, F, G e das suas derivadas. Como as funcoes F, F, G nao se podem anular
simultaneamente, podemos concluir que a curvatura gaussiana K de uma superficie
regular s6 depende das fungoes F, F', G e das suas derivadas sendo, assim, invariante
por isometria local.

A expressao, que nos fornece o valor de K em termos da primeira forma funda-
mental e de suas derivadas, é conhecida como Férmula de Gauss. A equacao (3.3)

prova o seguinte teorema, devido a K. F. Gauss.

Teorema 3.1. Teorema Egregium (Gauss) A curvatura Gaussiana K de uma

superficie € invariante por isometrias locais.

De fato, se X : U ¢ R? — S é uma parametrizacio de S em p e se
¢:V CS — 8§ onde V C X(U) é uma vizinhanca de p, é uma isometria local
em p, entdo Y = po X é uma parametrizagio de S em ¢(p). Como ¢ é uma isometria,
os coeficientes da primeira forma fundamental nas parametrizacoes X e Y coincidem
em pontos correspondentes g e ¢(q),q € V, assim os respectivos simbolos de Christof-
fel também coincidem. Pela equagao (3.3), K pode ser calculada em um ponto como
fungéo dos simbolos de Christoffel em uma parametrizacao dada no ponto. Portanto
K(q) = K(¢(q)), para todo g € V.

O teorema de Gauss ¢ considerado, pela extensao de suas consequéncias, umn dos
fatos mais importantes da Geometria Diferencial. Por exemplo, como o catendide e
o Helicéide,(ver exemplo 2.4) sdo localmente isométricos, concluimos pelo teorema de
Gauss, que estas superficies possuem curvaturas Gaussianas iguais em pontos corres-
pondentes, um fato que nao é geometricamente trivial.

Como as defini¢oes de ponto eliptico e de ponto Hiperbélico sé dependem da
curvatura de Gauss, uma isometria transforma pontos elipticos em pontos elipticos e
pontos hiperbélicos em pontos hiperbélicos.

O mesmo nao acontece com os pontos planares e parabolicos. Com efeito, as
nogoes de ponto planar e ponto hiperbélico nio séo invariantes por isometria : depen-
dem nédo s6 da primeira forma fundamental da superficie, mas também da segunda

forma fundamental.
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Exemplo 3.1. Nao existe nenhuma isometria entre uma esfera e um plano: A curva-
tura de Gauss de uma esfera € diferente de zero, enquanto a de um plano é nula. Aqui
restde a razao fundamental pelo qual qualguer mapa plano de qualquer regiao da Terra

distorce sempre as distancias.

Lema 3.2 (Lema de Gauss). Se X é uma parametrizacao ortogonal, entio

<=~z (7). * (7).

Demonstragao. Pela férmula de Gauss ( 3.3),

~BEK = rfz)u - (F%I)U + Fi2rgl + F¥2r§l - Fflrgz - Filr‘:l,Q
| =
Como X é uma parametrizagao ortogonal, temos que F = 0, e assim os simbolos de #3’
Christoffel, serao: ? Si
M=% =% .
Iy = % =T} I, = E}-}% =T3 ] :_;
Il = =GGu 2, = EGu foy
2 EG 2 <~ 'EG :
Assim =
E, E? EG, G?* EG,
~EK = (3 G (ZG) 1EG  1EG T 12 T
_ 1 GQ GE - E,Gy, E? _EuGu+_(_}_’2_EUGU
2 G? 2EG 2EG G?* 2G?
GE? (GE,G, EG? EEG
= 2 - o v o_ uTu u vy
2EG? (EGGW EG, + EGE,, — EE,G, 5 5 4 5 + 5 )
- 1 2 2
= 4E‘2G2(2EG(E + Gw) — EG, — EE,G, — GE; — GE,G,) (3.4)
Observe que desenvolvendo a expressao a seguir teremos
- (770). * (7).}
2VEG EG), EG/ .,
2 vEGE,, - E,(E,G+ G,E)/2VEG 5 VEGG., — G4(E.G + G,E)/2VEG
2VEG EG EG

1 1
= 2EGE,,
2JPF%EGf(

- E2G - 2EGG,, — GE,G, — EG?)
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_ 1 _RC2? _ _GE? —
K = —og GQ(2EG(EW+GW) EG? —~ EE,G,~GE-GE,G.). (35)

Assim, por (3.4) e (3.5)

Segue que

10 .I’E_CAJ
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