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Resumo

Neste trabalho apresentamos talvez o mais antigo teorema global em geometria diferen-
cial e esta relacionado com o seguinte problema isoperimétrico. Dentre todas as curvas
simples fechadas no plano com um dado comprimento l, qual delas limita a maior drea?
O problema dessa forma, ja era conhecido pelos gregos, que também conheciam sua
solu¢ao, um circulo. No entanto, demorou um longo tempo para que surgisse uma
prova satisfatéria para o fato do eirculo ser uma solugao do problema isoperimétrico.
Apenas em 1870, que K. Weierstrass deu uma prova completa da existéncia de uma
solugao, que surgiu como coroldrio de uma teoria desenvolvida por ele, na drea de
calculo variacional. Mais tarde algumas provas mais diretas foram encontradas. A que

apresentaremos aqui ¢ devida a E. Schimid (1939).

Palavras-chave: Designaldade Isoperimétrica. Curvas Regulares. Areas.



Abstract

We present perhaps the oldest theorem global differential geometry and is related to
the following isoperimetric problem. Of all simple closed curves in the plane with a gi-
ven length |, which restriets them the largest area? The problem this way, it was known
to the Greeks, who also knew their solution, a circle. However, it took a long time to
spring satisfactory proof to the fact that the circle is a solution of the isoperimetric
problem. Only in 1870, which K. Welerstrass gave a complete proof of the existence of
a solution, which has emerged as a corollary of a theory developed by him, in the area
of variational calculus. Later some more direct evidence were found. What we present

here is due to E. Schmid (1939).

Keywords: Isoperimetric Inequality. The Legend of Dido. Pappus problem.
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Introducao

Os primeiros problemas envolvendo méximo e minimos sao encontrados na geo-
metria euclidiana e envolvem perimetros, dreas e volumes. Segundo o historiador Dirk
Jan Struik (1894 —2000), o primeiro problema de maximo que chegou até nés encontra-
se no Livro VI de Os Elementos de Euclides (330 — 275 a.C.), proposicao 27, e consiste
na prova que todos os retangulos de um dado perimetro, o quadrado é que tem a 4rea
maxima. Problemas isoperimétricos, como o referido acima, foram muito importantes
no desenvolvimento da matemadtica, tendo inclusive uma referéncia na literatura ro-
mana. E conhecida como Lenda de Dido, e faz parte do Cantico I da ”Eneida”, obra
em que de Virgilio (70 — 19 a.C.) narra a epopéia de Enéias de Tréia.

Um dos pioneiros trabalhos a abordar o assunto, com mais profundidade, foi
realizado por Pappus de Alexandria (século IV d.C.) em sua Colecio Matemitica,
composta por oito livros (ou volumes). No livro V ele discorreu sobre isoperimetria no
plano e no espaco e fez uma curiosa observagio a respeito da sagacidade das abelhas.

Apés ter provado que de dois poligonos regulares de mesmo perimetro, o que
tem maior numero de lados tem maior drea, Pappus concluin que as abelhas prova-
vam algum entendimento matematico, ao construirem suas células como prismas com
secgoes hexagonais, em vez de quadradas ou triangulares. Desse modo a opc¢ao teria
sido para maximizar o volume do mel armazenado para uma mesma quantidade de
cera utilizada. O livro examinou, ainda, outros problemas de isoperimetria, inclusive
apresentando uma prova de que, para um perimetro dado, o circulo tem maior area
que qualquer poligono regular.

Entre os antigos gregos que trabalharam no problema isoperimétrico sdo encon-
trados, Zenodoro (200 — 140 a.C) astrénomo e matemaético grego nascido em Atenas,

mas que viveu na Arcadia e é mais conhecido por seu tratado Em isométricas fiquras,
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hoje desaparecido, mas citado por varios historiadores da antiguidade. Seus trabalhos
sao citados nos escritos de Diocles, Filonides e Pappus.

Pappus fez uso do Em isométricas figuras no livro V, onde mostra a melhor
qualidade deste texto em relagdo ao de Téon de Alexandria. Dedicado ao estudeo
da geometria, em Nas figuras isométricas, um tratado escrito em vérios livros e hoje
infelizmente perdido, seguiu o estilo de Euclides e de Arquimedes e referiu-se ao tratado
deste sobre a medi¢ao do circulo. Descreveu estudos sobre areas e perimetros de figuras,
especialmente poligonais regulares, e volumes de sélidos e suas superficies. Mostrou que
um circulo apresentava uma area maior que um poligono de mesmo perimetro, fazendo
uso das conclusoes de Arquimedes em relagao a drea de um circulo. Demonstrou que,
em um conjunto de poligonos isoperimétricos, o que tem maior niimero de lados também
tem a maior superficie, e também concluiu, em termos de geometria tridimensional,
que para uma dada superficie, a esfera seria o sélido que apresentava a maior drea para

um dado volume. Morreu na Grécia.

A Lenda de Dido

A princesa Elisa, ou Dido, no século IX a.C., apds ter o marido assassinado por seu
irmao, ela precisou fugir com seguidores para fundar uma nova cidade. Encontrando
um lugar adequado ela negociou com o Rei Jarbas a compra das terras. Ficou acertado
que ela poderia comprar apenas a quantidade de terra que conseguisse cercar com a

pele de um touro.

Figura 1: Imagem de Dido e seu povo, cortando o couro de um boi

Ela e seu séquito decidem ent@o cortar a pele em tiras muito finas, e emenda-
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las formando uma corda bastante comprida. Assim, eles puderam cercar uma grande
quantidade de terras para construir uma nova cidade. Como a regiao a ser escolhida
ficava na beira do mar elas decidiram que o formato do terreno seria um semicirculo a
ser contornado por esta corda. A cidade fundada por Dido recebeu o nome de Cartago
(inicialmente Birsa, que significa couro) e ficava no norte da Africa, na regidao onde

hoje é a Tunisia.

Figura 2: A imagem mostra a forma da cidade original

Ela tinha resolvido o que hoje se chama de problema isoperimétrico. Este relato
aparece na Eneida de Virgilio.

Essa mulher extraordindria Dido abriu as portas que estdo longe de terminar,
brilhou a luz da bela construcao matemaética.

Entretanto as referéncias histéricas para a solugao do problema nao se restringem
apenas a literatura. Durante a idade média era comum a construcio de muros de
protecao para as cidades. Ao consultar alguns mapas disponiveis na época, nao por
acaso, encontramos muros no formato circular, ou semicircular. Como os muros eram
feitos de pedras, sna construgéo era cara e trabalhosa. Utilizar o resultado do problema
isoperimétrico, ja conhecido na época, otimizava a drea cercada, para uma quantidade
fixa de material. Abaixo apresentamos os mapas das cidades de Paris - Franca, Colénia -
Alemanha e Braga - Portugal, que tinham formatos circulares (Braga) ou semicirculares

(Paris e Colonia), quando as cidades eram banhadas por rios.
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Figura 4: Mapa da cidade de Braga

Problemas Isoperimétricos

[soperimétricos significa que com o mesmo perimetro. O problema matematico
que teve por motivagdo essa lenda (ver [10]) denota-se por problema isoperimétrico

classico e pode ser reformulado da seguinte forma:

Problema: Dentre as curvas simples fechadas do plano, com um dado comprimento,

qual € a que delimita a mator drea possivel?

E notével observar que problemas de enunciados tao simples como estes pos-
sam ser tao complexos e tenham sido colocados e resolvidos naqueles tempos miticos
(ver [2]). Apesar de terem sido resolvidos naquela altura (com base em intuicoes
geométricas, evidentemente), sé muitos séculos depois puderam ser justificados. O
estudo do problema isoperimétrico classico permite estabelecer uma propriedade da
circunferéncia usualmente designada por propriedade isoperimétrica da circunferéncia.

A primeira demonstracao desta propriedade aparece num comentario de Téon

(335 — 404 a.C) a obra Almagesto de Ptolomeu (85 — 165 a.C.) e nos trabalhos de
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Pappus (290 — 350 a.C), mais o seu autor é Zenodoro (200 — 140 a.C.)'. Apesar de,
nessa época, os gregos terem conhecimento de que a circunferéncia era a soluciao do
problema isoperimétrico, s6 a partir de 1880 foi conhecida uma demonstracao completa
e rigorosa da propriedade isoprimétrica da circunferéncia, apresentada por Weierrstrass
(1815 — 1897) nos seus seminarios na Universidade de Berlim (ver [9]).

As primeiras abordagem ao estudo do problema isoperimétrico foram obtidas no
contexto da Geometria. Zenodoro foi um dos grandes impulsionadores do desenvol-
vimento do problema, mostrando que, dentre os n-poligonos de comprimento fixo, o
n-poligono regular é que tem a maior drea (assumindo que n-poligono existe, isto é,
supondo que n-poligono podia ser construido com régua e compasso).

S6 muitos séculos depois surgiram trabalhos de igual impacto. Clara e inegavel
é também a importancia dos trabalhos de Steiner (1796 — 1863). Steiner apresentou
varias demonstragoes da propriedade isoperimétrica para a circunferéncia e para as
bolas em espacos euclidianos de dimensao superior, usando, entre outros métodos, a
chamada simetrizacao de Steiner.

Tal como Zenodoro, Steiner e os seus antecessores ignoram o problema da existéncia
de solugao, fato mais tarde apontado por Dirichlet (1805 — 1859).

Apesar dos fatos acima expostos, uma demonstragao formal amplamente aceita
surgiu apenas em 1870, com Weierstrass, época em que houve maior apego dos ma-
tematicos ao conceito de ”prova rigorosa”. Ela aparece como corolario nos estudos da
teoria de "Calculo da Variagoes”, sendo o problema isoperimétrico, um dos problemas
abordados. Outros matematicos, apés Weierstrass obtiveram provas mais concisas do
problema, como o alemao Erhard Schmidt, em 1939. Esta demonstracao é justamente
a apresentada neste tabalho [1], porém uma outra demonstragao, proposta por Adolf
Hurwitz, em 1902, faz uso essencial das séries de Fourier e pode ser encontrada na

referéncia [1].

'Zenodoro viveu entre as épocas de Arquimedes(287 — 212 a.C) e Pappus, pois Zenodoro refere

Arquimedes e é citado por Pappus
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Problema de Heron

Um outro conhecido problema é o de Heron de Alexandria, que viveu entre
150 a.C. e 250 d.C. Dos trabalhos geométricos feito por ele, o mais importante é sua
obra A Métrica escrita em trés livros, e s6 descoberta em 1896 em Constantinopla, por
R. Scahne. No primeiro livro encontra-se a dedugao da famosa férmula da 4rea de um
triangulo em fungao dos trés lados. Heron se interessava por mensuraciao em todas as
formas, na 6tica e na mecanica tanto quanto na geodésia. A lei da reflexao da luz ja era
conhecida por Euclides e Aristételes, mais foi Heron quem mostrou, por um argumento
geométrico simples, numa obra chamada Catéptrica (ou reflexao), que a ignaldade dos
angulos de incidéncia e reflexao é uma consequéncia do principio aristotélico que diz
que a natureza nada faz do modo mais dificil. Isto é, se a luz deve ir de uma fonte S
a um espelho MM’ e, entdo, ao olho E de um observador, ela deve seguir o caminho
mais curto e como veremos adiante, o caminho mais curto possivel SPE é aquele em

que os angulos SPM e EPM' sao iguais [2].

Figura 5: Caminho mais curto da luz para irde S a E

O estudo do problema isoperimétrico ao longo dos tempos é ainda alvo da atencao
de muitos matematicos. Muitas generalizacio de designaldades isoperimétricas nos
mais variados contextos matematicos sao ainda estudadas em diferentes 4reas de in-
vestigagao matematica.

O célculo das variagoes tem se desenvolvido muito e tem sido um fator importante
para a evolucao da geometria diferencial moderna e vérios temas em anélise funcional.
E uma ferramenta essencial na matemética aplicada.

Tendo em conta que o desenvolvimento da Matematica ao longo dos séculos foi
acompanhando os progressos obtidos na resolugio do problema isoperimétrico, é obje-

tivo do presente trabalho apresentar algumas formulagoes do problema e as respectivas
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solugoes.

Neste trabalho temos por objetivo trabalhar com alguns problemas histéricos
e sua variacoes. Na resolucao desses problemas utilizaremos basicamente métodos
geométricos. Na resolucao dos problemas faremos uma abordagem sobre a questao da
existéncia de solugao (solugoes). Apresenta-se a demonstragao de Steiner para o Teo-
rema Isoperimétrico que se baseia em conceito de convexidade e simetria. Embora as
demonstracao utilizem somente conceitos da Geometria Euclidiana Plana, apresentam
construgoes bastante distintas.

No segundo capitulo realizamos a demonstragao da desigualdade isoperimétrica
para poligonos, e de posse desse resultado, generalizamos a desigualdade para a curva
fechada simples qualquer a prova que apresentaremos é devida a E. Schmidt (1939).

Para finalizar, vamos passar a investigar se, quando a regido é triangular (excluir
a possibilidade de ser um circulo), hd uma inequacao andlogo de A < f;?. Faremos
uma andlise do problema das abelhas que ao construirem suas células como prismas
com segoes hexagonais maximizam o volume do mel armazenado para uma mesma

quantidade de cera utilizada.



Capitulo 1

Problemas Classicos

Neste capitulo iremos tratar um problema de extremo classico. Este problema
vem da antiguidade. Os matematicos gregos antigos propuseram esse problema e os
resolveram usando as técnicas da Geometria Euclidiana. A questao da existéncia de
solugao de um problema deste tipo muitas vezes nao era considerada pelos gregos, no
entretanto, veremos que ela é, em geral, fundamental para as solugoes que discutiremos
aqui. Para garantimos a existéncia de solugao faremos uso de um argumento de conti-
nuidade, qual sera abordado neste capitulo. As referéncias para os estudos realizados

neste capitulo sao [8], [10] e [13].

1.1 Poligonos

Definicao 1.1. Dado um conjunto de pontos ordenados no plano P;, P,,..., P, com
n > 3 tal que trés pontos consecutivos nao sejam colineares. Denomina-se poligono a

reuniao dos segmentos consecutivos PPy, PP, . .., P, P;.

Figura 1.1: Poligono

16

IBLIOTECA|

B

UFCG /




CAPITULO 1. PROBLEMAS CLASSICOS 17

Os pontos P;, 1 < i < n, sao chamados de vértices e os segmentos P, P>, P, P;, .. .,

P,P, sdo os lados do poligono. O comprimento do lado denotamos por PP,

1 <i<mn, P,Poou PP, E asoma das medidas dos lados serd o perimetro do

poligono.

Defini¢ao 1.2. Um poligono P, PP;. .. P, ¢ convezxo quando a reta P; Py, determi-
nada por dois vértices consecutivos, deiza os demais pontos do poligono num mesmo

semi-plano, dentre os gerados pela reta. Caso contrario dizemos que o poligono € nao

b

Figura 1.2: Poligono nao convexo e Poligono convexo

COTWWETO.

Um poligono convexo de n lados é denominados n-dgono e classificamos os poligonos

com respeito ao nimero de lados por:

nome n° de lados nome n° de lados
triangulo 3 eneagono 9
quadrilatero 4 decdgono 10
pentagono 5 undecagono 11
hexagono 6 dodecagono 12
heptagono 7 .
octogono 8 icosagono 20

Dois poligonos convexos sao congruentes, quando é possivel coincidir-los por su-
perposicao. E tem portanto seus elementos de mesmo nome com medidas respectiva-

mente iguais.

Definicao 1.3. Um poligono convexo é regular quando seus lados sao congruentes e
seus angulos internos sao congruentes, caso contrdrio dizemos que o poligono é nao
regular. Se um poligono convexo twer apenas seus lados congruentes chamaremos
de poligono equildtero. E denominaremos de poligono equiangulo aqueles que

tiverem apenas seus angulos internos congruentes.
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Os poligonos regulares de trés e quatro lados sdo chamados respectivamente de
triangulo nequilatero e quadrado enquanto os demais poligonos acrescentamos a

expressao regular no seu nome, conforme a tabela.

Definicao 1.4. Uma curva fechada simples é um conjunto de pontos que delimitam

o plano em duas regices, uma interna e outra externa a curva. Caso contrdrio, dizemos

que a curva ¢ aberta simples.

Figura 1.3: Curva fechada e Curva aberta

Definicao 1.5. Quando qualquer segmento, determinado por dois pontos de uma curva
simples, estd contido no interior da mesma, dizemos que a curva é convexa. Caso

exista um segmento que esteja contido no exterior da curva dizemos que ela é nao

2
~ A
-, |

|
convera. J

A -

W8

A 1

B it
I G

LA,

|

Figura 1.4: Curva convexa e Curva nao convexa

e ot ;
| == {

Definicao 1.6. Circulo ou circunferéncia de centro 0 pertence ao plano, é o conjunto
de pontos P do plano tais que a distincia de P até 0 é constante, igual a r, denominado

de raio.
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Figura 1.5: Circunferéncia de centro 0 e raio r

Definicao 1.7. Um poligono convezo estd inscrito numa circunferéncia quando seus

vértices também sao pontos da circunferéncia.

>a

Figura 1.6: Poligonos inscritos

Definicao 1.8. A mediatriz do lado AB de um tridngulo ABC é uma reta v perpen-
dicular a reta AB que passa pelo ponto médio M de AB.

Figura 1.7: Mediatriz no triangulo

Note que qualquer ponto P pertencente a mediatriz AB estd a mesma distancia
dos vértices A e B, pois os triangulos retangulos AM P e BM P sao congruentes pelo
caso LAL, logo PA = PB. Essa observagio também vale para as mediatrizes dos de-
mais lados do tridngulo e dizemos que o ponto P pertence a mediatriz é equidistante aos
vértices do lado correspondente. Outra caracteristica importante é que as mediatrizes

dos lados de um triangulo se encontram num 1inico ponto denominado circuncentro.



CAPITULQ 1. PROBLEMAS CLASSICOS 20
1.2 Argumento de Continuidade

O argumento de continuidade, de forma intuitiva, pode ser enunciado da seguinte
maneira: "Se uma certa grandeza (perimetro, drea ou um angulo), que depende de
um outro valor (um lado, uma altura etc) que varia continuamente entre dois niimeros
(todos mimeros reais), também varia de forma continua em relacao aquele valor, entao
esta grandeza pode assumir um valor maximo e¢/ou um valor minimo”. Mais especifi-
camente, se uma certa grandeza varia de um valor préximo a zero crescendo, e depois
decrescendo novamente, entao ela deve passar por um valor maximo. Se uma certa
grandeza varia de um ”valor grande”, decresce a volta a crescer, entiao ela deve passar
por um minimo. E assim hé outras argumentagoes deste tipo.

Estes argumentos estao fundamentados de forma precisa em resultados do célculo

relativos a fungoes continuas que sao meras aplicacoes do teorema de Weierstrass:

Teorema 1.1. (Teorema de Weierstrass) Seja f uma funcao continua definida num

intervalo fechado [a,b]. Entdo f € limitada e assume um mdzimo e um minimo em

(@, b].
Demonstragdo. Ver [8] O

Coroldrio 1.1. Seja f : R — R continua tal que lim f(z) = 400 e
T——00

HE] f(z) = +o0. Entao f assume um minimo absoluto em algum z real.
T—30C

Demonstragao. Ver [§] O

Uma generalizagao do Teorema (1.1) que sera utilizada no argumento de conti-

nuidade para problemas isoperimétricos é o seguinte:

Teorema 1.2. Seja f : D — R continua, onde D C R"™ é um conjunto fechado

limitado. Entao f atinge um mdrimo e um minimo em D.

Demonstragao. Ver [§] O
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1.3 Problemas de Heron

O problema de otimizacdo de Heron foi apresentado pela a primeira vez pelo
matematico Heron de Alexandria (10 — 75 d.C.) na Catoptrica de Euclides em On

Mirrors.

Problema 1.1. (Heron) Sejam uma reta | e dois pontos P e QQ no mesmo lado de .
Achar um ponto R sobre | de tal forma que a soma PR + RQ seja minima, ou seja,

qual o caminho mais curto de P a Q tocando 1?

Solugao do Problema de Heron

Pelo argumento de continuidade percebe-se que o problema tem soluciao. Ou
seja, se o ponto R estiver "infinitivamente a direita”na reta !, podemos perceber que
a soma PR + RQ é muito grande. Se deslocarmos o ponto R para a esquerda em [,
podemos perceber que a soma PR + RQ, variando continuamente, diminui e torna-se
novamente muito grande quando estiver "infinitivamente a esquerda”em [. Portanto,
a soma PR + RQ passa por (pelo menos) um ponto em que ela é minima. Logo o

problema tem solugao.

P Q (Li-l)
R“"‘p::/ ; sk ~ " j -;.' -

UFCG,

Figura 1.8: Anilise da existéncia da solucao

Para encontrar a solugéo do problema de Heron, basta refletirmos o ponto P em
| (simétrico de P em relagao a reta [) obtendo o ponto P, de modo que a reta [ seja
a mediatriz do segmento PP’. Tracando a reta P'Q, percebemos que esta corta a reta
[ no ponto R. Agora é necessario provar que PR + RQ é o menor caminho de P a
@ tocando em [. Escolhemos arbitrariamente um ponto R’ sobre I. Vejamos que, se
R # R entdo PR+ RQ ¢ menor do que PR’ + R'Q.

Notemos que PR = PR e PR' = P'R’ portanto, PR+ RQ = PR+ RQ = P'Qe
PR'+R'Q = PPR'+ R'Q). Analisando o triangulo P'R'Q, podemos observar que a soma
P'R + R'Q é maior do que P'Q pela desigualdade triangular: em todo triangulo cada
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lado é menor que a soma dos outros dois. Logo PR+ RQ é o menor caminho de P a Q
tocando [ (a resolugao seria andloga se refletissemos o ponto @) no lugar de P, obtendo

o mesmo ponto R). Note que a solugdo é iinica pois, como vimos anteriormente, o

ponto R fornece a menor soma PR + R(Q = P'Q) em relagao a qualquer outro ponto
R’ em .

A e e

M. /R' ‘_,-::"-R' X

P

Figura 1.9: Solug¢ao do problema de Heron

Note ainda, que se a reta que passa por P e Q for perpendicular a reta [, a menor
soma PR+ RQ é dada pelos segmentos, PR e RQ perpendiculares a I, ou seja, o ponto
R esta situado no pé da reta perpendicular a reta [ que passa por P e Q. Se a reta que
passa por P e Q for paralela a reta [ entao é facil ver que PR = RQ.

Observemos que as medidas PRM, P'RM, QRR’, sdo iguais pois, os angulos
ZP'RM e ZQRR' sao opostos pelo vértice (dois angulos sio opostos pelo vértice
se os lados de um sao as respectivas semi-retas opostas aos lados do outro) e por-
tanto PPRM = QRR’, e como | é mediatriz do segmento de reta PP’, temos que
PRM = P'RM. Logo PRM = P'RM = QRR', ou seja, R é o ponto tal que PR e
QR formam angulos iguais com [.

Observacao 1.1. Heron pensou em |l como um espelho e considerou que a menor
distancia entre P e (Q coincide com o caminho atravessado por um raio de luz emitido de
P e observado de Q, deduzindo que quando a luz € refletida num espelho, a amplitude do
angulo de incidéncia ¢, € igual @ amplitude do dngulo de reflexao ¢,, sendo as angulos
formados por [PR] e [QR| com a perpendicular a l em R (figura 1.10). Estes estudos

permitiram investigar as leis da reflexao da luz e obter propriedades dos espelhos.
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o | 2
(i3 s

Figura 1.10: Angulo de incidéncia igual ao angulo de reflexao

Variagcao do Problema de Heron

Problema 1.2. Sejam dados a drea S e um lado de um triangulo ABC. Encontrar
entre todos os tridngulos aquele que tem a soma minima dos outros dois lados (ou seja,

o perimetro minimo).

Solugao

Seja AB o lado do triangulo. Como a area S é dada entdo a sua altura h é dada
por h = %-%. Escolher um lado e a drea de um triangulo é equivalente a escolher o lado
e a altura sobre esse lado. Entao o problema consiste em encontrar um ponto C' de tal
forma que a distancia de C' ao segmento AB seja igual a altura h dada (dada a reta
perpendicular ao segmento passando pelo ponto C, temos que a distancia do ponto C
ao ponto de intersec¢do da reta com o segmento deve ser igual a altura), e tal que a
soma dos lados AC + CB seja a menor possivel. Portanto o ponto C deve estar sobre
a reta | paralela ao segmento AB e a distancia h deste segmento. A solucao deste
problema é dada da mesma forma da solugao do problema de Heron. Basta entao,
refletir o ponto A em relagao a [, obtendo assim o ponto simétrico A'.

Tragando a reta que passa pelos pontos A’ e B podemos observar que esta corta
a reta [ em um ponto C, o qual fornece a menor soma AC + CB. Notemos ainda que a
reta que passa pelos pontos A’ e A corta a reta [ em um ponto M, tal que A/M = AM
(M é o ponto médio do segmento A’A). Entéo, como [ é paralela a AB, | cruza o

segmento A'B em seu ponto médio (que é C). Portanto temos que A’C = BC. Mas

A'C = AC, logo AC = BC, formando assim um triangulo isésceles. Este é o caso

especial do problema de Heron em que os pontos estao a uma mesma distancia da reta.

g ¥ -
jo==
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Figura 1.11: AC + CB minima

Problema 1.3. Sejam dados um lado de um tridngulo e a soma dos outros dois lados

desse triangulo. Encontrar entre todos os triangulos o de drea mdzima.

Solucgao

Seja AB, o lado dado do tridangulo ABC e seja k a soma dos outros dois lados:
AC + CB = k. Queremos encontrar o triangulo ABC de drea méxima. O lugar
geométrico de todos os pontos C' para os quais a soma AC +CB é dada, é a elipse, com
focos em A e B com medida do eixo maior ignal & soma AC + CB. Agora, precisamos
encontrar em que lugar da elipse C deve estar de modo que a 4rea do triangulo ABC
seja maxima. Esta drea mdxima é alcancada quando a altura for méxima. A altura
maxima ¢ obtida quando ela for a metade do eixo menor, ou seja, a reta perpendicular

ao centro O da elipse corta a elipse em um ponto C, fornecendo a maior altura OC.

Figura 1.12: O triangulo ABC tem drea maxima

Como o ponto C estd sobre a reta perpendicular a origem, entio AO = BO, ou
seja, O é o ponto médio do segmento AB. Portanto AC = CB e o triangulo procurado
é o triangulo isésceles.

Este problema também pode ser resolvido alternativamente sem o uso da elipse

utilizando apenas o problema (1.2) (o problema (1.3) é o "dual”do problema (1.2)
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no seguinte sentido: em ambos os problemas temos a base dos triangulos fixadas; no
problema (1.2) a drea é dada e o perimetro deve ser minimo; no problema (1.3) o
perimetro ¢ dado e a drea deve ser maxima).

Consideremos entao o triangulo isésceles ABC, com AC = CB = g Seja [ a reta

paralela ao segmento AB passando por C.

- ‘:’ﬁ

A B

Figura 1.13: AC" +C"B > AC'+C'B > AC + BC

Para qualquer ponto C # C’ em [ teremos AC"+C’B > AC+ BC (veja problema
(1.2)). Para qualquer ponto C” acima de I (ou seja, tal que C” e AB estejam em

semiplanos distintos em relagao a reta l) também teremos AC” +C"B = AC'+C'C" +

C"B > AC" + C'B > AC + BC. Logo, somente abaixo da reta | podemos ter outros
pontos D tais que AD + DB = k, mas entao a rea do triangulo ABD sera menor do
que a drea de triangulo ABC'. Logo, o triangulo ABC' tem 4rea maxima com perimetro

dado.

1.4 Problema de Dido

Problema 1.4. FEntre todas as curvas planas fechadas de um dado comprimento L

encontrar aquela que engloba maior drea

Solugao de Steiner

A solugio do problema de Dido foi feita em 1836 pelo matematico Jacob Steiner.
Steiner provou que a circunferéncia encerra a maior drea entre todas as curvas fechadas
com um comprimento dado.

A demonstracao de Steiner parte da hipGtese de que a solucao do problema existe,

supondo que a curva C' com comprimento L seja a solu¢ao do problema. Steiner provou
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inicialmente que a curva C procurada deve ser convexa, no sentido de que ela delimita
uma regiao convexa (qualquer segmento de reta unindo dois pontos quaisquer da regiao
deve estar inteiramente contido na regido - a curva C incluida na regiio).
Suponhamos que a curva C nao seja convexa, ou seja, possui uma reentrancia o
entre dois pontos quaisquer A e B sobre C. Mais exatamente, se C' nao é convexa entao
existem dois pontos A e B de C tais que nenhum ponto de segmento AB (exceto A e
B) esté na regiao delimitada por C. Fazendo a reflexao da reentrancia o em relacao
a reta AB, obtém-se o arco ¢’ que forma juntamente com o resto do arco AB uma
curva de mesmo comprimento L que engloba maior area que a curva C inicial. Isto
contradiz a suposicao inicial de que C englobaria a maior drea para uma curva fechada

de comprimento L. Portanto, a curva C' procurada deve ser convexa.

-

ﬁ ,F—EE
N

Figura 1.14: A figura convexa tem area maior

4

Considere agora, dois pontos A e B sobre a curva C (de comprimento L), de modo
que eles dividam a curva em dois arcos com 0 mesmo comprimento % (é sempre possivel,
partindo de um ponto A na curva, encontrar um outro ponto B nesta mesma curva
tal que eles dividam a curva em duas curvas de mesmo comprimento; a justificativa
para isso é vista com maior rigor utilizando a no¢ao de comprimento de arco visto
em calculo). Entao a reta que passa pelos pontos A e B divide a drea da curva em
duas partes de mesma drea pois, caso contrario, se uma das partes tivesse drea maior,
refletindo tal parte em relacao 4 reta AB, obteriamos uma outra curva C’ com o mesmo

comprimento de C, s6 que englobando maior drea do que C.

|

{OTECA

L

i
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Figura 1.15: C=C; U(C> Figura 1.16: C' = C, U}

Considerando entao apenas metade da solugdo (pois, as duas partes possuem
mesma area e mesmo comprimento), o que queremos ¢ encontrar o arco de compri-
mento % delimitado pela reta AB, que encerra maior 4drea entre o arco e a reta. Se
encontramos a solucao da metade do problema teremos encontrado a solu¢ao completa
para o problema de Dido.

Seja P um ponto qualquer sobre o arco AB. Fixado o ponto P de maneira que
os segmentos AP e BP nao se alterem e de maneira que os arcos C; e Cy também nao
se alterem (ou seja, de modo que as regioes R; e Ry nao se alterem - ver figura), e se
variarmos o angulo ZAPB, entao o comprimento do arco APB nao se alterara (igual

L

a ) mas a area englobada por ele e pelo segmento AB variara.

\
| R

\
A 5
Figura 1.17: Anilise do problema

Para obtermos a curva APB que engloba a maior drea, basta encontrarmos o
triangulo de maior drea inscrito nela. Sabemos que a soma dos dngulos internos de um
triangulo é igual a 180°, portanto 0° < APB < 180°, se APB for 0° ou 180° a érea do

triangulo APB ird se degenerar (drea zero).
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A P B
Figura 1.18: APB = (° Figura 1.19: APB = 180°

Podemos perceber que se 0 ZAPB partir do zero e aumentar até 180° a area

desse triangulo aumenta e a partir de um determinado ZAPB ela diminui, ou seja, em

um certo angulo ZAPB a area sera maxima.
Isso ocorre quando o angulo APB = 90° pois, fixado dois lados do triangulo (o

outro lado AB variando), aquele que possuem maior drea é o triangulo retangulo.

Figura 1.20: Triangulo de 4drea méxima com AP e PB fixados

Como o ponto P é um ponto qualquer sobre o arco AB e como o lugar geométrico
dos pontos P tais que APB = 90° é uma circunferéncia de diametro AB. Conclufmos
que a curva APB é uma semicircunferéncia. Se a metade da solugdo é uma semicir-
cunferencia, entdo a solugédo inteira do problema de Dido é o circulo.

Observe que a solugao de Steiner sé6 é possivel se de fato, admitimos a existéncia
de uma solu¢ao para o problema. Steiner aceitou inicialmente essa existéncia como

6bvia, embora o matemadtico alemao Peter Dirichlet (1805 — 1859) tenha ressaltado

essa falha.
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Variagao do Problema de Dido

Problema 1.5. Cercar a regiao de drea mdrima delimita por uma reta m e por um

arco de comprimento L, cujas extremidades devem estar sobre esta reta.

Soluc¢ao

Dada um reta m assumindo a existéncia da solucdo do problema, consideramos
a curva C de comprimento L, com extremidade sobre m, que maximiza a drea. Para
resolvermos este problema teremos apenas que refletir a curva C em relacio a reta m,
obtendo uma nova curva fechada de comprimento 2L. Da solucao do problema de Dido,
sabemos que entre todas as curvas fechadas de um dado comprimento 2L aquela que
engloba a maior area a circunferéncia. Portanto a regiao de drea méxima é a metade

da solugao do problema de Dido, que é a semicircunferéncia de comprimento L.

—— c —
I/\m/ X/ \?

> m
\\ (
aVave

Figura 1.21: Curva de comprimento 2L

1.5 Problemas Isoperimétricos

Problema 1.6. Entre todos os triangulos de perimetro dado qual o que possui drea

mdrima?

Solugao

Pelo argumento de continuidade podemos perceber que o problema tem solucao.
Fixado o perimetro consideremos todas as possiveis bases do triangulos isésceles (por-
que os triangulos isésceles sao os que tem a maior drea, fixados a base e o perfmetro
- ver problema (1.3) da segao 1.3). Ou seja, podemos partir de uma base muito pe-
quena e teremos um certa altura do triangulo issceles em relagéo a essa base (a altura
nao podera ser maior do que a metade do perimetro dado), e neste caso a 4rea estara

proximo a zero. No inicio, a medida que aumentarmos a base (a altura diminuindo),
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a area aumentara. Depois, quando a altura se aproxima de zero, a base nao sendo
maior do que a metade do perimetro dado pois, pela desigualdade triangular a soma
de dois lados de um triangulo é maior do que o terceiro lado, e a drea estara novamente
proxima de zero. Portando, podemos perceber que este triangulo de perimetro dado

alcanga uma drea maxima com uma determinada base.

Figura 1.22: Anélise de existéncia da solucao

Seja ABC' o triangulo solugao. Se fixamos inicialmente com base o lado AB e a
soma dos outros dois lados desse triangulo estard fixada. O que tem drea maxima é o

triangulo isésceles, como vimos anteriormente, e entao temos que AC = BC.

£

Figura 1.23: AC = BC

Agora se olharmos o triangulo ABC, considerando a base do lado BC, a soma
dos outros dois lados estara fixada. O triangulo que tem a maior drea continua sendo

isésceles, logo temos que AB = AC

Figura 1.24: AB = AC

Portanto podemos concluir que AB = AC = BC, ou seja, os lados do triangulos

sao todos iguais. Logo entre todos os triangulo de perimetro dado o que engloba a
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maior area € o triangulo equilatero.
Problema 1.7. Entre todos os retangulos de perimetro dado qual possui drea mdzima?

Seolugae

Inicialmente iremos analisar se o problema tem solucdo. Partindo de uma base
muito pequena teremos uma certa altura em relacao a essa base (o retangulo ird se
degenerar quando tivermos a base igual a zero e a altura 4 metade do perimetro dado).
A medida que formos aumentando a base podemos perceber que a altura em relacio
a essa base diminui (a base nao poderd ser maior do que a metade do perimetro dado
e a altura ficard proxima de zero, ou seja, a drea do retangulo estard préxima a zero).
Pelo argumento de continuidade percebemos que a drea do retangulo comega muito
pequena, vai aumentando e torna-se novamente muito pequena, ou seja, passa por

uma base onde atinge a drea méxima, e portanto o problema tem solucao.

Figura 1.25: Anélise da existéncia da solucgao

A érea S do um retangulo pode ser calculada pelo produto da base pela altura.
Suponhamos que o semi-perimetro dado seja p = z+y, entdo S = zy. O que queremos
é maximizar a area S. Entdo usando média geométrica podemos calcular este produto
geometricamente de uma forma bastante simples. Sejam AC = z e CB = y as medidas

de dois segmentos de reta.O segmento de reta que representa o semi-perimetro é dada

pela juncao dos segmentos de medida z e y, ou seja, p = AC + CB = AB. Obtendo
o ponto médio O do segmento AB e com um compasso centrado em O e raio ?,
tracemos um semicircunferéncia. O segmento vertical tracado para cima partir de C
encontrard um ponto D na semicircunferéncia. A medida do segmento C'D corresponde
a média geométrica das medidas dos segmentos AC' e C'B, ou seja, CD’ representa
geometricamente a drea do retangulo. Teremos a maior média geométrica (maior drea)

quando CD for igual ao raio da semicircunferéncia e neste caso AC = CB. Portanto
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teremos drea maxima quando z = y, o que nos leva a concluir que o retangulo de

perimetro dado que tem drea maxima é o quadrado (figura 1.26).

D

Oo=C B

L

Figura 1.26: Média geométrica: CD = vV AC.CB

Partindo-se do quadrado com perimetro igual ao perimetro dado, pode-se mos-
trar que qualquer outro retangulo do mesmo perimetro tem area menor que a &area
deste quadrado. Entao consideremos que o quadrado ABC D tenha o perimetro dado.
Inicialmente, iremos tragar o segmento E'F', com extremidade E no lado AD e a extre-
midade F no lado BC, paralelo aos lados AB e C'D do quadrado. Agora se transferimos

os segmentos AF e BF como continuagio dos segmentos EF e DC respectivamente,
obtemos segmentos EG e DH sendo,

EG = EF+FG=AB+AEe
DH

Il

DC+CH=DC+BF (AE =BF =FG=CH)

Agora, se tracarmos o segmento GH podemos perceber que GH = CF

D C H

Figura 1.27: O quadrado € o retangulo de drea maxima

O perimetro do quadrado ABC D é igual ao perimetro do retangulo EGH D, mais
a area do quadrado é maior que a do retangulo. Vejamos por que. A 4rea do retangulo

EFCD é comum a ambos, mas a area do retangulo ABFE (incluido no quadrado




CAPITULO 1. PROBLEMAS CLASSICOS 33

ABCD) é maior que a drea do retangulo FGHC (incluido no retangulo EGH D) pois,

AE = BF=FG=CHe

AB=EF > GH=CF=CB-FB=AB-FB.

Analogamente, podemos tomar E em DC e F em AB e prolongamos DA e
EF obtendo um triangulo de mesmo perimetro do quadrado ABC D, porém com area
menor. Portanto o quadrado ABCD é o retangulo de perimetro dado que engloba a

maior area.

Problema 1.8. Entre todos os quadrilditero de perimetro dado qual o que possui drea

mazima?

Solugao

Seja ABC' D um quadrilatero qualquer de perimetro dado. Tracando o segmento
BD, podemos observar que este divide o quadrildtero em dois triangulo BAD e BCD.
A soma das areas dos triangulos é igual a drea do quadrilatero. Entao podemos analisar
o triangulo BAD, o lado BD é fixo e a soma AB + AD é constante. Do problema
(1.3) da secdao 1.3 temos que dado um lado e a soma dos outros dois lados de um
triangulo, o triangulo que possui drea maxima é o isésceles. Seja entao A’ tal quer
AB+ AD =AB+ AD e AAB = A'D, eseja C' tal que C’B+C'D =CB+CD e
gD =08,

.-:..'?-.r:

D-srd—=B

e T LT

Figura 1.28: AAB=A'De C'"D=C'B

Agora, temos um novo quadrildtero A’BC’D de perimetro igual ao perimetro do
quadrildtero ABCD mas com &rea maior ou igual (se A = A" e C = C" teremos a

igualdade) & daquele quadrildtero. Tracando agora, o segmento A'C’ percebemos que
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ele divide o novo quadrildtero em dois outros triangulos A’'DC’ e A’BC’, o lado A'C"
¢ fixo para ambos e A’D + C'D = A’B + C"B. Escolhendo agora pontos I e B’ tais
que A’D'+C'D' = A’D+ C'D com A’D' = C'D’, e ainda AB'+C'B'=AB+(CB

com A'B’ = ("B', teremos um outro quadrildtero A’B'C’'D’, de perimetro igual ao

perimetro dos outros dois anteriores, e tal que A’B’ = B'C' = C'D' = D'A’ e com &rea

maior ou igual a area de A’BC'D.

Figura 1.29: AB = B'C' = O'D = DA

O quadrilatero que possui os quatro lados iguais é o losango. Vamos agora mostrar
que o quadrado é o losango que encerra a maior area para o quadrildtero de perimetro
dado.

Podemos ver na figura, que o quadrado encerra a maior drea entre todos os

losangos de perimetro dado.

A B’
Figura 1.30: O quadrado ¢é o losango de maior drea

De fato, temos o quadrilatero A’B’C’'D’ e o quadrado A’B'C” D", os dois com o
mesmo perimetro. Podemos fazer a comparagao deste dois quadrildteros, ou seja, as

areas hachuradas dos triangulos na figura sao iguais. O quadrado possui drea maior
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pois, a area total do quadrado € a drea do losango mais a drea do retangulo hachurado
na figura. Portanto o quadrado é o quadrilatero de perfmetro dado que possui a maior

area.

Problema 1.9. Entre todos os poligonos de n lados e perimetro fizado I, o que tem

maior drea € o poligono regular.

Solugao

A existéncia deste problema é consequéncia do teorema (1.2 ) da se¢ao (1.2) pois,
a érea é uma funcao continua de 2n varidveis (as coordenadas dos n vértices) sujeita
a restri¢ao de que o poligono tenha perimetro fixado (e isto restringe o dominio a um
conjunto fechado e limitado em R?").

Inicialmente provamos que o poligono solu¢ao é equildtero, ou seja, todos os
lados tém o mesmo comprimento. Suponha que isso nao ocorre. Entao existem dois

lados consecutivos de medidas distintas, digamos AB # BC. Mas entéo, substituindo o

ponto B por um ponto B’ tal que AB’ = B'C com AB'+ B'C = AB+ BC teremos que
a drea do triangulo AB'C sera maior do que a érea do triangulo ABC (veja problema
(1.3) na secio 1.3), e obtemos um novo poligono com area maior do que o poligono

original, o que contradiz o fato de que ele teria drea maxima.

Figura 1.31: AB’'+ B'C = AB+ BC

Agora vamos provar que o poligono solugao é equiangulo. Suponhamos que n seja
par, ou seja, n = 2k. Entao, se Aj, A, ..., Ay sao os vértices do poligono, a reta A; Ay
dividird o poligono em duas partes de mesma drea (caso contrdrio, poderiamos refletir
a parte da area maior na reta A; A; e obter um poligono de area maior). Vamos entao

analisar uma dessas partes.
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Considere entao qualquer vértices A; entre A; e A;. Entdo Alz‘ijAk = 90°, caso
contrario poderfamos modificar este angulo até 90° (mantendo as partes entre A; e
Aj, e A;j e Ay inalteradas - exatamente como na argumentacao do problema de Dido)
obtendo entao uma area maior para a metade do poligono, e que contradiria o fato do

poligono original ser a solucgao.

Figura 1.32: 4;4;A, = 90°

Logo, como AlzijAk = 90° para todo 1 < j < k, e teremos que o poligono solucgao
tera que ser, necessariamente inscrito em uma circunferéncia e, como ele é equildtero,
ele deve ser regular. Portanto, se n é par, s6 existe um poligono de perimetro dado e
drea maxima: o poligono regular.

Suponha agora que n seja impar. Seja P o poligono de n lados com perimetro [,
que é a solucao do problema e suponha que P nao seja equiangulo, ou seja, possui 2
angulos internos adjacentes distintos. Seja P, o poligono regular de n lados e perimetro
[. Construamos sobre P, o poligono regular de 2n lados inscrito no mesmo circulo que
circunscreve P,. Chamemos de P, tal poligono que terd um perimetro I’ > [. Pela
argumentacao anterior, este é o tnico poligono de 2n lados e, de perimetro !’ e drea
maxima. Observe que, ligando 2 vértices alternados de P,,, obtemos uma diagonal
que é igual aos lados de P, (e de P). Agora, se a drea de P, for menor ou igual &
area de P, entdo recortando os n triangulos formados por 2 lados consecutivos de Ps,
e pela diagonal de vértices alternados, e colando-os sobre os lados de P, obteriamos
um poligono de 2n lados com perimetro !’ mas nao regular, e com drea maior ou igual
a area de P,,. Mais isto é uma contradic¢ao ja que P, é o unico poligono de 2n lados
e perimetro !’ de drea maxima. Assim termina a prova de que o poligono de n lados e

perimetro [ dado deve ser o poligono regular.

l'lj"
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Capitulo 2

A Desigualdade Isoperimétrica

Neste capitulo demonstraremos a desigualdade isoperimétrica para poligonos, uti-
lizando elementos de cdlculo diferencial e algumas férmulas trigonométricas. E final-
mente provaremos a desigualdade isoperimétrica utilizando geometria diferencial. As

referéncias para os estudos realizados neste capitulo sao [3], [5], [11] e [15].

2.1 Desigualdade Isoperimétrica para Poligonos

A desigualdade para poligonos, pode ser demonstrada utilizando elementos de
calculo diferencial e algumas férmulas trigonométricas. A demonstracao envolve con-
ceitos de cdlculo normalmente ensinados no primeiro ano de cursos superiores.

A solugao cléssica associada a poligonos regulares isoperimétricos é consequéncia

imediata de dois fatos geométricos simples:

(1) A érea é fungao estritamente crescente do niimeros de lados;

(2) O circulo é o poligono limite quando o nimero de lados tende ao infinito.

De (1) e (2) temos que, dado o perimetro, o circulo é, no limite, o "poligono

regular” que encerra a maior area.

Uma solugao classica

Consideremos um poligono regular convexo de n lados, com perimetro fixo 2p

e sejam [, o comprimento de um lado, a,, 0o comprimento de seu apétema e 0 o seu

37
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centro.
Para deduzirmos a expressao da drea A(n) do poligono em fun¢ao do niimero n

de lados, consideremos o n-poligono regular da figura (2.1) .

Figura 2.1:

Observe que BC =%, 0C =a, e a= 1.

Considerando o triangulo OCB temos:

B
tana = L = =
a, 2a,
Entao
ln
Oy == .
" 2tane
Visto que a = 7, temos
ta
2
a_n —
tan (7)
Sabemos também que 2p = nl,, assim
P_n
n 2
Assim,
B
ap = —*
tan (7)

A drea do triangulo ¢ igual a A = 2a,,.

Portanto, a drea A(n) do n-poligono é
A(n) = nz"a
= nean.
Substituindo-se a,, e [,,, temos

A(n) = _r

UFCG/ BiBLIOTECA
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Seja (zz)n = (ntan (X)) uma sequéncia de niimeros reais com n natural e n > 3. Ob-

serve a tabela e veja o que acontece com a sequéncia quando n se torna suficientemente

grande, ou seja, n — 00.

n ntan(7)
3 5,19615 ...
4 4

10 |3,24919...
100 | 3,14562 ...

1000 | 3,14160 ...
2000 | 3,14159 ..

10000 | 3,14159 ...
100000 | 3,14159 ...

A partir de n = 100 a sequéncia (z,), se aproxima de = com duas decimais. E

observe que a partir de n = 2000 a sequéncia se aproxima cada vez mais de 7 com erro

inferior a 107,

Analisando a tabela acima, vemos que a sequéncia (z,, ), é decrescente e utilizando

uma linguagem formal da Matemaética podemos escrever:

g\ e

Como
T tan (X
ntan (—) =T ﬁ("),
n —
fazendo
™
— =t
n
temos que
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Pelo limite fundamental do Célculo, vem:

e sabendo que

podemos garantir que

O gréfico da sequéncia (z,),

Pelo grafico temos que:

Temos entao que a drea mdxima de um poligono regular é =

Da relacao

podemos escrever

e portanto

t
t—=0 {1
1
lim— =1
t—0 cost

i )} =

= (n.tan (2)), &

Figura 2.2

m< ntan(Z) < 3v/3
1 I
& i < =
3v3~ nwn(i)
pz < 92 < Pi
3.\/5 = ntan ﬁ) =
2

¥ o i =L
3v3 T

2
p

S
An) < =

™ < p?

drA(n) < 4p® = (2p)*,

x"

40
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ou seja,

2p)?

(
A(n) < i

que € conhecida por Desigualdade Isoperimétrica para poligonos.

2.2 Curvas Parametrizadas Diferenciavel

Intuitivamente, gostariamos de pensar em uma curva no plano como um subcon-
junto que tenha dimensao igual a 1, por exemplo, o gréfico de fun¢oes de uma variavel
real ou figuras " desenhadas” com um 1inico traco, sem tirar o ldpis do papel. Uma curva
é uma deformagao continua de um intervalo, ou ainda, a trajetéria de um deslocamento

de uma particula no plano.

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicagaio
a:I CR — R? tal que a cada t € I associa a(t) = (z(t),y(t)) onde as funcées
z,y : I — R sao funcées diferencidveis de classe C®, de um intervalo aberto
I = (a,b) C R em R% A varidvel t € I é dita parametro da curva e o subconjunto de
R? dos pontos a(t) (ver figura (2.3)).

O trago de a é a imagem da aplicagao a:

Trago (o) = Im(a) = {a(t) e R? : t € I}.
y trago da curva

a }’{r) ................ . ﬂ'.(f)

R \\/ m | x

Figura 2.3: Curva Parametrizada diferencidvel

\

Observamos que uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicacao

a : I — R? que a cada t associa a(t) = (z(t),y(t)), onde as funcdes z(t) e y(t)
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sao diferencidveis de classe C™. Neste trabalho iremos denotar curva parametrizada

diferenciavel como curva parametrizada.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.1. A aplicagdo a : (0,27) — R? dada por
a(t) = (cost,sent), t € (0,2m),

€ uma curva parametrizada cujo trago é uma circunferéncial de centro na origem de

raio igual a 1, menos um ponto. (ver figura (2.4)).

L
| (0.1)=alx/2)
it B

/ L
in //f ‘ﬁa'\\:{n
oS _.r"
a { \
| |
7o (=1.0) = afx) | i

/ N //.

“Tio-1j=al3a2)

UFCG/ oiLIOTECA

Figura 2.4: Circunferéncia

Exemplo 2.2. A aplicacio o : R — R? dada por

a(t) = (t,[t]), t €R,

nao € uma curva parametrizada ji que |t| nao é diferencidvel em t = 0. Porém a

restrigcao de «, a qualquer intervalo que nao contém o ponto t = 0, é uma curva

parametrizada (ver figura (2.5))

///Tji;”

Figura 2.5: Médulo
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Definigao 2.2. Seja o : I C R — R? uma curva parametrizada, que para cada t € I

associa a(t) = (z(t),y(t)). Do Cilculo Diferencial temos que

o (t) = («/(t), ¥/ (1))
¢ chamado vetor tangente a o em t.

Definicao 2.3. Uma curva parametrizada o : I — R? é dita reqular se para todo
tel,a'(t) # (0,0).

Definicao 2.4. Sejam I e J intervalos abertos de R, o : I — R? uma curva regular e
h:J — I uma fungao diferencidvel (C™), cuja derivada de primeira ordem € nao-nula
em todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Podemos entdo considerar uma nova

curva B : J — R?, definida por

B(t) = (a0 h)(t) = a(h(t)).

A curva B € uma curva regular, que temn 0 mesmo traco que o, chamada a reparame-
trizacdo de a por h. A fungao h € dita mudanca de parametro (ver figura (2.6)). Pela

regra da cadeia, temos que

() = (¢ (h@))K (t), 4/ (h(t))R' (1)),

ou ainda

/_' ) = aihis))

Figura 2.6: Reparametrizacao de a por h

Definigao 2.5. A orientagao de uma curva regular plana o é o sentido de percurso do

trago de v, (ver figura (2.7) ).
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alt) Bir)

Figura 2.7: Orientacgao oposta

Definicao 2.6. Seja o : I — R? uma curva regular e firemos ty e t; pontos do intervalo
I: A aplicagao
t1 t1
S(t) = f o ()]t = f @+ (WPt
to to
€ denominada a fun¢ao comprimento de arco da curva a a parti de ty. Esta funcao é

diferenciavel de classe C™, pois a € uma curva reqular.

Proposigao 2.1. Uma curva « : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de
P

arco, se, e somente se, para todo t € I, |a/(t)| = 1.

' o /. Comprimento -1,
ek /@’.\Tﬁr o

x

Comprimento -1,

Figura 2.8: Curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragdo. (=) Suponhamos a parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos
to € I. Consideremos a fungdao s: I — R, que a cada t € I, associa

st)= [ |o(t)dt

to

Se ty < t, temos

s(t) = f o) dt =t — to.

to
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Se t < tp, temos
t
—s(t) = [ |d(t)|dt =ty —t.

to
Portanto para cada t € I, s(t) = t — t;. donde s/(t) = 1. Como s(t) = |a'(t)},
concluimos que |&/(t)| = 1 para todo t € 1.
(<) Se||d|| =1, paratodot € I, entao/ (t)|dt =t —ty, para quaisquer #g, t € I,
tg < 1. O

Proposicao 2.2. Seja o : I — R? uma curva regular e s - I — s(I) ¢ R a fungdo

comprimento de arco de o a partir de ty. Entdo eziste a funcdo inversa h de s, definida

no intervalo aberto J = s(I) e f = o h é uma reparametrizacio de o, onde 3 estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragao. Se a é uma curva regular, entao

s'(t) = |o/(t)] > 0,

isto €, s € uma funcao estritamente crescente. Segue-se que existe a funcio inversa de

s,h:J — I. Como para todo t € I, h(s(t)) = t, temos que

dhds dh.

logo,

dh_ 1 _ 1,
ds — s(t) ()]~

Concluimos que
B(s) = aoh(s),s € J,

é uma reparametrizagao de o e

dp _ dadh

e mE )‘| f(:)| =4

Portanto, pela Proposigao 2.1, B esta parametrizada pelo comprimento de arco.

O

Definicao 2.7. A aplicacao 3 da Proposicao 2.2 € dita reparametrizacdo de o pelo

comprimento de arco.

e N
L
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2.3 Desigualdade Isoperimétrica

O teorema a seguir é talvez o mais antigo teorema global em geometria diferencial
e estd relacionado com o seguinte problema isoperimétrico. Dentre todas as curvas
simples e fechadas no plano com um dado comprimento I, qual delas limita a maior

area? A prova que apresentaremos aqui é devida a E. Schimidt (1939).

Definigao 2.8. Seja a : [a,b] — R?. Se a(a) e a(b) sdo chamados ponto inicial e
final da curva, respectivamente e se a(a) = a(b) entdo dizemos que o é uma curva

fechada (ver figura (2.9) ).

r%(]——‘u{bl

Pt

) a)=aib)
Figura 2.9: Curva fechada.

Definicao 2.9. A curva « : [a,b] — R? ¢ dita simples se nao possui auto intersegées,
isto €, se a restrigio al,, ¢ uma aplicagdo injetiva, isto € a(t,) # a(tz), se ty # ts,

t1, tz € [a,b) (ver figura 2.9 — 2.2).

Utilizaremos a seguinte formula para drea A limitada por uma curva simples
fechada com orientagao positiva a(t) = (z(t),y(t)), onde t € [a,b] é um parametro
arbitrario. A demonstragao deste resultado pode-se encontrar em [5].

Lema 2.1. Seja o uma curva fechada, simples, orientada positivamente (sentido anti-

hordrio) no plano cuja a imagem limita uma regiao R. Entdo a drea A da regido

A=/amdy=—_/;yda: (2.1)

Lema 2.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se u,v € V, entao |(u,v)| < |u|lv].

limitada pela curva a é:

Além disso, |(u,v)| = |u||v| se e somente se u e v sdo linearmente dependente.

Lema 2.3. (Desigqualdade entre as Médias Aritméticas e Geométrica) Para qualquer

dois niimeros positivos a e b,

ab < (“;b)z, (2.2)

e a igualdade vale exatamente quando a = b.
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Teorema 2.1. Seja o uma curva plana simples fechada com comprimento L. Seja A

a drea da regiao limitada por o. Entao
> >4rA (2.3)

e verifica-se a igualdade se e¢ somente se a é um circulo. Assim, de todas curvas de

comprimento firo L, o circulo limita a maior drea.

Demonstracao. Seja E e E' duas retas paralelas que nao tocam a curva fechada C, e
considere o movimento destas retas até que elas toquem C pela primeira vez. Obtemos
assim duas retas paralelas, L e L’ tangentes a curva C; de forma que C esta totalmente
contida na faixa limitada por L e L'. Considere agora um circulo S que seja tangente a
L e L' e nao intercepta C. Seja O o centro de S' e introduza o sistema de coordenadas

cartesianas com origem em O e o eixo Oz perpendicular a L e L' (ver Figura 2.10).

M.
)

Figura 2.10: Retas E e E’ paralelas, retas L e L' paralelas e tangentes a C e o circulo
S! tangentes a L e L.

A

Py

u-ihi’

-

w3 i .

Ur

|
|
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A idéia da prova é comparar drea da regiao limitada por a com a érea do circulo
de raio 7.

Considere C parametrizada pelo comprimento de arco, a(s) = (z(s),y(s)) onde
(2'(s))?>+(¥/(s))* = 1, de modo que C tenha orientacéo positiva e os pontos de tangéncia
com L e L' sejam, respectivamente, s =0 e s = s;

Podemos supor que a equagio de S* é (s) = (2(s), w(s)) onde

z(s) = z(s)

—Vr2—z? se 0<s8<s;
w(s) = (2.4)

Vvri—z2, se s, <s<lI

Note que s é o comprimento de arco de o, mas nao de 3. De fato, com esta parame-
trizacao S nao é regular, mas é de classe C2.

I
Pelo Lema 2.1 a area limitada por a é A = / zdy = / zy'ds. A édrea limitada
v x 0

! !
por B é mr? = —/yd:r: e —/ w2'ds = ~/ wz'ds. Portanto,
B 0 0

A+mr? = ft(my’ —wz')ds < fl lzy’ — wa'|ds
0 0
1
= [ @), (v pias.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (Lema 2.2) junto com o fato que o é para-

metrizada pelo o comprimento de arco nos diz que,
K@, y), (~w,2))| < [(@,¥)||(~w,2)| = Vwr+a2=r
(ver Equagao 2.4). Assim,

! L
Apme® £ /0 (e’ ), (o, 2 s 2 /0 el 2=l

Mostramos que

A+mr? <rl (2.5)

Agora, usaremos o fato de a média geométrica de dois nimeros positivos ser
menor ou igual que a média aritmética destes dois nimeros, e vale a igualdade se e

somente se os nimeros sao igual. Assim, teremos

2
VAVTr? < 4 -|-21rr < %l (2.6)
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elevando ambos os membros da inequacio acima ao quadrado, temos Anr? < "—?3, ou
I > 47 A, a qual é a desigualdade isoperimétrica.

Supondo que L? = 4w A. Devemos mostrar que @ é um cireulo.

Mostremos primeiro que z = ry/.

Como L? = 47 A, a inequagio (2.6) torna-se uma igualdade. Supondo a igualdade
em (2.6) temos A = 7r®. A inequagdo (2.5) deve também ser uma igualdade. De (2.5)
devemos ter igualdade, onde foi utilizada a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Pelo Lema 2.2 existe um niimero real c tal que
(—w,z) =z, ). (2.7)
Tomando o comprimento em cada lado de (2.7) temos

Vw? + 22 = |e|/(2')? + (¥')? = |¢|

e assim (2.4) implica que ¢ = %r. Por outro lado, (2.7) também diz que

Ci= ((3"” U’), ('—TU, IL’)}

(uma vez que a primeira desigualdade de (2.5) deve também ser uma igualdade) é nao
negativo. Portanto ¢ = r e (2.7) mostra que z = ry/.

A = nr? implica que r depende de A e ndo da escolha de L. Assim, se as retas
L, e Ly ortogonal a L' e L sao usadas, um circulo de raio r é tangente a elas. Se
coordenadas T e § com origem no centro deste circulo sao usadas, obteremos Z = /.
Como o eixo y ¢ paralelo e tem a mesma dire¢ao do eixo Z e o eixo z é paralelo e tem

a direcido —§ existem constantes d e e tal que T =y — d, §j = e — x. Assim,

y—-d=Z=rijf = -rx'

2+ (y—d)* = (ry/)’ + (-r2)’ = (&)’ + (¢/)") = r*.

Portanto o é um circulo de raio r centrado em (0, d) no plano (z, y).



Capitulo 3
Aplicacoes

Desigualdade Isoperimétrica para Triangulos

Nesta se¢ao demonstraremos um problema de tipo isoperimétrico para triangulos.
Cabe notar que uma ferramenta fundamental para demonstrar este teorema é a férmula
de Heron. As referéncias para os estudo realizados neste capitulo sao [4], [16] e [17].

Vamos verificar se a inequagao (2.3) é verdadeira quando a regiao é triangulo,
caso em que C € apenas de um triangulo.

A férmula usual para a drea do triangulo envolve a altura h e a base b e nao parece
estar relacionada com I. Acontece que existe uma férmula que expressa diretamente

em termos de [.

Proposicao 3.1. (Férmula de Heron) Se um triangulo ABC tem lados medindo a, b

e ¢ com perimetro 2p, entao a drea desse triangulo serd dada por:

A=+/p(p—a)p—b)(p—c) (3.1)
onde 2p =a + b+ c.

Dado um triangulo ABC de lados a, b e c e altura h relativa ao lado ¢, conforme
a figura (3.1).

Podemos determinar a area desse triangulo em funcao da base c e da altura h, mas
queremos em relagao aos lados, logo devemos escrever h em funcao de a, b e ¢. Sendo

o ponto H o pé da perpendicular baixada do vértice C' ao lado AB, temos que AHC

90
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Figura 3.1: Triangulo is6sceles

e BHC sao triangulos retangulos, assim aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos:

V¥ =h+(c—z) {3.2)

a®> = h®+2° (3.3)
Efetuando a diferénga em ambos lados da igualdade temos:

B —-a? = (c—z)*—z?

= & —2z+ 122 -1?

= -2z
Assim,
2ex = A + a® - b
Consequentemente,
A+ a2 —b

Substituindo = em (3.3 ), obtemos
. 2
al=h2+ (M) .
2¢

assim,

2¢
4a’c® — (® + a® — b?)?
4c? -

B e e (c’+a"—b’)2

'.(“'3

144

UFCG/ w1
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Logo,
b= Va2 — (2 + a? — b2)? (3.5)
2c
Assim, a area do triangulo sera dada por:
ch c Va2 — (¢ +a? — b?)?
g P L,
ou seja,
V/(2ac)? — (¢ + a? — b?)?
A = 4
_ V[2ac+ (S +a? — 8?)] - [2ac — (c? + a® — ¥?)]
a 4
_ @+ P P -+ 5]
4
_ Vlla+c+b)latc—b)]-[(b+a—c)(b—a+c)
n 4
Portanto,
_ [lat+c+b) (a+c=b)(bt+ta—-c) (b—a+c)
- \/ 3 2 g - 2 (36)

Note que 2p =a+c+b;entaoa+c=2p—ba+b=2p—cec+b=2p—a. Logo

fazendo as devidas substituigoes em (3.6), obtemos:

A= Vplp—a)(p-b)(p—o.

Teorema 3.1. Se um triangulo T' tem lados medido a, b e ¢ com perimetro | = 2p e

seja A a area da regiao limitada por T'. Entao:
2
s A (3.7)
T
onde 2p=a+b+ec.

Se a, b e ¢ indicam os comprimentos dos trés lados de um triangulo, entao:

A=pp-a)p-b)p—o0).
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onde 2p = a + b+ c. Resulta da equagao (2.2) que:

Ve —a)-Vp-b)(p-0)
%[p+ (n— a)]%[(p —b)+ (-] (por(22)

= Bp—d2p—(b+0)

Vp(p - a)(p - b)(p—¢)

IA

B B 2
¢ (EarCroCray’ 0,
= %(4;;— (a+b+ec))?= 1—16(41?— 2p)* = %pz

onde fizemos uso do fato de que 2p = a + b+ c¢. Em vista (3.1), esta implica que, pra

um triangulo com area A e 2p de perimetro,

1
A< =p%
_4}3'

Como 4 > 7,1 < 1. Deste modo (3.7) esté provada.

Observacao 3.1. A prova da desigualdade (3.7) mostra que, para regides triangular,
a igualdade A < %pz nunca pode acontecer.

A razao é simples: se a igualdade € alcangada em (3.7). entao a cadeia de
inequagaoes anterior a (3.7 ) devem ser todas igualdades. Em particular, a primeira

desigualdade (3.7) trata da aplicagdo de (2.2), entdo

Vilp—a) < 5(p+ (p— ).

De acordo com (2.2), a igualdade € possivel apenas quando p = p—a, o que € equivalente

a=0. Uma vez que a é o comprimento de um lado do triangulo, isto é impossivel.
Assim, resta a tarefa de obter a constante menor possivel By de modo que, para

todas as regides triangulares, A < Bop® e, além disso, precisamos caracterizar essas

regides triangulares que satisfacam A = [op?.
Queremos provar a desigualdade isoperimétrica para regioes triangulares.

Teorema 3.2. Se A el sao a drea e o perimetro de um triangulo, entao

12
123

e verifica-se a iqualdade se e somente se o triangulo € equildtero.

A<
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Pela formula de Heron, a drea A é dada por (3.1). Aplicando a equacao (2.2) a
(3.1) e fazendo uso do fato que 2p = a + b + c. resulta,

A = Vpllp—a)p—b)p—o)?

</ ((p—a)+(p3b)+(p—c))3r

5 '((3p—(a;b+cn)3r
- w|®)] - &

Como o perimetro [ é igual a 2p, obtemos:

32
12/3

A equacdo (2.2) diz que a cadeia de desigualdades seria igualdade (e portanto igual-

A<

dade se em (3.8) exatamente quando s —a = s — b = s — ¢, que é 0o mesmo que
; " ; y 2
a = b = ¢. Assim, a drea atinge o seu valor maximo 5’75 exatamente quando o

triangulo é equildtero.

A matematica das abelhas

Faremos uma analise do problema das abelhas a que Pappus se refere. Primei-
ramente considera-se um resultado, ja conhecido desde os pitagéricos (século V a.C.),
de que triangulo, quadrado e hexdgono sao tnicos poligonos regulares que tornam
possivel a pavimentagao de um plano. Apds ter provado que de dois poligonos re-
gulares de mesmo perimetro, o que maior nimeros de lados tem maior drea, Pappus
concluiu que as abelhas provavam algum entendimento matematico, ao construirem
suas células como primas com secgoes hexagonais, em vez de quadradas ou triangula-
res. Deste modo a op¢ao teria sido para maximizar o volume do mel armazenado para

uma mesma quantidade de cera utilizada.
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Figura 3.2: Abelhas

Proposigao 3.2. Sei < j, i e j inteiros positivos, entio a drea de wm poligono reqular
de i lados € menor de que a drea de um poligono reqular de j lados de mesmo perimetro.
Além disso, a drea do circulo é maior do que a drea de qualquer poligono reqular de

mesmo perimetro.

Seja p o perfmetro de um poligono regular de n lados. Desta forma, tem-se que
o lado ! do poligono é 2.

Podemos dividir o poligono regular em n triangulos is6sceles de base [ e altura a,

[ 1

n Etan X
n
Assim, a area S deste poligono é dada por:

l
Si= nE,

2
é equivalente a

_p 1
" 4ntanZ®’
n

que, ap6s a multiplicagdo do numerador e do denominador da fracio por ™, pode ser

reescrita como

L.
n

]

4ntan =
mn
Para ver o modo como a 4rea S varia, faremos z = 7 e estuda-se a funcao

T

flz) =

tan T

para z € (0,%), uma vez que isso fornecera informagoes sobre S para n > 2. Tem-se
que

lim f(z) =1

z—0

ATERA|

: &y

&

[

-

.

[y 3=
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e
lim f(x)=0.

Além disso, f é continua em (0, %) e neste intervalo f'(z) < 0, sendo

f'(z)

2

tanr — rsec*

tan®

Concluimos entao que a drea S ¢ estritamente crescente, quando n cresce. Logo se i < j
a drea do poligono regular de i lados serd menor do que a 4rea do poligono regular de
7 lados.

Além disto, como l]il(l} f(z) = 1, temos que a drea S de um poligono regular de n

lados satisfaz
2

S < z—ﬂ
Para demonstrar a segunda parte da proposi¢ao, tomamos um circulo de perimetro
p- Neste caso seu raio r serd 74, e sua drea S serd S = % Temos, portanto, que a drea
do circulo é maior do que a drea de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.
Seja L uma linha poligonal simples e fechada. Uma pavimentacio da regiao
poligonal P limitada por L é uma subdivisao de P em um nimero finito de poligonos
tais que:
(1) a uniao de todos esses poligonos e suas fronteiras é igual a de P;

(2) a interseccao de dois desses poligonos é vazia.

Figura 3.3: Pavimentacio parcial construida de 6 poligonos, da linha poligonal azul

Uma pavimentagao de uma regiao poligonal também é chamada de uma pavi-
mentacao parcial do Plano Euclidiano.

Uma pavimentacao ideal do Plano Euclidiano é uma subdivisao do plano em
uma quantidade enumeravel de poligonos tais que:
(1) a unido de todos essas poligonos e sua fronteiras é todo o plano:

(2) a intersecgao de dois desses poligonos é vazia.



CAPITULO 3. APLICACOES 57

ek LM /\
?r—_\h\\ 2
N

Figura 3.4: Pavimentagao Ideal

Proposicao 3.3. Os tunicos poligonos requlares que pavimentam um plano sao o triangulo,

o quadrado e o hexdgono.

Sabe-se que um poligono regular de n lados, n > 3, possui angulos internos dados
pela formula (n — 2)180°.

Suponhamos que se tenha uma pavimentagao do plano formada exclusivamente
por poligonos regulares de n lados. Se em um vértices dos poligonos da pavimentacio
aparecem m poligonos, entdo a soma dos angulos internos, neste vértice, deve ser
igual a 360°; ou seja, m [RT_Q 180"] = 360°. Simplificando esta igualdade, obtém-se
m = 2%, Como n > 3, segue que -2 > 3 e,portanto, m > 3: Assim, conclui-se
que os tnicos candidatos a ladrilhos de uma pavimentagéao do plano sao: o tridngulo,
o quadrado, o pentdgono e o hexdgono. Analisaremos agora quais desses poligonos
realmente pavimentam o plano.

e Se n = 3; obtém-se m = ;fl_"—-? = 6. A figura 3.5 ilustra uma pavimentagao do plano

por triangulos equildteros, sendo que em cada vértice concorrem 6 triangulos.

INONININININ/N/N
NAVAVATAVATATATAY
AN NNNNNN/

Figura 3.5: Pavimentacao do plano por triangulos

_ _.OTEL’}E@'

UFCG .
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e Se n = 4; obtém-se m = :T"z = 4. A figura 3.6 ilustra uma pavimentaciao do plano

por quadrados, sendo que em cada vértice concorrem 4 triangulos.

Figura 3.6: Pavimentacao do plano por quadrados

2n = 19 = 3,333.... Como m deve ser um niimero inteiro,

e Se n = 5; obtém-se m =
conclui-se que o pentagono nao pode ser utilizado para pavimentar o plano.

De fato, como esta ilustrado na figura 3.7, podemos colocar trés pentdgonos ao
redor de um vértice, perfazendo 324°, com falta de 36°, mais se colocarmos o quarto

pentdgono, este ird se sobrepor ao primeiro.

Figura 3.7: Impossibilidade de pavimentar o plano por pentigonos

e Se n = 6; obtém-se m = % = 3. A figura 3.8 ilustra uma pavimentacao do plano

por hexdagonos, sendo que em cada vértice concorrem 3 hexdgonos.

Figura 3.8: Pavimentacao do plano por hexdgonos

Proposicao 3.4. Dentre os poligonos que pavimentam o plano, com perimetro p fizo,

0 hexdgono € o de maior drea.
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e Triangulo: lado [ = &, ver figura 3.9.

Figura 3.9: Triangulo

2
Temos (*33)2 =h%+ (E—) ou seja, h = %ip.
Desse modo, a érea do triangulo é
S = gép e \/5 2
2 36
e Quadrado: lado | = Z, ver figura 3.10.

~ (), 048p>.

Figura 3.10: Quadrado

Nesse caso, a area é dada por

5 = (g)2 = %pz = 0,0625p.

e Hexagono: lado | = E, ver figura 3.11.

n £
==
v |

Figura 3.11: Hexdgono

Como pode se observar pela figura, o hexdgono é construido por 6 triangulos de base

P\? _ (P)\?
(6) - () -
Assim, a drea de cada um desses tridangulos é dada por S’ = iﬁ- £p2 logo a édrea
do hexdgono é dada por

af \/ﬁ
= ! 2
g = 65 = EFVT4

E ealtura h = gp, uma vez que

~ 0,0721p%.

i INTED
w10

| £
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Portanto, da analise realizada conclui-se que, de fato, o hexdgono é o de maior érea.
Observagao 3.2. Embora o circulo de perimetro p = 2ar tenha a drea

S =ar? = Lp? ~0,0795p? maior do que a drea dos poligonos tratados na Proposigio

anterior, nao foi escolhido, por nao pavimentar o plano.

Figura 3.12: ”Pavimentagao " com circulos

A questao que se coloca agora € sobre a escolha das abelhas para o formato dos

alvéolos, onde sera depositado o mel.

Proposicao 3.5. Dentre os primas de base triangulares, quadrados e hezagonais com

mesmo perimetro, o de base hezagonal € o de maior volume.

O volume de um prisma é igual ao produto da édrea da base pela altura e a drea
lateral € igual ao produto do perimetro do poligono pela altura. Como o perimetro da

base é 0 mesmo para os trés primas em questao, a area lateral é a mesma.

Figura 3.13: Prismas

Assim, o prisma que tiver maior drea da base serd o de volume maximo e, por-
tanto, o de base hexagonal é o que satisfaz essa condicao.
Analisando os resultados acima pode-se constatar que de fato a pavimentagao

hexagonal é a que contém uma quantidade maior de mel.
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