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Resumo

Neste trabalho discutiremos sobre os Teoremas de Papus para cédleulo de dreas e
de volumes de sélidos de revolugao e apresentaremos suas demonstragoes, bem como
as propriedades referentes a integral de uma funcao. Apresentaremos a integral no
sentido de Riemann, algumas aplicagoes, teoremas e proposigoes que Sao necessarios a
demonstragao dos teoremas de Papus. Finalizaremos com algumas aplicagoes, as quais

mostram a importancia dos Teoremas de Papus para Sélidos de Revolugao.

Palavras-chave: Integral de Riemann. Teorema de Papus. Sélidos de revolugio.
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Abstract

In this paper we discuss about the theorems of Pappus to calculate areas and
volumes of solids of revolution and present their statements, and the properties rela-
ted to the integral of a function. We will present the full sense of Riemann, some of
its applications, theorems and propositions that are required when working with the

theorems of Papus. Conclude with some applications, which show the importance of
Theorems of Pappus for Solid Revolution.

Keywords: Riemann integral. Theorem of Pappus. Solids of revolution.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos de maneira resumida o contexto histérico que
envolve o célculo e as contribuigoes de grandes nomes da histéria da matematica para a
sistematizacao e formaliza¢ao do Calculo Integral e Diferencial. Daremos também uma
série de conceitos e resultados, que serao utilizados como uma preparacio minima para
se trabalhar com o Teorema de Papus. Faremos uma breve anélise das propriedades
relacionadas a integral. Veremos também definigoes, proposigoes e teoremas que serdo
de alguma forma utilizados ao longo do trabalho para demonstragao e aplicacdo desse
teorema.

Como veremos, os teoremas de Papus estabelecem uma surpreendente conexéo
entre centréides e sélidos de revolugao. No livro VII, chamado Tesouro da Andlise da
obra a Colecao de Papus de Alexandria, encontra-se o mais importante dos teoremas
atribuido a ele, que diz que o volume gerado pela revolugao da area envolvida por uma
curva plana situada inteiramente num dos lados do eixo é igual aquela 4rea multiplicada
pela circunferéncia descrita por seu centro de gravidade. Esse resultado é chamado as
vezes, de teorema de Guldin, como reconhecimento ao matemético que o descobriu in-
dependentemente. E de fato o teorema mais geral envolvendo o célculo que se encontra
na antiguidade. Neste livro Papus também apresentou o teorema analogo que diz que
a drea da superficie gerada pela revolugao de uma curva em torno de uma reta que
nao a corta ¢ igual ao produto do comprimento da curva pela distancia percorrida pelo
centroide da curva durante a revolugao.

E por fim, apresentaremos o teorema de Papus para célculo de volumes de sélidos
de revolucao, sua demonstragéo e algumas aplicacoes. Também usaremos o teorema

andlogo para o calculo da area de sélido de revolugio.



Capitulo 1

Aspectos Histoéricos

Neste capitulo vamos discutir os aspectos histéricos que envolve o cdlculo. O
teorema que discutiremos foi descoberto por Papus de Alexandria. As referéncias

utilizadas para os estudos realizado neste capitulo sao [1], [3], [1], [10] e [11].

O calculo

O problema de calcular a drea de uma figura plana ou o volume de um sélido foi
uma das questoes centrais da Matemadtica na Grécia antiga.

O poder criador da matemaética grega chegaria a seu ponto culminante com
Arquimedes (287-212 a.C.), por muitos considerado o mais eminente dos ma-
tematicos da Antiguidade, ocupou-se intensamente com esse problema, calculando
arcas e os volumes de diversas figuras geométricas. Superou todos os outros pela
quantidade e dificuldade dos problemas que tratou, pela originalidade de seus métodos
e pelo rigor de suas demonstragoes. O procedimento usado nesses calculos empregava
sempre o chamado método de exaustao, que consistia, essencialmente, em “exaurir’a
figura dada por meio de outras dreas ou volumes conhecidos. Esse método, atribuido
a Eudoxo (406 -355 a.C.), foi desenvolvido e aperfeicoado por Arquimedes.

Para obter uma aproximagao para a area do circulo, Arquimedes foi inscrevendo
poligonos regulares no circulo, e dobrando o nmiimero de lados a cada passo; de maneira
analoga com poligonos circunscritos.

Na figura 1.1, n representa o nimero de lados do poligono utilizado. A 4rea do

circulo seria um valor que figurava rigorosamente entre a drea do poligono circunserito
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 11

Figura 1.1: Exemplo do método de exaustao

e a area do poligono inscrito. Quanto maior o niimero de lados do poligono utilizado,

maior exatidao se teria para o valor da 4rea do circulo.

Vejamos como Arquimedes procedeu & quadratura de um segmento parabélico.

Figura 1.2: Quadratura de um segmento parabélico.

Arquimedes usou como primeira aproximagio o tridngulo ABC, em que C foi
tomado de modo que a reta tangente & parabola que passa pelo ponto C seja paralela
a reta AB. De modo semelhante sdo escolhidos os pontos D e E, e construidos os
triangulos ACD e BCE e assim por diante, indefinidamente. Esses triangulos vio
exaurindo a area do segmento de parabola, de forma que essa drea pode ser obtida,
com a aproximacao desejada, somando as dreas de um niimero suficientemente grande
de triangulos. Usando a geometria da pardbola, Arquimedes mostrou que a érea do
maior triangulo inscrito, ABC, sobre a base AB é quatro vezes a soma dos tridngulos
correspondentes inscritos sobre cada um dos lados AC e CB como base, isto é:

ACDA+ ACEB = AiBC.

Repetindo sucessivamente o processo fica claro que a drea do segmento parabolico ABC

¢é dada pela soma da série infinita

AABC AABC AABC
+ +...+

AABC 4 A




CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 12

1 1 1
_ AABC(1+E+E+...+4—R+...)
- %AABC.

Desse modo, Arquimedes provou que a érea do segmento de parabola é 4/3 da 4rea do
triangulo ABC nele inscrito.

Pelos os exemplos do circulo e da pardbola, vemos que o inconveniente do método
de exaustao € que para cada novo problema havia a necessidade de um tipo particular
de aproximagdo. Sem divida foi esse, um dos motivos pelo qual o calculo integral nio
alcangou completa sistematizagao com Arquimedes, embora esse sébio ja possuisse as
idéias fundamentais da nova ciéncia.

O célculo nao se desenvolveu na antiguidade, ficou esperando mais dezoito séculos
para desabrochar por inteiro, 0 que sé aconteceu nos tempos modernos.

No século XVII, o célculo de 4reas e volumes pelo métodos infinitesimais teve
inicio com os trabalhos de Johann Kepler (1571-1630). Kepler teve de recorrer a
procedimentos de integracdo a fim de calcular as dreas envolvidas em sua segunda lei
do movimento planetdrio, o raio vetor que une um planeta ao sol varre dreas iquais em
tempos iguais, e os volumes de que se ocupou em seu tratado sobre a capacidade dos
barris de vinho.

Ao tratar problemas de areas como esse da segunda lei, Kepler pensava na érea
formada por uma infinidade de pequenos tridngulos com vértices no sol (Figura 1.3)
e os outros dois vértices em pontos infinitamente préximos um do outro ao longo da

orbita. Dessa forma ele pode usar uma forma grosseira de calcular integral.

Hancta

Figura 1.3: Pequenos triangulos com vértices no sol.
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 13

Kepler lembra que o procedimento usado por Arquimedes no célculo da area do
circulo era equivalente a dividir o circulo em n setores iguais por meio da divisio da

circunferéncia em n partes iguais.

S
i

Figura 1.4: Procedimento usado por Arquimedes.

Esses setores sao mais e mais parecidos com tridngulos, quanto maior o n. E como
eles tem a mesma altura r, a soma de suas areas é o produto da soma dos comprimentos
das bases, vezes o raio, dividido por 2.

Observando que as alturas dos triangulos infinitamente finos (Figura 1.4) séo
iguais ao raio. Se chamarmos by, by, ..., by, ... as bases infinitamente pequenas repou-
sando ao longo da circunferéncia, entao a drea A do circulo (a soma das dreas dos

triangulos) sera

1 1 1 1 1
A=§b1r+§bgr+...+§bnr+...—ar(b1+b2+...+bﬂ+...)—§r0,

onde C' é o comprimento da circunferéncia que nada mais ¢ que a soma dos bs. Esse
bem conhecido teorema antigo fora provado por Arquimedes mais cuidadosamente.

Do mesmo modo, o volume da esfera é uma infinidade de piramides delgadas de
volume iguais a um tergo da drea da base pela a altura. Disso decorre que o volume
da esfera é um terco do produto de sua superficie pelo o raio.

A importancia maior do trabalho de Kepler foi em desenvolver calculos de vo-
lumes de varios sélidos tridimensionais através de “fatias”muito finas chamadas de
infinitésimos (ou indivisiveis) cuja soma se aproximaria do volume total do sélido. Ele
também utilizou o método de infinitésimos para encontrar a quadratura de segmentos
de uma elipse ao formular a sua segunda lei sobre o movimento dos planetas.

Galileu Galilei (1564-1642) também através do método de infinitésimos mos-
trou que a drea sob a curva velocidade versus tempo era a distancia percorrida, para a

aceleragao uniforme.
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 14

Bonaventura Cavalieri (1598 -1647), italiano com vasta obra em matematica,
optica e astronomia, desenvolveu o método dos indivisiveis, presente no tratado
Geometria indivisibilibus publicada em sua versio final em 1635. Os indivisiveis
de Cavalieri tém raizes em Demdcrito (c. 410 a.C.) e Arquimedes, mas talvez a
motiva¢ao maior tenha sido encontrada nos métodos de Kepler de calcular certas
dreas (segunda lei) e volumes. Cavalieri nao definia em suas obras o que seriam os
indivisfveis. Segundo ele, porém, uma figura plana seria formada por uma infinidade
de cordas paralelas entre si e uma figura sélida por uma infinidade de seccoes planas
paralelas entre si. A essas cordas e a essas seccoes ele chamava de indivisfveis.

Pierre de Fermat (1601-1665), contribuiu significativamente ao desenvolvi-
mento do célculo. Fermat determinou tangentes de curvas de modo geral e valores
extremos de fungoes. Dentre os problemas resolvidos a Histéria menciona o calculo da
drea da regiao sob a curva y = z" de x = 0 a z = b e acima do eixo z, para todo inteiro
n.

Podemos citar ainda vérios matematicos que contribuiram para o desenvolvi-
mento do cilculo, como Evangelista Torricelli (1608-1647), James Gregory
(1638-1675) e Isaac Barrow (1630-1677). Barrow parece ter reconhecido cla-
ramente a relagao inversa entre os problemas de tangentes e de quadraturas.

Ap6s a metade do século XVII ja havia entao varios métodos bem sucedidos para
as questoes que envolviam célculo de tangentes e quadraturas, mas nenhum deles trazia
uma sistematizagao que facilitasse o seu uso de maneira geral. Entdo, finalmente dois
grandes nomes entraram para a histéria, Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), por inventarem o Calculo Infinitesimal ou Calculo
Diferencial e Integral.

A grande realizagao de Newton e Leibniz foi reconhecer e explorar a intima co-
nexao entre esses problemas, que ninguém tinha entendido completamente. Eles foram
os primeiros a entender o significado do Teorema Fundamental do Célculo, o qual
diz, com efeito, que a solugao do problema da tangente pode ser usada para resolver o
problema da drea.

Para Newton, tomar fluxos de fluentes significava associar uma velocidade finita a
uma variavel. Para Leibniz, a diferenciagao associava uma diferencial (diferenca) infini-

tamente pequena a uma variavel. Foram caminhos bem diferentes, mas que convergiam
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 15

a um mesmo principio em comum, a descoberta do céalculo.

A primeira pessoa a formular explicitamente as ideias de limite e derivada foi sir
Issac Newton, em 1660. Mas Newton reconhecia que “Se vejo mais longe do que outros
homens € porque estou sobre os ombros de gigantes”. Dois destes gigantes eram Pierre
de Fermat e seu professor em Cambridge, Issac Barrow ( 1630-1677). Newton estava
familiarizado com os métodos deles para encontrar as retas tangentes, e esses métodos
desempenharam papel importante na formulagio final do cdlculo de Newton.

Leibniz sempre teve uma percep¢ao aguda da importancia de boas notagoes como
ajuda ao pensamento, e sua escolha no caso do célculo foi particularmente feliz. Ele
usou pela a primeira vez o simbolo de integral, um S alongado, derivado da primeira
letra da palavra latina summa(soma). O objetivo era indicar uma soma de indivisiveis.
Deduziu muitas das regras de diferenciagio que os alunos aprendem logo no inicio
de um curso de calculo. Na prética, a descoberta fundamental foi a possibilidade
de exprimir a integral de uma fungao em termos de uma primitiva. Nascia assim o
“Teorema Fundamental do Calculo”.

O trabalho destes cientistas foi uma sistematizacao de idéias e métodos surgidos
principalmente ao longo dos séculos XVI e XVII, os primérdios da chamada era da
Ciéncia Moderna, que teve inicio com a Teoria heliocéntrica de Copérnico (1473-1543).

As bases do Célculo Integral foi formulado por Newton e Leibniz no século XVII,
mas a primeira tentativa de uma conceituagao precisa foi feita por volta de 1820, pelo
matematico frances Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Os estudos de Cauchy
foram incompletos, mas muito importantes por terem dado inicio a investigacao sobre os
fundamentos do Célculo Integral, levando ao desenvolvimento da Analise Matematica
e da teoria das funcoes.

Em 1854, o matematico alemao Bernhard Riemann (1826-1866) realizou um
estudo aprofundado da integral e formulou a definigio atual, nos padrées da Anélise
Moderna, tornando-a um instrumento poderoso na resolucao de intimeros problemas.
Devido a isso, as somas usadas na definigio da integral sao chamadas “Somas de
Riemann”e em sua homenagem a integral estudada por ele passou a receber o nome

de Integral de Riemann.
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Papus de Alexandria

Papus de Alexandria nascido, provavelmente, por volta de 340 d.C em Ale-
xandria, considerado por muitos como um dos dltimos grandes matematicos gregos,
sucedendo Ptolomeu, Apolonio, Euclides e Arquimedes. Suas principais contribuigoes
apareceram em aproximadamente 320 numa serie de oito livros, chamados Colegao ou
Synagoge a qual é uma valiosa sintese da matemética grega da época, representando
um dos poucos registros da producao cientifica daquele tempo.

O livro I e a primeira parte do livro II perderam-se e os outros livros abordam
geometria plana, curvas, retas tangentes, mecénica, conicas, entre outros assuntos.
Considerado o mais importante, o livro VII traz obras, principalmente de Euclides,
Aristeu e Apolonio. Essa obra deveria ser conhecida por todos que tivessem interesse
em aprofundar-se na matematica daquela época. Desse ponto de vista, o livro VII
serviria como um pré-requisito para todos que estudavam matematica naquele tempo.

No livro VII, chamado Tesouro da Andlise, o mais importante dos teorema
atribuido a Papus, na Colegao, é o elegante teorema, que diz que o volume gerado
pela revolucao da érea envolvida por uma curva plana situada inteiramente num dos
lados do eixo é igual aquela drea multiplicada pela a circunferéncia descrita por seu
centro de gravidade. Esse resultado é chamado, as vezes, de teorema de Guldin, como
reconhecimento ao matematico sui¢o Paul Guldin (1577 — 1643), que o redescobriu in-
dependentemente. E de fato o teorema mais geral envolvendo o calculo que se encontra
na antiguidade. Papus também demonstrou o teorema analogo que diz que a drea da
superficie gerada pela revolugao de uma curva em torno de uma reta que nao a corta é
igual ao produto do comprimento da curva pela a distancia percorrida pelo centréide
da curva durante a revolugao.

Apesar de ter sido um matematico extraordinario teve a ma sorte de nascer
quando a era dos grandes matematicos gregos estava chegando ao seu fim, depois de
Papus, a Matematica debilitou-se e quase desapareceu, teve que esperar por 1.300 anos
para ressurgir no comego do século XVIL

A obra de Papus ¢é uma fonte riquissima em Geometria, muito se deve a este tra-
tado que ¢é o 1ltimo compéndio matemético antigo significativo, no entanto a tentativa,

de Papus, de ressuscitar a Geometria nao teve sucesso. Ele faz citacoes a trabalhos de
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 17

mais de trinta matematicos de renome da antiguidade. Depois de Papus, muitas obras
foram escritas em grego por mais de um milénio, mas os autores jamais atingiram o

nivel de Papus.
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Capitulo 2

Integral

Neste capitulo vamos estabelecer alguns resultados da integral definida e damos
uma prova do teorema fundamental do calculo. As referéncias utilizadas para os estudos

realizado neste capitulo que sao (1], [5], [7], [12] e [13].

2.1 O calculo diferencial e Integral

Quase todas as ideias e aplicagoes do Célculo giram em torno de dois problemas

geométricos que sao de facil entendimento. Ambos se referem ao grafico de uma funcao

y = f(z).

Figura 2.1: Problema geométrico

Problema 1: O problema basico do célculo diferencial é o problema das tan-
gentes: calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grafico num dado ponto
P.

Problema 2: O problema basico do cdlculo integral é o problema das dreas:

calcular a area abaixo do gréfico, entre os ponto z =aexz =b.

18
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CAPITULO 2. INTEGRAL 19

Esses problemas parecem de alcance bem limitado. O surpreendente é constatar
que eles tem aplicagoes profundas e de longo alcance em varias ciéncias. O calculo
adquire importancia no grande mundo fora da matemadtica por meio dessas aplicagoes
cientificas.

Newton e Leibniz foram os primeiros a entender o significado do Teorema Fun-
damental do Caélculo, o qual diz, com efeito, que a solugao do problema da tangente
pode ser usada para resolver o problema da drea.

A solucao do Problema das tangentes, é o que hoje chamamos de derivada que é

definida como segue:
Definicao 2.1. A derivada de uma funcao f € uma funcao denotada por f’, tal que
o seu valor em qualquer ndmero x do dominio de f seja dado por

Az

—0 VAN

(2.1)

se esse limite existir.

A interpretagao geométrica da derivada é o coeficiente angular da reta tangente

ao grafico de uma fungao.

Figura 2.2: Coeficiente angular da reta tangente.

Porém esta interpretacao nao é parte essencial do conceito de derivada, exis-
tem outras interpretagoes igualmente importantes que nao tem nada a ver com geo-
metria. Devemos considerar f’ como uma fungio e reconhecer que ela tem diversas
interpretacoes, sem existir necessariamente nenhuma conexao entre elas.

O conceito de derivada esta intimamente relacionado com o problema de calcular
a velocidade de um objeto mével. Foi este fato que tornou o Célculo um instrumento de
pensamento importante para Newton, em seus esforgos para descobrir os Principios da
Dinamica e compreender os movimentos dos planetas. Estas ideias dao uma introducao

bastante facil ao conceito geral de taxa de variagao e esse conceito é importante em
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muitos outros campos de estudo, incluindo as ciéncias bioldgicas e sociais, especialmente

Economia.

A Notacao de Diferenciais

A definicao de derivada f'(x) de uma funcao y = f(z) pode ser enunciada como
se segue:

Dy
Azl-nw Az

f'(z)

Aqui se subentende que Az é a variagdo nao nula na variavel independente z e que
Ay = f(z + Azx) — f(z) é a correspondente variagao de y.

Considere uma fungao arbitraria
v = fl=) (2.2)

e suponha que essa fungao tenha derivada em z. Se P é o ponto correspondente no

gréafico,

"

dy Ay
5 3
s 4

Figura 2.3: Diferenciais dz e dy.

entao a tangente em P é a reta PR com coeficiente angular m = f'(z). Por diferenciais
dz e dy que surgem a partir da expressao (2.2) queremos significar os incrementos nas
variaveis I e y que estao associados com essa reta tangente. A diferencial dz da variavel

independente z é qualquer incremento Ar em z, ou seja,
dr = Az

e a diferencial dy da varidvel dependente y é o correspondente incremento em y ao

longo da reta tangente, ou seja,

dy = f(a)dz
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Antiderivada

Em muitas situagoes praticas, estamos diante do problema de encontrar uma
funcdo F' cuja derivada é uma fungao conhecida f.

Um fisico que conhece a velocidade de uma particula pode desejar saber sua
posigao em um dado instante. Um engenheiro que pode medir a taxa de variacao
segundo a qual a dgua estd escoando de um tanque deseja saber a quantidade de 4dgua
escoada durante um certo tempo. Um biblogo que conhecer a taxa segundo a qual
uma populagao de bactérias estd crescendo pode querer deduzir qual o tamanho da
populacao em um certo momento do futuro.

Se a fungao F existir, ela é chamada antiderivada de f.

Definigao 2.2. Uma fungdao F é denominada uma antiderivada de f sobre um in-
tervalo I se F'(x) = f(z) para todo x em I.

Teorema 2.1. Seja f continua no intervalo I. Se f'(zx) = 0 em todo = interior a I,

entdo eristird uma constante K tal que f(z) = K para todo x em I.

Demonstragao. Considere p um ponto fixo em I. Provaremos que, para todo z em
I, f(x) = f(p), implicando que f é constante em I. Como f é continua no intervalo
fechado de extremos « e p e derivéivel no intervalo aberto de mesmos extremos, para
todo z em I, x # p, existe, pelo o Teorema do Valor Médio, Z pertencente ao intervalo
aberto de extremos z e p tal que

f(@) = f(p) = f(2)(z - p).
Como Z 6 interior a I, pela a hipétese f'(%) = 0, logo
f(z)—fp) =0 ou f(z)=f(p)
para todo & em I. Tomando-se K = f(p), resulta o teorema. m

Teorema 2.2. Sejam f e g continuas no intervalo I. Se f'(z) = ¢/(z) para todo

interior a I, entao existird uma constante K, tal que

flz) = g(z)+ K

para todo x em I.
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Demonstragao. Seja h(z) = f(z)—g(x) uma fungao definida em I. A funcio é continua

em [ e para todo z interior a I,
W(z) = f(z)-g(z)=0.
Pelo o teorema 2.1, existe uma constante K, tal que

f(z)—g(z) = K ou f(z)=g(z)+K

para todo x em 1.
O

Sendo F' uma primitiva de f em I, entdo para toda constante K, F(z) + K é
também primitiva de f. Segue do Teorema 2.2 que as primitivas de f em I sdo funcoes

da forma F(z) + K, K constante. A familia das primitivas de f em I, é dada por:
G(z) = F(z) + K, k constante.

Antidiferenciagao ¢ o processo de encontrar o conjunto de todas as antideriva-
das de uma funcao f dada.
A notacgao

[ 1@z 2.3)

sera usada para representar a familia de primitivas de f:

/ f(z)dz = F(z)+C

onde F'(z) = f(x) e d(F(z)) = f(z)dz (isto é, a diferencial de F(z) é f(z)dz). Na
notagao / f(z)dz, a fun¢do f denomina-se integrando.
Leibniz introduziu a convengao de escrever a diferencial de uma fungao apés a

simbolo de antidiferenciagao.
/d(F(:z:)) = F(z)+C

Assim, podemos considerar que o simbolo de antidiferenciacao f significa a operagao
inversa da operacao denotada por d para o calculo da diferencial.

Se {F(z) + C} for o conjunto de todas as fungdes cujas diferencial é f(z)dz,
também serd o conjunto de todas as fungdes cujas derivadas sao f(z).

Por motivos histéricos, uma antiderivada de f(z) é usualmente chamada de uma

integral de f(z), e a antiderivacao chama-se integra¢ado.
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2.2 Area

A ideia intuitiva do que entendemos por drea de certas figuras geométrica é a
medida que, de alguma forma, indica o tamanho da regiao encerrada pela figura. A
area de uma retangulo é o produto de seu comprimento pela largura e a drea de um
triangulo ¢ a metade do produto do comprimento da base pela altura.

A drea de um poligono pode ser definida como a soma das dreas dos triangulos
nos quais ela pode ser decomposta e podemos provar que a area assim obtida independe

de como o poligono é decomposto em triangulos.

Figura 2.4: Area de um poligono.

Quando atribuimos uma area a uma regido plana, associamos um nimero a um
conjunto S do plano. De um ponto de vista puramente matematico, isto significa que
temos uma fungéo a (a fungao drea) que atribuimos um nimero real a(S) (a drea de S)
de uma certa colecao de conjuntos dado. Uma fungao deste tipo, cujo dominio é uma
colegao de conjuntos e cujos valores sao niimeros reais, chama-se funcdo de conjunto.
O problema fundamental é o seguinte: Dado um conjunto do plano S, que érea a(S)
devemos atribuir a S?

A colegao de conjuntos do plano aos quais pode ser atribuida uma 4rea, chamamos
de mensurdveis. Representaremos a colegao de todos os conjuntos mensuraveis por M.

Entretanto, como definir a 4rea de uma regiao plana se ela for limitada por uma
curva?

Considere uma regiao S no plano, conforme mostra a figura 2.5.

A regiao S que ¢ limitada pelo eixo dos z, e pelas retas = a e z = b e pela curva
tendo equagio y = f(z), onde f ¢é uma fungio continua no intervalo fechado [a, b] (com

f(z) 2 0).

_IOTECA
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y=[flr)

Figura 2.5: Regiao S no plano.

Queremos atribuir a medida da area S um ndmero a(S) , usando um processo de
limite semelhante ao usado para definir a area de um circulo. Vemos intuitivamente que
qualquer que seja o nimero escolhido para representar a(S), esse mimero devera ser,
no minimo, tao grande quanto a medida da area de qualquer regiao poligonal contida
em S e nao deverd ser maior do que a medida da drea de qualquer regiao poligonal
contendo S.

Comegamos por subdividir S em n faixas S;,Ss,..., S, de iguais larguras, como
na figura 2.6.

N

Figura 2.6: Particao de S em n faixas.

A largura do intervalo [a, b] é b — a; assim, a largura de cada uma das n faixas é

b—a
n

Ag=

Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos. Vamos denotar os extremos

desses intervalos por zg, =1, Z3,..., T,, onde

Zo=8, T =6+ Az, ..., Z; =a+IAL, ..., Ty =0+ (n—1)Az, z,=0
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Seja [z;_1,z;] o i-ésimo subintervalo. Como f é continua no intervalo fechado [a,b)],
ela é continua em cada um dos subintervalos. Pelo teorema do valor extremos, existe
um numero em cada subintervalo para o qual f tem um valor minimo absoluto. No
i-ésimo subintervalo, seja ¢; esse niimero, assim f(¢;) serd o valor minimo absoluto de
f no subintervalo [z;_,,z;]. Considere n retingulos, cada um com um comprimento de
Az unidades e uma altura f(¢;) unidades.

Sejam R,, unidades quadradas a soma das dreas desses n retangulos; entao

R, = fla)Az+ f()Az+--+ f(c:)Az + - + f(ca) Az

ou, com somatoria,

R, = ) fle)Az (2.4)

i=1

Figura 2.7: Areas de n retangulos.

A somatoéria do segundo membro de (2.4) dd a soma das medidas das dreas dos n

retangulos inscritos. Assim, ndo importa como a(S) seja definido, ele deve ser tal que
a(S) = R,

Enquanto n cresce, os valores de R,, encontrados pela formula (2.4) aumenta, e valores
sucessivos de R, diferem um do outro por quantidade que se tornam arbitrariamente
pequenas. Este fato é provado em Cilculo Avangado por um teorema que afirma que
se f for continua em |a, b], entao quando n cresce indefinidamente, os valores de R,
dados por (2.4) tendem a um limite. E esse limite que iremos tomar como a defini¢ao

de medida da 4rea da regiao S.

RLIOTECAI
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Particao
Uma particao P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = {zg, @y, Za,..., Tp}

onde a = zyp < 1 < Ty < -++ < T, = b. Essa particdo divide o intervalo [a,b] em n

intervalos [z;_y,z;],7=1,2,---,n.

a=rp Ty I Iy Ty £l Fu-1 ., =h

Figura 2.8: Parti¢ao de um intervalo [a, b]
A amplitude do intervalo [z;_;, z;] serd indicada por Az; = z; — z;_;. Assim,
Azy = x) — 39, ALy =39 — 1, ATz = T3 — Ts, etc.

Os nimeros Az, Ar,,...,Ar, nao sao necessariamente iguais; o maior deles
denomina-se norma da parti¢ao P e é denotado por ||Al|.

Uma particao P ¢ dita regular se todos os subintervalos tém o mesmo compri-
mento

AIi=AJL':

n
Definigao 2.3. Seja f uma fun¢do continua no intervalo fechado [a,b] com f(z) >0
para todo = em [a,b] e seja S regido limitada pela curva y = f(z), o eizo T e as retas
x =aex =b. Seja P uma partigao reqular de [a,b]. Entdo se f(¢;) for o valor
funcional minimo absoluto de f no i-ésimo subintervalo [z;_y,z;|, a medida da drea da

regido S serd dada por
oo = Ju g e (2:5)

A igualdade ( 2.5) significa que para todo € > 0 existe wm niimero natural N > 0 tal

que se n for um inteiro positivo e se
T
n>N entio ‘ > fle)Az —a(S) ’ <e (2.6)
t=1

Poderiamos ter considerado retangulos circunscritos ao invés de retangulos ins-
critos. Nesse caso, tomamos como medida das alturas dos retangulos o valor maximo

absoluto de f em cada subintervalo, esses valores existem em virtude do teorema do
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valor extremo. As somas correspondentes das medidas das areas dos retangulos cir-
cunscritos sao, no minimo, tao grande quanto a medida da area da regiao S e pode

ser mostrado que o limite dessas somas quando n cresce indefinidamente é exatamente

igual ao limite da soma das medidas dos retangulos inscritos.

Assim sendo, poderiamos definir a medida da irea da regidao S por

a(8) = lim 3 f(d)Az (2.7)
i=1

onde f(d;) é o valor maximo absoluto de f em [z; 1,2;].

Soma de Riemann

Sejam f uma fungdo definida em [a,b]e P:a =29 <1 < T3 <3< --- <
Z, = b uma partigao de [a,b]. Para cada indice i (i = 1,2,---,n) seja ¢; um nimero

em [z;_;, ;] escolhido arbitrariamente.

-+ a .ee -
L +—o—+ + o+

(‘lf
a=xry Iy I I T Tn-1 2,.=b

Figura 2.9;
A soma,

D _fe)Az = f(e1)Azy + f(e) Ay + -+ + f(c)Azi + -+ + f(cn) Ay

i=1

denomina-se Soma de Riemann' de f, relativa a particiao P e aos niimeros ¢;.

2.3 Integral de Riemann

Seja f uma fungao cujo dominio inclui o intervalo fechado [a,b]. Suponha que
exista um nimero L tal que

i f(C;')A.’L‘; - L

possa ser tao pequeno quanto desejarmos para todas as partigoes P que tenham

normas suficientemente pequenas, e para qualquer ¢; no intervalo fechado [z;_;,z;],

t=1,2,---,n, f é chamada de integrdvel em [a, b].

!Assim chamada pelo matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

LIOTECA
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Definicao 2.4. Seja f uma func¢do cujo dominio inclui o intervalo fechado [a,b].
Entao, f serd integrdvel em [a,b] se existir um nimero L satisfazendo a sequinte
condigao: para todo € > 0, existe § > 0 tal que toda particdo P de [a,b] para a qual

A]] < &, com ¢; no intervalo fechado [z;_y, ], i = 1,2,---,n, temos

n
D fle)Az—L | <e (2.8)
i=1
Nessas condigoes, escrevemos
T
lim A = L 2.9
”A”_m;f(ca) (2.9)

De acordo com a definigao acima, para uma dada funcao f definida no intervalo fe-
chado [a, b], podemos tornar os valores das Somas de Riemann tao proximos de L quanto
desejarmos, tomando ||A|| de todas as parti¢des P de [a,b] suficientemente pequenas
para todas as escolhas possiveis dos nimeros ¢ para os quais
Ti1 £ ¢ <%, 1 =12---,n. De acordo com a definicao de limite, se existe um

nimero L satisfazendo a definicao 2.4, entao ele serd tnico.

Definigao 2.5. Se f for uma fungdo definida no intervalo fechado [a,b], entio a in-

b
tegral definida de f de a até b, denotada por / f(z)dz, serd dada por
[}

b n
z)dr = lim i) AZ; 2.10
[ f@i = 3= s (2.10)
se o limite existir.
b
Na notagao de integral definida / f(z)dz, f(z) é chamada de integrando, a

de limite inferior e b de limite superior. O sinal de integral / ¢é chamado de sinal
de integragao. O sinal de integragdo lembra uma letra S alongada, como em “soma”,
escolhida por causa da semelhanga entre uma integral definida e uma soma de pequenas

quantidades.
Observacgao 2.1. Ainda, por definicdo:
a a b
f flx)de=0 e f f(z)dz = —/ f(x)dz (a < b).
a b a

A questao é saber sob que condigdes o nimero L satisfaz a definicdo (2.4), ou

seja, sob que condi¢bes uma fungao f é integravel.

1
!
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Teorema 2.3. Se uma funcdo f for continua no intervalo fechado [a,b], entio ela serd

integrdvel em [a, b).
Demonstragao. Veé [0] O

O limite usado na definicao (2.3) para definir a medida de drea de uma regiao é
um caso particular do limite usado na defini¢ao (2.4), para definir a integral definida.

Assim, podemos definir a drea de uma regiao de uma forma mais geral.

Definigao 2.6. Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b] e f(z) > 0 para
todo z em [a,b]. Seja S regidgo limitada pela curva y = f(z) pelo eixo = e as pelas retas

z=a ez =>b. Entdo, a medida a(S) da drea da regiao S serd dada por
n b
o(5) = Jim > fe)asr & ofs)= [ fe)s

Essa definigao estabelece que se f(z) > 0 para todo z em [a, b], a integral definida

podera ser interpretada geometricamente como a medida da 4rea da regiao S.

')
¥=fix)

r=aq & r==5b

Figura 2.10: A medida da éarea da regiao S.

Propriedades da Integral
Teorema 2.4. Sejam f, g integrdveis em [a,b| e k é uma constante. Entio:
b b
i) f+ g € integrdvel em [a, b] e/ [f(z) + g(z)]ldz = ff(a:)d:.-:+/ g(z)dz
b
i) kf € integrdvel em [a, b] e/ kf(z)dr = k/of(:c)dz.

iti) Se f(z) > 0 em [a,b], entdo /b f(z)dz > 0.

G/~ '3LIOTECA
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iv) Se c €la,b| e f € integrdvel em [a,c| e em [c,b] entdo

[ o= [ 1@ria+ [ reras

Demonstragao.

i) Para toda particao P de [a,b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em [z;_;, ;]

<

g[f(c.-) +9(c)|Az; - [ f' f(z)dz + / " g(m)dx]

b

n b
> sz - [ g(z)dxl.

i=1

Da integrabilidade de f e g segue que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

n b
Y fe)as - [ fa)da Az~ [ gz
i=1 a

para toda partigao P de [a,b] com ||A|| < 4. Logo,

‘_Z:I:[f(Ca)Jrg(c‘-)]Ax.-— [[f(a:)dx+./:g(:c)dz:l

para toda partigao P de [a,b] com ||A|| < 8. Assim,

n b b
Jim, D) +g(e)]ar = [ 1@+ [ g(oyio

]
< =

&z
g °© 2

<€

ou seja f + g é integravel e

jj [f(z) + g(z)|dz = / bf(x)dz+ f g9(z)dz.

ii) Como f ¢ uma fungao integravel em [a,b] e k uma constante, existe o limite

Al OZ f(C()AI” e porta.ﬂt.o pOdemOﬁ escrever
—P

b n
/ kf(z)dz = lim Zkf(c.-)A:r,-:k Jlim E fle)Az; =k f f(z)dz.
a =1

fall

iii) Como f(z) > 0 em [a,b], para toda parti¢ao P de [a,b] e qualquer que seja a

escolha dos ¢;

Zf(Ci)AI'i >0.
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b b
Se tivéssemos / f(z)dz < 0, tomando-se ¢ > 0 tal que [ flz)dz + € < 0,

b n
existiria um ¢ > 0 tal que / f(x)dz — e < Zf(c,-)AI,- < ff(z)da: + € para

i=l

toda partigao P de [a,b] com [|A|| < 4. Assim, para alguma partigao P teriamos
mn
Z f(e;)Az; < 0 que é uma contradigao.

i==l

iv) Para toda parti¢ao P de [a,b], com ¢ € P, temos,

gjf(c.-)m,-— [ [ t@z+ [ bf(z)dm] < gf(ci)ﬁx.-— [ / cf(ﬁ)dm] ;
+ _i f(c‘-)AIf—/:f(a:)dz

como por hipétese, f é integravel em [a,c] e em [¢,b], dado € > 0, existe § > 0

tal que, para toda parti¢ao P de [a,b], com c € P, e ||A]| < 4, tal que

n e n b
Y fle)as - [ fa)da > fe)an - [ f(@)ds

e, portanto,

@
2

<‘E e
2

< €;

D o)Az - f f(z)dz + f f(z)dz
i=1 “ @
Segue, entao da integrabilidade de f em [a,b] que

b c b
/ f(z)dz = / f(z)dz -i-] f(z)dz.
O
A condicao i) pode ser estendida a qualquer nimero de fungoes. Isto é, se as

fungoes fi, fa, -+, fn forem todas integrdveis em [a, b], entdo (f; + fo+ --- % f,) sera

integravel em [a,b] e

lb(flif2i"'ifn)dx = /:fldiri/:fzd-'ﬂi---_[ifndz

Em geral, se f eg sdo integréaveis em [a, b] e se f(z) > g(z) para todo = em |a, b],

— /,. ’ Haydz > f gl
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Teorema 2.5. Se f ¢ integrdvel em [a,b], entio para cada real k # 0 temos
¥ 1 [ /z
[ @z =g [ 1(5)an
Demonstragdao. Vé [1] O

Teorema 2.6. Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado I = [a,b]. Sem e
M forem, respectivamente, os valores minimos e mdrimos absolutos de f em [a,b], ou

sejam < f(zr) < M, paraa <z <b entio,
b
m(b —a) g/ f(z)dz < M(b—a)
Demonstragio. Vé [¥] O

Teorema 2.7 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Seja f uma funcdo continua

no intervalo fechado I = [a,b]. Entdo, existe um niimero & em [a, bl, tal que
b
[ @iz = s©06-a

Demonstragao. Ve [3] O

Teorema Fundamental do Cailculo

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma forte conexio entre integrais

definidas e antiderivadas.

Teorema 2.8 (Teorema Fundamental do Calculo). Se f Jor integrdvel em I = [a,b] e

se F' for uma primitiva de f em I, entio

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

Demonstragao. Se f for integravel em I, pela defini¢io de integral, temos que

n b
Jim, 3 fle)dz, = [ #aaa

serd sempre o mesmo, independente da escolha dos ¢;. Assim, se, para uma particular

escolha dos ¢;, tivermos

J!ﬁl!—m;ﬂc’) x

A
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b
entdo teremos L = [ f(z)dx.

a
Suponhamos, agora, que f scja integravel em I e que admita uma primitiva F ()
em [, isto é, F'(z) = f(z)em I. Seja P:a =29 < 2, < T3 < ... < T, = b uma

partigao qualquer de I. Temos que

n

F(b) — F(a) = ) [F(x:) — F(x:-1)].

i=1
Segue que, do Teorema do Valor Médio, que, para uma conveniente escolha de G

em [z;_y, 7|, teremos

F(b)—F(a) = Y F'(c)Az; ou

=]
F(b) - F(a) = ) f(@)Ax (2.11)
i=1
Se, para cada partigao P de I, os & forem escolhidos como em (2.11), teremos

Zf(C:)AI = F(b) - F(a)

liafj—0 £

e, portanto,

fbf(z)dx = F(b) — F(a).

8]

Consideremos f uma fungao continua no intevalo I e seja a um ponto em I.

Assim, para todo z em I, a integral / f(t)dt existe; podemos, entédo, considerar a
fungao F' definida em I e dada por ’

F(z) = ] " ftat.

Mostra-se que a funco F acima definida é uma primitiva de f em I, isto é F" (z) = f(z)
para todo z em I. Este resultado é referido como 2° teorema fundamental do cdlculo

ou simplesmente, teorema fundamental do cdlculo.

Teorema 2.9 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f definida e continua no in-

tervalo I e seja a € I. Nestas condigées, a fungio F dada por

F(z) = f " fydt, zel.

€ uma primitiva de f em I, isto é F'(z) = f(x) para todo = em I.
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Demonstrag¢ao. Precisamos provar que, para todo z € I,

limF‘(:::+a’1)—F(:::) _
h—0 h

F'(z) f(z)

Temos, para h # 0,

z+h x Lk
F@+h) - F(z) _ f f(t)dt - f Aos ./, f(t)dt
h h h

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe ¢ entre z e z + h tal que
x+h
[ swa = s
T

Assim,

F(z +h) — F(z)

) = 10

Logo, segue da continuidade de f em I e observando que c tende a z quando h tende

a zero que

= f(z)

P = Bm F(z + hfz - F(z)

a

Observe que o teorema fundamental do céilculo garante-nos que toda funcao
continua em um intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, exibe-

nos, ainda, uma primitiva.
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Capitulo 3

O Teorema de Papus

Neste capitulo apresentamos o mais importante dos teoremas atribuidos a Papus,
€ o elegante teorema descoberto por Paul Guldin, matemético do XVII, para volume
e area de sélido de revolugdo. Antes, porém vamos estabelecer alguns resultados ne-
cessario para obtengao do Teorema. As referéncias utilizadas para os estudos realizado

neste capitulo sao [1], [3], [7], [12] e [13].

3.1 Aplicacoes da Integral Definida

Area entre Curvas

Considere a regido S que est4 entre duas curvas Yy = f(z) e y = g(z) e entre as
retas verticais r = a e z = b, onde f e g sdo fungdes continuas e f () > g(z) para todo

z € [a,b).

I.‘T
VL

: j y=glz) ’ : ‘—j".tf

| s

Figura 3.1: S = {(z,y) | a <z <b, g(z) <y < f(z)} =
—d

PE

| LA

e
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Proposicao 3.1. Seja a a drea da regido limitada pelas curvas y = f(z) ey = g(z) e
enire as retas verticais z =a e x = b, onde f e g sdo fungées continuas e f(z) > g(z)

para todo x € [a,b], entdo

o = [ 1@~ sz

Demonstragdo. Vé [1] O

Exemplo 3.1 (Area do Circulo). Um circulo de raio r € o conjunto de todos os pontos
sobre uma circunferéncia de raio r e todos os que lhe sio interiores. Um tal circulo ¢
congruente com a regiao compreendida entre os grdficos de duas funcgoes f e g definidas

no intervalo [—r,r| pelas férmulas
f@=VE=F ¢ o)==

Cada uma das fungées é limitada e mondtona em [—r,r] de modo que cada uma delas
€ integrdvel em [—r,r].
A drea da regido limitada pelos grdficos desta funcées é, / ' [f(z) — g(z)]|dz.
Representemos por A(r) a drea do circulo. Vamos provar (;;;e

A(r) = r2AQ1)

isto €, que a drea do circulo de raio r € igual ao produto da drea do circulo unitério

(circulo de raio 1) por r®. Como f(z) — g(z) = 2f(z), temos que,
AR = f 2f(:r)dx=2f N e

Em particular, quando r = 1, temos a férmula

1
A1) = 2/ V1 —z2dx
e}
Modificando a escala no eizo-r e usando o Teorema 2.5 com k = 1/r, obtém-se

Alr) = 2 ' f(z)dz = 2r /1 Jraide = 2?‘/1 V712 — (rz)%dx

gt

1
= 21‘2/ V1 —z2dz = r*A(1)
-1

0 que prova que A(r) = r?A(1) como se tinha afirmado.

[OTECA
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Definicao 3.1. Define-se o nimero ™ como a drea do circulo unitdrio.

A férmula que acabamos de demonstrar escreve-se entiao
Alr) = mr?

Suponhamos que S é um dado conjunto de pontos do plano e consideremos um
novo conjunto de pontos obtidos por multiplicagao das coordenadas de cada ponto de
S por um fator constante k > 0. Representaremos este novo conjunto por kS e dizemos
que é semelhante a S. O processo que produz kS a partir de S chama-se transformagao
por semelhanga. Cada ponto desloca-se, ao longo de uma reta que passa pela origem,

de um segmento k vezes a sua distancia inicial a origem.

e Se k > 1 a transformagao diz-se um alongamento ou dilatacao (a partir da

origem);

e Se 0 <k <1 a transformagao diz-se um encolhimento ou contragio (em direcao

a origem).

Se § é uma regiao limitada por um circunferéncia de raio uma unidade de centro
na origem, entao kS é uma regiao circular concéntrica com a anterior e cujo raio é k.
No exemplo, mostramos que, para regioes circulares, a area de kS é k? vezes a drea de

S. Esta propriedade de érea ¢ valida para qualquer conjunto de ordenadas.

Exemplo 3.2. Comportamento da drea de um conjunto de ordenadas perante uma

transformagao por semelhanca.
Seja f uma fungdo ndo negativa e integrdvel em [a,b] e S o seu conjunto de

ordenadas.

f

S

a b

Figura 3.2: Regiao S

Se aplicarmos uma transformagdo por semelhanga com um fator positivo k, entio

kS € o conjunto de ordenadas de uma nova fungao, seja g, sobre o intervalo [ka, kb).

UFCG / i LIOTECA
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-9

kS

ka kb

Figura 3.3: Regiao kS

Um ponto (z,y) pertence ao grdfico de g se, e somente se o ponto (z/k,y/k)
pertence ao grifico de f. Logo, y/k = f(z/k) e portanto y = kf(z/k). Assim, a nova

funcao g estd relacionada com [ pela formula.

9(z) = kf(z/k)

para cada x em [ka, kb|. Deste modo, a drea de kS é dada por

kb kb b
aks) = [ gla)dz =k [tz = [ fa)a

ka
onde, na vltima passagem, se utilizou a propriedade de dilatagao para os integrais.

b
Uiria. viez quie / Fliede = alSY, a0 guen(ed) < BalS). A dendeis w8

vezes a drea de S.

Volumes

Suponhamos que existem certos conjuntos S de pontos no espago tridimensional,
aos quais chamamos de conjuntos mensurdveis, e uma funcgao de conjunto ¥ chamada
Jungdo volume que atribui a cada conjunto mensuravel S um mimero ¥(S), chamado
o volume de §. A classe de todos os conjuntos mensuraveis do espaco tridimensional
representa-se por A e a cada conjunto S de A chamamos sélido.

O chamado Principio de Cavallieri, atribui volumes iguais a sélidos congruentes
e também a certos sélidos que, embora nao sendo congruentes, tem secoes de areas
iguais ao serem intersetados por planos perpendiculares a uma dada reta.

Suponhamos que S é um sélido dado e L uma determinada reta. Se um plano F
é perpendicular a L, a interseccao de F N S diz-se uma secao plana perpendicular a L.
Se cada se¢ao plana perpendicular a L é um conjunto mensuravel no seu préprio plano,
dizemos que S é um Sdlido de Cavallieri. O principio de Cavallieri define volumes
iguais para dois sélidos de Cavallieri S e T', se a(SN F') = a(T'N F), para todo o plano
F perpendicular a uma reta L dada.

[UFCG '~ "/LIOTECA
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Pode-se interpretar intuitivamente o principio de Cavallieri do seguinte modo.

Imaginemos um sélido de Cavallieri como sendo uma pilha de laminas materiais
delgadas, semelhantes a um baralho de cartas, cada uma perpendicular a uma reta
dada L. Se deslizamos, cada lamina no seu préprio plano, podemos alterar a forma do

s6lido, mas nao o seu volume.

Volume de um Sélido de Revolucao

Seja R uma regiao plana e seja ! um reta que esta no mesmo plano de R, mas
sem tocar em R a nao ser em pontos da fronteira de R. O sélido S gerado quando R

€ girado em torno da reta ! como um eixo é chamado de sélido de revolugao.

5

a
U

Figura 3.4: Revolu¢ao em torno da reta .

Ao tentarmos encontrar o volume de um sélido nos deparamos com o mesmo
tipo de problema para calcular as dreas. Temos uma ideia intuitiva do significado de
volume, mas devemos torna-la precisa usando célculo para dar uma defini¢ao exata de
volume,

Consideremos agora, o problema de definir o volume do sélido S, gerado pela
rotagao em torno do eixo dos z, da regidao plana R.

Seja f continua em [a,b], com f (z) > 0 em [a,b]. Seja S o conjunto obtido pela
a rotagao, em torno do eixo z, do conjunto R do plano limitado pelas as retas z = a e

T = b, pelo o eixo z e pelo o grifico de y = f(z).
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Figura 3.5: Revolugao em torno do eixo z.

Seja P:a =1y < 2 < ... < Zi-y < 3; < ... < T, = b uma particio de [a, b]
e Az; = z; — z;_; o comprimento do intervalo [z;_i, z;]. Em cada intervalo [z;_,,z;],
escolhemos um ponto qualquer ¢;. Para cada i, i = 1,2, ..., n construfmos um retangulo
R;, de base Az; e altura f(c;). Fazendo cada retangulo R; girar em torno do eixo dos
z, o sélido de revolugao obtido é um cilindro, cujo volume é dado por 7[f(c)]2Az;.

A soma dos volumes dos n cilindros, que representamos por V,, é dada por:
Vo = lf(e)PAzs +alf(c)PAzz + ... + 7lf (ca)PAZn = nlf (c)PAci,

que nos da uma aproximacao do volume do sélido S. A medida que n cresce muito
cada Az;, i = 1,2,...,n, torna-se muito pequeno, a soma dos volumes dos n cilindros

aproxima-se do que intuitivamente entendemos como volume do sélido S.

Definigao 3.2. Seja y = f(z) uma fun¢do continua nio negativa em la,b]. Seja R a
regiao sob o grdfico de f de a até b. O volume do sélido S, gerado pela revolugdo de R

em torno do eizo dos z, € definido por

V= lim wzn:[f(q)]zﬂx;.

llafl—0 “
=1

A soma que aparece acima ¢ uma soma de Riemann da funcio [f(e:)]2. Como f

€ continua, o limite dessa soma existe, entao, pela defini¢ao da integral definida, temos

b
v=r [ @)
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Volume por anéis circulares

Proposigao 3.2. Suponhamos que w e v sio fungoes continuas no intervalo [c, d], com
¢ 20, onde w(y) > v(y) > 0 para todo y € [c,d]. Seja A a drea da regido R, limitada
pelas curvas x = w(y), = v(y) e pelas retas horizontais y=cey=d. SejaV o

volume do sélido obtido pela rotagao de R em torno do eizo Yy, entdo

V=r [ w@? - vw)lay

Demonstragao. Vé [1] a

w(y)

Figura 3.6: Anéis circulares

Proposicao 3.3. Suponhamos que f e g sao fungoes continuas no intervalo [a,b], com
a 2 0, onde f(z) > g(z) > 0 para todo z € |a,b). Seja A a drea da regiao R, limitada
pelas curvas y = f(z), y = g(x) e pelas retas horizontais ¢ = a e y=2>b. SejaV o

volume do sélido obtido pela rotagio de R em torno do eizo x, entdo

b
Ver [ 1@ - oy

Demonstragao. Vé [l] O

Volumes por Cascas Cilindricas

Um casca cilindrica é um sélido gerado pela revolugao de um retangulo em torno
de uma reta paralela a um de seus lados; tal reta é chamada de eixo do invélucro
cilindrico.

UFCG | Bi2IOTECA
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A

h

Figura 3.7: Casca cilindrica.

O volume de uma casca cilindrica de altura h, raios interno r; e externo T2, € 0

volume do cilindro de raio r, menos o volume do cilindro de raio T1; assim, o volume
do invélucro cilindrico é

V = nrih — mrih = wh(r} — r}) = n(rs + 1) (ry — r1)h = 272 ;— 2

h(ry —ry).
Se fizermos ry — r; = Ar(espessura da casca) e r = 1(ry + r;)(raio médio da
casca), entao a férmula para o volume de uma casca cilindrica torna-se

V = 2nrhAr.

Suponha f(z) > 0 e continua em [a,b]. Seja R o conjunto do plano de todos os

pares (z,y) taisque a <z < be 0 < y < f(z). Seja S o conjunto obtido pela rotacao,
em torno do eixo y, do conjunto R.

42y ry
= f(x) y=f(x)
A 32N
(:) TN x
X gy
of a b &y

Figura 3.8: Revolugao em torno do eixo .
SejaP:a=29<2; <..<Ti 1 <Ty<..<Tp=buma parti¢ao de [a,b] e seja
¢i o0 ponto médio de [z;, z;_]. Se o retangulo com base [Tio1,z] e altura 0 < f(c;) <y

€ girado ao redor do eixo y, entao o resultado é uma casca cilindrica com raio médio

JUFCC '~ 1 IOTECA
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¢, altura f(c¢;) e espessura Az;. Assim, pela férmula vista anteriormente seu volume é
Vi = 2mcif(ci) Az
Deste modo, a soma de Riemann
Z 2meif (ci)Az;
i=1
é um valor aproximado para o volume do sélido obtido pela rotacao, em torno do eixo
y, do conjunto R. Por outro lado, pelo o fato de f ser continua, tem-se

lim ZQ?TC;f(Cg)A.‘L‘,‘ = /mer[f(m)]dzz:.

llalj—0

O volume do sélido na figura 3.8, obtido pela rotacio ao redor do eixo y da regiao

sob a curva y = f(z) de a até b é
b
V=f27r:rf(m)d:x: onde 0<a<hb.

Proposicao 3.4. Sejam f e g fungées continuas no intervalo fechado |a, bl, coma >0,
onde f(z) > g(z) > 0 para todo = € [a,b]. Se R for a regido limitada pelas curvas
y = f(z), y = g(z) e pelas retas verticais z = a e x = b, se S for o sélido de revolugio
obtido pela rotagao da regigo R em torno do eizo y, e se V representa o volume de S 7
entao

b
V= f 2mz]f(2) — o(2))dz.

Demonstragio. Veé (1] 0O

Comprimento de Arco

Suponha que uma curva C seja definida pela equacao y = f (z), onde f é continua
em [a,b] eseja P:a=2p <2y < ..<Ziy < Z; <..<ZT,=buma partigao de [a, b].
O poligono com vértices Py, Py, ..., P,, ilustrado na Figura 3.9 é uma boa aproximagao
para C.

Seja y = f(z) com derivada continua em [a,b]. Indicando por L(P) o compri-

mento da poligonal de vértices P; = (z;, f(2:)),i = 1,2,...,n, temos

L(P) = Z V(@i — ziy) + (f(&:) — f(2io1))?
i=1
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i)

Figura 3.9: Comprimento de arco

onde Py P| = \/(z; — zi1) + (f(z:) — f(i-1))? é 0 comprimento do lado de vértices
Fiy e P,. Pelo o teorema do valor médio, para cada i, i = 1,2,...,n, existe Gi,

Tio < ¢ < T3, tal que
f(I,‘) = f(xg_l) = f’(c,‘)AIi, onde AI" =T; —Ti-1-

Segue que,

L(P) = Z Ve - (f(e)an) = Y VI+ (F@)PAz.

Portanto ) "
L= lim S VIF(F@PAs = [ VITT@re
i=1 "

T jlAl-0

Proposicao 3.5. Se f’ for continua em [a, b], entdo o comprimento L do arco da curva

y= f(z) a <z <b, é dado por

- f VIt (f(@)da.

Demonstragdo. Vé [1] O

Area de uma Superficie de Revolugao

Uma superficie de revolucao é formada quando uma curva é girada ao redor de

uma reta. Essa superficie é a fronteira lateral de um sélido de revolucio.

ECA
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Figura 3.10: Tronco de cone.

A drea de um tronco de cone, com geratriz [ e raios superior e inferior r; e 75,

respectivamente, é calculado pela a subtracao das areas dos dois cones:

A=mry(ly = 1) = 7rily = w[(ra — ry)ly + 1al] (3.1)
Por semelhanca de triangulos temos % = 9;?;5 o que resulta em
roliy =iy +rl ou (ry —r)ly =l
Substituindo na equagéo 3.1 obtemos A = 7(ryl + r5l) ou
A = 2nrl (3.2)

onde 7 = 3(ry + r3) ¢ o raio médio do tronco.
Considere uma curva y = f(z) com z € [a,b], onde f(z) > 0 e f' é continua
para todo z € [a,b]. Quando rotacionamos o arco de curva, de extremidades (a, f(a))

e (b, f(b)), em torno do eixo x geramos uma superficie, mostrada na figura 3.11.

Figura 3.11: Superficie de revolucao

Seja P:a=1zp <z <23 <...< 1z, =buma particao de [a,b]. Se y; = f(x:),
entao o ponto F;(z;,y;) esta sobre a curva. A parte da superficie entre z;_; e ; pode

ser aproximada tomando-se o segmento de reta P;,_; P; e girando-o ao redor do eixo z.

1
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Figura 3.12: Fatiamento da superficie.

O resultado é uma faixa (tronco de cone) com geratriz | = |P;,—1 P;| e raio médio

7= 3(%-1 + y:); assim pela férmula 3.2, a drea da superficie ¢
Bt Yp Py,

Temos
|Pi1 B = V1 + [f'(a)]?Az;
onde ¢; é algum nimero em [Zi-1, z;i)-

A drea da superficie gerada pela rotagao, em torno do eixo z, do segmento P;,_, P,

jel)

2 f(e)|Pia Pi| = 27 [(e;)v/1 + [ f'(c:)]2 Az
e se Ar; for suficientemente pequeno é uma boa aproximagao para o que pensamos ser

a area da superficie gerada pela rotagao, em torno do eixo z do trecho do grafico entre

asretas r + ;) e x = 1y,
Observacao 3.1. Observe que trocando f(ci) na igualdade acima,
2rci/ 1+ [f'(c)]2Ax;

serd uma boa aprozimacdo para a drea da superficie gerada pela rotacao, em torno do

eizo y do trecho acima mencionado.

Definigao 3.3. Seja y = f(z) uma funcio definida no intervalo fechado [a,b]. Se
f(z) > 0 e f' ¢ continua nesse intervalo, definimos a drea da superficie obtida pela

rotagao da curva y = f(z), a < z < b, ao redor do eizo T como

A= f 27 f(x)\/1+ [f'(z)]2dz.

3LIOTECA
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Centro de Massa
Nosso principal objetivo é encontrar o ponto P tal que se fixarmos nele um fio,
no qual uma fina placa de qualquer formato se equilibra horizontalmente. Esse ponto

é chamado centro de massa(ou centro de gravidade) da placa.

Consideramos a situagao mostrada na Figura 3.13, onde duas massas m; e my sio

l= dy :'I|¢ s

v

L ]

my fﬁl msy

Figura 3.13:

presas a um bastao de massa desprezivel em lados opostos a um apoio e a distancias

d; e dy do apoio. O eixo ficara em equilibrio se
mydy = mad, (3.3)

Esse principio foi descoberto por Arquimedes e é conhecido como a Lei da Alavanca.

Considere duas criangas de pesos m; e m, sentadas a uma distincia d, e ds, res-
pectivamente, do ponto de apoio de uma gangorra. Como acontece com uma gangorra,
se um objeto de peso m; for colocado a uma distancia d; a direita de 7, esse peso fard
com que L gire em torno de Z no sentido horario. De forma equivalente, se um objeto
de peso my, for colocado a uma distancia d; a esquerda de T, esse peso fara com que L
gire em torno de Z no sentido anti-horario.

Suponha que o eixo esteja sobre o eixo x com m; em z; e My em Ty € 0 centro

de massa em 7.

=
- T gt 5
o mi’ F-n ‘ - -\m

Figura 3.14:

Se comparamos as Figuras 3.13 e 3.14 veremos qued, =FZ—-ziedy=a,—TF e

olt

"ot o

FC!
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assim a Equacao 3.3 d4

m(ZT—1z) = my(zy—7)
MiZ +meT = myT;+ moxs

myxy + Mo
PO 2T (3.4)
my + mg

Os niimeros m,z; e myz; sdo denominados momentos das massas m; e my (em relacao
a origem) e a Equagao 3.4 diz que o centro de massa 7 é obtido pela soma dos momentos
das massas e divisdo pela massa total m = my + my.

De modo geral, temos um sistema de n particulas com massas my, mg, ms, ..., My,
localizadas nos pontos z,, z,, z3, ..., 2, sobre 0 eixo z. Podemos mostrar similarmente

que o centro de massa do sistema est4 localizado em

n n
Zma‘l‘s E m;x;
__ =1

=2 (3.5)

Somo "

i=1

onde m = 3> m; é a massa total do sistema, e a soma dos momentos individuais

n
M = Zmﬂs‘
i=1

é chamado momento do sistema em relagao a origem.

Agora estendendo esses conceitos para o plano.

Definicao 3.4. Considere um sistema de n particulas com massas my, my, ..., m, nos
pontos (z1,11), (Z2,42), .- . , (Tn, yn) no plano zy. Definimos o momento do sistema com
relagao ao ewwo y como
M= Yo
i=1
€ 0 momento do sistema com relag¢io ao eizo x como
Mz = Zmyl
i=1
O centro de massa (%,7) dessas n particulas no plano é dado por
M, M,
T=—X e ===
m m

onde m = Y m; ¢ a massa total.
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Estamos interessados agora em determinar o centro de massa (centréide) de
uma lamina ou chapa metalica, de densidade constante.

Considere uma placa fina, ou lamina, de densidade superficial uniforme igual p,
que ocupa uma regiao R de drea A no plano.

Suponhamos, R da forma

R={(z,y) eR*a<z<b f(z) <y <g(z)}

onde f e g sao continuas em em [a,b] e f(z) > g(z) em |[a, b).
Utilizando a proposicio 3.1, a defini¢ao 3.4 e elementos do Calculo obtemos a

seguinte proposicao.

Proposigao 3.6 (Centro de Massa de uma Regido Plana). Sejamy = f(z) ey = g(z)
duas fungoes onde f(x) > g(x) em [a,b] e além disso f e g sao consideradas continuas
no intervalo [a,b]. Seja A a drea da regiao R limitada pelas funcées f e g no intervalo
[a,b]. O centro de massa dessa laimina, ou centréide (#,9) da regigo R, ¢ dado por

7= f alff) gl & %= - / b%[f(w)* - g(z)?]dz.

Demonstragao. Vé [1] O

A seguir iremos determinar as coordenadas do centro de massa de um arco de
comprimento L, ou seja, de uma parte de um grafico de uma fungao no plano cartesiano.
Podemos considerar um fio fino e homogeéneo, de densidade linear constante P, cOmo

um arco.

Proposicao 3.7 (Centro de Massa de um arco). Seja f uma fun¢do continua, com
derivada continua no intervalo la,b]. Seja L o comprimento do arco da funcdo f , de
extremos (a, f(a)) e (b, f(b)). O centro de massa, ou centréide (Z,9) , desse arco é

dado por

2 b1 b
I= %l .’.L"\/1+[ff(z)]2d:r e TR %/a. %[‘ f($)1/1+[f'(3:)]2d$.

Demonstragdo. Usando a proposiciao 3.5 e a definigao 3.4 obtemos o resultado. O
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3.2 Teorema de Papus

Os seguintes teorema, estabelecem uma surpreendente conexao entre centréides

e solidos de revolugao.

Teorema 3.1 ( Teorema de Papus para volume de um sélido de revolugio). Seja R
uma regiao plana situada, no mesmo plano de uma reta L e totalmente contida em um
dos lados determinados por L. Seja r a distincia do cenirdide de R a reta L, e seja
A a drea de R. Entdo o volume V do sélido de revolugio gerado pela rotagcio de R ao
redor da linha L € dado através de

V =27rA.

Demonstragao.
e Método das cascas cilindricas.

Considere o caso em que R é uma regiao como na Figura 3.15 e L o eixo y.

Y
y=flz)

;,._____
!

Figura 3.15:

Note que r = Z. Pela definigao de Z proposicao 3.6, temos
1 [b
2= [ alf@ - g@)dz.
@
Portanto, usando o método das cascas cilindricas visto na proposicao 3.4 obtemos

b b
v = 2 [Calf@) - g@de = @ra) [ elf@) - ooz
= (21A)Z = 277 A.
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Portanto V' = 277 A, onde 277 é o perfmetro da circunferéncia cujo raio # é a
distancia do eixo de rotacao y ao centro de gravidade da regiao, de 4rea A, que

foi rotacionada.

e Método dos anéis circulares

Note que r = . Pela definigao de § proposi¢ao 3.6, temos

i=7 f S (@)? — g(e)da.

Portanto, usando o método dos anéis circulares visto na proposicao 3.3 obtemos

b
V= [ U@ - gtelde = era)k [ 117 - otaiie
= (2rA)j = 27rrA.

Portanto V' = 277 A, e nesse caso 277 ¢ o perfmetro da circunferéncia cujo raio

r = §j € a distancia do centro de gravidade da regiao de drea A ao eixo de rotacao

2.

A demonstragao para o caso em que a regiao é rotacionada em torno de uma reta
paralela a um dos eixos é completamente anéloga

O

Exemplo 3.3. Considere um retingulo situado no semiplano y > 0 e com um lado
paralelo ao eizo x. Seja P a intersegdo das diagonais. O volume do sélido obtido pela a
rotagao em torno do eizo x € igual ao produto da drea do retangulo pelo o comprimento
da circunferéncia gerada, na rotagao, pelo o ponto P.
Consideremos o retingulo a <z <be0<c<y<d.
e

P | F——

Figura 3.16: Retanguloa <z <bel0<c<y<d.
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O volume do sdlido obtido pela rotagio, em torno do eizo z, deste retangulo é
b
V=;r[/°d2dz-/ cda
a a

V=n(d-c)(b-a)

ou seja,

e, portanto,
d+c

V=2r (d—¢c)(b—a)

-

onde 2 ¢ 0 comprimento da circunferéncia gerada pelo ponto P e (d — c¢)(b — a) €
2

a drea do retangulo.

Exemplo 3.4. Podemos calcular facilmente o volume de um cone como aplicacdo
do Teorema de Papus. Um cone de revolugao € obtido pela rotagio de um triangulo
retangulo em torno de um eizo que contém um dos catetos. A figura 8.17, mostra um

tridngulo ABC' com catetos AB=R e AC =h e o eizo E que contém AC.

E

Figura 3.17: Triangulo ABC.

O baricentro de ABC ¢ o ponto G, situado sobre a mediana AM e tal que

cc=2cm.
3
Se x é a distincia de G ao eizo, entio
-2 BR_R
3 2 3

Como a drea de ABC ¢
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0 volume do sélido de revolucio gerado pela rotagao de ABC em torno de E, serd iqual
a

R Rh =wR2%*h
V+27r:cS—27r§-~—-2—— 3

ou seja, a ter¢a parte do produto da drea da base pela altura.

Exemplo 3.5. Um toro ¢ o sélido gerado pela rotagdo de um circulo em torno de
um eizo de seu plano. Encontre o volume do toro obtido pela rotagao do circulo

(2 —5) + (y — 4)% < 4, mostrado na figura 3.18, em torno do eizo y.

y T

Figura 3.18: Toro de revolugao.

Nesse caso d = 5 jd que o centro de gravidade do circulo ¢ dado no ponto (5,4) e
além disso a sua drea é A = 7(2)? = 4n. De maneira equivalente, podemos determinar
o volume do toro obtido pela rotacdo desse mesmo circulo em torno da reta ¢ = 8,

utilizando o 1 teorema de Papus:
V = 2ndA = 27(3)(47) = 24x2.

Podemos utilizar esses teoremas no sentido inverso, ou seja, para determinar
centros de gravidade de uma regido ou de um arco de uma curva do plano quando
conhecemos, de antemao, as dimensoes da figura rotacionada e a 4rea da superficie
ou o volume do sélido obtido pela sua rotagao em torno de um determinado eixo de

revolugao.
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Exemplo 3.6. Utilize o teorema de Papus para determinar o centro de gravidade do
retangulo mostrado na figura 3.19, que € limitado pelos eizos coordenados e pelas retas
r =4 ey = 6. Sabemos que se esse retingulo de drea A = 24 for rotacionado em

¥

6

Figura 3.19:

torno do eizo y obteremos um cilindro circular reto cujo volume pode ser calculado

diretamente por
V = m(4)*(6) = 96.

Agora basta utilizar teorema de Papus para encontrarmos a disténcia d do seu centro
de gravidade ao eizo y, isto ¢,

V =2mdA = 967 = 2x(d)(24) = d = 2.
De forma equivalente, podemos rotacionar esse mesmo ret@ngulo em torno do eizo x e
obter

V =2ndA = 1447 = 27(d)(24) = d = 3.
Teorema 3.2 (Teorema de Papus para érea de superficie de revolucao). Se um arco,
de perimetro L, que tem centro de gravidade (Z, 7), € rotacionado em torno de um eizo
que nao o intersecta, entio a drea da superficie gerada ¢ dada pelo produto entre o

perimetro L do arco e o comprimento da circunferéncia cujo raio € a distancia entre o

centro de gravidade desse arco e o eizo de rotacio.

Demonstragao.

e Arco de perimetro L é rotacionado em torno do eixo y. Temos, pelas proposicoes
3.5 e 3.7, que

A = 2#/bx\/1+ [f'(z))?dz

b
= @r0)g [ o/ TF @R
= (27L)Z = 27xZL = 2ndL.

IOTECA
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Portanto A = 2rdL, onde L representa o perimetro do arco rotacionado e 27rd ¢
o comprimento de uma circunferéncia cujo raio d = z é a distancia entre o centro

de gravidade do arco e o eixo y.

e Arco de perimetro L é rotacionado em torno do eixo z.

Pela a definicao de area de superficie de revolucao e pela proposigao 3.7, temos
b
A = 2 [ f@VIF @R
1t
er0)g [ 1@VIFF@Pe

= (2nL)y = 2rdL.

Dessa forma temos que A = 27dL, onde 27d representa o comprimento de uma
circunferéncia cujo raio d = § é dado pela distancia do centro de gravidade
(Z,9) ao eixo z, enquanto que L é o perfmetro, ou comprimento, do arco que foi
rotacionado.

Aqui, novamente, a prova para o caso em que um arco é rotacionado em torno de

uma reta paralela a um dos eixos é obtida de forma anéloga ao que foi demonstrado. [

Exemplo 3.7. A drea lateral de um tronco de cone circular reto, de giratriz g, raio
de base maior R e raio de base menor r, € igual & drea do trapézio de altura g, base

maior 27 R e base menor 2mr:

Figura 3.20: Area do tronco de cone

Sendo s o ponto médio do segmento PQ.

gi= —R;‘-—R, dai m(R+1)g = 27sg.

Observe que a drea da superficie gerada pela rotagao da geratriz, em torno do eizo
PQ, € igual ao produto do comprimento g dessa geratriz pelo o comprimento 2rs da

circunferéncia gerada pelo o ponto médio da geratriz.
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Exemplo 3.8. Qual € a drea da superficie gerada pela rotagio de um segmento AB
mostrado na figura 3.21, com A = (4, 1) e B = (4,9) pertencentes a reta vertical z = 4,

em torno do eixo y?

Figura 3.21:

O centro de gravidade do segmento AB ¢ dado pelas coordenadas do seu ponto
médio, ou seja, (Z,7) = (4,5). Como esse segmento € paralelo ao eizo de rotacao,

teremos que d = 4. Dessa forma, utilizando o teorema de Papus, obtemos

A =2ndL = 2n(4)(8) = 64n.

LIOTECA
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos resumidamente o contexto histérico que envolve o
calculo e algumas das contribuigoes de grandes nomes da histéria da Matematica para
a sistematizagao e formalizagao do Célculo Integral e Diferencial. Damos também
alguns conceitos e resultados, que utilizamos quando trabalhamos com o Teorema de
Papus. Também foi apresentado nesse trabalho uma breve andlise das propriedades
relacionadas a integral, também alguns definicoes, proposicoes e teoremas que foram
utilizados no desenvolvimento do trabalho para demonstragio e aplicagao do Teorema
de Papus.

E por fim, apresentamos o teorema de Papus para cdlculo de volumes de sélidos de
revolucao, sua demonstragao e algumas aplicagdes, e com isso percebemos a facilidade

de encontrar volumes e dreas de sélidos de revolugao, utilizando o teorema de Papus.
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