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“Nao hd nenhum ramo da matemdtica, por mais abstrato que seja,

que nao possa vir a ser aplicado, mais cedo ou mais tarde, aos

fenomenos do mundo real.”

Lobachevsky.




Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo a respeito da Sequéncia de Fibonacci, a
qual surgiu em um problema apresentado por Leonardo Fibonacei. Provaremos vérias
propriedades, dentre elas a forte relagao existente entre essa sequéncia e o Nimero
de Ouro (®). Tanto a Sequéncia de Fibonacci quanto o Niimero de Ouro aparecem
em inimeros lugares inesperados e surpreendentes. Deste modo abordaremos, desde
aplicagoes dentro da prépria Matemética até aplicagoes na fauna, na flora e em nosso
proprio corpo humano, evidenciando relagoes aparentemente inexistentes o que mostra

o quanto a Matemadtica esta ligada ao meio ao qual estamos inseridos.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Nimero de ouro. Aplicacoes.



Abstract

In this work we present a study about the Fibonacci sequence, which appeared in
an issue presented by Leonardo Fibonacci. We prove several properties, among them
the strong relationship existing between this sequence and the Golden Mean (®). Both
the Fibonacci sequence as the number of gold appear in many unexpected and surpri-
sing places. Thus discuss, since applications within mathematics itself to applications
in fauna, flora and our own human body, showing apparently nonexistent relationships

which shows how mathematics is connected to the environment to which we operate.

Keywords: Fibonacci Sequence. Golden Ratio. Applications.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é fazer um estudo sobre a Sequéncia de Fibonacci,
abordando suas principais propriedades, bem como sua relacao como o Nimero de
Ouro(Razao f\urea). Faremos uma abordagem dos aspectos histéricos e por fim evi-
denciaremos algumas das intimeras aplicacoes da Razao Aurea e consequentemente da
Sequéncia de Fibonacci.

A Matematica esta presente no nosso dia a dia através de uma sequéncia que
relaciona-se com a razao durea, razao essa que é encontrada em contextos inesperados
como por exemplo: proporgoes das partes no corpo humano, formatos de conchas de
moluscos, arvore genealogica do zangao, crescimento de arvores, dentre outros. Neste
trabalho, procuramos despertar a curiosidade para algumas ligagdes da Matemética
com a natureza, um tema que pode ainda ser muito explorado.

No capitulo 1 escrevemos sobre Fibonacci. Sua biografia, a origem do problema
que gerou a famosa sequéncia que leva seu nome.

No capitulo 2 apresentamos alguns resultados matemadticos necessirios para o
desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 3 definiremos a sequéncia de Fibonacci e as principais propriedades
dos niimeros de Fibonacci, junto com suas respectivas demonstragoes. Abordaremos a
razao durea e sua relacao com a sequeéncia de Fibonacci. Descrevemos o retangulo de
ouro e sao apresentadas algumas consideracoes sobre a espiral logaritmica.

O capitulo 4 tratard das aplicagoes e curiosidades dessa sequéncia, como por
exemplo, o estudo da arvore genealogica do zangao, o crescimento dos galhos das
arvores, as espirais das conchas dos moluscos assim como as de algumas galdxias,

razao entre medidas do corpo humano, além das aplicagoes na arte e arquitetura.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos

1.1 Historia de Leonardo Fibonacci

Fibonacci é considerado o matematico mais original e criativo da Idade Média, foi
um dos mais importantes matematicos daquela época, e prestou valiosas contribuiges
para os campos da Aritmética, da Algebra e da Geometria.

O seu nome completo era Leonardo de Pisa, nasceu em Pisa (Itédlia) por volta de
1175. Ficou conhecido como Fibonacci, devido ao fato de Fibonacci ser um diminutivo
de fillius Bonacci, que queria provavelmente dizer filho de Bonacci (o nome de seu pai
era, Guglielmo dei Bonnacci). Ocasionalmente, ele também assinava como Leonardo

Bigollo (na Toscana, Bigollo significava viajante).

Figura 1.1: Leonardo Fibonacci.

No inicio do século XII, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos, tais
como Geénova e Veneza, e tinha varios entrepostos comerciais espalhados pelos portos

do Mediterraneo.

10



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 11

Desde muito jovem Leonardo visitou o Oriente e o Norte de Africa, onde o sis-
tema de numeracao hindu era ja largamente usado. Ao longo de suas viagens conheceu
a obra de al-Khwarismi e assimilou numerosas informacoes aritméticas e algébricas
que compilou no seu primeiro livro “Liber Abbaci” (o livro dos dbacos), que teve uma
enorme influéncia para a introdugao na Europa do sistema de numeracao hindu-Arabe.
Fibonacei se familiarizou com o sistema decimal hindu-ardbico, que tinha valor posi-
cional e usava o simbolo zero. Nesta época, na Itdlia, ainda era usada a numeragao
romana nas operacoes de calculo.

Em 1200 Leonardo regressa a Pisa e passa os 25 anos seguintes escrevendo traba-
lhos onde incorpora os conhecimentos que tinha adquirido com os drabes. Para ensind-
lo aos europeus, Leonardo escreveu em 1202 um livro que é um marco na histéria da
Matemaética, o Liber Abbaci, cobrindo Aritmética e a Algebra elementares e alguns
topicos da Geometria. As palavras iniciais do Liber Abbaci sao histéricas:

“ Estes sao os nove simbolos dos hindus 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, com
estes nove simbolos e com o sinal 0, que os drabes chamam Zéfiro, qualquer
nimero pode ser escrito.”

Antes de Fibonacci outros matematicos europeus ja haviam tido conhecimento do
sistema indo-arébico mas o papel do Liber Abbaci foi crucial para a aceitagao universal
que ele veio a ter mais tarde. Em 1220 escreveu Pratica Geometriae e em 1225, Liber

Quadratorum e Flos.

As Obras de Fibonacci:

Fibonacci escreveu cinco obras: quatro livros e uma que foi preservada como

carta:

e Liber Abbaci (1202): Foi revisto em 1228. Foi neste livro que Fibonacci apresen-

tou pela primeira vez do problema dos coelhos.

e Pratica Geometriae (1220): Onde descreve seus conhecimentos sobre Geometria

e Trigonometria.

e Flos (1225): Neste Manuscrito Fibonacci apresenta as solugoes de trés problemas

que lhe tinham sido colocados por Joao de Palermo, um membro da corte do
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Imperador Frederico I1.

e Liber Quadratorum (1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu, no qual apro-

xima raizes ciibicas, obtendo uma aproximacao correta até a nona casa decimal.

Fibonacci difundiu em seus livros os saberes matematicos de origem indiana e
arabe e estudou as operagoes elementares, assim como os nimeros naturais, a decom-

posi¢ao de niimeros em fatores primos, as fragoes e as equacoes entre outros.

O Liber Abbaci

O livro é um classico, seu titulo Liber Abbaci (o Livro do Abaco ou do Cslculo),
nao trata de um livro sobre o abaco, mas de um tratado exaustivo sobre problemas
e métodos algébricos em que o emprego de numerais indo-arabicos é fortemente reco-
mendado.

Fibonacci escreveu um manual completo explicando como utilizar aqueles nu-
merais nas operagoes de adigcao, subtragao, multiplicacao e divisao, indicando como
resolver problemas e abordando ainda diversos temas de dlgebra e de geometria.

O livro tem uma forte influéncia drabe, contém nao apenas as regras para calculo
com os numerais indo-drabes, mas também diversos problemas, que incluem questoes,
certamente muito 1iteis aos mercadores, como o calculo de juros, conversoes monetdrias,
medidas, e outros tipos de problemas que Fibonacci resolve recorrendo a diversos al-
goritmos e métodos, entre eles o método da falsa posicao e a resolucao de equagoes

quadraticas.

O problema da reproducao dos coelhos

No Livro Liber Abbaci, é apresentado no capitulo 12, o problema mais famoso,
entre todos tratados por Fibonacci:

“Um homem coloca um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de
coelhos serao produzidos num ano, se a natureza desse coelho é tal que a cada més um
casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir do segundo meés de vida.”

Esse problema, aparentemente de solugao simples, estd relacionado a uma das

mais importantes descobertas da matematica.

,LiOTECA
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 13

Iniciamos com um par de coelhos filhotes, no segundo meés esse par ainda perma-
nece e se torna fértil.

No terceiro meés, esse primeiro da a luz a um outro par, ficando dois pares.

No quarto mes, o par adulto da a luz a outro par jovem, enquanto o par de coelhos
filhotes se torna fértil, portanto ficamos com trés pares.

No quinto meés, cada casal fértil da a luz a vin par jovem e o terceiro par se torna

adulto e fértil.

A% n 1 par de coelhos

2* més 1 par de coelhos

5* més .. 2 pares de coelhos

4°mis ” 3 pares de coelhos

s 5 pares de coelhos

6'mes % f 8 pares de coelhos
“ par de coelhos adultos (x) par de coelhos filhotes

Figura 1.2: Simulagao da reprodugao de coelhos.

A solugao do problema nos da uma sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

Podemos examinar o nimero de pares de coelhos em um determinado meés, e
podemos observar que esse nimero é formado pela soma dos pares de coelhos dos dois
meses anteriores.

E irénico que Fibonacci seja hoje famoso devido a uma sequéncia numérica que
resultou de um obscuro problema existente no seu livro, o Liber Abaci. No entanto,
no século XIX, quando o matematico francés Edouard Lucas editou um trabalho em
quatro volumes sobre matematica recreativa, ligou o nome de Fibonacci a sequéncia
numeérica que era a solugao do problema do Liber Abaci.

Por volta da mesma época (século XIX) em que Edouard Lucas escrevera seu

livro e falara da referida sequéncia de nimeros, alguns matemadticos j4 se mostravam

A
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 14

intrigados com ela, com suas propriedades e com as dreas onde surge, como por exemplo,

nos seguintes campos:

e ‘Triangulo de Pascal, férmula binomial e calculo de probabilidade.

Identidades matemaéticas.

Curiosos truques matematicos.

Natureza e plantas.

e Razdo de ouro, retangulo de ouro, tridngulo de ouro, pentagrama e espiral lo-

garitmica.

Sequéncias de mimeros nas quais a relagao entre termos sucessivos pode ser ex-
pressa por uma férmula matematica sao conhecidas como recursivas. A Seqiiéncia de
Fibonacci foi a primeira dessas seqiiéncias recursivas conhecida na Europa.

Podemos representar essa seqiiéncia por:

fl - f2:11
fann=fa + fa1,¥Yn2>2 (11)

e essa notacao foi introduzida em 1634 pelo Matemaético Albert Girard.
Mas é claro que a sequéncia de Fibonacci nao teria despertado tanta atencio
se nao fosse dotada de propriedades tao interessantes e nao se mostrasse tao rica em

aplicagoes.

1.2 O niimero de ouro

14+v5

O nimero de ouro ~5% é um mimero famoso desde os tempos de Euclides de

Alexandria, patriarca da geometria que viveu por volta do ano 300 antes de Cristo. Este
mimero, denotado por @, foi definido por Euclides como resultado de uma operacio

geométrica muito simples.

IOTECA
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 15

Tome um segmento de reta AB

A
L —* ®

(@]
m

e encontre um ponto intermedidrio, C, tal que

AB AC
AC CB
Essa razao é o mimero ® que vale:
=2 A:B = g =1,6180339887 .. ..
AC CB

Definido assim, o nimero ® costuma ser chamado de “proporc¢ao durea”.

Cercado de muitas lendas e controvérsias, o niimero de ouro é o mimero irracional
mais misterioso e enigmatico. Simbolo da proporcionalidade, ele aparece na natureza,
nas grandes construgoes realizadas pelos homens, na misica e na arte.

O mimero de ouro é representado pela letra ®, em homenagem a Fidias (490-431
a.C.), famoso escultor grego, por ter usado a propor¢ao de ouro em muitos dos seus
trabalhos.

Os pitagoricos utilizavam a razao durea, embora nao conhecessem o mimero de
ouro ¢, na construgao e idealizagao de sua estrela pitagorica. De fato, esse niimero é a
razao entre os segmentos da estrela, por isso ela tem uma aparéncia regular e simétrica.

Outro matematico que contribuiu para o estudo e divulgagao do niimero de ouro
foi Frei Luca Pacioli. Ele publicou, em 1509, um livro com o titulo de “De Divina Pro-
portione”. Este trabalho dizia respeito a poligonos regulares e sélidos e a razao de ouro.
Possivelmente o primeiro trabalho que descreve as divinas leis, cujas interpretacoes e
demonstragoes foram possivelmente deduzidas pelos gregos, antes de Cristo.

Uma contribui¢do que nao pode ser deixada de referir foi a contribuicio de
Leonardo Da Vinci (1452-1519). A exceléncia dos seus desenhos revela os seus co-
nhecimentos matemadticos bem como a utilizagdo da razao durea como garantia de
uma perfeicao, beleza e harmonia tinicas.

Um exemplo é a tradicional representagao do homem em forma de estrela de cinco
pontas de Leonardo, que foi baseada nos pentdgonos, estrelado e regular, inscritos na

circunferencia.
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A contribuicdo de Fibonacci para o nimero de ouro est4 relacionada com a solucio
do seu problema dos coelhos publicado no seu livro Liber Abbaci, a seqgiiéncia de
nimeros de Fibonacci.

Johannes Kepler, o célebre astronomo das trés leis planetdrias, notou em 1611,
que a divisdo entre um nimero de Fibonacci e seu precedente leva ao niimero ® quando
se avanca para valores cada vez maiores na seqiiéncia.

Em termos matematicos, isto quer dizer que

Jn
fﬂ—].

tende para ® quando n tende para infinito. De modo inverso, os niimeros de Fibonacci

podem ser gerados a partir de poténcias de ® segundo a expressao:

fo=L(e- L)
V5 o
O interessante nessa expressao ¢ que os niimeros de Fibonacci, que sao racionais, podem

ser gerados de poténcias de ®, que é irracional.

Propriedades curiosas do niimero ®

O ntmero ® ¢ irracional, como o ndmero 7. O nimero ® é mais sofisticado e
imprevisivel. Ele pode surgir de expressoes matematicas bastante curiosas.

Por exemplo, considere a expressao abaixo:

T = 1+\/1+\/1+\/1+m.

x ¢ justamente nosso ®. Tome o quadrado de ambos os lados dessa expressao:

$2:1+\/I+\/1+\/1+\/1+...

Ora, como o nimero de raizes ¢ infinito, o segundo termo do lado direito da equacao

acima ¢ justamente z. Logo, temos
?=1+z

Como toda equagao de segundo grau, esta tem duas solucoes que sio:

_1-+/5 _1+v5

Iy = 2 € Iy B}
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A contribuicao de Fibonacci para o niimero de ouro estd relacionada com a solugao
do seu problema dos coelhos publicado no seu livro Liber Abbaci, a seqiiéncia de
nimeros de Fibonacci.

Johannes Kepler, o célebre astronomo das trés leis planetdrias, notou em 1611,
que a divisao entre um nimero de Fibonacci e seu precedente leva ao niimero ® quando
se avanga para valores cada vez maiores na seqiiéncia.

Em termos matematicos, isto quer dizer que

fn
fn—l

tende para ® quando n tende para infinito. De modo inverso, os niimeros de Fibonaceci

podem ser gerados a partir de poténcias de ¢ segundo a expressao:

fom L (e- L)
V5 o
O interessante nessa expressao ¢ que os nimeros de Fibonacci, que sao racionais, podem

ser gerados de potencias de ®, que é irracional.

Propriedades curiosas do niimero ¢

O nimero @ é irracional, como o nimero 7. O nimero ¢ é mais sofisticado e
imprevisivel. Ele pode surgir de expressoes matemaéticas bastante curiosas.

Por exemplo, considere a expressao abaixo:

T = 1+\/}+\/1+\/1+m.

T ¢ justamente nosso . Tome o quadrado de ambos os lados dessa expressao:

$2=1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

Ora, como o niimero de raizes é infinito, o segundo termo do lado direito da equagao

acima ¢ justamente z. Logo, temos
2 =1+z.
Como toda equagao de segundo grau, esta tem duas solugoes que sao:

_1-v5 1+45

Iy = 5 2 9 2
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E claro que a solugao positiva, z;, é justamente o nimero ®, a “propor¢ao aurea”.
Outra expressao curiosa que leva a @ é essa:

1
.’.L':l-i-———l*'—'
1+ —4—

o
O nimero @ talvez seja o mais irracional dos nimeros irracionais. Pois essa fracao
converge tao vagarosamente para ® que parece nos mostrar a relutancia de ® em se
associar a uma fra¢do, mesmo que a fragao nao seja de inteiros.
O quadrado de @, vale 2, 6180339887 . ... Como vemos, o niimero ®® é o préprio
mimero ® acrescido de 1. Além disso, o inverso de ®, isto é, 1/® é igual a

0,6180339887..., que é & — 1.

1.2.1 Retangulo de ouro

Denomina-se retangulo de ouro, um retangulo que, quando é dividido em duas
partes e em que uma dessas partes seja um quadrado, entao o que resta terd que ser
um retangulo com as mesmas proporgoes do retangulo inicial.

Consideremos entao o seguinte retangulo de ouro:

D b F a-b _C

b

Figura 1.3: Retingulo Aureo.

Se retirarmos a este retangulo o quadrado de lado b, obtém-se o novo retangulo
de ouro de dimensoes b e a — b. E assim se segue sucessivamente quantas vezes forem

necessarias. Conforme figura abaixo:
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Como podemos observar pelo desenho, os nimeros que vao aparecendo em cada

novo quadrado, sao nimeros de Fibonacci.

Os arquitetos e artistas da Grécia Antiga, no século V a.C., eram mestres na
utilizagao da razao de ouro na concepgao de seus monumentos e esculturas. Eles tinham
consciéncia do seu efeito harmonioso e sentiam que a razao de ouro e o retangulo de
ouro anmentavam a atracao estética dos monumentos e das esculturas.

O retangulo de ouro é um objeto matemaético muito interessante e de grande valor
estético que existe para além do reino da matematica.

Presente na arte, na arquitetura, na natureza e hoje em dia muito usado na publi-
cidade e no marketing. A sua popularidade nao é acidental. Muitos testes psicoldgicos
demonstraram que o retangulo ouro é um dos retangulos mais agradaveis a vista hu-
mana. Muitas embalagens tém a configuracao do retangulo de ouro, possivelmente
no intuito de apelar ao sentido estético do publico. Na verdade, até mesmo objetos
comuns, tais como cartoes de crédito e formato de livros tem um tamanho préximo ao
do retangulo de ouro.

Na verdade, se procurarmos com carinho, onde houver harmonia com certeza 14
encontraremos as relagoes dureas, pois o mimero de ouro é indicado como a méaxima

expressao da harmonia e equilibrio.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns resultados que serao 1iteis nas provas de pro-

priedades da sequéncia de Fibonacci. As referéncias para os estudos realizados sao [3],
[4] e [7].

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcio = : N — R, que
associa a cada nimero natural n uwm nimero real x,,, chamado o n-ézimo termo da

sequéncia.

Definicao 2.2. Toda sequéncia (x,) de nimeros reais (z1,%2,%3, -, Ty, - ) onde um

termo depende de seus antecessores serd chamada de sequéncia recorrente.

Defini¢ao 2.3. Uma recorréncia é de primeira ordem quando wm termo x, ., de-
pende do termo z,, ou seja, uma recorréncia de primeira ordem ocorre quando um
termo consequente depende do seu termo antecedente. E serd linear, quando a de-
pendéncia for do primeiro grau. Podemos afirmar que uma recorréncia linear de pri-

meira ordem pode ser expressa por

Observacao 2.1. Quando b = 0 dizemos que a recorréncia é homogénea.

Definicao 2.4. Uma recorréncia que expressa T,,o em funcio de seus antecessores
Tpyy € X, serd chamada de recorréncia de segunda ordem. Serd tratado o caso de

recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes, ou seja:

Inyo2 +PTpy +qT, = 0 (21)

19
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Para a resolugdao deste tipo de equagao usa-se a equagao caracteristica onde a equag¢ao

(2.1) serd expressa por r? + pr + q = 0 que possui solucio tinica.

Exemplo 2.1. A sequéncia definida recursivamente por

h = k=1,

fn+1 =fn + fn_l, VHZQ

€ um caso de recorréncia linear de sequnda ordem homogénea, com coeficientes cons-

tantes, que sao da forma

Tni2 + PTni1 +qTn = 0.

onde temos ) =1, =1ep=q= —1. E necessdrio que q # 0, pois se ¢ = 0 temos

uma recorréncia que é de primeira ordem.

Teorema 2.1. Seja z,42 + prpy1 + qrn = 0 uma formula de recorréncia linear de

sequnda ordem, homogénea de coeficientes constantes e cuja equac¢do caracteristica

r* +pr+q = 0 possui 2 raizes 1, e ry. Enldo x, = ory + asry € uma solucao

dessa recorréncia com coeficientes constantes oy e aa.
Demonstragao. Veja [4].
A sequencia
ho= k=1,
Jnn=Jtn + fao1, VR 2>2.
tem equagdo caracterfstica r?2 —r — 1 = 0 cuja raizes sao

1+v5 15

T2
2

r =

Usando o Teorema 2.1 temos
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Teorema 2.2 (Principio de Indugdo Matemética). Seja a € N e suponhamos que a
cada nimero natural n > a esteja associada uma afirmacdo p(n). Suponhamos ainda

que

(i) p(a) € verdadeira;

(i) Para algum n > a, p(n) = p(n+ 1) é verdade.
Entao, p(n) é verdadeira para todo n > a.

Este principio admite uma variante que se revela muito 1itil e que apresentaremos

a seguir.

Teorema 2.3 (Segundo Principio de Indu¢dao Matematica). Seja a € N e suponhamos
que a cada nimero natural n > a esteja associada wma afirmacgdo p(n). Suponhamos

ainda que
(i) p(a) é verdadeira;

(i) Para todo v > a, se p(k) é verdadeira sempre que a < k < r com k € N, entdo

p(r) também é verdadeira.
Entao, p(n) é verdadeira para todo n > a.

Definicao 2.5 (Divisibilidade). Dados a,b € Z com b # 0, dizemos que b divide a, e

escrevemos b | a, se existir ¢ € Z tal que a = be.
Proposicao 2.1. Sejam a,b, ¢ inteiros nio nulos e x,y inteiros quaisquer.
a) Seb|a ea|b, entdo a = +b.
b) Sec|beb|a, entdo c| a.
c) Sec|bec|a, entdo c| (ax + by).
d) Sec|b, entdo c| ab.

e) Seb|a, be| ac. l;_‘
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Demonstragao.

a) Se a’ e b sdo inteiros tais que a = ba’ e b = al/, entdo a = a(a't), e dai a't/ = 1.

Logo, @’ = +1, donde segue que a = +b.
b) Sea=ba' e b= cl com a',b' € Z, entao a = c(a't), com o', € Z. Logo, ¢ | a.

¢) Sejam b = cb’ e a = ca’ com o,V € Z. Entao az+by = ca’z + cb'y = c(a’z + Vy),
com a'z + b'y € Z. Logo, ¢ | (az + by).

d) Se b= b/, com ¥ € Z, entao ab = c(al/), com ab’ € Z. Logo, ¢ | ab.
e) Se a =ba’, com a' € Z, entdo ac = (be)a’, e dai b | a, be | ac.
O

Observacao 2.2. O item (c¢) da proposi¢cao acima pode ser facilmente generalizado

para provar que, sec | ay,---,a,, entdo ¢ | (a1z1+- - -+a,z,), para todos z,,- -+, x, € 7.

Teorema 2.4 (Teorema de Eudoxius). Dados a,b € Z inteiros com b # 0 entdo a é
um maltiplo de b ou se encontra entre dois miiltiplos consecutivos de b, isto é, a cada

par de inteiros a e b # 0 existe um inteiro q tal que, com b # 0, existe um inteiro q tal

que,

gb<a< (¢g+1)b, parab> 0

gb<a< (q—1)b, parab < 0.

Teorema 2.5 (Divisao Euclidiana). Dados dois inteiros a e b com b > 0, existe um

inico par de inteiros q e r, chamados, respectivamente, de quociente e de resto da

divisao de a por b, tais que tais que
a=gb+r, com 0<r<b (r=0<10]a).

Demonstragao. Dados os inteiros a e b, temos, pelo o Teorema de Eudoxius, que existe

um inteiro g, tal que:

gp<a<(g+1)b=0<a—-bg<b

Desta forma, se definirmos r = a — ¢b, teremos garantida, a existéncia de g e r.
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Quanto a unicidade, vamos supor a existéncia de outro par ¢; e r; verificando:
a=q +rcom0<r; <b.
Disto segue que
O=a—a=b+r—(gb+nr)=bg—q)=r—-r=>b|(r,—r)

ry — 7| < b mais o fato b | (r; — ) devemos ter

Mas, como r; < b e r < b, temos

r1 —r =0 o que implica r = r|. E dailtima igualdade acima, obtemos
r=ri=>a—by =a—-bg=bg =bg=q =q.
O

Defini¢ao 2.6 (Méximo Divisor Comum). Dados inteiros nio nulos a e b , 0 maximo
divisor comum de a e b, denotado mdec(a,b), € o maior dentre os divisores comuns
de mdc(a,b). Os inteiros mdc(a,b) sdo primos entre si, ou relativamente primos

quando o mdc(a,b) = 1.
Teorema 2.6. Se a,b,q,r € Z\ {0} e a = gb+r, entao mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstragdo. De a = gb+r, temos que se ¢ | b e ¢ | r entao pela Proposigao 2.1, ¢ | a.
E mais, de r = a — gb, se ¢ | a e ¢ | b entao novamente pela Proposigio 2.1 ¢ | r. Logo
o conjunto dos divisores comuns de a e b é igual ao conjunto dos divisores comuns de

b e r, que nos garante o resultado mdc(a, b) = mde(b, ). O

Teorema 2.7 (O Algoritmo de Euclides). Sejam ro = a e r; = b inteiros nao-negativos

com b # 0. Se o algoritmo da divisdo for aplicado sucessivamente para se obter
Tj = Qi+1Ti41 +Tja2, 0 S rjpe <7Tjp

para 3 = 0,1,2,...,n —1 e ryy; = 0 entd@o mde(a,b) = r,, onde r, € o iltimo resto

nao-nulo.

Demonstragao. Aplicando o Teorema 2.5 para dividir 1y = a por r; = b obtendo
o = @171 + 2, em seguida dividimos 7; por 73 obtendo r; = gary + 73 e assim, suces-

sivamente, até a obtengao do resto r,; = 0. Como, a cada passo o resto é sempre

“3LIOTECA]
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menor do que o anterior, e estamos lidando com nimero inteiro positivos, é claro que
apo6s um numero finito de aplicagoes do Teorema 2.5, teremos resto nulo.

Temos, pois, a seguinte sequéncia de equagoes:

To = Qi1 +73; O<rm<n
TN = (aT's + T3} 0< Ty < Ty
Ty = (373 + T4 O<rys<rmry
Th-2 = n-1Tn—1+Tn} 0<rn<mTna
il = gaTn+0. (2.2)

A 1ltima destas equagoes nos diz, pelo o Teorema 2.6, que o méaximo divisor comum
de rp e 1y é 1. A pemiltima, que este mimero é igual a (r, 1,7, _2) e, prosseguindo

desta maneira termos, por repetidas aplicagoes do Teorema 2.6, a sequéncia:
Tn = (Tn-1,Tn) = (Tn-2,Tn-1) = -+~ = (r1,12) = (r0,m1) = (a,b).

Portanto o méximo divisor comum de a e b é o 1ltimo resto nao-nulo da sequéncia de

divisoes descritas. |
Teorema 2.8 (Teorema de Bézout). Sejam a,,...,a, inteiros nao nulos. Se
S:{Zai;c,:; T; € 2, Vlgign},
i=1
entio S = dZ, onde d = mdc(ay, . ..,a,). Em particular, existem uq,...,u, € Z tais
que
mde(ay, . .., a,) = a1y + - - + Ay,

Demonstragao. E imediato que todo miiltiplo de um elemento de S pertence a S. Por
outro lado, como d divide a;z; + - -- + a,z, para todos z,...,z, € Z, temos que
S c dZ.

Para estabelecer a inclus@o contrdria, note primeiro que S contém inteiros po-
sitivos; de fato, escolhendo z, = a; e 29 = -+ = x, = 0, por exemplo, concluimos
que

af=a1x1 + i+ apx, € S.
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Como S contém inteiro positivos, existe um menor inteiro positivo d’ em S. Se mos-
trarmos que d = d', o mde de a,,. .., a,, seguird que d € S, e nossa observacao inicial
garantird que S =dZ C S.

Afirmamos inicialmente que d' | ay,...,a,. De fato, como d' € S, existem
Uly..., U, € Z tais que d' = ayuy + - - - + ayu,. Agora, sejaa; =d'q+r, com q,r € Z

e 0 <r<d. Entao
r = a—dqg=a;— (a1 + -+ aniy)q
= ai1(1 —wQq) + az(—u2q) + - - - + an(—unq),
istoé, r€S. Se 0 < r < d, terlamos uma contradi¢cdo com o fato de ser d' o menor
inteiro positivo pertencente a S. Logo, r =0 e d' | a;. Analogamente, d’ | as,-- -, a,.
Para terminar, como d' é um divisor comum de a,,...,a,, para mostrar que

d’ = d basta mostrar que d' > d. Mas, se a; = dqy,...,a, = dg,, com q,...,q, € Z,

entao
d = au+---+au,
= dqu + -+ dguu,
= d(qui + -+ - + gattn),

ou seja, 0 < d | d'. Logo, d <d'.
|

Corolario 2.1. Sejam ay, . .., a, inteiros nio nulos e d = mdc(ay, . .. ,a,). Sed €N,

entdo d' | ay,...,a, se e sé sed | d.

Demonstragdo. Sejam inteiros uy,...,u, tais que d = ayu; + - - - + a,u,. Desde que

d' | ay,...,a, a Observacdo 2.2 garante que d' | d. A reciproca é imediata. O
Lema 2.1. Sejam a,b,c € Z; entao
mdc(a,b) = mdc(a + be, b).

Demonstragao. Sejam d = mde(a + be,b) e d = mde(a,b). Como d' | a,b temos que
d' | a,a + be. Portanto, pelo Coroldrio 2.1, temos que d' | d. Reciprocamente com
d| (a+bc)ed|b, temos que d | [(a+ bc) — be)|, isto é, d | a e d | b. Novamente, pelo

corolario 2.1, pela temos que d | ', e assim d = d'. O

~
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Proposicao 2.2. Sejam a, b, ¢ € Z nao nulos, entdo mdc(a, be) é divisivel por mdc(a, b).

Demonstragao. De fato, b é divisivel por mdc(a,b) logo be é divisivel por mdc(a,b); a

é divisivel por mdc(a, b), logo mdc(a, be) é divisivel por mdc(a, b). O
Proposicao 2.3. Sejam a,b,c € Z e mdc(a,c) = 1, entdo
mdec(a, be) = mde(a, b).

Demonstragio. Sejam d = mdc(a,b) e d = mdc(a,bc). De d | b segue que d | be.
Assim, d | a e d | be, donde d | mdc(a,b) = d'. Para terminar, mostremos que d' | d:
como mdc(a,c) = 1, segue do teorema de Bézout a existéncia de u,v € Z tais que
au+cv = 1, donde a(bu) + (bc)v = b; mas como d' | a e d' | be, temos que d’ | b. Entéao

d |aed |b, donde d | mde(a,b) = d. g

Definicao 2.7. Dados inteiros n e k, com 0 < k < n, definimos o niimero binomial

n n!
k kl(n — k)!
Para todo n € N, tem-se

G- ()= ()

Por outro lado, para todos os inteiros n e k tais que 0 < k < n, tem-se
n\ n
k) \n—k
n ny . ("
0/’ 1 2

(esse 1iltimo em virtude do fato de que o produto de dois inteiros consecutivos ser par)

por:

Observe que

sao todos niimeros naturais.

Por outro lado, a igualdade de nimeros binomiais acima garante que
n\ (n n _(n n _(n
nt \0) \n-=1/ X1 n—2/  \2

também sao naturais.
Proposicao 2.4 (Relagao de Stiffel). Se n e k sdo inteiros tais que 0 < k < n, entdo

HE gty e
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Demonstra¢do. Basta aplicar a defini¢ao de nimero binomial ao segundo membro da

igualdade acima:
n-1 n—-1) (n—1)! (n—1)!
( k )* (k—l) T Hn—1-R " k=Dlin—R)

B (n—1)! 1 1
= E-Din—1=F (E+n—k)

(n—1)! n
(k=D n—-1-k)k(n—k)

- .ta!(f.nni k) (:)




Capitulo 3

Propriedades dos Numeros de

Fibonacci

Neste capitulo sao mostradas as principais propriedades da sequéncia de Fibo-
nacci e a Formula de Binet que prova a relacao da sequéncia de Fibonacci com o

Numero de ouro. As referéncias para os estudos realizados sao [3], [7] e [8].

Definicao 3.1. Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida recursiva-

mente por

hH = fo=1,
fn+l == fn + fn—l:vn > (31)

Propriedades Elementares
Propriedade 3.1 (Soma dos n primeiros Nimeros de Fibonacci). Para todon > 1,
ht fot fatot fa= faaa— 1.

Demonstragao. Demonstraremos a rela¢ao por indugao sobre n.
A afirmacao é verdadeira paran =1, pois fi =1e fiyo—1= fz3—1=2—-1=1.

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n = k, ou seja,

h+th+th++fi=fira— L
Devemos mostrar que ela é também verdadeira paran = k + 1.

28
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De fato, somando f,1 em ambos os membros da hipétese de indugao e levando

em consideragao que
Jes1 + frvz = fras,
obtemos

ht+tlht+tfit+t-+fitfori=Ffrue—1+ fis1 = fias — 1= fern2 — 1,

estabelecendo o resultado para todo n € N.

O

Propriedade 3.2 (Soma dos Nimeros de Fibonacci de ordem impar). Para todon > 1,

h+LB4+fs+-=+ fan1= fon

Demonstragao. Demonstraremos a relacao por indugao sobre n.
A afirmacgao é verdadeira paran=1,pois fi=fo=1e fo1.1= fou= 1.

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n = k, ou seja,

h+fh++-+ faem1 = for.

Devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1.
De fato, basta somar o préximo termo fmpar, isto é, for,1 em ambos os membros

da hipétese de indugao e iremos obter

fit fa+fs++ faro1 + forrr = for + fors1r = forso,

estabelecendo o resultado para todo n € N.

O

Propriedade 3.3 (Soma dos Niimeros de Fibonacci de ordem par). Para todon > 1,

Tot o+ Jot= -t Jom = fopa—T

Demonstragdo. Como a soma de todos os nimeros de Fibonacci até a ordem 2n é:

f1+f2+f3+"'+f2n_1+f2n=f2n_|_2—]_.

E a soma dos niumeros de Fibonacci de ordem impar até 2n — 1 é;

h+B+fs++ fan1= fon-
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Entao, subtraindo membro a membro as duas igualdades, restard somente a soma dos

nimeros de Fibonacci de ordem par no primeiro membro e no segundo membro:
L+ fat fo+ -+ fon = fons2 — fon — 1.

Sabemos que:

Jonie = Joni1 + fon = foni1 = font2 — fon

Temos entao:
fo+ fat fo+ - Ffon=Ffona—1
O

Propriedade 3.4 (Soma dos quadrados dos n primeiros Niimeros de Fibonacci). Para
lodon > 1,
R+ B+t 1= fafan-

Demonstragao. Demonstraremos a relacao por indugao sobre n.
A afirmagao é verdadeira paran=1,pois f=fo=1e fi= fifp=1-1=1

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n = k, ou seja,
B+ B+ R = fuferr:

Devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1.

De fato, somando fZ,, em ambos os membros da hipétese de inducio e levando

em considera¢ao que fr + fiy1 = fri2, obtemos
B+B+-+ 4+ fa= Tl + o= Fafe+ fosi) = Feirfesa
estabelecendo o resultado para todo n € N. O

Propriedade 3.5 (Soma dos Niimeros de Fibonacci com sinais alternados). Para todo
n>2,
fi =+ fi=fat oo () = ()M fpaa+ L

Demonstra¢ao. Demonstraremos a relacao por indugao sobre n.

A afirmacgao é verdadeira para n = 2, pois

fi=f2=1-1=0 e (-1*"'f+1=-1-1+1=0.

IOTECA|
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Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n = k, ou seja,
fi—fo+fs= ottt (D) = (D) fi g +1,
devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, que
hi=fot+fa=fat o+ (D) fo+ (1) 2 fop = ()2 fi + 1

De fato, somando (—1)¥*2 f 11 em ambos os membros da hipétese de indugio e notando

que fis1 = fi + fik-1, obtemos

hi=fot -+ () o+ (D)2 fi = (D) + 14+ (=12 f,
= (D" fica + 14+ (=D**2(fi + fie1)

= ()" fisi + 14 (-1)**2fi + (12 f .

Como (—1)*! fi_1 + (—=1)¥*2f_; = 0, o resultado segue.

Propriedade 3.6. Se m > 1 en > 1, entdo

fn+m - fn—lfm + fnfm+!

Demonstragio. Usaremos o Segundo Principio de Indugao sobre m. A afirmacio é

verdadeira para m = 1, pois
fonn=latfaa € for-fitfa-fin=faa- 14+ fo 1= fasr + fa
Para m = 2, a afirmagéo é também verdadeira, pois
favr=lartfn e facr-fotfo-forr = facr 14 fa 2= (faci+ fo) + fo = fari + fo-

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para k inteiro tal que 2 < k < r,

com 7 inteiro. Sendo assim, escrevemos:

fn+(r—-2) = fn—lfr-2 + fnfr—l

fn+(r—l) = fn—lfr—l + fnfr-

LIOTECA
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Somando membro a membro essas igualdades e levando em conta a férmula recursiva

que define (f,,), obtemos:

fn-f—(r—?) + fn-l—(r—l) = (fn—lfr—2 + fn—lfr—l) + (fnfr—l + f‘nfr‘)
fodr = Sa-ilblei ¥ Lt)F B(fr=i € f)
fn+r = fn—lfr + fnfr+1-

Portanto, a propriedade também vale para k = r, sempre que n > 1, o que conclui a

prova. O
Propriedade 3.7. Para todo n > 1,
Jon = 3+1 - 3—1-

Demonstracao. Fazendo m = n na férmula da propriedade anterior, temos

fn-}-n = fn—lfn+fnfn+l
f2n = fn(fﬂ—l +fn+l)-

Como f, = fn41 — fa_1, obtemos
Jor=(fasr = fact) (s + faa) = 3+1 = er:—la
o que conclui a demonstracao O
Propriedade 3.8 (Identidade de Cassini'). Para todo n > 1,
2 — faifarr = (D)™

Demonstracdo. A afirmagéo é verdadeira paran = 2, pois f2—fo - fo1 = 1-12 = —1
e (=12 —1.

Supondo a afirmagao verdadeira para n = k, ou seja,

fe = feafiers = (D) = fiss fesn = f — (1)

| <C |
devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos (&
LAl
que %‘,.,,3
2 k+2 e
Jen — Jefez = (1), =4
!Jean - Dominique Cassini descobriu essa identidade em 1680, veja J.D. Cassini, Une nouvelle -
| ..
progression de nombres, Histoire de ’Academie Royale des Sciences, Paris, 1 (1733) 496 - 201 [ £
o |
L
| =
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De fato, temos

[ = fifierz = ferrforr — fifrez
= fer1(fe + fom1) = feSrao
= fiferr + fe—1fes1 — Fefes2

e pela hipotese de indugao, obtemos

o= ffe = fifepn+ (FF = (1) = fifise
= (feferi + i) + (CU)(D — fifern
= felforr + fi) = fefora + (1)
= [fefis2 — fifrrz + (1)
= (=1,

o que completa a demonstragao. [

Propriedade 3.9. Para todon > 1,

2 2
mii 17 fn+2 = fany3-

Demonstracao. A afirmacao é verdadeira para n = 1, pois f["H - f12+2 =1+4=5e

Jo143 = 5.

Supondo a afirmagao verdadeira para n = k, ou seja,

O ffsz = fokys-

devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos
que

2
Jija+ f;?+3 = forys-

De fato, basta somar f2?,, — f2,, = foksa, Propriedade 3.7, membro a membro com a

hipétese de inducao:

e+ Mo+ (Foea—fRi) = forsa+ Forra

2 2
f.lc+2 + fk}:} = f2k-4—5:

como queriamos demonstrar.
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Em 1876, F. Edouard A. Lucas descobriu a seguinte férmula para os termos de

Fibonacci empregando os coeficientes binomiais:
Teorema 3.1.
n o= 1 n—2 ]
ma= (o) + (") ("27) -+ (1)
onde j € o maior inteiro menor do que ou igual a n/2.

Demonstragao. Por indugao sobre n. E facil ver para os casos n = (,1,2. Suponha-
mos que a férmula seja verdadeira para os inteiros 0,1,2,3,...,k — 1. Da identidade

fundamental e da hipétese de induc¢ao temos :

k1 k—2 k-3 k—j3-1
Jeri = fe+ frar = [( 0 )+( 1 )+( 9 )+---+( j )]—I—
)
N k—2 " k—3 N k—4 A k—j—1
0 1 2 ji—1
que pode ser reescrito como
7 ! & k—2 i k=2 ) k-3 4 k—3
e = o 1 0 2 1))
7))
J Jl
Agora, aplicando a relacao de Stiffel,

(=) (G20,
f"“:(k51)+(kil)+(k;2)+(’“;3)+...+(k;j)

Para concluir a prova, basta observar que a primeira parcela da soma acima é igual a

obtemos

7 = k—1
seguinte expressao; g ) parma k> 1.

BLIOTECA
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Propriedades aritméticas

Propriedade 3.10. Dois nimeros de Fibonacci consecutivos f, e f,,1 sao primos

entre si.

Demonstracao. Seja d = mde(f,, fny1). Como f, e f,41 sdo maiores que zero, o

mesmo ocorre com d. O fato de d ser divisor de f, e f,;; implica que d | f,_1 pois

fn1 = fay1 — fa- Dividindo f, e f,_1, entao d divide f, 5. Prosseguindo nesse

raciocinio chegaremos & conclusao que d | f;. Entao d = 1, pois fo = 1. O

Propriedade 3.11. Se m | n, entdo fn, | fa.

Demonstracao. Por hipétese n = mk, para algum k£ € N. Procederemos por inducgao

sobre k.
Se k = 1, entdo m = n e é imediato que f,, | fn-
Suponha o resultado vélido para algum valor de k; isto é, f,, | frx-

Pela a identidade da Proposicao 3.6, temos que:

fm(k+1) == fmk+m = fmk—lfm I fmk * fm-}—‘i

Como [, | fink=1Sm € fm | fuk fmi1 pois, pela hipétese de inducao divide f,,x, segue-se

que fy, divide a soma desses dois produtos. ou seja, fm | fm(k+1)- O
Propriedade 3.12. Se m = ng + r, entdo mde(fm, fn) = mde(fu, [7)-

Demonstracao. Pela a identidade da Proposigao 3.6:

mdc(fm:r fn) = mdc(fnq+rs fn) — mdc(f-nq—lfr + fanr+1: fn)

Considerando porém que mdc(a,b) = mdec(a + ¢,b), sempre que b | ¢, e ainda que

fn | fnq (propriedade 3.11), chegamos a:

mdc(fm:r fn) = md{:(fm—lf" + fmi‘f"‘-i-l: fﬂ) = nldc(fnq—lfﬁ fn)

Mostremos que f,,—1 e f, sdo primos entre si.
Se d é um divisor comum a esses dois nimeros, entao d | fn,—1 € d | [y (devido

3.11). Dai d é um divisor da soma frq—1+ fag = fagr1- Masse d | fug e d | fugi1, entéo

3.10 nos assegura que d = 1.
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Logo, como mdc(a, ¢) = 1 implica mdc(a, bc) = (a,b) temos

mdc(fma fn) = mdc(fmulfra fn) = mdc(fr: fn)-

Propriedade 3.13. Se d = mdec(m, n), entio mde(fr, fn) = fa-

Demonstragao. Supondo m > n, e aplicando o processo das divisoes sucessivas para se

chegar a d = mdc(m,n):

m = ngp+r ,(0<r <n)

n = riga+1ra (0 < T9 < T‘l)

r1 = Ta@a+ry (0<r3<rmy)
Th-2 = Tp-1@n+Th (0 <Th < 'rn—l)
a1 = TnGny1 +0 (onder,=d

Aplicamos o resultado da Proposi¢ao 3.12 a cada uma das igualdades acima, obtendo

mdc(fm: fn) = md‘c(fm f'l"l) o mdc(ffl ’ f1‘2) S mdc(fr‘n—lu fd)

Como d | r,—; e portanto, em virtude de 3.11, f; | frn_1, entao: mde(fm, fn) = fa-

Propriedade 3.14 (Reciproco de 3.11). Se [, | fn € m # 2, entdo m | n.

Demonstra¢do. De f,, | f, decorre que mdc(f,n, fn) = fm- Mas, devido a 3.13:

mdc(fm: fn) = fd

onde d = mde(m,n). Logo f, = fq- Se m > 2, entao f,, > 2, dai f; > 2 e portanto
d > 2, o que implica m = d. Assim, para todo m # 2 vale a igualdade m = d, o que

obviamente acarreta m | n. 0

O resultado acima nos permite estabelecer alguns critérios de divisibilidade para

os termos da sequéncia de Fibonacci.
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Exemplo 3.1. Para acharmos, os termos f,, da sequéncia de Fibonacci divisiveis por

2, basta notar que f3 =2 e que
2 I fm = fm(a‘m) = de(f3,fm) = mdc(?, fm) == 2 — f31

e portanto, 2 | fm se, e somente se, mde(3,m) = 3, o que equivale a dizer que 3 | m.
Em outras palavras, um nimero de Fibonacci é divisivel por 2 (portanto € par) se, e

somente se, seu indice é dinsivel por 3.

3.1 A Formula de Binet

Sera possivel encontrar uma férmula fechada que expresse um termo qualquer da
Sequéncia de Fibonacci apenas conhecendo sua posicao na sequéncia? A resposta é
afirmativa e foi dada em 1718 por De Moivre. Porém, a férmula ficou conhecida pelo

nome de Binet, que a redescobriu em 1843.

Outra sequéncia de Fibonacci

Uma progressio geométrica (¢,¢%,¢,...,q",...) é uma sequéncia de Fibonacci
se para todon > 2, ¢"t! = ¢" 4+ ¢ L.

Dividindo a equagao acima por ¢" ! # 0, obtemos a equacio
¢ =q+1

cujas raizes sao

S

14 L
e Ty =
2 2

A proposigao seguinte nos fornece uma férmula que relaciona um termo qualquer

s

ry =

de uma sequéncia de Fibonacci com os mimeros r; e ry acima obtidos.

Proposicao 3.1. Seja (fi, fo, fa,...) uma sequéncia de Fibonacci qualquer. Entdio,

existem a, 3 € R tais que, para todo n > 1
fn = ary + pry,

onde ry e ry sao as raizes encontradas anteriormente.

SIBLIOTECA
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Demonstracao. Faremos a prova pelo Segundo Principio de Indugao sobre n.

Para n =1 e n = 2, formamos o sistema

ar, + pr2 = fi
2 -
ari + pri = f
nas variaveis a e 3, apresenta a solucao tnica:

. 1r‘2f1 I2 O rih— fa

o (T'z —Fy) ) 7'2(1"1 - T2)
tendo em vista que r; # 7.
Supondo que a afirmacao seja verdadeira para todo n tal que 1 < n < k, com k
inteiro, mostraremos que ela é também verdadeira para k + 1.

De fato, basta notar que

Jerr = fio+ fear
= (arf+Br5) + (arf ' +Br57)
= (art +arf™) + (Brf+prE ™)

= ar¥ M ry+ 1)+ Brk s +1).
Como 7 e r3 sdo as raizes de ¢2 = ¢+ 1, entdo ry + 1 =1% e 1y + 1 = r2. Logo,

g = Oﬂ"f : 2+)3?"k 1 2

e k41 k+1
= ary" +prs,

o que conclui a demonstragao por inducgdo, estabelecendo o resultado para todo

n > 1. 1

Consideremos a sequéncia original de Fibonacci, ou seja, (1,1,2,3,5,8,13,...),

da proposigao 3.1 obtemos a conhecida formula de Binet.

Proposicao 3.2. O nimero de Fibonacct f,, pode ser obtido pela férmula

Jn= (3.2)

ﬁ[( 2 2

chamada de Formula de Binet.

=) - (5]
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Demonstragao. Basta substituir f; = f, = 1 na proposigao anterior e resolver o sistema

correspondente
o) + (%) -1
ar; + fBra = fi
=
ar? + pr: = f ]
o()" + az( )=,
nas incognitas a e . Resolvendo-o, encontramos = — 355, que substituidos na
proposigao anterior, chega-se a Férmula de Binet. O

Com a Férmula de Binet, demonstraremos, a seguir, mais uma propriedade dos

Numeros de Fibonacci, a qual ficaria bem mais trabalhosa usando o Principio de

Indugao.
Fazendo a = %‘[@ eb= 1'42@, a Férmula de Binet fica f, = %.
9

Propriedade 3.15. Para todo n > 1,

(fnfn+3)2 + (2fniifata)? = (f2n+3)2

Demonstragdo. Aplicaremos a Férmula de Binet e desenvolveremos o primeiro e o

segundo membros chegando a duas expressoes equivalentes.

n n n+3\ 2 n n+1 n+2 n+2\ 2
2 2 a®—p* a*a—b”) ( a™tt —prtt g2 g )
nJn + 2;1 n- - - + 2' -
(f f+3) (f+lf {2) ( \/5 \/E_) \/E_) \/g
1

4 2
= — (a'Zn-} 3 _ anbﬂ+3 . b2n+3) e ;_5(a2ﬂ+3 . aﬂ+1bn+2 g an+2bn+l 34 b2n+3)

25

2 2
= _2}5 (02n+3 —a"b" (b +a®) + b *'3) + ;5— (a2“+3 —a™ ' (b +a) + b2n+3) ;

De ab= —1,b+ a = 1,b* + a® = 4, obtemos

1 2 4 2
(fnfn+3)2 il (2fn+lfn+2)2 — % ((12“+3 — 4a™b" + b2ﬂ+3) e _ég (a2n+3 = anbn =% b2n.+-3)

- %(adm-l-ﬁ = 16a2nb2ﬂ 58 b4ﬂ+ﬁ s 803ﬂ+3bn %+ 2a2n+3b2n+3 . 8anb3n+3) +

& %(a4n+ﬁ+aznb2n+b4n+6+2a3n+3bn+za2n+3b2n+3+20nb3n+3)

5a4n+6 s 200‘2nb2n+ 5b4n+6+ 10a2ﬂ+362ﬂ+3
25 ]
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Portanto,

aénf-ﬁ I 4(12"52" o b4n+ﬁ + 2a2n+3b2n+3

(fafora)® + (2fns1fare)® = 5 : 33)

43 _ p2n+3 2
(f2n+3)2 = (a—\/"g—-—)

a4n+6 . 2-‘.12“+3b2n+3 il b4n+6

= 5 : (3.4)
Agora devemos mostrar que (3.3) = (3.4). Sendo assim,
a4ﬂ+ﬁ g 4a2nb2n 2. b4n+6 4+ 202n+3b2n+3 G“’41'14—6 .9 a2n+3b2n+3 gt ban 16
5 B 5
4a2nb2n 4 2a2ﬂ+3b2ﬂ+3 - —2(12n+3 b2n+3
4a2i1b2n s _4a2n+3b2n +3
a2n62n = _ain+3b2n+3
(ab)*™ = —(ab)*"b*™.(ab)®
1 = —(ab)®
1 = —(-1)°
1 = 1,
0 que completa a demonstracao. O

Da propriedade 3.15, podemos ainda escrever

(fnfn—i—:!)z by (2fn+1fn+2)2 = (f£+1 . o f:+2)21

a qual serve para gerar triplas pitagoéricas.
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3.2 O Numero de Ouro

Defini¢ao 3.2. Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razao durea

(i.e., em média e extrema razio) se

AB _ 70
AC CB’
A C B
L 2 * ®

Figura 3.1: Segmento de reta dividido na proporgao durea.

3.2.1 Definicao algébrica

Chamando AC =z e CB =1 e, temos que, AB = z + 1 obtemos:

p + 1
5y =§=>3:2—:£—]=0.
T 1
Note que g,_=§ é a Razao Aurea, ou seja,
AC
—:E::I,':(I)‘
CB 1

Encontramos ®? —® — 1 = 0, que é uma equaciao quadratica da forma az?+bz+c = 0,
em que a=1,b= —1e c= —1. Resolvendo essa equagao quadratica a tinica solucao

positiva dessa equacao quadrética é a seguinte

_1+45
-2

® ~ 1.618033989,

que é o numero O.
Sendo assim, ¢ é um nimero irracional da mesma forma que o 7, ou seja, tais

numeros nao podem ser representados como uma razao de mimeros inteiros.

Nimero de Ouro e a Sequéncia de Fibonacci

Utilizando-se uma simples calculadora e efetuando-se a divisao de dois temos

consecutivos da sequéncia de Fibonacci, pode-se observar que:
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Razao | Resultado

1/1 1
2/1 2
3/2 1,5
5/3 1,666
8/5 1,600
13/8 1,625
21/13 1,6153

34/21 1,61905
55/34 1,61765
89/55 1,61818
144/89 | 1,61798
233/144 |  1,61806
377/233 | 1,61802
610/377 | 1,61803

Tabela 3.1: Razao entre Niimeros de Fibonacei consecutivos.

A razao entre dois nimeros sucessivos, quando n cresce, oscila em torno de @,
alternando entre maior e menor que 1,618.... Essa afirmagao foi descoberta pelo

matematico e astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) em 1611.

Teorema 3.2. A razao entre dois termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci tende

para o Nimero de Ouro quando n tende a infinito, isto é,

lim Fn1 _ P.

n—+00 fn

Demonstragao. Pela Férmula de Binet, temos:

3

\/_n-l __\/_ n+1 !m
=g 5 - ()] S
B\ (1= By &

e R 2
=S
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Logo,

Por outro lado —1 < =3 < 0, logo

1+V5
lim (1 = ‘/‘F’)n = lim (1 — ‘/g)w =0
n—o00 1 & \/g n-—o00 1 - \/rg
Portanto,
lim ot = 1+v5 = o¢.
n—r0C fﬂ 2

Retangulo Aureo e Espiral

Seja ABC'D um retangulo aureo. Destacando o quadrado ADFE do retangulo

aureo acima, de acordo com a definicao,

AB _FE

AD EB
D b F a-b C
b
A i

Figura 3.2: Retangulo Aureo.
Como FE = AD =b, AB = a, temos EB = a — b e disso,

a b 5 2
b_a—bﬁb +ab—a* = 0.

|

1|
|

'u_l
=
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Como b é positivo, obtemos

a_1+\/5

b 2

= @ e, entao, o novo retangulo BCFFE| interior ao primeiro, também é

= o,

Portanto,

i

aureo.
Novamente, construindo um quadrado no novo retangulo dureo interior ao pri-
meiro, obteremos outro retangulo interior a este segundo, também nas propor¢oes

dureas, e este processo € infinito guardando essa propor¢ao conforme a Figura 3.3.

e e ———

13 i

Figura 3.3: Sequeéncia infinita de Retangulos Aureos

Segundo Livio [5], tal sequéncia de retangulos continuamente decrescentes con-
verge para um ponto inalcangdvel que, devido as propriedades “divinas”atribuidas a
Razao Aurea, o matematico Clifford A. Pickover sugeriu que deverfamos nos referir a
esse ponto como “O Olho de Deus”. Tal ponto é chamado, na literatura matemaética,
de foco.

A partir da sequéncia infinita de retangulos dureos, Figura 3.3, podemos dese-
nhar a espiral aurea, basta tomar o encontro das diagonais, e ir tragando o quarto de
circunferéncia de cada um dos quadrados, resultando na Figura 3.4

Tal curva é também conhecida como spira mirabilis 2, espiral de ouro, ou espiral

logaritmica. Esta espiral possui algumas propriedades interessantes.

e As diagonais AC e BF sao perpendiculares entre si.

2Este nome foi usado como titulo de um tratado escrito por Jacques Bernoulli (1654-1705) acerca
dessa curva. Jacques Bernoulli era tdo impressionado com a beleza dessa curva a ponto de pedir que a
mesma e o lema que se atribui a ela: “Eadem mutato resurgo” (“embora mudado, ressurjo o mesmo”),

fossem gravados em seu timulo
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A E B
le H
D F C

Figura 3.4: Espiral durea.

e As triplas de pontos AOC, BOF, COG, etc., onde O é o centro (polo) da espiral,

sao colineares.

e Os quatro angulos retos com origem em O tém os segmentos KK e DH como

bissetrizes.

& des 49 _ OB _ OC _ o5, vilidas. pois os s 5
o As relagoes relagoes 5% = 55 = gp = - - - sao vilidas, pois os segmentos de cada

uma dessas razoes sao os catetos de triangulos retangulos que sao, cada um deles,

exatamente a metade de um retangulo dureo.

A espiral de ouro estd intimamente relacionada com a Sequéncia de Fibonacci,
pois se considerarmos o menor quadrado da Figura 3.3 com lado medindo uma unidade
de comprimento, os demais quadrados, de dentro para fora, terao comprimentos 1, 2,

3, 5 e, assim por diante, no qual formam a referida sequéncia.

_LIOTECA

FCL

=




Capitulo 4

Curiosidades, Manifestacoes e

Aplicacoes

A Sequéncia de Fibonacci ficou famosa nao apenas porque estd associada a re-
produgao de coelhos. Para além de sua conexao com a referida reproducao e com o
Numero de Ouro, a Sequéncia de Fibonacci estd associada a diversos fenémenos tais
como num comportamento da luz, na drvore genealégica de um zangao, no Triangulo
de Pascal, no crescimento das plantas, no formato de diversos seres vivos, etc. Além
de fazermos uma abordagem de algumas dessas conexoes, faremos uma descricao da

aplicacdo da Razao Aurea no campo das artes e da arquitetura.

4.1 Curiosidades

O niimero 1/89

A Sequéncia de Fibonacci contém um nimero absolutamente notdvel: o seu 11°

termo, 89. O valor de 1/89 na representacao decimal do seu inverso é igual a
0,01123595.. ..

Organizaremos os Nimeros de Fibonacci, 11,2,3,5,8,13,21, 34, ..., como niimeros de-

cimais da seguinte maneira:

46
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0,01
0,001
0,0002
0,00003
0,000005
0,0000008
0,00000013
0,000000021
0,0000000034

Em outras palavras, o digito das unidades do primeiro niimero de Fibonacci esta
na segunda casa decimal, ¢ do segundo estd na terceira casa decimal, e assim por
diante (o digito das unidades do n-ésimo mimero de Fibonacci esta na (n+1)-ésima

casa decimal).

Somando todos esses nimeros decimais, obtemos, curiosamente,
0,01123595... = 1/89.

Essa curiosidade foi descoberto por Cody Birsner, um estudante na universidade

de Oklahoma, em 1994.

Periodicidade

Os nimeros de Fibonacci se tornam grandes rapidamente, porque sempre se so-
mam dois mimeros sucessivos para formar o seguinte. Enquanto o 5° nimero de Fibo-
nacci € 5, o 125° é 59.425.114.757.512.643.212.875.125.

O digito das unidades aparece com uma periodicidade de 60, ou seja, a cada
60 nimeros. Por exemplo, enquanto o 2° nimero é 1, o 62° o é 4.052.739.537.881
que também é terminado em 1. O 122° o nimero 14.028.366.653.498.915.298.923.761
também termina em 1. O mesmo vale para o 182° e e assim por diante. De mesmo

modo, o 14° nimero é 377, e o 74° é 1.304.969.544.928.657, também termina com 7, e

assim por diante.

- { .u-.‘..:"
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Esta curiosidade foi descoberta em 1774 pelo matematico franco-italiano Joseph
Louis Lagrange (1736-1813).

Os 1ltimos dois digitos se repetem com uma periodicidade de 300, os trés tltimos
com uma periodicidade de 1500, os dltimos quatro digitos com uma periodicidade de
15 mil, os 1iltimos cinco digitos a cada 150 mil vezes e os 1iltimos seis digitos com uma
periodicidade de 1.500.000.

O matematico israelense Dov Jarden mostrou a possibilidade de se provar que
para qualquer niimero de Fibonacci com 1iltimos digitos acima de trés, a periodicidade
¢ 15-10""', onde n é o niimero de digitos que sdo repetidos.

As informagoes apresentadas nesta subsecao foram obtidas em [?].

Triplas Pitagoéricas

Uma relagio interessantissima com a sequéncia de Fibonacci sao triplas pitagéricas.

Lembrando que as triplas pitagéricas surge do famoso Teorema de Pitdgoras sobre os
comprimentos dos lados de qualquer triangulo retangulo.

Em 1948, Charles Raine observou que tomando quaisquer quatro niimeros conse-
cutivos da sequencia de Fibonacci, f,, funi1, fns2, fass, 0 produto dos termos extremos
Jn Jnys e duas vezes o produto dos termos internos 2- F,, - f,, ;3 representam os catetos
do triangulo retangulo e a hipotenusa é um nimero de Fibonacei dado por fo, 3.

Considerando um triangulo retangulo com catetos a e b e hipotenusa c, temos

a = fn : fn+3
b = 2. F‘n+l d jn+3
c = fzm-s

observando a sequéncia de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, .. . e tomando como exem-

plo (1,2, 3,5), verificamos que:

¢ = k- 5=35

b = 2.(2-3) =12

c = Vi2+122=/25+144= V169 = 13 = fr9,3 = fr.

As Propriedades (3.9) e (3.15) combinadas confirmam esse fato.
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4.2 Manifestacoes

Comportamento da luz

Vamos agora ver a sequéncia de Fibonacci surgindo na fisica, mais precisamente
na otica dos raios de luz. Tomemos duas placas de vidro, com indices de refragao
diferentes, justapostas uma sobre a outra. Um raio de luz que incida sobre esse conjunto
pode sofrer reflexoes e desvios. Vamos contar o niimero de caminhos possiveis de um

raio de luz aumentando, gradualmente, o niimero de reflexées nesses caminhos.

Numero de reflexdes:

0 2

S
é@ —A
Numero de ci“nis: %

1 2 3

g 318 8i¢C

Figura 4.1: Reflexoes de luz sobre placas de vidros.

Notemos, entao, que as quantidades de caminhos descritos pelo raio de luz formam
a Sequéncia de Fibonacci com supressao do primeiro termo.

Representando o nimero de reflexoes, chamado de “geracao”. pela letra n, o
nimero de caminhos sera F(n), um nimero de Fibonacci. Por exemplo, a geracao
n =4 leva a F'(4) = 8 caminhos.

Os raios de luz podem passar diretamente sem refletir em nada, ou podem ter
uma reflexao interna, duas reflexdes internas, e assim por diante - potencialmente
um nimero infinito de reflexoes internas antes de emergir. Todos esses sao caminhos

permitidos pelas leis da o6tica
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Arvore Genealégica do Zangao

Os Niimeros de Fibonacci também surgem de maneira inusitada na drvore ge-
nealégica de umn zangao, o macho da abelha.

O Zangao é o macho da abelha que é gerado a partir de de um ovo nao fecundado
de uma abelha, deste modo um Zangao nao tem “pai”, tem somente uma “mae”. Por
outro lado os ovos da abelha que sao fertilizados por zangoes, se tornam fémeas. Dai
cada abelha fémea tem um “pai”’e uma “mae”.

Assim um zangao terd uma mae ¢ dois avés(que sao os pais de sua mae), conse-
quentemente trés bisavés (os dois pais da avé mais a mae do avo), cinco trisavés (dois
para cada bisavé e um para seu bisavo), e assim sucessivamente. Dai os mimeros de
individuos em cada geragao do zangao(como mostra a figura 3.1) gera 1, 1, 2, 3, 5, 8,...

que é a Sequencia de Fibonacei.

c.e0 O ® O80080 - O @ 7eeragio (13 abeinas)

: O 6%0. (5 62 geracdo (8 abelhas)
o ® 0 O
—

.. 52 geragdo (5 abelhas)

(:) = Q 42 geracio (3 abelhas)

O — 3% geragdo (2 abelhas)

@ rveina Zangio 2 29 geragdo (1 abelhas)
O Abelha rémea 12 geracdo (1 abelhas)

Figura 4.2: Arvore Genealdgica do Zangao.

Triangulo de Pascal

Com os niimeros binomiais construimos uma tabela numérica triangular, o trian-
gulo de Pascal. O Triangulo de Pascal é um dos padroes numéricos mais notdveis da

Matematica. A sua construgao é muito simples e segue abaixo:
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[+

Calculando os binomiais apresentados acima e substituindo-os pelos seus respec-

tivos valores, o Triangulo de Pascal passa e ter a seguinte forma:

A partir do Triangulo de Pascal podem ser obtidos os niimeros de Fibonacci,
basta somar os nimeros das diagonais, como mostra a Figura. Comega a partir da

primeira diagonal 1, a segunda 1, em seguida, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... .
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1
36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 43 10 1

Figura 4.3: Triangulo de Pascal é os Niimero de Fibonacei.

Teorema 4.1. A soma dos elementos da n-ésima “diagonal inversa”do Tridangulo de

Pascal é o nimero de Fibonacci foy.

Demonstracao. Denotaremos a soma dos elementos da n-ésima diagonal inversa por
F,,. Primeiramente, observamos que paran = 0,1,2, temos Fp = 1= f;, i =1= [,
e Fy = 2 = f3. Se conseguirmos mostrar que F, 4, + F,, = F,;2, para todo n > 2,
teremos finalizado a prova.

faet = (")« () ( ;1)+--1-1+[(’s)+(":l)+(";2)+---1—
= (OOE)+ N7+ (2 N0+ a7+
Aplicando a Relacdo de Stifel, ”) = (“‘1) + ("_1) e notando que

k k k—1
n+1 n+2
( 0 )—( 0 )—l,obtemos.

n+ 2 n+1 i) n—1
Fﬂ n = e 3
1+ F (0)+( 1 )+(2)+(3)+ +2

como queriamos demonstrar.
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4.3 Aplicagoes da Sequéncia de Fibonacci

As Grandes Piramides

Mais um mistério: cada bloco é 1,618
vezes maior que o bloco do nivel imediato
acima. Em algumas, as camaras internas

tém comprimento 1,618 vezes maior que

sua largura.

Partenon

Os gregos ja conheciam a “proporgao
durea,” embora nao a formula para defini-

la. A largura e a altura da fachada deste

templo do século V a.C. estao na pro-

porcao de 1 para 1.618.

Figura 4.5: Paternon

Artes

Leonardo da Vinci e Michelangelo
enfatizam em suas artes o nimero 1.6,
aplicando-o em suas obras sendo umas das

principais marcas do Renascimento. A

Monalisa (figura ao lado), de Leonardo da
Vinci, usa a razao aurea na relagao entre
o tronco e cabeca e entre elementos do Figura 4.6: Monalisa. iOI

rosto.
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Concha do caramujo Nautilus

O molusco Nautilus constréi sua con-

cha em um formato conhecido como es-
piral logaritmica, que é obtida pela pro-
porcao aurea. A espiral pode se expan-
dir indefinidamente sem perder sua forma

original.

Camaleao

Ao se observar a contracao do rabo

do camaleao tem-se uma das representagoes

mais perfeitas da espiral de Fibonacci.

Pinha

As sementes crescem e se organizam
em duas espirais que lembram a sequéncia
de Fibonacci: oito no sentido hordrio e

treze no anti-hordrio.

Figura 4.7: Nautilus Pompilus.

Figura 4.9: Pinha
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Abacaxi

As formas hexagonais que se apre-
sentam na casca do abacaxi se organizam
em espirais. A maioria dos frutos tem
cinco, oito, treze ou 21 espirais - Niimeros

de Fibonacei.

Figura 4.10: Abacaxi

A Botanica e Fibonacci

Os mimeros de Fibonacci ligam-se facilmente & natureza. E possivel encontra-los
no arranjo das folhas (filotaxia) do ramo de uma planta, nas copas das arvores ou
até mesmo no numero de pétalas das flores. Podemos também encontrar a espiral de
Fibonacci nas sementes das flores, em frutos.

Algumas plantas tem um formato da espiral durea como podemos observar na

Figura 4.11.

Figura 4.11: Folha de uma bromélia.

Na espiral formada pela folha de uma bromélia, pode ser percebida a sequéncia
de Fibonacci, através da composi¢ao de quadrados com lados de medidas proporcionais

aos elementos da sequéncia.
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O arranjo das folhas de algumas plantas em torno do caule sao niimero de Fibo-
nacci. Com este arranjo, todas as folhas conseguem apanhar os raios solares de igual

forma. Quando chove, o escoamento da dgua torna-se também facil.

1

Figura 4.12: Espirais nas plantas.

Outras plantas tem o crescimento e disposigao de seus galhos regido pela Sequéncia

de Fibonacci como observamos na Figura 4.13.

e
s L L N
AN DAYy e 4

o

(a)

Figura 4.13: Disposi¢ao dos galhos e folhas.

Na figura 4.13 (b), temos uma planta qualquer que cresce verticalmente. Consi-
deremos uma folha qualquer como referéncia e contando as folhas seguintes até chegar

a outra folha com a mesma orientacao da folha de referéncia, teremos certamente um
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nimero de Fibonacci. Assim como o numero de voltas que a espiral percorreu ate

chegar a folha desejada também sera um nimero de Fibonacci.

“A Natureza “arrumou”as sementes do girassol sem intervalos, na forma
mais eficiente possivel, formando espirais logaritmicas que tanto curvam
para a esquerda como para a direita. O curioso € que os nimeros de espi-
rais em cada diregao sao (quase sempre) nimeros vizinhos na sequencia de

Fibonacei.”([9], p.7)

Figura 4.14: Sementes de Girassol em Formato Espiralado.

Além dessa incrivel relagdo com o girassol também é possivel observar ligacoes
da Sequéncia de Fibonacci com o mimero de pétalas de margaridas que geralmente
¢ treze, vinte e uma ou trinta e quatro pétalas, ou seja, geralmente é um nimero de

Fibonacci.
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Sequéncia de Fibonacci no Corpo Humano

Leonardo da Vinci evidenciou bem essa relagao em uma de suas obras, que foi o

Homem Vitruviano.

15:16 = 16:17 = 0 4

—— e s
-

. e -.*

Figura 4.15: Homem Vitruviano.

Nessa obra o homem ¢é representado na forma de estrela de cinco pontas baseada
em pentagonos inscritos e regulares na circunferéncia, e reluz a idéia de Pitdgoras de
que “o homem é a medida de toda as coisas”.

Proporgoes dureas em um corpo humano.

e A altura do nosso corpo dividida pela altura do umbigo até o chao, resulta em ¢;

e O comprimento do brago dividido pela medida do cotovelo até o dedo, resulta

em ¢;

e A altura do cranio dividida pela medida da mandibula ate o alto da cabeca,

resulta em ¢;
e A medida da cintura ate a cabega dividida pelo tamanho do térax, resulta em o;

e O comprimento do dedo dividido pelo comprimento da segunda dobra ate a ponta

do dedo, resulta em ¢;
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e A medida da dobra central do dedo ate a ponta dividida pela medida da segunda

dobra ate a ponta, resulta em ¢;

e A medida do quadril até o chao dividido pela medida do joelho ate o chao, resulta

em .

Enfim, cada osso do corpo humano ¢ regido pela Divina Proporgao.
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Conclusao

Sabemos que a matematica é constantemente cobrada a evidenciar aplicacoes,
mas nem sempre isso ¢ possivel. Este trabalho evidenciou fortes relacoes entre conceitos
e resultados Matematicos com fenomenos e regularidades presentes da natureza.

A Sequeéncia de Fibonacei junto com o niimero de ouro aparecem em nosso cotidi-
ano em inimeros lugares inesperados, através de regularidades apresentadas na fauna,
na flora e em outros locais. Essa versatilidade de lugares onde existem essa regulari-
dade foi o que fez uma simples sequéncia associada a uma simples razao ser objeto de
estudo de matematicos, fisicos, astronomos, filésofos, bidlogos dentre outros, desde a
antignidade até os dias atuais.

Vimos que Leonardo Fibonacci foi quem descobriu a sequéncia que atualmente
leva seu nome e esta sequéncia tem vérias propriedades, uma delas explicita a relacao
com o mimero de ouro, mimero esse que ja era conhecido por Euclides através da divisao
de um segmento de reta por uma parte sua, que também foi utilizado por Phidias em
obras como o Parthenon e a estatua de Zeus onde utilizou de retangulos dureos, o que
fez o niimero ser chamado de phi (®).

Enfim, além de aplicagoes dentro da prépria Matemadtica, como no triangulo de
Pascal, a Sequéncia de Fibonacei esta presente na distribuicio de galhos e folhas de
certas plantas, na arvore genealigica do zangao no formato de galdxias assim como
em conchas de moluscos e até em nosso préprio corpo humano. Mostrando que a Ma-
tematica estd mais presente na nossa vida do que pensamos, e mais, ela consegue evi-
denciar inter-relagoes aparentemente inexistentes, “provando”ou “indicando”que tudo

¢ mais dinamico e interligado do que pensamos.
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