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RESUMO

Este trabalho apresenta elementos complementares da formacao no nivel de mestrado
em Fisica. Discutimos, principalmente, aspectos de Relatividade Geral e Teoria Quan-
tica de Campos. De forma detalhada, explanamos a obtencao das solugoes de Reissner-
Nordstrom para as equagoes de Einstein que mostram a dependéncia dos buracos negros
carregados da sua massa e da sua carga. Analisamos, também, os casos onde a massa
difere numericamente da carga conhecidos como casos nao-extremos, e os casos onde estas
grandezas sao equivalentes conhecidos como extremos. Discutimos, também, as leis da
mecanica dos buracos negros e a inevitavel comparacao com as leis usuais da Termodina-
mica e, conforme foi demonstrado por Hawking, que essas semelhangas sao um fenémeno
fisico explicado pela a mecéanica quéantica. Ao rever estes estudos, Unruh percebeu que um
observador acelerado em um espago plano mede radiagao térmica. Os estudos apresenta-
dos nesta dissertacao constituem o embasamento necessario para o trabalho em iniimeras
areas de desenvolvimento da Fisica na atualidade, visto que os buracos negros carregados
(em dimensoes extras) possuem uma ligacdo com a teoria das cordas, uma das teorias
mais promissoras para a construgao da teoria quantica da gravitagao.

Palavras-chave: Buracos negros carregados; solugoes de Reissner-Nordstréom; equa-
¢oes de Einstein; efeito Unruh; efeito Hawking.






ABSTRACT

This work presents complementary elements of training at the master’s degree level in
Physics. We discussed, mainly, aspects of General Relativity and Quantum Field Theory.
In details we expounded the obtaining of Reissner-Nordstrom’s solutions for Einstein’s
equations that show the dependence of charged black holes on their mass and charge.
We also the cases in which the mass differs numerically from charge, known as non-
extreme cases, and cases where these quantities are equivalent, known as extreme. We also
discuss the laws of mechanics of black holes and the inevitable comparison with the usual
laws of thermodynamics and still, as demonstrated by Hawking, that these similarities
are physical phenomena explained by Quantum Mechanics. By reviewing these studies,
Unruh realized that an accelerated observer in a flat space measures thermal radiation.
The studies presented in this dissertation formed the necessary principles for research
in several areas of development of physics nowadays, whereas the charged black holes
(in extra dimensions) are connected with the String Theory, one of the most promising
theories for construction of the Quantum Theory of Gravitation.

Keywords: Charged black holes; Reissner-Nordstrom solutions; Einstein’s equations;
Unruh effect; Hawking effect.
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1 INTRODUCAO

O astronomo alemao Karl Schwarzschild, no ano de 1916, foi o primeiro a encontrar
solugbes exatas das consideragoes de Einstein a respeito da gravidade [1]. Ele conseguiu
aplicar a teoria da Relatividade Geral para explicar o comportamento do campo gravi-
tacional de um corpo, relativamente massivo, colapsando. (Podemos imaginar, de forma
ilustrativa, uma estrela que por ventura possua uma massa grande a tal ponto que o tra-
balho realizado pela forca gravitacional seja maior que a soma das energias que a estrela
produz, justamente, contrabalan¢ando-o [2].) Schwarzschild demonstrou que se a massa
de um corpo estiver concentrada em uma regiao esfericamente simétrica e suficientemente
pequena, a ponto do resultado da divisao do valor absoluto da massa pelo raio seja maior
do que determinado valor critico o encurvamento do espago-tempo sera de tal forma que
nada que esteja muito proximo a este corpo singular, nem mesmo a luz, seré capaz de es-
capar da sua atracao gravitacional. Como nem mesmo a luz pode escapar dessas “estrelas
comprimidas”, elas foram inicialmente denominadas estrelas escuras, ou frias. Posterior-
mente, em 1967, o fisico americano John Wheeler deu-lhes um nome mais atraente —
buracos negros (black holes) |1, 3]. Negros porque esses objetos ndo podem emitir luz,
e buracos porque qualquer coisa que esteja muito proxima a ele cai dentro dele e nunca

mais sal.

O engenheiro e fisico, também, alemao Hans Reissner, ainda em 1916, e o engenheiro e
fisico finlandés Gunnar Nordstrom no ano de 1918, em trabalhos independentes encontra-
ram as primeiras solugoes das equagoes de Einstein na presenca de campos eletromagnéti-
cos |3, 4, 5|, este resultado pode ser considerado uma extensao dos resultados obtidos por
Schwarzschild. Estas solucoes receberam o nome de solugoes de Reissner-Nordstrom,
e corpos em colapso gravitacional, simetricamente esféricos, e ainda, carregados receberam
o nome de buracos negros carregados ou buracos negros de Reissner-Nordstrom.

A obtencao destas solu¢oes pode ser vista com riqueza de detalhes no capitulo 2.

O matemaético inglés, Roger Penrose, usando técnicas mateméticas “poderosas”’ in-
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troduziu novos métodos na descrigdo das propriedades dos buracos negros (os detalhes
ficam suprimidos nesta dissertacdo). Ele demonstrou, através da relatividade geral que
os buracos negros originados de forma classica sempre possuem uma singularidade em
seu interior. No ano de 1969, Penrose introduziu a chamada “conjectura da censura
cosmica’, segundo a qual toda singularidade que se forma a partir de um colapso gravi-

tacional fica escondida (ou “censurada”) dentro de um horizonte de eventos [6].

O fisico britanico Stephen Hawking iniciou seus estudos (na época em que era estu-
dante de doutorado, no inicio da década de 60) a partir dos métodos introduzidos por
Penrose, mas, foi no ano de 1971 que ele deu sua primeira grande contribui¢ao para a
fisica dos buracos negros, ele demonstrou que objetos dessa natureza nao sb6 seriam in-
destrutiveis, ja que nada poderia escapar de sua atragao gravitacional, mas também nao
diminuiriam de tamanho por meio de nenhum processo classico, aumentando de tamanho

a cada por¢ao de matéria que conseguisse abocanhar (3, 7).

No entanto, em 1974, Hawking trouxe a tona uma nova discussao ao meio da comuni-
dade cientifica, ele demonstrou matematicamente que um “buraco negro” na verdade nao
seria tao “negro” assim como pensava-se [7]. Isso porque, até entdo em todos os calculos
feitos haviam levado em consideracao apenas a Relatividade Geral, entretanto, quando
aplica-se a Mecanica Quéantica as coisas tornam-se um tanto quanto “surpreendentes”.
O fato é que, através da Teoria Quantica de Campos, Hawking chegou a conclusao de
que observadores distantes perceberiam um fluxo de particulas elementares provenientes
do buraco negro — com temperatura bem definida. Essas particulas adquiririam massa
retirando energia do proprio buraco negro, que, como consequéncia, evaporaria [6, §].
Desta forma, eles nao seriam tao indestrutiveis como o préprio Hawking, assim como os

estudiosos do tema, acreditavam a principio.

Ao rever os estudos de Hawking o fisico canadense William Unruh acabou descobrindo
um novo efeito, que recebeu o seu nome, efeito Unruh. Ele afirma que observadores
acelerados em espacos planos detectam particulas, que seriam particulas virtuais para
observadores inerciais, como sendo particulas reais [7|. Esse efeito esta detalhado no

capitulo 5.

O fato de buracos negros possuirem temperatura sugere que eles também tenham
outras propriedades termodinamicas. Entretanto, Hawking nao foi o primeiro a propor
isto. O fisico israelense Jacob Bekenstein, inspirado nas quatro leis mecéanicas dos buracos
negros, enunciadas em 1973 por James Bardeen, pelo fisico australiano Brandon Carter,

além do proprio Hawking, ja havia associado uma entropia aos buracos negros. Toda-
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via, Bekenstein nao dispunha de um embasamento matemaéatico mais preciso. Ele apenas
observou a semelhanca estrutural entre as leis da termodinamica e as leis citadas acima.
Pela propositura de Bekenstein, tal entropia seria proporcional a area do horizonte de
eventos [7], o que veio a se confirmar mais tarde por meio dos estudos de Hawking. A
semelhanca matematica entre a termodinamica e os buracos negros estéa contemplada no

capitulo 4.

De acordo com a Teoria Quantica de Campos, pares de particulas e antiparticulas
virtuais sao constantemente criados e imediatamente aniquilados no vacuo. Perto do
horizonte, devido a atracao gravitacional, uma das particulas do par pode ser capturada
pelo buraco negro enquanto a outra escapa para o infinito, constituindo a radiagao de
Hawking. A energia contida nessa radiacao é retirada do campo gravitacional do buraco

negro, o que se traduz em uma diminui¢ao da sua massa e, consequentemente, de seu raio

3,6, 7, 8]

Este fendmeno recebeu a denominacao de efeito Hawking. A secao 6.1 contém uma

descricao matematica desse efeito.

Existe um raio a partir do qual a teoria da relatividade geral deixa de valer, tornando
necessaria a construcao de uma teoria quantica da gravitagao para que seja possivel a
previsao do que acontece nessa situacao extrema. Conforme sabemos, essa teoria ainda
nao foi devidamente construida, levando grupos de tedricos de todas as partes do mundo
a esse proposito. Uma teoria bastante promissora é a Teoria das Cordas, tornando-se uma
das principais teorias que se dispoe a intermediar o “mundo” classico e o quantico, e a esse
respeito, o fisico argentino Juan Maldacena percebeu que branas possuem caracteristicas
semelhantes aos buracos negros carregados em dimensoes estendidas [9], justificando a

relevancia dos estudos contidos nesta dissertacao.
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2 BURACOS NEGROS DE
REISSNER-NORDSTROM

Um ano apos o fisico alemao Albert Einstein formular a Teoria da Relatividade Geral
surgiu a primeira indicativa da existéncia de buracos negros. No ano de 1916 o entao
oficial do exercito alemao, Karl Schwarzschild, obteve solugoes das equacoes de Einstein
para o vicuo com simetria esférica. Pouco depois ele acabou morrendo no front russo,
deixando como feito o achado das primeiras solugoes exatas das equagoes de Einstein, que
em sua homenagem receberam o nome de “solugoes de Schwarzschild” [3]. Os bura-
cos negros de Schwarzschild possuem duas caracteristicas principais: sao estéticos e

simetricamente esféricos [10].

Ainda em 1916 o engenheiro e fisico, também alemao, Hans Reissner conseguiu as pri-
meiras solugoes das equagoes de Einstein na presenca de campos eletromagnéticos. Pouco
depois, em 1918 o engenheiro e fisico finlandés Gunnar Nordstrom, de forma totalmente
independente, encontrou as mesmas solugoes [6]. Em homenagem a eles, estas solugoes

foram nomeadas de solucoes de Reissner-Nordstrom.

Durante muito tempo estas solucoes nao foram devidamente compreendidas, foi ape-
nas no ano de 1960 que ficou claro para os pesquisadores da &rea que as solucoes de
Schwarzschild descrevem buracos negros estaticos descarregados e que as solugoes de
Reissner-Nordstrom generalizam as solugoes de Schwarzschild, contemplando a adigao
de cargas elétricas ao objeto. Isso gracas aos trabalhos do fisico-matemaético americano

Martin Kruskal e de outros dois fisicos, o americano John Graves e o alemao Dieter Brill
3]

Na literatura, os buracos negros simetricamente esféricos, estaticos e com carga elé-
trica sao chamados de buracos negros de Reissner-Nordstrom ou buracos negros

carregados.
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2.1 SOLUCOES DE REISSNER-NORDSTROM

A presente secao contempla as solugoes de Reissner-Nordstrém. Elas serao encontra-
das gradativamente ao longo do texto. Vale a pena frisar que o sistema de unidades de
medidas adotado serd um sistema no qual a velocidade de propagacao das ondas eletro-
magnéticas no vacuo c e a constante gravitacional de Newton GG em quatro dimensoes sao

iguais a 1.

Partiremos, entdo, da agao de Einstein-Maxwell [10]

1
S=1o- d*z\/=g[R — F,, F"™), (2.1)

onde
w=0,1,2, 3.

Esta agao (2.1) é exatamente a juncdo da agao de Einstein-Hilbert [11] (a primeira
integral) com a agao de Maxwell no espago-tempo curvo sem o termo da fonte (a segunda

integral).

Sera através da agao de Einstein-Hilbert que obteremos as equagoes que carregam a
descricao do campo gravitacional, tal como propos Einstein. Por meio da segunda inte-
gral obteremos as equagoes da eletrodinamica de uma particula carregada em um campo
gravitacional. Podemos ver no Apéndice A que as equagoes de Maxwell sao equacoes

covariantes.

Para encontrarmos as equagoes de movimento de Einstein, ou simplesmente equagoes
de Einstein, aplicaremos o método denominado de principio de minima a¢io (6 =

d/(6g")) na acao (2.1) da forma [12, 13, 14, 15]:

1 4 %
08 = 167r d*z6 {/=g[R — F.,F"]}

= d'z {(0v/=9) [R— FuF™] + /=g (6 [R = Fu "))} (22)

Donde encontramos que’

1 1 .,
R = 59uwR = 2FFf = 29,0 Fu F*. (2.3)

Note que o primeiro termo desta equagao (2.3) pode ser identificado como o tensor

IEstes calculos, em especifico, podem ser vistos de forma relativamente detalhada no Apéndice B.
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de Einstein G, [16], ou seja:

1
G/u/ - Ruu - §guuR- (24)

Que ¢ diretamente proporcional ao tensor momento-energia 7}, da forma

G = 811, (2.5)

Com isso, imediatamente, temos que

1
R, — ég;wR =8nT),. (2.6)
Sendo assim, é facil perceber que ao fazermos uma simples reorganizacao nos termos
do lado direito da equagao (2.3) encontramos que
G—QFFplFF’“’ 2.7
pr = pp V_Zg/“’ pv : (2.7)
A equagao (2.5) define um tensor genérico, entretanto o que nos interessa para este

caso é um tensor em especifico, o tensor momento-energia do eletromagnetismo, sendo

assim, definiremos o tensor 7}, como sendo o tal.

Perceba agora que ao compararmos a equagao (2.5) com a equagao (2.7), este tensor

T, ganha uma forma bem definida [10]:

1 1 N
T, = o (F;F,,p = I Fasl 5) , (2.8)

onde Ff) = g7’ F,5 ¢ F*% = g**¢* P F).
Chegamos, entao, a um ponto extremamente importante para a contextualizagao das
solugbes das equagoes de Einstein (2.6) para buracos negros carregados, pois é através de

manipulagoes matematicas nesta equagao (2.8) que encontraremos a forma explicita da

métrica de Reissner-Nordstrom, objetivo principal deste capitulo.

O passo agora é encontrarmos todas as componentes da equagao (2.8), e para isso
necessitamos definir o elemento de linha, ja que é através dele que determinaremos o
tensor ¢,,. Consideraremos, entao, a forma geral do elemento de linha de um espago-

tempo estético e simetricamente esférico, que pode ser escrito da forma [17, 18, 19|
ds* = —e2dt? + P ar? 4 1r2dQ?, (2.9)

onde dQ? = df? + sen?0d¢? é a métrica de uma esfera bidimensional S2.
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O elemento de linha (2.9) é uma consequéncia da definicdo de uma variedade com
simetria esférica, e através do teorema de Birkhoff? sabemos que as suas solucoes sao

estaticas [17].

Um termo matematico que agora nos sera util é denominado de conexao. A conexao
é o termo que é responsavel pelo transporte paralelo de vetores em um espago curvo
[16, 21, 22, 23, 24, 25|, e pode ser visto com mais detalhes, além de nas referéncias

citadas, no Apéndice C.

Desta maneira, definiremos entao a conexao representada pelo tensor simétrico
I, = 197 (9 0 0, 2.10
wo— 59 ( Gve + OvGpua — aQ;w) . ( . )

Os I', sao conhecidos como os simbolos de Christoffel e conexoes com essas caracteristicas
sao denominadas de conexoes afim, que, também, podem ser vistas no Apéndice E.
Além disso, 0, é a derivada parcial em relagdo a componente z# (0, = 0/0x") e g, €

métrica.

Para encontrarmos as componentes do tensor [/, dado pela equagao (2.10) acima,

basta usarmos o elemento de linha dado pela equacao (2.9). Ressaltando que, a simetria

esférica do espago-tempo impoe torgao nula, o que implica que I',, = I') | [16].

Primeiramente, percebemos que

1
Lo = 5900 (Dogoo + Jogoo — Jogoo) = 0. (2.11)

Este resultado jé era esperado, tendo em vista que sabfamos que o espaco-tempo é estético

e por esse motivo nao pode haver dependéncia temporal.

As componentes nao-nulas da conexao I',, sao:

1
Lo =T = =54, (2.12)
1
I, = 53', (2.13)
1

Iy = 5eA*BA', (2.14)
gy = —re?, (2.15)
'Y, = —rePsen®d, (2.16)

20 teorema de Birkhoff diz-nos que qualquer solucdo de véicuo simetricamente esférica é estatica,
conforme [10, 20].
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2, =ri,=r1, (2.17)
'3, = —senf cos 6, (2.18)
[y =05 =r" (2.19)
(§
I3, =I5, = cotd. (2.20)

Onde A’ e B’ sdo, respectivamente, as derivadas totais de A e B em relacao a r.

O tensor de Maxwell F,, é definido por [16, 21]

0 E B, Fs
~E, 0 B; -B

F,, = ' ’ 1. (2.21)
~E, -B; 0 B

—-bF3 By, —-B;y O

Entretanto estamos tratando de um buraco negro estatico, e de forma geral o campo
elétrico de uma superficie simetricamente esférica carregada e estatica comporta-se como
o campo elétrico de uma carga pontual localizada no centro desta esfera. Este resultado

pode ser facilmente obtido utilizando a lei de Gauss [26, 27, 28].

Uma consequéncia deste fato é que podemos adotar a posicao da carga como sendo a

origem do sistema de coordenadas (veja a Figura 1).

Como o campo elétrico dependera apenas da coordenada radial, podemos redefinir o

tensor de Maxwell F),, da equagao (2.21) apenas como a matriz 21|

0 F 00
~E, 0 00
F,, = ! (2.22)
0 0 00
0 0 00

Onde também desconsideramos as componentes do campo magnético desta carga.

Perceba também que ainda existe a possibilidade de usarmos o campo de calibre dual
«F,, [29, 30, 31, 32| no tensor (2.22),

1
*F, = 56#,4)0}7””, (2.23)
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onde €,,,, sdo os simbolos de Levi-Civita®.

A

Figura 1: Campo radial eletrostatico de uma particula pontual carregada Q).

Anélogo ao procedimento que usamos para encontrar as equacoes de movimento de
Einstein, descrito pela equagao (2.2), podemos utilizar o principio de minima agdo mais
uma vez para encontrarmos as equagoes de movimento do eletromagnetismo. Entretanto,

desta vez o funcional serd 6 = §/0(0A,), onde A, = (¢, —A) é o potencial 1-forma de
Maxwell (¢ = 9).

Para fazermos esse procedimento, também definiremos o tensor F),, da forma [11, 32]

Fo =V,A, —V,A,. (2.24)

30s simbolos de Levi-Civita sdo definidos por:
+1 se u, v, p, o sao permutagoes ciclicas de 0, 1, 2, 3;
V—9€ups = €7 = —1 se u, v, p, o sao permutacoes nao-ciclicas de 0, 1, 2, 3;

0 para quaisquer indices iguais.



23

Desta maneira, as equacoes de movimento serao dadas por?

V,F* =0, (2.25)
que ¢é a derivada covariante de ', ou seja,
V,FM = 9,F"™ + T FM 4 TY, Fr, (2.26)

Donde podemos identificar o primeiro termo do lado direito da igualdade como sendo
exatamente a descrigdo covariante das equagoes de Maxwell (veja o apéndice A), e para
uma situagao onde nao exista fontes, que é o caso, este termo é nulo. Por sua vez, o
segundo termo também é nulo, e isso se deve ao fato de ser o produto tensorial de um
tensor simétrico (os simbolos de Christoffel) com um tensor antissimétrico (o tensor de
Maxwell). Com isso, resta-nos apenas o ultimo termo, que ao notarmos que os simbolos

de Christoffel definido na equagao (2.10) podem ser reescritos da forma [16]

v 1 14
oA = 59" O\gpu, (2.27)

e que
1
v—9

permite-nos reescrever a equagao (2.26) apenas como

1
9P O0Gp = ;63 Ing = M=y, (2.28)
1
V, W = ——0, (/—¢gF*) = 0. 2.29
Onde

A+B

V—g=¢ 2z r’siné. (2.30)

Perceba, também, que a partir da defini¢ao da derivada covariante de F),,, que pode

ser escrita explicitamente como
ViaF = 00F, — I‘Z)\pr — I F,,, (2.31)
podemos fazer permutacgoes ciclicas nos seus indices para encontrarmos a identidade
Vb = Vb, + Vo Fy, +V, F )\ =0. (2.32)

Isso porque, uma vez que F),, ¢ antissimétrico e I'", & simétrico, os gamas se anulam.

4Estes calculos também estdo presentes no apéndice B.
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Esta identidade (2.32) ¢ conhecida como identidade de Bianchi.

Com isso, podemos resolver a equagao (2.29), relembrando que o valor de /—g foi

dado pela equagao (2.30).
Primeiramente vejamos quais componentes sao nulas.

De antemao ja esperamos que a componente temporal (v = 0) seja nula. Mais uma vez
reportamos ao fato de que é isto que espera-se para um campo estatico. Esta expectativa

¢ de fato confirmada, veja:

o (ei’zB 2sené’FOl> =0 ( )
2.33
= 60 (El) = 0.

Vejamos que as demais componentes v = 2,3 também sao identicamente nulas. Do
mesmo modo que o campo nao depende do tempo, também nao depende das componentes
angulares devido & simetria do problema (isso pode ser constatado matematicamente

usando a identidade (2.32)).

A componente v = 1, por sua vez, é a inica componente nao trivial da equacao, e nos

fornece
O (e(A+B)/27‘QSen9 . (—e*(AjLB)El)) =0
) (2.34)
81 (T2€§(A+B)E1> = V.
Uma solugao estatica geral desta equagao é
B = Lebarn (2.35)

r2
Onde @ é uma constante de integragao que pode ser identificada como a carga elétrica de

Coulomb, basta usarmos a definigdo de carga elétrica |29, 33|

1
QCoulomb = E f * I (236)

Veja:

1 1
il - I v
= %*F o %*Fuyda: A dz

1 s 2
0

4 J,

(2.37)
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Eventualmente,
%Py = /—gF10 = (e(A+B)/2r2 sen@e_(A+B)F01) = () send. (2.38)

Finalmente,
1 ™ 2
Qeoton = 1= [ a8 [0 Qsent = (2.39)
a7 J, 0

O nosso préoximo passo consistird em encontrarmos cada componente nao-nula do
tensor momento-energia do eletromagnetismo expresso na equagao (2.8). Para isso, subs-
tituiremos nela o resultado obtido na equagao (2.35) para E (lembrando que o campo
elétrico é apenas radial, entdo, £ = E}), assim como as componentes do tensor F'*” dadas

em (2.22).

A primeira componente analisada serd Tyg. Veja que pela equagao (2.8)

1 1
Too = . (911F01F01 - Zgoo [F01900911F01 + FlogugooFmD . (2.40)

Onde substituindo as componentes da equagao (2.22) na equagao (2.40) obtemos que

Too = 4i ( —Bg? Qe_BEQ)
1” (2.41)
— —_ e BE?
8

Finalmente, substituindo o resultado da equac@o (2.35) na equagao (2.40) encontramos

que

8 \ r?

Too L (Q>2 e (2.42)

Através do mesmo procedimento acima encontramos as demais componentes nao-nulas

como sendo:

Ty = _L (9)268, (2.43)

Ty = - (9)2, (2.44)

T33 = sen20T22. (245)

Todas as demais componentes sao nulas.
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Agora podemos expressar o tensor 1), e todas as suas componentes na matriz,

e 0 0 0
1 2o —eB 0 0
T, = — (9) ‘ . (2.46)
0 0 r2 0
0 0 0 r2sen?d

Um dos tltimos termos, nao menos importante, de que necessitamos para definir
completamente a métrica de Reissner-Nordstrom sera encontrado agora. Estamos nos
referindo ao tensor de Ricci R, que é definido como a contragao do tensor de Riemann

com ele proprio da forma

_ A
B = By (2.47)
o A A Ao A pa .
=0\, — 0T+ oI, — T
Ele nos fornecem as seguintes componentes nao-nulas:
A(r)—B(r) A2 — rB' (r) A 44 4 or A"
S (rA'(r)2 —r (2)7“ (r) (r) + 2rA"(r)) (2.48)
—rA'(r)? +rB'(r)A 4B'(r) — 2rA”
j — TGP £ B A () +4B/() 2 ') .19
4r
1
Ras = 27500 (< A(r) + 2680 1 B/r) - 2). (2.50)
1 —B(r) o B(r
Ry3 = 5€ ") sin?(0) (—rA'(r) +2¢P0) +rB'(r) — 2) (2.51)

= sen?0Rys.

Tendo armazenado todas estas informacoes, a construgao das solugoes de Reissner-
Nordstrom adianta-se mais um passo. Agora iremos extrair informacoes das equagoes de

Einstein (2.6) reescritas da forma
1
Ry, =8 (TW - 5gWT) . (2.52)

O primeiro ponto é que facilmente pode ser visto que

T = g"T,, =0, (2.53)
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entao a equagao (2.52) reduz-se a

R,, = 81T, (2.54)

Agora é s6 comparar os lados da equagao (2.54) substituindo os valores encontrados
para cada componente T, através das equagoes (2.42), (2.43), (2.44) e (2.45), assim como,

os valores encontrados para R, através das equacoes (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51).

Deste modo, para a componente u = v = 0 teremos que
A-B

4r

[rA' (A" — B') +4A" + 2rA”] = (g) e (2.55)

e para componente = v = 1 teremos que

A(B' — A')+4B" — 2rA”
rAt ) + A (L (2.56)
4r 72
De modo que, as equagoes (2.55) e (2.56) combinadas nos fornecem que
dA dB
= 2.57
dr dr’ (2.57)
o que implica que,
/dA - —/dB, (2.58)
entdo, concluimos que
A=_B. (2.59)
A componente p = v = 2, por sua vez, fornece-nos a equagao
1 —-B ! ! B Q ? A+B
¢ [r(B' = A)+2e" —2] == [ =] P (2.60)
r

Entretanto, pela identidade obtida na equagao (2.59) esta equagao (2.60) pode ser reor-

ganizada, tornando-se

2
eArA +et =1- (9) : (2.61)

que facilmente pode ser entendida como

/d(TeA) =1- (g)z (2.62)
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e integrada da forma

2
d(re?) = / [1 - (9) dr
r
i (2.63)
C
6A =1 + (Q) + —,
r r
onde C' é uma constante de integragao, que pode ser identificada como C' = —2M. Logo
2
2M
er=eP =1+ <9) - (2.64)
r r

Finalmente, reunindo todas as informacoes evidenciadas ao longo desta secao, temos,
entao, construida as solugoes de Reissner-Nordstrom para buracos negros simetricamente
esféricos, estaticos e portadores de carga elétrica. Basta apenas substituir os valores

A

encontrados para as exponenciais e e e?, no elemento de linha (2.9).

Feito isso, o elemento de linha (2.9) torna-se

oM Q? oM @\
ds® = — (1 - —+ Q—) dt* + (1 -+ Q—) dr® + dQ*. (2.65)

r r2 r 72

Esta é a forma como o elemento de linha (ou por exagero de linguagem, métrica) de
Reissner-Nordstrom é conhecido na literatura [18,; 19, 21|, que, conforme pode ser visto,

¢ uma extensao do elemento de linha Schwarzschild®.

No decorrer desta dissertagao recorremos algumas vezes a esta métrica (2.65). Entre-

tanto, faremos uma pequena modifica¢do em sua forma chamando
A =7r*—2Mr + Q? (2.66)
ou ainda,
A=(r—ry)(r—r_). (2.67)
E com isso, a reescreveremos da seguinte forma [10]:

A 2
dt? + T_dr? 1 r2d02. (2.68)

2—__
ds” = r? A

50 elemento de linha Schwarzschild é dado por

-1
ds? = — (1 — 25%) dt® + (1 — 25%) dr? + d02.
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No préximo capitulo analisaremos alguns casos especiais referentes ao estudo da mé-
trica de Reissner-Nordstrom. Especificamente, trataremos os pontos divergentes desta
métrica do ponto de vista do sistema de coordenadas adotado. A métrica escrita como
estd nao cobre todos os pontos regulares do espaco-tempo. Desta maneira, resolveremos

este problema redefinindo a métrica em termos de um sistema de coordenadas adequado.
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3 ANALISE DA METRIQA DE
REISSNER-NORDSTROM

Neste capitulo faremos uma andlise da divergéncia da métrica de Reissner-Nordstrém
expressa na equagao (2.65) para os casos “nao-extremos” e “extremos”. Estes casos con-

sistem eventualmente em:

e caso nao-extremo — quando a massa do buraco negro M é maior ou menor que sua

carga elétrica @);

e caso extremo — quando a massa do buraco negro M é exatamente igual a sua carga

elétrica Q).

Nestas condigoes ha divergéncias da métrica, no entanto, estas divergéncias nao pos-
suem carater fisico, haja vista que nao ha singularidades. Na verdade o que ha é apenas
um problema matematico referente ao sistema de coordenadas utilizado. Desta maneira,

compete-nos solucionar esse problema.

De uma forma geral, existem pontos onde a métrica diverge sem que haja problemas
fisicos relacionados. Problemas desta natureza sao percebidos devido ao fato de que
a métrica nao estd bem definida nestes locais. Chamaremos estes casos de “pseudo-

singularidade” [34] e as coordenadas destes pontos de coordenadas singulares |19, 20, 21].

Conforme ja esperdvamos, também, existe singularidade quando » — 0. Nesse ponto
o escalar de curvatural R tende ao infinito [18, 21|, definindo uma singularidade que
chamaremos de singularidade fisica, pois as teorias cientificas desenvolvidas até entao nao

foram capazes de descrever o que ocorre neste local.

10 escalar de curvatura R é definido como sendo a contracio do tensor de tensor de Ricci com a
métrica,

R = gHVR,u.l/7

e mede a curvatura do espaco-tempo, conforme pode ser visto no apéndice D.
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A Relatividade Geral é capaz de descrever o comportamento de objetos relativamente
grandes, velozes e massivos, enquanto a Mecanica Quantica descreve objetos relativamente
pequenos. Quando o raio do buraco negro tende a zero surge a necessidade de uma teoria
que una a Relatividade Geral a Mecanica Quéantica. Uma teoria promissora que se dispoe
a fazer essa intermediagao é a Teoria das Cordas. Na subsegao 3.2 faremos uma mencao ao
caso de buracos negros extremos em dimensoes extras, mais especificamente, para o caso
de cinco dimensoes, e solucoes de multiplos buracos negros, o que introduz a possibilidade

da descrigao de buracos negros através desta teoria.

3.1 ANALISE DO CASO NAO-EXTREMO

Uma forma de analisarmos a divergéncia de uma métrica em geral é exatamente
onde o fator gy se anula [34]. Para a métrica de Reissner-Nordstrom (2.68) (ds* =
(A/r?)dt* + (r?/A)dr? + r2d2?) isso ocorre, justamente, ou quando 7 = 0, que ¢ uma
singularidade fisica, ou quando A = 0 (A = 7> —2M7r +Q* = (r —ry)(r —r_)), que é

um ponto onde a coordenada é singular.

O nosso interesse é justamente o tltimo caso, de modo que isto ocorre quando

re=M+ /M- Q2 (3.1)

Estes pontos sao referidos como o horizonte interno r_ e o horizonte externo r, do

buraco negro.

E facil perceber que a métrica (2.68) pode ser dividida em trés regides:

L ry <r<oc;
I r_<r<ry;

IIL. O0<r <r_.

Perceba agora que s teremos horizonte de eventos se

M =|Ql.

Caso esta condicao nao seja satisfeita, o termo /M? — Q2 nao apresentard valores
reais. Portanto, nao havera horizontes. Isso implica dizer que a singularidade pode ser

vista pelo observador, neste caso dizemos que a singularidade é nua [10, 18, 21, 34],
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entretanto de acordo com a hipotese da conjectura da censura césmica® isto nunca pode
decorrer em processos fisicos [10]. Além do mais, essa singularidade pode ser evitada tendo
em vista que as linhas de universo provenientes de r’s constantes sao do tipo-tempo® em

qualquer parte do espago [34].
Para o caso onde M > |@Q)] a métrica (2.68) apresenta problemas nos pontos r = 7.

O que ocorre nesta situagao é que as coordenadas sao singulares, similar ao caso de
Schwarzschild? para r = 2M.

O problema com o sistema de coordenadas em questao ¢ que dt/dr — oo ao longo das

geodésicas radiais nulas que se aproximam de r = r.

Um caminho para solucionar esse problema pode ser uma breve analise da estrutura

causal da geometria do espaco-tempo por meio do estudo dos cones de luz.

A medida que o cone de luz se aproxima do horizonte a sua progressao na direcao r

torna-se “lenta” com respeito a coordenada t.

Entao, podemos considerar curvas radiais nulas, das quais # e ¢ sao constantes, e,

desta forma, ds? = 0.

Isto implica em

ds* =0 = _7*_2dt2 + AdTQ, (3.2)
ou 2
dt = ﬂ:ZdT. (3.3)
ou ainda, ; ,
t T
=t (3.4)

Note que, se r ¢ muito grande, entao, dt/dr = +1, que é o comportamento do cone de
luz no espago-tempo plano. No entanto, em r = ro, dt/dr — oo, e o cone de luz “encolhe”

a medida que ele progride em relagao a esse ponto.
Podemos fazer uma melhor anélise deste fato definindo as novas coordenadas r* e t.

Definiremos primeiramente a coordenada r*, da forma:

2

dr* = %dr. (3.5)

2Esta conjectura foi proposta por Roger Perose e pode ser vista com maiores detalhes em [10, 18, 21, 34]
30u seja, estdo dentro do cone de luz
4Veja, mais uma vez, [10, 18].
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Deste modo, temos que

2 2
i r

| — — | —7r_). 3.6
P— n(r—ry) P— n(r—r_) (3.6)

*

T =r+

Esta coordenada é conhecida como coordenada de tartaruga.

Em sequéncia definiremos a coordenada ¢ como

t=t+£(r), (3.7)
onde
Er)y=r*—r. (3.8)
Dessa forma,
dt = dt + € (r)dr, (3.9)
onde
g =% _ Q" 2Mr (3.10)

dr (r—ro)(r—r-)

Para ficar mais ilustrativo, denominaremos a funcao f de

f=1-= goo, (3.11)
ou seja,
2M  Q?
= — — —. 12
f= - (3.12)

Agora reescreveremos a métrica de Reissner-Nordstrom em funcao de &'(r) e f da

forma
ds? = —(1 — f)dt* — (1 — )& (r)?dr® + 2(1 — £)E (r)dt + r*dQ?, (3.13)

que ainda pode ser simplificada se notarmos que

(1= 1Er) = (3.14)

(1= NE'(r)=r (3.15)
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Dai fica facil perceber que

ds* = —(1 — f)dt* +2(1 — f)€'(r)dt + (1 + f)dr® + r?dQ>. (3.16)

Desconsiderando as coordenadas angulares, temos que

dt dt
ds*=0= 1+ —| |(1 —(1-f)—| =0, 3.17
. +e |+ n - f)d,,,] (317)
o que implica em
dt
—=-1 3.18
dr ( )
e
dt  1+f
— = 3.19
dr 1—f ( )
Agora as componentes da métrica estao bem definidas em r, e r_ nesse sistema de
coordenadas.

A matriz g, explicitamente, fica

0 fre) 0 0
flre) 14+ f(re) 00
0 0 20

0 0 0 r2sen’

(3.20)

Note que podemos construir um diagrama do espaco-tempo para esse caso, sem haver,
a necessidade de resolvermos as equagoes 1 + f e 1 — f. Os graficos destas funcoes estao

representados na figura 2 e foi construido conhecendo-se apenas alguns valores.

1+f

Figura 2: Esboco das fungoes 1+ f e 1 — f.

Primeiramente, note que com r crescendo para o infinito f vai a zero, desta forma,
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dt/dr — 1, que é justamente o comportamento do cone de luz no espago-tempo plano. E
é o que espera-se de solugoes assintoticamente planas.

Veja que na regigo I, r vindo do infinito, (1 + f) aumenta, enquanto, (1 — f) diminui,

com isso, a inclinacao aumenta até chegar no ponto r, onde ela se torna infinita.

Por sua vez, na regiao I, a inclinagao aumenta com r partindo de menos infinito e
passa para um valor negativo em 7 = Q?/M e depois decresce novamente para menos o

infinito quando r se aproxima de r_.

Por fim, na regiao IIl a inclinacao decresce do infinito para 1 quando os gréficos se
cruzam e continua decrescendo a zero quando o grafico de 1 + f cruza o eixo r. A curva

entao decresce até —1.

11
Singularidade
r=0 -

Figura 3: Diagrama das solugoes de Reissner-Nordstrom para (M > |Q)).

r=r,

Também podemos tratar a métrica de Reissner-Nordstrom fazendo outra substituicao.

Podemos reescrevé-la em termos de r*, definido em (3.5) e (3.6). Ou seja,

A *2
ds* = ﬁ(—dt2 + dr*?) + r2dQ2. (3.21)
Esta representacao soluciona o problema da progressao do cone de luz, mas, nao

resolve o problema da métrica que continua indefinida nos horizontes. Nesse contexto
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podemos definir coordenadas que sdo naturalmente adaptadas as geodésicas nulas [18|:

v=t+r"
(3.22)
u=t—r",
onde as geodésicas radiais nulas ascendentes sao caracterizadas por v = constante, e as

descendentes satisfazem u = constante. Estas coordenadas sao conhecidas como coode-

nadas de Eddington-Finkelstein [10].

Note que se trocarmos a coordenada t da métrica (3.21) pela coordenada v descrita

acima ela fica reescrita como [10]

A
ds® = ——2dv2 + 2dvdr + r*d?. (3.23)
r
De modo que agora ela estd bem definida em todos os pontos, exceto em r = 0, e com

isso o problema da pseudo-singularidade também foi resolvido.

O caso onde a massa do buraco negro ¢ igual a sua carga, M = |Q|, é o caso que
chamamos de buracos negros de Reissner-Nordstrom extremos, o procedimento de
analise é muito similar ao descrito acima, e pode ser visto nas referéncias [10, 18, 21|. No

entanto, a este caso reservamos uma atenc¢ao adicional na se¢ao a seguir.

3.2 ANALISE DO CASO EXTREMO

No caso limite, onde r = M ou M = |Q|, o buraco negro é chamado de extremo.

Neste caso ele tem o limite de carga maxima permitido dado sua massa.

A métrica de uma buraco negro de Reissner-Nordstrom extremo pode ser escrita da

forma [33, 35]

2 -2
ds? — — (1 _ @) e + (1 _ T—O) dr? + r2d0?, (3.24)

T r

onde ro = M.

Podemos também definir » como 7 = r — 1y, que apdés uma &lgebra simples nos

possibilitara reescrevermos a equagao (3.24) da forma

2 _ To\ "2 9 ToN? /2 | =2 102
ds*=— (14— At + (1 4+ —) (dr* + 7dQ7). (3.25)
T T
Nesta forma de escrita, a métrica dos buracos negros de Reissner-Nordstrom extremos

possui o horizonte localizado em 7 = 0.
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Estas coordenadas possuem, ainda, simetria SO(3) e sao conhecidas como coordenadas

isotropicas [35].

A geometria de um buraco negro extremo possui uma propriedade especial adicional.

No limite proximo ao horizonte, r =~ 0, a equagao (3.25) torna-se
7\’ 70\ 2
ds? = — (—) dt? + (—“) di? + r2dOP2. (3.26)
r
Fazendo uma nova transformagao p = ro/7 esta equagao fica reescrita como:

2
ds* = <T—p0> (—dt* + dp?) + rpd$?, (3.27)

que ¢ um produto direto de um espago-tempo anti-de Sitter® (AdS) com uma esfera (.9).
A constante de curvatura é negativa nas diregoes p e t, assim, o espago-tempo é AdSs.
Similarmente, as dire¢oes angulares possuem duas esferas de curvaturas positivas (S5?).
Em ambos casos os raios das curvaturas sao ro = M. Como resultado, a geometria no
limite do horizonte é AdSyx S? [35]. Esta é conhecida como a métrica de Bertotti-Robinson
[33].

Estas solucgoes sao frequentemente examinadas em estudos que relacionam buracos
negros a gravidade quéntica [18|, e embora elas tenham surgido como solugoes de uma
teoria supersimétrica, a saturacao deste limite é equivalente a saturagao de uma fronteira
BPSS, o que implica que as solucoes de um buraco negro de Reissner-Nordstréom extremo

tém uma superssimetria preservada [33].

3.2.1 EXTENSAO PARA CINCO DIMENSOES

Os buracos negros de Reissner-Nordstrom tém generalizagoes para outras dimensoes
do espaco-tempo. O caso extremo em cinco dimensoes é um ponto de partida para o
estudo da entropia microscopica do buraco negro através da correlagao entre buracos

negros e teoria das cordas, nao contemplado neste trabalho.

A métrica em cinco dimensoes pode ser escrita de uma forma similar & métrica de

50 espago-tempo anti-de Sitter é o espaco com constante cosmologica negativa [36).

6Estados Bogomolnyi-Prasad-Soinmerfield (BPS) sio estados que sdo invariantes através de
uma sub-algebra nao trivial de toda algebra supersimétrica. Tal que, os estados sempre carregam cargas
conservadas, e a algebra supersimétrica determina a massa dos estados excitados em termos de suas
cargas [37].
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Reissner-Nordstrém em quatro dimensoes” [29, 33, 35],

) o\ 2 2 o\ 2 —2
ds? = — [1 - (-) } dt? + [1 - (—) } dr? + r2d2, (3.28)

T r

automaticamente, podemos, mais uma vez, definir 7 = /72 — r2, e obtemos
roy2] 2 o\ 2
ds® = — {1 + (-) } dt? + [1 n (—) } (dr? + 72d2). (3.29)
r r

Usando essa expressao (3.29) é facil perceber que o horizonte em 7 = 0 tem o raio

ro = M, e area

A= Qs = 2777}, (3.30)

Esta informacao seré util se quisermos calcular numericamente a entropia de um dado

buraco negro carregado. A féormula serd apresentada no capitulo 6.

3.2.2 SOLUCOES DE MULTIPLOS BURACOS NEGROS

Os buracos negros carregados permitem-nos encontrar solugoes de miltiplos buracos
negros. Para isto, basta percebermos que, de uma forma geral, a equacdo (3.25) pode ser

escrita como [10]

ds* = —H2dt* + H*(dr* + r*dQ?), (3.31)
onde
M
H=1+—, (3.32)
r

substituindo, obviamente, rq por M.

Perceba agora que dr? +r2dQ? ¢ exatamente a métrica euclidiana em trés dimensoes,

e a equacao (3.31) pode, entao, ser reescrita como

ds* = —H*dt* + H*d7 - d7. (3.33)

Na coordenada original r o campo elétrico da solu¢ao extrema pode ser expresso em

70 procedimento para encontrar essas solucdes ¢ anélogo ao procedimento descrito na secio 2.1, o
diferencial é o acréscimo de mais uma dimensdo na acdo e na métrica da esfera r2dQ2%. A simetria esférica
torna trivial essa generalizacao.
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-,

termos do potencial vetor A4, = (¢, —A) da forma

Q@
El == F10 - —81140 - ﬁ (334)
Imediatamente, teremos a componente tipo-tempo do potencial vetor dada por
4= 9 (3.35)
T

Nas novas coordenadas 7 = r — M, e com a condigao extrema (M = |Q|), Ay torna-se

M
Ay = 3.36
0 7+ Ma ( )
ou equivalentemente,
H =1+ A,. (3.37)
Se aplicarmos o laplaciano em ambos os lados da equagao (3.37), veremos que
V2H = V2A,. (3.38)

De uma forma geral, se H é independente do tempo (e em nosso caso é) ele obedecera

as equacgoes de Laplace,

V?H =0, (3.39)
e possuira solugoes do tipo
N
M.
H=1 L 3.40
P Eom (340)

Isso por conta da igualdade expressa na equagao (3.38). Estas sao fungoes harmonicas que
descrevem uma configuragao estatica de buracos negros de Reissner-Nordstrom extremos

de massas M; e com horizontes localizados na posicao .

Note que a mutltipla solugao de um buraco negro estatico s6 é possivel quando hé um

balango exato entre a atracao gravitacional e a repulsao eletrostatica. Isto ocorre quando
M =1Q|.

A multipla solucao é uma caracteristica que interliga os buracos negros a teoria das

cordas.

Maldacena, em sua tese de doutorado, percebeu que um buraco negro extremo tem
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uma correspondéncia direta com uma superposicao de solugoes de cordas: ambos preser-

vam a mesma superssimetria [9].

3.2.2.1 GRAVIDADE E TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

O elétron possui a massa muito menor que o modulo de sua carga (M << |Q])
de modo que a atragao gravitacional é insignificante se comparada com a repulsao de
Coulomb. Entretanto, o elétron é um objeto intrinsecamente quéantico, uma vez que o

comprimento de onda Compton é muito maior que o raio de Schwarzschild.

Claramente a aplicabilidade da relatividade geral requer que

compri@ento de onda C'ompton _ h/Mc _ he <1, (3.41)
raio de Schwarzschild MG/ M?2G
isto é,
he\
M >> o) = Mp, (3.42)

onde Mp é a massa de Planck. Isto é satisfeito para um objeto macroscépico, mas nao

para particulas elementares.

De modo geral o dominio da aplicabilidade da fisica classica, da teoria quantica de

campos e da relatividade geral, sao ilustrada no diagrama 4.

A 1/2
= R GM
g ‘ =1
RN AR
\ RMe

Fisica classica

Teoria Quantica Relatividade
de Campos ! Geral
Teoria das :
cordas? !

M/Mp

Figura 4: Diagrama representativo da validade da fisica classica, teoria quantica de cam-
pos e relatividade geral.
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3.3 DIAGRAMAS DE PENROSE

Nesta se¢ao mostraremos a compactacao conforme dos buracos negros de Reissner-
Nordstrom representadas nos diagramas de Penrose para os trés casos listados anterior-

mente.
Iniciaremos mostrando o diagrama para quando M < |Q)|.

Neste caso, conforme citamos, os valores de ry nao sao reais. A funcao A é sempre
positiva e a métrica nao possui singularidades em r = r4, de modo que nao existem
horizontes e a singularidade é nua. Desta maneira o diagrama de Penrose pode ser tragado

diretamente para essa métrica e pode ser visto na figura 5.

Figura 5: Diagrama de Carter-Penrose para a métrica de Reissner-Nordstrém para o caso
M < |@|. Onde a singularidade é nua na origem.

Para r indo ao infinito a solugao aproxima-se do espaco-tempo plano, e os diagramas
conformes possuem, praticamente, a mesma estrutura causal, exceto pelo fato de que,

diferentemente do espaco-tempo de Minkowski, » = 0 é uma singularidade.

No caso onde M > |Q|, para fazermos a construgao do diagrama de Penrose, necessi-

tamos mais uma vez exercitarmos as transformagoes de coordenadas.
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Note que do mesmo modo que reescrevemos a equagao (3.21) na forma da equa-

gao (3.23) trocando ¢ por v, podemos reescrevé-la da forma
ds? = ——dvdu + parte angular
r
fazendo

—dt?* 4+ dr? = dvdu.

De modo que agora introduziremos as novas coordenadas

T = ex T+_r_v
= Xp 2r2

2r%
Assim,
_ 2 _ _
dvdu = (ry 47;) exp {(H rJv +2(r, r+)u] dvdu,
4rs 2rs
ou, ainda, relembrando que v =t+r*eu =1t —r*,
_ 2 _
dvdu = (ry 4T_) exp [TJF 5 = r*} dvdu.
4ri T

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

A exponencial da equagdo (3.48) acima ainda pode ser expandida em termos de r*,

definido pela equacgao (3.6), da forma:

ry—r— | (r—ry) Ty —T_
exp | = e P | -
T (r—r_)"=/"+

Desta forma a equagao (3.48) fica

_ 2 _ _
dvdu = (ry =) (r=r+) exp [” 5 = r] dvdu.

47"3_ (r — r_)r%/ri

Com isso o elemento de linha (3.43) fica:

A At (r— )2 r_—r

ds® =
TR =) { 2

as r} dvdu + parte angular.

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Trajetorias do
tipo-tempo

Figura 6: Diagrama de Carter-Penrose para a métrica de Reissner-Nordstrém para o caso

M > |Q)|.

Que ainda pode ser simplificado da forma

exp [%7} dvdu + parte angular, (3.52)
_l’_

4ri (r — r7)1+r%/ri

r2(ry —r_)?

ds® =

considerando que A = (r —ry)(r —r_).

Este elemento de linha representa a maxima extensao analitica da solu¢ao de Reissner-
Nordstrém para Q* < M? [21].

O diagrama de Penrose para esta maxima extensao é mostrado na figura 6. Onde
podemos encontrar um nimero infinito de regioes assintoticamente planas I, onde r > r,

e sao interligadas pelas regides I e IT onde r_ < r <, e 0 < r < r_, respectivamente [21].
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A regiao III possui uma singularidade intrinseca em r = 0 do tipo-tempo e, entao,
pode ser evitada por uma curva do tipo-tempo na direcao futuro partindo da regiao I e

cruzando r = r_ [21].

O caso Q? = M? pode ser entendido similarmente ao caso Q* < M?, e o diagrama de

Penrose esta mostrado na figura 7.

Figura 7: Diagrama de Carter-Penrose para a métrica de Reissner-Nordstrém para o caso
M < QL.

A diferenga entre estes dois casos é que a regiao Il para o caso extremo de Reissner-
Nordstrom desaparece. Por ele a regiao assintoticamente plana exterior (regidao I) se

conecta diretamente com a regiao interior que contém a singularidade.
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4 TERMODINAMICA DOS
BURACOS NEGROS DE
REISSNER-NORDSTROM

No capitulo 2 vimos que, segundo a teoria da gravitacao de Einstein, existem objetos
extremamente massivos que causam um encurvamento do espago-tempo em sua volta de
tal modo que nada pode escapar de sua atragao gravitacional a partir de uma determinada
regiao circundante a ele, nem mesmo a luz. Conforme ja citamos, objetos com esta
caracteristica sao chamados de buracos negros. A fronteira desta regiao onde nao é mais
possivel o retorno é chamada de horizonte de eventos |10, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25,
29, 32, 33, 34, 35].

Baseado na ideia de que nada pode escapar a partir dos horizontes de eventos, Stephen
Hawking utilizando-se apenas da Relatividade Geral demonstrou que nao é possivel a re-
dugdo da &rea deste horizonte' sob qualquer hipétese classica [10], ou seja, os buracos
negros seriam corpos com volume crescente a medida que “abocanham” matéria ou estag-

nados caso isso nao ocorra, mas nunca decresceriam.

Outro ponto interessante é que se nada escapa a partir dos horizontes toda informacao
que cruzar sua fronteira sera eternamente perdida [38]. O que viola uma lei natural muito
bem fundamentada e experimentada, a sequnda lei da Termodindmica, que afirma que a

entropia de um sistema fisico irreversivel nunca decresce [39, 40, 41, 42, 43].

Para ilustrar as consequéncias da irredutibilidade da area do horizonte de eventos lista-
das acima imaginemos um sistema fisico qualquer dotado de entropia como, por exemplo,
um bule de café. Agora imaginemos que esse sistema fora subtraido por um buraco negro
e cruza o horizonte de eventos. Como nada emerge a partir desta localidade toda a in-
formagcao contida neste sistema também fora perdida para sempre, incluindo sua entropia

que deixara de existir. O mais dréastico disto tudo é que dizer que a entropia do ‘bule

LA area do horizonte de eventos de um buraco negro com simetria esférica é calculada usando a férmula
Euclidiana A = 4mr? [8].
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de café’ desapareceu significa dizer que ‘a entropia do universo onde ele estava contido

também diminuiu’. Este paradoxo ¢ chamado de paradoxo da informacao.

No entanto, Bekenstein se contrapos a violagao desta lei e inspirado nas quatro leis
mecanicas dos buracos negros, enunciadas em 1973 por Bardeen, Carter e Hawking, asso-
ciou a cada buraco negro uma entropia proporcional a adrea do seu horizonte de eventos.
De maneira que enunciou a segunda lei generalizada da termodinamica: toda vez que
matéria ou energia cai no buraco, aumentando o seu tamanho, sua entropia também

aumenta, garantindo que a entropia do Universo como um todo nunca diminua [38].

A principio para muitos esta ideia de entropia associada aos buracos negros nao fazia
nenhum sentido, inclusive para Hawking [38], porém, dois anos mais tarde ele proprio, ao
levar em consideracao a Teoria Quantica de Campus, chegou & conclusao que o seu colega

Bekenstein estava correto em sua conjectura [8|, conforme podera ser visto no capitulo 6.

Neste capitulo iremos mostrar as leis da dinamica dos buracos negros e a eminente

correlagao entre elas e as leis usuais da termodinamica.

4.1 GRAVIDADE SUPERFICIAL

O termo gravidade superficial é um termo bastante importante no estudo da termo-
dindmica dos buracos negros. Conforme veremos mais adiante, mais precisamente no
capitulo 6, este termo é diretamente proporcional & temperatura desses corpos?. Neste
capitulo veremos que é através dele que é feita a comparacao direta entre a lei zero da me-
canica dos buracos negros e a lei zero da termodinamica usual. Além disso, esta grandeza

também é relacionéavel as demais leis, conforme veremos.

Para inicio de analise, consideraremos um espaco-tempo, simetricamente esférico e

estatico, tal qual [19],
ds* = —f(r)dt® + f(r)~"dr® + r?dQ>. (4.1)

Em especial, para o caso de Reissner-Nordstrom, f = (1 — 2M/r + 2Q?/r?).

Agora imaginemos uma particula com massa mg estacionaria a uma distancia r do

centro do campo gravitacional com coordenadas e quadri-velocidades expressas por

= (t,r,0,0) (4.2)

20 estudo sobre a possibilidade de buracos negros possuirem temperatura associada a eles foi apre-
sentado & comunidade pela a primeira vez por Hawking no ano de 1975.
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e
ut = (,0,0,0), (4.3)
respectivamente.
Deste modo,
ds* = —f(r)dt* = —dr?, (4.4)
e
dt
i=—= fz, (4.5)
e, por consequéncia,
u’ = f_%, u' = 0. (4.6)

Segundo [19] a aceleragao desta particula ¢ definida como
a = upV ut, (4.7)
onde, conforme o apéndice E,
V,ut = Ot + T ut. (4.8)

Como a tnica componente nao-nula de u* é u’,

Vou! = dout + Thyu®. (4.9)

Usando a defini¢ao da conexao I'),, também contida no apéndice E, facil perceber

que a tnica componente nao nula da conexao I'f, é

1
Lo = 5/ f" (4.10)
onde [ = Z—’;, de modo que

1.
Vou' = SJ3 ) (4.11)

Desta maneira a tinica componente nao nula da aceleracao serd a componente a', que
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ficara escrita como

at = fTVA(Vout) = %f’ (4.12)

A magnitude do vetor aceleragao, por sua vez, sera dada por

L,
a:\/W: gnalzéf

N

f (4.13)
onde f' = df/dr.

Provido disto, ao multiplicarmos a equagao acima (4.13) pela massa mg de uma par-
ticula sob a acao da gravidade do buraco negro, teremos a expressao da for¢a necessaria
para movermos esta particula no espaco-tempo de um ponto a outro, esta forca diverge
no horizonte, conforme pode ser visto, entretanto, se a particula é posta em movimento
por um observador no infinito ao longo de uma corda sem massa, ao mexer a corda a uma

pequena distancia ds, ele realizara um trabalho infinitesimal da forma
W = mpa(c0)ds, (4.14)
que do ponto de vista da particula sera

W = mypa(r)ds. (4.15)

Este processo pode ser interpretado como sendo uma maquina convertendo o trabalho
em radiacao na posicao r, que é emitida para o observador no infinito — neste processo

temos o desvio para o vermelho® dado pelo o fator /gog = /2 [18], e assim,

6Fs = fY*myads. (4.16)

Entretanto, pelo principio de conservacao de energia, d Fo, = 0W,, entao

Uoo(r) = fl/Za(r) = %f’(r) (4.17)

a0 (T) € a aceleragdo medida pelo observador no infinito e a quantidade mgya(r) é a forga

aplicada por ele para manter a particula em sua posigao [19].

Esta grandeza medida no horizonte de um buraco negro é chamada de gravidade

superficial « [19].

Para o caso dos buracos negros de Reissner-Nordstrom o horizonte esta localizado em

3Uma explanagdo mais detalhada pode ser vista em [19].
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r = r,, desta maneira

1
K= lo(ry) = Ef’(r) (4.18)
Como f"=2M/r* — @Q?*/r?, ela pode ser escrita como

:MQ_Q2+J\§VM2_Q2, (4.19)

Ty

K

ou ainda, como

K= VM- 5. (4.20)

(v + a7 = )

4.2 LEIS DA DINAMICA DOS BURACOS NEGROS
EM COMPARATIVO COM AS LEIS USUAIS DA
TERMODINAMICA

Citamos anteriormente que Bekenstein percebeu uma relagdo matemaética entre as
leis da Termodinamica e as leis da dindmica dos buracos negros. Agora Mostraremos esta

visao na perspectiva dos buracos negros de Reissner-Nordstrom.

4.2.1 LEI ZERO DA DINAMICA DOS BURACOS NEGROS

Ao analisarmos o termo gravidade superficial k, expresso pela equagao (4.20) da segao
anterior, podemos perceber que esta expressao nao depende da coordenada, depende
apenas da massa e da carga do buraco negro, para o caso dele ser apenas carregado®. Isto

possibilita-nos enunciar a lei zero da dinamica dos buracos negros.

e Lei zero da dindmica dos buracos negros

Na dinadmica dos buracos negros todas as partes do horizonte de eventos de um

buraco negro em equilibrio possuem a mesma gravidade superficial k [44].

Esta lei possui uma analogia irrefutéavel com a lei zero da termodindmica, a qual em
seu enunciado diz que todas as partes de um sistema fisico em equilibrio térmico possuem

a mesma temperatura 7' [40, 42].

4Independentemente da configuracdo do buraco negro, a gravidade superficial x ndo dependera da
localizagao do ponto a ser medida.
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4.2.2 PRIMEIRA LEI DA DINAMICA DOS BURACOS NE-
GROS

Trataremos da primeira lei da dindmica dos buracos negros para o caso especifico de
Reissner-Nordstrom com carga elétrica, todavia podemos estender, sem nenhuma com-
plicacao, para os casos onde haja cargas magnéticas, rotacao®, ou redizir ao caso mais

simples, que é o caso de Schwarzschild.

A determinagao da area A do horizonte de eventos é bastante simples, ja que essa é a

area de uma esfera cujo raio® é r=, isso quer dizer que

A= dmr?. (4.21)

Uma porgao infinitesimal dessa area é, entao,

(M+¢m)2dM Q(M+ VI —Q)
Ve N e o

dA = 87

Q| . (4.22)

Note que a equagio (4.22) pode ser reescrita em termos da gravidade superficial” x

da forma

A sr lidM_i Q dQ]. (423)

K KM+ /M? — (Q)?

Se fizermos uma pequena observagao, podemos identificar o ultimo produto do ultimo
termo da equagao (4.23) como sendo o potencial elétrico do buraco negro no horizonte
® 5 e assim reescrevé-la como

_87T

K

dA (AM — ®ydQ). (4.24)

Desta equagao (4.24) podemos, ainda assim, isolar dM, e isto nos dara [44]
dM = 8idA + ®pdQ. (4.25)
T

Que pode ser comparada a primeira lei da termodindmica, que diz que a variagao infi-

50s buracos negros com rotacao sao chamados de buracos negros de Kerr-Newmam.
5Relembrando que
ry =M+ M? - Q2

"Resultado transcrito através da equagao (4.20).
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nitesimal da energia interna U de um sistema com temperatura 7" e com Pressao P se

relacionam com a entropia através das variagoes da entropia dS e da pressao dP por [41]

dU =TdS — PdV. (4.26)
A forma geral da primeira lei da dindmica dos buracos negros é:

e Primeira lei da dindmica dos buracos negros

Na dindmica dos buracos negros a variacao infinitesimal da massa M, da carga () e

do momento angular J de um buraco negro estacionario sao relacionados por
AM = 8idA + QudJ + ®ydQ, (4.27)
™

onde €2 é a velocidade angular no horizonte e 5 ¢ o potencial elétrico eletrostatico

no horizonte [20].

4.2.3 SEGUNDA LEI DA DINAMICA DOS BURACOS NE-
GROS

No inicio deste capitulo discutimos a relagao entre a Segunda Lei da Termodinamica,
que estabelece que a entropia de um sistema fechado nunca decresce [40] e a perda de
informagao decorrente de buracos negros. Citamos que Bekenstein para solucionar esse
dilema adicionou uma dada entropia aos buracos negros, se contrapondo a ideia original de
que a estes corpos nao se relacionavam grandezas termodinamicas. Nesta secao veremos a
aparente relacao existente entre a segunda lei da mecanica dos buracos negros e a segunda

lei da termodindmica.

De forma sucinta, podemos enunciar matematicamente a segunda lei da termodina-

mica da forma [40]:

dsS > 0. (4.28)
Um fenémeno similar ocorre com a area do horizonte do buraco negro:

e Segunda ler da dindmica dos buracos negros

Na dinamica dos buracos negros a area do horizonte nunca pode decrescer [44]:

dA > 0. (4.29)
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Foi através da semelhanca entre essas duas leis que Bekenstein associou uma entropia
aos buracos negros proporcional & drea do horizonte de eventos. No entanto essa associacao
careceu de uma formulacao matematica mais precisa que viera a ser pouco mais tarde

enunciada por Hawking.

Podemos demonstrar a validade dessa segunda lei para o caso de Reissner-Nordstrom

usando os seguintes argumentos:

d(A) o< d(ry) >0, (4.30)
onde,
) = d ([M VAP Q] 2) , (4.31)

2 _
d(riy =2 STERE STERE dQ | >0, (4.32)
o que implica que
d
dM > Qe = &ydQ, (4.33)
T+
ou seja,
Q (M + M7= Q)
M > / dQ (4.34)
M2 — Q2
sendo assim,
2
M27—M M? — Q2. (4.35)

Esta argumentacao ¢ sustentada pela conjectura da censura cosmica.

O enunciado dessa segunda lei repercute em duas consequéncias diretas. A primeira
é a obtengao do limite de eficiéncia da conversao massa/energia na colisao entre dois

buracos negros, a outra é que buracos negros nao bifurcam [10].

Para analisarmos a primeira consequéncia, consideremos a energia irradiada Fr da
colisao de dois buracos negros carregados com massas M; e My, respectivamente, formando

um terceiro com massa M3 (estamos considerando o caso onde () é igual a M, apenas por
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simplificagao dos calculos®):
Er= M + M, — M, (4.36)

desta maneira, a eficiéncia 1 da conversao de massa em energia é

M, + My — M
_ : 4.37
" M, + M, (4.37)
ou,
M;
=1-—3 4.38
g My + M, ( )
Radiacdo

Gravitacional

Figura 8: Diagrama de Finkelstein para dois buracos negros colidindo.

Agora levemos em consideragao a seguinte desigualdade:

Axr? >0, 4.39
+

M > \/ M? + M2 (4.40)

 ME+ M2
VAT My (4.41)

< —
1= M?+ M3’

o que nos leva a concluir que

Entao,

ou seja, a eficiéncia da conversao de massa em energia resultante da colisao de dois buracos

8Ressaltando que para o caso de Schwarzschild os célculos sdo iguamente simples.
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negros ¢ [10]

1
<1l-——, 4.42
nsl-—5 (4.42)
A energia irradiada pode ser usada para realizar trabalho, assim, o teorema da area
limita a energia tutil que pode ser extraida dos buracos negros do mesmo modo que a

segunda lei da termodinamica limita a eficiéncia de motores térmicos.

Podemos agora analisar a segunda consequéncia dessa lei, a nao bifurcagao de buracos
negros. Para isso consideremos Mj se subdividindo em M; + M,. O teorema da area diz
que

Ms < M7 + M3, (4.43)

mas a conservacao de energia diz que
Ms > M? + M;. (4.44)

Com isso temos uma contradigdo e assim o processo nao ocorre [10].

4.2.4 TERCEIRA LEI DA DINAMICA DOS BURACOS NE-
GROS

Na termodinamica, o zero absoluto é inacessivel, isto por que, é impossivel reduzir a

temperatura de um sistema a zero por um namero finito de processos [40, 42].

Com respeito aos buracos negros:

e Terceira ler da dindmica dos buracos negros

E impossivel reduzir a gravidade superficial a zero por um ntmero finito de operagoes

[44].

Também podemos perceber que com a gravidade superficial indo a zero teremos um

buraco negro sem horizonte, mais uma vez surge a proibi¢ao da censura cosmica.

De uma forma geral fica claro que a &rea do horizonte de eventos conecta-se for-
malmente com a férmula da entropia, e que, a gravidade da superficie conecta-se com a
formula da temperatura. Entretanto, conforme questionado por Bekensten, se um buraco
negro tem temperatura, tal qual um sistema termodinamico, eles irradiam energia? Isso,
indiscutivelmente, contraria as descrigbes bésicas dos buracos negros classicos. A solu-

¢ao deste problema foi dada por Hawking. A partir deste questionamento, ele acabou
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descobrindo que buracos negros possuem temperatura bem definida e consequentemente

irradiam. Mais detalhes estao contidos no préoximo capitulo.
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5 EFEITO UNRUH

A fisica dos buracos negros esta relacionada a espagos-tempo curvos, evidentemente,
entretanto, neste capitulo estudaremos um efeito que decorre apenas em espacos-tempo
planos. A ideia geral desse efeito, porém, é bastante aproveitavel para o objeto de estudo

do proximo capitulo.

Especificamente neste capitulo, estudaremos o efeito Unruh, o qual afirma que ob-
servadores acelerados no espago-tempo tradicional de Minkowisk observa um espectro
térmico de particulas. A ideia basica deste efeito é que observadores com diferentes no-
¢oes de modos de frequéncia positiva e negativa discordarao da contagem de particulas
de um dado estado [18, 45, 46].

Historicamente este efeito surgiu como um tentativa de compreender mais profun-
damente um outro efeito, o efeito Hawking, que trata da radiagao térmica provinda do
horizonte de eventos de um buraco negro. Veremos no préoximo capitulo uma forma de
relacionéa-los, entretanto a semelhanca matematica existente entre os procedimentos usa-
dos para a obtencao destes dois efeitos nos permitira a supressao de algumas passagens

matemaéticas na analise do efeito Hawking.

Os traquejos matematicos principais serao a escolha do sistema de coordenadas ade-
quado e a quantizacao do campo escalar. Utilizaremos para tais, um campo escalar sem
massa em um espago-tempo 1+1-dimensional. Ressalvando que reducao dimensional do
espaco-tempo é feita apenas para a simplificacao dos calculos, todas as conclusoes fisicas

sao as mesmas para quatro dimensoes.

5.1 SISTEMA DE COORDENADAS

O espaco-tempo plano é o espaco-tempo de Minkowiski. Conforme citamos acima,
trataremos do caso mais simples do efeito Unruh, que é o caso bidimensional. Desta forma,

partiremos da métrica de Minkowiski em duas dimensoes, que expressas em coordenadas
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internas pode ser escrita como [21, 24, 25]

ds® = —dt® + dz?.

(5.1)

Iremos quantizar, na proxima se¢ao, um campo escalar sem massa ¢ do ponto de vista

do tempo proprio de um observador uniformemente acelerado. Por hora, consideraremos

um observador movendo-se com uma aceleracao uniforme « na direcao x.
Assumiremos que a trajetoria resultante z#(7) sera dada por
1
t(t) = — senh(ar)
!
x(1) = — cosh(ar).

«

Isto corresponde a uma aceleracao constante, visto que,

at

dr? x

et { a' = a senh(ar)
a

= « cosh(ar)

e, consequentemente,

Vauar = \/—042 senh?(at) 4 a2 cosh?(at) = a.

A trajetoria do observador acelerado obedece a relagao

e, entao, descreve um hiperboloide assintotico para as trajetorias nulas x =

e x =t no futuro.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.6)

—t no passado

Podemos, agora, escolher novas coordenadas (7, ) no espago-tempo bidimensional de

Minkowski que sao adaptadas para o movimento acelerado uniforme.

Escolheremos

(5.7)

(5.8)
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H+

R

III

H-

Figura 9: Espaco-tempo de Minkowski em coordenadas de Rindler. A regiao I é a regiao
acessivel por um observador com aceleracao constante na diregdo = positivo. As coorde-
nadas (7, &) podem ser usadas na regiao I, ou separadamente na regiao IV. Os pontos da
regido I s@o marcados no sentido oposto da regiao IV (ou vice-versa). O campo vetorial
0, correspondem aos geradores da simetria de calibre de Lorentz. O horizonte H + sdo
horizontes de Killing para este campo vetorial, e também, representam as fronteiras do
passado e do futuro como visto por um observador de Rindler.

Com isso,
1
t = —e" senh(an) (5.9)
a
e
L ae
xr = —e* cosh(an), (5.10)
a
para z > |t|.

As novas coordenadas 1 e £ possuem os raios de a¢ao que atingem as regioes



62

£ > 4o0. (5.12)

e cobrem a cunha x > |t|, rotulada como regiao I na figura 9.

Nestas coordenadas, a trajetoria com aceleragao constante (equagoes (5.2) e (5.2)) é

dada por

n(r) = %T, (5.13)

&(r) = Ly (g) : (5.14)

a a

Dessa forma, percebemos que 7 é proporcional ao tempo préprio 7, e & é um valor

constante.

Em particular, um observador com a = a move-se ao longo da curva

n=r, (5.15)

£€=0. (5.16)

A métrica nestas coordenadas toma a forma

ds® = e (—dn® + d&?) . (5.17)

Em resumo, na métrica acima (5.17), conforme citado anteriormente, o espago-tempo
de Rindler é representado pela parte coberta pela regidao I do diagrama (9), ou seja, o
espago-tempo de Rindler nada mais é que uma parte do espago-tempo de Minkowski, e
um observador de Rindler, na verdade, ¢ um observador que move-se ao longo de uma

curva com aceleragao constante, tal como a descrita pela equacao (5.8).

5.2 QUANTIZACAO DO CAMPO ESCALAR

O principio da minima agao aplicado em um campo nos fornece as equagoes classicas
do movimento relativas a este campo. Por meio dele, também, podemos fazer o processo

de transicao entre a mecanica classica e a mecanica quantica.
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Desta forma, consideraremos em nossa discussao sobre teoria quantica de campos o
tratamento formal de um campo escalar denominado de campo real de Klein-Gordon.
Partiremos da acgao definida para este campo e de sua quantizacao. Também levaremos
em conta a definicao do campo escalar em termos de operadores que obedecem as regras

canodnicas de comutacao.
Desconsideraremos o termo de massa deste campo.

Sendo assim, para quantizar o campo escalar sem massa ¢(x, t) partiremos da defini¢ao

de sua acdo, que é da forma!

1 v
S = §/d2xg” 0,00, 0N/ —g. (5.18)
Esta acao é invariante sob transformacoes do tipo

Guv — g;w = 92@7 x)g,uzn (519)

de modo que sao feitas as seguintes transformacoes na determinante da métrica /—g e

na métrica contra-variante g" [47]:

VTG 0V,

(5.20)
g — Qg

E facil perceber que 92 se anula na acdo. Por essa razao o acoplamento de um campo
escalar sem massa no espago-tempo de Minkowski em (14 1)-dimensdes é um acoplamento

conforme, e isto resulta em uma simplificagao significante na teoria [47].
Para o caso de Rindler, perceba que o fator exp(2a€) é este fator 2.

Esta conformidade permite-nos escrever a agao (5.18) de forma equivalente tanto nas

coordenadas (z,t) como nas coordenadas (7, &):

5= % / [(0:6)? — (0,0)"] dtda (5.21)
5= [ 000" - @] . (5.22)

As equagoes classicas de movimento do observador estatico e do observador acelerado,

IEsta acdo é valida para qualquer campo escalar sem massa.
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respectivamente, sao:

o 0%¢

o7 oz (5.23)
e

¢y 0%¢

e possuem, respectivamente, solugdes gerais do tipo [47]

o(t,z) = At —x)+ B(t+ ) (5.25)

o(n,€) =Pn—§) +Qn+¢), (5.26)

onde A, B, P e () sao fungoes suaves arbitrarias.

As equagoes (5.23) e (5.24) sao equagoes conhecidas como equagoes de Klein-Gordon

para um calmpo Seml I1massa.

Para simplificar as equagoes de movimento é conveniente usarmos a decomposi¢ao

espacial de Fourier,

(1) = / (27{%6"”&{@), (5.27)

0 que nos permite escrever as equacgoes de movimento como equacoes diferenciais ordina-

rias de segunda ordem.
Para o observador estatico, podemos reescrever a equagao de movimento (5.23) como
Or + K2, = 0. (5.28)

Em outras palavras, cada fun¢ao complexa ¢y (t) satisfaz a equagao de um oscilador harmo-

nico com frequéncia
Wy = |K|. (5.29)

As fungoes ¢, (t) sdo chamadas de modos de Fourier do campo ¢. O mesmo ocorre para

o observador acelerado.

O processo de quantizacao® deste campo é relativamente simples, e é o mesmo tanto

2Esse processo pode ser visto com relativa riqueza de detalhes em [48, 49, 50, 51, 52].
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para (x,t) quanto para (n,£). O primeiro passo é transformar o campo ¢(x, t) no operador

g/g(:r, t). Automaticamente, ¢ (f) também transforma-se no operador &S\H(t).

Estes operadores devem obedecer as regras usuais de comutagao [48, 49, 50, 51, 52, 53|:

}@%&f{:o, (5.30)

Uma forma geral para o operador g/gk(t) é escrevé-lo em termos dos operadores de
criacao @' e aniquilacdo @ da forma
1 ~ —ilklt | ot ikt
Or(t) = [ak cemM T e } (5.31)

V/2x]

De modo que,

[67i|/@|t+i|ﬁ\m LG, 4 elrlt=ille .au ) (5.32)

Sy = [ o
Y Tr) =

o (2m)1/2 V2|K|
Esta relagao é chamada de modo de expansao de 5

Estes operadores @ e a' também obedecem as regras usuais de comutacao [48, 49, 50,

51, 52, 53]:

0
), a'(«")] =0, (5.33)
5

O estado de vacuo em (x,t), o qual denotaremos por |0,;), é definido como

A, |0p) =0 para todo k. (5.34)

A expansao no sistema de coordenadas acelerado tem a mesma forma:

~ oo 40 1 . . ~ . , ~
o(n, &) = / [e—llﬂ‘ﬂ“‘ﬂ'ﬁ - bg + Hln=iele bg] . (5.35)

oo (2m)1/2 \/m

Isso nos fornece o operador ¢ em termos de duas bases distintas de fun¢oes com operadores

de criacao e aniquilagao diferentes.

O estado de vacuo no sistema de coordenadas acelerado |[0g) (vacuo de Rindler) é
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definido por

b |0r) =0 para todo k. (5.36)

Podemos, agora, introduzir um novo conjunto de coordenadas conhecidas como coor-

denadas de cone de luz,

u=t-—uzx, (5.37)

T=t+x, (5.38)

w=n—¢ (5.39)
e

v=n+E. (5.40)

Substituindo as equagoes (5.9) e (5.10) na equagao (5.37) e também usando a equa-

¢ao (5.39), encontraremos

—au

(&

u=—

(5.41)

a

Agora substituindo as mesmas equagoes (5.9) e (5.10) na equagao (5.38) e usando desta
vez a equagao (5.40), encontraremos

eav

T=—. (5.42)

Que é a relacao entre o sistema de coordenadas do observador estéitico e o sistema de

coordenadas do observador acelerado.

Pelas equagoes (5.9) e (5.10), temos que
26 =v—u. (5.43)
O que nos permite escrevermos a métrica (5.17) como
ds? = e~ (—dn?® + d¢?). (5.44)

Desta maneira torna-se trivial perceber que esta métrica pode ser reescrita equivalente-
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mente de duas formas, tanto em termos de v e u como em termos de v e u:
ds? = —e*™ dudy (5.45)
ou
ds* = —dudwv. (5.46)

Explicitando, assim, a conformidade da métrica.

De posse disto encontramos que as equagoes de campo para os dois observadores

expressas neste sistema de coordenadas sao

0? ~_
&U&Ugb(u, 1) =0 (5.47)
e
0? ~
50, ) =0, (5.48)
e suas respectivas solucoes sao
o(u,v) = A(u) + B(v) (5.49)
e
6(u,v) = P(u) + Q(v). (5.50)

Desta forma, as equagoes para o campo ¢ podem ser expressas por

0
" d 1 o -
Qb(t, (L’) :/ K [e—mt—‘rmaﬁ . aﬁ + emt—mx X au
(5.51)

+
N / > dk 1 [eﬂ‘mﬁmx _am + eintfimt . au )
0 2|k

~
Do
3
SN—
o
~
no

Agora introduziremos w = |k| como uma variavel de integragao que cobre 0 < w < —o0

para obtermos a expressao

5(_ _) /+00 dw 1 [ —wa + iwu  ~t + —iwv + iwv T (5 52)

u,v) = e ‘G + et al +e ca_, +eval . .
o (222w

A expressao (5.52) acima, nos explicita o campo a(ﬂ, v) como uma soma de fungoes de

u e de fungoes de . Perceba que se compararmos a equagao (5.52) com a equagao (5.49),

podemos notar, entdo, que A(%) ¢ uma combinacao linear dos operadores @, e @ com
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momentos positivos w e B(7), por sua vez, ¢ uma combinagao linear dos operadores a_,,

~f

e a',, com momentos negativos —w [47].

Sendo assim, podemos escrever explicitamente os valores de A(w) e B(7) como

u) = e a, + et al :
o (2mYV2\/2w
(§]
~ too dw 1 — L
B(w) = / [+e—w G T -aiw] . 5.54
W= orm (5.5)

Fazendo o mesmo procedimento descrito acima para o campo ¢(u,v) no sistema de
coordenadas de Minkowski para o campo ¢(u,v) no sistema de coordenadas de Rindler

encontramos P(u) e Q(v) da forma:

. o g0 1 |
Pu) = / [e—m“ g + e -a}z] (5.55)
0

~ +oo dQ2 1 —iQu -~ Qv -~
Q)= [ Gy [re ™ o e ] (5.56)

Introduzimos €2 apenas para diferenciar o cenario de Rindler do de Minkowiski.

As relacoes entre os operadores @ e af e b e bt sdo obtidas através das transformagoes
de Bogolyubov [54]. Uma vez que as transformagoes de coordenadas (5.42) ndo misturam

u e v, podemos escrever a identidade

~

a(u, v) = A(u(u) + B@(v)) = P(u) + Q(v). (5.57)

Comparando os lados da iguadade de (5.57) percebemos claramente que

A(t(u)) = P(u) (5.58)

B(o(v)) = Q(v). (5.59)

Isso porque A s6 é funcao de u, que por sua vez é funcao apenas de u. O mesmo ocorre

para ﬁ, que é fungao de v que unicamente depende de v.

Comparando as expressoes (5.53) e (5.53) com as expressoes (5.55) e (5.55), respecti-

vemente, encontramos que os operadores @, € @, com momento positivo w sdo expressos
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pelos operadores bq e b;r), também, com momento positivo €2, e que, os operadores a_,,
e aiw com momento negativo (—w) sdo expressos pelos operadores b_g e bT_Q, que pos-
suem, também, momento negativo (—2), ou seja, operadores com momentos positivos e

negativos nao se misturam [47).

A relagao A() = P(u) 6 entdo reescrita como

T dw 1 . S o 40 1 , - : ~
/ [e—zwu S, + oWt GL] _ / [e—zQu Sl + ezQu . a;rz
0 0

(5.60)
Donde, aplicando a transformada de Fourier obtemos
Ay g s 1 [ bo Q>0
——e"" Plu) = —< . 5.61
/oo (2m)1/2 ) \/29{ b, Q<. g

Que ainda pode ser compreendida como

e du Qu A~ e du iQu
/ (2m)2° 'A(u):/oo m2°

oo dw 1 —wu wu
/0 W\/—Q_w [6 * Uy, +e . CLL] (562)

oo dw AU - i i
o et Qu—iwa |~ iQutiwa | ~F
/0 e /_ o e a, +e al) .

ou, introduzindo a fun¢do auxiliar f(w,{2), como

+o0 du 0w +o00 dw R "
gt AW = | G @) at e a], o (563)
onde
+oo +00
Flagy= [ St [T e (5.6
oo 2T oo 2m

Comparando as equagoes (5.61) e (5.63) (restringindo {2 aos positivos) obtemos as

relacoes entre @), d,, e bg como sendo

-~

+oo
b = / dw [ - + Bun - 31 (5.65)
0

onde os coeficientes a,q € [,q serao dados por

tun =/ 2f(@,9) (5.66)
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fuo = /2f(-w,9), (5.67)

respectivemente. A relacdo entre a_,,, a. b_g e /b\T_Q ¢ obtida a partir da relagao (5.59).

—w?

Isto nos permite calcular a densidade de particulas medida por um observador de Rindler,
definindo o operador ntimero N, = 3}2 D, [48, 49, 50].

5.3 DENSIDADE DE PARTICULAS

Posto que o vacuo |0ys) e |Og) correspondentes aos operadores a,, e bg sao diferentes,
o a-vacuo é um estado com a-particulas e vice-versa. Calculemos entao a densidade de

particulas no estado a-vacuo.

O operador ntmero b-particula é N = b;r) - bg, assim, o nimero médio de particulas

no a-vacuo |0,7) é igual ao valor esperado de Nq, ou seja,

(Na) = (Oar] B - ba |Oar)
= <OM| (/dw [QZQ /a\:[) +5w§2 aw}) (/dw/ [aw’ﬂ 'aw’ +/6w’ﬂ ai;’i|) |OM>
:/dwyﬁwﬂy2~

(5.68)
Este é o nimero de particulas medido pelo observador acelerado.
Ao notarmos que
Q
[(w,9) = f(—w, Q) exp (”—) | (5.69)
a
para w > 0 e a > 0, e usarmos a condi¢ao de normalizacao
+oo

podemos substituir a equagao (5.64) em (5.60) e usarmos a equagao (5.69) para obtermos

+oo / /
i(Q—-Q) = PRAALL
w

8 F @, 9) = fw D @, 2)
- [exp (@) - 1] m dw@f*(—w,Q)f(—w,Q’).

—0o0

(5.71)

A integral do lado direito da tltima linha da equag@o acima pode ser solucionada
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CcOomo

VoY ‘o O — 5(Q— )
w f ( 7Q)f( ’Q) - [exp (WQJ‘TQ/) _ 1]' (572)

+oo
dw

Agora fica facil solucionar a equagao (5.68). Perceba que

(No) = /dw|5w9|2
:/dwg|f(—w,9)|2 (5.73)

_ {exp (@) - 1} " s0)

Como (Ng) mede o ntimero total de particulas do espago inteiro, obviamente, esperamos
que ele seja divergente, entretanto, a densidade de b-particulas ng com momento €2 é

calculada como sendo
(Nq) = nqd(0), (5.74)

desta forma, ao compararmos a equagao (5.73) com a equagao (5.74), percebemos que
1
o (50) 1)
exp| — ) —1
a

E esta é exatamente a formula da distribuicao da radiacao de corpo negro para a tempe-
ratura [43, 42|

T

(5.76)

a

2

T ¢é conhecida como a temperatura de Unruh.
Sendo assim, encontramos que um observador acelerado detecta particulas quando o

campo a esta no estado de vacuo de Minkowisk |0;). Estas particulas observadas podem

ter qualquer momento {2, no entanto, é pouco provéavel o registro de particulas com altas

energias.

No proximo capitulo estudaremos que é possivel a medicao de radiacao emanada de
buracos negros. Veremos que existe a possibilidade de usarmos o efeito Unruh para a

construcao de um equipamento capaz de medir esta radiagao.
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6 LEFEITO HAWKING

Reportamos no capitulo 4 que existe uma familiaridade entre as leis usuais da termodi-
namica e as leis que descrevem a dinamica dos buracos negros, entretanto, em um sistema
termodindmico quando um objeto possui temperatura finita ele emite radiagao térmica
e como consequéncia ele tem sua massa reduzida no decorrer do tempo, se contrapondo
ao comportamento classico dos buracos negros que afirma que a massa desses objetos é
irredutivel, partindo da ideia classica, imposta pela relatividade geral, que nenhum tipo

de matéria pode escapar a partir de seu horizonte de eventos.

A partir deste conflito surgem os eminentes questionamentos: serd que a tais obje-
tos podemos realmente associar termos como temperatura e entropia como conjecturou
Bekenstein? Ou essa semelhanca trata-se apenas de uma coincidéncia mateméatica sem

implicagoes fisicas?

A resposta para estas perguntas veio apés Hawking rever os estudos sobre a formacao
de buracos negros levando em conta os principios da mecéanica quantica. Ele chegou a
conclusao que observadores estaticos distantes mediriam um fluxo de particulas elementa-
res saindo do buraco negro. Para buracos negros estaticos esse fluxo de particulas possui
uma temperatura bem definida. Esta temperatura é inversamente proporcional a massa
dele, o que faz com que sua entropia seja de fato proporcional & sua area, conforme a
conjectura de Bekenstein. A energia para o processo de irradiagao seria fornecida pelo
proprio buraco negro que, em consequéncia, “evaporaria”’. Este fenomeno ficou conhecido

como efeito de Hawking. [3, 6, 7, 8, 10, 18, 19, 20, 21, 24, 25|.

Evidéncias tedricas suplementares foram fornecidas logo depois pelo canadense Wil-
liam Unruh, que ao revisar os estudos de Hawking acabou descobrindo um novo fenémeno
que aborda que observadores uniformemente acelerados em espacos-tempo planos detec-
tam no estado de vacuo de Minkowiski um estado térmico misto (e ndo um estado puro,
como era de se imaginar), ou seja, percebem radiagao térmica [38, 45, 55|, conforme foi

exposto no capitulo 5.
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Uma ressalva importante a respeito da diferenca entre o efeito Hawking e o efeito
Unruh é que eles correm em espacgos-tempo distintos, ou seja, o Unruh é um fenémeno

que ocorre no espago-tempo plano, enquanto o Hawking ocorre no espago-tempo curvo.

6.1 RADIACAO DE HAWKING

Em teorias quanticas particulas sao excitagoes de campos quanticos, de modo que,
consideraremos um campo escalar ¢ na presenga de um buraco negro carregado de massa
M e com carga (). Vimos no capitulo 2 que estes buracos negros possuem um elemento

de linha que pode ser escrito da forma:

oM oM Q*\ 7
d82:_(1__+Q_>dt2+(1_—+Q—) dr® + dQ?. (6.1)

T 2 r 72
onde

dQ? = df* + senfdo’.

Para simplificar os calculos, assumiremos que o campo v é independente das variaveis
angulares 6 e ¢, desta maneira reteremos toda a aten¢do para uma segao de (1 + 1)

dimensoes do espago tempo com coordenadas (t,7).

O elemento de linha
ds* = g, dztdz,, (6.2)

onde z° =t e ' = r, envolve a métrica reduzida

fomiel
T r
M O
- 2
L r r 4

A agdo para um acoplamento minimo de um campo escalar sem massa é [47|
1 4
S = §/d2$g“ 0,0,/ —g. (6.4)
Vimos no capitulo 5 que esta agao é invariante sob transformagoes do tipo

Guv — g,uzl - QZ(ta x)g,uzu (65>
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o que permite que as transformacoes na determinante da métrica /—g e na métrica

contra-variante g** do tipo

V=9 = V=g, (66)
g = Q7 g, |

nao modifiquem a acao.

Na se¢ao 5.1 encontramos um sistema de coordenadas adequado aquela situacao, si-
milarmente necessitamos de um sistema de coordenadas que se adeque as nossas necessi-
dades. Por isso faremos algumas transformacoes de coordenadas a ponto de encontrarmos

a métrica escrita de forma conforme, como no capitulo 5.

Na seccao 3.1 vimos que a métrica de Reissner-Nordstrom pode ser escrita em coor-

denadas de tartaruga da forma:

A
ds® = = (—dt* + dr*?), (6.7)

r

caso desconsideremos as coordenadas angulares.

Agora definiremos as coordenadas u e v da forma

u=t—r* (6.8)
e
v=t+rT, (6.9)
de modo que a métrica (6.7) se tornara
A
ds® = —ﬁdudv. (6.10)

O sistema de coordenadas (¢, r*) possui relativa vantagem para a descri¢ao de r* — oo,
ela é assintoticamente coincidente com o sistema de coordenadas de Minkovisk (¢,7),
naturalmente definido para as regioes a partir do horizonte de eventos do buraco negro.
Porém, as coordenadas (¢,7*) nao cobrem o interior do buraco negro, r < r,, de modo

que devemos encontrar um sistema de coordenadas que funcione nessa regiao.

Uma forma adequada de descrever a regiao além do horizonte é considerando as trans-

formagoes de Kruskal expressas nas coordenadas

1
U= ——e ™ 6.11
U K:e ( )
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e
1
T=—e™ 6.12
7=, (6.12)
de modo que
(i
= (sT) (6.13)
K
e
n(s
p = 20O (6.14)
K
Percebemos também que
du = e™du (6.15)
e
dv = e "dv. (6.16)

Das equagoes (6.15) e (6.16), imediatamente encontramos que o elemento de linha
(6.10) pode ser reescrito como
A
ds® = =e"" ) dudy. (6.17)
r
Agora inserindo o valor de wu expresso pela equagao (6.8) e o de v expresso pela
equagao (6.9), respectivamente, nas equagoes (6.11) e (6.12) reescrevemos a equagao (6.17)

acima como

A .
ds* = —e " dudv. (6.18)

2
No entanto, a rela¢ao (3.6) estabelece que
2 2

(8 r—
rf=r4+——1In(r—ry) -
ry —T- ry —T-

In(r —r_),
além disso, as equagoes (3.1)
(re =M+ V2P =Q?)

e (4.20)

(1 = (2 = @) /2(M + V27 = Q) ?)



conjuntamente estabelecem que

7
ry —T_
K= : (6.19)
2r%
o que permite nos simplificar o expoente —2kr* da seguinte forma:
* <T+ — T—) 7"3_
—2K1" = — 2Kkr — 2 27 (i) In(r —ry)
Lol TR ) (6.20)
n(r—r_ .
2r2 (ry—ro)
2
=—2rr —In(r —ry) + < In(r —r_)
Ty
ou

2

—2kr" = —2Kkr + In (r—r)m

(r—ry)

Desta maneira,

(6.21)
2
—2KT* (T B T—)H —2kKT
= 6.22
Y 022
Este traquejo permite-nos reescrever o elemento de linha (6.18) como
2
Alr—r )%
ds* = —= i (6.23)
2.
Mas, relembrando também que

A=(r—ry)(r—r)

(pela equagdo (2.67)) o elemento de linha (6.23) pode ser reescrito como

M

3
|

P e [

. dudv,
r (r—ry)
ou, mais simplificadamente, como

4+

(6.24)

2
1 L+
ds® = ——(r—r_) e 25T .
r

(6.25)

Deste modo, percebemos que a métrica de Kruskal é conformemente plana. Isto
implica que a acao e as equagoes classicas de campo para um campo conformemente
acoplado no sistema de coordenadas de Kruskal tem a mesma forma das equacoes obtidas

pelo sistema de coordenadas de tartaruga. Sendo assim, a solu¢ao geral para o campo
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~

¥(u,v) = A(u) + B(v). (6.26)

Notemos que as definigoes (6.11) e (6.12) sao similares as definigoes (5.42) do sistema
de coordenadas proprias do observador uniformemente acelerado. A analogia formal seré
a mesma se fizermos a — k. Um observador em queda livre tem aceleracao proépria nula,
enquanto, um observador em uma posicao espacial fixa relativa ao buraco negro deve

observa-lo com uma aceleracao propria constante diferente de zero.

Recapitulando: o sistema de coordenadas de Kruskal representa as coordenadas de um
observador localmente inercial, enquanto o sistema de coordenadas de tartaruga representa

o sistema de coordenadas do observador localmente acelerado.

Expostas as analogias entre a matematica relativas a estes dois efeitos nao é dificil
perceber que o resultado obtido para a temperatura do buraco negro sera [56]

K

Ty =—.
H 2

(6.27)

Ty é a chamada de temperatura de Hawking. A obtencao desta temperatura nos diz
que um buraco negro emite radiacao, também chamada de radiagao de Hawking, que
é proporcional a gravidade superficial « (9, 10, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 34, 35, 46].

Note que para o caso do buraco negro de Reissner-Nordstrom extremo, M = |Q)|, a
gravidade superficial é zero, o que implica em, além de apresentar uma singularidade nua,
conforme observamos no capitulo 4, apresenta também uma temperatura zero, expressa-
mente proibida pela lei zero da termodinamica. Estreitando ainda mais o elo entre estas

teorias.

Por fim, perceba também que a quantidade x, do mesmo modo que alcancada na
seccao 4.1 pode ser alcangada para os outros tipos de buracos negros. Ou seja, a féormula
encontrada para esse caso trata-se de uma férmula generalizada para os demais casos.
De modo que podemos também generalizar o resultado obtido acima para as demais

formulacoes de buracos negros.
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6.2 RELACAO ALTERNATIVA ENTRE O EFEITO
UNRUH E O EFEITO HAWKING

O efeito Unruh foi obtido na tentativa de um melhor entendimento do efeito Hawking,
entretanto eles possuem naturezas diferentes. Como j& ressaltamos em outras oportuni-
dades, eles ocorrem em espacos-tempo distintos e descrevem fenémenos completamente
distintos. Todavia, nesta secdo tentaremos mostrar uma certa familiaridade, além da

familiaridade matematica, entre estes dois efeitos.

Consideremos, entao, um observador estatico O, em r; > r, fora do buraco negro de
Reissner-Nordstrom. A aceleragao desse observador sera relativamente alta se comparar-
mos dimensionalmente com o raio de Schwarzschild! (veja o capitulo 4, 14 esta mostrada a

forma de medir essa aceleragao) e por isso para ele esse raio sera aproximadamente plano.

Iremos assumir, de forma crucial, que o estado quantico do campo escalar 1) é o mesmo,
tanto no vacuo de Minkowski como visto pelos observadores em queda livre préximo ao

buraco negro. Assumir isto é razoével, uma vez que o horizonte nao é uma barreira local?.

Entao um observador estatico terd a mesma percepcao que um observador com ace-
leracao constante em um espago-tempo plano, e, com isso, detectard uma radiacao de

Unruh com temperatura de [18]

ay
T, =— (6.28)

2
Agora consideremos um observador estatico no infinito, ou a uma distancia ro muito
grande se comparada ao raio de Schwarzschild. Neste caso a curvatura do espago-tempo

nao pode ser negligenciada, de modo que nao ha razao para esperar que ele perceba uma

radiagdo com temperatura as/2m, onde ay seria eventualmente a aceleragao em ry [18|.

Entretanto, imagine que se o observador O; mede a radiagao préximo ao horizonte e
envia a informagao do valor medido para o observador em ry, esta informacao chegaré a

O,, mas, com um determinado fator de desvio para o vermelho associado.

Este raciocinio ¢ analogo ao discutido na secao 4.1 quando calculamos a gravidade
superficial k. Para termos uma melhor clareza disto, aproximemos o observador O, do
horizonte de eventos, r; — 7, e 0 observador O afastemos ao infinito, rs — r(00). Deste

modo, por meio desta aproximagao concluimos que a aceleragao medida pelo observador

1O raio de Schwarzschild é um conjunto de raios de curvaturas préximas ao horizonte do buraco negro.
2Um observador em queda livre ndo percebe nada de especial ao cruzar o horizonte.
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O, sera exatamente a gravidade superficial k, e assim, a temperatura medida por ele sera

justamente

Ty= 2" (6.29)
2

Que é exatamente a temperatura de Hawking:

Ty =Ty (6.30)

Com isso, chegamos & construgao do “aparelho medidor” de radiagao de Hawking por

meio do efeito Unruh.

6.3 EUCLIDIANIZACAO DA METRICA E O CAL-
CULO DA TEMPERATURA

A ideia de uma aproximacao Euclidiana para a gravidade quéantica foi proposta por
Hawking e Gibbons em 1977 [46].

Por essa aproximacao, dada uma métrica de um buraco negro estatico, existe um
método elementar de calcular sua temperatura. O ponto chave é lembrarmos que um

sistema com temperatura
T=p" (6.31)
é periodico no tempo Euclidianizado
T =1t (6.32)

com periodo S [33].

Agora, lembremos que a fungao de partigao da termodinamica é dada por [59]
Z = Tr(e "), (6.33)

onde H ¢é a hamiltoniana do sistema [33].

A evolugao temporal de um sistema quéantico ¢ dada por ! [53], e o trago corresponde

a imposicao de uma periodicidade S no tempo Euclidiano.

Uma maneira interessante de examinar as proximidades do horizonte de um buraco
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negro é fazendo a substituicao:
r=ru(l+p), (6.34)

onde ry é o raio do horizonte.

Para Reissner-Nordstrom,

TH =T, (6.35)

Em termos destas substituigoes (6.32), (6.34) e (6.35) a métrica de Reissner-Nordstrom
fica:

P (R P A e

dp® + 12 (1 + p*)2d0>. 6.36
i 2E T Ty ) (6:36)

Deste modo, para analisarmos a vizinhanca do horizonte iremos expandir p em torno

de zero. Isso nos fornecera a métrica (6.36) da forma:

ro—1r_ 493
ds* ~ = 2472 + ——* 40?4+ r2dQ? 6.37
S T+ p T + (7”+ . T_)2 p + T+ 9 ( )
ou
2 47& 2 o [((ry —r_)dr ? ry —7T_— 2

ds® ~ — dp” +p 572 + " ao’ |, (6.38)

+ - T +

Veja que
—r_)dr\?

ds? = dp? 4 (e )T 6.39
s*=dp” +p 27 : (6.39)

¢ justamente a métrica euclidiana do espago-tempo de Rindler e serd um plano em coor-

denadas polares se tomamarmos a identificacao periddica

27
27“_%
ou seja,
4 2
g= (6.41)

e —r_
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Desta forma,

re—r- K
T=_"__=- _ 6.42
4mr? 2m (6.42)

Este método é elementar para os demais buracos negros.

6.4 SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA GENE-
RALIZADA

Retomando a discussao do capitulo 4, Bekenstein foi o primeiro a propor a correlacao
entre as leis da termodinamica e a lei da mecanica dos buracos negros. A respeito da
relagao entre o teorema da area e a reducao da entropia do universo, ele propds uma

generalizagao para segunda lei da termodinamica.

A entropia generalizada S’ foi definida por Bekenstein como sendo a soma da entropia

ordinaria, S, da matéria de fora do buraco negro com a entropia do buraco negro [46, 55]|.
S'=S+ 5. (6.43)

E a segunda lei generalizada da termodinamica dizendo que a entropia total do

Universo nunca decresce com o passar do tempo [46, 55].
AS" > 0. (6.44)

Essa segunda lei generalizada da termodinamica, em outras palavras, afirma que em um
sistema fechado, a entropia contida na matéria ordinaria somada aquela na forma de

buracos negros nunca decresceria.

Apesar de a segunda lei da termodinamica ja ter sido testada e confirmada exaustiva-
mente, sua versao generalizada tem sido apenas confrontada com experimentos mentais;
afinal, nao temos nenhum buraco negro disponivel para usarmos em experimentos diretos.

No entanto, todos os indicios tedricos apontam para sua validade [6].

Para determinarmos a férmula que representa a entropia Sp partiremos da seme-

lhanca, ja enunciada no capitulo 4, entre as equacoes:

SiAA _ AM —QAJ (6.45)
T
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TAS = AE — PAV, (6.46)

onde a primeira representa a primeira lei da dindmica dos buracos negros e a segunda a

primeira lei da termodinamica [57].

Agora é s6 interligar que

Ty — 22 (6.47)
2
para encontrarmos que
A

considerando, também, que a massa M tem dimensao de energia F.

Para uma apresentacao completa da férmula da entropia recuperaremos as constantes,

de modo que a equagdo (6.48) ficara ser reescrita como [46]:

3
5'=:jégﬁf4, (6.49)

onde k é constante de Boltzmann, ¢ é velocidade de propagacao da luz no vacuo, G ¢é a

constante gravitacional newtoniana, e A é a constante de Planck h dividida por 2.

Para um buraco negro D-dimensional a entropia pode ser escrita formalmente como

[9, 33, 37, 35, 46]

A

S=—
iGp’

(6.50)

onde Gp é a constante de Newton D-dimensional.

Estes resultados implicam em indagacoes que ainda necessitam de respostas. Por
exemplo, nao conhecemos a natureza microscopica da entropia dos buracos negros, tam-

pouco, o que poderia estar causando sua “desordem” [6].

Embora existam outras teorias que busquem solucionar essas questoes, a teoria das
cordas é uma forte candidata a respondé-las. Esta teoria ¢ uma teoria de gravitacao
quantica e Maldacena utilizando-a propos uma extensao dimensional dos buracos negros,

resultando em solugdes analogas as solugoes encontradas para branas negras [9, 33, 37, 35].
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho utilizamos alguns dos pilares da Fisica desenvolvidos no século XX
como ferramenta. Especificamente, a relatividade geral e & mecanica quantica. Os estudos
a respeito dos buracos negros classicos possuem solugoes diretas das equagoes de Einstein,
e no caso de buracos negros com cargas elétricas, temos, também, a utilizagao das equagoes
de Maxwell, que sao equagoes relativisticas. Revisamos as leis classicas que descrevem
a dindmica dos buracos negros e percebemos a semelhanca entre elas e as leis usuais da
termodinamica. Quando tratamos da radiacao de Hawking, que é um fenémeno quéantico
que descreve a emissao de particulas por buracos negros, utilizamos a teoria quantica de

campos, ferramenta muito importante para diversas areas da fisica.

Analisamos as solugoes de Reissner-Nordstrom, e no presente trabalho explanamos
a matematica envolvida de forma detalhada. Fizemos uma anélise das condi¢oes onde a
métrica diverge, os casos onde a massa do buraco negro difere do valor numérico da carga,
e os casos onde estas grandezas possuem a mesma magnitude. Esses casos sao conhecidos
como nao-extremos e extremos, respectivamente. Generalizamos, também, essas solugoes
para cinco dimensoes. Concluimos que isto é relevante pelo fato de que uma das mais
promissoras teorias que propoe a unificacao da teoria da relatividade com a mecéanica
quantica, a teoria das cordas, tem ligacao direta com as solugoes estendidas para cinco
dimensoes, conforme observou o fisico tedrico argentino Juan Maldacena em sua tese de

doutorado no ano de 1996.

Percebemos que as teorias que descrevem os buracos negros evoluiram. A esse respeito,
retratamos alguns dos principais protagonistas que contribuiram para essa evolugao, desde
Schwarzschild, Penrose, entre outros, no entanto, enfatizamos os trabalhos de Reissner,

Nordstrom e Hawking.

O evento mais notério que contribuiu para a evolugao da forma como se “enxergava’”
os buracos negros foi a descoberta feita por Hawking de que eles irradiavam. Isto re-

volucionou a ideia classica de que buracos negros eram “indestrutiveis”. Com essa nova
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interpretacao surge a ideia de que outras propriedades termodindmicas também eram

cabiveis aos buracos negros. Neste trabalho fizemos uma breve explanagao sobre isto.

Desta forma, esta dissertacao contribuiu significativamente para a minha formagao
profissional, possibilitando-me a capacidade de buscar ferramentas necessarias para que
possa futuramente engajar em pesquisas eminentes e necessarias para as etapas de espe-
cializacao subsequentes a esta, além de possibilitar-me uma melhor formacao para atuar,
também, como professor, minha formagao original, em niveis mais avangados de formagao.
Em sintese, este estudo faz uma revisao bibliografica que possibilita a capacitagao para
o manuseio de técnicas avangadas de matematica e um significativo aprofundamento em

conceitos fisicos que formam uma das bases de estudo da Fisica na atualidade.
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APENDICE A - FORMA COVARIANTE
DAS EQUACOES DE
MAXWELL NO
ESPACO-TEMPO PLANO

A principio definiremos as densidades de carga e corrente, conforme é definido em
[16]. Supondo que nosso sistema de particulas é dado pelas posigdes x,(t) e carga e,,

definimos a densidade de carga e de corrente, respectivamente, como

J(z,t) = Z end>(z — 2,(t)) (%Ugt(t), (A.1)

n

e(z,t) =) end®(x — z,(t)). (A.2)

n

Onde §* é a funcao Delta de Dirac em 3-dimensoes, definida pela seguinte afirmacao:

/ P (@)@ — ) = (). (A.3)

Assim podemos escrever J e € em forma de um tnico quadrivetor J* fixando
J' =¢, (A4)

I =Y 6,8 (x — aa(t)) %gt(t). (A.5)

0

o (t) = t, podemos escrever (A.5) como

Ressaltando que em nossa notacao x

Jo = / dt'y " endt(x - mn(t/))a%t(,t,). (A.6)
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A diferencial dt’ pode ser substituida pelo intervalo invariante dr, assim a equacao

(A.6) fica

Jo = / dr 3" enb (@ — (7)) ang) . (A.7)

Essa é a corrente escrita como um quadrivetor. Note que a componente temporal repre-

senta a densidade de carga e a componente vetorial representa a densidade de corrente.

As correntes e cargas satisfazem uma equacao de conservacao conhecida como equacao

da continuidade!. Vamos ver como essa equacao aparece no formalismo de quadrivetores.

Considere
7, 9 da, (t)
V- J(x,t) = [Zenﬁxié (x—xn(t))] p
5 dx! (t
- ;ena : [(5 (x — x,(t)) dt< )} "
0 [ dz?, .
= "D [5 (x — x, (1)) dt}
==Y entr 8 = alt)
Logo
V~f(m,t)—|—%e:0 — %JO‘:O (A.9)

Com isso podemos perceber que a equagao de continuidade (conservagao de corrente)
pode ser escrita na notagao de quadrivetores como um escalar de Lorentz e portanto é

preservada sobre transformacoes de Lorentz.

As equacoes de Maxwell? para um campo elétrico E ¢ um campo magnético B pro-

duzidos por uma densidade da carga € e uma densidade de corrente J sao

V-E = ¢ (A.10)
B = = A1l
V x BT +J, ( )
V-B = 0, (A.12)
n 0B
E = —=—. Al
V x oy (A.13)

Wide [27].
2As equacbes de Maxwell estdo escritas no Sistema de Unidades CGS.
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Podemos definir o tensor F'*? onde F*® = —F#® (antissimétrico) como
FOO FlO FQO FSO 0 _El _E2 _ES
FOI Fll F21 F31 E 0 -B B
FaB _ = ! ’ ’ : (A.14)
FOQ F12 F22 F32 E2 B3 0 _B1
F% F13 p2 s Es =By By 0

Considere a equacao covariante

0
% op = —JB (A15)
Em termos dos campos E (§ é, temos que
80 FOO FlO FQO F30
i af _ 81 FOl Fll F21 F31
oxre Dy F02 pl2 p22 32
83 FOS F13 F22 F33
(A.16)

—01 By — OaFy — O3 F3
OoE1 — 02 B3 + 03B,
OoFs — 01 Bs — 03By
OgEs — 01By + 0o B4

ou,

Ry 7 R

(Y (A.17)
Oz 0,Fy + (V
(V

Temos também que,
JP = : (A.18)

Ou seja,

V-E=c¢ (A.19)
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(Vx B)=J-2 (A.20)

Com isso, reproduzimos as equagoes de Maxwell (A.10) e (A.11).
Agora mostraremos como escrever as equagoes (A.12) e (A.13) na notagao covariante.
Primeiro definiremos os simbolos de Levi-Civita® ¢**?° como

+1 sea, B, 7, 0 sao permutagoes ciclicas de 0, 1, 2, 3;
P ={ 1 sea, B, 7, d sdo permutacdes nio-ciclicas de 0, 1, 2, 3; (A.21)

0 para quaisquer indices iguais,
onde «, 3,7, variam entre 0, 1, 2 e 3.

Escrevemos agora o tensor F,5 como:

Foi = noonsi F* = —F",
Fy5 = 1haliss P’ = N . (A.22)
Fii, = njjnut’" = FI7.

Desta forma

1 ..
§€mijk " (A.24)

para os indices ¢, j, k variando entre 1, 2, 3.
Notemos agora que
0
604575 8$ﬁ N = O <A25)

¢ a equagao que descreve as equagoes (A.12) e (A.13).

Formalmente temos em (A.25) quatro equagoes. A primeira é

eomﬂwé =0 =

Oxh
EOijkgpvjk -0 — (A.26)
0 g
g7 (€7 Fu] =0
Mais precisamente
%Bi:0z>v-§: . (A.27)

3Estes simbolos estdo definidos em [16, 27, 58].
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As outras trés equagoes sao

! . d 0 a0
6mO]k@P}k + GmIOk%FOk + Emljoﬁﬁvjo + Emzjk@ ik = 0
;) v O % 0
_EOm]k@ijk - eomlk%FOk 4 Gomlk@FkO =0
N v O % 0
__mjk o omik o mik 7 _
‘ 8x0ij © ori Fo —e OxJ Fro=0
0 4 0
Emjk@ jk + 2€mlk%F’0k =0 <A28)
@(E ijk)-l-QE @Fokzo
9 0
Q—Bm 9 mlk—.E =0
a0 o A
0B, =

Em notacao vetorial podemos escrever

B q
%f+VxE:0 (A.29)

Mostramos assim como as equagoes de Maxwell podem ser escrita de forma covariante

OuF*P = —J°,

(A.30)
ea‘”é@@ng =0.

Assim o eletromagnetismo é uma teoria relativistica sem nenhuma alteragao adicional e

o formalismo de quadrivetores permite deixar esse fato explicito.
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APENDICE B - CALCULOS EXPLANADOS
DA ACAO DE
EINSTEIN-MAXWELL

O método do perincipio de minima agao é uma ferramenta extramamente importante
na Fisica. Em nosso caso especial, iremos detalhar as contas contidas no Capitulo 2. O

principio de minima agao aplicado na equagao (2.1) nos fornesse

55 = —— [ s {V=g[R~ FF™)}
v (B.1)
= 1oz [ ' {(0V=9) [R = FuF™| + V=g [(0R) — (6F.F™)]}

. Conforme propusemos uma explanacao detalhada do método utilizado, iremos desenvol-
ver os deltas do integrando da equagao. (B.1) separadamente. Primeiro iremos resolver o
termo (04/—g). Para resolugao de tal termos, requer-nos que lembremos previamente da

propriedade matematica que diz que

In(det A) = Tr(A), (B.2)
sendo assim,
6[lng] = 6[Tr(Ing,,)] (B.3)
971(59) = g/W((EgW)’
logo,
(0g9) = 919" (0guw)] - (B4)

Também, é muito facil perceber que

5g,uz/ - _guvguu((sg“l/)' (B5)
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De posse destas informagoes podemos calcular nosso (§/—g) da forma

(05=39) =~ = (0v=0)

X (B.6)
= —5\/—_gguu (6g").

O delta que resolveremos agora ¢ o (0R), este, entretanto, é trivialmente resolvido, tendo

em vista que

(OR) =0 (9" Ryw)
= (09") Ry + 9" (0Rw).

(B.7)

Agora resta-nos, apenas, a resolucao do delta acossiado ao termo de Maxwell da acao.

Note que

(OFuw F"™) = Fu ™ (59" g™)
= FLu " [(0g")g" + 9" (69™)]
= 2F,, F" " (69" (B.8)
= 2, F) (0guv)
= 2F,, F) (0guv).

Substituindo as equagoes (B.6), (B.7) e (B.8) na agao (B.1) teremos:

1 1
55 = 15 [ o {5 R = Fur 4 - Fur b g0
167 2
1 (B.9)
Y
Tigr J 4w 97 ORw).

O termo (6R,,) é uma derivada total, logo néo contribui para a acdo. Com isso, a
equagao (B.9) pode ser re-escrita sem seu ultimo termo, entao as equagoes de movimento
para a agao (B.1) sdo

1 1
_§guuR + §QMVFM,/F“V + RHV - QFMPFli) =0. (BlO)

Onde podemos identificar o tensor de Einstein G, como

1
G;w = R;u/ - §guuRa (Bll)
(§]
1 o 1 o
T;w = E Fupr - Zg;wF;wF ) <B12)

como o tensor de Maxwell do eletromagnetismo.
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Para encontrarmos as equacoes de movimento para o eletromagnietismo utilizando o
mesmo método basta trocarmos o foncional (isto é um presuposto do principio de Euler-
Lagrange [12, 13]). Nesse caso, o fucional que utilizaremos na acao (B.1) serd § = 6/0(0A,,)

e 1sso nos fornessera:

05 = 1; d*z0 {\/=g R — F.,F"]}
T (B.13)
4 %
m d'w/=g = (5F, F™)]

Teremos, entao, provindo da equagdo (B.13) o tnico delta ndo-nulo dado no seguinte

calculo:

(6F,,)F" = (§V, A, — 6V, A,)F"

=V, F*¥ -V, F"" (B.14)
=2V, F".
Desta forma, como
08 =0, (B.15)

as equagoes de movimento obtidas da equagao (B.13) serao:

vV, F* =0, (B.16)
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APENDICE C - CALCULO TENSORIAL

Como pode ser visto em [58, 60| a diferenciacdo de um campo escalar é um vetor,
entretanto nem sempre a diferenciagdo de um campo vetorial ou um campo tensorial
resulta em um tensor. Para verificar essa afirmacgao considere a transformacao da derivada
parcial de um vetor contravariante V* dada por

8;‘/,“_891;" 0 (ax'ﬂw)

-9z 9z'e \ Oz
o ou, 0
9z dxr ° ox'” 0xPOx°

(C.1)

p

Veja que a apari¢ao do tltimo termo desta equagao mostra claramente que a derivada

parcial de um vetor contravariante nao é um tensor.

Para calcularmos uma derivada precisamos subtrair vetores associados a pontos dife-
rentes do espago. Diferentemente do espaco plano, em um espago curvo vetores em pontos
diferentes nao pertencem ao mesmo espaco vetorial e por isso nao existe nenhuma nocao
natural de como subtrai-los. E necesséria a inclusio de uma nocao de transporte paralelo
para que esses vetores sejam colocados no mesmo ponto, observe isso através da defini¢ao
formal de derivada em um espago Euclidiano de M componentes de um campo vetorial

V = Vte, com respeito a x*:

i I v v R VY v
ove lim V(o av 4+ AzY) L) V(...,x,...)‘ (C.2)

Ox’  Azi0 Azxv

No numerador de (C.2) consta uma subtragao e é exatamente essa subtracao a responsével

pelo termo extra na equagao (C.1).

Para solucionar esse problema necessitamos introduzir um conceito de derivada para
tensores. Introduzimos entao o conceito abordado em [60] de derivada covariante V,V#

de um campo vetorial V* definida por

V,VF=09,VF4+Th VA, (C.3)
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Os simbolos I'Y\ sao o que chamamos de conexao. A conexao é o termo que carrega as

informagoes do vetor durante o transporte paralelo.

Tendo definido a derivada covariante de um vetor contravariante, definiremos a deri-

vada covariante de um vetor covariante como
A
v.U, =0,U, — FWU,\. (C4)
Para um tensor misto T;j a derivada covariante é definida como

v __ v v A A v
VT =0,TY + T%T> T\ T". (C.5)

E conveniente que definamos uma conexao compativel com a métrica sob a qual essa
é constante. Ou seja,
V,/g,,,\ =0. (06)

Primeiro considere as equagoes

0= Vugp)\ = augp)\ - ngga)\ - FIC/Y)\gpou (C7>
0= vpgy)\ = apgu)\ - nggoc)\ - Fg)\guon
0= Vg =00 —1%,90p — I'S,9va- (C.9)

Veja que se fizermos a soma de (C.8) e (C.9) e subtrairmos por (C.9) teremos

Ovgpx + Opgur — OnGup = +17,gax + L'\ Gpa
+ 1,90 + T'H\Gva
= 5009 = T5y000 (C-10)
= 9o (I, +T75,) + 9ap(L70 = T%) + 9 (T, = T7,)
= 2g,,I%,.
Na pentltima linha impomos adicionalmente a simetria da conexao I}, = '} com res-

peito aos dois indices inferiores. Os segundos e terceiros termos entre parénteses apos a

igualdade se anulam e temos finalmente:

1
Iy, = §9M(augpx + 0pgur — O\Gup)- (C.11)

A conexao nao necessariamente deve ter essas caracteristicas, entretanto essa imposicao

a caracteriza como os Simbolos de Christoffel I}, e a chamamos de conexao afim.

Utilizando o fato de que a derivada covariante se transforma como um tensor podemos
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obter a transformacao da conexao, que evidentemente nao pode se transformar como um

tensor:
ox? ox’ Oz . 0P Oz O*a™

(et y g . C.12
Ha T ggre Gk 9 M Jate 9t QP ( )

A atuacao de V, em um produto direto de tensores ¢ dada por
VulAPBY) = (VW AD)BY + AL (V. BY). (C.13)

Isto é uma generalizacao da féormula de Leibniz.

Um fato importante de derivadas covariantes é que o delta de Kronecker é constante.

Observe:
V.05 = 0,05 + széi — FZQZ

(C.14)

Em decorréncia disto, veja o que ocorre com a contracao de indices. Primeiramente,

considere um tensor misto AZ, a derivada covariante dele é

VAL = 0,AL + TV, Ay — T A (C.15)

jz wptpo

vemos que (C.15) é similar a (C.5), entretanto, se considerarmos a contra¢ao AY, teremos
VWA = 0,A, + TV, A) — T AY = 9, A7 (C.16)

A relagao que este fato tem com (C.14) é que podemos provar isso usando o fato do delta

de Kronecker ser constante, conforme podemos ver:
VA, = V(A7)
= (V. A7)o) + A7 (V,.67) (C.17)
= VM(AZ(%’).
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APENDICE D - CURVATURA

Analisaremos neste apéndice o carater geométrico envolvendo as derivadas covariantes.
Primeiramente, vide 22|, considere um paralelogramo infinitesimal pgrs possuindo as
coordenadas {x*}, {z# + ¢}, {a" + ¢ + d"} e {a* + §"}, respectivamente, alem disso,
€' e o sao infinitesimais. Consideremos o deslocamento ao longo da curva C' = pqr e
da curva C" = psr (veja a figura 10). Podemos calcular a variagao Vclff — Vé” , para isso,

primeiro veja que

/ VC’(')

Figura 10: Um vetor V) em um ponto p é transportado paralelamente ao longo das curvas
C'e C" até um ponto r resultando em um vetor V() e outro vetor Ve (1), respectivamente
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VE(q) = VH(p) + V. VE(p)e,
VEq) = VE(q) + V. VE(q)o".

Substituindo a equagao (D.1) na equagao (D.2) teremos,

VX (q) = V*(p) + VLV (p)e” + V,VH(p)8” + V,V,VH(p)e?s”.

Analogamente

VA (r) = VE(p) + V,VH(p)§” + V,VF(p)e’ + V,V, V¥ (p)se".

Logo
VE(r) =VE(r) = (V,V, = V,V,)i%e.

(D.4)

(D.5)

Veja que o termo entre parénteses da segunda parte de (D.5) é o comutador [V,,V,] e

isso nos instiga a definirmos curvatura em termo deste comutador, ou seja, a curvatura

¢ uma medida da falha em vetores, transportados em um caminho fechado se voltarem

paralelos a si mesmos.

Calculemos entao

V., V, VP =V, V,V* —V,V,V".

Analisemos a equacao (D.6) por partes: primeiro vejamos V,V,V?:

Vu(V,VP) =0,(0,V° +T0,V?)
+ T2, (0,VP + TV
—T2,(0.V7 +T0, V).

Em seguida vejamos V,V ,V?:
Vo (VuV?) =8,(9,V° +T0,V?)
+ T2, (B, VP + TV
—T5,(8aVP +T0, V).

(D.6)

(D.7)

(D.8)
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Desta forma substituindo os valores de (D.7) e (D.8) na equagao (D.6) encontraremos

[vm Vv, Jv* :8M(F£/\V/\) - 8V(FZ>\VA)
+ Fﬁaﬁyva -1°.,0,V*®

(D.9)
+ 0 Lo VA T0, DoV
:(aurlp/)\ - 8VFZ)\ + an 3)\ - Fllioz 3/\)‘//\'

O lado direito da equacao (D.8) é o que chamamos de tensor de curvatura de

Riemann-Christoffel. Que pode ser reorganizado para

A A A A A
RUW =0, — c%l“(m + Fupfﬁg - FVPFZU. (D.10)
Podemos definir entao
Rogrs = gaARgm- (D.11)

As simetrias desse tensor sao

Rogrs = —Rapsr (D.12)
Rogrxs = —Rpaxs (D.13)
Ragrs) = 0 <= Rapas + Ragpa + Raxep =0 (D.14)
Roprs = Risap (D.15)

Segundo [21] tensor de Riemann permite definir um tensor bastante importante em
relatividade geral, estamos falando do tensor de Ricci. O tensor de Ricci ¢é definido

como a contragao do tensor de Riemann com ele mesmo, observe:

R, =R) (D.16)

(TN

Onde tensor de Ricci R, é simétrico, ou seja,

RVM = R,uu~ (D]_?)

Assim, para n = 4 (ou seja, os indices variando entre 0, 1, 2, 3) teremos o tensor de
Ricci com 10 componentes independentes. O tensor de Riemann-Christoffel por sua vez
teria n* = 256 componentes independentes mas as condicoes de simetria acima expostas

. 1/122 .
vinculam esse tensor para ter apenas /T (n2 — 1) = 20 componentes independentes.

A contragao do tensor de Ricci com a métrica nos fornece o escalar de Ricci ou
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escalar de curvatura. Observe:

R=g¢"R,,. (D.18)
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APENDICE E - ALGEBRA TENSORIAL

Tendo um campo vetorial V' como sendo expresso em uma base genérica de vetores
ey, ou seja,

V =Vte,. (E.1)

Se considerarmos um vetor #* tangente a uma curva sob transformacoes de coordenadas

temos
ox'*

oxH

que é uma familia de vetores contravariantes. O termo contravariante significa que os

B i = Sk (E.2)

indices estao posicionados na parte superior do termo que expressa o vetor.

Uma base natural para os vetores V' é 9/0z", que sempre geram vetores tangentes a
curva. Agora podemos pensar em vetores como operadores diferenciais de primeira ordem,

via correspondéncia

Vi = V =V*H0,. (E.3)
Objetos que se transformam como operador de derivagao

0 dz¥ 0

Oz Ox'm Ox'w

(E.4)

sao chamados de vetores covariantes.

Em posse destas informacoes mostraremos qual a forma da transformagao de vetores

utilizados pela geometria diferencial.

O primeiro exemplo é de como se transformam funcoes escalares. Considere a funcao

f sob a transformacao de coordenadas z# — x'*:

f'(@) = f(x). (E.5)

Isto implica que fungoes sao invariantes quanto as transformagoes de coordenadas e essa
é a primeira face das transformacoes de coordenadas utilizadas na geometria diferencial

que a partir de agora chamaremos apenas de transformacoes.
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Definimos entao objetos que transformam os vetores contravariantes V*:

ox'+
Vit = —V", (E.6)
oxV
Vetores covariantes diferem simbolicamente dos vetores contravariantes pela po-
sicao do indice que é posto na parte inferior, e sao objetos do tipo U,, apresentando,
também, uma transformacao de coordenadas que é o inverso da transformagao de um
vetor contravariante, e é dada por
o ox”

w gV

(E.7)

(compare com a equagao (E.5) e observe a posi¢ao dos indices). A derivada de uma fungao

f dada por U, = 0,,f ¢ um exemplo de um vetor covariante, cuja transformacao ¢

ox

O @) = 0] ). (E8)

Tensores sao objetos que se transformam como produtos de vetores contravariantes

e vetores covariantes.

Podemos considerar o caso do tensor A,, cuja lei de transformacao é

B 0x° Oz’

CQxe Qv

Al () (E.9)

Podemos perceber que esse objeto se transforma por meio do produto de dois vetores

covariantes. Assim, A,, é um tensor covariante de posto 2.

Os tensores contravariantes de posto 2 sao definidos como os que se transformam
como produto de dois vetores do mesmo género. Observe o exemplo do tensor B*” que é
descrito pela a transformacao

ox'™ 0z’

B/p,l/ —
0x® OxP

B, (E.10)

A métrica g, é um tensor covariante de posto 2 e se transforma de forma idéntica a (E.9)

e sua inversa g"” se transforma como (E.10).

Existem também tensores formados pelo o produto de vetores contravariantes e vetores
covariantes, estes sao chamados de tensores mistos e sao representados por

WP
o oz OxP
v oxe Ox'v P’

(E.11)

Lembrando que em todos os casos nosso sistema pode ser formado por ¢-vetores contra-
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variantes e p-covariantes e o calculo é feito através da regra da cadeia da derivada. Note
que se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas ele se mantera nulo em quaisquer

outros sistemas de coordenadas.

Um tensor misto de grande utilidade é o 0 de Kronecker:

1 pu—
o = { H=r (E.12)
0 u#w.

Observe que ele se transforma como um tensor:

0 Hoyplv 10 plht
H@x ox o0x'P Ox _ 5 (F.13)

v oxk Or'c  dxk Ox'c 7

Podemos fazer as seguintes operagoes algébricas com tensores: podemos somaé-los,

multiplica-los e contrai-los. A adigao de tensores ocorre da seguinte maneira:
Al 4+ B = (Y. (E.14)

Note que os tensores devem ser de mesmo posto. Também podemos fazer o produto direto

dos tensores A* - B¥. A contracao de uma maneira geral é dada por
14 v

B, = Al
_Oa'* Qxr O,
T 90 Gyl Gyl P
o (£.15)
v o eo
Oz
= 5B,

Um exemplo particular de uma contragao é o produto escalar de um vetor contravariante

e um vetor covariante que resulta em um escalar.



