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Resumo

Neste trabalho, aplicamos o reescalonamento tipo ao de Hofava-Lifshitz para reescrever algumas te-
orias eletrodinamicas de altas ordens derivativas que violam a simetria de Lorentz, controladas por qua-
drivetores: (n,)s que determinam dire¢oes preferenciais no espago - tempo. As equagdes de movimento
foram obtidas, através das quais analisamos as relagdes de dispersdo modificadas em conjunto com os re-
sultados observacionais das experiéncias de explosdo de raios gama (GRB). Os limites do expoente critico
foram discutidos a partir dos dados dos GRBs através de cdlculos de grau de polarizacao (usando operador
de dimensdo-cinco) e de atraso temporal (usando operador de dimensao-seis) nas propagacdes dos fétons.
As implicagdes fisicas foram comparadas com recentes resultados da literatura sobre limites da quebra da

invariancia de Lorentz via GRBs.

Palavras-chave: Horava-Lifshitz, violagdo da simetria de Lorentz, explosdo de raios gama

vii



Abstract

In this work, we used a Hotfava-Lifshitz scaling to rewrite a high-order derivative electrodynamics that
violates the Lorentz symmetry, controlled by 4-vector (n,)s which determine the space-time preferential
directions. The equations of motion were obtained, through which the modified dispersion relation was
analyzed together with observational results of gamma ray bursts (GRB). The limits of the critical exponent
were discussed from the GRBs values through calculation of degree of polarization (using five-dimensional
operator) and temporal delay (using six-dimensional operator) on photon propagation. The physical impli-

cations were compared with the current results from the literature regarding Lorentz invariance violation

via GRB.

Keywords: Hotfava-Lifshitz, Lorentz invariance violation , gamma-ray burst .

viii



Sumario

Introdugio

1 Extensdo da eletrodindmica com operadores de altas ordens derivativas

1.1 Eletrodindmica com Operadores de Dimensdo-cinco . . . . . ... ... .............
1.1.1 Modeloisotropico . . . . . . . ..
1.2 Eletrodindmica com Operadores de Dimensdo-seis . . . . ... ... ...............

121 Modeloisotrépico . . . . . . . ...

Eletrodindmica em altas ordens derivativas devido ao escalonamento de Hofava-Lifshitz

2.1 Eletrodinamica sob a agdo do expoente critico. . . . . . .. ... L o oL
2.1.1 Modificagdo tipo Horava-Lifshitz no setor do campo magnético . . . . . .. ... ...
2.1.2 Modificagdo tipo Horava-Lifshitz no setor do campo elétrico . . . . . . ... ... ...

2.2 Eletrodinamica com o operador de dimensao-5 sob a acdo do expoente critico de Lifshitz
221 Invaridnciadecalibre . .. ... ... ... ... L L
222 Relagdodedispersdo . . . . ... ... ...

2.3 Eletrodinamica com o operador de dimensdo-seis sob a acdo do expoente critico de Lifshitz .
23.1 InvaridnciadeCalibre . . . .. ... .. ... ... L L oo
232 Relagdodedispersdo . . . . .. ... ... ...
233 VelocidadedeGrupo . . . . .. ... ... ...

Fenomenologia

3.1 Explosdesde RaiosGama . . . ... ... ... ... ... ... ...

3.2 A Birefringéncia entre a Propagacdode Fotons . . . . ... ... ... .. ... .. ..., ..
321 Polarizacadodaluz . . . . . . . . ...

3.3 O Atraso Temporal na Propagagdo entre Fétons . . . . . ... ... ... ... .. .......

331 Atrasotemporal. . . . ... ...

iX



A Equacdo de Euler-Lagrange de altas Ordens Derivativas

B Modelo de Maxwell-Hofava-Lifshitz
B.1 Constru¢dodomodelo . . . . . . . . . L
B.2 EquagdesdeMovimento . . . . . . .. ... L
B.3 O propagador docampodecalibre . . . .. ... ... ... o Lo oo
B.4 Modos de PropagacdodeOndas . . . ... ... .. ... .. .. ... ... ... ...

C Segundo Modelo de Maxwell-Hofava-Lifshitz
C.1 Construciodomodelo . . . . . . .. ..
C.2 Equagdes de Movimento para o segundo Tipo de Reescalonamento . . . . . ... ... ....

C.3 Invariancia de Calibre paraoModelo2 . . . .. .. ... ... .. .. ... .. .. ... ..

Bibliografia

33

36
36
37
39
41

43
43
45
46

46



Introducao

A invariancia de Lorentz (IL), caracterizada pela constancia por transformacdes de rotagdes e boots, é
um ingrediente fundamental do modelo padrdao (MP) o qual descreve de forma precisa, as propriedades
das particulas fundamentais e as interagdes em escalas de energia abaixo de TeV (escala de energia alcan-
¢ada pelo experimento do grande colisor de hadrons (LHC)). Contudo, a ideia de que IL possa ser violada
em altas energias, presumidamente na escala de energia de Planck, Mp ~ 1.22 x 10'GeV/c?, tem sido
uma possibilidade considerada em diversas dreas da fisica tedrica (veja por exemplo, Ref. [1] e referéncias
afins). Neste trabalho em particular, a violagdo da invariancia de Lorentz (VIL) é introduzida através de
operadores de altas ordens derivativas os quais quebram explicitamente a IL. Esses modelos de VIL funci-
onam como teorias efetivas no regime da escala do ultravioleta (UV), e assim, conduzindo a modificagdes
da relagdo de dispersdo para as particulas em altas energias [2] (observar também a Ref. [3]).

O estudo de termos de altas ordens derivativas no cendrio da VIL com teoria efetiva foi inicialmente
proposto por Myers e Pospelov pelo uso de operadores de altas ordens derivativas ao longo de um 4-vetor,
n,, ndo-dindmico que interagem com campos escalares, fermidnicos e de calibre [2]. Para o setor do campo
eletromagnético, temos por exemplo, primeiro a introdugdo de LIV com operadores de dimensdo-cinco e

de CPT-impar (inverte a paridade quando aplicada):
ey — £ e n®F.snYo Fﬂcs 1
(6) = gy | T Faon Oyl (1)

E também, uma construgdo auxiliar com operadores de dimensao-seis e de CPT-par (conserva a paridade

quando aplicada):
5(6) / 4 2
Sy = — d*z F*nyn’ (n-0)"Fy,. (2)
(6) 2MP2’ I Y
onde ¢ e 8 sio parametros adimensionais; a, 3, i, v,... = 0,1,2,3; F,g = 0.,Ag — 0gAq; e FPo —

$e#r“F,,. Escolhendo um simples cendrio pelo qual s6 temos efeitos da LIV sobre os boosts, isto im-
plica que o 4-vetor n,, (que se refere a campo de fundo do modelo) pode se restringir a (n,, = 1,0), o que
nos leva a uma fraca anisotropia no espago-tempo (conhecidos como modelos isotrépicos, veja melhor em

Refs.[4, 5]). A anisotropia € a caracteristica que um meio possui, em que certa propriedade fisica varia com
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a direcdo. Entdo, integrando por partes a Eq.(1) e usando a identidade de Bianchi J|, F3,; = 0, obtemos
S) = 2]\§4p/d4x ek 4; (i@t)szk, ¢k = (Vigk (3a)
(6)

2M2

onde os indices latinos indicam as componentes espaciais, = i, j, k = 1,2, 3, e Fp;, Fjj sdo as componentes

Se) = / d'z FY(i0;)° Fi (3b)
do tensor intensidade de do campo eletromagnético.

Com respeito as dimensdes dos operadores citados, elas sdo definidas com relagdo as dimensdes de
suas derivadas e campos presentes em relagdo a adimensionalidade da acdo cldssica. Podemos tomar
como exemplo o operador de Maxwell F,, F*¥, que possui dimensao 4, pois possuird duas derivadas e
dois campos ambos com dimensdo de massa em (3 + 1) dimensdes do espago-tempo. O mesmo acontece
com os operadores de dimensdes cinco e seis, que possuem esse mesmo termo, com o acrescimo de uma e
duas derivadas respectivamente. O acréscimo na ordem do operador deve ser ajustado com a inclusdo da
massa de Planck M, nos retornando uma estrutura dimensional correta.

Como pode ser visto nas Egs.(3a)-(3b), a invariancia de Lorentz é quebrada em torno da escala Mp (es-
cala de energia que supostamente a quebra da invariancia de Lorentz esteja presente) que pode apresentar
problemas tedricos como também desafios observacionais para tais modelos. Essa teoria pode apresentar
problemas associados com a ndo renormalizagéo tipicos de teorias de altas ordens derivativas. E para lidar
com esses problemas, podemos langar mao de um escala de energia intermedidria que ainda possa manter
a anisotropia entre o espago- tempo, tal como a teoria de campos de Hotava-Lifshitz [6, 7] que consegue
renormalizar teorias que antes eram nao-renormalizdveis. Nessa abordagem, ha uma assimetria explicita
entre a coordenada temporal e as espaciais pela qual a IL é quebrada. Essa assimetria é controlada pelo
expoente critico z, no qual é também chamado de expoente critico de Lifshitz.

O objetivo da dissertagdo é estudar os efeitos do escalonamento de Hotava-Lifshitz sobre os termos
dado pelas Egs.(3a)—(3b) de modo a construir teorias de campos resultante nas quais as suas respectivas es-
calas de energias seja parametrizadas para uma escala intermedidria regida pelo expoente critico z. Nosso
foco principal é investigar os possiveis efeitos fenomenologicamente que poderdo emergir de uma escala
de energia proxima da escala intermedidria, Ag;, ~ 10'°GeV, dado pelo processo de separagdo entre a
comportamento UV-Lifshitz e os efeitos escalas de altissimas energias (uma discussdo na escolha da escala
de energia para Agr, é encontrada por exemplo, na Ref. [8]).

Tomaremos vantagens desse processo para encontrar novos limites sobre os efeitos da VIL ( no com-
portamento UV-Lifshitz) pelo uso de medidas recentes do grau de polarizagdo e atraso temporal ligados
a propagagao de ondas eletromagnéticas devido a eventos de explosdo de raios gama (GRBs). Note que

estudos anteriores (em escalas de altas energias) adotam certas corre¢des para relagdo de dispersdo e atraso
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temporal entre os fétons como um método de se obter limites sobre a VIL através medigdes do grau de po-
larizacdo de GRBs [9, 10, 11] (veja a discussao especifica nas Refs. [12, 13, 14]). Tais trabalhos direcionarao
0s nossos estudos.

Esta dissertacdo é organizada como segue. No Cap. 1, estudaremos os efeitos da VIL sobre a eletrodina-
mica quando sdo adicionados de forma separada os operadores de dimensdo-cinco e de dimenséao-seis na
Lagrangiana de Maxwell. Estudaremos as modificagdes nas equag¢des de movimento e na relacdo de disper-
sdo. No Cap. 2, aplicamos o processo de escalonamento de Horava-Lifshitz primeiro para eletrodinamica
de Maxwell e em seguida na presenca dos respectivos operadores de dimensao-cinco e dimensao-seis, este
altimo desenvolvido pos nés, ambos no regime da VIL isotrépica. Para ambos os casos, analisamos a
consisténcia da invaridncia de calibre e as modificagdes na relacdo de dispersdao. No Cap. 3, estudamos
os limites fenomenoldgicos para os efeitos da VIL, primeiro para o caso de operadores de dimensao-cinco
(usando dados de grau de polarizacdo) e depois para o caso de operadores de dimensdo-seis (usando dados
de atraso temporal na propagagdo de fétons). A fonte de emissdo de radiagdo eletromagnética é devido a

uma especifica explosao de radiagdo gama (GRB). No dltimo capitulo, nossas conclusdes e as perspectivas.



Capitulo 1

Extensao da eletrodinamica com operadores

de altas ordens derivativas

Em resumo, Myers-Pospelov [15] introduzem operadores de altas ordens derivativas, ndo renormali-
zéveis! e quadraticos nos campos que poderao ser adicionados a Lagrangeana da eletrodindmica quantica
(QED) preservando a invariadncia de calibre, porém violando efetivamente a IL (um exemplo, foi o termo
introduzido pela Eq. (1)). Neste capitulo, estudaremos inicialmente alguns efeitos produzidos pelo termo
efetivo, dado pela Eq. (1), sobre a eletrodinadmica classica. Um estudo andlogo seréd realizado para o caso
em que levamos em conta os efeitos produzidos pela extensdo efetiva de dimensao-seis, dada pela Eq.(2).
Para ambos os casos, estudamos as possiveis implicagdes sobre as equagdes de movimento e as relagdes de

dispersao associadas.

1.1 Eletrodinamica com Operadores de Dimensao-cinco

Considerando o termo dado pela Eq. (1), temos que a Lagrangeana da eletrodindmica modificada é
dada na forma
1 §

Eimpar = _EF;LVF“V — MnaFa(;(n . 8) (HBEB(ST)\FT)\) s (11)

que corresponde a um tipo de teoria eletromagnética sobre os efeitos da LIV e mediada por campos cons-
tantes, n,,, acoplados a derivadas. O termo (n - J) sempre serd usado quando houver o (n*9,) por sim-
plificagdo de notagdo. Note também que os parametros £, e Mp ja foram mencionados anteriormente na
introdugdo. Observamos também que a Lagrangiana, Eq.(1.1), é invariante pela transformacado de calibre

U(1): Ay — Al = A + 9.

lesses operadores sdo chamados assim devido sua dimensionalidade ser maior que quatro, logo sendo o menor deles de

dimensdo-cinco.



Considerando agora as equagdes de Euler-Lagrange adaptadas para altas ordens derivativas [16]:

oL oL oL
= Uo - Ca/a a9 A\ 1.2
0A. 0 0(0,A4) 00 0(0,05An) (12)
tal que para a Lagrangeana, Eq.(1.1), obtemos
oL
0A, 0
oL
80m = —0,F°*+ 2]\541)5)0 [n”npapnﬂeﬂ‘sw‘ﬂb)\ — nanpapngeBUQ»‘Fqg)\ ,
oL 13 A\
e = ——>0,0, |20 F\gnfn g7 :
005 55 i) o, 0 20} Py (1.3)
em que resulta na seguinte expressao:
Oy F7% — ]\jp(n -0)’nge P Fyy =0 (1.4)
e pelo uso da identidade de Bianchi 0, Fys + 05 Fioy + 04 Fs = 0. Isto nos leva a
Dre”P*P Fop = 0. (1.5)

onde nos levam as equagdes de movimento da teoria. Note que, a Eq. (1.5) é livre dos efeitos da LIV.
Se tomarmos agora para a Eq. (1.4) os valores para a = i e o = 0 respectivamente, podemos chegar a

um conjunto de equagdes do quais sdo respectivamente:

80F0i + ajFﬁ - ]\jp(n . 8)2(nk26kiojF0j + ngﬁﬁikjﬂk) =0, (1.6a)
0;F% + Mi(n -9)% (% Fy) = 0, (1.6b)
p
e para a Eq. (1.5) obtemos
90"  Fyp.) + 20;(8%% ) = 0, (1.7a)
9 (eY* Fy) = 0. (1.7b)

Lembrando que cada componente usada acima sdo associadas a componentes do tensor eletromagné-

tico F'** expresso por [17]:

(1.8)



A descricao vetorial das Eqgs. (1.6a)—(1.7b) é da forma (para n,, = (ng,1)):

. . 9E 2 o _ =\’ = =

— — 2§ (9 = —d 2_, ﬁ‘_

. . 9B

VXxE+ 25 =0, (1.9¢)
S Boo. (1.9d)

Note que os efeitos da VIL s6 atingem as equagdes de maxwell que admitem fontes externas (Lei de Gauss
e Lei de Ampere-Maxwell). Por outro lado, o grupo de equagdes homogéneas permanece inalterado, como
o previsto.

No sentido de reescrever as Egs.(1.9a)-(1.9d) no espago dos momentos, escrevemos as solugdes dos

campos elétrico e magnético como:

E(x) = E(k) exp(—ik - z),

B(xz) = B(k) exp(—ik - z) (1.10)
tal que
FxB o= —wB—i2% (now+ it B2 x B+ noB), (1.11a)
P
oo 2 L oo 3
k-E = —i—(now+1-k)*i- B, (1.11b)
Mp
kxE = wh, (1.11¢)
k-B = 0, (1.11d)

onde w e k sdo, respectivamente a frequéncia e o vetor onda da onda plana.

1.1.1 Modelo isotrépico

Nesta secdo vamos encontrar a relacdo de dispersdo para as ondas eletromagnéticas para o caso n, =
(no = 1,0), que representa uma configuragdo isotrépica. Esta abordagem corresponde a um pequeno
subconjunto de operadores que controlam a LIV que preserva a invaridncia do rotacional. Tal sistema
inercial isotrépico deve ser especificado, pois outros sistemas que violam a invariancia das transformagoes
de boosts podem também afetar a invaridncia por rota¢gdes. Uma escolha natural para este sistema de
referéncia da radiagdo césmica de fundo (CMB), porém outras escolhas sdo possiveis, como discutido em

[18]. Primeiro as Egs. (1.6a)—(1.7b) se reduzem em:
£

a()FOi + 6iji + 2m€0iﬂ(80)2Fjl =0, (112)

0, F7° =0, (1.13)



90"  Fyp.) + 20;(€% Foy) = 0, (1.14)

0y (/" For) = 0, (1.15)

lembrando que as Eqs. (1.14) e (1.15) sdao obtidas da Eq. (1.5), e devido a isso ndo sofrem agdo da LIV.
Quando derivamos a Eq. (1.12) com relagdo ao tempo, podemos formar um sistema de equagdes com a Eq.

(1.14) tal que nos resulta em uma nova equacdo de movimento, sendo ela da forma

— (8" FY — 979, F% — 9'FY + 2]\2363'“@(30)2%1 =0. (1.16)

Neste ponto percebemos que a Eq. (1.16) se encontra apenas em termos do setor elétrico, com isso vamos

expressa-la por meio do campo usando a relacdo Fy; = E;, o qual chegamos em:

— O Er — 01 (9;EF — O E;) — QAi)em’m@m(@O)QEn = 0. (1.17)

Escrevendo agora a Eq. (1.17) para o caso de ondas planas através do Ansatz
Ep(2) = Ep(k)e e (1.18)

a equagao de movimento toma a forma a seguir

KE' + K (k;E' — K'E;) — 2¢Miemln(ko)2kmEn =0. (1.19)
P

Como estamos tratando de um caso isotrépico, ou seja, é simétrica sob rotagdes espaciais, assim ndo per-
dendo a generalidade, quando fixamos a dire¢do da propagacdo da onda plana, podemos entdo considerar
a propagagdo da onda na dire¢do do eixo 2, com o vetor de onda k, = (w, 0,0, p). Com isso, conseguimos

trés equagdes de movimento dada pela Eq. (1.19) que tomam a seguinte forma

— WE3=0,

— W’Ey+p*Ey — zz'iWQpEl =0,
Mp

— WE +p*E + 2iiw2pE2 =0. (1.20)
Mp

A primeira das Egs. (1.20), nos diz que a componente longitudinal do campo elétrico ainda esta ausente
(sempre para £ # 0), e consequentemente para uma onda se propagando ao longo do eixo Z, temos E3 = 0.

As outras duas equacdes restantes podem ser compactadas e reorganizadas da seguinte maneira:
2
(—w® +p*)(Ey £ iEy) + M—ngpQ(El +iEy) = 0. (1.21)
P

Significando que os campos polarizados a esquerda e a direita que sdo denotados por By = (E; =+ iFEs)

(mais sobre campos polarizados ver [19]), satisfazem a equagdo de movimento:

2 -
(—w? +p?) £ ﬁwap? Ey=0. (1.22)
P

7



Entdo percebemos que o campo elétrico esta sujeito a birrefringéncia que é visto devido ao sinal =+, pos-
suindo assim duas solugdes distintas que sdo justamente componentes polarizadas a direita e esquerda.

Esta mesma propriedades também nos dé relagdes de dispersdes diferentes, como podem ser vistas abaixo:

Wy P <1 + Ajpp) , (1.23)

onde foram feitas aproximagdes ao considerarmos que g—” < 1 para se chegar a esse resultado.
P

A relagdo de dispersdo € a responsavel por descrever a maneira com que a propagacao de ondas varias
de acordo com seu comprimento de onda ou sua frequéncia. Através da Eq. (1.23) é possivel se encontrar
a expressao que nos leva as velocidades de grupo dessa onda, logo ao derivarmos (1.23) em relagdo ao
momento p chegamos em:

Ow §
= 1422, 1.24
Vgt ap 7 (1.24)

Essas velocidades podem caracterizar mais corretamente as perturbagdes periddicas nascidas da dispersao
de uma onda genuina em um meio dispersivo. Também é frequentemente vista como a velocidade na qual

a energia e a informacéao sdo transportadas na onda[20].

1.2 Eletrodindamica com Operadores de Dimensao-seis

Para todos os efeitos, faremos nesta se¢do, uma andlise de uma maneira semelhante ao que foi feito na
sec. 1.1, apenas com o diferencial de um operador de dimensdo-6 [1] e observar as modifica¢des causa-
das nas equacdes de movimento e consequentemente na relacdo de dispersdo que serd 1til para estudos
de atraso temporal de fétons, ao qual ndo podem ser atribuidos a operadores de dimensao-5 devido ao

fendmeno da birrefringéncia obtida na relacdo de dispersdo como pode ser visto na Eq. (1.23).

Entdo, da equacdo de Maxwell para a teoria classica eletromagnética e somando a Eq. (2), obtemos a

Lagrangeana para uma teoria de dimensao-6 que viola a invariancia de Lorentz:

o FH (1)) <n6Fgu> : (1.25)

Usando a equagao de Euler-Lagrange para altas ordens derivativas, que para o caso de dimensao-seis
[16], se torna:

oL oL oL oL
= 80' — (9680 + 378680m,

_— 1.2
04y 0(0sAy) (0.0, Ag) (1.26)

8



e quando aplicada a Eq, (1.25) na Eq. (A.14), se obtém
q p q q

oL
o4,
oL o BY 3, B0 _ 0 2 8
= = _y.Fof . FP _ 099, (n - FPoy|
% 5004 WF D [0+ 0)*ngF? — 00, (n - 0)(nsF™")|
oL Ea 3 0 9 2
eUo = - : ozFa — Uo : aFaU ) 1.27
0,000 55551 e [(n 8)°n 8,n?(n - 8)%n } (1.27)
resultando assim na equagdo de movimento para operadores de dimensao-6, dada por:
g0 BY [n (n-9)3F% — 99, (n - 8)*n F“"] —0 (1.28)
g M1:2) « ag « 9 *

Dre"P*P Fpp = 0. (1.29)

Como podemos ver, a equacdo Eq. (1.29) é a mesma que a Eq. (1.5). Em que podemos reescrever as Egs.
(1.28) e (1.29) variando seus indices, como por exemplo, fazendo 6 # 0 e § = 0, chegaremos novamente a

dois pares de equagdes:

— 0o FY — 9, Fii — ﬁg(n L 9)? [(n - 9)(noFY% + ny, FF)
' (Qna P + i+ 9o F7 )| = 0, (1.30a)
.0 5(6) 2 j0 0 j0 07 7J
— O;F" — ﬁg(n - 0) [(n SO F" —n (—80njF] + OingF™" — Oinj F ])] =0, (1.30b)
e
90(e"F Fy1.) + 20;(7% Foy) = 0, (1.31a)
A (9% Fyp) = 0. (1.31b)

Assim como ja era esperado, as equagdes homogeéneas referentes a Lei de Faraday Eq. (1.31a) e a Lei de
Gauss para o Magnetismo (1.31b), continuam inalteradas perante a adi¢do do operador de dimenséao-seis.

Escrevendo as Egs. (1.30a)-(1.31b) na notagdo vetorial temos

0E = = pO o =N a2 o= (0 (9 =\ 4
E+VXB+F§ <n08t_n V> (Mx E+ngB) —1 —m~n<ngat—n V> E
- 0 2\2 . .
+V <n08t —n V) (noE + 1 x B)) =0, (1.32a)
. o B ) 2\ 2 o _ =\. = . 0. = . =
o= = E — i) E B)| =
Vv + MF2> noat n-V noat n-V|n + ng no(V B ) +n X 0,
(1.32b)
VxE 87];3 =0, (1.32¢)
V-B=0 (1.32d)



Agora se reescrevemos as equagdes acima no espago dos momentos, usando as Egs. (1.10) da mesma

maneira que foi feito para as Egs. 1.11a-(1.11d), temos

kxB = w-E—@z[(no w7 k)3 (ng E+ﬁx§)+n<w(no w+i-k)%i-E

Vh(now + 7 - k)2(ng - E + 7 x B) ] (1.33a)
- 56) o 0, = - o 4 -
B = ]Wl%[ng K(no-w-+i- k)27 B +nok-E+@xB)— (ng-w+i-k)37-E|, (133b)
kxE = wB, (1.33¢)
k-B = 0 (1.33d)

em que w e k sdo, respectivamente a frequéncia e o vetor onda da onda plana.

1.2.1 Modelo isotrépico

Abordando agora a condigdo submetida na sec. 1.1.1, da qual se refere a n, = (np = 1, 6), vamos obter a
relacdo de dispersdao modificada para o caso de operadores de dimensdo-6, ou seja, as Egs. (1.30a) e (1.30b)

sdo reduzidas as seguintes equacdes de movimento:

. F% /8(6)5, 205 _
jF% 4 S 03(00)*F% = 0, (1.34)
P
ol ml /8(6) 30l
P

Aqui fazemos o mesmo processo que foi feito para se obter a Eq. (1.16), entdo derivando com rela¢do ao
tempo a Eq. (1.35) e formando um sistema de Eq. (1.14), vamos obter uma equagdo em fungdo apenas do
setor elétrico, tal como

5(6)

_ (aO)QFOl o am(amFOZ o alFOm) o W(ao)4F0l —0. (136)
P

Com isso podemos escrever usando a mesma relagdo para o campo elétrico simplificando nossa expressao,

tal que é obtido:

6)
—°E — 0™ (O E — O'E,,) — 5—(8,)E' = 0, (1.37)
e vamos escreve-la para o caso de ondas planas, no qual usamos o Ansatz referente a Eq. (1.18), e daf temos:

(6)
K2E' 4+ k™ (kmE' — K'E,,) — z'fw—?(ko)‘lEl =0. (1.38)
P

Partindo da Eq. (1.38) vamos utilizar o vetor onda &, = (w, 0,0, p) de forma a fixar a direcdo de propagagao

da onda plana na dire¢do 2. Neste ponto é necessdria ser feita uma andlise mais rigorosa com rela¢do aos
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indices, para se obter o conjunto de equagdes a seguir:

2F, +p*E pe ‘B=0
- W 1+p 1_M1%w 1=Y,
(6)
2 /8 4
WEQ_i(JJ EQZO,
Mg
(6)
2 IB 4
B oAy )
Mg

e olhando para o conjunto de equagdes apresentadas acima, a Gnica equagdo com solu¢do ndo-nula é a

primeira. Sendo assim, evidenciando o campo elétrico E;

(6)

2 B 4

—pTF+ —Sw )El =0,
Mg

(?

(1.39)

e como podemos ver, o campo E; é solucdo da Eq. (1.39), porém o campo E; é ndo-nulo, nos resta entdo
que para satisfazer a equagao temos:
2 3O 4

w? —p® + WW = 0. (1.40)
P

Aqui é facil ver que, para o caso em que temos 3% = 0, retornamos a solugéo da teoria usual encontrada
na literatura para a teoria eletromagnética cldssica. Temos também que a Eq. (1.40) é a relacdo de dispersao
para o modelo com operador de dimensao-seis na condigdo de isotropia.

Pela Eq. (1.40), podemos explicitar uma solugdo, ao qual escrevemos o momento em fung¢do da frequén-

cia, assim chegando ao seguinte resultado:

(6)
p=twy|l+ —w? (1.41)
VoM

entdo, derivando a Eq. (1.41) com relacdo a w, chegamos em

5(6) )
1+2—w
1O _ My (1.42)
0w g\ '

em que invertendo a Eq. (1.42) chegamos na velocidade de grupo? . Ainda considerando %aﬂ < 1,

Podemos reescreverr a velocidade de grupo de uma maneira aproximada, tal que assume a forma

336 N
vyl — ———w’. (1.43)
g 2
2 Mg
*Este resultado é possivel devido ao teorema da fungio inversa que basicamente é (f ") (yo) = T f,ll(yo)) = f,(lzo) para

xo = f'(yo) com f’ # 0 epara f~' continua em yo [21].
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Como sabemos a velocidade de grupo descreve a forma com que se propaga a onda. Para o operador de
dimensao-seis, tanto a relagdo de dispersdo, quanto a velocidade de grupo nado sofrem efeito da birrefrin-
géncia, logo eliminando o problema e sendo possivel sua utilizacdo para o calculo de atraso temporal entre

dois fétons.
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Capitulo 2

Eletrodinamica em altas ordens derivativas

devido ao escalonamento de Horava-Lifshitz

A teoria de Hotrava-Lifshitz tem sido também proposta como uma alternativa para descrever um com-
portamento Ultravioleta (UV) da relatividade geral [22]. E conhecido que a relatividade geral ndo é renor-
malizdvel no UV como sua principal constante tendo a seguinte andlise dimensional: [G] = [M]~2, com
[M] sendo a unidade de massa. O principal intuito do método é introduzir uma certa assimetria entre o
espago e tempo parametrizada pelo expoente critico de Lifshitz, z. Note que isso pode ser abordado de
duas maneiras: i) A dimensao de tempo é [t| = [L]?, e as dimensdes das coordenadas espaciais é [7] = [L];
i1) A dimensdo de tempo é [t] = [L], e as dimensdes das coordenadas espaciais sdo [7] = [L]*. Aqui, [L] éa

unidade de comprimento.

Os efeitos dessas assimetrias sdo possibilitar um ajuste na dimensionalidade da constante de acopla-
mento, e assim, escolher de forma criteriosa, o valor do expoente critico z. Espera-se com isto, que as
interagdes sejam renormalizaveis. Isto pode acontecer de fato, por exemplo, na Ref.[22], foi mostrado que
em z > 3 é suficiente para garantir o carater renormalizdvel no UV da relatividade geral. Neste capitulo,

estudamos como isto deve afetar na eletrodindmica sem e com os efeitos da LIV.

2.1 Eletrodinamica sob a acdo do expoente critico

Veja, a seguir, o lado pratico do reescalonamento de Hotava-Lifshitz (preservando a invaridncia de
calibre), quando aplicado a uma teoria de campos tal como eletrodindmica para ambos os casos ja mencio-

nados.
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2.1.1 Modificagao tipo Hofava-Lifshitz no setor do campo magnético

Uma possibilidade para inserir o expoente critico, ou seja, fazendo uma modificagdo tipo Horava-
Lifshitz, é encontrada na Ref. [8], modificando o setor magnético da teoria e "Lifshitizando"o féton, se

tornando assim bem préximas a teoria de Hotfava de gravidade, e podendo ser escrita da seguinte forma
1 3 0i , L 2—1 7oij
SM,HL = 3 dtd’Z | Fo, F™* + iFU(_A) F9| (2.1)

onde A = —9;0" = - 5, a métrica usada é diag(1, —1,—1,—1), e z, como ja sabemos, é o expoente critico
de Lifshitz. Aqui foi introduzido o expoente critico na teoria eletromagnética com a intengdo de quebra de
simetria, porém para z = 1, retornamos a teoria usual. Note que a proposta dada pela Eq. (2.1) deve se
ajustar ao primeiro caso de discretizagdo do espago tempo: ([t] = [L]?, [] = [L]). Por consequéncia temos

que as respectivas derivadas devem seguir as regras de dimensionalidade:
(0] = (L7, o] = (L], (22)
E, como a ac¢do é adimensional, entdo as dimensdes dos campos serdo:
[Ao] = [L]7264D, (4] = [£)2672). (23)

Notando que ao assumir z = 1, recuperamos a teoria de Maxwell. A partir dai, podemos definir nossos

termos para o novo reescalonamento, sendo esses termos 0s seguintes

—2+1 %(Z_l)
t— AHL t, Ay — AHL A(),

o .
A= A2 A 6, A5 Vo, (2.4)

Neste caso, a dimensao para a escala de Hofava-Lifshitz Ay, seguird a regra: [Anp] = [L]~!, devido ao
processo de reescalonamento. Enquanto que as demais quantidades terdo as seguintes estruturas dimensi-

onais: [t] = [L],[0:] = [Ao] = [A;] = [L]!. Aplicando a Eq.(2.4) na Eq.(2.1), obtemos

1

FQiFOZ’ + 27
(z—1)
2A G,

1 g
SyHL = —Q/dtd?’f Fij(—=A) 1R (2.5)

logo noés "Lifshitzamos" o féton, sem a necessidade de uma quebra de calibre como veremos a seguir e
que foi explicitamente estudada pela Ref. [8]. No Apéndice B.1, pode-se encontrar detalhadamente como
chegar a Eq. (2.5), usando o reescalonamento de Hotava-Lifshitz, assim como nos apéndices seguintes,
pode ser também encontrado como trabalhar com o escalonamento de Hotfava-Lifshitz de maneira deta-
lhada e observando suas implica¢des nos cdculos de equagdes de movimento, propagadores e relagdes de

dispersdo, tornando mais simples o entendimento dessa parte do trabalho.
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Invariincia de Calibre

Como foi dito antes, mostraremos aqui, que apesar da inser¢do do termo de Hotava-Lifshitz, a teoria
continua invariante ao calibre, e com isso podermos chegar as relagdes de dispersdo, assim como é feito
na teoria usual. Para tanto, podemos verificar, a0 usarmos uma andlise semelhante ao formalismo de
Arnowitt-Deser-Misner na gravidade de Lifshitz [8, 23]. Logo, consideremos a decomposi¢do dos campos

Ape A; = AZ-T + 0;¢p, e vamos substituir na Eq. (2.5) tal que possamos reescrever a agdo como;
1 e , ‘ |
553 / art AT { [ (0F + A"V 0y ) | AL + (404 A0 + )} (2.6)

logo percebemos, que apesar da decomposicdo do campo A; = A? + 9;p, 0 mesmo néo sofre alteragao
alguma se mantendo entdo invariante. Por outro lado percebemos que para o campo Ay que nado havia sido

decomposto, sofre uma mudanga em que possui a seguinte simetria de calibre:
Ay = Ay=Ao+w ; o= ¢ =p—uw, (2.7)
assim como na simetria de calibre usual:
Ay = A, = A, +0uw.

Aplicando agora a condig¢do de calibre Ay = 0, em meio a algumas integracdes por partes [24], teremos

S:;/d%Ai{

2.1.2 Modificacao tipo Hofava-Lifshitz no setor do campo elétrico

a agdo descrita por:

op+ AL ] nij} A, (2.8)
A

2(z—1)
HL

Uma possibilidade alternativa desenvolvida por nds, foi a de inserir o expoente critico via a modificagiao

do setor do campo elétrico da teoria. Neste caso, temos:
1 1 g
S = -3 / dtd’z [FOi(io”?t)z(Zl)Fm + 5B P (2.9)

Aqui como o reescalonamento afetard o setor do campo elétrico da teoria, as dimensdes serdo alteradas,
de forma a se tornarem ([t] = [L], [] = [L]?) e com isso serem compativeis com a Eq. (2.9). Assim, as regras

de derivacdo sédo da forma:
-1 -z
Do) = [L], (6] =117,
e como sabemos, a a¢do continuar adimensional, para isso os campo devem ter as seguintes dimensdes:

[Ai] = [L] 72D (4] = [£)2¢79), (2.10)
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em que para z = 1 recuperamos a teoria de Maxwell. A partir dai, podemos definir nossos termos para o

novo reescalonamento, sendo esses termos os seguintes:

1(m -
A ARV A4 0, A Vo,

%(zfl)

Ag = A2 Ay, & A Yz, 2.11)

para mais detalhes de como deve ser feita a escolha do escalonamento ver Apéndice C.1. Assim, da mesma
maneira que foi feito ao outro modelos, vamos aplicar o reescalonamento (2.11) na Eq. (2.9), chegando na
nossa agdo que é dada por:
ﬁﬂmz—;/mff[NJAﬁ@me1@“+éﬂﬁﬂ, (2.12)
HL

em que percebemos para z = 1, também retornamos a teoria usual de Maxwell como era desejado e vio-
lando a invaridncia de Lorentz para z # 1.
Invariancia de Calibre

A partir da agdo obtida para o segundo modelo do tipo Horava-Lifshitz, expressa pela Eq. (2.12), vamos
verificar a invaridncia de calibre do modelo de maneira analoga ao feito anteriormente, o qual é usado o
formalismo de Arnowitt-Deser-Misner. Entdo, consideramos a seguinte decomposi¢do dos campos: Ay e
A; = AT + 9;p, com isso, podemos reescrever os tensores a partir da decomposigdo de campos tal que é

descrita na Eq. (2.7) e com algumas integrac¢des por parte como:
/dtd?’a? Fi(ip)2 D EY = /dtd3i” [—A?(z’a)%imf — (Ao + 9)(i80)*E"V ;' (Ag + 9) |
/ﬁffﬂﬁm = —/ﬁfﬁ%ﬁ@mWAﬁ

Em que substituindo na Eq. (2.12), que se referia a acdo inicial reescalonada para o campo elétrico, obtemos

(i0)** + 0;0"

A2(z—1)

1
s :/ﬁffiﬁ e
MHL ~ 5 2= Amr,

Logo percebemos que a simetria de calibre é mantida de acordo com as condigdes colocadas na Eq. (2.7), e

y o 2(2-1) ,
#H§+@%+¢)G > ;0" (Ao + @) p. (2.13)

da mesma forma, tem-se a equivaléncia com a simetria de calibre usual, como foi afirmado anteriormente.

2.2 Eletrodinamica com o operador de dimensao-5 sob a acdo do expoente cri-

tico de Lifshitz

Para estudar a agdo do expoente critico de Lifshitz para o caso da LIV devido aos efeitos do operador

de dimensdo-5, devemos primeiro considerar a Eq. (1) tal que sua estrutura nos conduz a reescalona-la
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de acordo com o que foi realizado na Subsec.(2.1.1), quando reescalonamos o setor do campo magnético
da eletrodinamica que inicialmente sofreu uma modificagdo imposta na Eq. (2.1). Entédo, partindo deste
principio, temos

§ iik . 2 P
SMP,HL = M d4x et AZ‘ (’Lat) (—A)( 1>/2ij. (2.14)

Tendo isso em maos, devemos agora reescalonar de forma a adicionar o termo de escala de Hofava-
Lifshitz Anr, a Eq. (2.14), mas neste caso temos ainda a presenga da massa de Planck que possui dimensao

[Mp] = [L]#, e cujo seu reescalonamento é descrito pela transformagao
Mp — Ajj ' Mp. (2.15)

Entdo aplicando os reescalonamentos dados pelas Eqgs. (2.4) e (2.15) ao termo de Myers-Pospelov escalo-

nado dado pela Eq. (2.14), chegamos em:

1 - )
SMPHL = 5 /dtdgff w%gzjkAiag(—A)(z_l)/gF]ka (2.16)

AHL

onde RyLp = /}? PL ¢é a razdo entre a escala Ay, de Hofava-Lifshitz e a escala de Planck Mp. Essa razio

pode ser considerada muito pequena da faixa de Rurp ~ 1079, sendo uma nova maneira de quebra de
supersimetria explicita, sem reintroduzir ajuste fino [8] (ver também [25]).
Entdo, ao adicionarmos a Eq. (2.5) com Eq. (2.16), de fato, nosso modelo pode ser finalizado com a

acdo sendo da forma:

S——;/d:):4

E evidente que agora, a acdo de nosso modelo, possui os termos do escalonamento de Hotava-Lifshitz

FoiF% + ! Fij(—A)EVFRY +w%sij’fAkaf(—A)<z—l>/2FU, (2.17)

2A12{(E_1) Ay

e o de quebra de simetria de Lorentz. Observemos também que aplicando o limite no qual £ — 0, nos

recuperamos a invariancia de calibre eletrodindmica do tipo Lifshitz Eq. (2.5).

2.2.1 Invariincia de calibre

Como j4 foi visto, apesar da eletrodinamica cléssica de Maxwell ser modificada pelo reescalonamento
Horava- Lifshitz, a invariancia de calibre da teoria foi preservada conforme era prevista.

Agora o mesmo deve acontecer para o termo de Myers-Pospelov reescalonado e assim verificar que con-
tinua invariante de calibre. Para isso, do formalismo de Arnowitt-Deser-Misner, na gravidade de Lifshitz
[23, 8] serd usado novamente para mostrar que a Eq. (2.6) continua invariante. Dessa forma, analisando o
ultimo termo referente a Eq. (2.17), temos:

S = f% / dz* %eiﬂ'mkaf(fm(z—”ﬂm. (2.18)
HL
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Por momento deixaremos as constantes que multiplicam os campos de lado, pois ndo influenciardo no
resultado, e vamos considerar a decomposi¢do dos campos, Ap e A; = AiT + 0, em que quando aplicado

ao termo adicional temos
/ dtd®z A& (—A)EV2pu — _ / dtd3z 2AT 92 (—A) 1129, AT (2.19)
e substituindo o resultado da Eq. (2.19) na Eq. (2.18), a agdo toma a seguinte forma

1 Y ) y _ ) )
S =3 /d#A,T { [(af + AL 1)(—A)Z> n'* 4+ 2?%5”%3(%)(2 D291 AT + (A° + ) A(A° + w)} .
HL

(2.20)

Aqui foi acrescido a primeira parte da Eq. (2.20), o resultado obtido na subsec. 2.1.1, expressa pela Eq. (2.8)
e as constantes que foram desconsideradas por questao de simplificagdo.

Ao compararmos o resultado com a Eq.(2.7), é perceptivel o fato que a simetria se mantém a mesma,
embora tenha a adi¢do do termo de Myers-pospelov reescalonado. Consequentemente, a teoria em questao

ndo afeta a invariancia de calibre, sendo equivalente com a simetria de calibre usual.

2.2.2 Relagao de dispersao

Partindo da Eq. (2.17), somado com o termo de fixa¢do de calibre em conjunto, no qual escolhemos a
condigdo de calibre Ay = 0, e chegamos na Lagrageana
1 _9(s_ A R g
S=5 / dz* AT { [(af P VNG 2§A;LLgw’fa,?(—A)@—l)/?aj} AL } . (2.21)
A relagdo de dispersdo, para a teoria, pode ser dada quando escrevemos a (2.21) em uma representagao
de momento, em que o torna equivalente ao Ansatz para ondas planas, e igualamos a zero, nos levando a
expressao a seguir:

(w? — A VE2%)2 — 4(¢Rypp)? (Apn) 2wk =0, (2.22)

em que podemos solucionar a relagdo de dispersdo acima para obtermos as solugdes de frequéncia, e assim
encontrarmos um conjunto de restri¢des na LIV para efeitos da birrefringéncia do vacuo, usando observa-
¢oes de GRBs. Dai solucionando a relagdo de dispersdo acima temos
kz
A(Z—l) A 721{;2’
HL \/1 — 2>\£RHLP( )

Wy =

(2.23)

onde o pardmetro A = %1 representa as duas polarizagdes possiveis para este fendmeno. Note também que
para o caso em que tomamos o limite £, — 0 em z = 1, sdo reproduzidos as solug¢des usuais. Para £ # 0
em z = 1, temos solugdes associadas com os efeitos produzidos por operadores de dimensado-cinco [2] (ver

também [5]).
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Fazendo uma expansdo da Eq. (2.23) através do uso da condigdo k* < 1/26Rprp(A)~%, nos leva a

seguinte solugdo:
k? MERuLp)k?*
(AuL)>! (App)2e-1

em que podemos considerar solu¢des aproximadas associadas com a seguinte relagdo de dispersdo modi-

~

Wy ~

(2.24)

ficada:
e k¥ 2M(ERuLP) 3.
(AHL)Q(Z—I) (AHL)3Z—2

Para z = 1, nds recuperamos as modifica¢des cubicas na Ref. [2]. E para z > 1 encontramos novas

_ 0. (2.25)

expressdes para uma influéncia direta do expoente critico de Lifshitz.
Note que as solu¢des da Eq. 2.25 podem se decompostas em dois setores, w(k) — wpp(k) + wp, (k), um
ndo-birrefringente e outro birrefringente. Isto pode ser feito ao adicionarmos na (2.24) os valores, +k — k.
O setor ndo birrefringente é dado por
E
(Ap)= b

Em 2z = 1, a quantidade ndo birrefringente desaparece. Porém, para z > 1, a relagdo de dispersdo pode ser

wnpy = —k + (2.26)

associada com um modelo especifico que quebra a invaridncia de calibre [8]. O setor birrefringente pode

ser escrito na forma
(& Ruvp k>
(AHL)Qz—l ?

que nos leva para uma rota¢do da polarizagdo durante a propagacdo de fétons linearmente polarizados.

wy =k + (2.27)

Para o expoente critico de Lifshitz z = 1, nés encontramos a correcdo de ordem &(M,)~'k? conectada a
operadores de dimensao cinco. E para z = 2, foi encontrado a correcdo de ordem ({Rprp)(An 1) 3k? asso-
ciada com operadores de dimenséo sete. Além disso, se considerarmos um expoente critico intermediario

z = 3/2, chegamos a uma corregdo de ordem (R p)(A)~2k? associada a operadores de dimensao seis.

2.3 Eletrodinamica com o operador de dimensao-seis sob a acao do expoente

critico de Lifshitz

Com base na subsec. 2.1.2, em que foi construido um escalonamento do tipo Hofava-Lifshitz para a
equacdo de Maxwell que descreve a eletrodinamica cldssica, obtendo assim uma teoria modificada para
o setor elétrico, vamos agora aplicar da mesma forma o escalonamento para o operador de dimensao-
seis, sujeito a condi¢do de isotropia dada na Eq. (3b). Por conseguinte, o termo de Myers-Pospelov de

dimensao-seis quando reescalonado torna-se:

_ Bo 3. 1 (i5,)22 00
Smp = W/dtd x@ﬂh(z&g) F™. (2.28)
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Uma diferenga que é bem evidente, é o caso para operadores de dimensdo-cinco tratado na segdo anterior,
que se fez necessario o escalonamento da massa de Planck Mp, fato que ndo houve necessidade para o
caso de dimensao-seis, pois a mesma apds o reescalonamento se manteve adimensional, assim dispensado
qualquer altera¢do em sua dimensao.

Portanto, podemos agora escrever nosso modelo completo através do nosso novo reescalonamento, so-
mando o termo de Maxwell modificado Eq. (2.12) ao de Myers-Pospelov modificado Eq. (2.28), chegamos

em

BO)(RyLp)?

1 = 1 z— 7 7
Smp HL = /dtd3 {[A e )Fm(z@t) A poi FUFJ — VE
HL

Fm(z'at)?zzf“i} , (229
HL

em que tanto possui o termo de quebra de simetria de Lorentz devido a presenga do termo de Myers-
Pospelov, quanto o expoente critico z do escalonamento de Hotava-Lifshitz. Note que ao fazermos o limite

¢ — 0 para z = 1, nds recuperamos o resultado da teoria usual da eletrodinamica.

2.3.1 Invaridncia de Calibre

Conforme ao que ja foi feito anteriormente, para analisar a invariancia de calibre de nosso modelo,
vamos utilizar a mesma decomposigdo dos campos, Ag e A; = AiT + 0;¢, tal como feita na Eq. (2.13). Con-
sequentemente o termo de Myers-pospelov modificado e sob a condicdo de isotropia, resulta na seguinte

decomposicdo dos campos:

/ 3T Foi(i0)2F = / dtd5F AT (10,2 2 AT 1 (Ag + ) (i0)%0: (Ao + &), (2.30)
onde vamos adicionar a Eq. (2.30) a Eq. (2.13), chegando na agéo;
1 o 1 ) . ©) (R 2 ,
Sﬁ% HL = /dtde AJT 31 (i0:)** + (0,0") +7ﬁ (QIZ{LP) (i0y)2=+V) anAjT
2 A I}i ) Af
©)(R
+ (Ao + ) | 55— (100)°CY B ;ZHL) (i0y)* ] (9;0") (Ao + ¢)} . (2.31)
Ay HL

Aqui percebemos que, tal como acontecido com o termo adicional de Myers-Pospelov de dimensao-cinco,
o qual houve a modificagdo no setor magnético, mas a invariancia de calibre foi mantida, a modificagdo do

setor elétrico também ndo interfere na simetria de calibre descrita pela Eq. (2.7).

2.3.2 Relacao de dispersao

Iniciaremos aqui submetendo a Eq. (2.29), a condigdo de calibre Ay = 0, associado a algumas integra-
¢Oes por partes, do qual a Eq. (2.31) sera resumida em na agdo que serd usada para determinar a relagdo de

dispersdo de nossa teoria, dada por:

1 . ©) (R 2 .
S\thL = 5 / dtd?’f{A}“ W(z@)?z + (8,0 + BSXI%IP)(iat)Q(Z+1) PEAT (2.32)
HL
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No que diz respeito a acdo modificada pelo reescalonamento Hofava-Lifshitz para dimenséao-seis, o resul-

tado desejado pode ser obtido da Eq. (2.32), quando igualarmos a zero, podemos obter a seguinte equagao

1 . O)(R 2
<A2(zl) (z’@t)QZ + (8;0") + B(EILP)(Z'@)%Z'H)) nkmAm —0, (2.33)
HL

com o objetivo de encontrarmos uma equagao que nos descreve a relagao de dispersao para o nosso modelo,
vamos aplicar o Ansatz para ondas planas, e assim analisar as modifica¢des causadas devido a alteracdo

feita no setor elétrico até aqui utilizado. Logo
AM(z) = peap(—ikua®) k= (w,k),

onde k = |k|, chegamos em

2z (6) 2
12 0(0_1) B (JZ»IZ{LP) L2 — (2.34)
Af A,

Uma coisa a ser observada na Eq. (2.34), é que para o caso em que z = 1, além de ndo haver nenhum termo
da energia de Hotava-Lifshitz, temos a presenca de uma modificagdo de O(E*) na relagdo de dispersdo.
Isso acontece devido a presenga de um operador de dimenséo-seis, e se compararmos ao caso de dimensao-
cinco Eq. (2.25) o qual possui uma modificagdo da ordem O(E®) para a mesma condigdo, percebemos
que uma alteracdo perceptivel, é que as modificagdes atribuidas ao termos de altas ordens derivativas,
influénciam de forma proporcional a ordem da energia do termo modificado. Outra coisa a ser vista, é que
como w < Mp, podemos tratar ambos os casos como pequenas perturbagdes atribuidas aos operadores de
altas ordens derivativas e consequentemente serdo sempre limitados aos parametros do tipo 1/M, [2].

A partir da relagdo de dispersao Eq. (2.34), é possivel agora testar nosso modelo, ao solucionarmos ela

com relagdo a0 momento em que a temos em fungdo da energia

k==

w? _
= V14 B0 (Ruwp)? A, (2.35)
HL

considerando o segundo termo da raiz pequeno ou seja, 556) (Ru)?A ;3 E? < 1, podemos fazer uma ex-

pansdo que nos leva a
W 15(6) (RHLP)QWZ+2
—1 +1
A 2 Mg

somando os termos+w e —w a Eq. (2.36), definimos 0 momento k como a soma de dois outros termos, onde

k=%

: (2.36)

um é o momento associado a teoria de Maxwell reescalonada e o outro o termo referente a parte adicional

de Myers-Pospelov também reescalonada

k=% |- w4+ —=—+w+ =

2.37
N YT A 237

w? 136 (Rypp)? wz+2]

dessa forma, os dois termos acima mencionados com relacdo ao momentos, sdo descritos da seguinte forma
k = knr + kuLp
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onde o termo de Maxwell reescalonado é dado por

wz

HL
é de facil percepcdo que para z = 1, a Eq. (2.38) que é referente ao termo de maxwell reescalonado desa-
parece. Porém para um expoente critico z > 1, a relacdo de dispersdo pode ser associada a algum modelo
especifico que quebra a invariancia de calibre [8].

O segundo termo advindo do operador de dimensao-seis tem a forma

1 3(6) 2
kuip =+ | w+ 1 F7 (Ruwp)” (ijlLP) w2 (2.39)
2 Mg

ao considerarmos o expoente critico de Lifshitz z = 1, temos uma corre¢do da ordem /3 (6) (pr)*Qw3 conec-
tados com operadores de dimensdo-seis. No caso em que z = 2 a corre¢do é da ordem B (RHLP)QAI}I?:(,L)4 re-
lacionado a operadores de dimensao-sete. Além disso, para z = 3 a ordem da correcédo é 3 (6) (RHLP)QAﬁﬁw5

relacionado a operadores de dimensdo-oito.

2.3.3 Velocidade de Grupo

Considerando a parte do operador em que quebra a simetria de Lorentz devido a presenga do expo-
ente critico z, em conjunto com o operador de dimensao-seis descrito pela Eq. (2.39), vamos calcular a

velocidade de grupo que pode ser dada por:

z+1
o= [1 + B2 50y )2 <A°“’> ] | (2.40)
HL

9w
Logo, usando o inverso da expressdo anterior, podemos encontrar a velocidade de grupo, que é igual a
1

Vg = T (2.41)
1+ %ﬁﬂ(ﬁ)(RHLP)Q ( - )

AnL

Agora se temos que (6) (Rup)? < 1, podemos escreve-la de forma aproximada através da expansao

z+1
vy~ |1 - (z —;— 2)5(6)(RHLP)2 (A°J> ] ) (2.42)
HL

De uma maneira simples, é possivel perceber que no caso de assumirmos o valor do expoente critico como
sendo z = 1, a velocidade de grupo retorna ao valor da teoria desenvolvida no primeiro capitulo, na sec.

1.2.1, que j4 era esperado.
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Capitulo 3

Fenomenologia

Como foi dito no capitulo anterior, uma das aplicagdes observacionais em astrofisica, sdo medicdes do
grau de polarizagdo da velocidade de propagacao de fétons, em que tem sido considerada a possibilidade
de ocorréncia de pequenas violagdes da invariancia de Lorentz na natureza. Outra aplicacdo que tem a
possibilidade de haver influencia da LIV, é na medicao do atraso temporal de f6tons, vindos das explosoes
de raios gama GRBs. Por isso este capitulo foi dividido em duas partes, onde primeiramente estudaremos
possiveis restricdes ao parametro xi sobre o efeito do expoente critico de Lifshitz. Neste sentido, conside-
ramos as recentes determinacdes de explosdes de raios grama, em particular, dados relacionados ao evento
(GRB191204A) através dos quais se observou um grau elevado de polarizagdo da radiagdo emitida. Apos
isso, faremos um estudo do parametro 3(%), que esta relacionada com operadores de dimensao seis, que
sdo ideais para estudo de atraso temporal de fétons. Para isso, usaremos os dados de 4 eventos distintos

de GRB, sendo eles (080916¢), (090510), (090902b) e (090926).

3.1 Explosdes de Raios Gama

As explosdes de raios gama, conhecidas do inglés como Gamma-Ray Bursts ou pela sigla GRB, foram
inicialmente detectados no final da década de 1960, quando se tinha 0 monitoramento de satélites militares
para garantir que o tratado de proibigdo de testes nucleares fosse respeitado. Essa informacéao a principio,
ndo veio a publico de imediato, mas apenas alguns anos depois, com a publicacdo dos resultados dos
satélites Vela (Satélites de reconhecimento americano), que foram rapidamente confirmados por dados dos
satélites soviéticos Konus. Sua natureza e origem permaneceram depois disso um mistério por mais de
duas décadas, em grande parte devido ao fato de que, durante esse periodo, permaneceram detectaveis
somente por dezenas de segundos, quase que exclusivamente em energias de raios gama, com relatos
ocasionais em energias de raios x. Vdrios satélites a partir de entdo, continuaram acumulando dados em

centenas de GRB ao longo dos anos, atraindo uma atencao crescente e levando a uma grande variedade de
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modelos tedricos com o objetivo de descobrir sua origem[26].

Ainda sobre esses eventos, sabemos que emitem a maior quantidade de energia por unidade de tempo
(poténcia de emissdo de radiagdo) no universo. Uma tinica explosdo, com uma duragdo tipica de alguns
segundos, pode emitir tanta energia em raios gama quanto o Sol vai emitir durante toda a sua vida, ou seja,
em 10 bilhoes de anos, em todas as faixas do espectro eletromagnético. Isso é comparével a transformar
inteiramente a massa do Sol em energia - de acordo com a famosa férmula (E = mc?) de Einstein - em
algumas dezenas de segundos, ou emitir, durante esse periodo de tempo, a mesma energia que a nossa
Galéxia inteira emite em 100 anos [27].

Devido as distancias imensas da maioria das fontes de explosdo de raios gama da Terra, a identificacdo
da causa que produzem essas explosdes é um desafio. A associac¢do de alguns GRBs longos com supernovas
e o fato de suas galdxias hospedeiras serem rapidamente formadoras de estrelas, oferecem evidéncias muito
fortes de que rajadas de raios gama longas estdo associadas a estrelas massivas, no qual o ntcleo dessa
estrela, de baixa metalicidade e de rotagdo rdpida, colapsa em um buraco negro nos estdgios finais de sua

evolugéao.

3.2 A Birefringéncia entre a Propagacao de Fétons

3.2.1 Polarizagio da Luz

A birrefringéncia do vacuo é um efeito importante para obtermos limites nos parametros da violagdo
de Lorentz. Assim, assumindo a relagdo de dispersao dada pela Eq. (2.27) encontramos que a diregao de

polarizacdo rotaciona durante a propagagdo ao longo de uma distancia d e é dado por:

(we, (k) —wp_(K))d € (Rurp)K*d

2 - 2 (AHL)2271

A§(d) = (3.1)

A expressdo acima relata o grau de radiagdo polarizada com fendmeno de birrefringéncia. Consequen-

temente, o parametro que controla a violacdo de Lorentz é dado como:

206 (Mp)?*1 2(2-1)
N —— 5= 4, 2
£~ — K3 — k5 (RuLp) (3.2)

Agora é possivel impor a limite superior para o paramentro ¢ da violacdo de Lorentz no ponto de
Lifshitz. Para isso, foram usadas as determinagdes recentes da distancia do gamma-ray burst GRB 0412194,
para que um alto grau de polarizagao seja observado na emissdo. Para obter mais informagdes, veja as de-
tecgdes derivadas em tempo real pelo INTEGRAL Burst Alert System (IBIS) [28, 29, 30].

Os valores medidos que foram usados, sdo os seguintes: Af(d) = 47° para o grau de polarizacdo
derivado das medidas feitas ao longo da duracdo da explosdo e d = 85Mpc = 2,6 x 10*cm para o

baixo limite de distancia de luminosidade (correspondendo a um redshift de z,.4 = 0,02). Também foi
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considerado, Lp; ~ 1,62 x 10733¢m como o comprimento de Planck e M, ~ 1,22 x 101%Gev como a
energia de Planck tal que seja conveniente, podemos escrever a distancia limite de luminosidade como
d = 85Mpc = 1,61 x 10°%(Mp)~1. Logo, sendo possivel determinar um limite superior para o efeito da
violagdo de Lorentz como sendo

1,02 x 10799027
(kZZ _ k2z) . (RHLP)Q(Zil)' (3.3)
2 1

Neste ponto, nés assumimos os seguintes valores para as energias: k1 ~ 100KeV ~ 1 x 107*GeV ~
0,81 x 1072 My, ko ~ 350KeV ~ 3,5 x 1071GeV ~ 2,9 x 10723 M,,. Assim, como tinhamos assumido que
Ry p~10-9, a equacdo acima é escrita como

1,02 x 1028>—41
(2,922 — 0, 812%)’

E< (3.4)

como podemos ver, aqui foi imposto um limite superior para o pardmetro £, porém este limite agora passa
a ser controlado pelo expoente critico de lifishitz, definindo-se a partir disso, a dimensdo de acordo com o
valor atribuido a esse expoente. Para discutir as restri¢des ocasionados pela violagdo de Lorentz, foi feito

um gréfico, em que a equagdo acima fica em fungdo do expoente critico z.

1.5x 10+
—
™ 0.43 |
:--F'
o

13x1071

1 15 2
critical expoent, z

Note que para z = 1, foi encontrado ¢,—; < 107 recuperando o resultado obtido em [13]. E um
limite muito préximo que pode apontar a ndo existéncia desses tipos de termos em uma ac¢do que viola
a invariancia de Lorentz, ou a presenca de alguma simetria agindo para retirar essa contribui¢do desses

operadores. Pode-se encontrar mais informagdes na Ref. [13].

Para um operador dimensdo-6, z = %, encontramos que §,_s < 0,43. Se o escalonamento Hofava-
-2

Lifshitz estd ausente, o limite encontrado na referéncia [13] é ¢ < 2,61 x 10%, esse limite é muito grande

para restringir algum ¢ relevante, que é esperado ser proximo das ordens de magnitude, mas também o

limite encontrado é quase de ordem um, onde foi esperado encontrar um efeito de quebra de simetria
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relevante. Para um 2 > 2, foi encontrado que os limites ndo tem alguma restrigao realistica para o valor &

desde que £,—2 < 1,5 x 1013,

3.3 O Atraso Temporal na Propagacao entre Fétons

O atraso temporal ocorre quando fétons emitidos de uma mesma fonte, sdo detectados em tempos
diferentes, sendo um féton mais energético detectado apds a chegada do menos energético, acarretando a
um pequeno atraso temporal. Isso ocorre porque segundo a teoria da gravidade quantica, o espago para
energias proximas a escala de Planck, deixa de ser continuo, e passa a ser discretizado, como se houvesse

granulacdes espaciais, como mostra a figura a seguir:

Figura 3.1: Teste experimental para LIV.

S

Billions of light-years

Esses fétons podem ser gerados de fontes transientes, que sdo fontes que dao grandes picos de energia
em um curto espago de tempo, onde esse féton mais energético acabado percorrendo esse espago granu-

lado, provocando um atraso temporal na detec¢do do mesmo como segue na figura abaixo:

Figura 3.2: Propagacdo dos pulsos eletromagnéticos.

source observer

Para este estudo, serd usado o resultado obtido na segdo 2.3.3 ao qual se refere a velocidade de grupo,

mas sem o efeito da birrefringéncia, tonando-se ideal para calcular o atraso temporal de dois fétons.
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3.3.1 Atraso temporal

A partir da Eq. (2.39), a qual se refere a contribuicdo da LIV na nossa teoria, podemos dai derivar a
velocidade de grupo em termos do redshift z,.4. Por questdes de notagdo, iremos utilizar nesta segdo a
varidvel 2’ e z,¢q para o redshift, ja que utilizamos desde o inicio z para o expoente critico de Lifshitz. Com

isso, a equagdo em termos do redshift é

1 8O (Rypp)?

E(2red) = £ [w(1 + 2req) + 9 Afl—il

(w(l + Zred))z+2] . (35)

Derivando entdo a Eq. (3.5) com relacdo a energia E, obtemos assim a expressao

Ok(2red)
Ow

z+2 ﬂ(ﬁ)(RHLP)2

1+ :
2 AGE

- (1 + zred)

(w(1 + zred))Z“] , (3.6)

e assim como foi feito em se¢des anteriores, a derivada referente a Eq. (3.6) nos dé a velocidade de grupo
da forma v, *. Com isso podemos fazer uma aproximacéo de modo que obteremos a velocidade de grupo
que € expressa por:

z+2 ,8(6)(RHLP)2
2 At

Vg(2red) = (1 + Zred) [1 — (w(1+ zred))zHI , (3.7)

Para determinar o atraso cosmoldgico causado pela LIV entre as duas particulas, temos que verificar

suas distancias comoveis, tal distancia pode ser encontrada através da equagéo [31]:

x(t) = /td oft)dt = / O (3.8)

te 0 H(z')(1+2")
onde ¢4 e t. sdo respectivamente os tempos de detec¢do e emissdo da particula, o v(z’) é na verdade a
velocidade de grupo em termos do redshift, dada pela Eq. (3.7) e H(z) aqui denota o fator de expansao do

universo, que é chamada de parametro de Hubble possuindo a seguinte forma

H(z2) = Hy'\/Qp + Qi (1 + 2)3, (3.9)

em que Hj é a constante de Hubble no presente, (25 é a densidade total de massa do universo, e 2,,, é a den-
sidade de energia escura, normalmente se é encontrado um outro termo neste pardmetro de Hubble, sendo
ele 2, = 0, pois consideramos uma geometria espacial plana. Reescrevendo agora a distdncia comovel a
partir da Eq. (3.7) e usando a velocidade em funcado do redshift v(z), temos

Zred (6) 2 /
I‘(Z,UJ) = /0 {1 _F ‘; 2p f\?ffp) [w(l + z’)]z-l-lc} HC_Z(ZZ/) . (3.10)
HL

No primeiro termo percebemos facilmente que é o tempo de voo para fétons na cosmologia relativistica

padrdo, que no caso ndo hé a presencga de qualquer termo de quebra de simetria. Logo focaremos nossa
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atenc¢do no segundo termo que possui corre¢do da VIL. Assim, a Eq. (3.10) se torna na realidade a expressao

que nos dird o tempo gasto pelo féton até ser detectado na terra sob agdo da VIL:

tuv = _CZ +2 B’(YG)(RHLP)zwz+1 Zred (1 + z’)erldz’
Ho 2 AL 0 V/Ou+ Qn(1+2)3

(3.11)

Consequentemente, 0 atraso temporal entre um féton de baixa energia, e outro de alta energia é igual a:

Aty = 1 2+2 5§6)(RHLP)2 (Wit — Wt red (14 2)*Td
Hy 2 A h 0l VO + Qa0+ )3

(3.12)

Vale ressaltar que a mesma expressao é valida para uma particulas ultra relativista massiva, como um
neutrino energético [32], se o termo de corre¢do na relacdo dispersdo devido a massa da particula é menor
do que a corregdo devido a LIV.

Para determinarmos o valor da constante referente ao termo de Myeras-Pospelov de dimensao-seis 556),

vamos reescrever a Eq. (3.12) isolando o termo em questdo

2 Afﬁrf 1 Fred (14 2/)*Hdy
242 (Rurp)? (wi™ —wi™) | S0 /Qa + Qm(1+2/)3

B = Aty Ho (3.13)

Neste momento faremos a substituigdo de algumas constantes que ja sdo encontradas na literatura, sendo
elas Hy = 70kms~ 'Mpc~! = 1.505 x 10~*2Gev, Q,, = 0.315 e Qx = 0.685. Vamos usar também a razio
Rurp ~ 1079, Para os outros dados, utilizaremos como base os dados encontrados na ref. [33], conforme
a tabela Tab. 3.1 onde possui dados de 4 GRBs. Além disso, o expoente critico z sera atribuido o valor

conforme a necessidade, entdo, este serd o tltimo dado a ser adicionado.

Tabela 3.1: Tabela retirada da Ref. [34]. Nestes dados é possivel encontrar dados para atraso temporal A v devido a LIV e as escalas de energias

observadas em 4 GRBs.

GRB || wp,(MeV) | wpyp,(GeV) | AtLiv(s) | Zred
080916¢ || 100 13.22 0.24 4.35
090510 || 100 31 0.14 0.90
090902b || 100 11.16 0.10 1.82
090926 || 100 21.5 0.20 211

. « e . , . 0 0 .
Algo a ser percebido inicialmente, € que para os valores de energia wy,,, < wy;,,, podendo assim ser
desconsiderados por possuir valores irrelevantes. Dessa forma, substituindo os valores das constantes na

Eq. (3.13), ela serd escrita como

BO) ~ 461 x 1072

(3.14)

Wh

AtLIV (AHL>Z+1 Zred (1 + Z’)Z—Hdzl
(z+2) 0 +/0.685+0.315(1 + 2/)3
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Como foi posto anteriormente, o expoente critico z define a dimensdo em que o operador se encontra.
Para os valores de z = 1, z = 2 e z = 3, as dimensdes do operador sdo respectivamente, seis, sete e oito.
Para o caso em que z = 0 retornamos ao operador de dimensao-cinco.

Os valores para cada GRB aplicado Tab. 3.1 na Eq. (3.14), vai nos gerar uma nova tabela em que os

valores para 3 estarao em fungio do expoente critico z citados anteriormente.

Tabela 3.2: Valores para Eq. (3.14) em fungdo de z

GRB z=0 z=1 z=2 z=3

080916¢ || 2.65 x 1072 | 3.93 | 8.08 x 10Y | 3.71 x 101?
090510 1.56 x 10710 | 0.047 | 1.78 x 107 | 7.11 x 1015
090902b || 6.18 x 10~ | 0.701 | 9.65 x 108 | 1.49 x 1018

090926 8.06 x 10710 | 0554 | 4.73 x 108 | 4.55 x 107

A partir dos dados da tab. 3.2, foi feito um grafico com os valores de 5% em escala logaritmica pelos

valores do expoente critico, assim linearizando os graficos para os GRBs.

Figura 3.3: Grdfico para dos GRBs linearizados.

T T T T T
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critical expoent, z

Embora o resultado para z = 0, se comparado com a Ref. [24] que foi trabalhado operadores de
dimensao-cinco também com escalonamento Horava-Lifshitz, temos que os valores referentes a £ que pos-
sui um valor bem menor ao encontrado em nosso modelo da ordem de 10~%, ainda assim a contribuigido
para esses operadores continua sendo muito pequena, e podendo ser atribuido os mesmos argumentos
usados para justificar o desaparecimento desses operadores.

Para um operador de dimensao-seis, que em nosso modelo se trata de z = 1, os valores estdo proximos
e equivalentes aos valores para o operador de dimensdo-cinco { < 0.43 para z = % (que para a teoria

caracteriza operadores de dimensao-seis), como ja foi mencionado antes. Para o caso em que ndo temos
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o escalonamento de Hofava-Lifshitz, um limite encontrado na Ref. [13] para este tipo de operador é da
ordem 108, o que é um valor muito alto para se encontrar algum efeito da LIV, ao contrdrio do nosso
modelo que também se mantem na ordem préxima de 1, que é a ordem esperada para se encontrar algum
efeito da LIV. J4 para o operador de dimensdo-sete = = 2, apesar de o valor encontrado ser da ordem de
10° menor em nosso modelo se comparado ao da Ref.[24], ainda sim é muito alto como j4 foi dito. Logo
também se trata de um limite ndo realistico para qualquer efeito causado pela LIV.

O calculo para o expoente critico z = 3 foi feito apenas para mostrar que ndo faz mais sentido a escolha
de tais valores para z.

Uma ultima questdo a ser percebida, é que comparando os valores com relagdo as respectivas dimen-
sdes de cada modelo, percebemos que para o modelo de dimensdo-seis temos uma convergéncia melhor
dos valores para o expoente critico, que embora ndo sirvam para uma andlise fisica, para uma andlise

matematica melhora a varidncia estatistica de nosso modelo.
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Conclusao

Neste trabalho, foi estudado um modelo Maxwell para a eletrodindmica com extensdo de altas ordens
derivativas que violam a invariancia de Lorentz, mais especificamente operadores de Myers-Pospelov de
cinco e seis dimensdes, onde focamos nas relagdes de dispersdo modificadas para a eletrodinamica mos-
trando que para um operador de dimensdo-cinco encontramos um efeito da birrefringéncia do vacuo que
é ideal para calcular o grau de polarizagdo de fétons, e para um operador de dimenséo-6 como dito na Ref.
[35] ndo ha esse efeito, nos dando a possibilidade de célculo de atraso temporal na viagem de f6tons.

Diante desses resultados, foi entdo feito um estudo do escalonamento de Hofava-Lifshitz para esses
operadores, onde tais operadores quebram a simetria através da introdugdo do expoente critico z, em que
para operadores de dimensdo-cinco foi feita uma modificagdo pelo escalonamento na parte magnética e
para o operador de dimensdo-seis na parte elétrica, caso dltimo esse que foi desenvolvido no trabalho, e
mostrando que mesmo assim a invariancia de calibre é preservada para ambos os casos.

Com isso, foi também obtido os limites superiores para o parametro para operadores de dimensao-cinco
que controla a quebra da invaridncia de Lorentz em fung¢do de varios valores adquiridos pelo expoente
critico de Lifshitz . Estes limites foram determinados usando os resultados observacionais da explosao de

raios gama, evento GRB 041219A.

Para os operadores de dimensdo-seis, foi feito o mesmo tratamento de andlise o qual foi encontrado
valores para o pardmetro do operador de dimensao-seis, mas usando neste caso dados fenomenolégicos
de atraso temporal de quatro outros GRBs, sendo eles 080916c, 090510, 090902b e 090926.

No primeiro caso foi feita a seguinte conclusdo, que para z = 1 temos a correspondéncia direta com
operadores de dimensdo-cinco, encontrando assim os mesmos resultados ja obtidos na literatura. E pela
natureza infima do resultado obtido, concluimos que tais operadores ndo podem ser usados para descrever
os efeitos da quebra da invariancia de Lorentz na natureza. Em z = 3, que corresponde a operadores de
dimensao-seis, quando comparado com o resultado ja existente na literatura sem a escala Horava-Lifshitz,
houve um melhora de 8 ordens nos resultados, tornando-o este limite mais préximo da unidade, o que
pode ser relevante do ponto de vista fenomenolégico. Para operadores de dimensdes mais elevadas, ou

seja, z > 3/2, os resultados obtidos ndo sdo capazes de restringir nenhum efeito da violagdo da invariancia
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de Lorentz na natureza.

Resultados semelhantes foram obtidos para os operadores de dimensao-seis, que para z = 0, podemos
encontrar valores referentes aos operadores de dimensao-cinco, que mesmo em nosso modelo havendo
uma melhora da ordem de 10* no resultado, ainda assim tais operadores ndo podem ser usados para des-
crever os efeitos da quebra da invariancia de Lorentz. Em z = 1, ja obtemos uma equivaléncia a operadores
de dimens&o-seis, e os resultados obtidos sdo semelhantes aos do modelo anterior, podendo este limite ser
relevante para o estudo da LIV. Para operadores com z > 1 é visto que embora também haja uma melhora
nas medidas os resultados obtidos também néo servem para qualquer medicao de efeito da Liv.

A proposta de Myers-Pospelov refere-se também a outros campos, por exemplo, pra os férmions des-
crito por uma equacao de Dirac sobre a influéncia de operadores de altas ordens derivativos [2]. Para isto,
torna-se uma extensdo considerdvel deste trabalho usar o escalonamento de Lifshitz na relagdo de disper-

sdo modificada resultante para descrever propaga¢des andmalas de neutrinos oriundos de supernovas.
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Apéndice A

Equacao de Euler-Lagrange de altas Ordens

Derivativas

A equacdo de Euler-Lagrange é de vital importancia para se conseguir as equa¢des de movimento,
como visto em nosso trabalho. Sabendo disso demonstraremos aqui como chegar nas equagdes modifi-
cadas usadas em todo o trabalho devida a operadores com derivadas superiores. De inicio serd feito a
demonstracdo geral, e ap6s isso o andlogo covariante.

Seja a integral tripla

= // F(2, 0, Uy, Uy Uiy, ) AT dT 5Ty (A1)
onde i,j,k = 1,2,3, e F' ¢ uma fungdo dada dos argumentos x;, u, Uz, Uz,z; , Uz,z;x, € todas fungdes con-
sideradas por comparacdo que tem derivadas continuas consideremos dai uma funcao arbitraria tal 7(z;),
tal que n(z;) = 0 nos pontos de contorno a < z; <=b.

Consideremos entdo uma fungdo dada por
u=u+en(x) (A.2)

tal que o parametro € seja suficientemente pequeno, de forma que a integral da igualdade J[a] = J[u + 7]
seja respeitada. Logo a quantidade en = 6U, que também é chamada como variagdo da fungdo u = f(x;).

Dessa forma consideremos a variacdo de J tal como

= /// F(l"u u + 6777 USCZ‘ + 6771‘””:01‘:0]' + Enxixj 9 Uxixjxk. + Enxzxjxk)dfzzdx]dxk (A3)

derivando com relagéo a e,

(SJ — 7 Zi 1Ly iLjLk d zd d
/// [6% de ' Ou de + Ouy, de + OUg,z; de + Ogziz),  de LAk
OF oOF
B /// 77951 " aumix]’ Moz, au:m:vjxk nxim]‘mkl i o

~~
ko koksk
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partindo para uma andlise de cada termo em separado

OF d ( OF d OF

= — A.

(*)aum” ’ dz; <8umi 7l> dz; 8uxin (A-5)
OF d (d OF > OF
Vgt = s (o)~ Gy B Ao
OF d d? oF d3 OF
o, = —— - A7
(e *)8u$ixjxk Mz dzxy, (d:c,-dxj Oz, 77) dridridry Oug,s )z, " (A7)
dessa forma, ao substituirmos esses resultados na Eq. (A.4)
(U_///(?Fer OF \ d OF  d (d OF ?  OF
N ou g dx; \ Ouy, g dx; Ouy, " dz; \ dz; Oug,qa; g dz;dr; Oug,s; K
d d? OF d3 OF

-— — dz;dx;d .

dxy, (dmid:cj 8umim].mk 77) dz;dxjdxy, 8uwixﬂk | AL ATk (A.8)

onde pode ser separada em uma integral maior e outras menores em que se utiliza o teorema de Gauf3 e

reduzindo assim uma dimensdo da integral, como vemos a seguir:

6J—/// or _d or & or & OF N,

dxidxy — dx;d da .
+ [ ganaman— [ & Fuyry, " AT+ /] i a1 doid (4.9)

mas nas trés ultimas integrais, se faz necessario aplicar os limites de integracdo adequado a cada integra-

¢do antes feita, de forma que se considerarmos os limites de integracdo como sendo a, b de acordo com a

condigdo contorno ja dita antes, temos 7(a) = n(b) = 0, assim restando apenas

oF d OF d> OF d3 oF
0J = —_—— - sdxidxy,. .
d /// {77 [au dx; Oug, * dridr; Quy;;  drvidzjdzy ﬁuxﬂjxj } dridz;dzy (A.10)

Como 6J = 0 para qualquer funcdo diferencidvel continua arbitraria 7, de forma geral tem-se

5= [ nai)elzdz; =0 (A1)
e pelo lema fundamental do calculo das variagdes [16]
p(zi) =0 (A12)

entdo, finalmente chegamos na expressao

aj_iaF+ s 9F &P OF
Ou  dx;Ouy;  dridrj Oug,,  dridridrg Oug,qq,

) (A.13)

Esta equagéo é a chamada equagédo de Euler para altas ordens derivativas. Para se fazer um anédlogo com a

equacao usada no trabalho, basta fazermos algumas consideragdes, que sdo elas

d
u— Ag ; %—H?“; J—=S8; F—>1L; umjzk—wﬂayavAg
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aplicando essa trasformacédo na Eq. (A.13)

oL oL oL oL

sy ~ 5,y T O 5 A

94y~ Mo(0,49) ~ 7" 0(8,0,4) (A-19)

que é a equacdo que utilizamos para o nosso trabalho.
Este resultado ainda pode ser generalizado para ordem n, de maneira andloga ao que foi feito aqui

obtendo a expressao
n

oL o oL
afﬁz Yo VL, ()z : (A.15)

. Ofis i
j=1 u1§---§ug‘ fl)lu’l /‘LJ
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Apéndice B

Modelo de Maxwell-Hofrava-Lifshitz

Apresentaremos aqui, algumas ferramentas matematicas que sao utilizadas com frequéncia na fisica, e
faremos algumas aplica¢des de forma a obter alguns resultados que foram usado em todo o trabalho, mas
omitidos, por ndo serem o real foco do trabalho. Também apresentamos algumas soluc¢des para mostrar
uma analogia entre os modelos utilizados no trabalho, e o modelo usual, ao considerarmos o expoente
critico z = 1. E uma forma mais detalhada de como contruir os modelos, e manusea-los de uma maneira

mais simples.

B.1 Constru¢ao do modelo

Patindo do tensor de Maxwell para a eletrodindmica classica dado por

1
= Fu 1, (B.1)
em que podemos reescreve-lo da seguinte forma
1 1% 1 Ov iV
- ZFMVF = _Z (FOVF + FZI/F )
1 . ) - 1 1 .
= (FooF® + Fo FY + FoF" + Fj; F7) = —§F0iF01 = Py, (B.2)
onde
Fu = 0,A, —0,A,, (B.3)
Fr = glA” — " AV, (B.4)

porem no escalonamento Hofava-Lifshitz, devemos acrescentar um termo modificando o termo magnetico
na Eq. (B.2)
1
z—1
AfL

Fii — (_A)(zfl)ﬁpij' (B.5)
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Fazendo agora o reescalonamento com as seguintes transformagdes

10,
815 — AI%I(L 1)&5,
1,
o — A" Vo,
3(2=1)
At — AI%IL At,
—1z-1)
A = A4 (B.6)

Assim a Lagrangiana de Maxwell sofre uma mudanca, sendo agora denominada por Lagrangeana de

Maxwell-Hotava-Lifshitz e descrita por:

1 o1 1 1 »
Lo — L _ *FiFOZ—* A (Z_l)/QF‘Z" _A (z—l)/QFZJ
M MHL 2 0 4 (Aﬁil( ) J Af{il( )
_ g 1L g A pi
= —5Fo 1 Az(z_l)F”( AR, (B.7)
HL
e dessa forma chegando a expressao final em forma da a¢do
1 ; 1 i
SwmHL = —5 / dtd’T | Foi P + —— (= AT FY | (B.8)
2 205

B.2 Equacdes de Movimento

Através da Eq. (B.8), podemos determinar as equagdes de movimento utilizando a equagdo de Euler-

Lagrange
oL oL

o, "o0,4) " o

e com isso vamos determinar os campos para A? e A?, que sdo respectivamente

oL oL oL
_ _ 5. _ B.1
04 aOa(avo) 8Ja(ajA0) 0, (B-10)
para A% e
oL oL oL
—_ — 9 — B.11
o4, %5 A7) 836(8-/11-) 0 (B.11)
J
para A'.

Iniciando para o caso A, o tinico termo que teremos da lagrangeana sera o do setor eletrico:

) 1 :
, —ZFyFY% ) = B.12
g a (~3Fr") =0 (512
onde
Foi FU" = (99 A; — 0;Ap)(0° A" — 9°A%) = 99 A;0° A' — 9y A;0"A° — 9; Agd° A" + 9; Ag0" A°, (B.13)
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dai, aplicando a Eq. (B.13) na Eq. (B.12), temos
1 . 9 o o , o
- | —OpA; ai b0 L Ap) — OAZ&?(;O ZAO(;_Z(;O ) ai LAy | =
5 05| ~00Aig™g a(ajAO)(a b) — O A0 0g + 8" AT6;00 + i Aog gbo&(ﬁjAo)a b| =0
1

—5 Oj[-0PA]6) — OO + DAY+ 0" AP)5)) = 0

f% 9;[—0"AT — A + A"+ 97 A" = 0
1 .
-5 20, F7° = 0,

assim chegando na primeira das equagdes de movimento
0;F% = 0. (B.14)

Percebemos que para o setor eletrico, a equacdo de movimento ndo sofre nenhum alteragdo pelo escalona-

mento de Hotava-Lifshitz.
Agora para A’, aplicada a equagdo de Euler-Lagrange, temos que ambos os setores teram contribuigdo

no resultado, assim entdo sera dividido em duas partes como pode ser visto abaixo, para uma melhor

organizagao.
0 1 ; 0 1 1
e S R P | 4 0 | Fop(—A)E—Dpab| = B.1
& 9(00A;) [ 2" } o 0(0;A:) | AN (=4) O (B.15)
da primeira parte que se refere (x), temos
0 1 . 1 , . A .0
- —*FiFOZ - = OAz Az a0 . bi aA _ zAO zA a0 bi aA
1 A , , 1 . S
= —5% [FOZ + 97 Ab505E — abAaagalAb} = —S00(F* + 9741~ 9 A")
1

= _5302}701' = —yFY", (B.16)

e para a segunda parte referente a (+x), temos

0 1 1 0 1 1
O - Fop(A (zfl)Fab 0. ac bd |+ Fo(A (zfl)ch
Ja(a]Al) 4A12{(E_1) b( ) ]8(8JA1)9 g 4A12{(E_1) b( )

= 0;9°°g"2F q(615} — 6157

1 1

- (A)(zl)]
2(z—1
4AH(L )

y o 1 1 B
= 0,2F"(535, — 6157) [—W(,ﬂ) ()¢ ”]
HL

= 9T~ FY)

1 1
I = (A
4 AQ(z—l) (A) ]

HL
1 z— i
= e (~ATIRY. (B.17)
HL
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Logo somando ambos od resultados equivalentes a (x) e (xx*), chegamos a

. 1 -
~00F" + 05—y (=) FTVFY =0, (B.18)
AHL

Assim as equagdes de movimento para o modelo em estudo sdo

0;F% =0, (B.19)
. 1 .
—8[)F07J + ajm<—A)('Z7l)F” == 0, (BZO)
AHL

onde ainda podemos expressar essas equacdes com relagdo aos campo eletrico e magnético dadas por

FY% = _F*, (B.21a)

Fii = —¢ikp, (B.21b)

e aplicando (B.21a) e (B.21b) nas Egs. (B.19) e (B.20) temos

V-E =0, (B.22)
OE (=A)ED _
HL

B.3 O propagador do campo de calibre

A partir da acdo dada pela Eq. (B.8) obtida anteriormente, vamos calcular o propagador do fotén, mas

para isso precisamos adicionar um termo de fixagdo de calibre, dado abaixo.

1 1 ; ;
— AN = =5 [(00A° + 0;A") (99 A° + 0;A")]
1 , .
= — [(00A°)? + (8;A")* + 9; A9y A”] (B.24)
usando os termos que definimos antes temos
50 = 2 [ @A + g (CA) V@AY + 2 (Ao (B25)
2 2 A2(Z—1) A(Z—l)
HL HL
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e somando com a Eq. (B.8), torna-se

1 . 2 . —A)-1) . .
L = —={ FyuF% + (9,A%% + (fA)@—l)/?aiAlaoAM¥[FioF01+(aiAZ)2]
2 AGD A2G1)
HL HL
1 ) . 2 .
= —2{(80Ai—8iA0)(8OAZ—8’A0)+(80A0)2+ ( 1)(—A)(Z_1)/261A’60A0
At

1

abyee) (—A)ED[(3A; — 9;4:) (9T AT — & AY) + 26¢A"8,~Ai]}
HL

1 0 7i 0 7 i A0 053 40 04 40, 2=A)EDE L0
= —5 OpgA;0° A" — 99 A;0° A* — 0gA;0"A” + 0; A7 0" AY + 9y A g A" + T@A OpA
Ay,
(_A)(zfl) o o o o , A
-1 [81'14]'8214] — 8in8’A] — aiAJ-&]AZ + 83‘14@'0]142 + 282147'8@141] s
2AGL
L)oo 4i 0 i i, A0 0 0 0 0  2=A)EDR L
L = —5 O A'OgA; — 0V A;00AY — OgA'O; AY + AV 0,0, A” + A 0y0pA° + T&A OpA
Ag,
(—=A)E-1) o o S
+ I [201'14]'6114] — 28]'142‘8114] + 28114182141]
2AGL
1 . , 2(—A)z—1)/2
= —— A0 AIn;; — A; | 2000; + %aiao A® + A%(8;0; + BpDo) A°
2 Mg
(=A)ED o . S
+ ﬁ [AzaiazAJT]ij — A’c‘?lc‘)iA]mj + A’@ﬁ’Aij]
Aqr,
1 A —A)-1) ,
= ——<A 6752 + (¥A Nij Al +A0(8i8i —|—8060)A0
2 A2(E=1)
HL
—A)(E-1)/2
— 24, <aoa,- + (A)laiao> AO} . (B.26)
A(Z— )
HL
Usando a condicéo de calibre A° = 0, temos que a acdo sera
1 : —A)? .
S =_ / d*z A" |0 + Ar nij ¢ A7 (B.27)
2 A2(E-1)
HL
Agora vamos calcular o propagador, que sera dado como
~A) . ‘
((9,52 + /(XZ(Z—)l)> nij | AL (z —y) = 25;-“(53@ —y). (B.28)
HL
Aplicando a transformada de Fourier sobre o propagador
A (5 — y) = / ATk () ikt (B.29)
F (27r)4 F ’ :
e aplicando as derivadas, temos
—A)? i d*k —A)? k(o
(6152 + <2(z—)1)> mij | A (z —y) = / omi ) (atQ + (2(2_)1)> mije Y, (B.30)
AGy Ay,
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escrevendo agora a Eq. (referenciar acima) no espago dos momentos temos
—ike _ —ikox®—ikiz! _ —iwt—ikZ

e =e e ,

logo derivando chegamos em

HL

consequentemente precisamos da igualdade seja valida

k2z " ‘
—w2 + A2(z_1)] nZ]A% (k') = 7/(55‘7
HL

onde, chamamos

-1
AF g

5 k2z ]
2(z—1) Js
Agp,
dai temos a relagdo

(A7) (k) (Ap)™* (k) = iy,
e assim podendo usar o seguinte Ansatz

(Ap) (k) = AnP¥,

e consequentemente

K2z ) k2
—w2+m ’I’]UA’I’]J]C = ’L(;f = —w2-|— 2G—1) A(Sf =
A A
HL HL
)
A = .
w2 _ AIQ{(E_l)k,Zz
Logo
ik _ in?
(A) (k) - w2 - A2(Z_1)k'2z .
HL

B.4 Modos de Propagacao de Ondas

_ z o 4 z
(83 + ﬁ) mj] A=) = [ GeAath {—w2 — (i) (i) L

2(z—1
A

} nie Y,

ik,

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

Os modos de propagacdo das ondas eletromagnéticas, tais como as frenquéncias e as velocidades de

grupo, sdo usualmente obtidos através da relacao de dispersao das ondas. Tal quantidade pode ser direta-

mente obtida pelo denominador do propagador de Feynman associado, quando submetido a uma equagao

de auto-valores. Informalmente, temos

WAk =0,
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daf temos que

Ak?
WA=~y (B.39)
Af
onde A = T e a velocidade de grupo é dada pela derivada de w em relagdo a k, assim
dw) ko k!
Vgr = =2A———y = 2A () . (B.40)
dk A%L ) AnL
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Apéndice C

Segundo Modelo de

Maxwell-Hofava-Lifshitz

Nesta se¢do serd mostrado toda a contru¢do em conjunto com algumas aplica¢des para o modelo usado

na secdo 2.3.

C.1 Construc¢ao do modelo

Vamos agora reconstruir a teoria anterior, mas com foco no outro termo do Tensor f,“,, ou seja

1 1 : 1 ] y
L= PP = -3 (Fo, F» + F,, F™) = —§FOiFOZ - 1Pk, (C.1)
e vamos modificar o primeiro termo tipo Hofava-Lifshitz, escrevendo como
s = L [ atde | Fo(io)?eDF% 4 Lp,pi C.2)
MHL = 75 0i\20t "‘213 . (C

Mas para isso, precisamos resescrever o reescalonamento de tal forma que conserve a adimensinalidade
da acdo. Para isso consideremos que [t] = [L]? e [#] = [L], e vamos precisar de 3 condigdes bésicas para

estabelecer a teoria, e sdo elas
e Para z = 1, voltar para a teoria de Maxwell,
o [Fy] = [L]_%(?’ZH) para que o segundo termo permanega adimensional,
o [Fuil = [L] —3(=+3) para termos o termo de Hofava-Lifshitz equilibrando a dimensao da acao.
Assim, considerando que [0;] = [L]™#, temos

[Fij] = [0i][4;] — [0;][Ai] = [L]—%(Sz—i—l)

(C.3)
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(C4)
{ Y+ Z;—l = = y=-1
—z+w = -3 = w=2
Consequentemente as dimnensdes sdo

[60] = [L]_la

4] = (K],

0] = L7,

Ao = [£)267)
(C.5)

E para z = 1 recuperamos a teoria de Maxwell. A partir dai, podemos definir nossos termos para o novo

reescalonamento, sendo esses termos 0s seguintes

A = ARETA,
= ATV,
Ao = A4,
F o AV

como

C1(s
Foi — AHE(z 1)F0i7

3(y—
Fy — Ay UFy,

assim chegando na nossa a¢do que é dada por:

1 1 | g
S](é?HL - _5 /dtde [WFOi(iat)z(z_l)FOl + §F1]FZ] . (C.6)
HL
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C.2 Equacdes de Movimento para o segundo Tipo de Reescalonamento

A partir de nossa Lagrangeana obtida através do novo reescalonamento, podemos determinar as equa-

¢Oes de movimento, utilizando a equacdo

oL oL

o, 0,4 " 7

que é conhecida como equacdo de Euler-Lagrange. Com isso vamos determinar os campos para A" e A°,

assim escrevendo as equa(;c")es como

Y or o
94~ P aaedr) Yoo, ay) = (©8)
para AV e
or o or
on, ~ Paanay Yot a) =" ()
para A°.

Do qual chegamos as seguintes equagdes de movimento para o modelo em estudo

1 . 2(z—1 07 __
@(zﬁt) (==Ug, F% =0, (C.10)
1 ) -
—m(z'at)2<'2*1>80F0z +9,F =, (C.11)
AHL

onde ainda podemos expressar essas equacdes em termos do campo eletrico e magnético dadas por

F% = _F° (C.12)
Fi = —¢ikp,, (C.13)
ou seja
1 I,
Aqr,
1o ndE o s

Podemos perceber facilmente que, para o caso em que z = 1 retornamos as equagdes da teoria usual.
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C.3 Invariancia de Calibre para o Modelo 2

A partir da agdo obtida para o segundo modelo do tipo Hotava-Lifshitz

1 1 | .
Sﬁ?HL =73 /dtd?’f [FOi(1'315)2(2_1)1[70Z + QFijFU ; (C.16)

2(z—1
A

vamos verificar a invariancia de calibre do modelo, de maneira similar a gravidade de Lifshitz usando o
formalismo de Arnowitt-Deser-Misner. Entdo, consideramos a seguinte decomposi¢do dos campos: Ay e

A; = AT + 9, e com isso, podemos resscrever os tensores como:
/ o Fyi(i0y)2- DY = / de [~ AT (0)9 AT + (Ao + §)(i00)*~ N30 (A° + )
/ d'z FjF9 = / d*z [—2A7 0,07 AT] .
Em que substituindo na agdo inicial, obtemos

1 :
S\ = 3 / dtd?’:E{AiT (i0)* + 8;0"

17 AT + (Ao + ¢)(i00)** 19,0 (Ao + ¢)} . (C17)

2(z—1
At "
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