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Resumo

Muitos projetos de sistemas modernos dependem de seus componentes, os quais po-
dem se relacionar por meio de dependéncias ou causalidades entre si. Os sistemas com
quais lidamos neste trabalho referem-se aqueles que apresentam componentes que podem
ser quantificadas ou medidas e que permitem um tratamento matematico. Podemos ci-
tar como exemplos sistemas financeiros, cujas componentes podem ser valores das agoes
vendidas ou compradas; sistemas bioldgicos/médicos, cujas componentes podem ser gran-
dezas como pressao arterial e taxa de batimentos cardiacos; sistemas neurofisioldgicos,
cujas componentes podem ser registros de eletroencefalogramas ou imageamento por res-
sonancia magnética das diversas regioes cerebrais; dentre muitos outros sistemas. A
teoria da informacao tem se mostrado eficaz na quantificacao dessas relagoes, por meio
de grandezas como a informacao mitua, a informagao direcional e a entropia de transfe-
réncia. Uma questao fundamental quando se lida com sistemas reais ¢ a dificuldade em
se modelar as distribuicoes de probabilidade das variaveis envolvidas, distribuigoes estas
presentes na definicao das j4 citadas medidas de informacdo. E neste contexto que surge
o presente trabalho, propondo-se a investigar e contribuir com as formas de estimacao de
medidas de informagao necesséarias no estudo de sistemas. Este trabalho d4 um enfoque
especial em aplicagoes que lidam com sistemas neuronais.

Palavras-chave. Informagdo Mutua, Informagao Direcional, Entropia de Transfe-
réncia, Estimacao.

iv



Abstract

Many modern system projects depend on their components, which may relate to each
other by dependency or causality relations. What is meant by systems in this work
are those whose components may be evaluated or measured. For example: financial
systems, whose components may be stock markets; medical/biological systems, whose
components may be respiration, blood pressure, and heart rate; neurophysiological sys-
tem, whose components may be electroencephalogram or functional magnetic resonance
imaging from different parts of the brain; among many other systems that allow mathe-
matical treatment. Information theory has been presented as an efficient mean to quantify
the relations in these systems, bringing useful concepts and evaluating measures such as
mutual information, directed information, and transfer entropy. A fundamental ques-
tion when dealing with real systems concerns the difficulty to model the true underlying
probability densities of the involved variables. The definitions of mutual information,
directed information, and transfer entropy rely on these densities. In this context, the
present work evolves to investigate and contribute with estimation methods to measure
the relations among variables when studying systems. This work gives a special attention
to neuronal systems.

Keywords. Mutual Information, Directed Information, Transfer Entropy, Estima-
tion.



Sumario

1 Introducao 2
1.1 Principais Contribuigoes . . . . . . . . . ... )
1.2 Organizacao da Tese . . . . . . . . . . . .. 6

2 Medidas de Informacao 7
2.1 Informagdo Mutua . . . . . . . . ... 9

2.1.1 Taxas de Informacao Mutua . . . . . . ... ... ... ... ... 11
2.1.2  Propriedades da Informagao Muatua . . . . . . ... ... ... .. 12
2.2 Informagao Direcional . . . . . . . .. ... oL 12
2.2.1 Taxas de Informacao Direcional . . . . . . . ... ... ... ... 13
2.2.2  Propriedades da Informagao Direcional . . . . . . . . . ... ... 13
2.3 Comparagao entre Informagao Mutua e Informagao Direcional . . . . . . 13
2.4 Entropia de Transferéncia . . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 15
2.4.1 Relacao entre Entropia de Transferéncia e Informacao Direcional . 16

3 Meétodos de Estimacao de Medidas de Informacao entre Variaveis Ale-

atdrias Discretas 18
3.1 Estimadores Plug-in . . . . . . . . . 18
3.2 Estimadores para Informacao Direcional . . . . . .. .. ... ... ... 20
3.2.1 Estimadorde Jiao. . . . . . . .. ... 20
3.2.2 Estimador de Quinn . . . . . ... 25
4 Simulacao de Métodos de Estimacao de Medidas de Informacao entre
Variaveis Aleatdrias Discretas 28
4.1 Informagdo Mutua . . . . . . . .. .. 28
4.1.1 1° Caso: Canal BSC . . . . . . . . . .. 28
4.1.2 2° Caso: Canal BEC . . . . ... .. ... ... ... ..., 30
4.1.3 3° Caso: Canal Simétrico. . . . . . . . . . . . . ... ... ... 32
4.2 Informacdo Direcional . . . . . . . ... ..o 35

5 Meétodos de Estimagao de Medidas de Informacgao entre Variaveis Ale-

atérias Continuas 39
5.1 Método do Particionamento do Suporte . . . . . . . . ... ... ... 39
5.2 Método do Particionamento Adaptativo do Suporte . . . . . . . .. . .. 40
5.3 Método KDE . . . . . .. 43
54 Método do Mapeamento Simbdlico . . . . . .. ... ... ... ... .. 44
5.5 Método KSG . . . . . . . 45

5.5.1 Estimacao de Kosachenko-Leonenko para Entropia de Shannon . . 47

5.5.2 Estimador de Informagdo Muatua (1) . . .. ... ... ... ... 48

vi



5.6 Método BI-KSG . . . . . . ., 49

6 Simulacao de Métodos de Estimacao de Medidas de Informacao entre
Variaveis Aleatérias Continuas 51
6.1 Informagdo Mutua . . . . . . . .. ... 51

6.1.1 Distribuicao Uniforme . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 51
6.1.2 Distribuicao Gaussiana . . . . . . . ... ... 56
6.2 Entropia de Transferéncia . . . . . . ... .. .. .. ... ... ... 59

7 Estimacgao de Informacao Direcional entre Processos Continuos em Am-
plitude com Estimadores de Jiao 63
7.1 Exemplode Base . .. .. . . . .. ... 64
7.2 Simulagdo . . . . .. 65

8 Estimacao de Medidas de Informacao entre Variaveis Aleatérias Mistas 70
8.1 Estimadores de Informacao Matua . . . . . . . ... ... ... ... .. 70

8.1.1 Estimador de Particionamento do Suporte . . . . . .. ... ... 70
8.1.2 Estimadorde Ross . . . . .. . .. .. ... .. ... ... ..., 71
8.1.3 Simulagbes . . . . . . . . 72
8.2 Estimacao de Entropia de Transferéncia . . . . . ... ... ... .... 76
8.2.1 Primeiro Exemplo: Entropia de Transferéncia dos Discretos para
os Continuos . . . . . . .. .. 7
8.2.2 Segundo Exemplo: Entropia de Transferéncia dos Continuos para
os Discretos . . . . . . .. 82
8.2.3 Terceiro Exemplo: Maior Acoplamento Temporal . . . . . . . .. 87
8.2.4 Desempenho dos Estimadores em Termos de Velocidade . . . . . . 90

9 Estimacao de Informacao Direcional para Trens de Spikes Neurais Simu-
lados 92

10 Conclusoes e Perspectivas 98

o aQ w »

10.1 Estimadores de Medidas de Informagao entre Processos Aleatorios Discretos 98
10.2 Estimadores de Medidas de Informagao entre Processos Aleatorios Continuos 99
10.3 Estimadores de Medidas de Informagao entre Processos Aleatorios Mistos 99

10.4 Perspectivas para Pesquisas Futuras . . . . . . ... .. ... ... .... 100
Conceitos de Probabilidade e Estatistica 102
Funcao Digamma 106
Distribuicao de Dirichlet e Ponderagao de Probabilidades 107
Ciélculo das Probabilidades da Cadeia de Markov Estacionaria (Exemplo

do Capitulo 4) 108
Calculo do Exemplo Analitico de Entropia de Transferéncia para Caso

Continuo 109
Lista de Publicacoes do Doutorado 112

vii



Bibliografia 113

viii



Lista de Figuras

2.1

3.1

3.2
3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Diagrama de estados para processo X. . . . . . . . ... ... ...

[lustracao da correcdo QE sobre estimativa plug-in de informacao mutua,
em que o valor analitico era I(X,Y) = 0.5310 bits e o tamanho amostral
era N = 50. O asterisco preto revela a estimativa plug-in sem correcao, o
valor analitico estd indicado no asterisco vermelho e a interseccao da curva
com o eixo 1/N = 0 indica a estimativa com correcdo QE para a amostra
obtida, D
Exemplo de fonte em arvore bindria genérica. . . . . . ... .. ... ..
Exemplo de arvore de contexto, com o calculo das probabilidades estimadas
eponderadas. . . . . .. ..
Gréfico de uma fungao amostra y(t) do processo aleatério Y de contagem
deeventos. . . . . . . ..

Canal BSC, p = 0.5, I(X,Y) = 0. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com correcao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25,
50, 100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho
amostral. . . . . ...
Canal BSC, p = 0.5, I(X,Y) = 0. Variancias em 50 realizagoes para cada
tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800,1600}. . . . . . .. ..
Canal BSC, p = 0.1, I(X,Y) = 0.5310. Curva com quadrado: plug-
in, curva com bola: plug-in com correcdo QE, curva com asterisco: Jiao.
N = {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para
cada tamanho amostral. . . . . . ... ... L
Canal BSC, p = 0.1, I(X,Y) = 0.5310. Variancias em 50 realizagbes para
cada tamanho amostral. N = {25, 50, 100, 200,400, 800, 1600}. . . . . . .
Canal BEC, a = 0.8, I(X,Y) = 0.2. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com corre¢ao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25,
50, 100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagOes para cada tamanho
amostral. . . . . ...
Canal BEC, a = 0.8, I(X,Y) = 0.2. Variancias em 50 realizacoes para
cada tamanho amostral. N = {25, 50, 100, 200,400, 800, 1600}. . . . . . .
Canal BEC, a = 0.2, I(X,Y) = 0.8. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com correcao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25,
50, 100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagOes para cada tamanho
amostral. . . . ... L
Canal BEC, a = 0.2, I(X,Y) = 0.8. Variancias em 50 realizacoes para
cada tamanho amostral. N = {25, 50, 100, 200,400, 800, 1600}. . . . . . .

ible

20
22

22

25

29

29

30

30

31

31

32



4.9

4.10

4.11

4.12

4.13
4.14
4.15

4.16

5.1

5.2

6.1

6.2

6.3

6.4

Canal simétrico, |X| = |Y| = 4. Curva com quadrado: plug-in, curva com
bola: plug-in com corregdo QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50,
100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho
amostral. . . . . ...

Canal simétrico, |X| = |Y| = 4. Variancias em 50 realizagdes para cada
tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800,1600}. . . . . . . . ..
Canal simétrico, |X| = |Y| = 8. Curva com quadrado: plug-in, curva com

bola: plug-in com corregdo QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50,
100, 200, 400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho
amostral. . . . ..
Canal simétrico, |X| = || = 8. Variancias em 50 realizagbes para cada
tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200,400,800,1600}. . . . . . . . ..
Diagrama de estados para processo X. . . . . . . . ... ... ...
Canal BSC. . . . . . . .
Médias das estimativas de Jiao para taxa de informagao direcional em 50
realizagoes, variando o comprimento N das amostras (em escala logarit-
mica). Valor analitico de Iy (Y — X) indicado na linha vermelha.

Variancias das estimativas de Jiao para taxa de informacao direcional em
50 realizagoes, variando o comprimento N das amostras (em escala loga-
ritmica). . . ...

Métodos de particionamento do suporte. A esquerda, particionamento sim-
ples do suporte, a direita, particionamento adaptativo. Figura adaptada
dareferéncia [14]. . . . . . . . .

Contagem de vizinhos para o ponto z,, com k = 2. Neste caso, m,(n) = 3,
my(n) =5, N=13 . . . . ... .

Distribuigao f(z,y) uniforme na regido sombreada - caso de independéncia
entre X eY.. . . . .
Caso uniforme com independéncia entre X e Y. Médias amostrais das
estimativas em funcdo do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}. Curva vermelha indica valor analitico de informagao mutua.
Curva com quadrado indica média amostral KDE, curva com asterisco
indica média amostral das estimativas KSG, curva com circulo indica mé-
dia amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica média
amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 esti-
mabivas. . . . .. e e
Caso uniforme com independéncia entre X e Y. Varidncias amostrais das
estimativas em func¢do do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}, para os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento
dosuporte (“BIN”).. . . . . . ..
Distribuigao f(x,y) uniforme na regiao sombreada - caso de dependéncia
entre X eY.. . . .

33

33

34

34
35
36

38

38

43

49

o2

52

93



6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

Caso uniforme com dependéncia entre X e Y. Médias amostrais das
estimativas em fungdo do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}. Curva vermelha indica valor analitico de informagao mutua.
Curva com quadrado indica média amostral KDE, curva com asterisco
indica média amostral das estimativas KSG, curva com circulo indica mé-
dia amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica média
amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 esti-
mativas. . . . . ... e e
Caso uniforme com dependéncia entre X e Y. Varidncias amostrais das
estimativas em func¢do do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}, para os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento
do suporte (“BIN”).. . . . . . .
Caso gaussiano com independéncia entre X e Y. Médias amostrais das
estimativas em func¢do do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}. Curva vermelha indica valor analitico de informagao mutua.
Curva com quadrado indica média amostral KDE, curva com asterisco
indica média amostral das estimativas KSG, curva com circulo indica mé-
dia amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica média
amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 esti-
mabivas. . . . . . e e e
Caso gaussiano com independéncia entre X e Y. Variancias amostrais das
estimativas em func¢ao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000,
5000, 10000}, para os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento
dosuporte (“BIN”).. . . . . ...
Caso gaussiano com dependéncia entre X e Y (p = 0.6). Médias amos-
trais das estimativas em fun¢do do tamanho amostral N = {50, 100, 500,
1000, 5000, 10000}. Curva vermelha indica valor analitico de informacao
mutua. Curva com quadrado indica média amostral KDE, curva com aste-
risco indica média amostral das estimativas KSG, curva com circulo indica
média amostral das estimativas BI-KSG, e curva com triangulo indica mé-
dia amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50
estimativas. . . . . . . .. L.
Caso gaussiano com dependéncia entre X e Y (p = 0.6). Varidncias amos-
trais das estimativas em fun¢ao do tamanho amostral N = {50, 100, 500,
1000, 5000, 10000}, para os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particiona-
mento do suporte (“BIN”). . . . . . .. ...
Valores analiticos de entropia de transferéncia, TE, variando-se o termo de
acoplamento . . . . ... L
Caso simulado de entropia de transferéncia com valor conhecido de TE(X —
Y) = 0.0923nats. Médias amostrais das estimativas em funcao da duragao
N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000} dos processos. Curva vermelha
indica valor analitico de entropia de transferéncia. Curva com quadrado
indica média amostral das estimativas KDE, curva com asterisco indica
média amostral das estimativas KSG e curva com triangulo indica média
amostral das estimativas de particionamento do suporte. Médias em 50
estimativas. . . . . . . ...

X1

95

95

56

27

o8

58

60

61



6.13 Caso simulado de entropia de transferéncia com valor conhecido de TE(X —

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8

8.1

8.2

8.3
8.4

8.5

Y) = 0.0923nats. Varidncias amostrais das estimativas em fun¢ao da dura-
cao N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000} dos processos, com os métodos
KDE, KSG e de particionamento do suporte (“BIN”). Varidncias em 50
estimativas. . . . . . . . ...

Método equidistante, L =2 . . . . . . .. .. ...
Método equipovoado, L =2 . . . . . . . . .. ...
Método simbolico, L =2 . . . . . . . . ...
Método equidistante, L=6 . . . . . . . . ... ... ...
Método equipovoado, L =6 . . . . . . . . . .. ... ... ..
Método simbolico, L =6 . . . . . . . . ...
Método equidistante, L =4 . . . . . . .. .. ...
Método equipovoado, L =4 . . . . . . . ... ...

Ilustracao do estimador de Ross. Na linha superior, exemplos de distri-
buigoes condicionadas f(Y|X), em que X é a varidvel discreta assumindo
3 valores simbolizados pelas curvas azul, vermelha e verde. Na linha do
meio, um conjunto de pares de dados (X,Y), em que os valores de Y sao
representados pela posicao dos pontos no eixo y e os valores de X sao repre-
sentados pelas cores destes pontos. Na linha inferior, mostra-se o ponto
n analisado indicado por uma seta vertical e o 2° vizinho mais proximo
(dado que o valor de X é “vermelho”). Utilizando k = 2, percebe-se que
o 2° vizinho de n na linha inferior é o 4° na linha do meio - que considera
todos os valores de X. Linhas tracejadas mostram a distancia d,, do ponto
n ao 2° vizinho. Neste exemplo, N = 10, £k = 2, e para este ponto n,
Nx, =4 e j, =4 (incluindo o vizinho a distancia d,). . . . . . . . . . ..
Estimativas de acordo com o método de Ross e o método do particiona-
mento do suporte, em bits, caso uniforme-uniforme. A esquerda, estima-
¢ao de informagao mutua pelo método de Ross, em fun¢dao do ntimero de
vizinhos k. A direita, estimacdo de informacdo mutua pelo método do
particionamento do suporte com correcao de viés QE, como uma funcao
do niimero de segmentos usados. O tamanho amostral foi N = 400, linhas
vermelhas indicam o verdadeiro valor de informacao mutua, ao passo que
linhas azuis indicam a mediana de informagao mutua para 50 conjuntos
de dados de tamanho 400 cada. O intervalo entre linhas azuis tracejadas
indicam de 10% a 90% das estimativas. . . . . ... ... ... ... ...
Gréfico de —f(y)In f(y) em func¢do dos valores y. . . . . ... ... ...
Estimativas de acordo com o método de Ross e o método do particiona-
mento do suporte, em nats, caso uniforme-gaussiano. A esquerda, esti-
macao de informacao mutua pelo método de Ross, em fun¢do do ntimero
de vizinhos k. A direita, estimacdo de informacdo mutua pelo método do
particionamento do suporte com correcao de viés QE, como uma funcao
do ntimero de segmentos usados. O tamanho amostral foi NV = 400, linhas
vermelhas indicam o verdadeiro valor de informacao mutua, ao passo que
linhas azuis indicam a mediana de informacao mutua para 50 conjuntos
de dados de tamanho 400 cada. O intervalo entre linhas azuis tracejadas
indicam de 10% a 90% das estimativas. . . . . . . . ... ... ... ...
Diagrama de estados para processo X. . . . . . . . ... ... ...

Xii

61

65
66
66
66
67
67
67
68

72

74
75



8.6
8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

Gréficode —fy(u)In fu(u). . ... oo o
Medianas de estimativas de entropia de transferéncia em funcao do para-
metro de acoplamento de causalidade . Curva azul tracejada indica me-
dianas das estimativas com método de Ross, curva pontilhada preta indica
medianas das estimativas com o método do particionamento do suporte,
para cada valor de v, e curvas continuas vermelhas indicam limitantes
teoricos. Medianas em 50 fungdes amostras, com duracao N = 1000. . . .
Medianas de estimativas de entropia de transferéncia em funcao da du-
racdo N dos processos, em 50 estimativas, para cada duracao N. Curva
azul tracejada indica mediana das estimativas com método de Ross, curva
preta pontilhada indica estimativas com o método do particionamento do
suporte, para valor fixo v = 0.5, e linhas continuas vermelhas indicam
limitantes tedricos. . . . . . . . . ...
Variancias amostrais de estimativas de TE como uma fun¢ao da duragao
N dos processos. Estatisticas realizadas em 50 amostras, parametro fixo
v = 0.5. Método do particionamento do suporte: “binning”’, método de
Ross: “NN” . . . . e
Medianas das estimativas de entropia de transferéncia de um processo con-
tinuo para um processo discreto (equagao 8.29) com o método do partici-
onamento do suporte e com o método de Ross em funcao da duracao dos
processos N, em 50 realizagoes. Aproximacao do valor analitico na linha
continua vermelha. . . . . . .. ... L
Variancias amostrais das estimativas de entropia de transferéncia de um
processo continuo para um processo discreto (equagao 8.29) com o método
do particionamento do suporte e com o método de Ross em funcao da
duracao dos processos N, em 50 realizacoes. . . . . . . . .. .. .. ...
Boxplots das estimativas de entropia de transferéncia para a simulacao do
segundo exemplo com o método do particionamento do suporte (“Bin”),
com o método do particionamento do suporte sobre processos sem qual-
quer causalidade (“Bin - test”), com o método de Ross (“NN”) e com o
método de Ross sobre processos sem qualquer causalidade (“NN - test”).
Estatisticas realizadas em 50 amostras, duragao dos processos N = 500. .
Estimativas de entropia de transferéncia para a simulacdo do segundo
exemplo com o método do particionamento do suporte (“Bin”) e com o
método de Ross (“NN”) em funcao da duragao dos processos N. . . . . .
Histogramas de valores assumidos pelos processos X e Y desta subsecao,
segundo o exemplo em que X ¢ distribuido uniformemente e segundo o
exemplo em que X é autorregressivo (AR), em fungbes amostras de duracao
N =10000. . . . . . . e
Grafico de —fy(u)In fy(uw). .. ..o oo

xiii

79

80

81

81

83

84

85

86

87
88



8.16

8.17

8.18

9.1

9.2

9.3

9.4
9.5

9.6

Medianas das estimativas de entropia de transferéncia do acoplamento tem-
poral m do processo Y, de acordo com a equagao (8.34). Curva continua
azul indica medianas das estimativas com método de Ross, curva tracejada
azul indica medianas das estimativas de Ross sobre dados sem qualquer
dependéncia. Curva continua preta indica medianas das estimativas com o
método do particionamento do suporte e curva preta pontilhada indica me-
dianas das estimativas com método do suporte sobre dados sem qualquer
dependéncia. Aproximacao do limitante superior tedrico na linha continua

vermelha. Estatisticas sobre 50 amostras, duragao dos processos N = 500.

Boxplots de estimativas de entropia de transferéncia em funcao do acopla-
mento temporal m do processo Y, de acordo com a equagao (8.34). Método
de Ross: “NN”, método de Ross sobre dados sem qualquer dependéncia:
“NN - Test”, método do particionamento do suporte: “Bin” e método do
particionamento do suporte sobre dados sem qualquer dependéncia: “Bin
- Test”. Estatisticas sobre 50 amostras, duracao dos processos N = 500. .
Medianas do tempo de estimacao levado pelo método de Ross (“NN7)
normalizadas pelo tempo de estimagao levado pelo método do particiona-
mento do suporte (“Bin”), em 50 realizacoes dos processos do exemplo da
subsecao 8.2.1, em funcdo da duracdo N. . . . . . . ... ... ..

[lustragao de sinapse quimica entre dois neurdnios. Figura adaptada do
site http://maxaug.blogspot.com.br/2013/11/ . . . . . . ... ... ...
Diagrama para mostrar conexoes entre neurdnios simulados. Neuronio 5
apresenta conexoes sinapticas inibitorias. Figura adaptada da referéncia
[67].
Gréfico de uma amostra de 5 neurdnios disparando spikes em uma janela
de 1000ms. . . . . . . .
Pesos das conexoes sinapticas entre neuronios em uma amostra. . . . . .
Média de taxa de informacgao direcional normalizada entre trens de spikes
neurais, em 50 amostras. . . . . .. ..o
Histograma com o niimero de conexoes verdadeiras detectadas pelos dois
estimadores estudados. O nimero verdadeiro de conexdes era 6. . . . . .

Xiv

89

90

91

93

94

95
96

96

97



Lista de Tabelas

1.1

1.2

1.3

6.1

7.1
7.2

Relagao entre funcionais de medidas de informacao e métodos utilizados
para estima-los: caso discreto. . . . . . . ... .. L.
Relagao entre funcionais de medidas de informagao e métodos utilizados
para estima-los: caso continuo. Partic.: particionamento do suporte. Par-
tic. Adapt.: particionamento adaptativo do suporte. Map. Simb.: Mape-
amento simbdlico. . . . . . ...
Relagao entre funcionais de medidas de informacao e métodos utilizados
para estima-los: caso misto. . . . . . . ... ... L.

Tempo aproximado de cada estimativa de informagao mutua de tamanho
amostral N, caso continuo. BIN: método de particionamento do suporte.

Valores de permutagdo . . . . . . . . . . ...
Medianas da taxa de informagao direcional de acordo com os 3 métodos

de discretizagao e niveis (L), quando o valor analitico In(XY — YV) = 0.

XV

99
64

69



Notacao e Terminologia

Nesta tese, variaveis aleatorias sao escritas com letras maitisculas e valores particulares
que elas assumem com letras mintsculas. Processos aleatorios sao escritos com letras em
maitsculo e em negrito. Séries de variaveis aleatérias sao indexadas com o primeiro
indice no subscrito e o ultimo indice no sobrescrito, por exemplo, a série de variaveis
(X1, Xy, X3, Xy, X5} = X7. E possivel também omitir-se o subscrito quando o primeiro
indice da série da varidvel aleatéria for 1, ou seja, no exemplo anterior, X? = X°. O
simbolo EX denota esperanca de uma variavel aleatéria X. Uma barra sobre uma variavel
aleatéria denota sua média amostral, isto é:

_ 1 N

O simbolo var(X) denota a variancia de X, ao passo que cov(X,Y) denota covaridnca
entre as variaveis aleatérias X e Y, logo:

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))],

em que a esperanca ¢ tomada na distribuicao conjunta das variaveis X e Y envolvidas.
Observa-se que cov(X, X) = var(X).

A funcao logaritmica, quando escrita como log, esta na base 2 (caso em que as medidas
de informagao sao feitas em bits). Quando a funcao logaritmica for escrita In, ela estd na
base neperiana (caso em que as medidas de informagao sao feitas em nats). A entropia
binaria de pardmetro p é denotada por H(p), sendo dada por:

H(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p) bit.



Capitulo 1

Introducao

Um sistema, segundo o dicionario Aurélio, é a combinacao de partes reunidas para
concorrerem para um resultado, ou de modo a formarem um conjunto. Os sistemas
constituem objeto de estudo de diversas areas do conhecimento. As &areas que lidam
com ciéncias exatas, em geral, permitem um estudo matematico dessas combinagoes e
resultados, o qual pode ser feito por medigoes de variaveis aleatorias, de modo a retirar
conclusoes relevantes para o entendimento do funcionamento do sistema considerado.

A teoria da informagao, em particular, apresenta-se como uma ferramenta interessante
na investigacao dessas relagoes de dependéncia, seja ela dirigida (constituindo-se causa-
lidade) ou nao. A teoria da informacao, estabelecida em 1948 por um artigo de Claude
Shannon [74], trouxe conhecidas contribui¢oes as comunicagbes, a ciéncia da computa-
¢do, a probabilidade e & estatistica [13]. Alguns de seus conceitos, como o de informagao
mutua, informacao direcional e entropia de transferéncia, podem ser aplicados em diver-
sos sistemas, nao apenas aqueles de sinais naturais, tais quais os sistemas biologicos e
climaticos, como também os de sinais “artificiais”, tais quais os sistemas economicos e de
processamento industrial.

A teoria da informacao foi criada tendo em vista a resolucao de problemas oriundos
da engenharia de telecomunicagoes e a delimitagao de seu escopo foi uma das razoes
principais de seu sucesso. Contudo, devido ao seu poder de explanacdo e suas varias
aplicagoes praticas, os conceitos introduzidos pela teoria da informacao foram progres-
sivamente estendidos em sua utilizacdo em outras areas. O bem conhecido modelo de
sistema de comunicag¢ao ponto a ponto é composto por fonte de informacgao, transmissor,
canal, receptor e sorvedouro de informacoes. A fonte de informagcao é modelada a partir
de um conjunto com dada distribuicdo de probabilidade. O transmissor gera sinais codi-
ficando mensagens e as transmite através de um canal representado por uma distribuigao
de probabilidade condicionada. Esta distribuicao de probabilidade condicionada é mode-
lada de acordo com o tipo de canal, ou mais especificamente, de acordo com o ruido que
este canal adiciona. O sinal perturbado pelo ruido é processado no receptor cuja saida é
uma estimativa da mensagem transmitida. Nesse sentido, informacao ¢é incerteza. Uma
fonte de informacao é modelada como uma variavel aleatéria ou um processo aleatério
e a teoria de probabilidade é fundamental no desenvolvimento da teoria da informacao.
Lembramos que a ideia de significado, que esta relacionada no campo de linguistica a area
denominada seméantica, é completamente descartada nesta teoria. Entretanto, ha estudos
recentes que buscam pelo surgimento de simbolos e significado dentro de um contexto
computacional [71].

Os exemplos de sistemas biologicos nos quais ja houve uma aplicagdo da teoria da



informagao sao varios. Em genética, por exemplo, a teoria da informagao foi utilizada para
analisar sequéncias de acido desoxirribonucleico [26]. Considerando sistemas cardiacos,
¢é possivel aferir medidas de pressao sanguinea e de batimentos cardiacos de modo a
estabelecer relagoes de dependéncia ou de causalidade entre essas variaveis e o diagnostico
de doengas cardiovasculares [72].

Em sistemas neuronais, sao vastas as exploragoes da informacao mitua como medida
de dependéncia entre estimulos fisicos externos ao animal e caracteristicas neurofisiolé-
gicas do mesmo [68, 63, 16, 15]. Por exemplo, na referéncia [16], é investigado o quanto
a frequéncia de tons sonoros altera as alturas e laténcias de registros invasivos no cortex
auditivo de ratos, em especial registros de baixa frequéncia (potenciais pds-sinapticos e
potenciais de campo local). Estimando-se a informacao mutua entre essas grandezas,
frequéncia do tom wersus altura ou laténcia do registro, verificou-se que ha mais informa-
¢ao sobre os estimulos sonoros, nos registros em baixas frequéncias, quando a informacao
é codificada em grupos neuronais, de que em neurdnios individualmente. A referéncia
[16] foi uma primeira contribuicao deste doutorado.

Ainda em sistemas neuronais, é possivel investigar, por exemplo, como a taxa de po-
tenciais de agdo, ou spikes (registros em altas frequéncias), de um neurdnio afeta a taxa de
spikes de outro neurénio através da entropia de transferéncia [23]. A entropia de transfe-
réncia também tem sido apontada como uma maneira eficaz de quantificar conectividade
efetiva (causalidade) entre registros nao invasivos do cérebro, como eletroencefalogramas
(EEG) e magnetoencefalogramas (MEG) [84]. Estimativas de informagdo mitua entre
registros de EEG de diferentes areas cerebrais, especialmente de areas distantes, revela-
ram fielmente estados de consciéncia distintos em pacientes se recuperando de um coma
(38, 17]. Além disso, estimativas de entropia de transferéncia entre registros de EEG per-
mitiram a identificacao confiavel do hemisfério cerebral contendo o foco epiléptico sem a
necessidade de observar uma crise epiléptica de fato [77]. Tanto a entropia de transfe-
réncia quanto a informagao direcional ja foram apontadas como formas eficazes de medir
conexoes neuronais a partir de registros de trens de spikes apenas [32, 78, 67].

Ainda pensando em termos de sistemas, em outros campos de conhecimento, como
a meteorologia, pode ser feita a medi¢do de varidveis como a velocidade dos ventos e
a umidade para fazer previsoes climaticas. Mesmo em campos em que as grandezas
observaveis sejam artificiais, isto ¢, tenham sido produzidas pelo homem, como ¢é o caso
em alguns processos quimicos industriais, muitas vezes essas grandezas sao desconhecidas
e pode ser necessario investigar a causa de alguma pertubacao no processo [18, 9].

Geralmente, as distribui¢oes de probabilidade das varidveis aleatorias envolvidas em
um sistema real sao desconhecidas. Essas probabilidades estao presentes nas defini¢oes
das ja citadas medidas de informac¢ao — informagao mutua, direcional e entropia de trans-
feréncia. Neste caso, torna-se necessario fazer inferéncias e estimagoes dessas medidas de
informagao.

Ha diversas maneiras de se estimar medidas de informacao, algumas das quais abor-
dadas nesta tese. A tabela 1.1 apresenta os métodos de estimacao investigados para o
caso discreto, ou seja, o caso em que as variaveis aleatorias sao do tipo discreto. Neste
caso, os métodos sao chamados aqui de método plug-in, método de Jiao, método de Quinn
e método KDE (de kernel density estimation). Estes métodos serdo pormenorizados no
capitulo 3. Ja a tabela 1.2 apresenta os métodos de estimacgao investigados para o caso
continuo, ou seja, o caso em que as variaveis aleatérias assumem valores reais. Neste
caso, os métodos sao chamados aqui de método do particionamento do suporte, método
do particionamento adaptativo do suporte, método KDE, método do mapeamento sim-



bélico, método KSG e método BI-KSG. Estes métodos sao pormenorizados no capitulo
5. A tabela 1.3 apresenta os métodos de estimacao investigados para o caso misto, ou
seja, 0 caso em que algumas variaveis assumem valores discretos e outras valores reais.
Estes métodos sao pormenorizados no capitulo 8. Neste caso, os métodos sao chamados
aqui de método do particionamento do suporte e método de Ross.

Medidas/Métodos Plug in Jiao Quinn KDE
Informagao Mutua X X
Informagao Direcional X X
Entropia de Transferéncia X

Tabela 1.1: Relacao entre funcionais de medidas de informagao e métodos utilizados para
estima-los: caso discreto.

Medidas/Métodos Partic. Partic. KDE Map. KSG BI-KSG
Adapt. Simb.
Informagao Mutua X X X X X X
Informagao Direcional X X X
Entropia de Transferéncia X X X X X

Tabela 1.2: Relagdo entre funcionais de medidas de informagao e métodos utilizados
para estimé-los: caso continuo. Partic.: particionamento do suporte. Partic. Adapt.:
particionamento adaptativo do suporte. Map. Simb.: Mapeamento simbdlico.

Medidas/Métodos Particionamento do suporte Ross
Informacgao Mutua X X
Informagao Direcional

Entropia de Transferéncia

Tabela 1.3: Relagao entre funcionais de medidas de informacao e métodos utilizados para
estima-los: caso misto.

No caso discreto, o método plug-in foi estudado na anélise de acido desoxirribonucleico
em [26]. O método de Jiao foi proposto em [34] e foi utilizado para analisar influéncias na
economia, o método de Quinn foi proposto em [67] e foi utilizado para detectar conexoes
sindpticas entre neurdnios. O método KDE foi utilizado em [73].

No caso continuo, o método do particionamento do suporte foi extensivamente uti-
lizado em neurociéncias [15, 68], no estudo das codificagoes entre estimulos fisicos e re-
gistros eletrofisiolégicos (estimagao de informagao mutua). Recentemente o método do
particionamento do suporte foi aplicado para estimar a entropia de transferéncia entre as
fases de registros de EEG [51]. O método do particionamento adaptativo do suporte foi
proposto em [14], inicialmente para estimar informagao mutua e posteriormente estendido
para informagao direcional [49] e entropia de transferéncia [48] por Liu et al.. O método
KDE foi utilizado em neurociéncias, por Malladi et al. [54], para detectar zonas de focos



epilépticos no cérebro através da informacao direcional, mas ja é bem estabelecido que o
método serve para estimar informacao mutua [50], entropia de transferéncia [73], e até
mesmo outras medidas de informacao nao abordadas aqui (como a entropia de Rényi [66]).
O método do mapeamento simbdlico foi proposto inicialmente para estimar entropia [8],
sendo em seguida estendido para entropia de transferéncia [77] e para informagao mitua
[38]. O método KSG foi proposto Kraskov et al. [44], sendo estendido para entropia
de transferéncia em aplicagbes de neurociéncias, dentre outras [84, 88]. Recentemente,
Gao et al. propuseram modificagdes no método KSG, que levaram a um método similar,
o método BI-KSG [19][20], que foi estendido por Murin et al. para estimar informagao
direcional [59].

1.1 Principais Contribuicoes
Nesta secao, apresentamos as principais contribuicoes desta tese:

1. Extensao dos estimadores de informacao direcional de Jiao para processos assu-
mindo valores reais;

2. Apresentacao de estimadores de entropia de transferéncia para o caso misto;

3. Comparagao entre os métodos de estimacao de informacao direcional de Jiao e de
Quinn aplicados a trens de spikes, a fim de detectar sinapses quimicas neuronais;

4. Comparacao entre métodos de estimagdo de medidas de informacao em termos de
acuracia e tempo de execugao.

O primeiro item investiga a aplicacdo de um dos estimadores de informagao dire-
cional para processos de alfabeto finito a processos assumindo valores continuos, pela
discretizacao prévia destes processos.

O segundo item nao foi abordado na literatura revisada até o presente momento. O
modelo de um canal de Poisson discreto no tempo utiliza um processo aleatério conti-
nuo em amplitude como entrada e um processo discreto em amplitude como saida [28].
Além disso, a informagcao direcional d4 um limitante mais justo a capacidade do canal
com feedback [55]. A informacdo direcional estd intimamente relacionada & entropia de
transferéncia, como sera visto no capitulo 2. Portanto, a entropia de transferéncia para
o caso misto pode ser utilizada no contexto de um canal de Poisson com feedback, por
exemplo.

O terceiro item compara dois métodos de estimagao de informacao direcional entre
trens de spikes. Valores positivos de taxa de informagao direcional normalizada entre trens
de spikes detectaram, em média, todas as sinapses quimicas de uma rede de neurdnios
simulada, com os dois estimadores de informacao direcional estudados. Como apresentado
no capitulo 9, a reconstrucao de circuitos neuronais nao é uma tarefa trivial com a
tecnologia atual.

A investigacao proposta aqui compara alguns dos diferentes estimadores para os fun-
cionais de informacao mutua, informacao direcional e entropia de transferéncia. A com-
paragao ¢é feita em termos do enviesamento, da acurdcia dos estimadores e do tempo
de estimagdo em uma mesma maquina. Especificamente, as simulagdes expostas aqui
foram executadas em um computador com um processador de 2.67GHz. As simulagoes
realizadas foram no ambiente do Matlab. Para algumas simulagoes do capitulo 6, que



sdo indicadas ao longo do texto, o pacote JIDT foi utilizado (que por sua vez utiliza
linguagem de programacao Java).

1.2 Organizacao da Tese

O capitulo 2 apresenta as defini¢bes e algumas propriedades das medidas de informa-
¢ao consideradas (informacao mutua, informagao direcional e entropia de transferéncia).
O capitulo 3 apresenta os métodos de estimacao escolhidos para os casos em que as va-
riaveis relacionadas sejam discretas, enquanto o capitulo 4 mostra os resultados de suas
estimacoes. O capitulo 5 apresenta os métodos de estimagao estudados para os casos em
que as variaveis relacionadas sejam continuas, enquanto o capitulo 6 mostra os resultados
de suas estimagoes. O capitulo 7 é o que investiga a aplicacdo do estimador de informa-
¢ao direcional para processos com alfabeto finito a processos continuos em amplitude. O
capitulo 8 investiga estimadores de informacao mutua para o caso misto e em particular
sua aplicagdo para deteccao de causalidade (estimagao de entropia de transferéncia) no
caso misto. O capitulo 9 apresenta alguns resultados no uso de estimadores com dados
neuronais simulados, em particular trens de spikes. Finalmente, o capitulo 10 resume as
principais conclusoes obtidas ao longo desta tese. Além dos capitulos citados, o presente
trabalho apresenta no apéndice A algumas defini¢oes de estatistica relevantes ao pro-
blema de estimacao, tais quais a inferéncia e a amostragem. Os apéndices B e C trazem
as defini¢coes da funcao digamma e da distribuicao de Dirichlet, que serao tuteis ao longo
da tese. Ja os apéndices D e E apresentam alguns calculos referentes a informacao direci-
onal e a entropia de transferéncia, que sao utilizados nos capitulos 4 e 6, respectivamente.
Por fim, o apéndice F traz as publicagoes oriundas deste doutorado.



Capitulo 2

Medidas de Informacao

O presente capitulo descreve as medidas de informacao que serao estudadas e esti-
madas ao longo desta tese. Elas servem para medir a dependéncia ou causalidade entre
variaveis ou processos aleatorios. Como veremos mais adiante, o conceito de dependéncia
difere da causalidade fundamentalmente pela exigéncia de uma ordenacao na definicao
do segundo conceito (causalidade), ordenacao esta que usualmente é feita pelos indices
temporais. A independéncia entre varidveis aleatérias é medida segundo a distribuicao
conjunta de seus eventos. Seja A um evento associado a variavel aleatéria X apenas e B
um evento associado a variavel aleatoria Y apenas. As duas varidveis aleatérias X e Y
sao ditas independentes se e somente se P(A, B) = P(A)P(B), para todo A, B, em que
P denota a probabilidade [85].

Uma medida bastante conhecida e utilizada de dependéncia entre variaveis aleatorias
X e Y é a correlagio de Pearson [46]. Quando calculada sobre uma populagdo das
variaveis aleatorias X e Y, a correlagdo de Pearson apresenta a seguinte forma:

)= cov(X,Y) . 2.1)
\/COV(X, X)cov(Y,Y)

Quando aplicada a uma amostra de X e Y, a correlacdo de Pearson apresenta a
seguinte forma:

r— Z(Xn — X)(Yn — Y) (2 2)
(X = X)2 (Y, — V)22 '
em que (X,,Y,) é uma realizacio amostral das N realizagdes do par (X,Y).

Essa medida pode ser estendida para processos aleatorios considerando suas realiza-
¢oOes nos tempos tq,ts € I, em que I é o conjunto infinito de indices dos processos. Sabe-se,
no entanto, que a correlagdo é uma medida que captura apenas associacoes lineares entre
as varidveis envolvidas [46, 47].

A dependéncia dirigida, isto é, causalidade, considerada nesta tese é baseada na fun-
damentacao feita por Granger [24, 25]. A ideia da causalidade de Granger remonta as
ideias de Hume (1739), que afirmou que a mente humana é incapaz de reconhecer relagoes
causais [56]. Esta afirmagdo tem como base a crenca de que o ser humano é capaz de
observar apenas um evento de cada vez. Dessa forma, o ser humano seria incapaz de
reconhecer as relagdoes causais que ocorrem em um tempo continuo. Para definir uma
relacao de causa e efeito, Hume propos que

e A causa deve preceder o efeito temporalmente;



e A causa inclui informacgao sobre o efeito que nao esta disponivel em uma grande
variedade de outras variaveis.

A causalidade de Granger também foi inspirada por ideias de Wiener (1956) [56, 89].
Wiener considerou que para dois sinais X e Y medidos simultaneamente, o sinal X causa
o sinal Y se for melhor predizer Y conhecendo informacao sobre o passado de X do que
sem tal conhecimento. Esta consideragao estabelece o conceito de causalidade preditiva.

Assim, a definigdo de causalidade de Granger é baseada em trés pressupostos [56]:

1. O passado e o presente podem causar o futuro, mas a reciproca nao é verdadeira;

2. Q (todo conhecimento disponivel no universo no tempo t) nao possui informagoes
redundantes. Ou seja, se existe uma variavel Z funcionalmente relacionada a outras
variaveis, de maneira deterministica, entao Z deve ser excluida de €;

3. Todas as relagoes causais se mantém constantes em direcao durante o tempo.

Granger admite ter se inspirado nas ideias de Hume para os 2 primeiros pressupos-
tos. O terceiro pressuposto foi adicionado para evitar confusoes entre as defini¢oes de
dependéncia e causalidade [56].

Apesar da validade tedrica do conceito de causalidade de Granger como descrito pelos
trés pressupostos mencionados acima, ha um problema pratico na medicao de causali-
dade devido ao nuimero finito de séries temporais que podem ser consideradas quando se
faz um calculo. O termo numérico que define a causalidade de Granger foi estabelecido
primeiro para ser utilizado em economia, porém tem sido bastante utilizado em diver-
sas areas para identificar relagoes causais entre dois processos [67]. Para quantificar a
causalidade existente, sao calculadas as variancias dos termos de corregoes para modelos
autorregressivos:

p
Yo = 3 anYom+ En, (2.3)
m=1
p ~
Y, = (men—m + Can—m> + Ena (24)
m=1

em que E, e E, sdo termos de correcio de erros. Na referéncia [67], a causalidade de
Granger ¢ definida como uma medida especifica:
Gxy = log @7 (2.5)
var(E)
a qual compara as variancias dos modelos quando o passado de X é incluso na analise de
Y ou ndo. Nesse desenvolvimento consideram-se E e E processos estaciondrios. A razao
da equacao (2.5) é denominada ratio gap na literatura [61].

Dadas as informacoes acima sobre a maneira com que a causalidade de Granger é
comumente calculada, observa-se que uma de suas limitagoes é requerer que a interacao
entre os dois processos observados seja linear. Essa é uma limitacao analoga ao caso da
medicao de dependéncia através da correlagao.

Além disso, a literatura reporta uma série de problemas quando utilizando testes de
Granger para detectar causalidade [56]. Ocorre que o uso dos diferentes testes, a arbi-
trariedade de escolha nos coeficientes de regressao, efeitos de linearizagao/transformagao
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dos dados e mesmo a escolha do tempo de amostragem dos sinais podem resultar em
diferentes detecgoes de relagoes de causalidade (para os mesmos dados).

Outra questao critica concerne aos conceitos de causa comum ou causa em cascata.
A causa comum ocorre quando ha um sinal X que influencia outros dois sinais Y e Z. A
causalidade preditiva, abordando apenas duplas de sinais, pode detectar uma causalidade
espuria entre os sinais Y e Z, especialmente se X causa Y e Z com diferentes relagoes
temporais. Por outro lado, a causa em cascata ocorre quando o sinal X influencia o sinal
Y que por sua vez influencia o sinal Z. Nesta situacdo, a causalidade preditiva detecta
uma relagao causal entre X e Z, muito embora a relagao seja indireta.

O espago V sobre o qual as observagoes de causalidade sao feitas também tem fun-
damental importancia na determinacao da causalidade de um processo aleatério sobre
outro. Um exemplo de causa em cascata pode esclarecer esse ponto. Sejam os processos
aleatorios X, Y e Z definidos como:

Yn+]_ = Xn + €n+1 (26)
Zn+1 = Yn + Mn+1, (2 7)

em que € e 1) sdo sequéncias independentemente e identicamente distribuidas (i.i.d.), inde-
pendentes uma da outra e n = 1,2,.... Considerando o espago V = {X, Z}, verificamos
que P(Z,1|Z"X") # P(Zy41|Z"), logo, neste contexto X causa Z. Contudo, consi-
derando o espaco V = {X,Y,Z}, P(Z,1|Z2"Y"X") = P(Z,4+1|Z"Y™"), e neste novo
contexto X nao causa Z [5].

Um exemplo do cotidiano ilustra uma aplicacao do conceito de causalidade preditiva
levando a deteccoes erréneas de causalidade. Considere o nimero S de sorvetes vendidos
em uma praia em um dia. Considere também o niimero A de mortes por afogamento nesta
mesma praia em um dia. Em dias de sol, que poderia ser a causa comum do aumento de
ambas variaveis S e A, poderia-se chegar a conclusao de que o aumento na quantidade
S influenciaria causalmente a quantidade A. Ou seja, chegaria-se a conclusao errada de
que o aumento do consumo de sorvete estaria causando mortes por afogamento, quando
a causa real seria o clima ensolarado aumentando ambas as taxas de consumo de sorvete
e de afogamentos.

Portanto, quando utiliza-se o conceito de causalidade preditiva, como no presente tra-
balho, é interessante considerar processos aleatorios que tenham alguma relagao provavel
de causalidade. Ou seja, ¢ importante que a pesquisa feita considere os mecanismos fisi-
cos que relacionam os sinais envolvidos a fim de detectar rela¢oes verdadeiras. O simples
calculo matematico preditivo sem ponderagoes tedricas pode trazer conclusoes invalidas.

2.1 Informacao Mutua

J& é um fato bem conhecido que a informagao mitua mede a dependéncia geral entre
variaveis aleatorias e, portanto, é mais precisa que a correlacao para medir dependéncias
[47]. A informacao mutua é uma medida confidvel da dependéncia entre varidveis alea-
torias, medindo a quantidade de incerteza que é reduzida de uma variavel aleatoria pelo
conhecimento do resultado de outra varidvel aleatéria [13], como por exemplo entre as



varidveis aleatorias discretas X e Y, sendo dada pela equagao (2.8):

I(X;Y) = );}P:Uy logm (2.8)
- DPEIPORY) 29)
- E<log >>
= H(X)- X|Y) (2.10)

em que D(.||.) denota a distancia de Kullback-Leibler.

Na equagao (2.10), H(X) é a entropia de Shannon da variavel aleatéria X, medindo
sua incerteza, ao passo que H(X|Y) é a entropia, ou incerteza, da variavel aleatéria X
quando a variavel aleatéria Y é conhecida. Ambas grandezas sao definidas como:

H(X) = =) P(z)logP(z),
HXY) = — ;yP(x,y)logP(x!y)-

A informacao mutua também pode ser aplicada a mais de duas varidveis aleatorias
através da regra da cadeia, conforme equagao (2.12):

I(XN Yy = HYN) - HYN XY (2.11)

= i Y, XNy, (2.12)

Os termos em (2.11) sdo calculados como:

N
HYY) = Y HY.[y"™),
n=1
N
HYNXY) = Y HY,|[Y"'xV),
n=1
em que H(YY) é a entropia conjunta, ou incerteza, das varidveis aleatérias Y, ..., Yy,

e H(YN|XN) é a entropia condicional de YV em relacio a X*». De maneira analoga,
H(Y"|Y" 1) e H(Y,|Y" 'X") sio as entropias condicionadas de Y,, em relacio a Y !
e em relacdo a Y"1 e XV respectivamente.

Na equacdo (2.12), a informacio mitua condicional entre as varidveis Y,,, X~ e Y"1
é calculada como:

(2.13)

B P(Y,, XNy 1
IV XV|Y™ 1) = Epgyn xy <log ( | ) )

P, Y= P(XN[Yn1)

Para o caso de variaveis aleatorias continuas, a informagao mutua é definida como:

fley)
/f(x,y) In f(x)f(y)d dy. (2.14)
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Analogamente, para o caso de variaveis aleatorias mistas, isto é, uma variavel aleatéria
discreta e outra continua, a informagao mutua é definida como:

I(X;Y) = Z/f(x,y)lnf(x’y)dy (2.15)

_ . g W)
= L P [ 1l TR (2.16)

2.1.1 Taxas de Informacao Mtua

Quando se fala em processos aleatorios, recomenda-se fazer medidas de entropia e
informacao mutua em relacdo as taxas que esses processos assumem. Isso decorre do
fato de que processos aleatérios sdo sequéncias de variaveis aleatorias, sequéncias estas
indexadas e por vezes infinitas [85]. Assim, faz mais sentido calcular a taxa do crescimento
da entropia ou da informacao muitua. Para uma sequéncia finita de tamanho N, define-se
a taxa de entropia como:

Hy(X) = JbH(XN). (2.17)

A entropia de um processo aleatério X na realidade é definida como o limite de sua
taxa de entropia, se o limite existir [13]:

Ho(X) = lim Hy(X). (2.18)
N—oo
Defina o limite
H' (X) = lim H(Xy| X", (2.19)
N—oo

e admita sua existéncia. Note que a quantidade (2.18) representa a entropia por simbolo
de uma sequéncia de N varidveis aleatorias e a quantidade (2.19) representa a entropia
da ultima variavel da sequéncia condicionada ao seu passado.

O Teorema (4.2.1), p. 75, em [13] assegura que se o processo aleatério for estaciondrio
entao

Hoo(X) = H'_(X). (2.20)

E conveniente observar que a estacionariedade é condigio suficiente mas niao necessaria
para a igualdade (2.20), ou seja, é possivel que processos aleatorios nao estacionarios obe-
decam (2.20). Um exemplo ilustrativo interessante é apresentado na solugao do exercicio
4.12, p.93, em [13].

De maneira analoga, computam-se a taxa de informacao mutua entre os processos
aleatérios X e Y e seu limite quando N — oo:

1

In(X;Y) = NI(XN;YN), (2.21)

Io(X;Y) = lim Iy(X;Y). (2.22)
—00
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2.1.2 Propriedades da Informacao Mutua

As propriedades da informacao mitua sao as mesmas, tanto para o caso discreto como
para o caso continuo [13]. Algumas delas sao:

Propriedade 1. I(X;Y) > 0.
Propriedade 2. [(X;Y) = H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X) = I(Y; X).

A primeira das propriedades mostradas é a de nao-negatividade. Por ser uma distancia
de Kullback-Leibler, I(X;Y') é sempre maior ou igual a zero, com igualdade se e somente
se P(x,y) = P(z)P(y), no caso discreto, ou f(z,y) = f(z)f(y), no caso continuo, isto é,
se e somente se X e Y forem varidveis independentes [13]. A segunda das propriedades
refere-se ao fato da informacao mutua ser uma grandeza simétrica.

Para o caso discreto, pode ser mostrada ainda uma caracterizagao adicional acerca
da informagdo mutua: ela sempre é limitada pela menor das entropias das variaveis

envolvidas. Isto é, I(X;Y) <min{H(X), H(Y)}.

2.2 Informacgao Direcional

Em termos de causalidade, a informacao direcional é baseada no mesmo principio de
Granger — a quantidade em que o processo aleatério X causa o processo aleatorio Y é
medida segundo quao mais facil é prever o valor de Y baseado no passado de X e no pas-
sado de Y conjuntamente [67]. Contudo, diferentemente da causalidade de Granger, essa
medicao nao pressupoe nenhum modelo estatistico especifico. Se os processos aleatorios
forem discretos, é possivel interpretar a informagao direcional como a reducao do nimero
minimo de bits requerido para especificar uma fonte Y dado o conhecimento causal de
X [67].

Similarmente & informacio mitua, e denotada por (XY — Y¥) a informacio dire-
cional de X* para Y ¢ definida como [67, 42]:

(XN =YYy = HYM) - HYN||XY) (2.23)
= %I(X”;Y,JY’H) (2.24)

ol P(Y,[y"1X")

= 2 e (e by )

em que o termo da entropia causalmente condicionada é:

H(Y,|[y™tX™). (2.25)

M=

HYV||XY) =

3
Il
_

A informacao direcional I(XY — YN||Z") fluindo de XV para YV quando causal-
mente condicionada a sequéncia ZV é definida como [42]:

I(XN - YNZzYy = HYN)|ZY) - HY || XN ZN) (2.26)
N

= Y I(X“Y,Yy" 'z, (2.27)
n=1

12



2.2.1 Taxas de Informacao Direcional

Em muitas aplicagoes, a informacao direcional aumenta linearmente com N. Um
parametro importante é a taxa deste crescimento, i.e., a taxa de informacgao direcional
ou informacao direcional por letra. Para este propdsito, assim como na secao anterior,
definem-se as seguintes taxas de entropia causalmente condicionada e taxas de informacao
direcional [42]:

1

Hy(X[lY) = FHXY[YT),
1
INX =Y) = NI(XN — YN, (2.28)
1
INX = Y||Z) = NI(XN — YN||ZM).

Na maioria dos casos de interesse, os termos em (2.28) tém limites quando N tende
ao infinito. Denotam-se tais limites por [42]:

1
Hoo(X|IY) = lim NH(XNIIYN),
1
[o(X =Y) = lim N](XN — YN, (2.29)
—00
1
[o(X =Y||Z) = lim NI(XN — YN||ZM).

Quando X e Y sao processos estacionarios, a taxa de informacao direcional pode ser
escrita como [48, 6]

[o(X =Y) = lim I(XN; Yn|Y N (2.30)
—00

= lim (H(Yn|YN Y — H(YN|YVIXYY), (2.31)
—00

2.2.2 Propriedades da Informacao Direcional

Foram derivadas algumas propriedades da informagcao direcional que a relacionam com
a informagao mutua, para o caso de variaveis assumindo valores discretos [42, 34]:

Propriedade 3. 0 < I(XV — Y¥) < I[(XN; YY), com igualdade na esquerda se e
somente se I(X™;Y,|Y" 1) =0 para todon =1,2,...,N, e com igualdade na direita se
e somente se H(Y,|Y" 1X") = H(Y,|[Y"1X") para todon =1,2,...,N.

Propriedade 4. I[(X™; YY) = I(XYN — YV) + I(DYN — X¥), em que D denota
DYN:<OaY17Yé7"'aYN—1)-

2.3 Comparacao entre Informacao Mutua e Informa-
cao Direcional

Agora, retomando a comparacao entre informacdo mutua e informacao direcional,
reescrevendo as equagoes (2.11) e (2.23), percebe-se a sutil diferenca entre elas: apenas
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o sobrescrito N ou n na variavel X, dentro do somatorio.

(XM y"Y) = Zl[H<YnIY”*1)—H(Yn\Y””XNﬂ,
I(XY - yN) = i[H(YnD/”‘l)—H(Yn|Y”‘1X”)]. (2.32)

I
—

n

Esta sutil diferenca tem grande impacto no sentido das duas medidas, significando
que, no caso da informagao direcional, a entropia do processo Y esta sendo condicionada
apenas a valores sincronos ou anteriores do processo X, revelando ai a ideia de causalidade.

Um simples exemplo ilustra a diferenca entre informacgao mutua e informacao direci-
onal e revela como esta tltima traz a nocao de causalidade. Considere uma cadeia de
Markov discreta e binaria X como mostrada no diagrama de estados da Fig. 2.1, e o
processo Y, tal que X, comeca comn =1e Y™ = DXV, Ou seja, YV é o atraso de XV
por uma unidade de tempo (com o descarte da ultima componente). Y,, = X,,_1, logo Y
¢é causalmente condicionado por X. A taxa de informacao mutua é calculada como:

I—p
/?\
P
I—p

Figura 2.1: Diagrama de estados para processo X.

N
L(X:Y) = lim }V(ZHWN)—H(YWN))
n=1
1 a n—1 n—1ywvN
= ]\}gréoNT;(H(Yn\Y ) = H(Y,[Yy" ' xY)) (2.33)
. 1 N n—1 v N
= myX (H(YalYar) = HY Y"1 X)) (2.34)
1 &
1 &
- nggoﬁgﬂ(p)
= A}E{;N_l%(p)
= H(p)

Na equagao (2.33) consideramos que as sequéncias X e Y comecam em n = 1, de modo
que o primeiro termo do somatério é H(Yy) — H(Y1| X)) = H(Y}) — H(Y;) = 0. Além
disso, (2.34) advém do fato de Y também ser uma cadeia de Markov e (2.35) advém do
fato de que Y,, = X,,_1.
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Por outro lado, é possivel calcular a taxa de informacao direcional de X para Y e de
Y para X e observar a diferenca:

Io(X>Y) = lim ]IV(H(YN) — H(YN|[XV))

N—oo
. 1 N n—1 n—1 n
- ngréoN%(H(mY ) = H(Y,[y" ' x™)) (2.36)

C dim LS HYLYL ) — HYX ) (2.37)

N—oo

= H(p)
InY > X) = lim ;(H(XN) — H(XV[[YN))

N—oo

n=2

= lim }VZ (H(Xa|X"") = H(X, | X"'Y™) (2.38)

N—oo o

= lim S (H(XXaet) — H(Xo| X)) (2.39)

n=2

em que (2.36) e (2.38) advém da defini¢do, (2.37) advém do fato de que V,, = X,,_; e
(2.39) advém do fato de X formar uma cadeia de Markov.

Esta claro neste exemplo que Iny(X — Y) mede a taxa de informacao em bits de Y
que é causalmente dada por X e que Iny(Y — X) da o total de informagao na diregao
reversa, neste caso, zero.

2.4 Entropia de Transferéncia

A entropia de transferéncia foi introduzida por Schreiber [73], a fim de quantificar a
coeréncia estatistica entre sistemas no tempo, capturando a dindmica da transferéncia de
informacao. A entropia de transferéncia é definida como:

P(ynlyr=r xn})

TE, (X —=Y) = P(yn, y~ L 2" }) log o (2.40)
, yn;xn_l : P(yulyn=m)
WIn—mrTn—1
= (Y XY
= (Y, Y, s X0 = 1Y, X)), (2.41)

Observa-se que a entropia de transferéncia é a distancia de Kullback-Leibler entre duas
distribuigdes: P(Y,|Y,*5L X77') e P(Y,|Y;"5L). Portanto, a entropia de transferéncia é
uma distancia entre a distribuicao de Y,, conhecendo [ valores passados de X e m valores
passados de Y e a distribuicao de Y,, conhecendo apenas m valores passados de Y. Em
outras palavras, a entropia de transferéncia mede o desvio da seguinte suposicao da
propriedade de Markov generalizada:

P(Y, |V h) = P(Y,|Y"5E X, (2.42)

m

Geralmente a entropia de transferéncia é aplicada a processos conjuntamente estacioné-
rios, de maneira que a dependéncia com o tempo n em que é feita a estimagao nao é
considerada.
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A entropia de transferéncia também pode ser escrita em funcao de entropias conven-
cionais:

TE,(X —Y) = HY,|Y" 1) - HY,|Y X" ]. (2.43)

Assim como nos casos da entropia convencional, da informacao mutua e da informagao
direcional, pode ser interessante considerar o limite da entropia de transferéncia quando
a duragao n tende ao infinito, ou seja:

TEL(X —=Y)= nh_}ngo TE,(X —=Y). (2.44)

Por ser um distancia de Kullback-Leibler, a entropia de transferéncia nao constitui
uma métrica verdadeira, no sentido de nao ser simétrica nem satisfazer a desigualdade
triangular [13]. Esta é uma propriedade genérica das divergéncias estatisticas. Todas
elas sdo nao-simétricas mas sao uma distancia no espaco de Hilbert (espago de Hilbert é
um espago vetorial normado completo com um produto interno, maior detalhamento na
referénca [58]).

A entropia de transferéncia apresenta a propriedade de ser nao negativa:

Propriedade 5. TE, (X —Y) > 0.

2.4.1 Relacgao entre Entropia de Transferéncia e Informacao Di-
recional

Na referéncia (48], a relagao entre entropia de transferéncia e informagao direcional é
explorada. A informagcao direcional entre dois processos X e Y pode ser decomposta em

[6]:
(XY =YYy = [(DXY - YY)+ (XN — YV DX™) (2.45)
N N
= Y IV X"HY™ ) 4+ Y IV X, [Y*IXT (2.46)
n=1 n=1

Analogamente, para processos estacionarios, a taxa de informacao direcional pode ser
decomposta em

(X YY) = Io(DX = Y)+ (X = Y||DX)

1 N
= lim = > (IXV Sy + 1(xY = yNxY)
n=1
= lim I(XM LYYV 4 dlim [( Xy Y| XYY YY) (2.47)
N—o0 N—oo
O primeiro termo da equagao (2.47) é a taxa de informacao direcional do processo X
atrasado em uma unidade para o processo Y. Ja o segundo termo da equagao (2.47) é a
transferéncia instantanea de informacao de X para Y, condicionados nos valores passados
dos dois processos.
Liu e Aviyente provaram que, se

e 0s processos X e Y sao estacionarios,

e a transferéncia instantanea de informagao entre X e Y é nula e
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o P(Ya|Y!" L, X771) = P(Ya|Y;ion, X02)),

o limitante superior da taxa de informacao direcional é igual a entropia de transferéncia
48].

Convém ressaltar aqui que as defini¢oes tanto de informagao direcional como de entro-
pia de transferéncia sdo estendidas para o caso de varidveis aleatérias assumindo valores
continuos [54, 73]. O capitulo seguinte descreve métodos para estimar medidas de infor-
macao entre variaveis assumindo valores discretos.
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Capitulo 3

Métodos de Estimacao de Medidas
de Informacao entre Variaveis
Aleatérias Discretas

Conforme ja visto no capitulo 2, as medidas de informacao investigadas neste trabalho
sao definidas em funcao das distribui¢oes de probabilidade das variaveis ou processos
aleatorios envolvidos. Estas medidas permitem quantificar o grau de associagao entre as
variaveis, seja ele relativo a dependéncia ou a causalidade. Contudo, muitas vezes estas
distribuicoes de probabilidade nao estao disponiveis a priori, de maneira que torna-se
necessario estimar as medidas através de realizagoes amostrais. Neste capitulo investigam-
se estimadores de medidas de informacao para o caso em que as variaveis envolvidas sao
discretas.

3.1 Estimadores Plug-in

Para o caso de variaveis aleatorias discretas, o método mais direto de se estimar medi-
das de informacao, em particular a informacao mutua, é chamado de plug-in. O método
plug-in consiste em computar as frequéncias relativas dos eventos e atribuir estas frequén-
cias as distribuicoes de probabilidades, como pode ser visto no apéndice A. A partir dai
os funcionais destas medidas podem ser calculados. Todavia, por serem baseadas em um
numero finito de realizagoes de eventos, as frequéncias relativas em geral nao correspon-
dem as probabilidades verdadeiras, promovendo um viés nas estimativas de medidas de
informagao.

Devido a existéncia deste viés, surgiram diversas técnicas para corrigi-lo. Dentre
as primeiras corregoes de erro de estimacgao cita-se o trabalho de Miller, que encontrou
aproximacoes numeéricas para o viés b da informagao mutua em um regime de amostragem
assintética, utilizando uma expansao de Taylor [29, 31]. De maneira nao rigorosa, diz-
se que no regime de amostragem assintotica o ntimero de amostras ¢ grande. Miller
mostrou que, neste regime, o viés de uma estimativa plug-in é inversamente proporcional
ao tamanho amostral IV, sendo aproximado pela expressao:

b= W{Z[@x—u —@—1)}. (3.1)

x

Na expressao (3.1), ¢, denota o ntmero de valores distintos que Y assume para um
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determinado valor de X = z tal que P(Y|z) > 0, ao passo que § denota o nimero de
valores distintos que Y assume tal que P(Y) > 0 [31].

Outra técnica de correcao de viés que pode ser citada e que serd explorada aqui é o da
extrapolacao quadrética (QE) [79], que também pode ser aplicada na estimagao de outros
funcionais (como a entropia de Shannon, por exemplo). Esta técnica divide o conjunto de
amostras em parti¢coes com metade e um quarto do tamanho populacional original [31].
Para estes subgrupos, a informagao mutua ¢é estimada segundo o método plug-in, sendo
feita em seguida a média dos dois e quatro valores estimados. Os pares (N, I;(X;Y)),
(N/2,1,(X:Y)) e (N/4,14(X;Y)) sdo usados de forma a ajustar os pardmetros I’, a e b
da curva descrita nas equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) abaixo [15]:

Lx;y) = I+ % + ]32 (3.2)
LX;Y) = I'+ (NC;Q) + (Nj)z)Q, (3.3)
LX;Y) = It (N‘;Ll) + (N?4)2, (3.4)

que sao equivalentes ao sistema de equacoes

N2 4N 16] [I’ N2,
N2 2N 4| |a| = |N2L|. (3.5)
N2 N 1] |» N2,

Neste caso, desenhando a curva I em funcao de N, quando N tende a co (oul/N — 0),
a curva de estimativa I tende ao seu valor analitico. A ideia da corre¢io QE é aproximar
o valor verdadeiro de I(X;Y') pelo parAmetro I’ da curva. A Fig. 3.1 ilustra a aplicacao
do método QE sobre uma estimativa plug-in de informacao mutua, em que a estimativa
plug-in QE estd mais proxima do valor analitico que a estimativa plug-in sem corre¢ao

QE.
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0.52 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

1/N

Figura 3.1: Ilustragao da correcao QE sobre estimativa plug-in de informagao mutua, em
que o valor analitico era I(X,Y) = 0.5310 bits e o tamanho amostral era N = 50. O
asterisco preto revela a estimativa plug-in sem corregao, o valor analitico estd indicado
no asterisco vermelho e a intersec¢do da curva com o eixo 1/N = 0 indica a estimativa
com correcao QE para a amostra obtida, I.

3.2 Estimadores para Informacao Direcional

Introduzem-se aqui duas maneiras encontradas na literatura de estimar informagcao
direcional a partir dos dados. Ambas consideram que os processos aleatérios que gera-
ram os dados sao estacionarios ergddicos de alfabeto finito, logo sao processos assumindo
valores discretos. O primeiro método de estimacao introduzido aqui é baseado em mé-
todos universais para processos arbitrarios estacionarios e ergddicos de alfabeto finito.
Por outro lado, o segundo método de estimacao foi desenvolvido para inferir causalidade
em registros de trens de spikes neurais, pressupondo um modelo generalizado linear e
paramétrico.

3.2.1 Estimador de Jiao

Jiao et al. propuseram quatro estimadores similares de informagao direcional em [34],
todos quatro utilizam as probabilidades ponderadas segundo o algoritmo CTW (context
tree weighting). O CTW considera uma fonte cuja saida depende até certa profundi-
dade da sequéncia emitida anteriormente e para compreendé-lo algumas defini¢bes sao
relevantes.

Fontes em Arvore

Primeiramente, pode-se afirmar que uma fonte de informacao sobre um alfabeto finito
X é definida por uma familia de medidas de probabilidade:



cada P, definido sobre o conjunto X" de todas as sequéncias de comprimento n, tais que
a condi¢do marginal:

> Poyi(a"z) = Py(a"). (3.6)

reX

¢ mantida para todo n [87].
No que se refere as sequéncias, convém lembrar que sequéncias no alfabeto finito X’

sao definidas como s = ¢1_;q2_;...qo, ¢ € X, e que a contatenacao de sequéncias é feita

A , . N . ,
como s's = ¢ _yqy_y - q0q1-192—1 - - - Qo Além disso, uma sequéncia s = ¢1_;Ga—;...qo é
sufixo de outra sequéncia s’ = ¢|_,qh_p...qpsel <l'eq;=q ,parai=0,....,[—1e

a sequéncia vazia A é o sufixo de todas as sequéncias.

O comportamento estatistico de uma fonte em arvore binaria de memoria finita pode
ser descrito por seu conjunto de sufixos S. O conjunto S deve ser proprio e completo,
isto é, nenhuma sequéncia em S deve ser sufixo de outra e cada sequéncia semi-infinita
de simbolos deve ter um sufixo pertencente a S, respectivamente. A fonte em &arvore é
limitada e tem memoria nao maior que D se cada sufixo em S for menor ou igual a D.

Para simplificar, considera-se o caso binario. A cada sufixo em S corresponde um
parametro s, que, para o caso de fonte bindaria, é a probabilidade do préoximo simbolo
ser 1, dada que sequéncia emitida foi s € S. As probabilidades de préximo simbolo para
uma fonte em arvore binaria de memoéria finita com conjunto de sufixos & e vetor de
parametros ©g sao

P, (Xn =1]2""}, S, @5> = 055 para todo n. (3.7)

(#"b)’
‘n—D

Na equagao (3.7), a fungao de sufixo s = fg (xﬁ:},) mapeia sequéncias semi-infinitas

2"} em um sufixo tnico, utilizando para tanto os ultimos D simbolos, ji que esta ¢ a
largura maxima dos sufixos.

As probabilidades de bloco sao produtos das probabilidades de préximo simbolo:
P (X{L — |20, S, 63) — 1 2. (X, = 2,075, 5,05) (3.8)
T=1

Um exemplo retirado da referéncia [90] e cuja estrutura encontra-se ilustrada na Fig.
3.2 esclarece as nogoes de fonte em arvore bindria expostas aqui. Seja D = 3. Considere
a fonte com § = {00,10,1} e pardmetros 6y = 0.5, 19 = 0.3 e §; = 0.1. A probabili-
dade (condicional) da fonte emitir 0110100 dados os simbolos passados ...010 pode ser
calculada como:

P,(0110100] ... 010) = (1 — 610)0000: (1 — 61)010(1 — 6;)(1 — 010) = 0.0059535.  (3.9)

Codificacdo para uma Fonte em Arvore Desconhecida

O uso do CTW pode servir para comprimir uma sequéncia gerada por uma fonte
em arvore com parametros fs e conjunto de sufixos S desconhecidos pelo codificador e
decodificador. A arvore de contexto 7p é um conjunto de nos etiquetados s, em que s
é uma sequéncia com comprimento [(s) tal que 0 < I(s) < D, que para o caso binério,
se divide em dois nés 0s e 1s. O n6 s é chamado de pai dos nés Os e 1s, os quais sdao
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#, =0.10

010 =0.3 A

foo = 0.5

Figura 3.2: Exemplo de fonte em arvore binaria genérica.

chamados de nos filhos de s. Para cada n6 s € Tp, ha contagens a; > 0 e by > 0, para o
numero de zeros e uns que precedem a sequéncia s, respectivamente. Para os filhos Os e
1s do né pai s, as contagens devem satisfazer ags + a5 = ay e bos + bys = bs [90].

Dito isto, para entender o algoritmo torna-se interessante um exemplo, como o da Fig.
3.3, para uma arvore de contexto binaria de profundidade D = 2, de uma sequéncia de
tamanho n = 6: x_1x9x1...2rs = 00100110 A arvore comega na raiz que conta o nimero
de ocorréncias de cada simbolo em uma sequéncia xyxs...x,, comecando pelo indice
1. A cada né da arvore, a contagem continua, s6 que agora observando quantas vezes o
contexto indicado seguindo os ramos da arvore precede o simbolo que esta sendo contado.
Por exemplo, a contagem de quantas vezes o contexto 11 precede o 0 e o 1 na sequéncia
dada esta na folha superior da arvore, resultando nos valores a;; = 1 e by; = 0.

(1,0), P.=1/2, P}'=1/2 -{ 1)

P.=1/16
0. Pl=1/16

(1,1), P.=1/8, P%=1/8 «+ DN
(a,b)=(3,3)
P,=5/1024
A
(17 0)7 Pe:1/2, P&)O:l/z '{ 9 Pw 13/2048
(1,2)
P=1/16
PO=1/8

0
(0,2), P,=3/8, P®=3/8 «

Figura 3.3: Exemplo de arvore de contexto, com o calculo das probabilidades estimadas
e ponderadas.

Apos essa contagem, a probabilidade ponderada de cada né pode ser encontrada
utilizando-se a probabilidade estimada de Krichevsky-Trofimov (KT). A probabilidade
de uma fonte binaria, com probabilidade 6 de gerar 1, gerar uma sequéncia com a zeros
e buns ¢ (1 —0)?0°. Quando o parametro # é desconhecido, é possivel ponderar esta

11

probabilidade utilizando a distribuicao (5, 5)—Dirichlet, como a seguir:
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6)°6°de, (3.10)

P.(a,b) /ow\/T

que é a probabilidade estimada KT (maiores informagoes sobre a distribuicao de Dirichlet
encontram-se no apéndice C). Contudo, é possivel escrever uma relagdo sequencial para
encontrar as probabilidades KT para outros valores de a e b (P.(0,0) = 1) [90]:

a+1/2

P, 1,0) = P.(a,b), A1

(a+1,b) T (a,b) (3.11)
b+1/2

P b+1)= ———P b). 12

(b4 1) = 2R o) 3.12)

De modo analogo, para uma fonte emitindo M simbolos, encontra-se a generalizacao
da relagao sequencial para as probabilidades estimadas KT (P,(0,0,...,0) = 1), sendo b;
a contagem do simbolo i, i € {0,..., M — 1} [34]

b, +1/2
bo+ - +b+ -+ by 1—|—M/2
P.(bg, by, ...bi—1,bi,bix1, ..., bar—1). (3.13)

Pe(bo, bys - bim1,0i + 1,041, byr1) =

A probabilidade ponderada, a ser utilizada no CTW, é P? para cada n6 da arvore de
contexto. Para o caso de alfabeto binario em particular, temos:

. {;Pe(as,bs) + %P,gSPJf, para 0 <I(s) < D (3.14)

“ Pe(as,bs), para [(s) = D.

J& para o caso geral de um alfabeto M-ario, temos as probabilidades ponderadas:

P =

w

{5P:<x">+ TG P, para 0 <U(s) < (315)

Pi(a"), para I(s) = D,

Estimadores

Jiao apresenta quatro estimadores da taxa de informacao direcional que utilizam as
probabilidades ponderadas P encontradas segundo o algoritmo CTW, para cada saida
da fonte de comprimento N [34]. Os quatro estimadores sao bastante similares. Os dois
primeiros, “E1” e “E2”, apresentam taxas de convergéncia estabelecidas como vantagem.
Os outros dois, “E3” e “E4”, apresentam a vantagem de sempre serem nao negativos. O
estimador “E2”, utilizado no capitulo 9, é encontrado pelas seguintes férmulas:
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InXY YY) =

HYY) =
HYN|XY) =
f(P) =

Q(xn+1’$n) =

o

(YY) =

HYN|XN), em que
N
Z Z Q yn+1‘Y log
n=1Yn+1
N

1

2|~ Z\H

Zf xn+17yn+1|Xn7Yn))a

- Z P(z,y)log P(y|x),

m’y
Pj}\ (l’n+1>
Py (z)

Este estimador Iy segue o seguinte algoritmo:

Q(yn+1|yn)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

e Fixe o comprimento N da sequéncia e a profundidade D da arvore de contexto;

e Inicialize a estimativa I < O;

e Para n indo de 1 até N:

— Faga supersimbolo z,, = (2, Yn);

e Paranindode D+ 1 até N + 1:

— Capture o contexto 2~ ], para o n-ésimo simbolo z,;

Estime Q(z,|2"1);

— Capture o contexto y""J,

Estime Q(y,[Y"™");

— Atualize [ « I + f(Q(z]Z2™71)) —

equagdo (3.19);
e Atualize Iy < I/(N — D).

Atualize a arvore de contexto para cada valor possivel de z,;

para o n-ésimo simbolo y,;

Atualize a arvore de contexto para cada valor possivel de 1,;

F(Q(y,]Y™ 1)), em que f(.) é dado pela

Se () é a atribuigao de probabilidade pelo algoritmo CTW, {X,Y} formam um pro-
cesso de Markov aperidodico de alfabeto finito cuja ordem nao excede a profundidade na
arvore no algoritmo CTW, e Y também ¢é um processo de Markov aperidédico de alfabeto
finito de mesma ordem que {X, Y}, entao limy_,o fN(X —Y) = I(X = Y), com pro-
babilidade 1, o que siginifica que este estimador é consistente. A consisténcia dos demais

estimadores “E17, “E3” e

“E4” também esta provada. O codigo para os estimadores de

Jiao [34] estd atualmente disponivel na pagina: http://web.stanford.edu/~tsachy/

DIcode/.
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3.2.2 Estimador de Quinn

O estimador de Quinn [67] foi desenvolvido para o caso particular em que os pro-
cessos envolvidos na estimacao de informacao direcional sdo trens de spikes neurais.
Primeiramente, consideram-se dois processos aleatérios X = (X, : 0 < 7 < T) e
Y=(Y,:0<7<T)e€ Yr. Yréo conjunto de fungoes y : (0,7] — Z,, ndo-
decrescentes, continuas pela direita e com yy = 0. A Fig. 3.4 ilustra uma fungao amostra

deY.

Fungédo Amostra y(t)

5 10 15 20 25 30
Tempo' t

Figura 3.4: Grafico de uma funcdo amostra y(t) do processo aleatério Y de contagem de
eventos.

Definem-se as historias no tempo t para os processos de contagem de eventos Y como
a o-algebra gerada pelos processos aleatérios apropriados até o tempo ¢ (a defini¢do de
o-algebra encontra-se no apéndice A):

Fio = o(X,:7€0,t],Y::7€]0,1)), (3.21)

F, = o(Yr:7€][0,1)). (3.22)

Sabe-se que a funcao de intensidade condicional caracteriza completamente a estrutura
estatistica de todos processos de contagem de eventos bem comportados usados em infe-
réncia estatistica de dados neurais [12], sendo definida como:

P(Yin =Y = 1|F)

At[F) = lim A : (3.23)
, P(Yyn =Y, =1|F,
ACIIF) = lim B At ’ft>, (3.24)

A fungao de intensidade condicional A(¢||F;) d& a probabilidade instantanea de spike
por unidade de tempo, dados os spikes neurais prévios [67]. Outra equagio interessante
que esta relacionada a A é a da probabilidade de intervalo entre spikes:

p(11F) = M) exp { = [ All )y} (3.25)
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que dé a probabilidade de ocorréncia de um spike em ¢ dado o passado F,. Note que
a equagao (3.25) apresenta a mesma forma que a densidade de probabilidade de uma
varidvel aleatoria exponencial [85] (exceto pela integral). Cabe aqui lembrar que muitas
vezes trens de spikes sao modelados por processos de Poisson nao homogéneos. Em
processos de Poisson, a densidade de probabilidade do tempo de ocorréncia do préximo
evento é dada pela distribui¢do exponencial. A integral da fungao A em (3.25) se deve
justamente ao fato do processo ser de Poisson e ndo homogéneo, ou seja, se deve ao fato
de A variar no tempo.

Para um processo de contagem de eventos Y € YVr com funcoes de intensidade con-
dicional A(t||F;) e A(t||.F;), a densidade de Y em y dado z é dada por [12]:

f(yl|lz; A) = exp {/OT log A(t||Fy)dy, — )\(tH]-"t)dt} , (3.26)

e, analogamente, a densidade de Y em y é dada por:

o) = e [ g AR~ Al e (327

Discretizando (0,7) em N = T/A intervalos de comprimento A < 1 de modo que
dy = (dyi,dys, ..., dyn) com dy, = Ymina — Yna € {0,1}, é possivel aproximar as
equagoes (3.26) e (3.27) por [67]:

N
—log f(yllz; A) = > —log A(n]|Fu)dy, + A(n||Fn)A, (3.28)
n=1
N / /
—log f(y;A) =~ > —logA(n||F,)dy, + A(n||F,)A. (3.29)
n=1

Agora que ja definiram-se as fungoes de intensidade condicional, é possivel estimar
a taxa de informacao direcional entre dois trens de spikes distintos, processos X e Y, a
partir de alguns pressupostos [67]. Além do ja citado pressuposto de estacionariedade
e ergodicidade dos processos X e Y, pressupoe-se que eles sejam de memoria finita (ou
seja, formem cadeias de Markov). Além disso, pressupde-se que para um conjunto pré-
especificado de fungoes {hy : & > 0} a fungdo de intensidade condicional pertenca aos
modelos lineares generalizados de h (ou seja, A(i||F;) € GLM(h)) [67]. Modelos GLM
tém a funcao de intensidade condicional atendendo a:

J K
log A(n||F,) = ap + Z a;dy,—; + Z Bl (Tn—(k-1), (3.30)
j=1 k=1
em que hy, é alguma fungao sobre as covaridveis extrinsecas (z,—(x-1)) € 0 = {ag, a1, ..., oy,
b1, .., 0Kk} é o vetor de parametros. Maiores informacoes sobre GLM sdo mostradas nas
referéncias [60, 67, 82].
Em geral, o vetor de pardmetros 0 = {ag,,...,a;,01,...,Bk}, pertencente ao

espago vetorial de possiveis pardmetros 2(J, K), e os valores de J e K sao desconhecidos.
Neste caso, propoe-se que uma estimativa de maxima verossimilhanca seja utilizada para
encontrar 6 (equagdo (3.31)) e que o principio MDL (minimum description length) [27]
seja utilizado para encontrar os valores de J e K (equagao (3.32)):

A

. 1
0(J,K) = arg Milgeq (s ) — ~7 108 FOYNIXN;0) (3.31)

N
- , 1 J+ K
(J,K) = argming min —log f(Y"[IX1';6) +

log N (3.32)
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Além disso, sabe-se que [67]:
) 1
Hoo(Y[|X) = lim ——log f(V{[|X";0)

~ im —jlv > log(Na(nl )y — Aa(n|F)A), (3.33)

N—oo

de modo que propoe-se o seguinte método para estimar a informacao direcional:
e Encontrar .J, K e 0 de acordo com as equagoes (3.31) e (3.32);

e Encontrar H.(Y||X), estimativa de Ho,(Y||X), de acordo com (3.33) com os pa-
rametros obtidos no passo anterior;

e Utilizar estimadores H.(Y) universais de taxa de entropia Ha(Y), para processos
Y estacionarios ergodicos que formem cadeias de Markov de ordem finita;

e Computar a diferenca I.o(X = Y) = H(Y) — Ho (Y| X).

O cédigo para este estimador de informagao direcional foi disponibilizado pelo proprio
autor de [67] sob pedido.

Diante do exposto, percebe-se que ha alguma complexidade computacional nos al-
goritmos descritos, em particular para estimagao de informacao direcional (estimadores
de Jiao e de Quinn). No préximo capitulo, comparamos os estimadores citados aqui de
informagoes mutua e direcional.
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Capitulo 4

Simulacao de Métodos de Estimacao
de Medidas de Informacao entre
Variaveis Aleatérias Discretas

Este capitulo mostra o resultado das simulagées com alguns dos estimadores vistos
no capitulo 3, de medidas de informacgao para o caso discreto. Aqui serdao apresentadas
simulagoes para estimacao de informagao mitua com os estimadores plug-in, plug-in com
correcao de viés QE, e com o estimador de Jiao. Ja para estimacao de informacao
direcional, serao comparados os estimadores de Quinn e de Jiao.

4.1 Informacao Mtua

A seguir, sao apresentados os graficos de diversos exemplos simulados em que se
conhece o valor analitico de informagao muitua. Os graficos mostram o desempenho dos
estimadores em termos de acurdcia. Os graficos com as médias dos estimadores, que
indicam o comportamento estatistico do viés, também apresentam na linha em vermelho
o valor analitico para a informagdo miutua.

4.1.1 1° Caso: Canal BSC

O canal BSC (binary symmetric channel) é um canal que apresenta entrada X e saida
Y, X =Y = {0, 1}, e pardmetro p de transicao. O valor analitico da informacao mitua
entre entrada e saida, quando a entrada X é uniforme, é dado por [13]:

[(X;Y) =1—H(p). (4.1)

As Fig. 4.1 e Fig. 4.2 indicam o desempenho dos estimadores quando p = 0.5. Ja as
Fig. 4.3 e Fig. 4.4 indicam o desempenho dos estimadores quando p = 0.1.

28



0.09L X

0.08} N
0.07}
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I(X;Y) (bits)
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-0.01
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Figura 4.1: Canal BSC, p = 0.5, I(X,Y) = 0. Curva com quadrado: plug-in, curva com
bola: plug-in com corregao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200, 400,
800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho amostral.

px102  Plugin

- £
px102 0

var(1'(X;Y))

25 50 100 200 400 800 1600
N

25 50 100 200 400 800 1600
N

| T

px102  Jao

25 50 100 200 400 800 1600
N

Figura 4.2: Canal BSC, p = 0.5, I(X,Y) = 0. Varidncias em 50 realiza¢oes para cada

tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800, 1600}.

29



T

0.55 S ~B -
~ e~ - S
\\D///// //* _____ x*
05F T mm kT ]
/’*//
o
@0.45~ 7 -
£ .
7/
< 0.4+ e 4
5 S
= 0351 L ]
7
7/
7/
03} ¥ -
0.25 4
0.2 1‘ 1‘
102 103
N

Figura 4.3: Canal BSC, p = 0.1, I(X,Y) = 0.5310. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com correcao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200,
400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho amostral.

Plug-in

0.05 -

var(l (X ;Y))

25 50 100 200 400 800 1600
N

25 50 100 200 400 8001600
N

0.05 +

0.04

0.03 +

0.02 +

0.01

Jiao

i || .

25 50 100 200 400 800 1600
N

Figura 4.4: Canal BSC, p = 0.1, I(X,Y) = 0.5310. Variancias em 50 realizagoes para
cada tamanho amostral. N = {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600}.

4.1.2 2° Caso: Canal BEC

O canal BEC (binary erasure channel) é um canal que apresenta entrada X e saida Y,
X ={0,1}, ¥ = {0, ¢e,1}, e parAmetro o de apagamento. O valor analitico da informagao
mutua entre entrada e saida, quando a entrada X é uniforme, é dado por [13]:

I(X;Y)=1-q.

(4.2)

As Fig. 4.5 e Fig. 4.6 indicam o desempenho dos estimadores quando a = 0.8. Ja as
Fig. 4.7 e Fig. 4.8 indicam o desempenho dos estimadores quando a = 0.2.
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Figura 4.5: Canal BEC, a = 0.8, I(X,Y) = 0.2. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com correcao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200,
400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho amostral.

x1073 Plug-in x 1073 QE %1073 Jiao

var(1(X;Y))

1k I J

0 0

25 50 100 200 400 800 1600 25 50 100 200 400 8001600 25 50 100 200 400 800 1600
N N N

Figura 4.6: Canal BEC, v = 0.8, I(X,Y) = 0.2. Variancias em 50 realizagoes para cada
tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800, 1600}.
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N
Figura 4.7: Canal BEC, a = 0.2, I(X,Y) = 0.8. Curva com quadrado: plug-in, curva
com bola: plug-in com correcao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200,
400, 800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho amostral.

Plug-in Jiao
0.02 - T ] 0.02 - 0.02 - o
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0012} 0012} 0012}
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0.002 - 0.002 -

Figura 4.8: Canal BEC, o = 0.2, I(X,Y) = 0.8. Variancias em 50 realiza¢oes para cada
tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800, 1600}.

4.1.3 3° Caso: Canal Simétrico

Repetimos os experimentos para um canal simétrico. Neste caso, e para uma entrada
distribuida uniformente, o valor de analitico de informagao mutua é dado por:

I(X;Y) = log |Y| — H(r), (4.3)

em que |)| denota a cardinalidade do alfabeto ), e r é uma linha da matriz de transi¢ao
P(Y|X) (no caso do canal simétrico, vale lembrar que |Y| = |X]).
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Para o canal com a seguinte matriz de transicao:

0.5 0.2 0.15 0.15
02 05 0.15 0.15
0.15> 0.15 05 0.2 |’
0.15 0.15 0.2 0.5

PY|X) = (4.4)

o valor I(X;Y) = 0.2145bit. As Fig. 4.9 e Fig. 4.10 indicam o desempenho dos estima-
dores para este exemplo.

0.6 T T

Figura 4.9: Canal simétrico, |X| = |Y| = 4. Curva com quadrado: plug-in, curva com
bola: plug-in com corregao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200, 400,
800, 1600}. Médias em 50 realizagoes para cada tamanho amostral.

Plug-in Jiao
012} T 012} T
0.1} 01}
0.08 0.08
=
Z 006 0.06 |-
H
0.04 0.04 +
0.02 + 0.02 +
0 o LT e |
25 50 100 200 400 800 1600 25 50 100 200 400 800 1600 25 50 100 200 400 800 1600
N N N
Figura 4.10: Canal simétrico, |X| = |Y| = 4. Variancias em 50 realizagoes para cada

tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800, 1600}.
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Repetimos os experimentos para o canal simétrico com uma matriz de transi¢ao cuja
primeira linha é:

P(Y =01X)=[1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128 1/128 |,  (4.5)

e as demais linhas sdo rotagoes desta primeira linha, sempre mantendo a diagonal prin-
cipal da matriz com valor 1/2. As Fig. 4.11 e Fig. 4.12 indicam o desempenho dos
estimadores neste exemplo.

1.6 RN 4

I(X;Y) (bits)
4
I
|
|
£

0.8} - ]

0.6 - -

0.4+ -7 4

10° 10°
N
Figura 4.11: Canal simétrico, |X| = |Y| = 8. Curva com quadrado: plug-in, curva com

bola: plug-in com corregao QE, curva com asterisco: Jiao. N = {25, 50, 100, 200, 400,
800, 1600}. Médias em 50 realizacoes para cada tamanho amostral.

Plug-in Jiao

0.12 - 012

0.1} 0.11

— 008} 0.08 |
ﬁ
x

< 006} 0.06 |-
g

0.04 | 004

0.02 + 0.02 +

0 0 ._-.-...-.-.—.___
25 50 100 200 400 800 1600 25 50 100 200 400 8001600 25 50 100 200 400 800 1600
N N N
Figura 4.12: Canal simétrico, |X| = |Y| = 8. Variancias em 50 realizacoes para cada

tamanho amostral. N = {25,50, 100, 200, 400, 800, 1600}.
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Observando os resultados graficos que refletem a acuracia dos estimadores, algumas
observagoes sdo pertinentes. Para alfabetos muito pequenos (|X| = {2,3}) e tamanhos
amostrais também pequenos (N = 25), o método plug-in sem correcdo QE apresenta
viés, porém variancia menor, sendo preferivel ao método plug-in com correcao de viés. Ja
para alfabetos um pouco maiores (exemplo, |X| = {4,8}) ou para tamanhos amostrais
intermediarios (N > 50), o método QE em geral obteve resultados mais acurados. Ja
o metodo de Jiao, além de mais lento computacionalmente, demora mais pra convergir
conforme N aumenta, apresentando estimativas mais enviesadas, apesar da variancia
menor do estimador.

No que concerne o tempo de execucao dos estimadores para informacao mitua,
observou-se que tamanhos amostrais de N = 1600 tomaram aproximadamente 0.001s
com o método plug-in, para cada estimativa realizada. Com corre¢ao QE, o método to-
mou aproximadamente 0.004s. O método de Jiao tomou aproximadamente 0.396s, com
profundidade de arvore D = 1, cardinalidade do alfabeto |X| = 2. Portanto, observamos
que em termos de velocidade, o melhor desempenho foi do método plug-in, seguido do
método plug-in acompanhado da correcao de viés QE e por tltimo o método de Jiao.

4.2 Informacao Direcional

Nesta se¢ao montamos um exemplo em que se conhece o valor de informacao direcional
analitica entre dois processos X e Y e verificamos o desempenho dos estimadores de
informacgao direcional de Jiao e de Quinn.

Seja X uma fonte em arvore apresentada na Fig. 3.2. O diagrama de estados corres-
pondente para o processo X é dado na Fig. 4.13. Lembramos que 6, é a probabilidade
da fonte bindria emitir 1 dado que o sufixo da sequéncia foi s.

6

/m

Figura 4.13: Diagrama de estados para processo X.

O processo X passa por um canal BSC (binary symmetric channel) resultando no
processo Y.
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Figura 4.14: Canal BSC.

E possivel encontrar I(Y — X). Primeiro, encontra-se a taxa de entropia de X:

1 & e
Hoo(X) = ]}g{;NZH(Xn!X Y
n=1
: 1 al n—1
= Jm 3 H(XIX) (4.6)
= lim H(Xy|XY2DH (4.7)
N—oo

= 7ooH(0oo) + moH (610) + mH(601)

em que a equacao (4.6) se deve ao fato da memoéria de X ser 2, ao passo que a equagao
(4.7) se deve & média de Ceséro e ao fato de, no limite, X estar em regime estaciondrio.
Os termos 71, T € T sao as probabilidades da cadeia se encontrar nos estados 1, 10 e
00.

Depois, encontra-se a taxa de entropia causalmente condicionada:

1 N
Ho(X[[Y) = lim ~ S H(X,|X"'Y™)
n=1

: 1 al n—1
— Jim nz:jl H(X,|X""1Y,) (4.8)

= lim H(Xy|XN 3Yn) (4.9)

N—oo

em que a equacao (4.8) se deve ao fato de que o canal é sem memoéria e a equagao
(4.9) se deve a média de Ceséaro e ao fato de que, no limite, X e Y s@o conjuntamente
estacionarios.

A fim de simplificar a notacao, consideramos que a cadeia X é estacionaria desde o
inicio do processo, e escrevemos:

lim H(Xy| XY 5Yy) = H(X3|X2Ys)

N—oo
= - Z P(:v%,yg)ZP(x3|x%,y3)logP(x3|x%,y3)

2
x71,Y3 x3

Para encontrar os valores de P(z3|z?,y3), considera-se que X? — X3 — Y3, ou seja,
essas variaveis formam uma cadeia de Markov e, portanto,

P(ﬁayﬂfs) = P(y3|$3)P($3|$3)-
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Assim, desenvolve-se a seguinte relacao:

P@Sﬁ%a?/s)
P(x1,ys3)

P(ys, v3]x7) P(x7)
P(ys|a?) P(a?)
P(y3,$3|$%)

> us Pys, x3]x?)

P(y3|$3;x%)P($3|$%)
>us Plys, w3|a?)
P(y3|$3)P($3|$%>

>y Pys|zs) P(2s|2?)’

P((L’3|I%, yS) -

em que P(ys|z3) é dado pelo grafico da Fig. 4.14, ao passo que P(z3|z?) é dado pelo
grafico da Fig. 4.13. Similarmente, as probabilidades P(z?,y3) sdo dadas por:

P(-ﬁay:%) = ZP 551793’933) (73)
= ZP$1|$3 (y3|z3) P(x3)
= ZP $1;$3 y3|x3)

= ZP%‘% $1)P(y3’$3)>
X3

em que P(X?) assume os valores 7, 719 ou moo.

Ajustando os valores 6; = 0.1, 619 = 0.3, 0pg = 0.5, encontram-se 1 = 0.32, 9 = 0.28
e moo = 0.40. O apéndice D evidencia como proceder as contas. Fazendo a probabilidade
de transicao do canal BSC p = 0.1, encontram-se:

Ho(X) = 0.80bit
Ho(X|[Y) = 0.39bit
Io(Y = X) = 0.41bit

As estimativas segundo o método de Jiao foram feitas com profundidade da arvore
D = 2, escolhendo-se o estimador “E4”. A realizacdo de cada estimativa de tamanho
N = 10° durou aproximadamente 30 segundos. Os graficos das médias amostrais das
estimativas e das variancias amostrais das estimativas encontram-se nas Fig. 4.15 e 4.16,
respectivamente.
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Figura 4.15: Médias das estimativas de Jiao para taxa de informacgdo direcional em 50

realizagbes, variando o comprimento N das amostras (em escala logaritmica). Valor
analitico de Iy (Y — X) indicado na linha vermelha.

0.014

0.012 E

0.01+ 4

0.008 R

0.006 R

var(Iy (Y — X))

0.004 R

0.002 ]

() L L L
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J\T

Figura 4.16: Variancias das estimativas de Jiao para taxa de informagao direcional em
50 realizagoes, variando o comprimento N das amostras (em escala logaritmica).

As estimativas também foram feitas segundo o método de Quinn, em uma busca com
parametros J = K = 7. Cada estimativa durou aproximadamente 60 segundos. No
entanto, todas as estimativas deram resultado exatamente nulo, o que significa que este
método nao foi capaz de detectar a causalidade existente. Tal resultado deve-se ao fato
de que o método de Quinn prové um estimador paramétrico cujo modelo nao se ajusta
ao caso simulado em estudo. Além disso, ressalta-se aqui que o estimador de Quinn pode
se tornar ainda mais lento, de acordo com a busca em um espago maior de parametros
do algoritmo MDL (J > 7, K > 7, no exemplo analisado).
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Capitulo 5

Métodos de Estimacao de Medidas
de Informacao entre Variaveis
Aleatérias Continuas

Seguindo a linha geral deste trabalho e estendendo o assunto do capitulo 3, este
capitulo lida com o problema da estimacdo de medidas de informacao, mas agora para o
caso em que as varidveis envolvidas assumem valores continuos (as varidveis sdo reais).
Neste caso, a estimacao ¢ ainda mais delicada que no do capitulo 3, pois distribuicoes
em que as variaveis aleatérias envolvidas podem assumir infinitos valores precisam ser
estimadas a partir de um conjunto finito de dados.

5.1 Método do Particionamento do Suporte

Este método pode ser visto como uma extensao do método plug-in. Nele, as variaveis
aleatorias continuas sdo discretizadas, por sua realizagao ser observada em partigoes do
conjunto de valores que elas podem assumir. Portanto, neste método é feita uma segmen-
tagao de intervalos que a variavel pode assumir e posterior contagem de quantas vezes
cada segmento (ou bin) ocorreu.

Uma pergunta natural ao utilizar o método do particionamento do suporte é em
quantos segmentos deve ser dividido o intervalo que cada varidavel pode assumir e como
variam as correspondentes estimativas de informacgao. Ingenuamente, poderia-se pensar
que o uso de muitos intervalos refinaria a estimativa de informagao mutua, melhorando
sua estimagao. Contudo, se a particdo do espago conjunto das variaveis X e Y tiver um
numero igual ou maior que o tamanho amostral, a entropia conjunta pode ser igual a In NV,
estando mais ligada ao tamanho amostral de que a estrutura do sistema em estudo de fato.
Ao passo que a entropia conjunta pode saturar em um valor dado pelo tamanho amostral
e/ou pelo nimero de valores distintos de dados, as entropias individuais nao saturam com
o refinamento das partigoes. Lembrando que informacgao mutua pode ser escrita como
I(X;Y)=H(X)+H(Y)—H(X,Y), chega-se a conclusao que um refinamento exagerado
da parti¢do acaba por sobrestimar as estimativas de informagao mitua [29].

Ja& foi proposto o uso de intervalos equipovoados como um simples método de par-
ticionamento adaptativo, promovendo segmentos equipovoados marginalmente. Mesmo
assim, o nimero de segmentos é fundamental neste método. No caso de estimar a infor-
macao mutua de duas variaveis X e Y com tamanho amostral N, propos-se o ntimero
marginal de segmentos Q < v/N [62, 29].
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Apesar de apresentar a vantagem da simplicidade, ha indicios de que esse método
apresente viés [43, 44, 16]. Uma melhoria no seu desempenho pode ser feita através
do algoritmo do particionamento adaptativo do suporte, que serd explorado na se¢ao
seguinte.

5.2 Método do Particionamento Adaptativo do Su-
porte

Proposto por Darbellay e Vajda [14] em 1999, o método do particionamento adaptativo
do suporte apresentou uma melhora significativa em relagdo ao simples particionamento
do suporte. Para compreender este método, tornam-se relevantes algumas defini¢oes.

Primeiramente, consideremos uma particdo R de X x ) em retangulos do tipo A x B
e as densidades de distribui¢oes condicionais

Px yjaxp = Pxy|xeayen (5.1)
e
Px|a = Px|xea
Pyp = Py|yep
laxefxy  laxsfxy (5.2)

Fxiviaxs = [laxsfxy  Pxy(AxB)

Similarmente, definem-se

Lafx
= 5.3
lpfy
= 5.4
fY|B Py(B) ) ( )
em que 1g denota a funcao indicadora do conjunto E. Isto é,
1, sex e E
1 — Y Y
5() {0, se v € E°.
A divergéncia restrita é definida como
PX y(A X B)
DR(X;Y) = Pxy(Ax B)ln 2"~ (5.5)
i PR D)
Ja a divergéncia residual é definida como
D'R(X’Y) = Z Pij(A X B)/fX,Y|A><B IHM (56)
AxBER Ixialyis

Darbellay e Vajda propoem que, para cada particao R, a informacao mutua é igual a
soma das divergéncias restrita e residual, ou seja:

I(X;Y)=D®(X:Y)+ Dr(X;Y). (5.7)
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Diz-se que uma sequéncia de particoes {R"*, k € N} ¢é aninhada se cada célula C €
R™®) ¢ uma unido disjunta
L

cC=> G (5.8)

(=1

de células C; € R* D, em que L varia com C. R¥+D ¢ chamada um refinamento de
R

Uma sequéncia aninhada {R®* k € N} ¢ dita assintoticamente suficiente para X,Y
se para cada € > 0 ha um k. tal que para cada C' C X x )Y mensuravel pode-se encontrar
Cy € S(R)) satisfazendo a condicio

Pxy(CAGy) <e, (5.9)

em que A denota a diferenga simétrica.
Dessa maneira, propde-se que se uma sequéncia de particoes aninhadas R™*®) ¢ assin-
toticamente suficiente para X,Y, entao

lim DRV (X;Y) = I(X;Y), (5.10)
—00
k:hm DR(k)(X;Y) = 0, (5.11)
—00

em que ambas convergéncias sao mondtonas.
Agora, de posse das definigoes e proposicoes dadas, é possivel explanar como estimar
a informagao mitua de uma amostra de N realizagoes independentes do par (X, Y). Seja

N
Py(C) = ;] S 1o(Xa V), € C X x Y (5.12)
n=1

a distribuicao de probabilidade empirica em X x ). Lembramos que 1< denota a fungao
indicadora da célula C.
A estimativa de divergéncia restrita é dada por:

PN(AXB)

Dyi(X;Y) = Py(A x B)In
Asze:Rm Pn(A x R)Py(R x B)

. 1 N PN(A X B)
= 2 2 las( V) Prn(A x R)Py(R x B)

AxBeR((k) n=1

N
- NI R E A 519
em que A, X B, é a célula em que (X,,Y,) se encontra. Esta provado que [14]:
lim D, = DR (X:Y) em probabilidade. (5.14)
E que A
A}i_r}n()o P(|Dpy, —I1(X;Y)| <¢) =1 (5.15)

Um e menor requer um k. maior, ou seja, uma particio mais refinada.

A ideia fundamental do particionamento adaptativo do suporte consiste em escolher
as células, ou retangulos, apropriadas para aproximar a estimativa de divergéncia restrita
do valor verdadeiro de informagao. Para tanto, Darbellay e Vajda propoem um algoritmo
baseado nos dados, em que os pardmetros r,s € {2,3,...},s > r, e § > 0 (geralmente
escolhe-se r = 2):
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e Passo 0. Seja R%) = Pn x Qn, em que Py e Qy sao partigoes de R em r intervalos
especificados pelos quantis marginais

aj=Fy'(j/r), 1<j<r-—1

by =GN (j/r), 1<j<r—1

Fn(z) = Py((—o0,2) X R), Gy(z) = Py(R X (=00, x)) sdo as distribui¢oes margi-
nais de Py.

e Passo k (repetir até critério de parada). Rg\’fﬂ)

contém todos os retangulos de
RE\];) que ndo intersectam com a amostra. Para os demais retdngulos A x B € R*)

hé duas possibilidades. Definimos primeiro as fung¢oes de distribuicao marginal

condicional
Pante) - DU ND B g
B Pn(R x ((—o00,2) N B))
GBJV(ZE)— PN(RXB) , z € R

e a particio Raxp = Pa X Pg de A x B, em que P4 e Pp sdo particoes de A
e B especificadas pelos correspondentes quantis condicionais amostrais marginais
definidos de maneira andloga ao passo 0, mas com r substituido por s > r. A
decomposigao da equacao (5.8) se mantém para Ay X By € Raxp e L = s?. Se

s2

DAXB(X; Y) = Z
=1

PN(Ag X Bg) 1 PN(AK X Bg) PN(Ag X R)PN(R X Bg)
Py(AxB) ( Pn(A x B) / Px(A x R)Py(R x B) )

for maior que 0 = d, entao Rg\lfﬂ) contém todos os retangulos da particdio Raxp

, . o - k41
construidos r quantis marginais. Caso contrario, REVJF )

S1.

contém a célula A X B em

e Passo 2 ou critério de parada. Caso R%H) =+ RS’G), o passo 1 é repetido. Caso
contrario o processo ¢ terminado e Ry ¢ definido como RS\’;).

Através do passo 2, estima-se a informagao mutua pelo uso da equagao (5.13).

A Fig. 5.1 ilustra o procedimento do particionamento simples do suporte em (a) versus
o procedimento do particionamento adaptativo do suporte em (b), para o caso em que
hé uma varidvel aleatéria uniforme U em [0, 27] determinando duas varidveis aleatérias:

X = cosU,
Y = senl.

A drea sombreada na Fig. 5.1 (b) ndo serd mais refinada segundo o algoritmo do par-

ticionamento adaptativo do suporte, mostrando que o algoritmo faz o particionamento
refinado apenas das células de interesse de realizacao do par de varidveis aleatérias (X, Y).
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Figura 5.1: Métodos de particionamento do suporte. A esquerda, particionamento simples
do suporte, a direita, particionamento adaptativo. Figura adaptada da referéncia [14].

O método do particionamento adaptativo do suporte de Darbellay e Vajda em [14]
apresentou desempenho satisfatorio segundo os autores. Possivelmente, parte do sucesso
do estimador deve-se ao fato de que a informagao mutua também é definida de maneira
geral como um supremo entre todas as parti¢oes [13], e o método busca as melhores
partigdes para estimar a informagao mutua.

5.3 Método KDE

O método KDE, de kernel density estimator, ¢ um método aplicado para estimar
densidades de probabilidades proposto por Emanuel Parzen [65]. Essas densidades de
probabilidade sao entdao aplicadas nos funcionais de medidas de informacao a fim de
estiméa-los. O método consiste na utilizacdo de uma funcao kernel, a qual pondera pesos
aos eventos ocorridos x,, e reconstroi a densidade em um ponto x como:

@) = = 3 K<$_x”) (5.16)

Ne = €

em que N é o nimero de pontos, a fungao K(x) é a funcao kernel e € é o seu tamanho
(ou parametro de largura de banda). A funcdo K(z) determina o peso de cada ponto
dependente de sua distdncia, satisfazendo aos seguintes requisitos [66]:

o K(x)>0,
o [K(z)dr =1,
e lim, . [zK(z)| = 0.

E possivel estabelecer condig¢oes sob as quais prova-se a consisténcia da estimativa
f(z) na média quadratica [65], isto é,

E|f(z) — f(z)]> = 0 quando N — oo. (5.17)

Além disso, o viés deste estimador de densidade de probabilidade é diretamente propor-
cional ao quadrado da largura e da fungao kernel, ao passo que a variancia deste estimador
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de densidade de probabilidade é inversamente proporcional a largura e da funcao kernel
[66]. Assim como no método do particionamento do suporte, a densidade de probabilidade
estimada pode ser utilizada nos funcionais das medidas de informacao mutua, entropia
de transferéncia, e de informacao direcional, a fim de estiméa-las. Portanto, a estimacao
KDE de medidas de informacao também é enviesada e sensivel a escolha do parametro e
[50].

Recentemente, foi publicado um artigo em que é proposto um estimador de informagao
direcional que utiliza o método KDE para identificar a zona de inicio de uma convulsao
em uma ataque epiléptico [54]. Este estimador foi proposto para o caso em que os
processos sob analise sao estaciondrios e ergddicos, ou em janelas temporais que possuam
tais caracteristicas. Este estimador obteve um desempenho satisfatério, no sentido de
encontrar muitas vezes o mesmo foco epiléptico encontrado pela andlise de um especialista
médico.

5.4 Método do Mapeamento Simbdlico

O método do mapeamento simbolico foi proposto inicialmente por Bandt e Pompe
para a estimagao de entropia [8], sendo em seguida estendido para estimagao de informa-
¢ao mutua [38] e de entropia de transferéncia [77]. O método consiste essencialmente em
fazer uma ordenacao dos valores continuos que as variaveis envolvidas podem assumir e
utiliza um parametro k que é chamado parametro de imersao. Por exemplo, na estimacao
de entropia, dada a sequéncia temporal:

x=(2.1,3.4,4.5,5,3.2,5.7,1),

e o valor escolhido de k = 2, observa-se quantas vezes =, < z,y1 € quantas vezes x,, >
Tni1- Nessas situagoes sao atribuidos os simbolos 01 e 10, respectivamente. H&, na
sequéncia dada, 4 ocorréncias do simbolo 01 e 2 ocorréncias do simbolo 10. Portanto, a
entropia neste caso, de ordem k = 2, é dada por:

H(2) = —(4/6) log(4/6) — (2/6)log(2/6) ~ 0.918 bit.

Analogamente, quando considera-se o parametro de imersao k = 3, observam-se
2 vezes o simbolo 012 ((2.1,3.4,4.5), (3.4,4.5,5)), 2 vezes o simbolo 120 ((4.5,5,3.2),
(3.2,5.7,1)), 1 vez o simbolo 102 (5, 3.2, 5.7), de modo que encontra-se a entropia:

H(3) =—(2/5)log(2/5) — (2/5)log(2/5) — (1/5)log(1/5) ~ 1.522 bit.
Definindo 7 como uma das k! permutacgoes de ordem k, e a frequéncia relativa

niumero de{n|n < N —k, (zpy1, ..., Tnsk) tem tipo 7}
N—-k+1 ’

p(m) =

em que N é a duracio temporal da série 2, define-se a entropia de permutacio de ordem
k > 2 como

H(k) == p(m)log p(n). (5.18)
Bandt e Pompe verificaram que a equagao (5.18) cresce com k, de maneira que pro-
puseram a entropia de permutagao por letra:

h = H(k)/(k — 1). (5.19)
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A entropia de transferéncia simbélica é definida de maneira andloga [77]. Seguindo
a ideia do teorema de Takens [81], é possivel reescrever as séries temporais z"~*
(w(n), LL‘(?”L + 7—)7 s ,LE(TL + (l o 1>T)) € yZer_l = (y<n)7 y(n + T)? s 7y(n + (m - 1)7_»7
em que 7 é o tempo de reconstrucao e [ e m sao dimensoes de imersao, dos sinais X
e Y, respectivamente. E possivel ordenar as séries na ordem crescente, por exemplo:
x(n+ (kny — 7)) <z(n—(kp2—1)7) < -+ < x(n— (ky — 1)7). Dessa maneira obtém-se
o sinal #, = (ku1,kn2, ..., k). Com as sequéncias Z, e §,, obtém-se a estimativa de
transferéncia simbélica

R A D J ) gnfn
TS(X — Y) = Zp(yn+5>ynaxn) logM

n+6lYnTn) 5.20
TR (5-20)

em que 0 é um passo temporal de predigao.

5.5 Meétodo KSG

Kraskov et al. [44, 43] estabelecem dois algoritmos para estimar informagao mutua
entre variaveis continuas. Em geral, os dois algoritmos apresentam desempenho similar.
Para o caso da estimacgao de informagao mitua de uma distribuicao bidimensional, o
método KSG foi testado em [44] com a distribuigdo gaussiana, com a distribuicao I'-
exponencial [14] e com a distribuigdo Weinman exponencial ordenada [14].

Para o caso bidimensional, a fun¢ao de densidade de probabilidade para a distribuicao
gaussiana conjunta é dada por [85]:

1 -1 T
_ —(1/2)[z—EX y—EY]K~[z—EX y—EY] 591

em que K ¢é a matriz de covariancia

o= () )

Quando (X,Y) ~ N(0,K), isto é, quando X e Y apresentam distribuicio gaussiana
conjunta com média 0 e matriz de covariancia atendendo a

o po?
K = <po_2 0_2> )
a informacao mutua entre X e Y é dada por:
1
I(X;Y) = -5 In(1 — p?), (5.22)
em que p é o coeficiente de correlagdao entre X e Y.
Para o caso da distribuicao I'-exponencial, a densidade de probabilidade depende de
um parametro ¢, sendo dada por [44]:
flz,y) = ——ale ™, (5.23)
A informagao mutua para essa distribuicao é:
I(X;Y)=v(0+1)—1nb, (5.24)
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em que v representa a fungao digamma (informagoes sobre a fun¢ao digamma no apéndice
B).

J& para o caso da distribuicaio Weinman exponencial ordenada, existe uma dependén-
cia a 2 pardmetros 6 e 0y, cuja andlise em [44] é limitada ao caso em que 6y = 1, de modo
que a densidade de probabilidade conjunta ¢ dada por:

2
flz,y) = 5672‘”’(3”1)/9, (5.25)

para x,y > 0 e sendo f(x,y) = 0 caso contrario. Para esta distribui¢do, a informagao
mutua é dada por [44]:

1 20 —i—zb(l)—@/)(l), se  <1/2

n
1—26 1—26
I(X;Y) ={ —¥(1), se ) =1/2. (5.26)
20 — 1 20
In 0 +?/)<29_1> —¢(1), Se@>1/2

Como ha em todos os casos citados formulas exatas para a informagao mutua, é
possivel verificar o desempenho dos estimadores. Para o caso gaussiano, o desempenho
do método KSG implementado diretamente foi considerado satisfatério em [44]. No caso
da distribuicao I'-exponencial o desempenho foi satisfatério mediante a transformacao
das variaveis z/, = Inx, e y/, = Iny,. Isso pode ter ocorrido porque a distribui¢ao I'-
exponencial pode apresentar um ponto de méaximo muito agudo. No caso da distribui¢ao
Weinman exponencial ordenada, as estimativas foram menores que os valores tedricos
de informacao mitua, mesmo com a melhoria decorrente da transformacao logaritmica
(2}, =Inz, ey, =1Iny,) [44].

Além disso, testaram-se os casos em que as variaveis eram independentes, apresen-
tando distribuicao uniforme, exponencial, ou quando uma delas era gaussiana e a outra
uniforme ou exponencial. Em todos os casos, as estimativas de informacao mutua apre-
sentaram desempenho satisfatério (I ~ 0, com erros estatisticos da ordem de 1074/1073)
[44]. Para o caso de dimensoes mais altas, s6 distribuigoes gaussianas foram testadas, com
resultados satisfatorios, especialmente quando as distribui¢oes sdo independentes [44].

Convém ressaltar aqui que, além dos resultados promissores de diversas simulagoes
meticulosas em [44], recentemente em [19][20], Gao et al. provam a consisténcia do
estimador KSG, diante dos seguintes pressupostos genéricos:

o [ [z, y)|Inf(z,y)|dedy < oo,

e Existe uma constante C’ tal que as distribui¢oes condicionais f(z|y) < C'e f(y|z) <
C'" em quase todo ponto,

e f(x,y) é duplamente continuamente diferenciavel e a matriz de Hess H satisfaz

&r 9
2
[H(2,y)l|2 = gz‘”f agéf}y <C (5.27)
dydxr  Oy? 9

em quase todo ponto,
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e 0 nimero de vizinhos escolhido k satisfaz k > max{d,/d,,d,/d,}, d,,d, = O(1),
em que d, ¢ a dimensao de X e d, ¢ a dimensao de Y.

Além disso, sob algumas modificagoes dos pressupostos, Gao et al. [19] encontram taxas
de convergéncia para o viés e a variancia do estimador KSG.

Os dois algoritmos dos estimadores KSG se baseiam no método de Kosachenko-
Leonenko para estimar entropia [41]. Este ultimo se baseia na distribuicdo média de
probabilidade dos vizinhos de cada ponto da amostra, e convém esclarecé-lo a fim de
compreender como a partir dele pode-se derivar também a estimacao de informacao mu-
tua.

5.5.1 Estimacao de Kosachenko-Leonenko para Entropia de Shan-
non
Seja X uma varidvel aleatoria continua assumindo valores em algum espacgo métrico,

isto é, hd uma distdncia bem definida ||x —2'|| entre duas de suas realizagoes. Lembramos
brevemente aqui a defini¢do de norma ¢, de um vetor de dimensao J [58]:

; (1/p)
lzll, = (Z !l’jlp) - (5.28)
j=1

Por exemplo, seja a norma definida ¢5 (distancia euclidiana). Considera-se o ponto
X =z e ordenam-se suas distancias a todas as outras realizagoes de X na norma f,. Seja
f(z) sua densidade de probabilidade. A entropia diferencial de X, como uma extensao
da entropia de Shannon, pode ser escrita como:

}ﬂX%:—/f@ﬂnﬂ@m; (5.29)

que é a média de —In f(x). Portanto, como pode ser visto no apéndice A, um estimador
nao enviesado para H(X) é a média amostral de In f(x):

A(X) =~ > n(f (). (5.30)

se por sua vez In(f(z,)) for um estimador nao enviesado de In f(x). Para encontrar

um estimador ln(/f(x\n)) adequado, considera-se a distribui¢do de probabilidade de Py(¢)
para as distancias entre z,, e seu k-ésimo vizinho mais préximo (segundo a norma /5, por
exemplo).

A probabilidade Py (€)de é igual a chance de que exista um vizinho a uma distancia de
x,, dentro do intervalo [e/2,¢/2 + de/2], k — 1 vizinhos a distancias menores e N — k — 1
vizinhos a distancias maiores. Denotando p, como a massa da bola € centrada em z,,
Pn(€) = Jije—snjj<es2 f(§)d€. Utilizando a férmula trinomial, obtém-se:

(N —1)! dpy(€)

P (N—k-1)
Hde = G OIN k= 1) de )

de X pfz_l X (1 — Pn

(5.31)
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Utilizando a equagao (5.31), é possivel computar o valor esperado de Inp,(¢):
E(lnp,) = /oo dePy(€e) Inp,(€)
0
N -1\ rt _ g
= k( L ) / dp p" (1= p)N ",
0
);

= U(k) — (N (5.32)

em que ¥ é a fungao digamma. Pode-se obter um estimador para In f(x) supondo que
f(x) é constante em toda a bola €, escrevendo-se:

Pule) & cqe f(xy,), (5.33)

em que d é a dimensao de X e ¢4 é volume da bola unitaria de dimensao d.
Utilizando as equagoes (5.32) e (5.33), desenvolve-se:

Inp,(e) = Incgef(z,)
Inp,(e) = Incg+dlne+1In f(z,)

—]bzn:lnf(xn) = —;Zﬂ:(lnpn(e)—lncd—dlne)
HX)=1nf(z,) = —w(k)—i—w(N)—lncd—i—jc\Z[Zlnen, (5.34)

em que €, é o dobro da distancia de x,, ao seu k-ésimo vizinho.
Pela derivagao do estimador (5.34), percebe-se que a tnica razao de seu viés vem da
suposigao de que f(x) é constante em toda a bola e.

5.5.2 Estimador de Informacao Mutua (1)

Agora considera-se a variavel aleatéria continua Z = (X,Y). Analisando o caso
para um ponto z, da amostra de tamanho N, encontra-se a distdncia €/2 ao seu k-
ésimo vizinho, cuja distribuigdo é novamente dada pela equacao (5.31). A equagdo (5.32)
também continua valida. A primeira diferenca da subsec¢ao anterior é na equacao (5.33),
em que ¢é necessario substituir d por dz = dx + dy, ¢4 por ¢4y Cay, € T, por z,. Com tais
modifica¢oes, obtém-se:

. dx +dy &
H(X, Y) = —w(k) -+ ¢(N) + ln(CdXCdy) + T Z In €n- (535)
=1

n

Para obter I(X,Y’), é necessario subtrair a estimativa (5.35) do somatério das esti-
mativas de H(X) e H(Y). Para essas tltimas, ji mostrou-se a derivagao de (5.34), que
pode ser utilizado com o mesmo k para os dois casos. Contudo, este procedimento signi-
ficaria usar efetivamente escalas distintas de distancia no espacos conjuntos e marginais.
Para qualquer k fixo, a distancia ao k-ésimo vizinho no espago conjunto sera maior que
as distdncias dos vizinhos nos espagos marginais. O viés da equacao (5.34) resulta da
nao-uniformidade da densidade. Como o efeito desta densidade depende das distancias
do k-ésimo vizinho, os vieses de H(X), H(Y) e H(X,Y) seriam muito diferentes e nio
iriam se cancelar.
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Figura 5.2: Contagem de vizinhos para o ponto z,, com k = 2. Neste caso, m,(n) = 3,
my(n) =5, N =13

Para evitar este problema, Kraskov et al. [44] perceberam que a equagio (5.34) é
valida para qualquer valor de k e que nao ¢ necessario considerar o mesmo k na estimacgao
de entropias marginais. Observando a Fig. 5.2, supGe-se que o k-ésimo vizinho de z,, esta
sobre um dos lados verticais projetados do quadrado de comprimento de lado €,. Nesta
observagao, €,/2 estd definido como o méximo da distdncia projetada do ponto z, ao
seu k-ésimo vizinho z, ou seja, €,/2 = max{||z, — z||, ||y, — y||}. Neste caso, ha no
total m,(n) pontos dentro das linhas verticais x = x,, £ €,/2, entdo €,/2 é a distancia ao
(mz(n) + 1)-ésimo vizinho de z,, e

N -1 ¥ dx &
H(X)= ~ > p(mg(n) +1) + (N) + Incgy, + ~ > Ine,. (5.36)
n=1 n=1

Na outra diregao, isto nao é exatamente verdadeiro, ou seja, €, nao é exatamente igual ao
dobro da distancia ao (m,(n) + 1)-ésimo vizinho, quando m,(n) é definido analogamente
como o ndimero de pontos com ||y — y|| < €,/2. Contudo, é possivel considerar a
equagao (5.36) como uma aproximagao razoavel para H(Y'), substituindo X por Y. Tal
procedimento leva a seguinte equacao:

I(X)Y) = (k) — (¥(my + 1) +(my, + 1)) + (N), (5.37)
em que N é o nimero de realizagoes de (X,Y).

O segundo estimador proposto por Kraskov et al. é obtido de forma analoga a este
primeiro, mas considerando diferentemente a contagem de pontos m,(n) e m,(n) dentro
das distancias ||z, — z|| e ||y, — y|| a0 k-ésimo vizinho. Neste caso, € ndao é considerado
0 mesmo nas projecoes em X e Y.

Vale salientar que a entropia de transferéncia entre variaveis aleatérias continuas tam-
bém pode ser estimada através das distancias dos vizinhos mais proximos, similarmente

ao método KSG [84, 50, 22].

5.6 Método BI-KSG

No desenvolvimento anterior, a métrica utilizada para encontrar o nimero de vizinhos
para estimar a entropia marginal é €, /2 = max{||z, —z||, ||y, — y||}. Neste caso, a norma
utilizada é {.
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Gao et al. [19][20], além de provar a consisténcia do estimador KSG, propoem e
provam a consisténcia de um outro estimador ligeiramente modificado, encontrando as
mesmas taxas de convergéncia para o viés e a variancia do estimador KSG. Tal estimador
foi denominado BI-KSG.

A principal diferenca entre o estimador KSG e o estimador BI-KSG é que, ao invés de
utilizar a norma /., o estimador BI-KSG utiliza a norma ¢y para encontrar o nimero de
vizinhos para estimar a entropia marginal. O estimador BI-KSG para informacao mutua
é dado por:

dy,2Cd,y,2 _

- c
I ksa(X;Y) = ¢(k)+InN +In
Cdy+dy,2

1 N
N nz::l[ln(mxm,g) + In(my n.2)], (5.38)

em que d, e d, sao as dimensoes das varidveis X e Y, respectivamente. O parametro k
continua sendo o numero de vizinhos escolhido e N o tamanho amostral. As constantes
na forma:

/2

Cd2 = —F7 7
| d
'f-+1

sao o volume da bola unitdria ¢, em d dimensoes. Finalmente, os termos mg 2 € My 52
sdo definidos como

(5.39)

Manz = Y L{IX—Xulla<prna)
J#n

Myns = D L0y, Yallo<ppna)
o

em que pgn2 € a distdncia do ponto (X, Y,,) ao k-ésimo vizinho mais préximo na norma
{5, e 173 € a fungao indicadora da condicao no subscrito entre chaves. Em geral, m, 2 > k
e Mypno > k.

O estimador BI-KSG é indicado como mais eficiente, por meio de simulac¢bes, que
o estimador KSG em [19][20]. Ao usar a norma {5, o vizinho utilizado para estimar
uma das entropias marginais nao ¢ exatamente o mesmo que o utilizado para estimar
a entropia conjunta, como no caso do estimador KSG. Contudo, no caso do estimador
KSG, uma das entropias marginais acaba por ser sobrestimada. Por exemplo, na Fig.
5.2, a componente da entropia marginal H(X) é estimada com o mesmo vizinho que
a componente da entropia conjunta H(X,Y) no ponto z,. Contudo, a componente de
entropia marginal H(Y) no ponto z, é sobrestimada, pois a distdncia projetada por
€n/2 = max{||x, — z||, ||y, — y||} é maior que a distancia do k-ésimo (segundo) vizinho
mais préoximo projetada em Y. O segundo vizinho mais préoximo do ponto z, na Fig. 5.2
corresponde ao terceiro mais proximo de Y,,, na projecdo em Y, e nao ao (m,(n)+1)-ésimo
(sexto), como utilizado no método KSG.

No proximo capitulo, alguns dos métodos explanados neste capitulo serao utilizados
na estimacao de funcionais de medidas de informacao envolvendo variaveis aleatérias ou
processos aleatorios continuos em amplitude.
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Capitulo 6

Simulacao de Métodos de Estimacao
de Medidas de Informacao entre
Variaveis Aleatéorias Continuas

Este capitulo mostra o resultado das simulagées com alguns dos estimadores vistos
no capitulo 5, de medidas de informagao para o caso continuo. Aqui serao apresentadas
simulagoes para estimacao de informacao mitua com os estimadores KDE, KSG e BI-
KSG e de particionamento do suporte. Ja para estimacgao de entropia de transferéncia,
serao comparados os estimadores KSG, KDE, e de particionamento do suporte.

Tanto para as estimativas de informagao mutua como para as de entropia de transfe-
réncia, para determinar o nimero de segmentos do particionamento (quantis), utilizou-se
a recomendagao de Palus [62, 29

Q< "VN, (6.1)

em que r ¢ o numero de varidveis aleatorias na estimagao de informacao mutua. O
resultado em (6.1) nem sempre é um nimero inteiro, entao fixou-e o valor de ) em

Q=["VN|. (6.2)

6.1 Informacao Mutua

A seguir, sao apresentados os graficos de diversos exemplos simulados em que se
conhece o valor analitico de informacao mutua. Os graficos mostram o desempenho
dos estimadores em termos de acuracia. Nas estimativas KSG e BI-KSG, utilizamos o
pardmetro k = 4. Nas estimativas KDE, utilizamos o pacote JIDT [50], que j& vem com
largura do kernel (gaussiano) pré-ajustada.

6.1.1 Distribuicao Uniforme

Nesta subse¢ao consideramos distribuigoes uniformes de suporte finito, sendo que no
primeiro exemplo simulado hé independéncia entre as variaveis aleatorias, ao passo que
no segundo exemplo ha dependéncia.
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Exemplo em que ha independéncia entre X e Y

—a

Figura 6.1: Distribui¢do f(z,y) uniforme na regido sombreada - caso de independéncia
entre X e Y.

Neste caso, a distribuigdo f(x,y) foi feita uniforme na regido sombreada da Fig.
6.1. Neste caso, f(z,y) é o produto das distribuigdes marginais. Logo, X e Y sdo
independentes (I(X;Y) = 0). A Fig. 6.2 ilustra o desempenho dos estimadores em
termos da média amostral do viés ao passo que a Fig. 6.3 ilustra o desempenho dos
estimadores em termos de variancia amostral das estimativas.
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Figura 6.2: Caso uniforme com independéncia entre X e Y. Médias amostrais das esti-
mativas em fungao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}. Curva
vermelha indica valor analitico de informacao mutua. Curva com quadrado indica média
amostral KDE, curva com asterisco indica média amostral das estimativas KSG, curva
com circulo indica média amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica
média amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 estimativas.
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Figura 6.3: Caso uniforme com independéncia entre X e Y. Varidncias amostrais das
estimativas em fungao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}, para
os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento do suporte (“BIN”).

Exemplo em que ha dependéncia entre X e Y

=—x+ta

—a

Figura 6.4: Distribuigdo f(x,y) uniforme na regido sombreada - caso de dependéncia

entre X e Y.

Neste exemplo, a distribuigdo f(z,y) é uniforme na regiao sombreada da Fig. 6.4.
Assim como no caso anterior, é possivel encontrar o valor analitico de informacao mutua.
Primeiramente escrevemos:
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Por simetria,

a p—z+a ] 1
HX)Y) = —4 o, 202 In 2—a2dydx
1 1 a
= In(2a%)

Para encontrar a entropia marginal H(X) = H(Y), considera-se, para —a < x < 0:

z+a

f(z) = / 5y

—xr—a 2@2
T+ a
5

a

Ja para 0 <z < a:

sy = [y

—a 2&2
—r+a
a?

a . . ,
, € por simetria, obtém-se:

Fazendo uma transformagio de varidveis u = —
a

0
H(X) = 2(—/ xtalnx+ad:€)

—a a CL2

1/a
= 2 (—/ a%lnudu)
0

1 1
= —2d° {—41;2 + §u2 In u]

1/a
0

1+1
= —+1na
2

Logo,
1 2
I(X;Y) = 2(2+lna>—ln(2a)
= 1—In2

A Fig. 6.5 ilustra o desempenho dos estimadores em termos da média amostral do
viés ao passo que a Fig. 6.6 ilustra o desempenho dos estimadores em termos de variancia
amostral das estimativas.
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Figura 6.5: Caso uniforme com dependéncia entre X e Y. Médias amostrais das esti-
mativas em fungao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}. Curva
vermelha indica valor analitico de informacao mutua. Curva com quadrado indica média
amostral KDE, curva com asterisco indica média amostral das estimativas KSG, curva
com circulo indica média amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica
média amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 estimativas.
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Figura 6.6: Caso uniforme com dependéncia entre X e Y. Varidncias amostrais das
estimativas em fungao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}, para
os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento do suporte (“BIN”).



6.1.2 Distribuicao Gaussiana

Nesta subsecao consideramos distribui¢des gaussianas, de suporte infinito, sendo que
no primeiro exemplo simulado ha independéncia entre as variaveis aleatérias, ao passo
que no segundo exemplo ha dependéncia. A férmula analitica para a informacao mitua
neste caso encontra-se na equagao (5.22), do capitulo 5.

Exemplo em que ha independéncia entre X e Y

Neste caso I(X;Y) =0. A Fig. 6.7 ilustra o desempenho dos estimadores em termos
da média amostral do viés ao passo que a Fig. 6.8 ilustra o desempenho dos estimadores
em termos de variancia amostral das estimativas.
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Figura 6.7: Caso gaussiano com independéncia entre X e Y. Médias amostrais das esti-
mativas em fun¢ao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}. Curva
vermelha indica valor analitico de informagao mutua. Curva com quadrado indica média
amostral KDE, curva com asterisco indica média amostral das estimativas KSG, curva
com circulo indica média amostral das estimativas BI-KSG e curva com triangulo indica
média amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50 estimativas.
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Figura 6.8: Caso gaussiano com independéncia entre X e Y. Varidncias amostrais das
estimativas em fungao do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}, para
os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento do suporte (“BIN”).

Exemplo em que ha dependéncia entre X e Y

Neste caso, simularam-se gaussianas com coeficiente de correlacao p = 0.6. A Fig. 6.9
ilustra o desempenho dos estimadores em termos da média amostral do viés ao passo que
a Fig. 6.10 ilustra o desempenho dos estimadores em termos de variancia amostral das

estimativas.
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Figura 6.9: Caso gaussiano com dependéncia entre X e Y (p = 0.6). Médias amostrais
das estimativas em fun¢do do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000, 10000}.
Curva vermelha indica valor analitico de informa¢ao mutua. Curva com quadrado indica
média amostral KDE, curva com asterisco indica média amostral das estimativas KSG,
curva com circulo indica média amostral das estimativas BI-KSG, e curva com trian-
gulo indica média amostral com método do particionamento do suporte. Médias em 50
estimativas.
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Figura 6.10: Caso gaussiano com dependéncia entre X e Y (p = 0.6). Variancias amos-
trais das estimativas em fungdo do tamanho amostral N = {50, 100, 500, 1000, 5000,
10000}, para os métodos KDE, KSG, BI-KSG e de particionamento do suporte (“BIN”).

Observou-se que em todos os exemplos simulados, os estimadores KSG e BI-KSG
estiveram préximos do valor verdadeiro de informacdo mutua, em especial quando N
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aumenta, apresentando praticamente o mesmo desempenho. Ja o estimador de partici-
onamento do suporte mostrou um viés muito reduzido no caso de independéncia tanto
com a distribuicdo uniforme como com a distribuicado gaussiana, mesmo para o maior
valor de N testado. O estimador de particionamento do suporte, no caso de dependén-
cia, revelou um viés ainda menor com a distribuicdo gaussiana. Por outro lado, com a
dstribui¢ao uniforme com dependéncia entre X e Y, o estimador de particionamento do
suporte mostrou-se bastante enviesado, mesmo para o maior valor de N = 10000. O
estimador KDE sempre se aproxima do valor verdadeiro conforme N aumenta, mas no
panorama geral esteve mais enviesado que os demais. Todos os quatro estimadores tém
suas varancias amostrais reduzidas conforme N aumenta.

Na tabela 6.1 indicam-se os tempos de cada estimativa com os tamanhos N = {10000,
5000, 1000, 500}. Para os demais tamanhos amostrais, N = {50,100}, as estimativas
foram da ordem de centésimos de segundos para os métodos KDE, KSG e BI-KSG, e
de milésimos de segundo para o método do particionamento do suporte. Observamos
que os métodos KSG e BI-KSG foram bem mais lentos que o método KDE, e que todos
os métodos foram bem mais lentos que o método de particionamento do suporte. A
referéncia [44] aponta que, computacionalmente, o método KSG gasta a maior parte de
seu tempo na procura pelos vizinhos mais proximos. O método BI-KSG foi um pouco
mais rapido que o método KSG, o que provavelmente se deve ao uso da funcdo In no
lugar da fungdo ¢ (comparando as equagoes (5.38) e (5.37) do capitulo 5).

N =10000 | Método | KDE KSG BI-KSG BIN
Tempo 2s  9min 7min30s 0.03s
N = 5000 | Método | KDE KSG BI-KSG BIN
Tempo | 0.33s 2min 1min38s 0.01s
N =1000 | Método | KDE KSG BI-KSG BIN
Tempo | 0.02s  4.5s 3.9s 0.004s
N =500 | Método | KDE KSG BI-KSG BIN
Tempo | 0.04s 1.16s 1s 0.002s

Tabela 6.1: Tempo aproximado de cada estimativa de informac¢do mutua de tamanho
amostral N, caso continuo. BIN: método de particionamento do suporte.

6.2 Entropia de Transferéncia

Para avaliar o desempenho dos estimadores de entropia de transferéncia, utilizou-se o
caso analitico descrito em [35], em que:

X1 = aX, +n, (6.3)
Yn+1 = BYn + IYXn + 77:, (6'4)

supondo que nX ~ N(0,1), n¥ ~ N(0,1), X e Y sdo conjuntamente estacionarios,
E(X,) =E(Y,) = 0 e que todos os processos envolvidos sdo gaussianos.
O valor analitico para a entropia de transferéncia de X para Y, TE(X — Y), quando
considerando os indices de passado [ = m = 1, é dado pela equacéao:
1, det(K(Y,,X,))det(K (Y1, Yn))

TEX »Y) = -1
(X =Y) 2 T det(K (Your, Yo Xo))o2

(6.5)
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em que 0% é a variancia de Y,, e K denota a matriz de covariancias. O desenvolvimento
dos termos das matrizes de covariancia é feito no apéndice E.
Para o caso em que o = 0.5, § = 0.6 e v = 0.4, encontra-se:

TE(X —Y) = 0.0923 nats. (6.6)

Variando o valor de acoplamento 7, encontram-se os graficos da Fig. 6.11. Observa-se
que aparentemente o valor de TE nao converge aumentando o acoplamento entre X e Y

(v), crescendo indefinidamente.

0.08 F

0.06 -

0.04 |

TE (nats)

0.02

04 -03 02 -01 0 01 02 03 04
-
Figura 6.11: Valores analiticos de entropia de transferéncia, TE, variando-se o termo de

acoplamento 7.

E importante ressaltar que as estimativas de entropia de transferéncia realizadas aqui
consideram que os processos X e Y sao ergodicos. Isto significa que as estimativas de
entropia de transferéncia sao feitas com médias temporais. Na implementacao, tanto do
método KDE quanto do método KSG, foi utilizado o pacote JIDT [50]. J& com o método
do particionamento do suporte, utilizou-se o nimero de quantis:

Q=|""VN|=|VN|, (6.7)
visto que as dimensoes dos vetores na equacao
TEX —=Y) = I(Yn, Y1, Xn1) = I(Yo-1; Xno1), (6.8)

sdo iguais aos indices de passado dos processos X e Y, [ = 1 e m = 1, respectivamente.
Em seguida, a estimacao de entropia de transferéncia foi implementada através da esti-
magao de informagdes mutuas, valendo-se da equacao (6.8). As Fig. 6.12 e Fig. 6.13
ilustram o desempenho dos estimadores com o método KDE, o método KSG e o método

do particionamento do suporte.
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Figura 6.12: Caso simulado de entropia de transferéncia com valor conhecido de TE(X —
Y) = 0.0923nats. Médias amostrais das estimativas em func¢ao da duragao N = {50, 100,
500, 1000, 5000, 10000} dos processos. Curva vermelha indica valor analitico de entropia
de transferéncia. Curva com quadrado indica média amostral das estimativas KDE,
curva com asterisco indica média amostral das estimativas KSG e curva com triangulo
indica média amostral das estimativas de particionamento do suporte. Médias em 50

estimativas.
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Figura 6.13: Caso simulado de entropia de transferéncia com valor conhecido de TE(X —
Y) = 0.0923nats. Varidncias amostrais das estimativas em fun¢ao da duragao N = {50,
100, 500, 1000, 5000, 10000} dos processos, com os métodos KDE, KSG e de particiona-
mento do suporte (“BIN”). Varidncias em 50 estimativas.

Observou-se neste caso de estimacao de entropia de transferéncia que os métodos KSG
e KDE se aproximam do valor verdadeiro conforme N cresce, mas que essa convergéncia é
mais rapida no método KSG. Por outro lado, infelizmente o estimador do particionamento
do suporte nao convergiu para o valor verdadeiro de entropia de transferéncia, mesmo
com o auxilio da regra da equagao (6.7). Para os trés estimadores, a varidncia diminuiu

conforme N aumentou.
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Utilizando o pacote JIDT, o desempenho em termos de velocidade do método KSG
melhorou bastante. Para o exemplo estudado de entropia de transferéncia, com amostras
dos processos X e Y com duracao N = 10000, o tempo de cada estimativa foi aproxima-
damente 0.26s, similar ao tempo do método do particionamento do suporte, que foi de
apenas 0.22s. O método KDE, utilizando o pacote JIDT, foi o mais lento, levando 2.22s
para cada estimativa. Deste modo, é possivel afirmar que os estimadores baseados na
busca pelos vizinhos mais préoximos, KSG e BI-KSG, que foram muito lentos nas simu-
lacoes de informagao mutua da se¢ao anterior, podem ser consideravelmente melhorados
com o uso de cédigo em Java, como o JIDT implementa.
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Capitulo 7

Estimacao de Informacao Direcional
entre Processos Continuos em
Amplitude com Estimadores de Jiao

No capitulo 5, apresentaram-se alguns estimadores de medidas de informacao para
processos assumindo valores continuos, enquanto no capitulo 6 o desempenho de alguns
desses estimadores foi comparado, para as medidas de informagao mutua e entropia de
transferéncia. Neste capitulo, investiga-se o uso de um dos estimadores de informacgao
direcional de Jiao, introduzidos no capitulo 3, para estimar informacao direcional entre
processos estocasticos continuos em amplitude através da discretizacao desses valores
continuos.

A discretizagdo é feita e analisada de acordo com trés métodos diferentes: equidis-
tante, equipovoado e simbdlico. O método equidistante consiste em segmentar o suporte
dos processos em L segmentos equidistantes, de acordo com a distancia euclidiana, do
valor minimo para o maximo. Os métodos equipovoado e simbdlico foram introduzidos
no capitulo 5. O método equipovoado segmenta o suporte, mas em L segmentos equipo-
voados (ou aproximadamente equipovoados). O método simbélico consiste na ordenagao
dos k valores consecutivos do processo, representando sua ordem de transicao por um
numero que representa uma das k! permutagoes possiveis, como descrito na se¢do 5.4.
Por exemplo, na sequéncia:

X"=100.50.75 —0.1 —0.230.05 0.52 0.49],
se for escolhido k = 2, ha as seguintes transicoes:
[01 10 10 01 01 10].

Rotulando o simbolo 01 como 1 e o simbolo 10 como 2, obtém-se a seguinte sequéncia
discretizada (comegando no indice n = 2):

XI=[122112].
Por outro lado, se for escolhido k£ = 3, as correspondentes transicoes sao:
[120 210 102 012 021].

Rotulando cada transicao como na tabela 7.1, obtém-se a seguinte sequéncia discretizada
(comegando no indice n = 3):

XI=[46312].
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Tabela 7.1: Valores de permutagao

Transicao | Valor Discretizado
012 1
021
102
120
201
210

| O | W DN

Portanto, no método simbélico, se foi escolhido o pardmetro k, o processo continuo é
discretizado em L = k! simbolos.

Para comparar o desempenho dos trés métodos de discretizacao na estimacao de
informagao direcional com o estimador de Jiao, utiliza-se o calculo de um exemplo de
base em que um processo X causa outro processo Y (X e Y continuos em amplitude).

7.1 Exemplo de Base

O X ¢é um processo aleatério gaussiano i.i.d., com média zero e varidncia 1 (c%=1),
a0 passo que o processo Y é dado de acordo com a equacao:

Y, = BXn_s+ Zn (7.1)

em que  é um parametro de acoplamento e Z, também é um processo gaussiano i.i.d.
com média zero e varidncia 1 (0% = 1). O valor verdadeiro de informagdo direcional é
calculado como segue, em termos de H(YV||X") e H(Y") separadamente:

H(Y,|[y™ X"

M=

1
—HYN||XN) =
S HONXY)

3
Il
—_

H(BX, o+ Z, Y™ 1X™)

NE

i
I

H(BXn—Q + Zn|Xn_2)

M=

3
Il
_

2l= 2= 2= ==

3
Il
—

M=
=
2

log(2meoy)

[N NGB

log(2me),

1 v 1 -
HOY) = N;H(an )
= H(Yn)7

porque Y nao depende de seu préprio passado.

64



Para calcular H(Y,,), como Y, é gaussiana com média 0, encontra-se primeiro sua

variancia:

var(Y,) = E(BX. 2+ Z,)
= E(B*X2 , +2BXn 27, + Z%)
= FE(X]_,) +oy
= BPo%+or=p3+1

Logo,
log(2me(1 + %)), e

log(1 + 3%).

[N R NN

7.2 Simulacgao

Considerando o exemplo de base, simularam-se 50 amostras de X, Y e Z com du-
racdo N = 10°, pardmetro de profundidade da 4rvore D = 2, para cada parametro
de acoplamento [ entre —1 e 1, com passo 0.2. Para todos os processos de estimacao,
selecionaram-se os niveis de discretizacao L = 2 ou L = 6. Além disso, executaram-se
simulagoes com os niveis de discretizacdo L = 4 com os métodos de discretizacao equi-
distante e equipovoado. O método simbdlico nao foi possivel com L = 4 porque nao ha
inteiro k tal que k! = 4. O estimador de Jiao utilizado foi o “E4”.

As Fig. 7.1, Fig. 7.2 e Fig. 7.3 ilustram os resultados para L = 2. As Fig. 7.4, Fig.
7.5 e Fig. 7.6 ilustram os resultados para L = 6. As Fig. 7.7 e 7.8 ilustram os demais
resultados para L = 4. Em todas as figuras, curvas pontilhadas vermelhas indicam a taxa
de informacao direcional analitica, enquato curvas continuas azuis indicam medianas das
estimativas de taxa de informacao direcional e curvas tracejadas azuis indicam de 10% a
90% das estimativas.
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Figura 7.1: Método equidistante, L = 2
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Figura 7.7: Método equidistante, L = 4
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Figura 7.8: Método equipovoado, L = 4

Algumas caracteristicas dos métodos propostos podem ser observadas. Primeira-
mente, no que concerne as estimativas, observa-se que para L = 2, todos os trés métodos
apresentam o mesmo desempenho em termos de acuracia. Eles sempre subestimam as
taxas de informacao direcional e apresentam pequena varidncia amostral, como indicado
pelas linhas tracejadas. Por outro lado, para L = 6, observou-se que os métodos equi-
distante e equipovoado em geral nao capturam a causalidade para todos os valores do
parametro 3, exceto com o método equipovoado com 3 = 1. Isto pode ter ocorrido por-
que as probabilidades da arvore de contexto diminuem bastante com um alfabeto maior
(L). Infelizmente, o método simbdlico sobrestima a taxa de informagao direcional para
pequenos valores de 3 e subestima a taxa de informagao direcional para valores maiores
de . Contudo, as estimativas de taxa de informacgao direcional neste caso acompanham
o comportamento dos valores analiticos. Para os casos em que L = 4, observamos que
o método equipovoado supera o método equidistante, mas nao captura causalidade para
valores de 8 pequenos (f = 0.2,0.4) e ainda subestima a taxa de informacao direcional.
Contudo, essa subestimacao com o método equipovoado é menor que a subestimagao com
o método equidistante.

No que concerne o tempo de estimagao, todos os métodos de discretizagdo consomem
pouco tempo, com um pequeno incremento no método simbolico. Entretanto, como ja
observou-se no capitulo 4, a estimacao de informacao direcional com o estimador de Jiao
¢ demorada. Cada realizagdo amostral dos processos levou aproximadamente 35s com
L = 2 ou L = 4, enquanto cada realizacdo amostral levou aproximadamente 50s com
L =6.

Com o propésito de avaliar a presenca de detecgdo espiria de causalidade entre
processos que nao apresentavam qualquer causalidade, também simularam-se 50 amos-
tras de dois processos gaussianos i.i.d. com duracio N = 10° e estimaram-se taxas
de informacao direcional de acordo com os trés métodos de discretizagao. Neste caso,
In(XN — YY) = 0. Novamente, ajustou-se a profundidade da arvore de contexto
D = 2, e a discretizacao foi feita com L = 2,4 ou 6. A tabela 7.2 mostra as medianas
das estimativas de taxa de informacao direcional neste caso.

Aparentemente, ha uma tendéncia de que as medianas das estimativas apresentem um
pequeno aumento com o uso de alfabetos maiores de discretizagao. No entanto, o inico
caso com estimativas comparavelmente grandes, apesar da inexisténcia de causalidade
neste caso, foi quando utilizando o método simbdlico com L = 6.

Por fim, deve-se ressaltar aqui que existem muitas outras formas possiveis de discre-
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Tabela 7.2: Medianas da taxa de informagao direcional de acordo com os 3 métodos de
discretizagao e niveis (L), quando o valor analitico Iny(X" — Y) = 0.

Método de discretizagdo / Niveis | L=2 L=4 L=6
Equidistante ~107° =~10™* =~ 1073
Equipovoado ~10° ~107* =~ 1073

Simbdlico ~ 1073 - ~ 107!

tizagdo. Por exemplo, na referéncia [34], a causalidade em bolsas de valores é estimada
pela discretizagdo em trés valores. O valor -1 indicou que a bolsa de valor reduziu em
um dia mais de 0.8%, o valor 1 indicou que a bolsa de valores aumentou em um dia
mais de 0.8%, enquanto o valor 0 indicou que o valor absoluto da mudanca foi menos de
que 0.8%. Contudo, este método apresenta a desvantagem de ter que escolher um valor
apropriado para a mudanga absoluta (o valor 0.8% na referéncia [34]). Trabalhos futuros
podem verificar um modo de usar este método de uma maneira genérica.
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Capitulo 8

Estimacao de Medidas de
Informacao entre Variaveis
Aleatérias Mistas

A necessidade de relacionar grandezas discretas e continuas é bem comum em ciéncias.
Neste capitulo investigamos o desempenho de dois estimadores de informacao mitua para
0 caso em que as variaveis aleatérias sdo mistas, isto é, algumas das variaveis aleatorias
assumem valores discretos e outras assumem valores continuos. Além disso, analisamos o
comportamento destes dois estimadores para o caso particular de detecgao de causalidade,
em estimativas de entropia de transferéncia.

8.1 Estimadores de Informacao Mitua

8.1.1 Estimador de Particionamento do Suporte

Esse estimador foi extensivamente utilizado em neurociéncias [69, 7, 10, 37]. Ele con-
siste essencialmente em particionar o suporte da variavel aleatoria continua Y em seg-
mentos equiprovaveis, método citado no capitulo 5. Ja a fung¢ao massa de probabilidade
da variavel aleatoria discreta X, ]5(96), ¢ estimada pelo método plug-in.

De maneira mais formal, sejam (X{, YY) as N amostras i.i.d. geradas a partir de
uma densidade de probabilidade subjacente f(z,y) = P(z)f(y|z). As amostras Y}V sdo
ordenadas crescentemente, e () intervalos equipovoados sdo escolhidos [86]:

{y}i:I,Q,...,Q - {(_OO» }/(1)]7 (}/(1)7 }/(2)]’ ceey <)/(Q—1)7 OO)}7 (81)

em que Y(;) € o i-ésimo ()-quantil da amostra Y. A funcio de massa de probabibilidade
estimada de Y sera

P =" n 2 8.2)

em que n; conta quando ocorreu Y € Y; na amostra YV. J4 a fungdo de massa de
probabibilidade estimada de X serda

P(z) === (8.3)
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em que n, conta o ntimero de ocorréncias X = x na amostra X V. Similarmente, a funcao
massa de probabilidade conjunta de (X, Y;) serd

P(z,i) = "2 (8.4)

em que n,; conta quantas vezes ocorreu (X = z,Y € Y]) conjuntamente na amostra
N N

(Xl 7}/1 )
Assim, a estimativa de informacao mitua entre X e Y fica

23 @ . P(z,1)
I(X;Y) ;;P(x,z)logip(z)p(i). (8.5)

Uma grande questao na utilizacao deste método, como ja descrito no capitulo 5, é como
escolher o niimero apropriado de quantis () para uma estimativa acurada de informagao
mutua.

8.1.2 Estimador de Ross

Ross [70], baseado no trabalho de Kraskov et al. [44], prop6s um estimador para o
caso misto, isto é, entre uma variavel aleatéria discreta e outra continua. Relembra-se
do capitulo 2 que neste caso a informag¢ao mutua é dada pela equacao (2.16). Como
ja existe o estimador de Kozachenko-Leonenko para a entropia marginal, agora torna-se
necessario um estimador para a entropia condicional de Y dado um valor discreto de
X. Isso é feito novamente escolhendo-se diferentes ks para cada estimativa de entropia.
Para a entropia marginal escolhe-se o j-ésimo vizinho mais préximo e para a entropia
condicionada escolhe-se, dentre os pontos que tiveram um mesmo valor de X,, = z,,, o
k-ésimo vizinho mais proximo. Ross tenta diminuir o viés de suas estimativas através da
escolha de k£ e j de modo que ambas estimativas de entropia utilizem o mesmo vizinho.
A Fig. 8.1 especifica como ¢ feita a escolha do vizinho.
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Figura 8.1: ITlustragao do estimador de Ross. Na linha superior, exemplos de distribui¢oes
condicionadas f(Y|X), em que X ¢é a variavel discreta assumindo 3 valores simbolizados
pelas curvas azul, vermelha e verde. Na linha do meio, um conjunto de pares de dados
(X,Y), em que os valores de Y sdo representados pela posi¢ao dos pontos no eixo y e os
valores de X sao representados pelas cores destes pontos. Na linha inferior, mostra-se o
ponto n analisado indicado por uma seta vertical e o 2° vizinho mais préximo (dado que
o valor de X é “vermelho”). Utilizando k = 2, percebe-se que o 2° vizinho de n na linha
inferior é o 4° na linha do meio - que considera todos os valores de X. Linhas tracejadas
mostram a distancia 9,, do ponto n ao 2° vizinho. Neste exemplo, N = 10, k = 2, e para
este ponto n, Nx, =4 e j, = 4 (incluindo o vizinho a distancia d,,).

Portanto, o estimador usa, para cada ponto n, a distribuicao das distancias do k-
ésimo vizinho mais préximo da variavel continua, para um dado valor da variavel discreta
(equagao (8.6)): .

F = () = $(Nx,) + (k) = (). (8.6)
N ¢é o tamanho da amostra, Ny, ¢ o nimero de pontos para os quais a variavel discreta
é X,, = x, e k é o nimero escolhido de vizinhos. O termo j, corresponde ao niimero de
pontos a uma distancia dada pelo k-ésimo vizinho de n dentre os pontos Ny, .

A estimativa de informacao mutua é obtida pelo cdlculo da média de I,, sobre toda a
amostra:

.1 M.
I = N Z I, (8.7)

n=1

8.1.3 Simulacoes

Foram realizadas simulagoes para verificar o funcionamento deste estimador, em par-
ticular comparando-o com o processo de estimacao que usa o método do particionamento
do suporte da variavel aleatéria continua. Para tanto, utilizou-se o toolbox da referéncia
[53], com a corregao de viés QE (extrapolagao quadratica). Foi estabelecida uma varia-
vel aleatoria discreta X, assumindo valores 1 ou 2, que alterava a distribuicao de uma
variavel aleatéria continua Y segundo uma distribuicao condicionada uniforme:
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sreto(y — 2), se x = 2,

FYIX) = {fet?(y ~ D ser=1, (8.8)

em que rety ¢ um pulso retangular de largura 2, centrado em zero.
A informagao mutua verdadeira para esse exemplo pode ser calculada analiticamente

como segue
X

f(ylz)
f(y)

fylz)

I1(X:Y)

{1,2}

1
iretg(y — )

ZP flylx)
1/2 se0<y<2eczx=1
1/2 sel<y<3ex=2

1/4 se0<y<1
1/2 sel<y<2
1/4 se2<y<3
H(Y) (YlX

1
ld 717— Logt
og 7dy — 0g 24g4

3

—/P f(ylz)log f(y|x)dy
> Pz /f ylz) log f(ylz)dy

121
d——/—l d
—5 |, 3log5dy 0g 5dy

1

3
Z 1
2

0.5bit

Os resultados das simulagdes encontram-se expressos na Fig. 8.2, que revelam um
desempenho mais acurado do estimador de Ross sobre o do método do particionamento do
suporte. O maior problema de se utilizar o método do particionamento do suporte parece
estar na dificuldade de escolher o nimero adequado de segmentos. A regra observada no
capitulo 5, de utilizar um nimero de segmentos Q < /N = /400 ~ 7 leva a estimativas
com valores abaixo do esperado para este caso.
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Figura 8.2: Estimativas de acordo com o método de Ross e o método do particionamento
do suporte, em bits, caso uniforme-uniforme. A esquerda, estimacio de informacao mitua
pelo método de Ross, em funcdo do nimero de vizinhos k. A direita, estimacio de
informagao mutua pelo método do particionamento do suporte com correcao de viés QE,
como uma func¢ao do nimero de segmentos usados. O tamanho amostral foi N = 400,
linhas vermelhas indicam o verdadeiro valor de informacao mitua, ao passo que linhas
azuis indicam a mediana de informacao mitua para 50 conjuntos de dados de tamanho
400 cada. O intervalo entre linhas azuis tracejadas indicam de 10% a 90% das estimativas.

Outro exemplo simulado foi o que X assume os valores discretos X € {1,2} unifor-
memente, ao passo que a distribuicao condicionada de Y ao valor de X é:

f(ylz)

f(y)

E possivel encontrar H(Y'|X):

H(Y|X)

et
_ o1 = \/%6 2 sex=1
L w2
$2 = Ee 2 sexr =2
Rt (y—2)?
= 2\/%6 +2me
=Y [ P@)fyle) i fyla)dy
=3 P@) [ fyle) i f(yle)dy
e e S P D
—5 . \/%6 2 In \/ﬁe 2 dy_
—(y—2)° —(y — 2)?
1 e 2 In 1 e 2 dy
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em que

1 foo 1 - 1 -

I _ 2 _
2 —00 vV 27 vV 2T

=~ [ (5m(1/VET) + 0n(~(y — 1/2) dy
! 1 [((Y —1)?
= 3 In(v27) + SE <2>

11 11
= ——In(2 ——E(Y —EY)?
55 (27) + 5 S E( )
1 1
= 11n(27r)—|—zvar(Y)
1
= 11n(27re),
e, similarmente,
_ _22 _ _22
1/00 . (y2 )1 . (y2 ) ) 11(2 |
—— e n e = —In(2me),
2 J-o V27 V2T Y

logo,
1
HY|X) = 51n(27re) nats. (8.10)
O valor da entropia H(Y'), foi encontrado integrando numericamente a funcao

— f(y)In f(y). (8.11)

A razao para isso foi que o grafico da funcao em (8.11) mostrou valores nulos para valores
menores que -5 ou maiores que 10. O valor aproximado obtido foi:

H(Y) ~ 1.5304 nats. (8.12)

Portanto, o valor aproximado de informagdao muitua para este caso foi
I(X;Y)=H(Y)—- H(Y|X) ~ 0.111 nats. (8.13)
A Fig. 8.3 mostra o grafico de —f(y)In f(y) e a Fig. 8.4 mostra as estimativas

de informacao mutua de acordo com o método do particionamento do suporte e com o
método de Ross.
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Figura 8.3: Gréfico de —f(y)In f(y) em fungao dos valores y.
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Figura 8.4: Estimativas de acordo com o método de Ross e o método do particionamento
do suporte, em nats, caso uniforme-gaussiano. A esquerda, estimacao de informacao
mutua pelo método de Ross, em func¢ao do nimero de vizinhos k. A direita, estimacao de
informagao mutua pelo método do particionamento do suporte com correcao de viés QE,
como uma funcao do nimero de segmentos usados. O tamanho amostral foi N = 400,
linhas vermelhas indicam o verdadeiro valor de informac¢do mitua, ao passo que linhas
azuis indicam a mediana de informagao mutua para 50 conjuntos de dados de tamanho
400 cada. O intervalo entre linhas azuis tracejadas indicam de 10% a 90% das estimativas.

8.2 Estimacao de Entropia de Transferéncia

Nesta secao analisamos o comportamento dos dois estimadores de informacao mitua
explorados neste capitulo para o caso particular de detecgao de causalidade. Para tanto,
estima-se a entropia de transferéncia através da identidade (2.41) do capitulo 2. Assim
como no capitulo 6, aqui a estimagao de entropia de transferéncia entre os processos
¢ feita considerando médias temporais, isto é, os processos envolvidos sao considerados
ergodicos.

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores propostos, alguns exemplos
envolvendo causalidade em casos mistos foram elaborados. Em todas as simulagoes se-
guintes, quando usando o método de Ross (vizinhos mais préximos), o pardmetro niimero
de vizinhos foi ajustado em k = 3, como recomendado em [44, 70]. Além disso, quando
usando o método do particionamento do suporte, assim como no capitulo 6, ajustou-se o
parametro nimero de segmentos como

0=,

Ajustou-se o nimero minimo de ) = 2, quando o valor encontrado de ) na equagao
(8.14) era na verdade 1, porque o método do particionamento do suporte nao faz sentido
usando apenas um segmento (pois nao captura qualquer variagdo dos processos aleatérios
envolvidos).

(8.14)
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8.2.1 Primeiro Exemplo: Entropia de Transferéncia dos Discre-
tos para os Continuos

No primeiro exemplo, nés temos um processo aleatorio discreto X que esta influen-
ciando causalmente um processo aleatorio continuo Y. X é a cadeia de Markov cujo
diagrama de estados é dado na Fig. 8.5.

1—¢q

I—p

Figura 8.5: Diagrama de estados para processo X.

Por outro lado, o processo Y ¢é dado pela seguinte relagao:
Y,=aY,_1+ ’}/an1 + €Nn, (815)

em que «, 7y e € sdo parametros fixos e 7, é um ruido aleatério Gaussiano padrao (1, ~
N(0,1)).

Para realizar as simulacoes e avaliar os estimadores, primeiramente ajustaram-se os
pardmetros p = 1/2 e ¢ = 3/4 (P(X, = 0) = 0.6 e P(X,, = 1) = 0.4 no regime
estacionario). O pardmetro 7 variou no alcance de [—0.5,0.5], usando passo 0.1. Para
cada valor de v, encontraram-se limitantes para T E. (X — Y') como explicado a seguir e
simularam-se 50 amostras destes processos aleatorios com duragdo N = 1000. Fixaram-se
a=05ee=0.1.

Neste exemplo, o processo Y nao é estacionario para todos os valores de «, v e €. Por
exemplo, quando o =y =1 e € = 0, a média do processo Y ndo se mantém constante.
Contudo, ainda é possivel encontrar limitantes para o valor analitico de TE.(X — Y),
considerando que a cadeia de Markov X esteja em regime estacionario (o que ocorre
quando n — oo). Primeiramente, escreve-se a seguinte identidade:

TE(X =Y) = HY,|Yp1) — HY,|Yy 1 X 1)
TEo(X —»Y) = lm[H(Y,|Yar) = H(Y[Ya1X,0)], (8.16)

considerando os indices de passado, de X e de Y, [ =m = 1. O segundo termo a direita
da igualdade (8.16) pode ser calculado como:

nh—{{olo H(Yn‘Ynlenfl) = nh—golo H<Yn —aY, 1 — fanfl‘Ynlenfl)
= i Hlem)

1
= —In(2mee?).
> In(2nee’)
J& o primeiro termo apresenta o seguinte limitante superior:

lim H(Y,[Y,—1) < lim H(yXp 1+ e€nn), (8.17)

n—00
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que é uma desigualdade, pois condicionamento ndo aumenta a entropia [13] e Y, ;1 e
X,—1 nao sao independentes (ambos dependem da variavel X, _5). Por outro lado, é

)
certo considerar como limitante inferior

nh—{{olo H(Yn‘Ynfl) = H(")/anl + Enn‘Ynfl)
> lim H (X1 + enn|Xn-2), (8.18)
pois a soma v.X,,_1 + €n, depende diretamente de X,,_5, ao passo que o ruido n, ¢ i.i.d..

Para encontrar o limitante superior, com o processo X em regime estacionario, considera-
se a distribuigao subjacente de U = vX,,_1 + en,, na equacao (8.17):

fo(u) = P(X = 0)go(u) + P(X = 1)g1(u), (8.19)
em que
o) = 217rez€_u2/(2€2)’

gi(u) = m )

visto que 1 é gaussiana padrao. Como pode ser visto, fy(u) é uma mistura de duas
gaussianas, uma com média 0 e outra com média 7.

A entropia diferencial de uma mistura gaussiana nao apresenta uma solucao analitica
conhecida [30]. Para encontrar uma aproximagao numérica para o limitante na inequacao
(8.17), utilizou-se a regra trapeizoidal:

/ab Fla)de ~ (b— a)f(b);f(a). (8.20)

No caso particular de interesse, deseja-se uma aproximacgao para

HU) = — / Z for(u) In fyr(u)du. (8.21)

Com o intuito de descobrir um intervalo de integragao apropriado, o grafico de

— fu(u)In fy(u)

foi tragado (Fig. 8.6), com o valor ajustado de v = 0.5. Observa-se claramente que a
fungao fy(u) ja é aproximadamente nula para valores de u fora do intervalo [—1.5,1.5].
Portanto, para utilizar a regra trapezoidal, houve o somatério da regra na equacao (8.20
em intervalos A, = 0.001, desde u = —1.5 até u = 1.5. O valor obtido foi H(U) =~
—0.2275 nats.
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Figura 8.6: Grafico de — fy(u) In fy(u).

Ja para encontrar o limitante inferior, temos:

U = v X1+ en,
Ju(u|z,—2) Juixm—o(YTn—1 + €Ny n_2)
= > fuxn 1 1Xn2(VTno1 + €Ny Ty |Tn0)

= fuxp | Xn2 (€0, X1 = 02n_2) + fux,_11x0_o(V + €M, Xn1 = L|2y2)
= fU|XZ:§<€nn‘X:LL:21)P(Xn—1 = Ofzn—2) +

+fU|X;;:;(€77n +Y|Tn2) P(Xpo1 = 1|2 )
= go(u)P(Xp-1 =0|zp_2) + g1(w)P(Xp_1 = 1|zp—2). (8.22)

Portanto, quando X,,_» = 0, encontra-se
Juix,—o(u| X2 = 0) = go(u)(1 — p) + g1(u)p, (8.23)
e, quando X,,_» = 1, encontra-se
Joix,-a(ulXno = 1) = go(u)g + g1 (u)(1 — q). (8.24)

Assim, o limitante inferior pode ser calculado através de:

lim H(U[Xo2) = lim = 3 P(zns) [ fop,a(uln-2) I fox, o (ulen-2)du,

n—oo
Tn—2

que, assim como foi feito para determinar o limitante superior, pode ser encontrado por
integracao numérica, utilizando a regra trapezoidal, para cada valor de ~ utilizado.

A Fig. (8.7) mostra as medianas das estimativas de entropia de transferéncia, com
ambos métodos de estimagao, junto com os limitantes tedricos obtidos.
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Figura 8.7: Medianas de estimativas de entropia de transferéncia em funcao do parametro
de acoplamento de causalidade 7. Curva azul tracejada indica medianas das estimativas
com método de Ross, curva pontilhada preta indica medianas das estimativas com o
método do particionamento do suporte, para cada valor de 7, e curvas continuas vermelhas
indicam limitantes tedricos. Medianas em 50 func¢oes amostras, com duracao N = 1000.

Observa-se pela Fig. 8.7 que ambos métodos se aproximam dos valores tedricos, de
acordo com o parametro v utilizado. Entretanto, observa-se que o método do partici-
onamento do suporte sobrestima um pouco as estimativas de entropia de transferéncia
quando o pardmetro de acoplamento foi muito baixo (|y| = {0,0.1,0.2}).

Também estimou-se a entropia de transferéncia com parametro de acoplamento fixo
~v = 0.5, para diferentes duragdes dos processos (N = {50, 100, 500, 1000, 5000}). A Fig.
8.8 mostra que ambos métodos convergem para o mesmo valor conforme N cresce, e que
este valor de convergéncia encontra-se dentro dos limitantes.
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Figura 8.8: Medianas de estimativas de entropia de transferéncia em funcao da duragao
N dos processos, em 50 estimativas, para cada duracao N. Curva azul tracejada indica
mediana das estimativas com método de Ross, curva preta pontilhada indica estimativas
com o método do particionamento do suporte, para valor fixo v = 0.5, e linhas continuas

vermelhas indicam limitantes tedricos.

A Fig. 8.9 ilustra o desempenho dos estimadores de acordo com a varidncia amostral
das estimativas, para ambos casos simulados — variando pardmetro v ou duragao N. As
estimativas do particionamento do suporte apresentaram menor variancia em todos os
casos, revelando desempenho superior neste critério, e com ambos estimadores a variancia

diminui conforme N aumenta.

%1073 Binning %1073 NN

0.05 0.1 05 1 5 0.05 0.1 05 1 5
N x 10° N x 10°

Figura 8.9: Variancias amostrais de estimativas de TE como uma funcao da duracao N
dos processos. Estatisticas realizadas em 50 amostras, parametro fixo v = 0.5. Método

do particionamento do suporte: “binning”, método de Ross: “NN”.
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8.2.2 Segundo Exemplo: Entropia de Transferéncia dos Conti-
nuos para os Discretos

Nesta subsecao, trata-se da estimacao de entropia de transferéncia de um processo
continuo para um processo discreto. Primeiramente trata-se de um caso em que ha uma
aproximacao do valor analitico de TE, como descrito a seguir.

Considere X um processo i.i.d. tal que cada X, é distribuido uniformemente no
intervalo [a, 8] (X, ~ U(a, 3), 0 < a < ). Considere o processo Y “causado” por X da
seguinte maneira:

Y,—T
y!
Portanto, P(Y,, = y) pode ser calculado como:
B
PYa=y) = [ P =ylXo)fx, (@)
Ba¥e=® 1
_ / Ve ”
ol y' B —
! / ? e (8.26)
= —— | 2¥Ye "dx .
y!(B —a) Ja
Logo,
—e |l = — P, sey =0,
P(Y,=y)=(—z—1)e ", sey =1, (8.27)

—a¥e |8 oy [Pavlerdr, sey > 1.

Quando y > 1, é possivel calcular P(Y,, = y) recursivamente através da igualdade em
(8.27). E através das probabilidades P(Y,, = y), y € Z, y > 0, é possivel aproximar a
entropia H(Y,|Y,—1) = H(Y,), visto que Y,, é independente de Y,,_;, para todo n.

J& para encontrar a entropia H(Y,|Y,_1X,_1) = H(Y,|X,_1), convém lembrar que
o valor de Y,, quando condicionado ao valor de X,,_; apresenta uma distribuicao de
Poisson, com taxa X, = z, x > 0. Ha na literatura aproximagoes para entropia de
uma distribuigdo de Poisson, quando = > 10 [39]:

1 1
H(Y,|X,-1=2)~ 5 In(2mex) — Tz T O(z7?). (8.28)

Desconsiderando o termo O(z72), encontra-se a aproximagio para a entropia condicio-
nada:

H(Y,| X0 1) = /j ; i CH(YVa| X1 = 2)do
~ j g ! - (; In(2mex) — %) de
_ 2(51_ n <9; In(2rex) —  — 112 ln(x)) i
_ 2(/31—00 (5 In(2re8) — aln(2rea) + a — B — 112 In (g)) |

(8.29)
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Selecionando os valores de a = 25 e = 55, por exemplo, que garantem a condicao
x > 10 utilizada na aproximacao da entropia da equacao (8.29), encontra-se

TE,(X = Y)=TEn(X = Y) ~ 0.589nats. (8.30)

As estimativas para este exemplo estao na Fig. 8.10, em que observa-se que o método
de Ross, neste exemplo, converge para a aproximacao do valor analitico conforme N
aumenta, ao passo que o método do particionamento do suporte diverge, ao menos para

o maior valor de N testado.
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Figura 8.10: Medianas das estimativas de entropia de transferéncia de um processo con-
tinuo para um processo discreto (equagao 8.29) com o método do particionamento do
suporte e com o método de Ross em funcao da duragdo dos processos N, em 50 realiza-
¢oes. Aproximagcao do valor analitico na linha continua vermelha.

As variancias amostrais obtidas neste exemplo estao indicadas na Fig. 8.11. Mais
uma vez, o método do particionamento do suporte se mostrou superior no critério de
apresentar menores variancias nas estimativas.
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Figura 8.11: Variancias amostrais das estimativas de entropia de transferéncia de um
processo continuo para um processo discreto (equagao 8.29) com o método do particio-
namento do suporte e com o método de Ross em funcao da duragao dos processos N, em
50 realizagoes.

No segundo exemplo desta subsecao, simulou-se o caso em que X ¢ dado por:
Xn =aX,_1+ 1, (8.31)

em que 7, é um processo aleatério i.i.d. com distribuicao gaussiana padrao (X é autorre-
gressivo). Por outro lado, Y é um processo aleatério discreto. Para cada indice temporal
n, a fungdo massa de probabilidade da variavel aleatoria Y, condicionada ao valor de
X,_1 € dada por

=¥ _

PY,=y|X, 1 =1)= e I, (8.32)
que, assim como no exemplo anterior, é uma distribuicao de Poisson cuja taxa ¢é determi-
nada por um valor passado do processo X. Portanto, o processo discreto Y é causalmente
influenciado pelo processo continuo X.

Nestas simulagoes, ajustou-se a« = 0.5. Em cada uma das 50 amostras do experimento,
obtiveram-se 4 estimativas de entropia de transferéncia: duas foram com os métodos
de Ross e do particionamento do suporte. As outras duas estimativas de entropia de
transferéncia foram construidas sem qualquer relacao de dependéncia ou causalidade entre
X e Y. Mais especificamente, Y foi gerado a partir de um processo i.i.d. gaussiano Z,
da mesma forma que na equagao (8.32), substituindo z,_; por z,_;.

A Fig. 8.12 ilustra os resultados.
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Figura 8.12: Boxplots das estimativas de entropia de transferéncia para a simulagao do
segundo exemplo com o método do particionamento do suporte (“Bin”), com o método
do particionamento do suporte sobre processos sem qualquer causalidade (“Bin - test”),
com o método de Ross (“NN”) e com o método de Ross sobre processos sem qualquer
causalidade (“NN - test”). Estatisticas realizadas em 50 amostras, duragao dos processos

N = 500.

Esta claro da Fig. 8.12 que ha uma diferenca significativa entre as estimativas dos
dados originais e as estimativas dos dados sobre processos sem qualquer causalidade, que
foi verificada com um teste t em ambos os casos (nivel de confianga do teste em 5%). Isto
significa que, apesar de nao convergirem para o mesmo valor mediano para a duragao
N = 500, ambos métodos de estimacao indicam fielmente a presenca de uma relagao
causal que nao foi detectada na mesma intensidade com os dados sem causalidade.

Além disso, aumentando a duragao N dos processos, observou-se que as estimativas
se aproximam, como ilustrado na Fig. 8.13.
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Figura 8.13: Estimativas de entropia de transferéncia para a simulacao do segundo exem-
plo com o método do particionamento do suporte (“Bin”) e com o método de Ross (“NN”)
em funcao da duracao dos processos V.

Um fato curioso é que no primeiro exemplo desta subsecao, o método do particio-
namento do suporte diverge da aproximagao do valor analitico (enquanto o método de
Ross converge), mas no segundo exemplo ambos métodos convergem para o mesmo valor
conforme N aumenta. Tal fato pode ter ocorrido porque no primeiro exemplo, a taxa
X,_1 = x do processo de Poisson varia em um intervalo grande, de modo que os valores
assumidos Y neste exemplo variam em um intervalo maior de que no segundo exemplo.
Deste modo, muito embora o alfabeto de Y nos dois exemplos seja teoricamente infinito
(contavel), as realizagoes de Y no segundo exemplo apresentam alfabeto bem reduzido
em relacao ao do primeiro. Relembra-se aqui que o método do particionamento do su-
porte usa o método plug-in, cuja aproximacao do viés depende do alfabeto de valores
possiveis assumidos por Y (equagao (3.1), capitulo 3). A Fig. 8.14 ilustra os histogramas
dos valores de X e Y, do primeiro e do segundo exemplo, em funcdes amostras destes
processos, com duracao N = 10000.
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Figura 8.14: Histogramas de valores assumidos pelos processos X e Y desta subsecao,
segundo o exemplo em que X ¢é distribuido uniformemente e segundo o exemplo em que
X é autorregressivo (AR), em fungoes amostras de duracao N = 10000.

8.2.3 Terceiro Exemplo: Maior Acoplamento Temporal

Nesta se¢ao considera-se o efeito de um maior acoplamento temporal entre os processos
X e Y nos métodos de estimacao propostos (e o efeito de maiores indices de passado [ e m
na estimagao de entropia de transferéncia). Para esta consideragao, geraram-se processos
X como os do exemplo do capitulo 4, cujo diagrama de estados é dado na Fig. 4.13.

Para cada estado do processo X, que sao 1, 10 ou 00, associa-se outro processo discreto
Z, tal que

1, se X,,_1 =1,
Z, =20, se X"73 =10, (8.33)
—1, se X"~5 = 00.

Entao, define-se o processo Y como:
Y, =aY, . +7Z, + €n,. (8.34)

Neste terceiro exemplo, ajustaram-se os parametros a = 0.5, v = 0.5, ¢ = 0.1, e
as probabilidades condicionadas do diagrama de estados como 6; = 0.1, 19 = 0.3 e
0o = 0.5. Em regime estaciondrio, as probabilidades dos estados de X sao m = 0.32,
710 = 0.28 e moo = 0.4 (vide apéndice D).

Assim como na subsecao 8.2.1, é possivel encontrar uma aproximacao para um limi-
tante superior de entropia de transferéncia, quando X estd em regime estaciondrio (mas
agora considerando os indices de passado | = 2, m):

Tim H(Y, [V, X055) lim H(Y, — aY,_p — yZ,|Y 52 X070

n—o0

= i, H{em)

1
= §1n(27T662). (8.35)
lim H(Y,[Y;Z,) < lim H(yZ, + enn). (8.36)

n—o0
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Com o processo X em regime estaciondario, considera-se a distribui¢do subjacente de
U =~Z, + en, na equacao (8.36):

fo(u) = m91(u) + mo0g10(w) + moogoo(u), (8.37)
em que
) = )
2me?
Jolt) = —a )

2me?

goo(u) = e_(u+’7)2/(262)7

14

2me?

visto que 71 é gaussiana padrao. Como pode ser visto, assim como na secao 8.2.1, que
fu(u) é uma mistura de gaussianas, mas neste caso de trés gaussianas, com médias 7, 0
e —7.
O grafico de
— fu(u)In fy(u)

foi tracado (Fig. 8.15), com o valor ajustado de 7 = 0.5. Observa-se claramente que a
fungao fy(u) ja é aproximadamente nula para valores de u fora do intervalo [—1.5,1.5].
Portanto, para utilizar a regra trapezidal, houve o somatério da regra na equagao (8.20)
em intervalos A, = 0.001, desde u = —1.5 até u = 1.5. O valor obtido foi H(U) ~ 0.1821
nats. Logo

1
TE(X —Y) < 01821 -2 In(2mee?)
= 1.0658nats. (8.38)

0.4

0.2 F B
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Figura 8.15: Grafico de — fy(u)In fy(u).

O indice de passado de X utilizado para estimar entropia de transferéncia foi [ = 2.
O acoplamento temporal m utilizado nas simulac¢oes para gerar o processo Y, na equagao

88



(8.34), foi 0 mesmo indice de passado m utilizado para estimar entropia de transferéncia.
O termo m foi variado a fim de observar sua influéncia nas estimativas de entropia de
transferéncia. A Fig. 8.16 ilustra os resultados através das medianas das estimativas.
A Fig. 8.17 mostra os resultados através de boxplots. Assim como no segundo exemplo
da subsecao 8.2.2, aqui também geraram-se dados sem qualquer causalidade a fim de
comparacao. Mais especificamente, o processo Y. foi gerado para teste com a mesma
equagao (8.34), mas sendo Z um processo i.i.d., discreto e uniformemente distribuido no

alfabeto {—1,0, 1}.

1r Ross .
= == Ross-Test
0.9} s i1 L. 7
Partic.
o8N Part.-Test
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)
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S~
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P
— 0.4
<iﬂ
S 03
0.2
0.1
N S
1

Figura 8.16: Medianas das estimativas de entropia de transferéncia do acoplamento tem-
poral m do processo Y, de acordo com a equacao (8.34). Curva continua azul indica
medianas das estimativas com método de Ross, curva tracejada azul indica medianas
das estimativas de Ross sobre dados sem qualquer dependéncia. Curva continua preta
indica medianas das estimativas com o método do particionamento do suporte e curva
preta pontilhada indica medianas das estimativas com método do suporte sobre dados
sem qualquer dependéncia. Aproximacao do limitante superior tedrico na linha continua
vermelha. Estatisticas sobre 50 amostras, duragao dos processos N = 500.
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Figura 8.17: Boxplots de estimativas de entropia de transferéncia em funcao do acopla-
mento temporal m do processo Y, de acordo com a equagao (8.34). Método de Ross:
“NN”, método de Ross sobre dados sem qualquer dependéncia: “NN - Test”, método do
particionamento do suporte: “Bin” e método do particionamento do suporte sobre dados
sem qualquer dependéncia: “Bin - Test”. Estatisticas sobre 50 amostras, duracao dos
processos N = 500.

Observando as Fig. 8.16 e Fig. 8.17, percebe-se que as estimativas com ambos os
métodos estao abaixo do limitante superior, conforme esperado. Também percebe-se
que o método de Ross nao detectou causalidade espiria. As estimativas com o método
de Ross para TE(X — Yies) foram praticamente nulas. Contudo, estimativas com o
método do particionamento do suporte para TE (X — Y;est) foram sempre maiores que
zero. Além disso, hé uma diferenca mais nitida entre TE(X — Y) e TE(X — Yey) com
o método de Ross, especialmente para m > 6. Contudo, ao executar um teste t, ambos
métodos apresentaram uma diferenca significativa entre as estimativas de fE(X —Y)e
TE(X — Yest), para cada m utilizado (nivel do teste ajustado em 5%).

Percebe-se também que com ambos métodos, quando m cresce, a observagao da in-
fluéncia causal de X sobre Y é diminuida (as estimativas de entropia de transferéncia
diminuem, apesar da causalidade subjacente). Isto ocorre porque a dimensao da variavel
Y"1 na estimagdo também aumenta, apesar de manter-se o tamanho amostral (duragao
dos processos, N = 500).

8.2.4 Desempenho dos Estimadores em Termos de Velocidade

Registraram-se os tempos de estimacao de entropia de transferéncia entre os processos
do primeiro exemplo simulado (subsegao 8.2.1) em funcao da sua duragdo N. O tempo
que o método do particionamento do suporte levou foi sempre inferior a 0.1s. A Fig. 8.18
ilustra o tempo mediano levado pelo método de Ross normalizado pelo tempo mediano
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levado pelo método do particionamento do suporte, em 50 realizagdes dos processos do
exemplo da subsecao 8.2.1, em func¢ao da duragao N dos processos. Esta evidente que
o método de Ross consome mais tempo em sua execuc¢ao, conforme ja mencionado na
referéncia [70].

16000 F [

14000 + A

12000 ’ 1

10000 F ' 1

8000 ¢ ' 1

6000 | , 1

Tempo norm. (NN/Bin)

4000 | , 1

2000 e 1

Figura 8.18: Medianas do tempo de estimacao levado pelo método de Ross (“NN”) nor-
malizadas pelo tempo de estimacao levado pelo método do particionamento do suporte
(“Bin”), em 50 realiza¢oes dos processos do exemplo da subsegdo 8.2.1, em funcdo da
duracao N.
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Capitulo 9

Estimacao de Informacao Direcional
para Trens de Spikes Neurais
Simulados

Em média, cada neurénio humano forma cerca de 1000 conexdes sinapticas e recebe
ainda mais, talvez na ordem de 10 000 conexdes [36]. Determinar a conectividade entre
grupos de neurdnios é importante na determinacao de circuitos neurais e em como eles
controlam o comportamento animal [21, 40, 11]. Embora seja possivel desvendar as cone-
xo0es de pequenos ciruitos neuronais in vitro usando microscopia eletronica, a reconstrugao
na escala de uma coluna cortical é muito dificil com a tecnologia atual [76].

O presente capitulo investiga a capacidade dos estimadores da taxa de informacao
direcional de inferir conexdes sinapticas entre neurdnios a partir de registros extracelula-
res. Esses registros podem ser obtidos pelos neurocientistas atualmente gracas a avangos
nas técnicas envolvendo multiplos eletrodos em tecidos nervosos, capazes de registrar a
atividade de centenas de neur6nios simultanea e individualmente [67]. Essa ideia é apre-
sentada na referéncia [67], aqui a andlise é feita com os dois estimadores apresentados no
capitulo 3.

Antes de relatar o trabalho em si, alguns conceitos pertinentes de neurociéncias sao
relevantes neste capitulo. Conforme citado no capitulo 1, spikes sao registros neurofisiol6-
gicos extracelulares em altas frequéncias [69]. Também chamados de potenciais de acao,
os spikes sao sinais que sao transmitidos em um neurdnio, tipicamente a partir do soma e
entao ao longo do axdnio. A frequéncia com que os spikes podem ocorrer em um mesmo
neurdnio sempre respeita um periodo refratario de 1ms, ou seja, um mesmo neurdénio nao
pode disparar spikes mais de uma vez em lms [36].

As conexoes entre neur6nios costumam se dar por sinapses quimicas ou elétricas [36],
neste trabalho investigamos apenas sinapses quimicas. As sinapses quimicas se carac-
terizam por uma fenda sindptica entre os neurdnios pré e pés-sinapticos por onde sdao
transmitidas vesiculas sindpticas contendo neurotransmissores do neurdnio pré-sinaptico
para o neurdonio pos-sinaptico. Quando um neurdnio pré-sinaptico dispara um spike,
seus neurotransmissores sao liberados. Estes neurotransmissores, quando em contato
com um neurdnio poés-sinaptico, alteram a tensao superficial de membrana do neur6nio
pés-sindptico [36]. Quando a sinapse for excitatéria, a tensdo superficial do neurdnio
pos-sinaptico sera incrementada. Quando a sinapse for inibitéria, a tensao superficial
do neur6nio pos-sinaptico sera reduzida. Quando a tensdao superficial no neurénio pos-
sindptico atinge um determinado limiar de disparo, o neuronio poés-sinaptico também
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dispara um spike [36]. Portanto, quando um neurdnio pré-sindptico, em uma sinapse
excitatoria, dispara um spike, ha uma chance maior do neurénio pés-sinaptico também
disparar um spike. Por outro lado, quando um neurénio pré-sinaptico dispara um spike,
em uma sinapse inibitoria, ha uma chance menor do neurénio poés-sinaptico também
disparar um spike. A Fig. 9.1 ilustra uma sinapse entre dois neurdnios.

| Sentido de propagacdo do spike >

Sinapse quimica
2 \ \

Figura 9.1: Tlustracao de sinapse quimica entre dois neuronios. Figura adaptada do site
http://maxaug.blogspot.com.br/2013/11/

Ha varios modelos possiveis para descrever a atividade neuronal. O modelo de Hodg-
kin—Huxley é um modelo que descreve biologicamente com acuracia a atividade neuronal,
contudo, é bastante complexo e de grande demanda computacional [33]. H& também o
modelo LIF (leaky-integrate-and-fire [75]), que apresenta simplicidade computacional, mas
que nao reflete realisticamente a complexidade da dindmica neuronal [33]. Em uma abor-
dagem mais simplista, como a LIF, o limiar de disparo é constante no tempo. Contudo,
observa-se experimentalmente que o limiar de disparo na realidade é dindmico [80, 2]. Um
modelo possivel que articula simplicidade computacional e fidelidade a dindmica neuronal
¢ o modelo proposto por Izhikevich [33].

O modelo proposto por Izhikevich em [33] foi desenvolvido preferencialmente para
simular a atividade de grandes redes neuronais (por exemplo, com 1000 neurdnios). Para
tanto utiliza um sistema de equacgoes diferenciais de duas dimensoes da forma:

d

d—;’ — 0.040% + 50 + 140 — u+ 1,
d

ditl = a(bv —u),

com a condi¢ao auxiliar de pos-spike:
se v > 30mV, entao v < c,u < u +d.

Utilizou-se 0 mesmo programa apresentado em [33] para simular a atividade neuronal
deste trabalho. Para que houvesse um comportamento heterogéneo dos neuronios, isto é,
cada um tivesse sua propria dindmica, a cada neurénio excitatério atribuiram-se os para-
metros (a;, b;) = (0.02,0.2) e (¢;,d;) = (—65,8) + (15, —6)r?, em que 7 indica o indice do
neur6nio simulado e r; é uma varidvel aleatéria uniforme em [0, 1]. Similarmente, a cada
neur6nio inibitério atribuiram-se os parametros (a;, b;) = (0.02,0.25) + (0.08, —0.05)r; e
(¢i,d;) = (—65,2). Além desses pardmetros, o programa original de Izhikevich utiliza
pesos sinapticos aleatérios que indicam que o spike do neurénio ¢ imediatamente modifica
a tensao superficial de membrana do neurdnio j por w;;.
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A rede simulada no nosso trabalho, entretanto, apresentava apenas 5 neurénios, como
ilustrada na Fig. 9.2. Para observar o padrao comum na atividade cortical, como ilus-
trado na Fig. 9.3, alguns parametros tiveram de ser modificados do programa original
apresentado em [33]. Tais pardmetros foram a entrada ruidosa taldmica I e os pesos
sindpticos w;;. Como o nimero de neurdnios da rede original foi drasticamente reduzido,
para que houvesse alguma atividade neuronal, o parametro I foi aumentado, ajustado em
50 para neurdnios excitatorios e 20 para neuroénios inibitorios. Ja os pesos sinapticos dos
neur6nios excitatérios variaram aleatéria e uniformente no intervalo [0,40], ao passo que
0s pesos sinapticos dos neurdnios inibitorios variaram aleatéria e uniformente no intervalo
[0, —80]. E certo que tais valores de pesos sindpticos nio sdo observdveis na pratica, mas
este ajuste na simulacao permitiu que o padrao observado de trens de spikes estivesse de
acordo com o que é observado no cértex de mamiferos acordados. Além disso, mantém-se
observada a regra de que as sinapses inibitorias apresentam conexoes sinapticas com pesos
maiores, em média e valor absoluto, que as sinapses excitatérias, como ocorre no coértex
de mamiferos [33]. Mantém-se também no exemplo simulado a proporgao de 4:1 entre
neurdnios excitatorios e inibitérios, que também é observada no cértex de mamiferos [33].

Figura 9.2: Diagrama para mostrar conexoes entre neurdnios simulados. Neurdnio 5
apresenta conexoes sindpticas inibitérias. Figura adaptada da referéncia [67].

As estimativas de taxa de informacao direcional foram feitas com a duragao de 100000
ms, cada milisegundo ¢ uma janela temporal com a possibilidade de 0 ou 1 spike, respei-
tando o periodo refratario dos neurénios [36]. Os pesos das conexoes sindpticas foram
variados aleatoriamente a partir de uma distribuicao uniforme ao longo de 50 amostras.
A saida de uma possivel amostra em uma janela de 1000ms é ilustrada na Fig. 9.3.
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Figura 9.3: Grafico de uma amostra de 5 neurénios disparando spikes em uma janela de
1000ms.

Para cada amostra estimaram-se as taxas de informacao direcional entre cada par de
trens de spikes neurais. Apos esta etapa, a estimativa da taxa de informacao direcional
normalizada foi calculada como na equacao (9.1):

Lo(X =Y) _ Ho(Y) = Ho(VIIX) _,  Hu(Y][X) (9.1)
A (Y) A (Y) HyoY) '

Quando a taxa de informagao direcional normalizada é proxima de 1, ha uma indicacao
de forte relacao causal, ao passo que quando a taxa de informagao direcional normalizada
esta proxima de 0, hd uma indicagao de fraca relagao causal.

Estimaram-se taxas de informagao direcional normalizadas entre trens de spikes de
neurdnios cujas conexoes ja eram conhecidas, a fim de investigar a relacao entre esses
valores e as conexoOes neurais. A seguinte matriz de adjacéncias serve de exemplo para
uma amostra possivel de pesos sindpticos, em que w;; ¢ peso sindptico do neurdnio i para
o neurdnio j:

0 0 15 0 0
20 0 0 0 0

W=|0 0 0 34 0 (9.2)
31 0 0 0 0

0 =21 0 =75 0

A Fig. 9.4 ilustra a matriz de adjacéncias da equacao 9.2 dos pesos sindpticos de
conexao entre cada par de neuronios.
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Figura 9.4: Pesos das conexdes sinapticas entre neurénios em uma amostra.

A Fig. 9.5 ilustra a média de taxa de informagao direcional normalizada para cada
par de trens de spikes dos 5 neurdnios, segundo o estimador de Quinn e o estimador de
Jiao (algoritmo 2), explorados no capitulo 3. Na Fig. 9.5, os valores na diagonal principal
foram ajustados a 0 para a percepcao visual dos demais valores na escala da barra de
cores, mas o valor real desses elementos é 1. Na subfigura 9.5b, alguns dos valores de
taxa de informacao direcional normalizada encontrados foram negativos. Esse resultado
¢é aparentemente erroneo, haja visto que a informacao direcional deve ser sempre maior
ou igual a 0 (como visto no capitulo 2 e na referéncia [42]). Todavia, a possibilidade de
ocorréncia de resultados negativos para este estimador (“E27) ja foi prevista [34], devido
a insuficiéncia de dados ou a violagao da suposicao de sua estacionariedade. Na Fig. 9.5b,
as estimativas negativas de taxa de informacao direcional normalizada foram ajustadas
para 0.

Média da taxa de informacéo direcional normalizada %10 Média da taxa de informacéao direcional normalizada x10°?
6
9 1
8 5
ol 7 o
H* H* 4
o ¢ o
S S
53 5 53
[9] [0} 3
{=4 j=
o 4 o
o o
4 3 4F 2
2
1
1 5
0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Para o neurdnio # Para o neurénio #
(a) Estimador de Quinn. (b) Estimador de Jiao.

Figura 9.5: Média de taxa de informacao direcional normalizada entre trens de spikes
neurais, em 50 amostras.

Observamos que valores positivos de taxa de informacao direcional normalizada sem-
pre indicaram conexoes sinapticas verdadeiras entre os neurénios, nas 50 amostras rea-
lizadas para cada um dos estimadores. Também observou-se, para os dois estimadores,
que valores nulos de taxa de informacao direcional normalizada poderiam indicar a ausén-
cia de conexao sinaptica ou nao. Portanto, mesmo valores positivos e pequenos de taxa
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de informacao direcional normalizada, da ordem de 1072, indicando uma fraca relacao
causal, foram capazes nessas simulagoes de identificar corretamente conexoes sinapticas.
Por outro lado, valores nulos (ou negativos, no caso do estimador de Jiao) nao fizeram
uma predicdo confidvel da auséncia de conexdes sindpticas. O nimero de predi¢oes cor-
retas detectadas pelos dois estimadores ¢ ilustrada na Fig. 9.6 (o nimero verdadeiro de
conexdes existentes foi 6).

- N}
v S

=
Numero de experimentos

Numero de experimentos

2 3 4 5 6

Numero de conexdes corretas detectadas Numero de conexées corretas detectadas

(a) Estimador de Quinn. (b) Estimador de Jiao.

Figura 9.6: Histograma com o nimero de conexoes verdadeiras detectadas pelos dois
estimadores estudados. O nimero verdadeiro de conexoes era 6.

Os resultados encontrados aqui sdo em geral diferentes dos encontrados em [67]. L&
foram utilizadas outras formas para simular a atividades dos neurénios e através de outra
topologia, encontrando muitas vezes valores positivos de taxa de informacgao direcional
normalizada. Estes valores positivos geralmente ocorreram por causa de influéncias indi-
retas de um neuronio sobre outro. Por exemplo, na Fig. 9.2, o neur6nio 1 indiretamente
causa o trem de spikes do neuronio 4. Contudo, o maior problema enfrentado aqui foi
o de nao detectar relagoes causais quando havia. Este problema foi observado com os
dois tipos de estimadores, sendo que o estimador de Quinn esteve mais vezes predizendo
todas as conexoes verdadeiras (Fig. 9.6). Isto ndo diminui a aplicabilidade do estimador
de Jiao, ja que ele atua para casos e alfabetos mais gerais que o estimador de Quinn.
Além disso, na simulacao do estimador de Jiao, a profundidade da arvore foi feita D = 3,
mas é possivel que outros valores tragam predi¢oes mais condizentes com as conexoes
verdadeiras.

Finalmente, deve-se enfatizar também que os valores encontrados de taxa de informa-
¢ao direcional normalizada variam de acordo com os valores dos pesos sinapticos simula-
dos. Além disso, observa-se neste estudo que apesar de em média terem pesos sinapticos
maiores, as sinapses inibitérias apresentam valores médios mais baixos de informacgao
direcional entre trens de spikes neurais (Fig. 9.5).
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Capitulo 10

Conclusoes e Perspectivas

Ao longo desta tese, investigaram-se diversos métodos de estimagao de medidas de
informagao, em termos de acuracia e velocidade, tanto para processos discretos como
para processos continuos em amplitude. Também examinou-se o uso dos estimadores
de Jiao para informacao direcional entre processos continuos através de trés formas de
discretizacdo prévia dos processos. Além disso, avaliaram-se dois métodos de estimacao
de entropia de transferéncia para o caso misto, que ainda nao tinham sido analisados na
literatura. Finalmente, investigou-se a capacidade dos estimadores de informacao dire-
cional de inferir conexoes neuronais sinapticas através de registros de spikes apenas, em
uma contribuicao especifica para neurociéncias. Neste capitulo, resumimos as principais
conclusoes desta tese, além de apontar diregoes para novas pesquisas.

10.1 Estimadores de Medidas de Informacao entre
Processos Aleatérios Discretos

No capitulo 4 observou-se que para estimacao de informagao mitua, o método plug-in
com correcao QE obteve os melhores resultados em termos de acuracia. A excegdo ocorre
quando o tamanho amostral é muito reduzido (por exemplo, N & 25), caso em que a
variancia do estimador é elevada e a estimacao plug-in sem correcao ¢ mais indicada.
O método de Jiao para estimar informagdo muitua apresenta consisténcia, mas converge
mais lentamente para o valor analitico. Em termos de velocidade, o método plug-in ¢é
mais eficiente, mas a diferenca quando realiza-se o método plug-in com correcao QE é
muito pequena. O método de Jiao é mais lento computacionalmente também.

Por outro lado, a sofisticacdo do método de Jiao é bastante ttil para estimacao de
informacgao direcional entre processos discretos com alguma memoria finita. O método
de Quinn é um método paramétrico e deve ser utilizado quando os processos envolvidos
podem ser modelados como processos de contagem de eventos, com fungoes de intensidade
condicional pertencentes aos modelos lineares generalizados. Por ser um método nao
paramétrico, o método de Jiao é mais abrangente. Pode-se observar que ele é aplicavel
e obtém resultados similares ao método de Quinn quando utilizado especificamente para
o modelo de trens de spikes, na deteccao de causalidade. Contudo, o método de Quinn
obteve melhores resultados nesta aplicagao especifica.

Em termos de velocidade, ambos métodos sao lentos, e o método de Quinn foi mais
lento nos exemplos simulados. Contudo, a velocidade dos métodos pode ser aumentada
pela diminuicdo do parametro de profundidade da arvore D, para o estimador de Jiao,
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ou dos parametros de busca do algoritmo MDL, para o estimador de Quinn. Entretanto,
a diminuicao destes parametros pode atrapalhar a deteccao de causalidade.

Ainda sobre a estimagcao de informacao direcional com o estimador de Jiao, observou-
se que o uso de um alfabeto muito extenso, por exemplo, |X| > 6, pode prejudicar a
estimacao. Tal fato decorre nao apenas pela questao da velocidade computacional, mas
também pela propria aplicagao do algoritmo CTW, que produz uma arvore de contexto
com varios noés, cada qual com probabilidade muito pequena.

10.2 Estimadores de Medidas de Informacao entre
Processos Aleatérios Continuos

No capitulo 6, observou-se que a estimacao de informagao mitua com os métodos
KSG e BI-KSG apresentam desempenho similar em termos de velocidade e acuracia,
sendo que o método BI-KSG foi um pouco mais rapido que o método KSG original. O
método KDE foi mais rapido mediante uso de uma toolbox (JIDT), porém com resultados
mais enviesados. Tais resultados possivelmente podem ser melhorados com um ajuste
adequado do tamanho da funcao kernel. O método de particionamento do suporte foi o
mais rapido, e suas estimativas apresentaram pouco viés no caso geral de distribuicoes
gaussianas e de distribui¢ao uniforme com independéncia entre as variaveis aleatorias. No
caso particular de distribuicao uniforme com dependéncia entre as variaveis aleatérias, o
método de particionamento do suporte demorou mais a convergir e foi o mais enviesado
para o maior tamanho amostral testado. O ntimero de segmentos utilizado com o método
do particionamento do suporte foi obtido com o auxilio da recomendacao de Palus.

Para a estimacao de entropia de transferéncia, o método KSG se mostrou superior ao
método KDE tanto em termos de velocidade como de acuréacia, com o auxilio da toolbox
JIDT. O método do particionamento do suporte ndo convergiu para o valor analitico de
entropia de transferéncia, mesmo com o aumento da duracao dos processos, ao menos da
forma que foi implementado (como uma soma de informagoes mituas e com a escolha do
niumero de quantis fixada pela equagao (6.7)).

A estimacao de informacao direcional com estimadores de Jiao a processos continuos
pela discretizagao prévia destes também foi investigada. No panorama geral, os métodos
de discretizacao equidistante e equipovoado subestimam a taxa de informacao direcional.
O método de discretizacao simbodlico em geral também produz estimativas abaixo do
valor analitico, exceto quando usando alfabeto maior e quando nao ha causalidade de
fato. Assim, nao recomenda-se o uso deste método de discretizacao neste contexto. Para
estimativas conservadoras, isto é, para detecc¢ao de causalidade quando realmente ha (nao
detectar falsos positivos), recomenda-se o uso de alfabeto pequeno (discretizagdo em até
4 niveis) com o método equipovado.

10.3 Estimadores de Medidas de Informacao entre
Processos Aleatérios Mistos

Nesta tese investigou-se também o uso de estimadores de informacao mutua e entropia
de transferéncia com o método do particionamento do suporte e com o método de Ross

(que é baseado nas distancias dos k vizinhos mais proximos). O método do particiona-
mento do suporte se mostrou superior em termos de velocidade, ao passo que o método
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de Ross se mostrou mais eficaz em termos de acuracia. A escolha do parametro k entre
1 e 5 nao alterou muito as estimativas obtidas. J& o nimero de quantis @) utilizados no
método do particionamento do suporte fez grande diferenca nas estimativas obtidas, para
um mesmo tamanho amostral.

Para o caso particular de estimacao de entropia de transferéncia, foram considerados
exemplos em que eram conhecidos limitantes justos para o valor tedrico de entropia de
transferéncia ou uma aproximacgao de seu valor teérico. Nestes exemplos, o método do
particionamento do suporte forneceu resultados com um viés positivo quando nao havia
causalidade. Este método trouxe estimativas dentro dos limitantes quando havia causa-
lidade de fato e o tamanho do alfabeto do processo discreto era pequeno (por exemplo,
igual a 2), com uma duragao dos processos relativamente pequena (N = 500). Contudo,
quando o tamanho do alfabeto era maior (por exemplo, igual a 40) o método do par-
ticionamento do suporte nao convergiu para o valor aproximado tedrico de entropia de
transferéncia, mesmo para a maior duragao dos processos (N = 10000). Por outro lado,
o método de Ross forneceu resultados que estavam dentro dos limitantes, ou convergiam
para a aproximacao teorica, nestes exemplos.

Também avaliaram-se os métodos em exemplos em que limitantes justos para a en-
tropia de transferéncia, ou uma aproximacao teodrica da entropia de transferéncia, nao
eram conhecidos. Nestas situagoes, as estimativas dos dois métodos foram comparadas
com estimativas obtidas a partir de dados sem qualquer causalidade (mas com estisticas
similares). Um teste t foi capaz de detectar a diferenca entre as estimativas em que os
processos tinham uma causalidade subjacente daquelas em que nao havia qualquer rela-
¢ao de causalidade entre os processos, com ambos os métodos. Esta diferenca se manteve
quando consideraram-se diferentes acoplamentos temporais (e indices de passado) nas
estimativas de entropia de transferéncia. Contudo, a diferenca foi mais evidente com o
método de Ross.

Portanto, no panorama geral, o método de Ross é capaz também de detectar causali-
dade de maneira mais confidvel, em particular trazendo menos falsos positivos. Contudo,
o método do particionamento do suporte apresentou menor variancias nas estimativas e
desempenho muito melhor em termos de velocidade.

E interessante ressaltar que a recomendacao de Palus (equacao (8.14) utilizada) mostrou-
se mais eficaz para estimacao de entropia de transferéncia no caso misto de que no caso
continuo. Tal fato é coerente com a diminuicao da variabilidade que se encontra quando
um dos processos ¢é discreto em relagdo ao caso em que os dois processos sao continuos.

10.4 Perspectivas para Pesquisas Futuras

O presente trabalho abre espaco para novas pesquisas. Na aplicagao do estimador de
Jiao de informacao direcional para processos continuos, outros métodos de discretizacao
podem ser avaliados. Uma maneira de formular esta avaliacao seria: como estabelecer um
valor percentual que indique um crescimento ou decrescimento nos processos continuos
que seja significativo na discretizagao?

Outra perspectiva futura de pesquisa seria como outras identidades para a entropia de
transferéncia, como por exemplo, escrevé-la como uma soma de entropias convencionais,
ao invés de uma soma de informagoes mutuas, poderia melhorar as estimativas utilizando
o método do particionamento do suporte, para o caso de processos assumindo valores
continuos. Além disso, é possivel realizar estimativas de entropia de transferéncia que
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nao considerem a suposicao de ergodicidade dos processos, feitas ao longo desta tese, a
fim de comparacao.

Ha ainda a possibilidade de desenvolver pesquisas que envolvam mais de dois proces-
sos, que foi o caso ao qual nos restringimos nesta tese. Finalmente, hé espaco para a
melhoria dos codigos, especialmente para aqueles que estimam informacao direcional, a
fim de aumentar sua velocidade.
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Apéndice A

Conceitos de Probabilidade e
Estatistica

Este apéndice apresenta alguns conceitos de probabilidade e estatistica que podem
ser uteis no entendimento deste trabalho. Primeiramente, é interessante afirmar que
enquanto a probabilidade é uma disciplina matematica desenvolvida como um modelo
abstrato e suas dedugoes sao baseadas em axiomas, a estatistica lida com aplicagoes da
teoria a problemas reais e suas conclusoes sao inferéncias baseadas em observagoes [64].
Em diversas aplicagoes, é mais viavel retirar conclusoes acerca de uma populagao inteira
a partir de uma amostra aleatéria. A inferéncia estatistica consiste em retirar conclusoes
acerca da natureza de algum sistema baseado em dados sujeitos a variacao aleatoria [83].

Um conceito anterior necessario ao uso da teoria de probabilidade é o de o-algebra.
Este conceito ¢é utilizado no capitulo 3. Considere o conjunto universal S e a colecao
Q@ de subconjuntos de S. A, B € Q sao dois elementos arbitrarios dessa colecdao e A,,
n=1,2,..., é uma sequéncia de conjuntos com A, € Q, Vn. A colecao Q é chamada de
campo de as seguintes propriedades sao satisfeitas [85]

1. Se€ 0,
2. A€ Q implica A° € Q,
3. A, B € Q implica AU B € Q.
Um campo é chamado de o-dlgebra se a seguinte propriedade ¢é satisfeita:
Ay, Ay, - € Qimplica Up2, A, € Q. (A.1)

Uma o-algebra portanto contém todas as unioes, finitas ou infinitas, de seus elementos,
e s6 assim garante-se que operagoes arbitrarias de conjuntos sobre eventos criam con-
juntos cujas probabilidades podem ser definidas [85]. Evento, em probabilidade, é um
subconjunto de um espaco amostral, ao passo que espago amostral de um determinado
experimento aleatério é o conjunto de todos resultados possiveis do experimento aleatério
[57].

Outro conceito importante de probabilidade é o de variavel aleatéria. Variavel ale-
atéria é uma funcdo que associa a cada elemento do espaco amostral um nimero real.
Uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria X é um vetor de variaveis aleatérias
(X1, Xg, ..., Xn), cada uma com a mesma distribuigao de X [57].

Na investigacao estatistica, ha duas classes gerais de problemas. Na primeira classe,
ha um modelo probabilistico conhecido e deseja-se fazer predi¢oes de futuras observagoes
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— portanto, parte-se do modelo para as observagoes. Ja na segunda classe, um ou mais
pardmetros do modelo sao desconhecidos e deseja-se estima-los (estimagao de pardmetro)
ou decidir se estao em um determinado subconjunto de valores (teste de hipdtese). Nesse
caso, parte-se das observagoes para o modelo [64]. Ao longo da presente tese, o problema
considerado ¢ o da segunda classe.

O problema de estimacao esta bem definido para o caso paramétrico, ou seja, aquele
em que se conhece a distribuigdo mas nao se conhece um ou mais de seus parametros 6.
Neste caso, estimador é uma func¢ao de uma amostra aleatoéria, i.e., = 9(X1, Xo, ..., XN),
logo constitui outra variavel aleatéria. Seu valor especifico para uma determinada reali-
zacio amostral é chamada de estimativa § = g(x1, 29, ..., zN). Qualquer fungdo de uma
amostra aleatéria é chamada de estatistica, logo, um estimador é uma estatistica [64].

Diz-se que um estimador 0 nao é enviesado do parametro 6 se Ef = 0. Caso contrario,
é enviesado com viés b = Ef — 6. A média amostral X de uma varidvel aleatéria X é um
exemplo de estimador nao enviesado da esperanca de X, EX:

1 N
EX = ENT;XTL

= EX.

Se a funcdo g(XY) for selecionada adequadamente, o erro de de estimacdo 6§ — 6
diminui a medida que N aumenta [64]. H& vérios critérios de convergéncia para uma
sequéncia de variavel aleatoria, por exemplo:

e 0, converge em probabilidade se lim,_,o P[|0, — 6] > €] = 0 [64];

A

o 0 converge com probabilidade 1 (ou quase certamente) para 0 se P[lim, . 0, =
0] =1 [13];

Um estimador é dito consistente se seu erro de estimacao converge para zero em proba-
bilidade. Além disso, diz-se que um estimador #; de um pardmetro 6 é mais acurado que
um estimador 6, se [3]

E(6; — 0)* < E(d, — ). (A.2)

Quanto menor o erro médio quadratico de um estimador em relacao ao parametro que
se deseja estimar, maior sua acuracia. Seja b o viés do estimador 6 do parametro 6 de
uma distribuicdo. E possivel desenvolver a seguinte relagio entre acurdcia (E(6 — 0)2),
viés e variancia de um estimador:

b = EO— 0, viés do estimador,
E(G—0) = E(0*— 200+ 6?)
= K6 — 20E0 + 6
= EH — (EO)? + (EH)* — 20EA + 6
= var(f) + (b+60)> = 20(b + 0) + 6°
= var(f) + b°.
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Portanto, quanto menores a varidncia e o viés do estimador é, maior sera sua acuracia.

E de se esperar que o valor verdadeiro de um paradmetro da populacio esteja relaci-
onado a amostra aleatéria encontrada na realizacdo de experimentos. Ou seja, é de se
esperar que a funcao densidade de probabilidade f(x1, s, ..., xy;0) dependa do valor de
0. Por exemplo, uma amostra aleatéria de uma variavel aleatoria gaussiana apresenta
valores que dependem de sua média. Dessa forma, em geral procura-se achar a melhor
funcao dos dados para estimar um parametro, o que pode ser feito no sentido da maxima
verossimilhanca.

A estimativa de maxima verossimilhanga (ML - mazimum likelihood) do pardmetro 6
associada a distribuigao de probabilidade conjunta de f(z1,xs,. .., x,;0) de uma variavel
aleatoria pode ser determinada a partir da equacao de verossimilhanga como

éML = Sl;pf<xlux27"'7xn;9) (A'?’)

ou através da funcao de log-verossimilhanca
L(zy,x9,...,2,;0) =1n f(x1,29,...,2,;0). (A.4)

Se L(z1,xa, ..., x,;0) for diferenciavel e um supremo Ot existir, entao ele deve satisfazer
a equacao [64]:
81nf<x1a L2y ...y Tp; 9)
00
Observa-se que a conexao entre a probabilidade e a realidade é baseada na frequéncia

relativa de eventos, isto é, a probabilidade de um evento A costuma ser estimada pela
contagem de quantas vezes ele ocorreu dividida pelo tamanho amostral [64]:

—0 (A.5)

0=0n1

= (A.6)

p

J4 esta estabelecido que a frequéncia relativa é o estimador de maxima verossimilhanca
para um vetor de probabilidades de eventos discretos [26]. Apesar disso, o uso deste
estimador para probabilidades que serdo usadas no funcional de informagao mutua, por
exemplo, resulta em estimativas de informacao miutua enviesadas. Diferentemente da
estimacao de entropia, em que o uso da frequéncia relativa para estiméa-la resulta na média
em estimativas menores que a verdadeira, nao ha uma direcao para o viés da informagao
mitua quando a frequéncia relativa é utilizada [26]. O viés da estimagao de informacao
mutua quando a frequéncia relativa é utilizada pode depender das distribui¢oes conjuntas
de probabilidade p(X,Y’) e o tamanho amostral N.

Além de inferir pardmetros, muitas vezes em estatistica deseja-se retirar alguma con-
clusao acerca dos dados observados — verificar se ha de fato algum padrao neles ou se o
que foi obtido deve-se somente ao acaso. Para tanto, existem diversos testes de hipoteses,
para alguns deles foi feito um breve resumo [4]:

e Testes paramétricos:

— teste t pareado (compara a diferenca entre as médias de variaveis dependentes);

— teste t ndo pareado (compara a diferenca entre as médias de varidveis inde-
pendentes);

e Testes nao paramétricos:
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— Wilcoxon rank-sum (leva em conta magnitude e diregdo da diferenga entre
duas variaveis independentes);

— Wilcoxon sign-rank (leva em conta magnitude e diregdo da diferenca entre
duas variaveis dependentes);

Muitos testes paramétricos sao robustos, apontando corretamente a evidéncia de uma
hipotese ser verdadeira ou falsa ainda que a distribuicao subjacente nao seja exatamente
aquela considerada para o modelo (normal, exponencial, binomial, etc.). Ao se testar uma
mesma hipotese sob ambos tipos de teste — paramétrico e nao paramétrico — ha um
resultado mais confidvel no primeiro caso se a distribuicao suposta pelo teste corresponder
a verdadeira. Contudo, quando ndo se pode afirmar com certeza a lei de probabilidade
envolvida, o teste ndo paramétrico é preferivel [45].

Para compreender como os testes de hipoteses paramétricos funcionam, considera-se a
questao a seguir. Dada uma variavel X, que possua um modelo conhecido de distribuicao,
mas com parametro desconhecido 6, testa-se a suposicao de que 6 = 6, (hip6tese nula,
Hj) contra a suposicao de que 6 # 6, (hip6tese alternativa, Hy). A hipétese alternativa
também pode ser unilateral, isto é, testa-se se 6 > 6y ou se 6 < #y. As hipdteses
sao testadas baseadas em evidéncias experimentais, isto é, na amostra aleatéria XV
observada. O propésito do teste nao é determinar a veracidade de Hy ou Hy, mas sim
estabelecer se ha evidéncias que apdiam a rejeicao de Hy [64].

Portanto, ha dois tipos de erros que podem ocorrer em testes de hipotese:

e Erro do tipo I: rejeitar Hy muito embora Hj seja verdadeiro. A probabilidade de
tal erro é denotada por a e é chamada de nivel de significancia do teste;

e Erro do tipo II: aceitar Hy muito embora Hj seja falso. A probabilidade de tal erro
¢é denotada por [ e a diferenca 1 — [ é chamada de poténcia do teste.
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Apéndice B
Funcao Digamma

A funcao digamma é definida como a primeira derivada do logaritmo da fun¢ao gamma

(T()) (1]
bz) = LT

ao passo que a funcao I'(x) é dada por:
(z) = / e, (B.2)
0

para x > 0.
E possivel derivar uma relagao recursiva para a fungao ¢ (z):

Mz+1) T'(z)

(xz+1) I'(x)

I'(z+ D)(z) = T(z + DI ()
['(z+ 1) (z)

[(2)*(T(x +1)/T(x))

Pl +1) —(x) =

em que (B.3) utilizou-se a propriedade da derivada de uma fragao de fungoes e em (B.4)
utilizou-se a equacao funcional de Euler [1]:

['(z+4+1) =al'(x). (B.5)
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Apéndice C

Distribuicao de Dirichlet e
Ponderacao de Probabilidades

A distribuicao de Dirichlet de parametros aq, s, ..., a; tem como suporte o simplex
[1]
Sk - {(91,02,...,9k)|91 2 0,92 2 O,...,Qk 2 0,91 +62++9k - 1}, (Cl)

em que k= 2,3,..., e é determinada pela densidade de probabilidade

For! 01,0s,...,0
p(0r. 0. 00) = {C’“H“ o s e B € 5 (©2)
0, caso contrario,
em que a; > 0,0 > 0,...,00, >0 e
Cr =T+ +---+ap) [ ! (C.3)
F=1{01 T Q2 077 1 F<&i), .

em que I' é a funcdo gamma.

Para o caso particular do capitulo 3, deseja-se estimar a probabilidade P, de uma fonte
binaria de parametro 6 desconhecido gerar a zeros e b uns. A distribuicao de Dirichlet
¢ um modelo de como as probabilidades variam, e os parametros «; estao relacionados
as amostras observadas (proporgdes dos dados) [52]. Na derivagdo do capitulo 3, a dis-
tribuigdo de Dirichlet é obtida com vetor de parametros (ay,as) = (1/2,1/2). Assim
tem-se:

p(0,1 —0) = Co0M?71 (1 — )21 = Cg¥, (C.4)
(1 — 0)

S T(/2+1/2) 1
“Traran T o
de modo que
1

p(0,1—0) =p(0) = ma (C.6)

que é a probabilidade usada para ponderar o pardmetro 6 de 0 até 1 na equagao (3.10).
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Apéndice D

Calculo das Probabilidades da
Cadeia de Markov Estacionaria
(Exemplo do Capitulo 4)

Neste apéndice encontra-se a derivagao das probabilidades estacionarias dos estados
1, 10 e 00 da cadeia de Markov ilustrada na Fig. 4.13, do capitulo 4.
Primeiramente, no estado estacionario observa-se a seguinte relacao:

(7T1 10 7T00)T = (7T1 10 7T00)

6 (1—6,) 0
(7T1 10 7T00) 10 0 1 -0
oo 0 1 — 06

= (7T1 10 7T00), (Dl)

em que T é a matriz de transicao do processo X.
Acrescida a igualdade D.1, deve ser satisfeita a seguinte relagao:

1 + T + oo = 1.

Resolvendo este sistema de equacoes, obtém-se, para os valores do texto de #; = 0.1,
910 == 03, 000 =0.5:

m = 0.32,
T — 028,
Too — 0.40.
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Apéndice E

Calculo do Exemplo Analitico de
Entropia de Transferéncia para Caso
Continuo

Neste apéndice encontra-se a derivacao da expressao analitica de entropia de trans-
feréncia entre variaveis aleatorias continuas, como descrito no capitulo 6. As varidveis
envolvidas sdo X, 11 = aX, +nY e Y1 = BY, +7 X, +nY, e supoe-se que nX ~ N (0, 1),
ny ~ N(0,1), X,,Y, sdo conjuntamente estacionarios, EX,, = EY,, = 0 e todos os pro-
cessos envolvidos sao gaussianos. Deseja-se encontrar a entropia de transferéncia de X
para Y.

Primeiramente, sabe-se que:

TE(X =Y) = DPYun|YaXo)[|P(Yes1|Yn))
P(Y,11|YnX,)
B EP(Yn+17Yan) log P(Yn+1|Yn)
P(YnJrl; Yna Xn) P(Yn+17 Yn)
P(Y,, X,) P(Y,)
= _H(Yn+1; Yn; Xn) + H(Yny Xn) + H<Yn+17 Yn) - H(Yn)

= Elog — Elog

(E.1)
No caso de processo gaussiano multivariado (Y™), tem-se
1
H(Y") = —5 In[(2me)" det( K (Y™))], (E.2)
em que
cov(Yy,Y1) cov(Yy,Ys) -+ cov(Y,Y,)
K(Y™) = COV(ST’Q,K) COV(}?,}@) COV(YI’Q,YTL)
cov(Y,, Y1) cov(Y,,Ys) --- cov(Y,,Y,)
Considerando a expressao E.1, encontra-se:
1, det(K(Y,,X,))det(K (Y1, Yn))
TE(X -Y) = =1 E.3
K= Y) = o e (K Vo, Yoo Xo))o? (E:3)

em que 0% é a variancia de Y,.
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As matrizes de covaridncia sao escritas como segue:

COV(YnJrl; YnJrl) COV<Yn+17 Yn) COV( n+1, n)
K(Y1,Y,, X)) = | cov(Yy, Y1) cov(Yy,,Y,) cov(Y,, X,)
cov(X,, Y1)  cov(X,,Y,) cov(X,, X,)

~ (cov(Yns Y+1) cov(Yi1, Yn)
K (Yo, Yn) = ( cov(Yy, Yoi1) cov(Yy, Yn)

~ (cov(Yn,Ys) cov(Y,, X,)
K(Yn,Xn) a (CoV(XmYn) COV(X”’Xn)

Como Y é estacionario, tem-se cov(Y,, 11, Y1) = cov(Y,,Y,,). Entéo, calcula-se:

cov(Xy, Xp) = El(aX,1 + TIn 1)(aXn 1+ Tln 1]
= E[ 2X2 + 205Xn 177n 1 + (nn 1)2]
= o’EX] |+ 20EX, 1By | +o2x
= a*cov(X,_1, Xpo1) + O'nx
(1—a*)eov(Xp, X)) = opx =
cov(X,, X,) = 1/(1 —a?) =u.

cov(X,,Y,) = E[X,Y,]
(X (BYno1 + 7 Xno1 + 10 )]
= BE[X,Y,_1] +1E[X, X, _1]
cov(X,, Y1) = E(X,Y, 1)
= E[X,(BYno2 + 7 Xno2 + 1) _,)]
El(aXn-1+ 1, 1) (BYn—2 + 7 Xn2 +1_y)]
= [aﬁXn 1Yo+ av X, 1X, o+ ozanmf_z +
B0 Yoz + 11 Xn—2 + 117 o)
= afE( nflyn,Q) + avE(X, 1 X -2)

(1—-af)E(X, Y1) = ayE(X,X,-1)

EX, 1 X = E[X,1(aX, 1 +n2 )]
= oE(X7,)
= acov(X,, X,)
= ou
a’yu
E(X,Y,.1) =
( 1) 1—ap

cov(X,, Y,) = PEX,Y.1) +vE(X,Xn-1)
Chamando w = 1/(1 — af):

cov(X,,Y,) = Ba’yuw + yau = ayuw
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COV(Yn—I—la Yn-‘rl) = E[(/BYTZ + ’VXn + nq};)(ﬁyn + 'VXn + 7)5)}
= E[BY2 +2B7Y, X, + 28Y,nY +29X,n) +
+2 X0+ ()]
= B’EY; 4+ 2BEX,Y, + V’EX] + olv
cov(Yy, Y,)[1 — 62] = 2B7%cuw + y*u + 1

Chamando v = 1/(1 — %), tem-se:

cov(Yy, Yy) = v+ (1 + af)uvw

cov(Yii, Ya) = E[(BY, + X, +n) )Y,
= BEY? +9EX,Y, +E(1'Y,)
= [eov(Y,,Y,) + yeov(X,, Y,)
= Buv+~y(a+ Buvw
cov(Yor1, Xo) = E[(BY, + X, +15) X,
= BE(X,Y,) + 1E(X,X,)
= afyuw + yu

Agora substituindo as expressdes de covaridncias encontradas nas matrizes de co-
variancia K (Y11, Y, X)), K(Yai1,Ys) e K(Y,, X,,) é possivel encontrar a entropia de
transferéncia deste exemplo. Em particular, para os valores de a« = 0.5, § = 0.6 e
v = 0.4, encontra-se:

TE(X —Y) = 0.0923 nats
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Apéndice F

Lista de Publicacoes do Doutorado

e Juliana M. de Assis, Mikaelle O. Santos, Francisco M. de Assis. “Auditory Stimuli
Coding by Postsynaptic Potential and Local Field Potential Features” Plos One,

v. 11, p. e0160089, 2016;

e Juliana M. de Assis, Edmar C. Gurjao. “The Use of Discrete Prolate Spheroidal
Sequences and Trig Prolates to Compressed Sensing”. XXXIV Simpdsio Brasileiro
de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais, 2016, Santarém, Para. Anais do
XXXIV Simpdésio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais, 2016.

v. 1. p. 294-298;

e Juliana M. de Assis, Francisco M. de Assis. “An Application of Directed Information
to Infer Synaptic Connectivity”. XXXIV Simpésio Brasileiro de Telecomunicagoes
e Processamento de Sinais, 2016, Santarém, Pard. Anais do XXXIV Simpésio
Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais, 2016. v. 1. p. 528-532;

e Juliana M. de Assis, Francisco M. de Assis. “Estimation of Directed Information to
Processes Assuming Continuous Values with CTW Algorithm”. XXXV Simpésio
Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais, 2017, Sao Pedro, Sao
Paulo. Anais do XXXV Simpésio Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento

de Sinais, 2017. v. 1. p. 225-229.

e (Submetido, 20 de julho de 2017) Juliana M. de Assis, Francisco M. de Assis. “Esti-
mation of Transfer Entropy between Discrete and Continuous Random Processes”.

Journal of Communication and Information Systems.
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