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Resumo

Neste trabalho discutiremos sobre o Teorema Fundamental do Célculo e apresentare-
mos sua demonstragao, bem como as propriedades referentes & integrabilidade de uma
fungdo. Adotaremos um ponto de vista voltado para a Anélise Real, sendo, portanto,
necessario apresentar todo o rigor e formalizacao, que sao exigidos pelos conceitos con-
siderados mais importantes. Apresentaremos a integral no sentido de Riemann, nos
preocupando apenas com as chamadas somas superior e inferior. Com esta finalidade,
faremos uso constante das propriedades relacionadas a infimo e supremo, sendo estas,
portanto, fundamentais para o desenvolvimento das anélises a serem feitas, ao longo
deste trabalho. Finalizaremos com duas aplicagoes, as quais julgamos ser importantes,

para enfatizar a importancia do Teorema Fundamental do Célculo.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Célculo, Integral de Riemann, Condigoes
de Integrabilidade.




Abstract

In this work we will discuss about the Fundamental Theorem of Calcnlus and we will
show its demonstration, like the properties related to the integrability of a function.
We will adopt a viewpoint focused on Real Analysis, therefore, necessary to show all
the rigor and formalization, which are required by the concepts considered more im-
portant. We will show the integral in the Riemann sense, worrying only with so-called
upper and lower sums. To this end, we will do constant use of the properties related
to lowermost and supreme, and these are therefore fundamental to the development
of the analysis to be do throughout this work. Conclude with two applications, which
we think is important to emphasize the importance of the Fundamental Theorem of

Calculus.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus, Riemann Integral, Integrability Con-

ditions.
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Introducao

Ao longo deste trabalho, apresentaremos uma série de conceitos e resultados,
objetivando uma preparagdo minima que € exigida ao se trabalhar com o Teorema
Fundamental do Célculo. Adotando um ponto de vista voltado para a Analise Real,
pretendemos fazer uma andlise sucinta das propriedades relacionadas a este teorema.

O Teorema Fundamental do Célculo é o ponto de ligagao entre os Calculos Dife-
rencial e Integral. Como veremos, ele relaciona o problema de determinar reta tangente
com o conceito de drea. De um lado, temos uma integral definida e de outro uma fungao
primitiva. Em outras palavras, o teorema afirma que se f : [a,b] — R é integrével,
entao X

[ )iz = F@&) - Fla)
onde F : [a,b] — R é uma fungdo derivivel em [a,b] e tal que F'(z) = f(z), para todo
T € [a,b].

Como se pode ver, o teorema exige que a funcao seja integravel. Dessa forma,
precisamos conhecer em que condigdes uma fungéo pode ser dita integrdvel, no sentido
de Riemann, tal como definiremos no decorrer deste trabalho. E como veremos, ela tem
que ser, antes de tudo, limitada. Como vamos trabalhar com fungoes limitadas, entao
é necessdrio conhecermos as principais propriedades que caracterizam tais fungoes.

Nossa discussao comega entdo, com as propriedades relacionadas aos conceitos
de infimo e supremo. Isto realmente é necessario, tendo em vista que definiremos 0
conceito de integral em fungao do infimo e do supremo, das chamadas somas inferior
e superior. Uma vez definida a integral, devemos partir para as condi¢des em que se

dé a integrabilidade de uma dada funcéo. E af que se encontram relacionados diver-




11

sos conceitos e resultados de expressao significativa, tal como veremos mais adiante.
Observaremos que a continuidade de uma fungdo em um intervalo fechado assegura
muitas propriedades de grande importancia, as quais precisam de uma atengao espe-
cial. Outras exigéncias também serdo feitas e, logo, teremos um conjunto consideravel
de fungoes integraveis.

Com isso em mente, 0 nosso préximo passo serd apresentar alguns resultados de
nosso interesse sobre derivadas. Dentre eles, os que daremos atencao especial sdo o
Teorema de Darboux e o Teorema do Valor Médio de Lagrange. Resultados estes,
que desempenhardo papel importantissimo para o desfecho de nossa discussao. Uma
vez que se tenha analisado todas estas questoes, estamos em condigoes de apreciar a
ferramenta mais importante do Célculo, que é o Teorema Fundamental do Célculo.

Finalmente, para complementar e reforcar a importancia do Teorema Fundamen-

tal do Célculo, apresentaremos algumas aplicacoes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Uma Motivacao

Antes de iniciarmos nossa discussio sobre o Teorema Fundamental do Ciélculo
(T.F.C.), do ponto de vista analitico, faremos um breve tratado em torno do qual nos
direcionaremos momentaneamente para discutir sobre alguns problemas, que foram,
de certa forma, cruciais para o desenvolvimento moderno da teoria integral e mais
especialmente do T.F.C.

Temos interesse particular pelo problema do célculo de 4rea de figuras planas,
como o circulo, por exemplo, tendo em vista o chamado método de ezaustao. Tal
método consiste em cobrir a regiao interna a referida figura, utilizando-se outras formas
geométricas mais simples e cuja 4rea seja conhecida. Este método é atribuido ao
matemético Eudoxo (406-355 a.C.), mas foi 0 matemético Arquimedes (287-212 a.C.)
o responsével por seu desenvolvimento e aperfeicoamento. Foi utilizando este método

que Arquimedes obteve uma aproximagio para a drea do circulo.

1.1.1 O Cdlculo da Area do Circulo

A idéia principal se baseia em tentar cobrir a 4rea do circulo por meio da érea de
poligonos regulares & ele inscritos. Dessa forma, o problema resultante se resume ao

de calcular érea de tridngulos.
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Para obter uma aproximacao para a drea do circulo, Arquimedes o dividiu em
setores de mesma drea e, em cada setor, construiu um tridngulo isésceles de forma que

dois de seus lados tivessem a mesma medida que o raio.

A

Figura 1.1: O triangulo isésceles AAOB, contido no setor circular AOB.

Se o procedimento for continuado, de forma a obtermos um nimero de triangulos
tdao grande quanto se queira, entdo observamos que & medida que esse numero au-
menta, 08 comprimentos das bases dos triangulos diminui gradativamente e, em con-
sequéncia, as medidas das alturas dos triangulos tornam-se cada vez mais préxima do
comprimento do raio. Dessa forma, se considerarmos a soma das éreas de todos esses
tridngulos obteremos um valor tao préximo da drea do circulo quanto se queira. Essa
conclusio se baseia na seguinte explicagdo geométrica: se esses triangulos forem colo-
cados justapostos um ao outro, percebemos assim, que a figura vai adquirindo a forma
de um retangulo de base medindo 7r e altura 7. Ora, um simples célculo nos revela
que a 4rea deste retangulo é igual a 7r?, que é a érea do circulo.

s . T e W e - =

A1 '
1 L
\] i

e - . - ™, i ®
nr

Figura 1.2: Figura se aproximando de um retangulo & medida que se aumenta o numero

de triangulos.

Este tipo de problema envolvendo areas tornou-se, posteriormente, um dos precur-

sores da teoria integral. Como podemos observar, a idéia empregada por Arquimedes é,
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na verdade, o conceito de limite. Usando este conceito, mostraremos que Arquimedes
estava certo. Primeiro, vamos dividir o circulo em n setores de mesma érea e considerar

um triangulo, contido em um dos setores, como mostra a figura 1.3.

Figura 1.3: No tridngulo acima, temos OH = z, AOB =60 e HOA = a.

Note que 0 = 27/n e a = m/n. Além disso, sendo o tridngulo AOH A retangulo
em H, entao

T m™
COSC!=—_—_>I:T‘C(B(I=T'COS(*).
T n

Logo, a érea do triangulo AOH A é dada por

tsons= ysm () r-n () = ()

Consequentemente, a drea do triangulo AOAB é

()

Aasos =77 -sen (E) . COS (E) .

n n

Como temos n setores, entdo a drea total, dos n tridngulos, € dada por

Anzn—r2-sen(£)-cos(%);

onde n > 3. Dessa forma, obtemos uma sequéncia’, denotada por A,. Fazendo n — o0,

obtemos

A= Jim A, = Jim [n-r*-sen (2) s (3)]
™

-t e (5 (2)

= 71'1‘2.

1Uma sequéncia é uma fungdo z : N - R, n — z(n) = z, que faz corresponder a cada nimero

natural n um ndmero real z,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.
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E importante destacar que o método utilizado por Arquimedes, embora fun-
cionasse, apresentava muitas limitagoes. Para cada tipo de problema a ser trabalhado,
era preciso obter aproximagoes particulares para cada um deles. Em outras palavras,
néio consistia de um método geral, cujas aproximagdes por algum poligono, funcionasse
para qualquer problema dessa natureza. Somente mais tarde, com a criagao do cédlculo,
é que métodos mais gerais foram sendo descobertos. Com o célculo, foi possivel fazer

uma andlise mais profunda e geral, que suprisse as limitacoes do método acima men-

cionado.

1.2 O Inicio do Célculo Diferencial e Integral

O método visto anteriormente nos mostra que, de certa forma, na antiguidade a
idéia central do Célculo j4 apresentava seus primeiros indicios.

Os problemas de quadratura, que consistiam em determinar quadrados com areas
iguais & de figuras com éreas desconhecidas, por muito tempo constituiu um dos prin-
cipais problemas enfrentados pelos matematicos.

Alguns dos matematicos que antecederam o inicio do Célculo, tinham em mente
a idéia de partes infinitamente pequenas. O objetivo era empregar estas idéias inovado-
ras para solucionar problemas de natureza geométrica. Mateméticos como Cavaliere?
e Fermat® foram bem sucedido neste aspecto. Este tltimo, principalmente, fez con-
tribuicdes importantes, no que se refere A determinacdo de tangente a uma dada curva
y = f(z), passando por um de seus pontos. Além disso, Fermat também desenvolveu
um método para avaliar a drea abaixo dessas curvas. Estas novas descobertas indicavam
que em pouco tempo, uma nova teoria estava para ser descoberta.

Outros mateméticos que tiveram contribuigoes importantes foram os ingleses
Isaac Barrow (1630-1677) e John Wallis (1616-1703). Wallis fez importantes descober-
tas sobre andlise infinitesimal, e Barrow foi um dos primeiros a perceber uma relacao

inversa existente entre os problemas de tangente € quadratura (ver [3]). Sem divida,

2Bonaventura Cavaliere (1598-1647), matematico italiano que desenvolveu métodos para deter-

minagdo de dreas e volumes.
3Pierre de Fermat (1601-1665), matematico francés e um dos responséveis pelo desenvolvimento

da Geometria Analitica.
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os trabalhos desses dois mateméticos influenciaram em muito as descobertas feitas por
Issac Newton (1642-1727), um dos fundadores do Calculo.

As primeiras descobertas de Newton dizem respeito a representacdo de funcoes
por meio de séries infinitas. A partir de 1665, Newton passa a interpretar as grandezas
como taxa de variacio, o que mais tarde possibilitou o desenvolvimento de um método
geral, que unia a taxa de variacdo e as séries infinitas. Dando continuidade aos tra-
balhos de Barrow, Newton desenvolveu seu “Método dos Fluxos” e foi o primeiro a
enunciar o Teorema Fundamental do Célculo. Em pouco tempo Newton fez descober-
tas extraordindrias, relacionadas & gravitagdo, mecanica, luz e dtica.

Assim como Newton, o alemao Whilhelm Leibniz (1646-1716), trabalhando de
forma independente, também descobriu o Célculo. Embora Newton tenha descoberto
o Célculo 10 anos antes de Leibniz, este foi o primeiro a publicé-lo, em 1684. Pouco
tempo depois Leibniz volta a publicar e, desta vez, faz referéncia & relagao existente
entre diferenciaciio e integragdo, como se dé no Teorema Fudamental do Calculo. As
notacoes de Leibniz, para derivada e integral, sdo ainda hoje utilizadas, diferentemente
das notagoes empregadas por Newton.

A partir dai, o Célculo passa a desenvolver-se de forma gradativa, sendo im-
pulsionado, principalmente por problemas relacionados a Fisica Matemaética. Tendo
em vista tamanha importancia, grande parte do matematicos posteriores passam a
se preocupar cada vez mais, no sentido de eliminar qualquer incerteza sobre os con-
ceitos abrangidos na nova teoria. £ o infcio de uma das mais importantes dreas da
matemética, denominada Analise. Matematicos como Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857), Karl Weiertrass (1815-1897) e Bernhard Riemann (1826-1866) contribuiram em
muito para o desenvolvimento da Analise.

O Teorema Fundamental do Célculo também foi influenciado pelas novas desco-
bertas. Com o desenvolvimento da Integral de Riemann e da Integral de Lebesgue®,

ampliou-se em muito o conjunto de funcoes, para as quais o teorema é valido.

“Henri Lebeggg (1875—E}4I-L—matemé.tico francés responsével pela teoria moderna de integral, a
chamada Integral de Lebesgue.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Para falar sobre o Teorema Fundamental do Célculo, precisamos primeiro enten-
der o conceito de integral. Além disso, é de fundamental importancia determinar as
condicdes de integrabilidade de fungGes e para isto, devemos ter em mente os principais

resultados relacionados & integral.

2.1 Infimo e Supremo

Dizemos que um subconjunto de ntimeros reais X C R é limitado inferiormente
quando existe um nimero real a tal que a < z, para todo = € X. Todo nimero a,
satisfazendo esta condicdo, é chamado uma cota inferior de X. Analogamente, XcCcR
é dito limitado superiormente quando existe b € R tal que x < b, para todo z € X.
Neste caso, dizemos que b é uma cota superior de X.

Quando X C R ¢ limitado inferior e superiormente dizemos simplesmente que X
é limitado, o que equivale a dizer que existe um elemento ¢ > 0 de modo que se tenha
|z| < ¢, qualquer que seja T € X . De fato, se a e b sdo cotas inferior e superior de X,

respectivamente, entéo, tomando ¢ = max{|a|, |b|}. obtemos
—¢<a<z<b<ce=|z|<c

Definicao 2.1 (infimo) Seja X C R um subconjunto ndo-vazio e limitado inferior-

mente. Chama-se infimo de X em R a mator de todas as cotas inferiores de X. Sem
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é infimo de X, escrevemos m = inf X. Isto equivale as sequintes afirmacoes:
i) Qualquer que seja x € X, temos m < x;

it) Dado € > 0, existe v € X tal quem < x <m +e&.

Definigdo 2.2 (Supremo) Seja X C R um subconjunto nao-vazio e limitado superi-
ormente. Chama-se supremo de X em R a menor de todas as cotas superiores de X.

Se M é supremo de X, denotamos por M = sup X. Ou equivalentemente,
i) Qualquer que seja z € X, temos x < M;

ii) Dado € > 0, eziste € X tal que M —e <z < M.

Sempre que falarmos em infimo e supremo devemos especificar em relagao a que

conjuntos estamos nos referindo. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.1.1 Seja I = [0,v/2) C R. Se considerarmos o conjunto dos nimeros
reais, entdo inf I = 0 e sup/ = V2. Porém, em relagio ao conjunto dos niumeros

racionais Q temos inf [ = 0 e Asup [.

Os conceitos de infimo e supremo fornecem resultados importantes para 0 nosso
estudo e, por isso, merecem um pouco da nossa atencdo. Vale salientar que os conjuntos

que iremos considerar a seguir sao todos subconjuntos de R e nao-vazios.

Proposigao 2.1 Sejam X eV subconjuntos limitados tais que T < Y, quaisquer que
sejamz € X ey €Y. Entdo, sup X < inf Y. Além disso, sup X = infY se, e somente
se, dado € > 0, ezistem x € X ey €Y tais quey — x <E.

Prova: Note que qualquer que seja y € Y, y € cota superior de X. Logo, sup X < y.
Como inf Y deve ser a maior das cotas inferiores de Y, segue que sup X <infY.

Agora, seja sup X < infY. Considerando ¢ = inf Y — sup X, obtemos que
z+e<supX +e=infY <y=esy-—2z

Por outro lado, se sup X = inf Y, entéo dado € > 0 temos que
supX-%<m$supX:ian§y<ian+%
€

————:*y—:l:<ian—supX+2

+o=¢
5=¢
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Proposigao 2.2 Sejam X e Y subconjuntos limitados e ¢ um nimero real. Entao os

conjuntos
X+Y={z+y;z€e X,yeY} ec-X = {cz;z € X}
sao limitados e, além disso, vale:
i)sup(X +Y) =sup X +supY, einf(X +Y) =inf X + infY;
i) sup(c-X) = c-sup X, e inf(c-X) = c-inf X, para ¢ 2 0;

iii) sup(c-X) = c-inf X, e inf(¢-X) = c-sup X, para ¢ <0.

Prova: Sendo X e Y limitados, existem ¢;, c; > 0 tais que |z| < ¢ e [y| < c2, quaisquer

que sejam z € X ey € Y. Logo,

lz+y| < lz|+ |yl < a+ea

lez| = |cllz| < |eler

Ou seja, X +Y e ¢-X sdo limitados e, portanto, possuem infimo e supremo.

i) Sejam M =sup X, N =supY,m =inf X e n = inf Y. Temos que,
m+n<z+y<M+N,

para quaisquer que sejam x € Xey€eY. Ouseja,m+neM+ N sao cotas inferior e
superior de X +Y, respectivamente. Além disso, dado € > 0 podemos obter z,, Tz € X
ey,ys € Ycomm < 1y < m+¢e/2, n <y < n+ef2 M—-¢gf2<z2<Me
N —¢/2 < ya < N. Dai,

€ €
(m+n)<z+y < (m+§)+(n+—2~)=(m+n)+8,

isto é, m + n é a maior das cotas inferiores de X + Y. Donde, inf(X +Y) =m+n, ou
seja, inf(X +Y) = inf X + infY. Temos ainda,

(M+N)-e=(n.f-§)+(N—§) < T+ < (M+N),

ou seja, M + N é a menor das cotas superiores de X +Y. Donde, sup(X+Y)=M+N,
isto 6, sup(X +Y) =sup X +supY. Isto prova o item (7).
it) Se ¢ = 0, entao sup(c-X) = sup0 = 0=0-sup X. Seja c > 0. Entao,

m$$§M=>c-m§c~x$c-M,
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para todo z € X. Assim, vemos que c-m e ¢-M séo cotas inferior e superior de
¢-X, respectivamente. Por outro lado, dado £ > 0, podemos obter z,,z; € X tal que

m<z <m+elce M —¢e/c < zy <M. Donde, obtemos
em<cx<cm+e ecM-—e<czy<cM.

Portanto, ¢-m e ¢-M sdo, respectivamente, a maior e a menor das cotas inferiores e
superiores de ¢-X, isto é, sup(c-X) = ¢-sup X e inf(c-X) = c-inf X.
iii) Se ¢ < 0, entéo ¢-M < c-z < ¢-m. Dado £ > 0, tome § = —g/e > 0. Dai, existem

xl,mgeXtaisquemgml<m+5eM—5<m2§M. Logo,

cm—€= c-(m - %) =c(m+0) < cx L emy
cM<czy<c(M—46)= c-(M+ E) =cM+e.
Portanto, ¢-M e c¢-m s@o, respectivamente, a maior e a menor das cotas inferiores e
superiores de ¢-X, isto ¢, sup(c-X) = c-inf X e inf(c-X) = ¢-sup X.
O
No caso de estarmos considerando funcoOes reais, esta {iltima proposigao sofre

algumas mudangas, como veremos a seguir.

Dizemos que uma fungdo f : X — R ¢ limitada, quando o seu conjunto imagem

f(X) = {f(z);z € X}
for limitado. Assim, podemos considerar

inf f= inf f(X) = inf{f(z);z € X}
sup f = sup f(X) = sup{f(z);z € X},

para indicar o infimo e o supremo de f.

Da proposicao 2.2, temos o seguinte corolério.

Corolario 2.1 Sejam f,g : X — R funcoes limitadas e ¢ um nimero real. Tem-se
que as fungoes
f+gcf: X—R

sao limitadas e além disso,

i) sup(f + g) < sup f +supg, e inf(f + g) > inf f + infg;
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ii) sup(c-f) = c-sup f, e inf(c-f) = c-inf f, para ¢ 2 0;

iii) sup(c- f) = c-inf f, e inf(c-f) = c-sup f, para ¢ < 0.

Prova: Sejam F = f(X),G = g(X), e H=(f+ ¢)(X). Como F e G sao limitados,
entdo F + G e c-F também so limitados. Note ainda que os itens (ii) e (1) seguem
diretamente da proposi¢ao anterior. Para provar (i) usaremos 0 seguinte resultado:
Afirmacao: Sejam A C B subconjuntos nio-vazios e limitados de nimeros reais.
Entao,

supA < supB, einf B < inf A.
De fato, note que
supB > z,Yr € B=supB 2 z,Vzx € A;
inf B<L z,Vz € B — inf B < z,Vz € A,

ou seja, sup B e inf B sao, respectivamente, cotas superior e inferior de A. Donde,
supA <supB e inf B < inf A.

Agora, observe que se y € H, entao y = (f + 9)(z) = f(z) + g(z), para algum
z € X. Como f(z) € Feg(z) € G, seguequey € F+G. Logo, H C F+G. Portanto,

sup(f +g) <supf+supg e inf(f + g) > inf f +infg.
O

Exemplo 2.1.2 Sejam f,g: X = [0,1] ¢ R — R, dadas por f(z) =z e g(x) = —=.
Temos que, 0< f(z) <le—-1< g(z) <0, logo =1 < f(z) + g(z) < 1, enquanto que
(f + 9)(x) = 0. Isto mostra que (f +9)(X) 2 f(X) +9(X).

Proposigao 2.3 Seja f: X — R limitada. Sem =inf f, M =supf ew = M —m,
entao

w = sup{|f(z) — f(¥)|;z,y € X}.
Prova: Para quaisquer z,y € X, temos m < f(z) < M e —M < —f(y) £ —m. Logo,
—(M —m) < f(z) - fly) £ M —m = |f(@) = F(W)l <M-m=w.
Supondo f(z) > f(y), e dado =, podemos obter f(y), f(z) € F(X) tais que

m< fly)y<m+e/2eM— e/2 < f(z) < M.
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Dai, obtemos que

m—esz(fv]’—'m)—s:(M’—E —(m+£)

2
< f(z) - f(v)
< |f(z) — f(y)] £ w-
O

Proposigao 2.4 Sejam X’ C X e Y’ C Y subconjuntos nao-vazios e limitados de
nimeros reais. Se para cada © € Xe cada y € Y exmistem ' € X' ey € Y’ tais que
v<1 ey <y, entdosup X' =sup X einfY’ =infY.

Prova: Temos que sup X’ < sup X e infY < infY”. Além disso, dado £ > 0, existem
zeXer €X', yeY ey €Y' tais que

supX —e <z <z’ <supXj;
infY <y <y<infY +e¢.

Donde, segue o resultado.

2.2 Integral de Riemann

Seja I = [a,b] C R um intervalo fechado de niimeros reais. Chama-se particao do

intervalo I a todo subconjunto finito de pontos
P= {IB,II, ...,In} C I,

de modo que se tenha, a = 7o < 21 < ... < Tp = b. O intervalo [z;_,,z;] de compri-
mento Az; = z; — ;1 serd chamado o i-ésimo intervalo da particdo P. Dessa forma

temos,

zn:A:L'i=b—a.

i=1

Se P e Q sao particoes de I, com P C @, dizemos que Q refina P, ou ainda,
que Q é um refinamento de P. Com isso, para se obter um refinamento de P basta
acrescentar-lhe mais pontos. Assim, se P = {a = %o, Z1, .., Tn = b} temos que

B ) _$0+:E1
Q—-PU{.’L‘...'E— 5 }
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é um refinamento de P.
Dada uma funcio limitada f : I = [a,b] = R e P = {a = o, Z1, ..., Tn = b} uma

particdo de I, consideraremos

m; = inf{ f(z); zia1 < = < 3}
M; = sup{f(z);zi1 < T < z;};

Wi = ﬂf, — mi,

para representar, nesta ordem, o fnfimo, o supremo, e a oscilacdo de f no i-ésimo

intervalo (-1, z;| de P.

2.2.1 Soma Inferior e Soma Superior

Seja f : [ = [a,b] — R limitada e P = {a = Zo,%1,...,%n = b} um particao de
I. A soma inferior, denotada por s(f; P), e a soma superior, denotada por S(f; P),

ambas em relacdo & parti¢do P, sdo definidas como sendo

s(f; P) = miAxy + ... + My ATn = Em;Am,-;

i=1

mn
S(f; P) = MAZ; + ... + MaAzn =Y MiAz;.

=1

Consideremos
m = inf{f(z);z € [a,b]}, e M = sup{f(z);z € [a, b]}.
Assim, no i-ésimo intervalo temos m < m; < M; < M. Dai,
mAz; < miAz; < M;Az; < MAx;.

Com isso,,

i mAz; < Zn: mAz; < i M;Az; < zn: MAz;,
=1 i=1 i=1

=1
ou seja, m(b—a) < s(f; P) < S(f; P) < M(b— a).

Uma representagao grafica para essas somas pode ser vista na figura 2.1. Como
podemos observar, a soma inferior s(f; P) é uma aproximagcao por falta da drea da
regidgo compreendida entre as retas * = @,y = b e o grifico de f em [a,b], onde
f(x) > 0, para todo x € [a,b], enquanto que S(f; P) é uma aproXximagao por excesso

da 4rea da mesma regiao.



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 24

¥ y

a 2 X3 Xq Xg

1

Figura 2.1: Representacdo gréfica para s(f; P) e S(f;p), respectivamente.
Teorema 2.1 Se P ¢ uma parti¢do e Q € um refinameto de P, entao
s(f; P) < s(f;Q), e S(f;Q) < S(f; P)-

Demonstracgao: Seja @ um refinamento de P = {0, Z1, ..., Tn}, Obtida pelo acréscimo
de um ponto y, isto é, @ = P U {y}. Ora, existe um indice j tal que y € (zj—1,%;).
Sejam

M’ = sup{f(z);zj1 S ¢ <y}

M" = sup{f(z);y < « < z;}.

Fazendo Az; = (z; — y) + (y — zj-1), entdo

n j—-1 n
S(£;Q) =Y mibzi ="y Mibz; + Mjl(z; —y) + (¥~ zi)| + Y, MilAz;
i=l1 i=1

i=j+1
i—1 n
= M;Az; + M’(IJ’ = y) s M”(y =K .’Bj_l) o= Z M;Az;.
i=1 i=j+1
Além disso,
j-1 n
S(f; P)= E MAz; + M;[(z; —y) + (y — z5-1)) + Z M;Az;.
i=1 i=j+1

Como M' £ M; e M" < M;, obtemos que
S(f:Q) - S(f; P) = (M' = M;)(z; —y) + (M” = Mj)(y — zj-1) £ 0.

Donde, S(f; Q) < S(f; P). Agora, seja Q) um refinamento de P, obtido pelo acréscimo
de k pontos, isto é,

Qr = PU{y1,y2, - Y}
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Suponha S(f;Qx) < S(f; P) e note que Qi1 = Qk U {yr+1}. Pelo que acabamos de
mostrar, temos S(f; Qr+1) < S(f;Qx). Portanto, S(f; Qk+1) < S(f; P). A demons-
trac@o no caso do infimo se faz de forma andloga.

a

Corolério 2.2 Seja f : [a,b] — R limitada. Para quaisquer partigoes P e Q de [a, bl,
temos s(f; P) < S(f;Q).

De fato, note que P U @ é um refinamento de P e de Q. Logo,

s(f; P) < s(f; PUQ) < S(f; PUQ) < 5(f;Q)-

2.2.2 Integral Inferior e Integral Superior

Agora, apresentaremos os conceitos de integral inferior e integral superior, a
apartir dos quais definiremos a integral de Riemann.
Dada f : I = [a,b] — R limitada e P uma paticao de I, definimos a integral

inferior e a integral superior de f, respectivamente por

b b
[ 1@z =swps(siP), e [ fayia=iggs(siP)
Ja_ p a

onde o inf e o sup sido tomados em relagao a todas as particdes P de I.
Tal como as definimos acima, a integral inferior e a integral superior gozam das
seguintes propriedades:

i) Para quaisquer que sejam as particoes P de |a, b], temos que

b b
s(f;P) < / f(x)dz, [ f(z)dz < S(f; P);

ii) Dado € > 0, existem particdes P e Q de la, b] tais que

b b
[ 1@< <s(5:P), e S(1:@) < [ tarde =
Além disso, sendo P e Q partigoes quaisquer de |a, b], temos que

m(b—a) < s(f; P) < S(f;Q) < M(b—a),
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desde que se tenha m < f(z) < M, para todo @ € [a, b]. Aplicando a proposi¢éo 2.1,

obtemos

m(b— a) < s(f; P) < sups(f; P) < inf S(f; P) < S(f; P) < M(b—a),

Ou seja,

m(b—a) < [bf(::;)d:c < /bf(:::)d:z: < M(b— a).

Ainda, em consequeéncia do teorema 2.1, temos 0 seguinte resultado:

Corol4rio 2.3 Seja P uma partigao de [a,b]. Se considerarmos as somas s(f;Q) e
S(f; Q) apenas relativas s partigoes Q que refinam P, entao os valores para f: flz)dx

e f; f(z)dz permanecem os mesmos.

Prova: Considere os seguintes conjuntos

X = {s(f; P); P é particao de [a,b]};
Y = {s(f;Q); Q é um refinamento de P}.

Note que Y C X, e s(f; P) < s(f;Q), de forma que podemos usar a proposicao 2.4 e
obter supY = sup X, isto &,

b
sups(f; Q) = sups(f; P) = [ f(z)dz.
Q P Ja_

Para mostrar o caso da integral superior, procedemos de maneira analoga.

2.2.3 Funcao Integravel

Podemos definir o conceito de integral a partir das somas inferior e superior, como

segue.
Definicao 2.3 (Integral Segundo Riemann) Seja f : [a,b] — R limitada. Dize-

mos que f € integrdvel(d Riemann) quando suas integrais inferior e superior possuem

o mesmo valor. Indicamos por

f,, ’ fla)da = [ fa)dz = _fjf(m)dm,

onde f: f(z)dz denota um valor comum, que ¢ a integral de Riemann.
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Exemplo 2.2.1 Considere a fungdo constante f : [a,b] — R, onde f(z) = k, para
todo = € [a,b]. Afirmamos que f € integrdvel.
De fato, para toda particio P de [a,b], temos m; = M; = k no i-ésimo intervalo de P.
Da, )

s(f;P)=8(f;P)= ZkA:r,- = kiA:ni = k(b— a).

=1 =1

Segue que sup s(f; P) = inf S(f; P) = k(b — a) e, portanto,

b
f il = hlh=d),

Teorema 2.2 (Condigao Imediata de Integrabilidade) Seja f : [a,b] — R limi-
tada. Entdo as seguintes afirmagdes sao equivalentes:
i) f € integrdvel;

ii) Para todo € > 0, ezistem partigées P e Q de [a,b] tais que
5(£;Q) —s(f; P) <&

iti) Para todo € > 0 existe uma partigio P = {Zo, T1, ..., Tn} de [a,b] tal que
S(f; P)—s(f;P) <e.

Demonstracao: (i) = (ii). Considere os conjuntos

X = {s|s = s(f; P); P é particdo de [a; b]};

Y = (S| = S(f;Q); Q é partigao de [a; }]}.
Pelo corolério 2.2 temos s(f; P) < S(f; Q), quaisquer que sejam s € X e S € Y. Além
disso, sendo f integravel vale sup s(f; P) = inf S(f; @), isto é, sup X = inf Y. Decorre
da proposicao 2.1 que dado & > 0, existem s € X e S € Y tais que S(f;Q)—s(f;P)<e.
(ii) = (iii). Note que a particdo P U Q refina P e Q. Logo, pelo teorema 2.1, temos

s(f; P) < s(f; PuQ) < S(f;PuQ) < S(f:Q)
Donde, obtemos
S(f;PUQ)—s(f; PUQ) < S(f;Q)—s(fiP)<e

(i1i) = (i). De fato, sendo S(f; PUQ) - s(f; PUQ) < &, entdo pela proposicao
2.1 obtemos sup X = inf Y, isto é, sups(f; PUQ) = inf S(f; PU Q) e, portanto, f ¢

integrével.
O
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Teorema 2.3 Sejam f,g : [a,b] — R limitadas.

1) Sejaa < ¢ < b. A funcdo f € integrdvel se, e somente se, as restricoes flaq € fliep

sdo integrdveis, e neste caso, tem-se que

b c b
f f(z)dz = / f(z)dx + / fz)dz.
2) Se f e g sao integrdveis, entao:
i) A soma f + g € integrdvel e
b b b
[+ gtodo = [ sorta+ [ gtwie

i) O produto f-g € integrdvel e, se ¢ € R, tem-se que

_/: c-f(z)dx = cib f(z)dz.

i) Se 0 < k < |g()|, para todo x € [a,b], entdo o quociente f/g € integrdvel.

iv) Se f(z) < g(z), para todo x € [a,b], temos

‘/: flz)dz < f: g(z)dz.

v) O valor absoluto de f, |f|, € integrdvel e

L ' fla)da

Omitiremos a demonstracao deste teorema. Os leitores interessados podem encontra-la

em [9].

< [ 1@ids

Como sabemos, a igualdade presente em (1), no teorema acima, s6 é verdadeira
para a < ¢ < b. Afim de generalizarmos esta igualdade para quaisquer a,b,c € R,

faremos as seguintes convengoes:

) [ " fla)dz = 0;
) fb laddnsss= /; " fa)ds

Com isso, evitamos alguns problemas que poderiam surgir mais adiante.
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2.3 Condigoes de Integrabilidade

Nesta seciio estudaremos algumas condigOes para que uma funcao seja integravel.
Como veremos, isto requer algumas nogdes, as quais faremos uma breve revisao. Para

maiores detalhes, indicamos as referéncias [9] e [7].

2.3.1 Limite e Continuidade

Definicio 2.4 (Limite de Uma Fungéo) Seja f: X C R — R uma fungao real, €
zo um ponto de acumulagdo 'de X. Dizemos que o limite de f(z) quando x tende para
zo € o nimero real L, e escrevemos lim f(z) = L, sempre que, dado € > 0, emste

I—To

d>0tal quexz € X e
0< |z —xo| < 6§ =>|f(x) — L| <€

Este limite, quando existe, € inico.
Fxistem ainda os chamados limites laterais, como veremos a seguir. Mas, primeiro,

consideremos os seguintes conjuntos

X, ={z;¥Ve > 0,(z,z+€)N X # 0};
X' :{:r:;‘v’s>0,(z—r:,:r)ﬂX¢@}.

Os pontos de X, e de X’ s&o chamados, respectivamente, de pontos de acumulagéo a

direita e & esquerda de X.

Definicao 2.5 (Limites Laterais) Seja f: X - R exp € X'.. Dizemos que LeR
¢ o limite 4 direita de f(z), e escrevemos lim f(z) = L, se dado £ > 0, existe 6 > 0
17—"20

tal que

:rg<:r<2:0+6:>|f(:::)—L|<s.

Analogamente, se o € X', L € R serd o limite a esquerda de f(z), e denotado por

lim f(z) = L, sempre que dado € > 0, for possivel obter & > 0 tal que

T—ITg

10— 6 <z < 1o =>|f(z) - L| <e.

1Um ponto zo ¢ dito ponto de acumulagio de um conjunto X quando B(zo,€) N (X — {zo}) #0,
onde B(zo,¢) denota uma bola aberta centrada em o e de raio . Representaremos por X' o conjunto

dos pontos de acumulacdo de X.
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Assim se 7g € X, N X’ , temos que

lim f(z) =L <= lm f(z) = lim f(z)=L.

Lo T—Zg Ty

Definicdo 2.6 (Fungao Continua) Dizemos que uma fungdo f : X C R — R €

continua num ponto zo € X quando, dado € > 0, existe § > 0 tal que x € X e
& — 20 < 8§ => |f(x) = f(wo)| <.

Se , for um ponto de acumulacio de X, entdo f ser continua em o significa que
lim f(x) = f(xo)

Quando uma fungdo f : X — R ndo é continua num ponto zo € X, dizemos
que z é um ponto de descontinuidade de f. Pode acontecer de f ser descontinua em
To, € os limites laterais em tal ponto existirem. Neste caso, diz-se que [ possui uma
descontinuidade de primeira espécie em zo. No caso de um desses limites laterais nao
exitirem, entdo f terd uma descontinuidade de segunda espécie em Zy.

Uma funcdo f : X — R serd continua em X quando for continua em todos
os pontos de X. Vamos considerar entdo uma fungéo f : [a,b] — R e analisar sua
continuidade. Note que todo ponto zo € [a,b] é ponto de acumulagéo de [a, b], e com
isso, podemos avaliar a existéncia do limite em cada um desses pontos. Mas observe
que nos pontos extremos desse intervalo, ou seja nos pontos a e b, s6 podemos falar

em limites laterais & direita e & esquerda, respectivamente, o que nos leva a seguinte

definicao.

Definicdo 2.7 (Continuidade em Intervalo Fechado) Uma funcgdo f :[a,b] — R
serd continua, em [a,b], se forem satisfeitas as sequintes condigoes:

i) f € continua em (a,b);

i) lim f(z) = f(a);

i) lim f(a) = 1(0).

Exemplo 2.3.1 Considere a fungao f : R — R dada por f(z) =az+b, a # 0. Temos

que lim f(z) = f(xo), com xo € R, isto é, f € continua em R.

De fato, dado € > 0, tomando § = ¢/|al, obtemos que

0 < |z — 20| < 8 => |(x) = f(z0)| = lallz — 20| < &.
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Como o € ponto de acumulagio de R e, para todo T, € R temos lim f(z) = f(xo),

T—Xp

entao f € continua em R.

O fato de uma funcdo real ser continua num intervalo fechado (conjunto com-
pacto?), nos d4 informacoes relevantes sobre seu comportamento neste conjunto. Em

especial temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4 (Weierstrass) Se f : [a,b] — R € continua em [a,b], entao exzistem
Zo, T1 € [a,b] tais que,

f(o) < f(z) < f(21),

para todo x € [a,b)].

Este teorema vale para um conjunto compacto qualquer. Observe que ele assegura a
existéncia de valores minimo e maximo, que sdo assumidos em pontos do dominio da

funcdo. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [9].

Definicao 2.8 (Continuidade Uniforme) Uma fungdo f : X — R € dita uniforme-

mente continua no conjunto X se, dado € > 0, existir § > 0 tal que z,y € X €

lz —y| <6 = |f(z) - fly)l <=

Note que no caso da continuidade simples, para cada ponto z do dominio da
funcdo obtemos um & = d(g,z) que depende de € e de z. Isto é, a continuidade é
um fendmeno local. Por outro lado, a continuidade uniforme é um fenémeno global,
pois obtemos um tinico § = é(¢), dependendo unicamente de £, que serve para todo os

pontos x € X.
Teorema 2.5 Se f : [a,b] — R € continua, entao f € uniformemente continua.

Os leitores interessados podem encontrar a demonstracéo desse teorema em [10]. Ob-
serve que a funcgéo do exemplo 2.3.1 é uniformemente continua em R. Com efeito, para
cada € > 0 dado, obtemos § = é(¢) = £/|al, isto é, § néo depende do ponto = € R.

2Um c_ozgljﬁnto X C R é dito aberto q;Lando qualquer de seus pontos for centro de uma bola aberta
contida, inteiramente, em X. Um conjunto X C R é fechado quando seu complementar R - X for

aberto. Todo conjunto X C R que ¢é fechado e limitado, é chamado conjunto compacto.
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2.3.2 Condicoes Suficientes de Integrabilidade

Levando-se em consideracdo todos esses conceitos apresentados, uma questao
natural surgiria no fato de tentarmos estudar a integrabilidade de uma fungao segundo
sua continuidade em um intervalo fechado. Ora, primeiramente, precisamos trabalhar
em conjuntos limitados, isto é, f deve ser limitada. E, ja sabemos, pelo teorema 2.4 que
a continuidade de f num intervalo fechado garante sua limitagao. Estas obeservagoes

nos permite enunciar o seguinte teorema.
Teorema 2.6 Se f : [a,b] — R € continua, entdo f € integrdvel.

Demonstracio: Do teorema 2.5 temos que f é uniformemente continua, logo, dado

£ > 0, podemos obter § < 0 tal que z,y € [a,b] e

=

b=a

lz —y| < d = |f(z) = fly)] <

Seja P = {a = o, ..., 7, = b} uma particéo de [a, b], escolhida de modo que Az; < 4.
Note que no i-ésimo intervalo [z;_;,z;] C P, em vista do teorema 2.4, existem z; e y;
em [a, b] tais que m; = f(z:) < f(z) < f(y:) = M;, para todo = € [a,b]. Isto nos da,

w; = fly) — flm:) < | f(ws) — fz)] < i a

Dai, obtemos que

n n

S(f; P) = s(f; P) = >_(Mi — mi)Az; = > wibdz

=1 i=1

5 n
< b—ﬂ,;Awi

_a(b—u,) =3

b

Portanto, em consequéncia do item (74i) do teorema 2.2, segue que f é integravel.
O
Consideremos a fungéo f : [~1,1] — R dada por f(z) = cos(x). Note que f €
contfnua em [—1,1] e, além disso, é limitada. Logo, segue do teorema anterior que f é

integrével. Por outro lado, se pensarmos na funcdo f como sendo

]l
f(z) = COS — B8 #0; 1)

0 ,sex=0,
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entdo certamente ndo poderiamos utilizar o teorema acima para garantir ou investigar
sua integrabilidade, uma vez que esta fungo é descontinua no ponto z = 0. Surge entao
um problema: o de investigar a integrabilidade de uma funcéo que seja descontinua em
um nimero finito de pontos. Este problema serd resolvido com auxilio do préximno

teorema.

Teorema 2.7 Seja f : [a,b] — R limitada e suponha que a restrigao fljo,q seja in-

tegrdvel, qualquer que seja a < c < b. Nestas condicoes f € integrdvel.

Demonstragio: Temos que |f(z)| < K, para todo z € [a,b]. Sendo f|(,q integravel,
entdo dado £ > 0, existe uma particdo P = {a = o, %1, ..., Zn1 = c} de [a,¢], satis-

fazendo a condigao

S(.ﬂ[a,c];P) - S(fl[a,c]; P) = Zw,;A.’E,- <, %

=1
Assim, pondo z, = b, obtemos uma particao P = {a = zo, 71, ...,z = b} de [a,}].
Além disso, note que —K < f(z) < K implica —K < my, e M < K. Dai, segue que

Wp = M, —m, < 2K. Com isso, podemos obter

walAz, < 2K(b—c) <

?

b | ™M

desde que tomemos ¢, com b — ¢ < /4K . Portanto,

n
o &
le,;A:Bg < §+§ = E£.
=

Da mesma forma, sendo f : [a,b] — R limitada e f|.y integrdvel, para todo ¢ € (a, b],
obtém-se que f é integravel.

O

Coroldrio 2.4 Seja f : [a,b] — R limitada. Se, para quaisquer a < ¢ < d<b, flica €

integrdvel, entdo f € integrdvel.

De fato, fazendo p = (c + d)/2, obtemos a < ¢ <p < d < b. Sendo f|i.q4 integrével,
entdo fip ¢ flp,q também sao integraveis e, em particular, para todo c € (a,p] e todo
d € [p,b). Do teorema anterior, segue que f llws) € flips 80 integraveis e, portanto,

pelo item (1) do tereoma 2.3 f é integravel.



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 34

Corolério 2.5 Se f : [a,b] — R ¢ limitada e possui um mimero finito de pontos de

descontinuidade g, x1, ..., Tn, entdo [ € integrdvel.

Para provar este resultado, note que f é continua e, portanto, integrdvel em cada
intervalo [¢, d], com z;_; < ¢ < d < z;, i = 1,...,n. Do corolério 2.4 segue que ) [—_—
é integrével, para cada i. Logo, pelo item (1) do teorema 2.3, f é integravel.

Segue do coroldrio acima, que a funcao definida em 2.1 € integravel.

Consideremos agora, a classe das fungbes monétonas. Tais fungbes possuem pro-
priedades interessantes, 0 que nos permite analisar sua integrabilidade como veremos
a seguir.

Dizemos que uma funcdo f : X € R — R é monétona se ela for crescente,
decrescente, nao-crescente, ou nao-decrescente. A fungéo do exemplo 2.3.1 ¢é crescente
para a > 0, e decrescente para a < 0. Note que se f : [a,b] — R é monétona, entao
ela é limitada e, além disso, assume seus valores maximos e minimos em pontos de seu

dominio. Sendo assim, faz sentido falarmos em integrabilidade dessas fungges.
Teorema 2.8 Se f : [a,b] — R é mondtona, entdo f € integrdvel.

Demonstragio: Suponhamos que f seja nao-decrescente, isto €, f(z) < fly), para
¢ < y em [a,b]. Primeiramente, observe que f(a) # f(b), pois caso contrério, f
seria constante e, portanto integravel. Consideremos entao, uma particao P de [a, b],
P = {a = z9,...T, = b}, com Az; < ¢/[f(b) — f(a)]. Como no i-ésimo intervalo
[€i-1, 7] C P temos flzsa) < Jla) £ flz:), logo, my = f(zi-1), M = f(zi) e
w; = f(x;) — f(zi-1). Além disso, temos que

n

Z[f(l'-.) = f(zi-)] = f(b) + Z_:f(l'a) - [Z flziz) + f(a)]

i=1 i=1 1=2

= f(6) + Y f(zia) = 3 flaia) = fla)

=2

= f(b) — f(a).

Portanto.

n

S(f; P) — s(f; P) = Y _[f(m:) — f(zi-1)] Az < Fio = 7la) ;[f(l'i) ~ f(zia)] <&

i=1
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Segue, pelo item (iii) do teorema 2.2, que f ¢ integrdvel. Agora seja f néo-crescente,
isto 6, f(z) > f(y), para < y em [a,b]. Note que —f é nao-crescente e, portanto,
integrdvel. Mas —(—f) também é integrével, o que € garantido pelo item (i) do
teorema 2.3. Logo, f = —(—f) é integrével.

O
2.3.3 Uma Condicao Necessaria e Suficiente

Com base no conjunto dos pontos de descontinuidades de uma fungao, Lebesgue
apresentou um resultado de grande importancia, que fornece uma condic@o necessdria
e suficente para que uma fungéo scja integrével.

Considere um subconjunto X C R. Seja Iy, I, ..., In, ... uma sequéncia de inter-

valos tal que
XchuhU..ULU..=|J&
=1

Nestas condigoes, dizemos que a sequéncia acima ¢ uma cobertura de X. De forma
geral, uma cobertura de um conjunto X c R é uma familia C = | J,¢;, Ix de conjuntos

I, tal que X CC.

Definicao 2.9 (Conjunto de Medida Nula) Dizemos que um conjunto X C R tem
medida nula quando, para todo € > 0, podemos obter uma cole¢ao enumerdvel de
interevalos abertos I, Iy, ..., In, ... tais que
xcc=JL eX lhl<e
=1 =1

onde |I;| denota a amplitude do i-ésimo intervalo I;.

Note que todo conjunto enumeravel X = {z1, T2, ..., Tn, ...} possui medida nula. Com

efeito, seja I; um intervalo aberto, com @ = 102 vasy T 05 OTI@

L=z 1":J:‘~|-11i
i= i 2‘!:: 2Q .

Temosque,XCU:"ilIi,etomfmd00<q<1+E,obtemos
[= <} oo q

:‘.I‘-: II-'=-—<_

NN

3Um conjunto X ¢ dito enumerdvel quando ¢é finito, ou quando podemos estabelecer uma bijegéo
p:N— X.
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O conceito de conjunto de medida nula é de importancia fundamental e é¢ com

base nele que Lebesgue apresentou o seguinte teorema.

Teorema 2.9 Seja f : [a,b] — R limitada. Entao f € integrdvel se, e somente se, 0

conjunto dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula.

Note que o teorema 2.6 e o corolario 2.5 sdo consequéncias imediatas do teorema
acima. De fato, sendo f continua, temos que o conjunto D dos seus pontos de descon-
tinuidade é vazio, logo é finito e, portanto, enumeravel. Segue entéo que f é integravel.
Da mesma forma, D é finito, entdo ele é enumerdvel e, consequentemente, tem medida

nula. Donde, f é integravel.



Capitulo 3

O Teorema Fundamental do Calculo

Agora que j4 sabemos em que condigoes uma fungao limitada f : la,b] — R é
integravel, podemos iniciar nossa discussao sobre o Teorema Fundamental do Célculo.
E claro que este teorema tem sua importancia histérica e, posteriormente, foi moti-
vando vérios estudos para as mais diversas dreas de aplicagao, tais como a Mecanica
e as Equagdes Diferencias. Como sabemos, Newton e Leibniz, desempenharam papel
fundamental, fornecendo ferramentas matematicas que foram a base para o desenvolvi-
mento de uma das mais importantes dreas da Matemética, chamada Anélise, motivada

por problemas de muitas dreas, principalmente relacionados & Fisica Matematica.

3.1 A Derivada de Uma Funcao

Para nosso estudo, a idéia de derivada desempenhard papel importante, uma
vez que enconta-se, juntamente com a idéia de integral, intimamente relacionada ao
Teorema Fundamental do Célculo. Comecemos entéo com o problema de determinar a
reta tangente ao gréfico de uma funcéo f, passando por um dado ponto P = (o, f(%0a))-
Uma representagao para este processo, pode ser vista na figura 3.1.

Como sabemos, para determinar uma reta basta conhecermos um de seus pontos
P e seu coeficiente angular m, que fornece a inclinago da reta. Neste caso, temos que

m, = {020+ 85) = /]
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Como queremos determinar a reta tangente t em (xo, f(7o)), tomamos x cada vez mais

préximo de o, isto é, fazendo © — ro. Dessa forma, obtemos o coeficiente angular de

t, a saber
I (€L (1))
T—ITo r— Ty

(3.1)

E obtemos que a reta t procurada é dada por

y = f(zo) + mu(z — z,).

fx)

flxo)

Figura 3.1: Aproximacao da reta tangente ¢ ao gréfico de f e passando por (zo, f (z0)),

através das retas secantes s, sy, S2.

Quando calculamos o coeficiente angular, dado em (3.1), o que fazemos na ver-
dade, é obter a derivada da fungéo f no ponto zp. O conceito de derivada é de aplicagao

imensa e, por isso, também merece um pouco da nossa atengao.

Definicdo 3.1 (Derivada num ponto) Seja f : X € R — R e xo um ponto de
acumulagdo de X pertencente a X, isto €, zg € X N X'. Dizemos que [ € derivdvel no

ponto T se existe o sequinte limite

f!(xl]) — lim f(.’L') i f(:Co) )

T—Io T — Ty

Neste caso, o valor f'(zo) € a derivada de f no ponto Zo.

Dizemos que f é derivdvel em X, e denotamos f'(x), quando f é derivdvel em todos
os pontos z € X N X',

Na definicdo acima, fazendo h = = — o, obtemos

f(zo+ h) — f(h)

F(@o) = JlaiE}) h )




CAPITULO 3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO 39

A funcéo constante f : R — R, dada por f(z) = k, onde k é um constante, ¢ derivavel
e f'(z) = 0. De fato, como f(z) = k, para todo z € R, temos que f(z+ h)— f(z) = 0.
Logo, f'(z) = 0.

Observe que se 7o € X' N X, entdo s6 faz sentido falarmos em limite lateral &

direita e por isso, se define a chamada derivada a direita da fungao no ponto zp, pondo
f:_(I{]) = lim M — lim f(@o+h) — f(l'a)‘

z—z; T —Tp h—0* h

Da mesma forma, se define a derivada lateral & esquerda da funcao f no ponto zo,
denotada por f’zo, onde 7o € X N X, E claro que, sendo x5 € X’ N X, entdo f
serd derivével em z, se, e somente se, as derivadas laterais f (o) e f’(zo) existirem e
tiverem o mesmo valor.

Note que se f é derivavel em o, entdo f também é continua neste ponto. De
fato, para = # xp, temos que

f(z) - f($0)(

T =T

f(z) = f(zo) =

e Io).
Tomando o limite com = — x, obtemos

lim [f(z) — f(z0)] = f'(zo)lim (z — zo) = 0 = lim f(z) = f(0)-

z—0 T—z0
Ou seja, f é continua em zp. Observe que nada podemos concluir em relacdo a conti-
nuidade da derivada f’(z) no ponto zo. Se f': I C R — R é continua em /, ento fé
dita continuamente derivdvel em I ou, equivalentemente, f € de classe or,

A teoria de derivada nos proporciona resultados que séo de grande importancia,
no que diz respeito ao estudo do comportamento de funcoes. Dentre tantos reultados,
temos um interesse particular pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange. Antes,

porém, precisamos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Rolle) Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f for

derivdvel em (a,b), entdo existe um ponto c € (a,b) tal que Fie)="190.

Teorema 3.2 (Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e
derivdvel em (a,b). Entdo eviste um ponto xo € (a,b) tal que

1) = £(a)

fl(@o) = ——,
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Demonstragiao: Consideremos uma funcao g : [a,b] — R, dada por

o@) = f(@) + 1O _g)

Note que g é continua e ainda, g(a) = f(a) e g(b) = f(b). Além disso, para todo
z € (a,b), temos que

/(o) = 101
Agora, defina ¢ : [a,b] — R, pondo ¢(z) = g(z) — f(z). Ora, ¢(z) = ¢'(z) - f'(=),
para todo z € (a,b). Como ¢ é continua em [a, ], com p(a) = p(b) = 0, podemos usar
o teorema de Rolle e obter ¢/(zo) = 0, isto é, ¢'(z0) = f'(x0), para algum z € (a, b).
Donde,

_ ()~ f(a)

—da

fr(mn) b

f(®)
f "(x o)

f(a)

4

Figura 3.2: Representacéo gréfica para o Teorema do Valor Médio.

Em outras palavras, o teorema 3.2 nos diz que se f é continua, entéo existe pelo
menos uma reta tangente ao grafico de f, cuja inclinacdo é a mesma que a da reta

secante que passa pelos extremos do intervalo. A figura 3.2 exemplifica este fato.

Coroldrio 3.1 Se f : [a,b] — R € continua e tal que f'(z) = 0, para todo = € (a,b),

entao [ € constante.

De fato, suponha z,y € [a,b], com z < y. Pelo Teorema do Valor Médio, temos

0= 101 1) si) = Fea -

para algum ¢ € (z,y). Por hipétese, f'(c) = 0. Segue que fly) = f(x), isto é, f é

contante, o que completa a prova do coroldrio.
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Geometricamente, observamos pelo corolédrio acima, que sendo f'(z) = 0, entao

a reta tangente ao gréfico de f é horizontal e, portanto, f s6 pode ser constante.

3.2 Derivada e Integral: Existe Alguma Relagao?

Para justificar o titulo desta se¢ao, vamos considerar, de inicio, o problema de
determinar a velocidade instantanea de um movel, movendo-se numa trajetéria qual-
quer. Seja s = 5(t) a posicdo do mével no intante ¢ > 0. Assim, no instante ¢ + At,
onde At é a variacio de tempo, sua posicao serd s(t + At) e o espago percorrido entre
t e t + At serd dado por

As = s(t + At) — s(t).

Por definicdo, a velocidade média v, neste intervalo de tempo, é dada por

_As _ s(t+At) —s(t)
- At At

Um

Se o movimento é uniforme, a velocidade média permanece constante em todo
o movimento e, portanto, serd igual a velocidade instantanea do mével. Supoﬁhamos
entdo, que o movimento nao seja uniforme e tentemos determinar a velocidade instan-
tanea. Perceba que a velocidade instantanea nos fornece informacoes precisas a respeito
do movimento e, além disso, é um fendmeno local, assim como o limite. Como queremos
saber o que se passa, em relacao A velocidade, em cada instante ¢, precisamos tomar
intervalos de tempo cada vez menores e determinar a velociade média em [t,t + At].
Dessa forma, fazendo At — 0 obtemos

s(t+ At) — s(t
“”:E%( Al -

que é a velocidade do mével no intante i. Observe que v(t) = §'(t).

Imagine agora que estamos diante do problema inverso, isto ¢, conhcemos a ve-
locidade v(t) e queremos determinar uma fungao s(t) que fornega a posicdo do mével.
E de uma forma mais geral, poderiamos nos questionar: serd possivel determinar uma
funcao conhecendo-se sua derivada? Esta questdo merece ser tratada com mais cautela

e é uma motivacio para o conceito de primitiva de uma funcao.
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3.2.1 Primitiva de Uma Funcao

Antes de fazermos qualquer referéncia sobre a existéncia de primitivas e suas

propriedades, precisamos formalizar este conceito.

Definigao 3.2 (Primitiva de Uma Funcgao) Dada uma fungao f : [a,b] = R, cha-
ma-se primitiva de f a uma fungdo derwdvel F : [a,b] — R, tal que F'(z) = f(x), para
todo z € [a,b)].

Considere uma funcéo f : [a,b] — R integrdvel. Sabemos que para todo = € la, b],
a restrigdo f|o € integrével, e entdo podemos definir uma funcéo F : [a,b] — R pela

relagao

Flz) = / Ft)dt, Va € [a,b]. (3.2)
Teorema 3.3 A funcdo F definida em (3.2) € continua em [a,b].

Demonstragio: Sejam x,y € [a,b], com z < y, e k > 0 tal que |f(¢)| < k, para todo

Pw) - F@)| = | [ 10a- [ st =| [ s [ st

= I/:f(t)dt‘ gf:kdtzk(y—a:)

< kly — z|

t € [a,b]. Temos que

Assim, para todo € > 0, dado arbitrariamente, obtemos d = /k, tal que
ly—z| <d = |F(y) - Fz)| <,

o que prova a continuidade de F'.
O
O fato de F ser continua em [a,b] a faz uma candidata a ser primitiva de f,
pois ha a possibilidade dela ser derivével e mais ainda, satisfazer a condicdo F' = f.
Contudo, devemos exigir alguma condigao sobre a fungéo f e é nesta dire¢do a que nos

leva os préximos resultados.

Teorema 3.4 Seja f : [a,b] — R integrdvel. Se f € continua em zo € [a,b], entao a

funcgdo definida em (3.2) € derwdvel em xo, com F'(z0) = f(xo).
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Demonstracio: E suficiente mostrar que as derivadas laterais F (o) e F. (zg) s@o
iguais a f(zo).

Sendo f continua em zo, entdo dado & > 0, podemos obter & > 0 tal que ¢ € [a,b] e
|t — 0| < & = |f(t) — f(@o)| <&
Mostremos primeiro que F’.(zo) = f(zo). Para tanto, dado £ > 0, precisamos obter

6 > 0 tal que h+ xp € [a,b] e

0<h<d=—> ‘F(I°+h}1_F(IO) — f(zo)

< €. (%)

Note que

Bt~ (zo) _ f(xo)\ = \% [ f ™ - f B f(t)dt] ~ f(ao)

Como,
f:whf(t)dt—f:n f(t)dt = _/x: f(t)dt+/:u+h f(t)dt:]z:0+hf(t)d¢1

da igualdade anterior, obtemos que

B xo+h
F.(.."Jn + h-}]" F (o) . f(il?o)‘ = % f f(t)dt — hf(zo)
zo+h zo+h
- % f f(t)dt — f flxo)dt
[ - s
zo+h
< % f 1)~ Flan)l
< % -e-h=e.

Portanto, a condigio em () é satisfeita, ou seja, F, (zo) = f(zo). Falta mostrar que
F’(zq¢) = f(x0). Seja entdo —4 < h < 0. Temos que
~F L] -
F(zo + h’)l (320) o f(:rn)‘ — —-ﬁ f(g;n)dt s f(t)dt(

zo+h zo+h

/ " ey - / o f(xo)dt‘

To To

[ - fanldf

o= = = I

Il

o+h
- L ”' F(&) — F(zo)lt
<——g-(—h)==¢.
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Isto mostra que para todo & > 0, podemos obter § > 0 tal que zo + h € [a, b e

-d<h< 0= F($0+h’1* Flzo) — f(=o)| < €.

Donde, F’ (z¢) = f(zo)- E claro que nos pontos a e b, extremos do intervalo [a, b],
temos somente uma das igualdades, isto é, F'.(a) = f(a) e F.(b) = f(b).
0

Como consequéncia imediata do teorema acima, temos o seguinte resultado:

Coroldrio 3.2 Seja f : |a,b] — R continua. Entdo a fungao F : la,b] — R, definida

em (3.2), é uma primitiva de f.

No teorema 3.4 é importante notar que a continuidade de f em zp é apenas uma
condicdo suficiente, mas nao necessaria, para que F'(xq) exista. J& o corolario 3.2 nos
garante que toda funcéo continua num intervalo fechado possui primitiva.

Consideremos uma funcéo f : [-1,1] — R, dada por

0; se -1<t<0,
ft) = (3.3)

1;se 0<t<1l.

Observe que f possui uma descontinuidade de primeira espécie em t = 0, pois

lim f(t)=0 e lim f(t)=1.

t—0- t—0t
Logo, f é integravel. Sendo assim, para F : [~1,1] — R, dada por F(z) = [] f(t)dt,

temos
0; se —1<z <0,
F{x) =
r;se O<z<l.
Como F'(0) = 0 e F,(0) = 1, segue que F' nao é derivével em x = 0 e, portanto, néo
é primitiva de f. Isto indica que deve haver alguma condi¢do necesséria sobre o ponto

Zo, de forma que exista F”(zo).

Teorema 3.5 (Darboux) Seja f : [a,b] — R derivdvel em la,b], e y satisfazendo

#(a) <y < f'(b). Entdo, eziste x € (a,b) tal que y = f'(z).

Em outras palavras, este teorema, também chamado de teorema do valor intermediario
para derivada, nos diz que f’ assume todos os valores entre f'(a) e f'(b), desde que f

seja derivdvel em [a, b].
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Coroldrio 3.3 Se f : [a,b] — R € derivdvel em [a,b], entdo f' : [a,b] — R ndo pode

ter descontinuidades de primeira espécie.

De acordo com este coroldrio , fica claro que a funcéo f, dada em (3.3), néo possui
primitiva. Com efeito, f possui uma descontinuidade de primeira espécie em = = 0.
Portanto, néo pode existir uma fungdo F : [a,b] — R derivével em [a,b] tal que
F’ = f. Evidentemente, ndo podemos tirar a mesma conclusao se a descontinuidade
for de segunda espécie, pois existem fungbes que apresentam tal descontinuidade e,

mesmo assim, possuem primitivas.

Teorema 3.6 Se F e G sdo primitivas de uma funcao f : [a,b] — R, entao elas

diferem por uma constante, isto é, F — G =k, k € R.

Demonstragdo: Como F’' = f e G' = f, temos (F —G)' = F' — G’ = 0. Segue do
coroldrio 3.1 que F — G = k, ou seja, F(z) = G(z) + k, com k constante.

O

Como vimos anteriormente, a continuidade de f : [a,b] — R garante a existéncia

de uma primitiva G : [a,b] — R dada por

G(z) = f " f(t)t.

Além disso, se F também for uma primitiva de f, temos F(z) = G(z) +k, para alguma

constante k € R. Dai,
F(z) = / f(t)dt + k.

Logo, para z = a e x = b, obtemos F(a) =k e

F(b) = f ’ ft)dt + k.

Com isso, temos que \
/ f(t)dt = F(b) — F(a). (3.4)
a
A ltima igualdade acima nos mostra claramente que é possivel obter a integral
de f, suposta continua em [a, b], em fungao de sua primitiva F, sendo o valor da integral
igual a diferenca F(b) — F(a), que a primitiva assume nos extremos do intervalo [a, b].

Como F’ = f, podemos reescrever a igualdade (3.4) como segue

/ " P(t)dt = F(b) - F(a).
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Isto mostra que hé, de certa forma, uma relacdo entre a integral e a derivada de f,
desde que f seja continua.

De forma geral, esta relacdo também é observada para uma classe de funcoes,
ndo necessariamente continuas, mas integréaveis. E o que nos assegura este fato €

exatamente o Teorema Fundamental do Célculo.

3.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Finalmente, chegamos ao teorema que motivou o nosso trabalho. O Teorema
Fundamental do Célculo tem importancia histérica, e motivou novos estudos, que re-
sultaram numa teoria mais geral sobre integragdo. Sem diivida alguma, os trabalhos de
Riemann e, posteriormente, Lebesgue ampliaram em muito esta teoria. Este teorema
é o resultado mais importante dos célculos Diferencial e Integral e, também o elo de

ligacao entre estas duas teorias, como veremos logo a seguir.

Teorema 3.7 (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f : [a, b] — R integrdvel.

Se f possui uma primitiva F : [a,b] — R, entao
] f(a)dz = F(b) - F(a).

Demonstragio: Seja P = {zo,71,...,4n} uma parti¢do de [a,b]. Note que F é
continua no i-ésimo intervalo [z;_1,z;] de P e, além disso, é derivavel em (z;_1,%i),
para cada i = 1,2,...,n. Dessa forma, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio,

obtendo

ey = FE) = F@i) ) gy - Fai) = P& (@ - 7ia),

T — Tj—1

para algum &; € (z;-1, ;). Logo,
F(b) - F(a) = Y [Flzi1) — F(ai)] = ) F'(&) A,
i=1 i=1
para z;—1 < & < z;. Denotemos por m/, e M o infimo e o supremo de F’ no i-ésimo

intervalo [z;_1,x;] de P. Assim, m} < F'(&) < M] e temos

E miAz; < Z F'(&)Ax; < Z M!Ax;.

=1
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Como F' = f, obtemos
s(f; P) = s(F'; P) < F(b) — F(a) < S(F'; P) = 8(f; P)-

Dali, segue que

b
/ f(z)dz < F(b) — F(a) < / flz)dz.

a

Sendo f integrdvel, por hipétese, resulta que

[ @z =F®) - Pla) = [ f@)ie
Portanto, :
fa f(z)dz = F(3) - F(a).
O

O resultado mais importante que o Teorema Fundamental do Célculo nos mostra
é a ligacao entre o Célculo Diferencial ¢ o Célculo Integral. De um lado, temos a
determinac@o da inclinacao da reta tangente, associado ao conceito de derivada, e de
outro, o célculo de drea, ao qual associamos a integral definida.

Além disso, este teorema nos diz que para se calcular a integral de uma fungao f,
basta determinarmos uma de suas primitivas. Isto reduz em muito 0 nosso trabalho,
pois, em geral, o célculo de primitivas ¢ bem mais simples.

Como sabemos, uma vez conhecida uma primitiva, podemos obter todas as outras.

Do T.F.C., segue que todas as primitivas F' da fungao f : [a,b] — R séo da forma

F(z) = / " fydt + k,

onde k é uma constante.

3.4 Aplicagoes
Para completar o nosso estudo, apresentaremos a seguir duas aplicagoes do

Teorema Fundamental do Célculo.

3.4.1 Uma Demonstracao do Teorema do Valor Intermediario

O Teorema do Valor Intermedidrio nos diz que toda fungao continua num inter-

valo fechado assume todos os valores intermedidrios entre dois de seus pontos. Este
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teorema constitui uma ferramenta matemética importante. Uma de suas aplicagoes é

a determinacéo da existéncia de raizes de equagoes.

Teorema 3.8 (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R continua e

y tal que f(a) < y < f(b). Nestas condigoes, existe To € (a,b), satisfazendo y = f(xo).

Demonstragio: Sendo f continua, e consequentemente integravel, entdo o T.F.C.

nos garante a existéncia de uma primitiva F' de f, onde

Fz) = f " {0t Va € [a,b]. (3.5)

Por hipétese, temos f(a) < y < f(b). Como F'(z) = f(z), para todo z € [a,b], segue
que

F'(a) <y < F'(b).

Note que F satisfaz as condi¢oes do Teorema de Darboux, de tal sorte que existe
zo € (a,b), com y = F'(z0) = f(20). Isto completa nossa demonstracao.

O
3.4.2 A Irracionalidade do Nuimero 7

A primeira prova da irracionalidade de 7 se deve ao matemético Johann Heinrich
Lambert (1728-1777), que em 1761 apresentou sua prova A Academia de Berlim.
Como sabemos, o nimero 7, cujo valor aproximado € 3,141592..., estd direta-
mente associado ao cdlculo do comprimento C' de uma circunferéncia de raio r, através
da relagao
C = 2.

Nos direcionaremos entdo, com o objetivo de mostrar a irracionalidade de m, uti-
lizando como uma das ferramentas matematicas, o Teorema Fundametal do Célculo.

Comecaremos com o0 seguinte resultado.

Lema 3.1 Considere uma fungdo f : R — R, dada por

(1 —z)"

- , (3.6)

flz) =

onde n € N. Entao:

1
i) Para todo x € (0,1), temos 0 < f(z) < =
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i1) Ezistem constantes inteiras, cpn, Cni1, .-, C2n € Z, tais que
1 n n+1 2n
fa) = ;I—l(cﬂa-: + Ca 1™V + ... + C2nZ™"), VZ € R;

iti) Para todo k € N, temos que f*(0), f*¥(1) e Z

Prova: i) Note que 0 < z < 1 implica 0 < 2" < 1. Além disso, temos —1 < —z < 0,
o que nos fornece 0 < 1 —z < 1. Logo, 0 < (1 —z)" < 1. Como n! > 1, para todo
n € N, entao

"(1—z) 1

B<PMl—E)' €< 1=l ——"—< =
n! n!

ii) Desenvolvendo o Binomio de Newton de (1 — z)", obtemos
ol L) i _ —~ (n i i
Q-z)*= ; (i)l (—z)' = g (i)(—n z
Com isso, podemos escrever f(z) da seguinte forma
1 Z (n
D SN : ﬂ+f.
s = 23 ()= 532 (7) e

Se desenvolvermos 0 somatdério, entao

f(z) = % [(g) " — (’;)z"“ T (2)(-1)":52"] . (3.7)

Note que cada um dos coeficientes de z"**, para i = 0,1,...,n, s80 nimeros inteiros,
ou seja, sdo os coeficientes desejados. Além disso, cada um desses coeficientes podem

ser obtidos através da expressao

Ciidi = (':)(—1)", i=0,1,..,n

Substituindo cada um desses coeficientes em (3.7), obtemos

2n
1 1 .
flz)= ((n-ﬂ + a1 ™ + o+ n2™) = = Z Gzt

Por esta igualdade, vemos que f é um funcéo polinomial de grau 2n.

ii1) Derivando f um ndimero k de vezes, obtemos

F®)(z) = ZC‘ —(k—-1)z"*, k<. (3.8)

n! i=n
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Observe que se k < n, entdo cada um dos termos de f*)(z) séio miiltiplos de x, pois o
menor grau que aparece nos termos de f é igual a n. Neste caso, o maior valor que k
pode assumir é n — 1. Note que

2n
Fo@) = =3 eili— 1), = (0 = 22

i=n
2n

=~ len(=1).20+ 3 aili=1)-6= (-2

i=n+1
Dai, segue que f™1(0) = 0. Além disso, todas as derivadas de ordem inferior a n—1
também se anulam em 0. De fato, cada uma dessas derivadas é uma fungao polinomial,
cujo 0 menor grau que aparece nos seus termos é maior do que 1. Isto é, em cada termo
aparece uma expressao da forma z™, com m > 1. Com isso, obtemos f (k)(0) = 0, para
todo k < n.

Agora, seja n < k < 2n. Sabemos que todos os termos de f apresentam a
expressao ™ em sua composicdo. Com isso, os termos com m < k, tem derivadas de
ordem k todas nulas. Por outro lado, aqueles em que m > k, tém derivadas multiplas
de z e, consequentemente se anulam em 0. O tnico termo que nao se anula em 0 é 0

termo independente de f*)(z). Fazendo k =i em 3.7, obtemos
1 1
k) () — it
f®(0) = Eckk(k —1)..1= —eck!.
|
Sendo n < k, resulta que -:% € N. Isto é, f*)(0) € Z. Além disso, se k = 2n, entdo

f‘z“)(a:) = %czn(Zn)!.

Dai, segue que f*)(0) = 0, para k > 2n.
Para mostrar que f*)(1) € Z, basta notar que

f(I) _ Iﬂ(l _ x)n _ (1 —-x)n(l - (1 — m))ﬂ - f(l . :II).

n! n!
Pela regra da cadeia, temos f®)(z) = (=1)kf®)(1—z). Dai, f®(1) = (=1)kf®)(0) € Z.
O

Lema 3.2 Se 22 € irracional, entdo x € irracional.

De fato, se z fosse racional entao existiriam r,s € Z, s # 0, com mdc(r, s) = 1, tais
2

T P i T T
que z = —. Dai, terfamos z* = T~ 3 € Q. Absurdo!
s

Agora estamos em condigoes de provar a irracionalidade de . Vamos ao trabalho!
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Teorema 3.9 O nimero w2 € irracional e, portanto, ™ também €.

Demonstracao: O lema 3.2 ja nos garante que se 72 for irracional, 7 também serd.

Assim, s6 precisamos mostrar que 7 ¢ irracional. Suponhamos entao que 7% seja

racional. Logo, existem p, ¢ € Z, com mdc(p, ¢) = 1 e g # 0, tais que 7t ==
Considere as funcoes F,G : R — R, dadas por

F(z) = ¢* [ f(z) = 7" 2f"(2) + .. + (=) Drt 0D (z) + (=1)"x* {4 ()] ;
G(z) = F'(z)sen(rz) — mF(z) cos(nz),

onde f ¢é a fungéo definida em (3.6). Derivando F' e G, temos

F'(x) - qn [7I'2nf’($) . ,ﬂ,2n—2f{3)($) Je ol (_1)(n—1)ﬂ_4f(2n-1)(m)] ;
G'(z) = F"(z)sen(nz) + nF'(z) cos(nz) — 7F'(z) cos(mx) + n° F(z)sen(nz)
= sen(nz)[F"(z) + m*F(z)]. =

Note que

F'(z) = ¢ [12" (&) — 12 fD(g) + .+ (=) £ )]
= —n?q [ 2 (2) + D () — o~ (1) I )]
= g [T R ) = (1) )]
= —n* [F(z) - """ f(x)]
= —n"F(z) +q"7r2“+"’f (z).

Com isso, obtemos que

G'(x) = sen(nz)[-m*F(z) + ¢"n*"** f(z) + n°F ()]

= sen(mx) f(x)g w2

Observe que

n
qnﬂ_2n+2 qn (3_)) '}T2 _ pnﬂ'2.
q

Logo, G’ serd dada por
G'(z) = sen(mz) f(z)p"n*.

Isto indica que se G’ admite primitiva, entdo a funcdo G, acima definida, é uma delas.

Mas para isto, precisamos primeiro, analisar se G’ é integravel em algum intervalo
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fechado. Sabemos pelo item (i) do lema 3.1 que a funcdo f ¢ limitada em [0, 1]. Também
sabemos que 0 < |sen(z)| < 1, para todo z € R. Em particular, 0 < |sen(rz)| < 1,

para todo z € [0, 1]. Assim, temos
G'(w)| = [sen(ma) f(@)p"n?| < 77, Va € [0,1].
T

Dessa forma, vemos que G’ é limitada em [0, 1]. Pelo item (72) do lema 3.1, temos que
f é uma funcao polinomial e, portanto, continua em [0, 1]. Como a fungao sen(mx)
também ¢é continua neste intervalo, 0 mesmo ocorre com G’. Dessa forma, concluimos
que G' ¢ integrével em [0, 1] e, portanto admite primitiva.

Agora, note que para todo 0 < € < 1, temos [¢,1 — €] C [0,1], isto &, a restricdo
G'|je,1—¢) € integravel. Dai, usando o Teorema Fundamental do Célculo e fazendo ¢ — 0,

obtemos,

1-€

/1 m2p"sen(nz) f(z)dz = lim n?p"sen(rx) f(z)dx
0

e=0 [,
= lim[G(1 —¢) - G(e)] (3.9)
= G(1)—G(0),
que é a integral de G’ no intervalo aberto (0, 1). Precisamos entao de alguma informacao

sobre os valores de G(0) e G(1). Temos,
G(0) = F'(0)sen(0) — mF(0) cos(0) = —mF(0);
G(1) = F'(1)sen(n) — mF(1) cos(w) = nF(1).

Pelo item (4ii) do lema 3.1 vimos que f®(0), f*)(1) € Z. Além disso,

k
g =g (%) — ¢ *t e,

para todo k = 1,2,...,n. Estas informagOes nos garante que F(0),F(1) € Z. De 3.9,

temos que

/ " wPaantoes) e S E Gl)_ =E (0): F)) _ pay+ F0) ez

1
Observe que, 0 < sen(nz) < 1le0< f(z) < —» para todo z € (0,1). Logo,

0 < mp"sen(rz) f(z) < ﬂ-%. (3.10)

Para darmos continuidade, precisamos de alguns resultados sobre sequéncias.

Para mais informacoes sugerimos as referéncias [9] e [6].
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Definicao 3.3 Dizemos que uma sequéncia T, tem limite L, e escrevemos limz, =L,
sempre que dado € > 0, for possivel obter ng € N, tal que

n>ng = |z, — L| <&
Se tal limite existe, dizemos que z, converge para L. Caso contrario, diz-se que x,
diverge.

Exemplo 3.4.1 Se z, > 0 para todon € N e lim s

=a < 1, entao limz, = 0.
ki)

. Tyl - .
De fato, como lim ;+ = a, entao dado £ > 0, exite ng € N, tal que
n
Tadi Tn41
n>ng=s |2t _glce=a-e<T= <a+e.
Ty Tn

Tnt1

Agora, considere ¢ € R, com a < ¢ < 1. Como 0 < zy, entdo 0< . Assim, para n

T
suficientemente grande, temos que

Tnil
0< =
I

< == < @i <o Th< Tnis

Ou seja, z, é uma sequéncia monétona e limitada, pois 0 < z, < Tpy+1, Para todo
n > ng. Segue que z, é convergente!. Seja L = limz,. Sendo T4y < €T < Tny
fazendo n —, obtemos que ¢-L = L, isto é, (c—1)-L = 0. Comoc< 1, temosc—1<0
e, com isso, resulta que L = 0. Donde, s, =4

n

Afirmagao: A sequéncia z,, cujo termo geral é dado por z, = %, converge para 0.

De fato, temos que
Tnt1 _ s ) P_‘ R
tn (n+1)! p* n+1

Lnt1

Fazendo n — oo, obtemos que lim — 0. Portanto, pelo exemplo anterior, resulta

n

1
lim z,, = 0. Logo, da defini¢ao 3.3, fazendo € = p podemos obter ng € N tal que

p" 1
n>nyg=—= — < —.
n! T

Assim, para n suficientemente grande, resulta de 3.10 que

0 < mp"sen(mz)f(z) <1=0< /1 np"sen(nz) f(z)dz < 1.

1Toda sequéncia monétona limitada é convergente.
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Isto significa que 0 < F(0) + F(1) < 1, o que é um absurdo, pois F(0)+ F(1) € Z.
Portanto, 72 ¢ Q, isto é, n* é irracional. Finalmente, pelo lema 3.2, segue que 7 e

irracional.

O

Com estas aplicacoes encerramos a nossa discussao.

Obrigado!
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