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Resumo

A deteccao do espectro é o primeiro passo para a utilizacao oportunista de
frequéncias em Réadios Cognitivos (RC). A maioria das técnicas propostas anteriormente
para deteccao do espectro normalmente possuem um desempenho ruim em cendrios com
baixa SNR (Signal-to-Noise Ratio), e aquelas que possuem bom desempenho possuem,
via de regra, um maior grau de complexidade. Neste trabalho, é apresentado um método
inédito baseado em modelamento esparso para deteccao do espectro e identificacao de
canais livres para o espectro do sistema de televisao digital aberta brasileiro, considerando
os efeitos do ruido aditivo gaussiano branco (Additive White Gaussian Noise - AWGN) e
atenuacao de sinal. A deteccao é aprimorada por meio do uso de técnicas de decomposicao
matricial e os resultados mostram que o método proposto é capaz de identificar a ocupacao

dos canais com alta precisao, mesmo em cenarios com SNR critica.

Palavras chave: Espectro, Detecgao, Modelamento esparso, AWGN, Performace.



Abstract

Spectrum sensing is the first step for enabling opportunistic frequency utilization
in Cognitive Radios (CR). Most of the previous proposed techniques for spectrum sensing
usually perform poorly in low SNR scenarios, and those having good performance normally
have high complexity. In this paper, it is presented a method based on sparse modeling
for spectrum sensing and free channel identification for the open digital television system
spectrum in Brazil, considering the effects of additive white Gaussian noise and signal
attenuation. The detection is enhanced through the use of matrix decomposition techniques
and the results show that the proposed method can identify channel occupancy with high

precision, even in critical SNR scenarios.

Keywords: Spectrum, Detection, Sparse modeling, AWGN, Performance.
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1 Introducao

Em diversos paises, a utilizacao do espectro de frequéncias é regulamentada por
ageéncias regulatérias, que atribuem a cada usuario regulamentado (primdrio) uma certa
faixa de frequéncias (canal). No Brasil, a entidade regulatéria responsavel por fazer essa
regulamentagao é a Agéncia Nacional de Telecomunicac¢oes (ANATEL), que estabelece o
sistema de televisao aberta digital (SBTVD - Sistema Brasileiro de Televisao Digital) na
banda UHF (Ultra High Frequency), que vai de 470 até 800 MHz. Essa banda é dividida
em 55 canais, cada qual com 6 MHz de largura de faixa.

Em um mesmo sistema ha, normalmente, muitos canais que nao sao utilizados,
seja por falta de usudrios interessados, ou mesmo porque usuarios que receberam autorizacao
de transmissao ainda nao comecgaram a fazé-la, ou, ainda, interrompem a utilizagao em
determinados instantes. A fim de melhorar o aproveitamento do espectro, foi proposto
seu uso dinamico, por vezes chamado de oportunista. Tal uso consiste em permitir a
transmissao por usuarios nao regulamentados pela ANATEL, denominados oportunistas
ou secundarios, em canais que estejam livres em um dado momento. O uso oportunista
do espectro foi um dos pilares para a proposicao dos Rédios Cognitivos (RC), que sao
sistemas de transmissao que conseguem se adaptar ao ambiente em que se encontram.

Uma das tarefas basicas dos sistemas supracitados consiste na deteccao do
espectro para determinar os canais sem uso em um dado instante para, entao, iniciar
neles uma transmissao oportunista. Muitos métodos tém sido sugeridos para possibilitar a
deteccao do espectro em RC, tais como filtros casados e técnicas baseadas em autocorrelacao,
que envolvem um certo grau de complexidade e consideravel custo computacional. Dentre os
métodos sugeridos, pode-se destacar o método da energia, o qual identifica canais ocupados
e livres por meio da comparacao da energia dos mesmos com um certo limiar. Apesar de
ser um método simples e de baixo custo computacional, sua eficiéncia é comprometida em
cenarios espectrais com baixa SNR devido a sua elevada sensibilidade ao ruido.

Assim, muitos dos métodos propostos para a deteccao do espectro possuem
desempenho insatisfatério em cenarios com baixa SNR, e aqueles que possuem bom
desempenho nestes normalmente envolvem um maior custo computacional, o que inviabiliza
seu uso em muitas aplicagoes. Esse problema, porém, pode ser mitigado se as propriedades

dos sistemas de comunicacao forem levadas em consideracao durante o processo de deteccao.



Por exemplo, a maioria dos canais do SBTVD encontram-se livres em muitas regioes do pais.
Isso sugere que a ocupacao das bandas de frequéncia desse sistema possam ser modeladas
utilizando técnicas esparsas. Por naturalmente resultar na criagao de modelos esparsos
para sinais, que sao mais compactos que sua representacao convencional, o uso dessas
técnicas implica no uso de uma menor quantidade de memoéria e poder computacional
durante o processo de deteccao espectral.

Nesse trabalho, é apresentado um método robusto e nao-paramétrico para
deteccao espectral e identificagdo de canais livres na banda UHF, que explora a natureza
esparsa da utilizacao dos canais do SBTVD. Esse método faz uso de técnicas baseadas
em modelamento esparso e técnicas de decomposicao matricial para realizar a deteccao
do espectro. Ele leva em consideracao os efeitos do AWGN e da atenuacao na qualidade
das amostras do espectro. Apesar desse método ter sido desenvolvido para o SBTVD, ele

pode ser aplicado a outros paises, com base no protocolo IEEE 802.22 [1].

2 Fundamentacao Tedrica

O método apresentado neste trabalho faz uso de uma grande quantidade de
ferramentas matematicas e computacionais. Nesta secao, serao expostas as fundamentagoes
tedricas de algumas das ferramentas mais importantes utilizadas pelo método implemen-
tado.

A Decomposicao em Valores Singulares possui grande importancia tedrica e
pratica. Uma explicagao mais detalhada dessa decomposicao, bem como da sua inter-
pretagao geométrica, encontram-se disponiveis no apéndice desse trabalho. Essa decom-
posicao, juntamente com as matrizes de Hankel, sao utilizadas para atenuar o ruido
gaussiano branco presente nos sinais utilizados pelo método.

O método ganancioso denominado Orthogonal Matching Pursuit, que tem como
uma de suas etapas a resolucao de um problema de minimos quadrados, é utilizado para

construir os modelos esparsos para a banda UHF.

2.1 Decomposicao em Valores Singulares

Seja uma matriz A € K™ (sendo K = R ou K = C) com rank k. A

decomposi¢ao em valores singulares (SVD - Singular Value Decomposition) de A seréd



dada por
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onde

e U: matriz ortonormal cujos vetores coluna sao denominados vetores singulares

esquerdos de A. Esses vetores formam uma base para o espago coluna de A;

e V: matriz ortonormal cujos vetores coluna sao denominados wvetores singulares

esquerdos de A. Esses vetores formam uma base para o espago linha de A;

e X: matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao tais que o; € RY, 7 €
{1,...,k}. Esses elementos sao denominados valores singulares de A, e estao

dispostos em ordem decrescente de magnitude.

2.2 Problema de Minimos Quadrados

O problema de minimos quadrados essencialmente consiste na escolha de uma
fungao y = f(x) que minimize o erro quadratico médio

N

e ==l — Sl

n=1

Caso se deseje que y = f(x) seja uma reta, o problema se torna um problema regressao
linear. Essa reta, denominada reta de quadrados minimos, tem como objetivo representar
um conjunto de N pontos da melhor forma possivel (i.e., minimizar o erro médio quadratico).
Depreende-se da definicao do problema que, dependendo da quantidade de pontos a ser
representada pela reta, sua resolucao pode consumir uma quantidade apreciavel de tempo
computacional.

Uma solugao conceitualmente simples e de facil implementagao (embora nao
seja a mais eficiente, tampouco a menos custosa do ponto de vista computacional) para o
problema de regrassao linear é o método de quadrados minimos. Esse método, apesar da
sua ineficiencia, é, dada sua simplicidade, uma ferramenta de grande valor tedrico para a
resolucao do problema supracitado.

De forma sucinta, o método de quadrados minimos consiste na determinacao

da reta
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Uma breve andlise das equacoes acima revela o porqué da simplicidade do

método: a determinacao dos parametros da reta de quadrados minimos sao determinados
por simples somatoérios. Na Figura 1, é ilustrado um exemplo de uma reta de quadrados

minimos para 20 pontos.

i Reta de Quadrados Minimos

@
—= Pontos | AP
18 - Reta de Quadrados Minimos /@(/ g

= 0}/
% 10+ .
5

2t T 1
>
0'<e

1] 5 10 15 20
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Figura 1: Reta de quadrados minimos de um certo conjunto de pontos

Como ilustrado na Figura 1, conjuntos de dados sao, por vezes, constituidos
por uma grande quantidade de amostras aparentemente descorrelacionadas entre si. Isso

nao somente pode dificultar a andlise desses conjuntos, como também a visualizagao das
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informagcoes mais importantes neles contidas. A reta de quadrados minimos exemplificada
na Figura 1 é uma reta tal que o somatério da distancia dela até cada um dos pontos do
conjunto (i.e., residuos) é a minima possivel. Ou seja, ela representa da melhor forma
possivel o conjunto como um todo. Ela nos permite visualizar os pontos mais relevantes

do conjunto (mais préximos da reta) e os menos (mais afastados) de maneira mais clara.

2.3 Meétodos Gananciosos

2.3.1 Definicoes Basicas

Defini¢cao 1 Um espaco de sinais é um espaco euclidiano (i.e., com produto interno)
vetorial complexo de dimensao finita C?. Os elementos desse espago sio denominados

SINaLS.

Definicao 2 Um dicionario para um espaco de sinais consiste em um conjunto finito
denotado por &, constituido por uma colegcao finita de vetores unitarios elementare,
denominados dtomos. Cada dtomo do diciondrio é denotado por ., onde w € €2, o
conjunto de indexadores. Os indices dos dtomos funcionam como uma espécie de enderego
para os mesmos, tendo grande importancia nos algoritmos aqui abordados. De forma mais
rigorosa, definimos um diciondrio como sendo 9 = {w | w € Q}. Doravante, denotaremos
por N a cardinalidade do diciondrio. Assim, |2| = |Q] = N. Se o diciondrio é um
conjunto gerador para o espa¢o de sinais, entao dizemos que o diciondrio é completo.
Nesse caso, cada sinal do espaco de sinais pode ser aproximado com erro zero por meio da
combinacao linear de dtomos do diciondrio. Se existirem dtomos linearmente dependentes
nesse diciondrio, dizemos que o mesmo ¢ redundante. Para que wm diciondrio seja

completo, N > d. Para que ele seja redundante, basta que N > d.

Definicao 3 Um problema de aproximacao esparsa consiste na busca de uma aprorimacao
para um determinado sinal que pode ser representada com custo baizo (ou seja, como a

combinagao linear de uma quantidade minima de dtomos).

Definicao 4 A esparsidade de um vetor de coeficinetes ¢ € igual ao nimero de entradas

nulas do mesmo.

Definicao 5 A diversidade de um vetor de coeficinetes ¢ € igual ao niumero de entradas

nao-nulas do mesmo, sendo, portanto, o contrdrio da esparsidade.



2.3.2 Definicao

Os métodos gananciosos sao métodos numéricos utilizados em problemas de
otimizagao. Eles tentam encontrar a escolha étima (i.e., 0 méximo ou o minimo) em cada
iteracao, com o objetivo de encontrar o maximo global. Esses métodos tomam decisoes
com base apenas nas informagoes disponiveis em cada iteracao, sem se preocupar com
os efeitos futuros dessas decisoes (razao pela qual esses métodos sao conhecidos como
métodos miopes).

Esses métodos sao largamento utilizados na resolucao de problemas que en-
volvem a construcao de aproximacoes esparsas de sinais. Objetivamente, o uso de tais
métodos visa construir gradualmente uma aproximacao esparsa para um dado sinal, a
partir de fungdes (ou vetores) mais elementares, denominadas &tomos.

Se, ao tentarmos resolver um problema de aproximagao esparsa, dispomos
de um dicionario ortonormal, é possivel resolvé-lo por meio da escolha dos atomos cuja
correlagao com o sinal (no sentido do produto interno) seja o maior possivel. Uma forma
de se atingir esse objetivo é por meio da selecao do atomo mais correlacionado com o sinal,
seguida da subtragao daquele deste, e, entdo, repetir o procedimento (i.e., iterar) para os
demais atomos. Doravante, esse procedimento serd referido como algoritmo basico para
um diciondrio ortonormal. Métodos gananciosos para aproximagoes esparsas refinam esse
procedimento, de forma que ele possa ser aplicado a uma maior quantidade de dicionarios,
e nao apenas aos ortonormais. Entretanto, seja qual for o dicionario utilizado, seus vetores
coluna devem ser unitarios. Isso se deve ao fato de que tais vetores nao devem possuir
nenhuma informacao além de sua direcao e sentido. Caso sejam nao-unitarios, os métodos
gananciosos potencialmente irao divergir.

Dentre os métodos gananciosos, podem-se destacar o MP (do inglés Matching
Pursuit) e o OMP (do inglés Orthogonal Matching Pursuit). O MP ¢, resumidamente,
uma técnica que advém imediatamente do algoritmo basico para um diciondrio ortonormal.
O OMP, por sua vez, é muito semelhante ao MP. A diferenca entre eles reside no fato
de que o OMP tem como uma de suas etapas a resolugao de um problema de minimos
quadraticos, o que aumenta seu desempenho. Como tanto o MP como o OMP sao métodos
iterativos, deve-se estabelecer um critério de parada. Esse critério ird depender do tipo de

problema de aproximacao esparsa a ser resolvido, além da precisao desejada.



2.3.3 Detalhamento do MP

Vamos, primeiramente, expor uma descri¢ao formal do procedimento MP, e em
seguida analisaremos cada uma das etapas do mesmo de maneira detalhada. Inicialmente,

vamos estabelecer um critério de parada e fixar um dicionério .

e Entrada: um sinal s € C%;
e Saida: um vetor de coeficientes ¢ € C.
e Ftapas:

l.e+0,rgset+1;

2. Determinar um indice \; tal que
A\ € argorjnax\('rt,l, Puw)l;

3. Atualizar o vetor de coeficientes:

c(Ar) «— c(Ae) + (re-1, o)
4. Calcular o novo residuo:

Ty <— T — <7°t—17 ‘PAt>90/\t§
5. Incremente o indexador de loop:

t+—t+1;

6. Se o critério de parada ainda nao foi atingido, retornar a segunda etapa.

2.3.4 Etapas do MP

Na primeira etapa, as ”condicoes iniciais”do problema serao especificadas. Ela
consiste em atribuir o vetor nulo ao vetor de coeficientes (¢ < 0), o sinal original ao
residuo (rg < s) e fixar o indexador de loop em 1 (t < 1). Essa etapa serd realizada uma

unica vez, independente da quantidade de loops que sejam realizados.
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A explicacao da segunda etapa (também conhecida como sele¢cao gananciosa)
requer a definicao do operador arg max. De forma rigorosa, pode-se definir esse operador

COomo segue.

Definicao 6 Seja f: X — Y. O argmax sobre algum subconjunto S C X ¢é

argmaxf(z) :={zlr € SAVy e S: f(y) < f(x)}.

rzeSCX

Caso S = X ou S seja evidenciado pelo contexto,

arginaxf(x) ={VyeS: fly) < f(x)}

Ou seja, argmax é o conjunto de pontos z em X ou em S C X onde f(x)
alcanga seu valor maximo. O referido conjunto pode ser vazio, ser constituido por um tnico
elemento ou ser composto por varios elementos. E importante destacar que o operador
arg max nao sugere, em nenhuma hipétese, um algoritmo computacional para se determinar
os argumentos que maximizam o valor de f(z). A elaboragao de tal algoritmo depende
da natureza do problema, sendo desejavel, evidentemente, que ele seja o mais eficiente
possivel.

No algoritmo acima explicitado, f(z) é o produto interno usual. Mais especi-
ficamente, o produto interno do residuo naquela iteracao com um atomo do dicionario,
|(ri_1,¢.)|. Dessa forma, essa etapa consiste em uma busca que objetiva encontrar,
dentre todos os atomos que compoe o dicionario, aquele que possui um maior grau de
correlagao com o residuo naquela iteracao. Esse grau de correlagao é quantificado pelo valor
de [{(ri—1, ¢w)|- Como explicado preteritamente, o indice w em ¢,, tem como finalidade
identificar cada atomo do dicionario, funcionando como um identificador individual. Via
de regra, a busca consiste em um loop, que ird, a cada etapa, calcular |[(r;_, ¢, )| e iterar.

Para melhor compreender esse procedimento, analisemos o seguinte exemplo.
Seja t = 3. O referido loop ird inicialmente calcular o produto interno entre r5 e ¢o;. Em
seguida, ird realizar a mesma operacao, mas com (s, € assim sucessivamente, que todos
os atomos do dicionario sejam testados. Suponhamos que, ao final do loop, tenhamos
constatado que o atomo 56 tenha maximizado |(ra, @,)|. Assim, Ay <— 56.

Na terceira etapa, ocorre a construcao do vetor de coeficientes ¢ propriamente

dita. Cada posicao desse vetor corresponde a um atomo do dicionario. Por exemplo, a



primeira posigao de ¢ (denotada por ¢;) corresponde ao dtomo ¢; do diciondrio, e assim
por diante. Na primeira etapa, o vetor nulo foi atribuido a ¢. Logo, inicialmente, todas
as entradas de ¢ sao iguais a zero. Na segunda etapa, determinamos o indexador \; do
atomo que, para o valor de ¢ naquela iteragdo, maximiza o valor de |(r;_1, @,)|. Agora, o
valor que quantifica o quanto ), estd correlacionado com o residuo naquela iteragao serd
atribuido a posi¢ao \; de ¢ (posiga@o esta correspondente ao indexador w do atomo que
maximizou |(ry_1, ¢,)| naquela iteragao). Assim, o vetor ¢ funciona como um vetor que
armazena as informacoes dos atomos que contribuem de maneira mais significativa com a
informacao contida no residuo em cada iteragao.

Na quarta etapa, o residuo sera atualizado. Apds a realizacao da terceira etapa,
sabemos qual é o atomo que, naquela iteracao, tem maior correlacao com o residuo, e
temos essa informacao armazenada em c. Uma vez que detemos essa informagao, ela
passa a ser irrelevante para o procedimento. Eliminamos, pois, a componente do sinal
(i.e., a parcela da sua informagao) na diregao de ¢,,. Essa eliminagdo resulta em um novo
residuo, que serd utilizado na préxima iteracao do procedimento. Na quinta etapa, ocorre
tao somente o incremento do indexador de [oop.

Na sexta etapa, sera decidido, baseado no critério de parada especificado, se o
procedimento continuara sendo executado, ou se o mesmo deve ser interrompido naquele
ponto. Apesar da sua aparente trivialidade, essa etapa é fundamental para o procedimento
em estudo. Como dito anteriormente, o MP pode nao oferecer solugoes aproximadamente
otimas para problemas de aproximacao esparsa. Evidentemente, o critério de parada
depende do problema a ser abordado, bem como do grau de precisao desejado para uma
possivel solucao do mesmo. Dessa forma, deve-se atentar para a possibilidade de nao
convergéncia do algoritmo (caso especifique um erro minimo como critério de parada) e a
possibilidade de encontrar uma solucdo extremamente discrepante daquela esperada (caso

especifique um certo nimero de loops como critério de parada).

2.3.5 Consideragoes sobre o MP

De forma resumida, o MP busca construir, a partir de sinais mais simples (i.e.,
atomos), uma aproximagao para o sinal original. Essa aproximagao serd tao melhor quanto
mais completo e menos redundante for o dicionario.

Por fim, destacamos uma deficiéncia computacional do MP. A primeira é que ele



pode selecionar o mesmo indexador diversas vezes, caso o dicionédrio nao seja ortonormal.
Isso se da pelo fato de que o produto interno entre o atomo e o residuo nao leva em
consideracao as contribuicoes dos outros atomos para o residuo.

O fato supracitado possui um impacto consideravelmente negativo na eficiéncia
do MP. Isso porque, quando da resolucao de problemas mais robustos, que envolvam sinais
mais complexos e diciondrios maiores e mais redundantes (i.e., linearmente dependentes),
o MP gasta uma grande quantidade de tempo computacional na resolugao da segunda

etapa.

2.3.6 Detalhamento do OMP

Tal qual foi feito com o MP primeiramente vamos expor uma descri¢ao formal
do procedimento MP, e em seguida analisaremos cada uma das etapas do mesmo deta-

lhadamente. Inicialmente, vamos estabelecer um critério de parada e fixar um dicionario

9.

e Entrada: um sinal s € C%
e Saida: um vetor de coeficientes ¢ € C%;
e Etapas:

1. FacaAg =0, rg < s et <+ 1.

2. Determine um indice \; tal que
At € argorjnax\(rt_l, Pl
3. Atualize o conjunto de indices:
Ay — AN U{N
4. Determine a solugao ¢ para o problema de minimos quadrados:

min
ceCAt
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5. Calcule o novo residuo por meio do uso dos coeficientes determinados na etapa

anterior:
t

r— S — Zc(Aj)cij.

j=1

6. Incremente o indexador de [oop:
t+—t+1.

7. Se o critério de parada ainda nao foi atingido, retorne a segunda etapa.

A primeira etapa do OMP ¢é analoga aquela do MP, sendo a etapa onde as
”condigoes iniciais”do problema serao especificadas. Entretanto, nao fazemos ¢ < 0, mas
sim Ag = (0. A importancia desse fato ficard evidente mais adiante. A segunda etapa do
OMP ¢ idéentica aquela do MP.

Na terceira etapa reside grande parte da diferenca entre o MP e o OMP no
que concerne eficiéncia computacional. O conjunto A;, ao qual inicialmente foi atribuido
o conjunto vazio, é denominado conjunto de indexadores. Isso porque ele sera utilizado
para armazenar cada um dos indexadores obtidos na segunda etapa. Nesta, o atomo
©a, mais correlacionado com o residuo naquela iteragao ¢ identificado, e seu indexador
é armazenado em A;. Isso é feito por meio da operacao de uniao entre A;_; (o conjunto
de indexadores armazenados em ¢t — 1) e {\;} (o conjunto formado exclusivamente pelo
indexador \; obtido em t). Essa unido resulta no novo conjunto A; que contém o indexador
de todos os atomos mais correlacionados com o sinal determinados até o presente instante.

A quarta etapa envolve um problema de minimos quadrados. Ele consiste
em um problema de minimizag¢ao da norma euclidiana do vetor s — 2321 c(Aj)ea;- O
somatoério representa a combinacao linear de atomos do dicionario multiplicados pelos seus
respectivos elementos de ponderacao (determinados na segunda etapa). Temos, ainda, que
c € C*. Ou seja, estamos buscando o vetor de coeficientes ¢ cujas entradas nao-nulas
tenham como indexador elementos de A;.

A quinta etapa do OMP ¢é analoga aquela do MP, sendo nela onde ocorre a
atualizacao do residuo. O somatdrio nada mais é que a combinacao linear de todos atomos
cujos indexadores foram armazenados em A; até o presente momento. Os coeficientes
dessa operagao sao justamente as entradas do vetor ¢ encontrado anteriormente. Apos

a construcao da referida combinacao, subtraimos a mesma do sinal original s. Ou seja,
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eliminamos do sinal original a contribuicao dos atomos mais correlacionados com o mesmo
encontrados até o momento. O resultado dessa subtracao é o novo residuo, que serda
utilizado posteriormente. A sexta e a sétima etapas do OMP sao analogas a quinta e a

sétima do MP, respectivamente.

2.4 Matrizes de Hankel

Seja o vetor de sinal ruidoso

T
w:[l’l o ... XN

composto por N amostras. Se considerarmos que o ruido presente em x é aditivo e nao

possui correlagao com o sinal propriamente dito, podemos reescrever & como

r=I+n,

onde @ representa a componente do sinal e n, o ruido.
A partir de x, pode-se construir a seguinte matriz de Hankel H .k tal que

K+L=N+1lelL>M:

T1 ) o TR TK

) xT3 Ce T K TK+1
H =

rrp Tp41 .- IN-1 IN

A matriz H construida, também conhecida como matriz de trajetoria, é
amplamente utilizada no ambito Andlise Espectral Singular (Singular Spectrum Analysis -
SSA) para, dentre outras finalidades, promover a extracao de sinal, atenuagao de ruido e
filtragem.

E importante destacar a relagao entre as matrizes de Hankel e as de Toeplitz,
cujo uso é amplamente difundido no meio cientifico. Seja J, uma matriz de reflexao, isto
é, talque J;; =1, j =n—i+1eJd;; =0 caso contrario. Se Hp,x é uma matriz de

Hankel, entao Hywx = T« Jk, onde Ty é uma matriz de Toeplitz.
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3 Materiais e Métodos

3.1 Método Implementado

Como dito anteriormente, o método proposto neste trabalho consiste em uma
ferramenta robusta e nao-paramétrica para detecgao espectral e identificacao de uso de
canal. Ele consiste essencialmente em dois estdgios, denominados modelamento esparso e
identificagao de uso de canal. O primeiro utiliza técnicas de atenuagao de ruido, juntamente
com 0 OMP (Orthogonal Matching Pursuit) para obter um modelo esparso para o espectro
da banda UHF. O segundo, por sua vez, tem como escopo identificar as bandas e os canais

ocupados, bem como os usuarios primarios e secundarios realizando essa ocupagao.

3.1.1 Modelamento Esparso

Inicialmente, sao coletadas amostras da banda UHF, cada qual contendo
Nentradas €lementos (majoritariamente nao nulos, devido a presenca de ruido). Essas
amostras, entao, sao armazenadas nas colunas da matriz Mgmostras- FSSe processo é
repetido até que M gmostras POssua N vetores coluna de amostras. E imediato, pois, que
os valores de Nepiradas € N impactam tanto a resolucao das amostras coletadas como o
custo computacional do método.

Depois da construcao de Mgmostras, calcula-se a matriz Vi,eqia, que consiste
na média aritmética das colunas de Mgmostras- EsSsa abordagem foi adotada com o
objetivo de reduzir o efeito de AWGN. Em seguida, uma matriz de Hankel H é criada
a partir de Vi,edia, € seu SVD é calculado. A distancia entre os valores singulares de
H ¢, entao, utilizada para determinar o rank da aproximacao de rank k de H, Hy, a
partir da qual a matriz Viiirada, que consiste na média aritmética filtrada das colunas
de M ymostras, € Obtida. Esse procedimento mostrou-se muito eficaz para a reducao dos
efeitos do ruido AWGN presente em V,,64ia, melhorando ainda mais o desempenho do
método em cendarios espectrais com SNR critica.

Uma vez que Viitrada € obtida, o diciondrio de rddio-frequéncias (RF) Dgp é
criado. As colunas de Dgrp consistem em pares alternados de senos e cossenos. Cada par
possui uma frequéncia pertencente a banda UHF, e as frequéncias dos pares sao igualmente

espacadas entre si. Viiirada € Drr sao utilizadas juntamente com o OMP para criar
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o modelo esparso para Viiirada, denominado Vegparse. Para tanto, o OMP realiza a
projecao de Vijitrada sobre os vetores coluna de Dgrp, com o objetivo de determinar a
maior correla¢ao (no sentido do produto escalar) em cada iteragao. Os resultados sao,
entao, utilizados para identificar quais frequéncias do Dgrpr mais provavelmente pertencem
a um canal ocupado. O critério de parada do OMP ¢é a esparsidade ng desejada para o
modelo esparso, que consiste em um inteiro positivo correspondente ao arredondamento de
uma fragao de Neptradas: APSS Vesparse Ser obtida, o método calcula sua transformada de
Fourier (FT) por meio do uso da transformada rapida de Fourier (FFT), obtendo, assim,
a representacao esparsa do espectro no dominio da frequéncia. Todos os procedimentos

descritos encontram-se resumidos no fluxograma da Figura 2.

| Criagao da Matriz
- ::L com N Amostras do

Espectro

das N Amostras do Espectro

v

Atenuagao do AWGN Via
Reducao de Rank da Matriz de
Amaostragem | Hankel Obtida a Partir da Madia
ry Especiral

v

(" Computo do OMP )
Utilizando a Matriz
Filtrada para Criar o
. Modelo Esparso

{Cﬁmpum da Meédia Espectral

¥

Computo da

. Transforamada de
Fourier do Modelo

. Esparso Obtido

~

Figura 2: Fluxograma do primeiro estagio do método implementado

3.1.2 Identificacao de Uso de Canal

Como foi dito anteriormente, esse estagio tem como objetivo identificar as
bandas de frequéncia e os canais do espectro de interesse que se encontram ocupados, bem
como identificar os usudrios primarios e secundarios responsaveis por essa ocupacao. Para
realizar essa tarefa, o método precisa de varios modelos esparsos do espectro, para que
ele possa compreender como suas frequéncias sao utilizadas pelos usudrios. Dessa forma,

o primeiro estagio do método é repetido ng,,. Em cada repeticao, um modelo esparso
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para o espectro é criado a partir de N amostras e, entao, armazenado nas colunas da
matriz M,,. Esse processo é repetido até que My, contenha n,,, colunas. Os elementos
nao-nulos destas correspondem as frequéncias ocupadas, e mostram como o espectro da
banda UHF estava sendo utilizado durante o processo de amostragem. Entradas dos
modelos esparsos associadas com frequéncias que se encontravam constantemente ocupadas
durante o processo de amostragem irao possuir valores majoritariamente nao-nulos. Por
sua vez, entradas dos modelos esparsos associadas com frequéncias que se encontravam
apenas momentaneamente ocupadas durante o processo de amostragem irao possuir valores

majoritariamente nulos. Para melhor compreender essas observagoes, consideremos

ar+1 bL+1 CrL+1

ar+2 brie Cryo

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
ar, bL Cy, dL er fL

dL+1 €r+1 fL+1

dr+o eryo frio

0 0 0 0 0 0
M, =
0 0 0 0 0 0
0 bg 0 0 ex O
0 bgyp O 0 exq1 O
0 bris 0 0 exis O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Como a maioria das entradas entre as linhas L e L + 2 sao nao-nulas, supoe-se que as
frequéncias a elas relacionadas sao ocupadas por um usuario primério. A maioria das
entradas entre as linhas K e K + 2, por sua vez, sao nao-nulas apenas em algumas
colunas. Dessa forma, supoe-se que as frequéncias a elas relacionadas sao ocupadas por
um usuario secundario. Essas suposicoes sao quantificadas por um parametro denominado
persisténcia, que é associado a cada linha de My, (i.e., a cada frequéncia da banda UHF
considerada), conforme mostrado na equagdo abaixo. A persisténcia de cada linha é
armazenada na matriz P,,., e é igual a quantidade de elementos nao-nulos de cada linha de

M,,, denominada «;, i = 1, ..., Nentradas, dividida por ng,:
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Se P,,, ~ 1, é muito provavel que a i-ésima frequéncia esteja sendo utilizada
por um usuario primaério, visto ela esta sendo identificada como estando ocupada durante
a maior parte do processo de amostragem. Em contrapartida, quanto menor for o valor de
P,,,, mais provével serd a possibilidade de que a i-ésima frequéncia esteja sendo utilizada
por um usudrio secundario, uma vez que ela esta sendo identificada como estando ocupada
apenas em parte do processo de amostragem. Por fim, se P,,, = 0, é muito provavel que a

frequéncia esteja disponivel. Defini-se, entao, a persisténcia de banda P.,., como

B

PerB:Pe

Tmaz)

onde P, .. € o maior valor de P,, dentre as frequéncias que a compoe. E imediata, pois,
a necessidade de um limiar ¢ para determinar o quanto P.,, de uma banda deve estar
proxima de 1 para que ela seja considerada como ocupada por um espaco primario. Outros
parametros das bandas ocupadas também sao obtidos de forma a aumentar a confiabilidade
do processo de deteccao, como, por exemplo, a energia bandas, sua largura de faixa e
sua componente de frequéncia mais energética, denominada P. O primeiro passo para o
processo de identificacao de uso de canal ¢é identificar as bandas para as quais F,,, > (,
visto que a possibilidade das mesmas estarem sendo ocupadas por usuarios primarios é

maior. O segundo passo € calcular a média aritmética das componentes de frequéncia mais

energéticas dessas bandas, denominada P,,s4iq, € atribuir a cada banda o valor

5= | Pinedia — P|
Pmédia '

O valor de ( indica o quao longe o valor P da banda se encontra de P,,¢giq-
Novamente, o estabelecimento de um limiar £ mostra necessario para que se possa avaliar
o quao proximo de Peqi0 © do P da banda deve estar para que ela ela seja considerada
como ocupada por um espago primario. O objetivo principal dessa abordagem é levar
em consideracao o efeito da atenuacao dos sinais. Bandas de frequéncias ocupadas que

satisfacam P.,, > ( e < & sao consideradas como sendo ocupadas por usudrios primérios.

Supoe-se, entao, que as demais bandas ocupadas sao ocupadas por usuérios secundarios.
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Uma vez que o processo de identificagao é concluido pela primeira vez, o
primeiro estagio do método é repetido, de forma a criar um novo modelo esparso para o
espectro. Este é, entao, utilizado para atualizar a matriz M,,. Esse processo, ilustrado
na Figura 3, consiste na remoc¢ao da coluna mais a esquerda de My,,, correspondente ao
modelo esparso mais antigo, e na concatenagao do novo modelo, que passa a corresponder

a coluna mais a direita de Mg,,.

Msm
T T T 1 ‘:
B | :
s | | :
n |
Modelo i | | i Modelo |
Esparso <::| i | : C: ESPB.I’SOI
Antigo E | | l Novo
- |
s | | :
| o
L Y J
MNsm

Figura 3: Processo de atualizacao de My,

Apés concluido o processo de atualizacao, o processo de identificagao de uso
de canal ¢ repetido utilizando a matriz My, atualizada. Esse procedimento possibilita
ao método utilizar os n, modelos esparsos mais recentemente obtidos no processo de
identificagao. Caso um usuario primério interrompa sua transmissao, os valores de P,,,
associados com as frequéncias por ele ocupadas irao diminuir cada vez que My, for
atualizada. Quando P.,, < (, o canal nao mais serd considerado como sendo ocupado por
um usuario primario. Por outro lado, caso um usuéario primario inicie uma transmissao
nesse canal, os valores de P,,, associados com as frequéncias por ele ocupadas irao aumentar
cada vez que My, for atualizada. Quando F,,, > (, o canal serd considerado como estando
ocupado por um usudrio primério. Caso um usuario secundério tenha P, < ¢, a condigao
B < & sera utilizada para distingui-lo dos usuéarios primarios. Todos os procedimentos

descritos encontram-se resumidos no fluxograma da Figura 4.
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Figura 4: Fluxograma do segundo estagio do método implementado

3.2 Simulacoes

O estudo foi realizado por meio de simulagoes em computador, nas quais foi
considerado um conjunto de usudrios priméarios e secundarios transmitindo e uma certa
quantia de canais vazios, levando-se os efeito do ruido gaussiano e da atenuacao dos sinais.
As simulagoes foram realizadas por meio da implementacao de um algoritmo no software
MATLAB®, em um computador Dell® Inspiron 14R 5437-A20 com processador Intel®
Core™ i7-4500U CPU @ 1,80GHz x 4. A realizacao dessas simulacoes teve como objetivo
primario averiguar o impacto da aplicacao das decomposi¢oes matriciais estudadas para
atenuagao do ruido gaussiano no algoritmo de deteccao do espectro simulado.

Os parametros, os limiares e as dimensoes das matrizes foram determinados
empiricamente. As amostras utilizadas nas simulagoes possufam nepiries = 8192 elementos
majoritariamente nao-nulos. As amostras foram contaminadas com AWGN de maneira
que a SNR fosse igual a -40 dB. Essa contaminagao foi realizada por meio do uso da funcao
awgn, do MATLAB®. Essa funcio recebe como argumentos o sinal a ser contaminado, a
poténcia desse sinal em dBW, e o valor da SNR desejada. A partir desses argumentos,
ela produz um sinal contaminado com ruido gaussiano branco com a SNR desejada. O
espectro de uma dessas amostras pode ser visto na Figura 5, e mostra o quao critica era a

SNR nos cenarios espectrais simulados.
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FFT de uma Amostra do Espectro
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Figura 5: Espectro de uma amostra do espectro UHF

O célculo da média espectral que resulta na matriz V,,¢4:a envolveu N = 10000
amostras. O espectro de um exemplo de V,,¢4iq pode ser vista na Figura 6, e mostra o

impacto positivo desse procedimento para a SNR.
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FFT da Média Espectral
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Figura 6: Espectro da média espectral das amostras coletadas

Em seguida, conforme explicitado anteriormente, uma atenuacao ainda maior
do AWGN presente em V,,¢4iq foi obtida por meio do uso da aproximacao de rank k da
matriz H, resultando na matriz Vyiitrada. Na Figura 7, o eixo das ordenadas corresponde
a magnitude da distancia entre dois valores singulares vizinhos de H, que compoe um par.
O eixo das abscissas, por sua vez, corresponde ao indice do par (e.g., o primeiro par é
constituido pelo primeiro e pelo segundo valores singulares de H). O grafico evidencia o
fato de que as magnitudes das distancias entre os valores singulares de H se torna menor a
medida que o indice do par aumenta. Esse fato é utilizado para realizar o procedimento de
filtragem, que consiste em eliminar as informacgoes contidas nos valores singulares menos
relevantes de H. A FTT de um exemplo de Viiitrada pode ser vista na Figura 8, e mostra

o aumento da SNR devido ao uso desse procedimento.
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Distancias entre 0s Valores Singulares da Matriz de Hankel
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Figura 7: Magnitude das distancias entre pares de valores singulares da matriz H

FFT da Média Espectral Filtrada
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Figura 8: Espectro da média espectral apds filragem
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O dicionéario Drp criado possuia 1100 pares de senos e cossenos, cada qual
separado por uma frequéncia de 0.3 MHz. O valor de ng foi definido como sendo 82, o que
significa que o modelo esparso criado pelo OMP possufa apenas 82 posigoes nao-nulas (o
que corresponde a aproximadamente 1% do valor de Nentradas)- A FTT de um exemplo de
Vesparsa POde ser visto na Figura 9. Esse procedimento ¢ repetido até que a matriz My,
contenha ng, = 200 colunas. Os parametros das bandas dos modelos esparsos ocupadas
sao, entao, determinados, e a identificacao de uso de canais é realizada. Apds o processo
de identificagao ser concluido, o primeiro e o segundo estagio do método sao repetidos para
atualizar as colunas da matriz M, e continuamente identificar os usuarios priméarios e

secundarios, bem como as bandas de frequéncia disponiveis.

FFT do Modelo Esparso Criado
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Figura 9: Espectro do modelo esparso construido

3.3 Experimentos

Foram realizados varios experimentos para obtencao de amostras da faixa
UHF do espectro de frequéncias. Nestes, fez-se uso da placa USRP ( Universal Software
Radio Peripheral), produzida pela empresa Ettus®, bem como do software GNU Radio
Companion 3.7.11.
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No inicio de cada experimento, a placa USRP era alimentada e conectada a uma
antena direcional adequada e ao computador utilizado. Em todos os experimentos, fez-se
uso do bloco "UHD: USRP Source”, nativo do GNU Radio, para configurar os parametros
da placa utilizada. As Figuras 10 e 11 mostram, respectivamente, o inicio e o final do
espectro do canal 21 da banda UHF, correspondente a faixa de frequéncias entre 512 e 518
MHz, atribuido a TV Paraiba (Globo). O sinal observado préximo a frequéncia 512 MHz
é, provavelmente, um sinal de controle utilizado pelo sistema do usudario primario, visto
que ele se encontra imediatamente acima da frequéncia inicial do canal. Essas imagens sao
um exemplo do espectro de trechos da banda UHF que puderam ser observados por meio

do uso do arranjo experimental realizado e de blocos nativos do software GNU Radio.
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Figura 10: Espectro do inicio do canal 21 da banda UHF
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Figura 11: Espectro do final do canal 21 da banda UHF

Devido as limitagoes da placa e do software utilizados, os mesmos nao eram
capazes de abranger toda a banda UHF, visto que a mesma é muito larga. Dessa forma,
foi feita uma busca por uma maneira de viabilizar a coleta de amostras dessa banda.
Mais especificamente, foram pesquisadas formas de se modificar a frequéncia central da
placa durante a execucao do programa. Isso faria com que a banda UHF fosse varrida
continuamente, obtendo uma amostra do espectro a cada varredura.

A alternativa estudada foi o uso dos blocos ”Probe Signal’e ”Probe Function”.
O primeiro amostra o sinal recebido na sua entrada, enquanto o segundo atribui esse valor
a uma variavel. Dessa forma, tentou-se utilizar esses blocos para, a partir de um sinal de
controle, modificar o valor da frequéncia central da placa utilizada periodicamente. O
sinal de controle utilizado consiste em um sinal escada com 165 degraus e periodo igual a
66 segundos, conforme ilustrado na Figura 12. Esse sinal consiste em um sinal de audio

no formato .wav, gerado pelo software MATLAB®.
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Figura 12: Sinal de controle gerado no software MATLAB®

No GNU Radio, esse sinal era gerado pelo bloco ”Wav File Source”e, entao, multiplicado
pelo fator de reescalonamento 799.10° conforme ilustrado na Figura 13. Dessa forma, cada
degrau desse sinal possuia duragao de 1/66 segundos, e correpondia a frequéncia central

de uma faixa de frequéncias de 2 MHz da banda UHF.
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Figura 13: Sinal de controle utilizado no GNU Radio

Os parametros desse sinal foram especificados de forma que, em cada degrau do
sinal (i.e., enquanto a frequéncia central da USRP fosse igual ao valor do degrau), fossem
coletadas 1000 amostras daquela faixa. Dessa forma, em 66 segundos, seria obtido uma
amostra da banda UHF total.

Entretanto, a implementacao desse procedimento falhou. Isso porque, para que
o procedimento descrito pudesse ser realizado, o bloco ”"Probe Signal”deveria estar em
sincronia com o sinal de controle utilizado. Entretanto, apesar de nao o ser especificado
na sua documentacao, o bloco ”"Probe Signal”é assincrono ao fluxo de dados do programa.
Dessa forma, o mesmo nao amostrava o sinal de controle de forma adequada, o que
inviabilizou o controle correto da frequéncia central da placa USRP.

Um dos maiores obstaculos enfrentados nos experimentos foi a documentacao
insuficiente e, nao raramente, precaria dos blocos do software utilizado. Como o GNU
Radio nao foi projetado tendo em vista a modificagao automatica de varidveis durante sua
execugao, a correta documentagao de blocos que a possibilitem era crucial para a obtencao
das amostras desejadas. Dessa forma, a documentacao deficiente prejudicou enormemente

os resultados dos esforgos feitos.
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Uma alternativa considerada foi a criacao de blocos OOT Qut of tree, capazes
de realizar o processo de amostragem da banda UHF. Entretanto, devido as limitagoes de

tempo, essa alternativa nao foi explorada.

4 Resultados

Para uma SNR de -40 dB, que consiste em um cenario com SNR critica, o
método desenvolvido é capaz de identificar corretamente as bandas de frequéncia ocupadas
por usudrios priméarios com erro praticamente nulo. Isso é fundamental para um método
dessa natureza, visto que os usuarios priméarios possuem, por definicdo, uma maior
prioridade de acesso as frequéncias dos canais a eles concedidos. Aproximadamente 67%
das demais bandas ocupadas foi identificada corretamente, ocorrendo erros quando as
componentes de ruido eram erroneamente identificadas como usudrios secundarios. Apesar
dos procedimentos de atenuacao de ruido realizados para evitar a ocorréncia de erros dessa
natureza, eles ainda mostrou-se presente.

Como esperado, para cenarios com valores ainda mais criticos de SNR, o
desempenho do método diminuiu. Para uma SNR de -45dB, o método proposto identifica
erroneamente 7% dos usudrios primarios. Esse resultado, apesar de inviabilizar o uso
do método em aplicagoes praticas, ainda é relativamente positivo, visto que a SNR foi
reduzida enquanto todos os demais parametros foram mantidos constantes. Para uma
SNR de -50dB, o método proposto identifica erroneamente 23% dos usudrios primarios.

A inadequacao dos blocos nativos do software GNU Radio para os experimentos
realizados inviabilizou a obtencao de amostras reais da banda UHF em tempo habil.
Entretanto, os resultados positivos obtidos para os cenarios com SNR critica simulados
sugerem que o método obteria resultados satisfatérios a partir das amostras coletadas

durante os experimentos.

5 Conclusao

Considerando que o uso das frequéncias da banda UHF no Brasil é feito de
maneira esparsa, foi proposto um método de deteccao espectral capaz de tirar proveito

dessa caracteristica. Esse método foi criado com o objetivo de realizar a deteccao do
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espectro em cendrios espectrais com SNR critica, levando em consideracao o efeito de
atenuacgao dos sinais.

Diferente de outros métodos propostos, o método proposto neste trabalho é
nao-paramétrico, robusto frente a cenarios com SNR critica e possui baixa complexidade
computacional. Ele também nao requer nenhum conhecimento prévio do espectro (e.g.,
canais atribuidos a usudrios primérios em uma dada regiao).

Como proposta para trabalhos futuros, esta a realizacao de novos experimentos
utilizando o software GNU Radio para coletar amostras da banda UHF. Ao longo destes,
recomenda-se a criagao de blocos OOT adequados para a realizacao dos experimentos,

uma vez que os blocos nativos do software utilizado nao foram adequados para a mesma.
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Apéndice A - Teoremas e Definicoes Basicos

Definigao 7 Seja A C K™ ™. Os vetores linha da matriz A estao em K" e sao formados
pelas linhas de A. Os vetores coluna de A, por sua vez, estao em K™ e sao formados

pelas colunas de A.
Definicao 8 O espaco linha de A € o subespaco de R™ gerado pelos vetores linha de A.

Definigao 9 O espacgo coluna de A é o subespaco de R™ gerado pelos vetores coluna de

A.

Definicao 10 O espaco nulo de A € o subespaco de R™ gerado pelas solugoes do sistema

de equacgoes homogéneas Ax = 0.
Teorema 1 Os espaco linha e coluna de uma matriz A possuem a mesma dimensao.

Definicao 11 A dimensao comum do espaco linha e do espaco coluna de uma matriz A
¢ denominada rank de A, e € denotada por rank(A). A dimensao do espago nulo de A €

denominada nulidade de A e € denotada por nul(A).

Teorema 2 (Teorema Espectral para matrizes reais) Seja uma matriz A € R"*".

As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
o A matriz A é simétrica.

e Eriste uma base ortonormal para o R™ constituida exclusivamente de autovetores de

A.

o A matriz A € uma matriz ortogonalmente diagonalizdavel, ou seja, existe uma matriz

ortogonal V tal que VT AV = D = diag(\1,- -+ , \n)-

e Existe uma matriz diagonal D e uma matriz ortogonal V' tal que A = VDDT,

No livro Matriz Computations, Golub e Van Loan escrevem ”a simetria garante
que todos os autovalores de uma matriz simétrica A sao reais e que existe uma base de

autovetores ortonormais para ao espaco coluna da mesma.”



Teorema 3 (Teorema da Dimensdo para matrizes) Seja A, tal que m > n.
Entao,

rank(A) + nul(A) = n,
onde nul(A) € a dimensao do espago nulo de A e rank(A) é o rank de A.

Teorema 4 (Teorema da Dimensao) Seja K™ um espago vetorial de dimensdo finita,
T : K" — K™ uma transformacao linear, N[T'| o nicleo e Im(T'), a imagem de T'. Entdo,

dim[N(T)] + dim[Im(T")] = dim(K").



Apéndice B - Conceitos Matematicos Fundamentais

por tras do SVD

Toda da matriz A,,x, define uma transformacao linear Ty : R* — R™.
Sabemos, portanto, que o dominio D(T4) C R™ e que a imagem Im(7T4) C R™. Sabemos,
também, da definicao de vetores linha e vetores coluna de uma matriz, que as linhas de
A sao vetores do R”, e que as colunas de A sao vetores do R™. Esses fatos sugerem que
ha uma relagao entre os espacos matriciais fundamentais de A e os espacos associados a
transformacao T'y.

Seja v € N(T4). Assim, v satisfaz a equagao homogénea Av = 0 e, consequen-
temente, pertence ao espaco nulo de A. Dessa forma, o espaco nulo de A é exatamente o
nicleo de T'4 e, portanto, dim[N(Ta)] = nul(A). Tendo em vista o Teorema da Dimensao,
concluimos que dim[Im(T4)] = rank(A).

Seja k = rank(A). As conclusdes feitas nos permitem concluir que os k
primeiros vetores coluna da matriz V' compoem uma base ortonormal para o espago coluna
de A (onde se encontra D(T'4)), enquanto os demais n — k vetores coluna de V' compoem
uma base ortonormal para o espaco nulo de A. Da mesma sorte, os k primeiros vetores
coluna da matriz U compoem uma base ortonormal para o espaco linha de A (onde se
encontra Im(T4)), enquanto os demais m — k vetores coluna de U compodem uma base
ortonormal para o restante do R™.

Por fim, lembremos que AT A e AA” sao simétricas e, pelo Teorema Espectral,
podem ser ortogonalizadas de forma wunica pela matriz dos seus autovetores. A unicidade

da ortogonalizacao dessas duas matrizes implica na unicidade do SVD da matriz A.



Apéndice C - Computo do SVD

Seja A € R™*"_ de forma que V* = V. O célculo do SVD de A envolve a
determinacao das matrizes U, ¥ e V', e esta intimamente relacionado com os autovalores

e autovetores das matrizes AAT e ATA. A fatoracao SVD de A é

A=UXVT,

de forma que

AT = (Uzvh)T = (vh'sTu”,

Como (V)T = V', podemos reescrever a transposta de A como

AT =vxTU’.

Multiplicando A pela esquerda por AT, obtemos

ATA=vXTUuTUuxvT7,

Como U é ortogonal, temos UTU = I, onde I é a matriz identidade. Dessa forma,

ATA=Vv ')Vl

onde 73 é uma matriz diagonal de ordem n.

Sabemos que a matriz AT A ¢ simétrica. Dessa forma, o Teorema Espectral
garante que ela é ortogonalmente diagonalizavel por uma matriz P ortogonal cujos vetores
coluna sejam autovetores de A. Ou seja, A = PDP”, onde D é uma matriz diagonal.
Comparando essa equagao com a equacao V (ETX)VT obtida, observa-se que V' é a matriz
dos autovetores de A, e que as entradas da diagonal principal de X7X sao autovalores de
A. Dessa forma, concluimos que os vetores singulares direitos de A (vetores coluna de
V) sao os autovetores da matriz AT A. Conclufmos, ainda, que as raizes quadradas dos
elementos da diagonal principal de XTX sao os autovalores de A, visto que aqueles sdo o
quadrado dos elementos da diagonal principal de 3. Repetindo o raciocinio desenvolvido,

obtemos



AAT =UxvTveTuT -  AAT = USXTUT,

que nos permite concluir que os vetores singulares esquerdos de A (vetores coluna de U)
sao os autovetores da matriz AAT. Concluimos, também, que as raizes quadradas dos
elementos da diagonal principal de X7 sao os autovalores de A. E importante frisar
que, embora as matrizes AT A e AAT possuam dimensoes distintas, seus autovalores
sao idénticos. Esse fato advém de um teorema da Algebra Linear que afirma que, se
AAT possui rank(A) autovalores diferentes de 0, AT A possui exatamente os mesmos
rank(A) autovalores diferentes de 0. A demonstragao desse teorema ¢ feita como segue.

Consideremos a equacao

(ATA)x = \x .. (AA")(Ax) = \(Ax).

Se considerarmos A # 0 na equacao acima, veremos que A7 A e AAT possuem exatamente
os mesmos rank(A) autovalores diferentes de 0. Dessa forma, X7% e X237 sao matrizes
diagonais cujas primeiras rank(A) entradas diagonais sdo iguais e correspondem aos
quadrados dos valores singulares de A, 2.

Para permitir uma visualizacao dos procedimentos expostos, consideremos, sem
perda de generalidade, A € R**3 e rank(A) = 3. Dessa forma, o SVD de A serd dado
por A=UXVT onde

Uir Uiz U1z Uig op 0 0
V11 V12 V13 0 0
U1 U2 U3 U4 02
V= lvy vy wvyl|, U= e X=
U3zr U3z U33 U34 0 0 o3
V31 U3z 7Uss
Ug1 Uq2 Ug3 Ugq 0 0 0

Os produtos AT A e AAT serao escritos como

E-l m
a d e )
n o
ATA=|qd b f| e AA"=
Il n 1 p
e f ¢
m o p J




A equagao (ATA)V = V(XTX) pode ser reescrita como

a d e V11 V12 Vi3 V11 V12 Vi3 O'% 0 O

d b f|-|va va2 vaz| = Va1 w22 waz| - |0 0% 0

e [ ¢ U31r V32 V33 V31 V32 Us3 0 0 032,
a d e V11 Ui2 Vi3 O'%UH 0%1)12 U§U13
d b f| |va v vaz| = 0%021 U§U22 0?%1/23
e f ¢ V31 V32 V33 o %U?;l g % U3z O % V33

Denotemos os vetores linha de AT A por L(AT A); e os vetores coluna de V

por v;. Assim, podemos escrever

L(AT A),
ATA = L(ATA>2 e V= [Ul (D) '03] .
L(AT A),

Assim, podemos reescrever (AT A)V = V(XTX) como

L(ATA)l'Ul L(ATA)l'Uz L(ATA)l’Ug O'%’UH O'%Ulg 0'%1)13
L(ATA)QUI L(ATA)sz L(ATA)QUS - 0%1121 U%"UQQ 0'%1)23
L(ATA)g’Ul L(ATA)3U2 L(ATA)g’Ug O'%Ugl 0'5’032 U§U33

[(ATA)’UI (AT A)v, (ATA)’173:| - [a%’ul o3V Oivs

E importante atentar para uma peculiaridade da equagao matricial acima: pela

igualdade matricial, temos que

(ATA)’UJ' = 0]2-’0_7',

que é compativel com os resultados que obtivemos anteriormente. O vetor v; ¢ um
autovetor da matriz A" A, e o7 é o autovalor de A" A associado a v;. Ainda, os o7 sao
todos reais, pelo Teorema Espectral (independente de A ser real ou complexa). Denotemos

tais autovalores por A\j, Ay e A3. Ja foi visto que os autovalores de AT A sao 03,03 e o3.



Assim, concluimos que

2— .
aj—)\J.

- V%

Portanto, os valores singulares da matriz A sao as raizes quadradas dos autovalores de

AT A. Notamos, ainda, que AT A possui 3 autovetores (associados aos seus 3 autovalores)
localizados no R3, que é o espaco coluna de A. Pelo Teorema Espectral, tais autovetores
fazem parte de uma base ortonormal para esse espaco.

Agora, analisemos a equagao

(AATYU =U(E=X7).

Essa equagao pode ser reescrita como

E-l m Uy; U2 U3 U4 U1 U2 U3 U4 0y 0 0 0
2
]f h n (0} U921 U2 U23 U2 U921 U2 U23 U24 O 0'2 0 O
2
I n @ p U] Uz U3 U3y U] Uz U3z U3y 0 0 o3 O
m o p ] Ugr  Ugo  Uq3  Ugg Ugr  Ugo  Ug3  Ugg 0 0 0 O
k l 2 2 2 O
m Ul U2 U1z Uig O1Ui1 OjU12 O3U13
2 2 2 0
n o U1 U2 U2z U4 O1U21 OjU22 O3U23
2 2 2 0
v p U1 U32 U3z U34 O1U31 0O3U32 03U33
2 2 2 0
p ) Uqgl Ua2 U3 Ugq O1iU4q1 O3U42 O3U43

Denotemos os vetores linha de AA” por L(AA"); e os vetores coluna de U por u;

T
AA U3 U2 U3 Uy

Assim, podemos reescrever (AAT)U = U(XXT) como



L(AAT)u; L(AAT)u; L(AAT)us L(AAT)
L(AAT)yu; L(AAT)u; L(AAT)us L(AAT)
L(AAT)yu; L(AAT);u; L(AAT);us L(AAT)
L(AAT)u; L(AAT)u; L(AAT)u; L(AAT)

-O'%U/H O'%ulg O'%Ulg O-
o U%u21 U%UQQ O'%UQg 0
O'%Ugl O'%ng O'§U33 0
O'%U41 U%U42 U§U43 0

~(AATuy (AAT)u (AAT)uy (AAT)uy| =
:[a%ul O'%’U,z O'g’l.l,g O:|7

onde 0 ¢ a matriz nula. Novamente, observamos que o vetor u; ¢ um autovetor da matriz
AAT e 032- é um autovalor de AA” associado a u;. E evidente, ainda, que os autovalores
de AAT sao exatamente os mesmos de AT A. Notamos, novamente, que AA” possui 3
autovetores associados aos seus 3 autovalores. Tais autovetores estdo no R*, que é o espaco
linha de A. Pelo Teorema Espectral, tais autovetores fazem parte de uma base ortonormal
para esse espago.

Resumidamente, observamos que os valores singulares de A sao iguais as raizes
quadradas dos autovalores nao nulos de AT A (que sdo exatamente os mesmos autovalores
de AAT), que os vetores singulares direitos de A sao os autovetores de AT A e que os
vetores singulares esquerdos de A sao os autovetores de AAT. Assim, montamos as

matrizes U, ¥ e V.



Apéndice D - Interpretacao Geométrica do SVD

O SVD, geometricamente, é justificado pelo fato quando uma esfera unitaria
(ou seja, a esfera euclidiana usual em um espago vetorial euclidiano n-dimensional) é
transformada por meio de uma matriz A,,x,, sua imagem é uma hiperelipse (ou seja,
uma elipse em um espaco vetorial euclidiano m-dimensional). Doravante, tal esfera sera
denotada por S e a hiperelipse, por AS.

Antes de prosseguir, é importante compreender a afirmacao acima. Embora a
primeira vista ela seja um tanto quanto "seca”, ela é, de fato, consideravelmente simples.
Quando nos referimos a uma esfera unitéria, na realidade estamos nos definindo a superficie
imaginaria que envolve todos os vetores unitarios e, em especial, aqueles que compoem
bases ortonormais. Para exemplificar, consideremos os vetores da base canonica do R3
(a saber, (0;0;1), (0;1;0) e (1;0;0)). Esses trés vetores sdo perpendiculares entre si e
possuem o0 mesmo comprimento. Assim, podemos imaginar uma casca esférica imaginaria
envolvendo eles, como ilustrado na Figura 14. Nela, é possivel visualizar a esfera imaginaria
a qual nos referimos. Enfatizamos que essa esfera envolve todos os vetores unitarios do
R3, dentre os quais destacamos aqueles que compoem bases ortonormais para o referido

espaco vetorial.

X

Figura 14: Esfera unitdria no R3



Quando foi dito que tal esfera é transformada por meio de uma matriz A numa hiperelipse
no R™, estamos simplesmente descrevendo geometricamente o efeito da transformacao
linear definida pela matriz A sobre os vetores unitarios do R"™. Toda matriz A,,., sempre
determina uma transformagcao linear Ty : R” — R™. Essa transformagao reescalona (i.e.,
modifica 0 médulo) e rotaciona os vetores unitérios do R” no R™. Estes, por sua vez, podem
se imaginados no interior de uma superficie eliptica. Graficamente, a transformacao de S
pode ser vista na Figura 15. Assim, vemos que a transformagao A deforma S, fazendo com
que os vetores vy, v2 € R” sejam rotacionados e reescalonados no R™, transformando-os,

assim, nos semieixos da hiperelipse o1u1, ooy € R™.

(%) U1 Oolo

A

L 2

S o1Uq AS
Figura 15: Deformagao de S por A

Agora, podemos dar uma interpretagao geométrica para os valores e vetores
singulares de A. Os vetores singulares direitos da matriz A (i.e., v1,va, ..., Vy,) S0 08
eixos principais da esfera euclidiana S no R", e constituem parte de uma base ortonormal
para este. Os vetores singulares esquerdos da matriz A (i.e., w1, Ua, ..., Um) SA0 0S eixos
principais da hiperelipse AS no R™, e constituem parte de uma base ortonormal para este.
Os walores singulares da matriz A (i.e., 01, 09,...,0,) sdo 0os comprimentos dos semieixos
de AS.

Agora que vimos a interpretacao geométrica da deformacao de S pela trans-
formagao A, analisemos a interpretacao geométrica da deformacao de S pelas matrizes U,
3 e V, que juntas formam o SVD de A. Como vimos, a deformacao de S nada mais é do
que a rotagao e o reescalonamento (no espago linha de A) dos vetores que compoem S
(pertencentes ao espaco coluna de A). Como A = U.XVT, ao multiplicarmos um x € R

por UXVT, o resultado deve ser o mesmo de que obterfamos multiplicando-o por A.



Sabemos que a multiplicagdo de um vetor por uma matriz ortonormal apenas faz com que
ele seja rotacionado, sem que haja alteracao do valor do seu médulo. Sabemos, também,
que a multiplicacao de um vetor por uma matriz diagonal implica no seu reescalonamento,
sem que ele seja rotacionado.

Dessa forma, o SVD é exatamente o conjunto dessas operacoes de rotacao e
reescalonamento. As matizes U e V| ortonormais, realizam a rotacao dos vetores que
compoem a esfera S, e a matriz ¥ realiza o reescalonamento dos mesmos. Para melhor

ilustrar essa afirmacao, consideremos a Figura 16.

V2 V1 T
@ -
N
o1U1q
lvr Ul

O2U2

01Uy

Figura 16: Deformacao de S por U, V e X

Na Figura 16, vemos perfeitamente o resultado da atuacao de cada um dos
vetores que compoem o SVD de A sobre a esfera S. Novamente, sem perda de generalidade,

consideremos A € R*® com rank(A) = 3. Assim, temos



U1 U2 U3 U4 op 0 O
V11 V12 V13
U21 U2 U2z U4 0 o2 O
V = V21 V22 V23| » U=
U3l U3y U3z Usg 0 0 o3
V31 U3z Uss
Ugr  Ugr  Ug3  Usg 0 0 O
Consideremos, também, o vetor & € R3,
X
= |x5|, || =1
X3
Fazendo uso da associatividade do produto matricial, fagamos Az = (UXVT)z =
UX(VTx). Podemos escrever VTx como
V11 V21 V31 €
T, _
Vie= vy vy vz To| =
V13 V23 V33 €3
V1121 + V21 X2 -+ V313 V1T
— — |7 T T
V1221 + V22T + U32X3 V121 + VyXo + V3 T3 v |
V1321 + V23X 2 + V333 V3

onde v; sao os vetores coluna de V. Como os vetores v; sao unitérios, o resultado do
produto VT é a rotacao do vetor & no R?, o espaco coluna de A. Agora, escrevemos

3 (VTx) como

01 0 0
V1121 + U21T2 + V3123
0 (o) 0
V12%1 + U22Z9 + V32X3| =
0 0 03
V1371 + V23T + VU33%3
0O 0 O



o1 (V1121 + V2129 + V31 23)
02 (V121 + Vo2 + V32T3)

03(v13%1 + V3o + V33T3)

= [alvlTxl + oovlxy + agvgxg] -

0

Na equacao acima, vemos que o resultado do produto X(VTx) é o reescalona-

mento do vetor V& no R*, o espaco linha de A. Dessa forma, ¢ a matriz X que associa o

vetor VTx A sua imagem no R*. Ou seja, a matriz ¥ € uma forma simplificada da matriz

A. De fato, esse é o objetivo da diagonalizacao de uma matriz: simplificd-la por meio

da sua transformacao em uma simples matriz diagonal. Por fim, analisamos U (XVTx).

Tal qual VT, ela resulta na rotacao do vetor XV x no R*. De forma similar, podemos

escrever U(XVTx) como

U1
U1
U3

Ug1

U12
U22
U32

Uq2

U13
U23
U3z

U43

U14 0'1’0{33 U110'1’U{ZL' + Ulgo'g’l)gl' + U130'3’U§£L' + U140
U924 02’0558 uglalvlTa: + UQQO_Q'Ugw + u2303v§:1: + U240
U34 0'3’1):{33 U310’1U{w + Ugggzvgw + U330’3’U§(B + U340
0 T T T 0
U44 Ug101V1 X + Ug202V5 T + Uy303V3 T + Uyy

[(ulalv'{)a} + (u209v3)x + (uzosvd )T + ul0| -

onde u; sao os vetores coluna de U. Como os vetores u; sao unitarios, o resultado do

produto U(EV7Tz) é a rotacdo dos vetores coluna de XV 7Tz no R*, o espaco linha de A.

Dessa forma, é latente o significado geométrico do SVD: ele tao somente é a ”"quebra’da

transformagao A em trés etapas mais simples (uma rotagdo, um reescalonamento e uma

segunda rotagao). Ao fazermos Ax, realizamos todas essas trés operagoes simultaneamente.

Ao fazermos (UXVT)x, realizamos essas trés operagoes separadamente.



