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“ A maravilhosa disposicao e harmonia do uni-
verso sé pode ter tido origem segundo o plano de
um Ser que tudo sabe e tudo pode. Isso fica sendo

a minha iltima e mais elevada descoberta.”

Isaac Newton



Resumo

As equacoes diferenciais consistem num campo de estudo matematico muito pro-
picio a novas descobertas. Nesse campo tanto a Matematica quanto a Fisica interagem
sobretudo na histéria - o estudo do calculo por Isaac Newton que abre as portas para
novas pesquisas relacionadas assim como a dedica¢ao as aplicagoes por Daniel Bernoulli
foram de fundamental importancia no desenvolvimento das Equagdes Diferenciais do
século XVIII. Hoje em dia muitas modelagens de problemas préticos no campo cien-
tifico resultam em equagoes diferenciais, entre elas destacamos a Lei do Resfriamento
de Newton e a Datagao do Carbono 14. Com relagao a Existéncia e Unicidade de
solugbes para essas equagoes ¢ destacada a importancia do método das aproximagoes
- sucessivas de Picard que consiste na aproximagao da solucao de uma EDO a partir
de uma sequéncia de fun¢oes. O estudo desse método numérico torna-se interessante
quando percebe-se sua importancia na propria demonstragao do Teorema da Existéncia

e Unicidade para Equacoes Diferenciais Ordinérias de 1* Ordem ou Teorema de Picard.

Palavras Chaves: Equacées Diferenciais; Datagao por Carbono-14; Lei de Resfri-

amento de Newton; Teorema de Picard.



Abstract

The differential equations are a mathematical field of study very conducive to
new discoveries. In this field, both mathematics and physics interact mainly in the
history - the study of calculus by Isaac Newton that opens doors for new researches re-
lated to the dedication as well as applications by Daniel Bernoulli were of fundamental
importance in the development of Differential Equations of the eighteenth century. At
present, many practical problems of modelling in science result in differential equati-
ons, among which we highlight the Newton’s Law of Cooling and Carbon Dating 14. In
relation to the Existence and Uniqueness of solutions to these equations it is highligh-
ted the importance of the method of successive approximations of Picard consisting in
the approximation of the solution of an ODE from a sequence of functions. The study
of this numberic method becomes interesting when you realize your own importance
in demonstration of the Existence and Uniqueness Theorem for Ordinary Differential

Equations of First Order or theorem of Picard.

Keywords: Differential Equations; Dating carbon-14; Law of Cooling Newton; Pi-

card’s Theorem.
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Introducao

No presente trabalho ser4 abordada a temética das Equagdes Diferenciais
Ordinéarias de 1* Ordem onde também sera explorada a Existéncia e Unicidade de
solucoes para as mesmas. Sobre as equagoes diferenciais, de modo geral, o trabalho
sera desenvolvido com base na exploragao de técnicas que tem por objetivo as solugoes
dessas EDs.

O objetivo principal sera fazer o estudo do Teorema de Picard, ou Teorema da
Existéncia e Unicidade de Solu¢des para Equacgoes Diferenciais de 1* Ordem. Visa-se
também a exploracao do método das aproximacoes sucessivas de Picard, onde é possivel
criar uma sequéncia de funcoes que converge uniformemente para a solu¢ao de uma
EDO de 1* Ordem, método esse que foi considerado de fundamental importancia na
descoberta desse teorema.

Com relacao as aplicagoes serd feito o estudo da datagao do carbono 14, que diz
que a propor¢ao de carbono 14 (radioativo) em relagao ao carbono 12 presente nos
seres vivos é constante, quando um organismo morre a absor¢ao de carbono 14 cessa e
a partir de ent@o o carbono 14 vai se transformando em carbono 12 a uma taxa que é
proporcional a quantidade presente. As outras modelagens sao referentes & Dinamica
Populacional e 4 Lei do Resfriamento de Newton onde vemos que a taxa de variagao
da temperatura T'(t) de um corpo em resfriamento é proporcional & diferenca entre a

temperatura atual do corpo 7T'(t) e a temperatura constante do meio ambiente 77,.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Equacgoes Diferenciais de 1* Ordem

Uma equacado algébrica é uma equacao em que as incognitas sao nameros, en-
quanto uma equacgédo diferencial ¢ uma equacdo em que as incognitas sao fungoes
e a equacdo envolve derivadas destas fungoes. Numa equagdo diferencial em que a
incognita é uma funcio y(t), ¢ é a variavel independente e y é a varidvel dependente.

O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento ! é descrito pela

funcao 0(t) que satisfaz a equacao diferencial

d?0 g
— + =sinfl = 0.
pT) & ] sin

Figura 1.1: Pendulo de massa m e comprimento [

Nesta equacdo a incognita é a funcdo 6(t). Assim 6 é a varidvel dependente e ¢ é a

variavel independente.



As equacoes sao classificadas quanto ao tipo, & ordem e 4 linearidade.

a) Quanto ao tipo uma equagdo diferencial pode ser ordinéaria ou parcial. Ela é

ordinaria se as fungoes incognitas forem fungoes de somente uma variavel. Caso
contrario ela é parcial. Portanto as derivadas que aparecem na equagao sao

derivadas totais. Por exemplo, as equages que podem ser escritas na forma
F(t? y"} y”? E ") = {}?
em que y é funcdo apenas de t, sdo equagoes diferenciais ordinarias.

Exemplo 1.1.0.1 A equagdo

dy
dt

€ um ezemplo de equagao diferencial ordindria.

—5y=1

Exemplo 1.1.0.2 A equagao

a—u—i-'say
i Jay

€ um exemplo de equacdo diferencial parcial.

b) Quanto 4 ordem, uma equacao diferencial pode ser de de 1*, 2%,..., de n-ésima or-

dem dependendo da derivada de maior ordem presente na equacao. Uma equagao

diferencial ordinéria de ordem n é uma equacgdo que pode ser escrita na forma
F(t, v, ¢,..., ¥™) =0.

Exemplo 1.1.0.3 A equagdo
yﬂ e 01

€ uma equagao diferencial de 2* ordem.

Quanto a linearidade uma equagao diferencial pode ser linear ou nao linear.
Ela é linear se as incognitas e suas derivadas aparecem de forma linear na equacao.
Uma equacao diferencial ordinéria linear de ordem n é uma equacgao que pode

ser escrita como

ag(t)y+a1(t)d +a2(t) 7 b, L +ap(t )dt“ = ().

R
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Exemplo 1.1.0.4 A equacao

d*y dy ;
tQ‘EP o ta 5 o3 2'y =sint

€ um ezemplo de equacdo linear.

As equagoes diferenciais ordinarias que nao podem ser colocadas nessa forma sao

nao-lineares.

Exemplo 1.1.0.5 A equacdo

=gy =10
a T

nao € linear.

Uma solugao (particular) de uma equagédo diferencial ordinaria de ordem n em
um intervalo I é uma func¢éo y(¢) definida no intervalo I tal que as suas derivadas de

ordem até n estao definidas no intervalo I e satisfazem a equagao neste intervalo.
Exemplo 1.1.0.6 Considere a equacao
ay" +by +cy=0,coma, b,c ER,a#0

tais que b* — 4ac = 0.
A fungéo y(t) = et ¢ solugdo desta equagdo para t € R.
De fato,

; —b s,
t = — 2a
yi)=g-c

" - —b = " '52 Sl )
— —_ —_— 2a :} t p-— 2a ",
y'(t) (20,) (2&)8 y'(®) 4(126

Substituindo y(t), y'(t) e y'(t) no primeiro membro da equagdo obtemos

—§ =u
ay’ +by' +cy = a—e . +b (%eﬁt) 4 ce—

pois, por hipdtese b — dac = 0. Assim y(t) = e~ 2", é solugdo da equagdo.

10



Note que a funcdo constante y = 0 também satisfaz a equacao diferencial dada para
todo ¢ real.

Uma solucao para uma equacao diferencial que é identicamente nula em um in-
tervalo I é em geral referida como solugdo trivial neste intervalo.

Obs: Nem toda equacao diferencial que escrevemos possui necessariamente uma

solucao.
Exemplo 1.1.0.7 A equacao diferencial de primeira ordem
@) +y*+4=0

ndo possui solugoes.

De fato, se a escrevemos na forma
) +y* =—4

notamos que ndo eziste funcdo que, quando substituida na equagdo diferencial, faca

com que a mesma reduza-se a uma identidade.

Uma solucdo para uma equacdo diferencial ordinaria que pode ser escrita na forma

y = y(t) é chamada de solugao explicita.

Exemplo 1.1.0.8 Note qﬂ:e y = t*/16 é uma solugdo para a equagdo nao-linear

dy 1/2
2 b
it~ Y

no intervalo (—oo, 00).

Portanto y(t) = t*/16 ¢ uma solugdo explicita para a equagio diferencial dada.

Dizemos que uma relaciao G(t,y) = 0 é uma solucao implicita de uma equacao

diferencial ordinaria em um intervalo I, se ela define uma ou mais solugoes explicitas.

Exemplo 1.1.0.9 Para —2 < z < 2, a relagdo 22 +1y?—4 = 0 é uma solugdo implicita
para a equacao diferencial
dy =z

dz ~ y
De fato, queremos saber se z2+y*>—4 = 0 é uma solugdo implicita para a equagao

diferencial dada.

11



Derivando implicitamente com relacao a x temos

2 (@) + )+ (-9 = 0

d 2
2$+E(y) = 0
2z + d( ) = 0

d:l} yy o *

Efetuando a regra do produto teremos

d d
2z + ya;(y) +y£(y) =0

d
2z + 2ya(y) = 0
dy ¥

dz Y

Logo, z? + y?> — 4 = 0 € uma solugdo implicita para a equagdo diferencial dada.

Além disso, as funcdes y(z) = —v4 — 22 e y(z) = v/4 — 22 sdo solugdes expli-
citas da equacéo diferencial dada definidas no intervalo (—2,2).

Quando resolvemos uma equacao diferencial ordinéria de 1* ordem obtemos uma
familia de solugdes que dependem de uma constante arbitréria.

Se toda solucao particular puder ser obtida da familia de solucdes que encontra-
mos por uma escolha apropriada da constante dizemos que a familia de solucoes é a

solucao geral da equacao.

Exemplo 1.1.0.10 A fungdo y = ce® é uma familia a um pardmetro de solugoes para

a equacao de primeira ordem y = y.

Para ¢ = 0, —2 e 5, obtemos as solugoes particulares y =0, y = —2¢” e y = 5¢e”,

respectivamente.

Definigdo 1.1.1 Uma funcdo diferencidvel y(t) = k, onde k ¢ uma constante tal que

f(t,k) =0 para todo t, é chamada de solugdo singular da equagio.

Exemplo 1.1.0.11 A equacao
yf - 2t2

tem a fungdo y(t) = 0, como uma solugdo singular.

De fato, y é constante e f(t) = 2t> ¢ nulo para t =0, isto €, f(0) = 0.

12



Exemplo 1.1.0.12 Uma familia a um pardmetro de solugoes para 3y = ty'/? ¢ dada
por y = (£2/4 + ¢)%.

Quando ¢ = 0, a solucdo particular resultante é y = ¢*/16. A solugéo trivial

y = 0 & uma solucao singular para a equagao, pois ela nao pode ser obtida da familia

através de uma escolha do parametro c.
Equacgoes Diferenciais Ordinéarias de 1* Ordem

As equagoes diferenciais de 1* ordem sao equagoes que podem ser escritas como
F(t,y,y') =0.

Vamos estudar equagoes de equagoes de primeira ordem que podem ser escritas

na forma

) (11)

Uma solucdo (particular) da uma equacao diferencial 1.1 em um in-
tervalo / é uma funcao y(t) definida no intervalo I tal que a sua derivada y/(t) esta
definida no intervalo I e satisfaz a equagao 1.1 neste intervalo.

O problema

& = f(ty)
ylto) = o
é chamado problema de valor inicial (PVI).

(1.2)

Uma solugao do problema de valor inicial 1.2 em um intervalo I é uma fungao
y(t) que esta definida neste intervalo, tal que a sua derivada também esta definida neste
intervalo e satisfaz 1.2.

Em termos geométricos, estamos procurando uma solucao para a equacao dife-
rencial, definida em um intervalo I tal que o gréafico da solu¢do passe por um ponto

(to,yo) determinado a priori.

Exemplo 1.1.0.13 y = ce! é uma familia a um pardmetro de solugées para y = y
no intervalo (—o00,00). Seja y(0) = 3, entao substituindo t = 0 e y = 3 na familia,

obteremos 3 = ce® = c.

13



Logo, a fun¢ao y = 3e' é uma solugao para o problema de valor inicial (Veja a

figura 1.2)

A I A A R O A R I i1
Y RN /0
A A A A I
R NN AN I
A A A I
VAN AR VA A B R A RV AV AV A A
RN AT LSS TR
VR A A RV VY fals A
P LD LT ELLLL LA RS
L LSS LY N
LA AT Ld AL TYPELA AV LA
’ ST LSS S ///l{_////
Fa Al S i S A G A S A § P G i P e g
I S R e P Y S g P S o SR oW G
T P T A = T o Y

t + . —
e e . B e e Bt
B e T e T e e i e T Tl 8

Figura 1.2: Solugao de y = y correspondente & condigao inicial y(0) = 3.

Exemplo 1.1.0.14 A equacao

pode ser resolvida por integracao direta obtendo

3t
y(t) = fea'dt = % 4+

que € a solucao geral da equacao diferencial dada.

Para encontrarmos a solugao do PVI

dy
dt
y(1/3) = ¢/3

substituimos t = 1/3 e y = e/3 na solugao geral encontrada obtendo C = (. Assim a

solug¢ao do PVI é
3t

14



vdlida para —o00 < t < 00, que é o maior intervalo em que a solugao e sua derivada

estao definidas.

—— — —— —
L L

e e e P

|

|

|

|

|

\

&
R C. TR S ISR s M
et e e e e e e
. SR Y N I

T

o e e e

R T L S R L I A T e —s

vl

________

Figura 1.3: Solugao do problema de valor inicial.

1.2 Equacoes Lineares de 12 Ordem

As equagoes (diferenciais) lineares de 1* ordem sdo equagoes que podem ser es-

critas como
dy
dt

Se a fungdo p(t) = 0 a equacao 1.3 torna-se

+p(t)y = q(1). (1.3)

dy

2 — ), (14)

que é facilmente resolvida integrando-se ambos os lados. Assim a solugao geral desta
equacao é dada por
y(t) = / q(t)dt + C.

Exemplo 1.2.0.15 A equacao

dy .
o 2
% sin(2t)

pode ser resolvida por integracdo direta obtendo-se a solugao geral

y(t) = f sin 2tdt = —cosém +C.

15
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Considere equagoes da forma

d—f +p(t)y = q(t).

(1.5)
Vamos definir uma funcio auxiliar, u(t) = e/?®% de forma que ao multiplicarmos

a equagao 1.5 por esta fungdo a equagao obtida é uma equagdo linear com p(t) =0, ou

seja, do tipo 1.4, que ja resolvemos anteriormente. Uma fungdo com esta propriedade
é chamada fator integrante da equacao linear.

A solucao geral de 1.5 é dada por

(0 = o5 ( [ noutyae+c).

Exemplo 1.2.0.16 Considere a equacao

Temos que

t tl
entdo o fator integrante € dado por

“(t) — EZJr %dt — e2ln(t) <& J,U,( ) — t2
Multiplicando-se a equagdo dada por u(t), obtemos:

dy

d
=+ tty =2t = —(Py) =1,
@& T &ty
Integrando, obtemos a solugdo geral

1 +C,
dai,

i 2
y(t) =

e

onde C' € uma constante arbitrdria (Ueja a figura 1.4).

Exemplo 1.2.0.17 Considere o problema de valor inicial

d; Br u=
@ tiy=t

y(2) =3

16
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Figura 1.4: Solugoes da equagdo correspondente & constante C' = 0 (azul) e C' # 0

(vermelho).

A equacdo é a mesma do ezemplo anterior, dessa vez com a condigao inicial
y(2) = 3, utilizamos, entao, a mesma solugdo e calculamos C através da condi¢ao

inicial dada, dai temos

t' +4C
y(t) = T
(2)*+4C
= — =5
=3 1) = C
Logo, teremos
s
y o 4 tgs

que € a solugao do problema de valor inicial.
Note que a solugao é vdlida no intervalo (0,+00), que é o maior intervalo con-
tendo t = 2 em que a solucdo e sua derivada estao definidas. A solugao teria a mesma

expressao se a condigao inicial fosse y(—2) = 3, mas o intervalo de validae da solugao

seria (—00,0).

17
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e Equacoes Separéaveis

As equagoes separéiveis sao equagoes que podem ser escritas na forma
d
)5 = f(@). (1.6)
A solugao geral de 1.6 é dada implicitamente por

i) = / f(z)dz +C.
Podemos obter a solugdo da maneira mostrada a seguir.

Integrando-se em relagao a z ambos os membros de 1.6 obtemos

fg(y)% = ff(x)dw+0,

que pode ser reescrita como

f 9(y)y'dz = / f(z)dz + C.

Fazendo a substitui¢do y'dz = dy obtemos
[sway= [ sz +c.

As curvas que sao solugoes de uma equagao separavel podem ser vistas como

curvas de nivel da fungao
2= Fla,y) = hol@)) ~ [ S}z

Exemplo 1.2.0.18 A equagio diferencial i = 1+ y* € separdvel, pois podemos

ESCTever
1 dy
1+y2dz
por integragdo, arctan (y) =z + ¢ ou y = tan(z + ¢).

Exemplo 1.2.0.19 Encontire a solugao geral da equagao diferencial

Qy% = —4z ou 2yy = —4z.

Integrando ambos os lados em relagao a = teremos

f2yy’dz=/—4xdr.

18



Substituindo y/dr = dy temos

/Zydy = ]—4:rd;z:

=1y = =2224C

ou ainda

¥ +222 =C,
onde C é uma constante arbitrdria.

As solugoes sao elipses( figura 1.5) que sdo as curvas de nivel da fungao

z=F(z,y) =9y* + 22

O grdfico da fungio F(z,y) = y* +2a* € um paraboloide eliptico, como vemos na

figura 1.6 .

Figura 1.5: Solugdes da equacao dife-

rencial. Figura 1.6: Paraboléide eliptico.

e Equacoes Exatas

As equagoes exatas sio equagoes que podem ser escritas na forma
dy ~
M(z,y) + N(z,y)5 - =0 (1.7)

em que as funcoes M(z,y) e N(z,y) satisfazem

dM _ BN

ol o R el ) 1.8
Oy oz’ (L8)

19



em um retangulo {(z,y) e R? |a <z < 8,7 <y <0}, onde M(z,y), N(z,y),

8M 8N .=
By e % sao continuas.

Nestas condigbes existe uma funcdo ¥(z,y) tal que

o

M(a) = 3 e No,y) = 5

(1.9)

Exemplo 1.2.0.20 Considere a equagdo diferencial

2y(1 + z?) B 2zy*
1+222 Y (1+4222)2

Note que a equagdo pode ser escrita na forma 1.7, temos entdao

2xy? 14 2y(1+2?%) ,
(1+ 222)2 14222 °

Além disso, a equacao acima satisfaz 1.8.

De fato,
e 23:y2 2y(1 + 22)
M(Ivy) (1+2 2)2 IBN(IE,y)=w,
temos
oM 4dzy ON dzy

By  (Q+2z22 ° Bz (1+202)2
por outro lado

Como
oM _ N
oy Oz’

para todo (z,y) € R, entdo a equagdo € ezata.

Vamos encontrar uma funcgao ¥ (z,y) tal que

o _ m
6_I -—M(x,y) (= Gy "'N(x':y)'

Integrando a primeira equagao em relagao a x obtemos

w(x,y)=/(~%%—1)ﬂ=f-ﬁ%y;?dz—x.

Por substitui¢ao
du

u=(1+2:1:2)=:—dx=z:£,

dai
2

92 -1\ _ y
-/——du——-#——(—'u )—m,
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logo

_ 2z __ v
‘{’(x’y)_/(_(wzxﬂ)? 1)d$_2(1+2$2) &+h).

Substituindo-se a fungdo ¥ (z,y) encontrada na equagao

0 2y(1 + 22
}% =Niza)= 3;(4- 222 )
obtemos
y _dh_ 2y(1+2%)
1+222  dy 14222 °
Esta equagao pode ser reescrita como
dh  2y(1 + 2?) Y y+ 222y
dy  1+227 1+222 1+22%
que tem solucao geral

2
h(y) = % +q.

Assim, a solugao geral da equacao € dada implicitamente por
2 2

Yy y [T_-c]
—_— T R + e _'_ C- a
Y@ = 3 ae 2T <
o
Quando multiplicamos uma equagao da forma | |
J == |
M(z,y) + N(z,5)=% =0, (1.10) B
d.’L' ;_:;._:_ .
que ndo é exata por uma funcdo pu(z,y) de forma que a nova equagdo seja exata, o
chamamos a funcao p(z,y) de fator integrante para equagao exata. 1..; & |
— |
Exemplo 1.2.0.21 Considere a equagao
2zy?
2y(1 + z%)y — =1+ 22% 1.11
y(1+2%)y T+ 22 z (1.11)
Para esta equacgao
2y 2
M s I 7 N(z,y) = 2y(1 + z°).
(@.9) = ~1 5 z® e N(z,y) = 2y( )
Assim,
oM 4zy ON
= e — =4y,
oy (L4222 oz
e portanto a equacdo ndo é exata. Multiplicando a equagdo diferencial dada por
1
obtemos

y(1+2%) , Zayt
1+222 ¢ (14 222)2
Que como ja mostramos no ezemplo 1.2.0.20, € exata.
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1.3 Substituicoes em Equacgoes de 1* Ordem

As equagoes homogéneas de 1* ordem sao equagoes que podem ser escritas como

dy (1.12)

2 = Fy/a).

Ou seja, o lado direito da equagdo 1.12 apesar de depender de z e de y, depende
apenas do quociente y/z. Seja

v =y/z.

Entao
Yy =z,

e derivando o produto vz em relacao a z obtemos pela regra da cadeia

Substituindo-se este valor de j—g e y/x = v na equacao 1.12 obtemos a equacao

dv
x£+v—F(’u)

ou
dv
— = FPl9) =i
T (v) -y

Multiplicando-se por
1

z(F(v) —v)

esta equacao se torna
1 dv 1
e s 1.13
F(v)—vdx 2’ (1.13)

que é uma equacao separavel. Podemos encontrar a solugao geral desta equagao usando

a técnica apresentada na secao 1.2.
Depois de encontrada a solugao geral da equacao 1.13 devemos substituir

v=1y/z

para encontrar a solucao geral de 1.12.
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e Equagoes de Bernoulli

As equacgoes de Bernoulli sdo equagoes da forma

% + p(z)y = q(x)y" (1.14)

em que n é um nimero real qualquer. Para n =0 e n = 1 esta equagao & linear.

Para n # 0 e n # 1, fazemos a mudanca de variaveis v = Tl

Multiplicando-se a equagao de Bernoulli 1.14 por y~" obtemos

y““% +p(z)y' " = q(2). (1.15)

Derivando v = 3"~ ! em relagdo a z obtemos, pela regra da cadeia

dv ~ndy
dr ey dz’
de onde obtemos que
iy L 8y
dz  1—ndz’

e y'™™ = v em 1.15 obtemos

Bl

ceusanas gendl o 1
Fazendo as substituicées y™" 3% = 1=

1 dv
T—rdi +p(z)v = g(2)

que é uma equagao linear. Depois de encontrada a solugdo geral desta equagao,

devemos substituir v = y'~™ para encontrar a solugdo geral de 1.14.

e Equacoes de Ricatti

As Equacoes de Ricatti sido equagdes da forma

% = p(a) + q(z)y +r(z)y>. (1.16)

Sendo conhecida uma solucdo particular da equagao yi(x), a equagao de Ricatti

pode ser resolvida fazendo a substituigao

y(z) = n(z) + v(z). (1.17)
Entao

dy dy1 dv

dy _dp v 1.18

dx dzx * dx ( )
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Substituindo 1.17 e 1.18 em 1.12 obtemos

oy

—— + = =p(2) + 9(2) (v +v) + (@) (v + v).

Usando o fato de que y;(z) é solucao da equagao obtemos

j—z — (g(z) + 2y (2)r(z))v = r(z)v?.

que é uma equacao de Bernoulli com n = 2.

Exemplo 1.3.0.22 Considere a equacgao

d
il FEP RS (1+2e%)y + 4,
dx

verifiquemos que y; = —e* € uma solugdo desta equacao.

De fato, fazendo a substituicdo

obtemos a equagao

d
P
ou ainda,
dv 9 1 dv
_—= ——-=1. 1.19
dz U+U:>02+vdw (119)

Decompondo —— em fracées parciais temos

ne—=p

1 A B
=24
v4+v v v+1

= 1= A(v+1)+ Bw.

Substituindo v = 0, —1 obtemos A =1 e B = —1. Assim a equagdo 1.19 pode
ser

d

—(In|v| +Injv+1]) =1,

dx
integrando obtemos

In

v
= Ch:
U+1l 4+l

Aplicando-se a exponencial obtemos

v
= +e%1¢® = Ce”,
=1

substituindo-se v = y + e obtemos que a solug¢do da equagdo € dada implicita-

mente por
y+e’
4+ 14e*
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e Outras substituicoes

Exemplo 1.3.0.23 Considere a equagao

dy y—z
dt  y—z—1

Vamos resolvé-la fazendo a substituicdo v =1y — z. O que implica que

d‘v_ig{
de  dz
ou
dy _ dv
dr  dzx '

Substituindo-se v =y — z ey =v' + 1 na equagdo obtemos

d g
dzx v—1
dv 1
dr  v-—1

dv
(U_I)EE = 1

que é uma equagao separdvel cuja solugao €

Pi v=T+c
5 = ol

Substituindo-se de volta v = y — x obtemos que a solugdo da equagao € dada
implicitamente por

2
=&
(v : ) E—
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1.4 Notas Historicas - Equagdes Diferenciais (Sé-

culo XIX - XX)

As aplicagoes fisicas das equagdes diferenciais estimulam o estudo aprofundado
desse contetido, comeca entdo no século XIX a exploracao de métodos mais “com-
plexos” para a obtencdo de solugGes para esse tipo de equagao: “No século XIX,
iniciou-se a investigacdo de questdes teéricas de existéncia e unicidade, assim
como o desenvolvimento de métodos menos elementares, como os baseados em
expansao em séries de poténcias. Esses métodos encontram seu ambiente natural
no plano complexo. Por causa disso, eles foram estimulados pelo desenvolvimento
mais ou menos simultaneo, que, de certa forma, estimularam, da teoria de funcgoes
analiticas complexas. As equacdes diferenciais parciais comegaram, também, a
ser estudadas intensamente, & medida que se tornava claro seu papel crucial em
fisica matematica. Com isso, muitas funcoes, solugoes de certas equagoes diferen-
ciais ordinérias, comecaram a aparecer em muitas situagoes e foram estudadas
exaustivamente. Conhecidas, coletivamente, como fungoes transcendentais, mui-
tas delas estio associadas a nomes de matematicos, incluindo Bessel, Legendre,

Hermite, Chebyshev e Hankel, entre outros.” (BOYCE, p. 16).

Os métodos de aproximagoes comegam a Surgir, porént-a tecnologia do infcio do
século XX era pouco desenvolvida fazendo com que célculos extensos fossem rea-
lizados de forma manual ou com a ajuda de equipamentos simples. “As inimeras
equagoes diferenciais que resistiram a métodos analiticos levaram a investiga-
¢do de métodos de aproximagdo numérica. Por volta de 1900 ja haviam sido
desenvolvidos métodos efetivos de integragio numeérica, mas sua implementagao
estava severamente prejudicada pela necessidade de se executar os célculos a mao
ou com equipamentos computacionais muito primitivos. Nos ultimos 50 anos, o
desenvolvimento de computadores cada vez mais poderosos e versiteis aumen-
tou muito a gama de problemas que podem ser investigados, de maneira efetiva,
por métodos numéricos. Durante esse mesmo perfodo, foram desenvolvidos inte-

gradores numéricos extremamente refinados e robustos, facilmente disponiveis.”

(BOYCE, p. 16).
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O estudo de comportamentos de solugbes torna-se possivel e acessivel nos tlti-
mos anos. As equacdes nio-lineares passam a ganhar mais atencao em métodos
geométricos que visam a manipulagdo grafica. “Uma outra caracteristica das
equacoes diferenciais no século XX foi a criacao de métodos geométricos ou to-
pologicos, especialmente para equagdes ndo-lineares. O objetivo é compreender,
pelo menos qualitativamente, o comportamento de solugbes de um ponto de vista
geométrico, assim como analitico. Se ha necessidade de maiores detalhes, isso
pode ser obtido, em geral, usando-se aproximagoes numéricas |...]. Nos tltimos
anos, essas duas tendéncias se juntaram. Computadores e, especialmente, com-
putacdo grafica, trouxeram um novo impeto ao estudo de sistemas de equagoes

diferenciais nao-lineares.” (BOYCE, p. 16).
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Capitulo 2

O Teorema de Picard

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Charles Emile Picard (1856-1941) Picard foi um dos proeminentes matematicos
franceses do final do século passado e comego desse século. Fez significativas
contribuices nas areas de equagdes diferenciais e varidveis complexas. Em 1889,
Picard lecionou na Universidade Clarck em Worcester, estado de Massachusetts,

Estados Unidos.

1. O problema de valor inicial

V| +lyl = 0
y0) =1

nio tem solucdo, pois y = 0 (isto &, y(z) = 0, Vz) & a tnica solucao da

equacao diferencial ordinaria.

y 24
y(0) = 1

tem precisamente uma solugdo, isto é, y = t> + 1.

2. O problema de valor inicial

3. O problema de valor inicial

I
—

y(0)
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tem infinitas solugoes, isto &, y = 1+ ¢z, onde ¢ é uma constante arbitréria,
pois y(0) = 1 para todo c.

Destes exemplos vemos que o problema de valor inicial

d
2 = f(ty)
ylbo) =  wo
pode nao ter solugao, precisamente um solugao, ou mais que uma solu-
cao. Estes fatos sugerem as seguintes duas questoes fundamentais.

Existéncia

1. Sob que condi¢ao um problema de valor inicial tem pelo menos uma solucgao

(ou mais que uma solu¢ao)?

Unicidade

1. Quando podemos estar certos de que existe precisamente uma tinica soluc¢ao?

Dada uma aplicagao f :  — R, definida em cada ponto (¢,y) de um aberto 2

de R x R" = R™*!, dizemos que

y' = f(t,y)
¢ a equacao diferencial ordiniria em R" definida por f.
Definic¢ao 2.1.1 Uma fungdo diferencidvel ¢ : I — R™ chama-se solugdo da
equacao

y = fty) (2.1)

no intervalo I se:

i) o grifico de p em I, isto €, {(t,)); t € I} estd contido em ) e
i) ¢ (t) = f(t,o(t)) para todo t € I.

Sob hip6teses bem gerais sobre f - por exemplo se f e %& sao continuas em £2

- existe uma e s6 uma solugdo ¢ de 2.1 num intervalo que contém o e tal que
@(to) = o
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Uma tal o serad chamada de solugao do problema com dados iniciais (o, o)

para a equacdo 2.1. Este problema é também conhecido como problema de

Cauchy e serd denotado abreviadamente por

Yy = flty)
y(to) = o

Observacao. A equacao 2.2 é equivalente & equagao integral

i
yt)=yo+ [ f(s,y(s))ds.
to
Lema 2.1.0.1 Seja a equacgao

y' = f(t,y)

(2.2)

(2.3)

onde f : & C R? = R € continua no aberto Q0. Seja (to,y0) € Q. Nestas

condigoes, y = y(t), t € I, serd solugdo satisfazendo a condigdo inicial y(to) = Yo,

com 1o no intervalo I, se, e somente se,

t
y(t) = o + j £(5,5(s))ds
to
para todo t € I.
Prova

Se y = y(t), t € I, é solucdo de 2.3, entao

Y (t) = Ft,y(1))

para todo ¢t em I.

Integrando ambos os lados da igualdade temos
t t
[veas = [ ssatonas
tp
y(t) —ylto) = f(s,y(s))ds.
Assim,

y(t) = y(to) + t f(s,y(s))ds.
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Como estamos supondo y(to) = yo, temos que

t
vO) =+ [ fsu(s)ds
to
para todo ¢t em /.

Reciprocamente, se

t
Yt =0+ f f(s,9(s))ds, t € T,

entao teremos
to

y(to) =yo + f(s,y(s))ds = y(to) = yo;
to
satisfazendo, assim, a condi¢ao inicial.

Além disso : )
V@) = () + ( / s u(s)s)

que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

Y (t) = ft,y@), t el

O Método das Aproximagoes Sucessivas

O método das aproximacoes sucessivas de Picard sugere a idéia de encontrar

funcoes o mais préximo possivel da solu¢ao do problema de valor inicial.

Definicao 2.1.2 (Sequéncia de Picard) Considere a equagdo diferencial

¥ =f(t,y)

com a condigcdo inicial y(to) = yo. Seja o uma fungdo constante definida no

intervalo I, com ty € I, e dada por @o(t) = yo. Considere a sequéncia definida

de fungoes

©0, ¥P1, P2,-- Pny-e-

31



definidas em I. Suponhamos que tais fungoes sejam obtidas pelo o sequinte pro-

cesso de recorréncia:
¢
pnis(®) =+ [ F(s,pn(s)ds, 020
to

Uma tal sequéncia denomina-se, entao, sequéncia de Picard para o problema

y = f(ty)

y(to) = Yo

Exemplo 2.1.0.24 Determine a sequéncia de Picard para o problema vy = v,

y(0) = 1. Verifique que tal sequéncia converge para a solugio y = €'.

Solucao
Seja ,
ons(®) =0+ [ s, on(0)ds, n 20
0
Tendo em vista a condigdo inicial y(0) = 1, temos

p(t) =1 +f0 @(s)ds.

Se a aproximagéo inicial é ¢p(t) = 1, obtemos

o) = 1+f1d«;_1+t
0

I

t 2
1+/ l+sds=1+t+ —,

pa2(t) | 5

t t2 t3
es(t) = 1+f1—|—.5+ —ds=14+t+—+—
; G

As equagdes anteriores sugerem o termo geral
2 3 n

i
Palt) =1+t+ 5+ o+t oy V2 1.

Assim, ,(t) pode ser dado pela n-ésima soma parcial da série



Por ser uma série de Taylor temos

o0
j
— =g
2g=e
& kI

Logo

n— 00 = Pu(t) = €.

Lema 2.1.0.2 Seja f : Q C R?, Q aberto, uma fungdo continua e (to,yo) € Q.

Sendo ) aberto, existem a > 0 e b > 0 tais que o retdngulo
Q={(t,y) |[th—a<t<to+a, yo<y<yo+b}
estd contido em Q. Se gﬁ é continua em ) existe uma constante K > 0 tal que
[F(t,31) — f(t 12)| < Ky — w2
quaisquer que sejam (t,y1) e (t,y2) no retdngulo Q.

Prova:

Se % & continua em ) também é continua no retangulo (). Dai, pelo teorema de
By

Weierstrass, existe uma constante K > 0 tal que
of
‘31:

para todo (¢,y) em Q. Sejam (¢,y;) e (t,y2) dois pontos quaisquer de ¢). Temos,
pelo Teorema do Valor Médio que existe um s entre y; e y» tal que

Py =) = g—gu,s)(m sl
Assim,

|£(t,51) — £(t,92)] < Kly1 — -
13

Exemplo 2.1.0.25 A fungio f(z,y) = z® + y* € limitada (com K = 2) no
quadrado |z| < 1, |y| > 1.
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Exemplo 2.1.0.26 A funcdio f(z,y) = tan(zr + y) nao € limitada para
|z +y| < 7/2.

Existem todos os elementos da sequéncia {¢,}?

Os elementos da sequéncia de Picard nao podem, normalmente, ser calculados
explicitamente. O “perigo” é que, em alguma etapa, por exemplo, n = k, o grafico
de y = yi(t) contenha pontos fora do retangulo Q. Portanto, no préximo passo -
o célculo de gy - seria necessério calcular a funcdo f(¢,y) em pontos onde néo
sabemos se ela é continua, ou mesmo existe. Assim, o célculo de ¢4, poderia

ser impossivel. Para evitar esse “perigo”, pode ser necessario restringir ¢ a um

intervalo menor do que [t| < a.

Exemplo 2.1.0.27 Suponha que f e %5 sejam continuas apenas no retangulo

R:|t| <a, |yl £ b e w,(0) =0, Vn. Encontre o menor intervalo onde todos os

elementos da sequéncia {p,(t)} ezistem.

Solucao

Sabemos que uma fungao continua em uma regiao fechada e limitada é limi-
tada. Portanto f é limitada em Q; logo existe um niimero positivo M tal que
lfty) < M, (t,y) € Q.

Como f(t,px(t)) € igual a ¢,(t), o coeficiente angular méximo para as retas

tangentes ao gréafico da funcdo y = ¢}, ,(¢) é M.

Como esse grafico contém (0,0), ele tem que esta contido tas regioes triangulares

sombreadas nas figuras 2.1 e 2.2.

Portanto, o ponto (¢, px+1(t)) permanece em @, pelo menos enquanto @ contiver

as regioes triangulares, o que ocorre se |t| < b/M.

Vamos considerar o retangulo @ : |t| < r, |z| < b, onde r é igual ao menor dos
elementos @ ou b/M. Com esta restri¢do, todos os elementos da sequéncia {¢,(2)}

existem.
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v=-Mt

\*

am

Figura 2.1: b/M > a Figura 2.2: b/M < a
Exemplo 2.1.0.28 Considere o problema de valor inicial

y =1+1% y(0)=0

e considere o retdngulo R : |t| < 5, |y| < 3. Entdo a = 5, b = 3, e
|f(t,y)|=[1+y2[5M=1(}eigﬂ=2|y[§}(=6,a=%=0,3<a.

Obs:

A solucio deste problema é y = tanz. Esta solugao é descontinua em +m/2, e

nao existe solugdo continua vélida no intervalo inteiro |t| < 5.

Lema 2.1.0.3 Seja f: Q C R2 = R, Q aberto e seja (to, o) € Q. Sejam a > 0

e b > 0 tais que o retdéngulo
Q={(ty) |to—a<t<to+a,y <y <y +b}

esteja contido Q. Seja M > 0 tal que

|f(tay)| S M, em Q

Seja r > 0, tal que
r<aeMr<hb.

Seja Yn-1 = Yn-1(t), to — 7 < t < to +r, continua cujo grdfico esteja contido em
Q; seja
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yn=yn(t); to—r<t<tg+r,

dada por
t

Ya(t) = Yo +/ f(8,Yyn-1(s))ds.

to
Nestas condigées, o grifico de y, = yn(t) também estd contido em Q.

Prova:
Para provar que o gréfico de y, estd contido em @), é suficiente provar que
lyn — yo| < b

para todo t € [to — r,to + r]. Temos, para todo ¢ € [ty — r,to + 7],

Jalt) — g0 = L £, nr(8))d5,
dai t
l4n(t) — 30l < \ fm (5, yns(s))] ds]

Como, para todo s € [t — 1,19 + 7],

(3! yﬂr—l(s)) € Qa

resulta,

|f(s,y,,~1(s))| S M., VS [S [to o T}t[) -+ T] .

Logo, temos

(&) =l <| [ Mas

0
para todo ¢ € [tg — 7, 1o + r]. Assim, para todo ¢ € [to — 7, 1o + 7]

|yn(t) — w0l < Mt — o

e, portanto,

[ya(t) — yo| < Mr <b.
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Definicao 2.1.3 Seja f : 2 C R? = R, Q aberto e seja (to,yo) € 2. Considere

a funcao constante
y(}(t) = y{},t [ lto — T,tn =+ T] ¢

A fungdo yo(t) = yo € continua e seu grdfico estd contido em Q. Consideremos,

a sequéncia de fungoes (yn(t))n>o definidas em [to — r,to + ] e dadas por

yo(t) = Yo

t

Un(t) = o +f f(8,Yn-1(s))ds, n > 1.

to
(Observe que, para todo n > 1, o grdfico de y, estd contido em Q). Tal sequéncia

de fungoes denomina-se sequéncia de Picard para o problema

I

Y f(t,y)
y(to)

Yo-
2.2 Teorema de Existéncia

Seja f :  C R? = R, Q aberto e seja (to,yo) € 2. Suponhamos que f e %5
sejam continuas em Q. Sejam r e @ como no lema 2.1.0.3. Seja K como no lema

2.1.0.2. Devemos provar que a sequéncia de Picard
() = %
. (2.4)
yn(t) = % + fgn f(s; yn—l(s))ds
converge uniformemente em [to — r, 1o + 7] .

Consideremos a série

ya() = o(t) + [ () — ()] + . + [yn(t) — yn-1(2)]
+o00
= o+ ) W) — yna(t)]. (2:5)

Observe que, para todo n > 1,

Ya(t) = yo(t) + Y k() — v (8)] -
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Prove que
+00
Z [Yn(2) = yn—1(t)] (2:6)
n=1

é uniformemente convergente em [ty — 7, %o + 7].

Deste modo, a sequéncia 2.4 serd uniformemente convergente em [ty — 7, o + 7]
se a série 2.5 o for.

Prova:

Como ¥, e y» sdo continuas no intervalo [ty — 7, o + r] teremos que |y1(t) — yo(t)|

admite ponto de maximo. Dai, existe um M > 0 onde

1 (t) — ()] < M,

em [to — r,tp + 7]. Segue do lema 2.1.0.2 que

|£(3,9n(5)) = f(5,Yn-1())| < Klyn(s) = yn-1(s) (2.7)

para todo s € [ty — 7, to + 7.
Temos a
(®) —n(®) = [ 1(taa(s) = (s, (s
to

Dai, para todo t € [tg — r,tp + 1],

ly2(t) = (8)] =

]

/ "t 3(s)) = F(s,wols)))ds

a(t) - ()] < ‘tlf(t,yl(-*))—f(s,yo(S))IdS.;

tendo em vista 2.7,

" luas) = wols)] ds

to

ly2(t) — ()| < K

e, portanto,
ly2(t) — 91 (1) < MKt — to (2.8)
para todo t € [to — 7, to + 7).

Sabemos que M é o valor maximo de |y:1(s) — yo(s)| em t € [to —7,tg + 7] e

portanto, neste intervalo,

l11(s) — vo(s)| < M.
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Temos ,
lt) )= ] [F(t, () — £(s, 1 (s))]ds.
to

Segue que, para todo ¢ € [to — 7, to + 7],

lya(t) — wa(t)| <

t
[ Kb - (o)l ds
to

e, tendo em vista 2.8,

lys(t) — y2(t)| < MK?

-
/ |s — to| ds
to

t
] |s — to| ds
to
considerando u = s — 1y, temos

u=70 se s=1p
u=t—1ty se s=1t.

além disso du = ds. Substituindo teremos Py

Resolvendo a integral

{ b
t—tp t—tp u2 t—to {
/ |uldu = / udu = [-——] s Eilel S
0 0 2 Jo Fs
}
Portanto, para todo t € [to — 7, to + 7],
t —to|? -
&) - 1alt)] < MK EI0E, (2.9) E

Da mesma forma, temos

?

() — s (8)] < ] jm K lgale) —sal)l o

de 2.9
¥ IS = t0|2
) (o) < | [ K [parrlSel s,
to
de modo anilogo teremos
t — to|?
lya(?) — ys(t)| < MKS%- (2.10)

Calculando |ys(t) — ya(t)| teremos
1s(8) — valt)] < ‘ [D K lya(s) — ya(s)] ds|
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de 2.10, temos que

tol3

lws(0) — s ()] < 'MK”S

consequentemente

lys(t) — y4(t)|<MK4{t t0|4

Esses resultados sugerem o termo geral

t— to|"?
|yn(t) yn—l(t)l —= MK (n e 1)'

para todo t € [ty — r,tp + r]. Como, neste intervalo, |t — ¢5| < r, segue que

(Kr)n-t

|yﬂ-(t) i yn—l(t)l <M (n i 1)!

para todo natural n > 1 e para todo t no intervalo [ty — r,t, + r]. Temos que a

série numeérica

+oo Kr)n1
nE:‘: ((n —) 1)!

é convergente. Logo, pelo teste de Weierstrass, a série

400

Z [yn(t) — Un-1 (t)]

n=1

é uniformemente convergente em [ty — 7, o + 7).

Segue que a sequéncia de Picard
n® =0+ [ Jlostna()ds 211
0
converge uniformemente em [ty — 7, to + 7.
Exemplo 2.2.0.29 Seja y = y(t), t € [to — r,to + 7], dada por

y(t) = lim y,(?) (2.12)

n—++o00

Prove que, para todo t no intervalo [to — r,to + 7],

y(t) = yo + J J(8,Yn-1(s))ds
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Prova:

De 2.11, para todo t no intervalo [ty — r,to + 7],

t
nEEloo yﬂ(t) =Wt nEElmL f(s1 yﬂ_l(s))ds

devido a convergéncia uniforme da sequéncia, temos

dai

W0 =0+ lim_ [ yoa(s)ds (2.13)

P . t . ,
Para permutar-mos os simbolos lim e fto precisaremos provar a convergeéncia
n—+4o00

uniforme, em [ty — 7, o + 7], da sequéncia
f(8,yn-1(s)), n 2 1.

Podemos notar que o grafico da fungao y = y(t), t € [to —r, o+ 7], dada em 2.12,

esta contido no retangulo Q.

De 2.7, temos que

|£(5,Yn-1(5)) = £(5,9(5))| < Klyn-1(s) — y(s)|

para todo n > 1 e para todo s no intervalo [ty — 7, + r]. Da convergéncia
uniforme de y,-1(s) a y(s), temos a convergéncia uniforme de f(s,yn-1(s)) a

f(s,y(s)). Tendo em vista 2.13, segue que
t
v =+ [ [ tm s(s,snes(o)] as

como nEI-Pm f(8,Yn-1(5)) = f(s,9(5)),

v =+ jh £(s,y(s))ds, Yt € [to — 10 + 1],

Segue do lema 2.1.0.1 anterior que y = y(t), t € [to — .%o + 7], & solugdo da
equagao diferencial

v =f(ty)
e satisfaz a condicdo inicial y(tg) = yo. Demonstramos, assim, o Teorema se-

guinte.
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Teorema 2.2.0.1 (de ezisténcia) Seja f : @ C R? = R, Q aberto e seja
(to,yo) € 2. Suponhamos que f e gﬁ sejam continuas em Q. Nestas condigoes,

a equagao
v =[(ty)

admite uma solugio y = y(t) definida em um intervalo [to — r,to + 1| e satisfa-

zendo a condi¢do inicial y(to) = Yo.

2.3 Teorema de Unicidade

Os problemas de valor inicial que possuem mais de uma solugao sao claramente
indesejaveis nas aplicagoes. Portanto, é importante encontrar qual é exatamente

a razao para qual o problema de valor inicial tem mais de uma solugao.

Exemplo 2.3.0.30 O problema de valor inicial
yf = 3y2f3‘ y(o) =0

tem no minimo duas solugées: ¢1(t) =0 e p(t) = t*.

De fato, temos

1(t) = 0= %(0) =0 = 3(0)%3,
além disso, p1(0) = 0.

Por outro lado,
.dat'
substituindo teremos

d
2 (%) = 382 = 3?7,

a condi¢ao inicial também € satisfeita, jd que

y(0) = 3(0)* = y(0) = 0.
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Concluimos, assim, que a equacdo dada apresenta, pelo menos, as duas solugoes

citadas.

Note que,
of
oy

¢ descontinua no ponto (t,0), com t € R.

=5 2y—1/3

Teorema 2.3.0.2 Seja f: Q C R? = R, Q aberto e seja (to, yo) € . Suponha-

mos que [ e g sejam continuas em §2. Sejam

n=wul(t),tel,

Y2 = 92(t)at €,
onde I e J sao intervalos abertos contendo iy, duas solucoes da equagdo
v =1ty
e tais que

y1(to) = y2(to) = %o

Nestas condigoes, existe d > 0 tal que
n(t) = ya(t), em [to —d,to +d] .

Prova:

Seja @ o retangulo

to—a<t<to+a,yp—-b<y<y+b

Da continuidade de y; e y, segue que existe d; > 0, com d; < a, tal que

(t,1n(t)) e (¢, y2(2))

pertencem ao retangulo Q, para todo t no intervalo [t —d, o +d]. Pelo lema
2.1.0:2

|£(s,31(5)) = f(s,2(8))| < Klya(s) = y2(s)]
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para todo s € [ty — d, to + d]. Tomemos d > 0 tal que
d<dye Kd< 1.

Como y; = y1(t) e y2 = y(t) sdo solugbes da equacdo tais que y(to) = y2(to) = vo,

resultam

nt)=v+ [ f(s,5(s))ds

to
-
w(t) = o + fh £(5,12(s))ds
para t € [ty — d, o + d]. Segue que

I (t) = 3a(t)| <

£ 1£(5,31(8)) = £(5, a(s)) | ds

para todo t € [tg — d, to + d]. Dai

m® - n0) < K| [ " syl el (2.14)
Seja,
M; = max {|y1(t) — w2(t)| | t € [to — d, 0+ d]}.
Assim,
11®) — 1) < My (2.15)

para todo s € [ty — d, to + d]. Considerando 2.14 e 2.15 teremos

ly1(t) — y2(t)| < K M|t — to

e, portanto,

[ (t) — ya(t)| < KMid
para todo t € [tg - d, tU - d]_ Logo,
M, < KMyd,

pois M; é o maximo de |y;(t) — y2(t)| em [to — d, to + d].

Se M, # 0, resulta
1< Kd,



que contraria a escolha de d. Dai M; = 0. Dali,

91(t) = 32(t)| = 0 em [to — d, bo +d],

portanto,

n(t) = w(t), Vt € [to —d,to +d].

|
Corolario 2.3.0.1 Nas condigoes do teorema anterior, se
n=uwult),tel
e
yo = ya(t),t € J,
onde I e J sao intervalos abertos contendo ty, sao duas solugoes da equagao F‘
| €&
| LL
# = f(t: y) { B
e tais que
vi(to) = ya(to) = yo, _
entao :

y1(t) = y2(t)

para todo y € I N J.

Prova:

Suponhamos que exista z € I N J tal que

yi(z) # ya(z).

Supondo z < tp. Seja

A ={s €z,t0] | 11(t) # v2(t) para t € [z,s]},

provaremos, a seguir, que A nao é vazio.
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De fato, sendo y;(z) # y2(z), da continuidade de y; e y2 segue que existe r > 0
tal que

(t) #ye(t) em [z —r,z+7].

Assim, z+r € A. Logo, A é ndao-vazio. Por outro lado A é limitado superiormente
por ty, segue que A admite supremo. Seja ¢ o supremo de A, entdo ¢ < i e,

portanto, c € I N J.
Devemos ter

v(c) = 1(c)
ou

y1(c) # wa(c).

Se y;(¢) = yo(c), pelo teorema anterior, existe um d > 0 tal que

yi(t) = y2(2)

em [¢c—d,c+d]. Como d > 0, ¢ ndo é a menor das cotas superiores, logo nao
é supremo de A. Se y1(c) # yo(c) existe r; > 0 tal que y;(t) # y(t) em t €

[c — 71,¢ + 1] que contraria, também, o fato de ¢ ser supremo de A. Logo,

(t) =y(t) em INJ

Exemplo 2.3.0.31 Encontre a solugao do problema de valor inicial

¥Y=y yl)=e

e garante que nao hd outra solucao.
Solucao

Seja y =y, temos que

dy
@&

Pelo método prdtico de separacao de varidveis teremos
1
—dy = dt.
Yy
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Integrando obtemos

fidy=fdt=>ln|y|=t+€,

y(t) = Cle‘, com 01 = BC.

ou

Temos como condigdo inicial que y(1) = e, ou seja
6=C181=>C1=1.

Logo a solucao do PVI é dada por
y(t) = €.

Como f(t,y) =y e %5 = 1 sdo continuas, pelo Teorema de Picard concluimos

que nao eziste outra solugdo para esse problema de valor inicial.

A continuidade da funcao f(¢,y) em § por si propria é suficiente para garantir
a existéncia de pelo menos uma solucdo de 3y’ = f(¢,y), y(to) = yo definida em

algum intervalo /.

Considera-se geralmente como intervalo I de definigao para esse problema de valor
inicial o maior intervalo contendo to, sobre o qual a solugdo y(t) esta definida e
pode ser diferenciada. O intervalo I depende de f(t,y) e da condigéo inicial
y(to) = yo.

A condigdo extra da continuidade da primeira derivada parcial %{; em {2 possibilita-
nos afirmar que a solugéo nio somente existe em algum intervalo J contendo zo,

mas também é a tnica solucao que satisfaz y(ty) = yo.

O teorema nio d4 nenhuma indicacéo do tamanho dos intervalos I e J; o intervalo
I de definicdo ndo necessita ser tdo grande quanto a regido @, e o intervalo J
de existéncia e unicidade pode nio ser tdo grande quanto I. O ntmero r > 0,
que define o intervalo J : to —r < t < to + r, pode ser bem pequeno; assim,
¢ melhor pensar que a solugdo y(t) é Ginica em um sentido local - isto é, uma

solucdo definida nas proximidades do ponto (%o, o)
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Exemplo 2.3.0.32 Seja o/ = y®. Temos que

of
2 L8
fit,y) =y ¢ 3 2y.

Cada uma dessas fungoes é continua no plano todo, e em particular no retdngulo

Q:-2<it<2,0<y<?2.

Como o ponto (0,1) estd no interior deste retdngulo, o teorema de eristéncia e
unicidade garante uma solugdo tinica - necessariamente uma fungdo continua -

para o problema de valor inicial

vy =9, y0)=1

em algum intervalo aberto contendo yo = 0.

Seja
dy 2
at Y
separando as varidveis, temos que
1
integrando obtemos
Ld = | Wyt wed 2.16
B = =y miclier (2.16)
=>1 = —t—c (2.17)
Yy
Se y(0) = 1, seque que ¢ = —1, dai
1
) = —
e =

¢ uma solugao explicita para o problema de valor inicial dado.

Porém, 1/(1 —t) é descontinua em t = 1, de modo que nao temos a existéncia

de uma solug¢ao no intervalo todo —2 < 1 < 2.

Isto significa que o intervalo I do teorema pode nao ser tao largo quanto o retdn-
gulo; embora as hipdteses do teorema sejam vdlidas para todo t em Q, a solugao
pode existir apenas em um intervalo menor I. Analogamente, o intervalo J para

a unicidade pode ser menor ainda que 1.
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As condigoes do teorema de existéncia e unicidade sao suficientes, mas

nao necessarias.

Quando f(t,y) e %5 sao continuas em uma regiao retangular (), deve-se sempre
concluir que ha uma tinica solu¢éo para o problema de valor inicial quando (%o, 7o)

for um ponto interior de Q.
Porém, se as condicdes dadas nas hipGteses do teorema nao forem satisfeitas,
qualquer coisa pode ocorrer:
1. o problema de valor inicial pode ainda ter solugao, e essa solugao ser tinica;
2. pode ter véarias solugdes ;

3. nao ter solucao alguma.

Exemplo 2.3.0.33 O problema de valor inicial

y =|z|, y(0) =0

nao ¢é diferencidvel em x = 0, mas o problema de valor inicial possui a fungao

zero como uma tnica solugdo ' .

Exemplo 2.3.0.34 A equacdo diferencial % = 2y'/? tem pelo menos duas solu-

¢oes cujos o0s grdficos passam por (0,0).

De fato, temos o seguinte PVI

dy

Note que uma solucio para essa equacio é dada por ¢(t) =0, ja que, satisfaz a

equacao diferencial e a condigao inicial.

Por outro lado temos
dy 1
—_—— 2 I' 2 =
dt - Y

2y1/2dy = dt,

1A prova da unicidade pode ser obtida usando o teorema de Cauchy-Lipschitz, publicado em 1876
pelo matemético alemao Rudolph Lipschitz(1832-1904).
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dai

1 _ 1/2
/Wdy—/ldtzby =t+ec

Da condicao inicial y(0) = 0 obtemos ¢ = 0, daf

pa(t) = 2

é outra solucao para a equacgao diferencial dada.

Notemos que o fato do PVI ter duas ou até mais solugoes ndo contradiz o teorema
de existéncia e unicidade, j& que, ndo satisfaz sua hipotese. Isso se deve ao fato

de %5 ser descontinua em (z,y) e R2, z € R,yeRey <0.

Exemplo 2.3.0.35 Um caso importante no qual a ezisténcia e unicidade globais

sao garantidas é a equagdo diferencial linear de primeira ordem

Y — alt)y +b00),

onde a(t) e b(t) sao continuas no intervalo aberto I contendo o ponto io.
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Capitulo 3

Modelos Matematicos e Equacoes

Diferenciais

Muitos problemas préticos, podem ser modelados pela Matematica, de acordo

=4

com as quatro etapas abaixo (ndo muito bem definidas): &i ;
o

1. Construcdo de um modelo para descrever algum fenémeno fisico; s |

o0 |

9. Estabelecimento de um procedimento matematico adequado ao modelo fi- £ |

s |

sico; e

S|

3. Realizacdo de calculos numéricos aproximados com 0 uso do Modelo Mate- M- |

matico pré-estabelecido;

4. Comparacao das quantidades numéricas obtidas através do Modelo Mate-
mético com aquelas que se esperava obter a partir da formulacao do modelo

criado para resolver o problema.

Apos estas etapas, costuma-se analisar os resultados e na verificagdo da adequagao
dos mesmos, aceitar-se o modelo e na inadequacao dos resultados, reformula-se o
modelo, geralmente introduzindo maiores controles sobre as variaveis importan-

tes, retirando-se os controles sobre as variaveis que ndo mostraram importancia.
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3.1 Datacao do Carbono 14

A propor¢io de carbono 14 (radioativo) em relagao ao carbono 12 presente nos
seres vivos é constante. Quando um organismo morre a absor¢ao de carbono 14
cessa e a partir de entdo o carbono 14 vai se transformando em carbono 12 a uma
taxa que é proporcional a quantidade presente. Podemos descrever o problema
de encontrar a quantidade de carbono 14 em funcdo do tempo, y(t), como o

problema de valor inicial

d
€ =i
y(o) = %o

Exemplo 3.1.0.36 A enorme mesa redonda presa s paredes do Castelo de Win-
chester, e que € mostrada aos crédulos turistas como sendo a famosa “Tdvola
Redonda” do Rei Arthur, apresentou em 2010 uma atividade de 6,08dpm/g. Sa-
bendo que a atividade da madeira viva da regido é 6,68dpm/g, verifique se esta
mesa serviu de fato para os cotovelos do Rei e de seus lenddrios cavaleiros: Lan-
celot, Galahad, Gwain, Percival, etc. Do pouco que sabemos dessa fabulosa con-

fraria, uma coisa é certa: viveram no século V.

Solugao

Primeiramente devemos calcular a solugdo do PVI. Seja

dy
o S0 T
dit

entao
1
—dy = kdt
Y Y

= y(t) = e¥c

a atividade inicial é de 6.68 dpm/g, dai, como y(0) = 6.68 temos que ¢ = 6,68

que nos leva a solugao particular
y(t) = 6.68¢x.

Para encontrarmos o valor da constante k utilizamos o fato da meia vida do

carbono 14 ser de 5730 anos. Ou seja

858 _6,68e4
gz
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= 5730k =In (%)

dai
In2

k= ——— = —0,00012097
5730~ 000

sendo assim, temos

y(t) = 6. 6000012097

Por fim, queremos encontrar o valor de %, tal que y(¢) = 6,08 no ano de 2010.

Ou seja

6.08 = 6 688—0,000120973

—ogooraoor: __ 6,08

ﬁ" = 5.68’

aplicando In em ambos os lados da igualdade teremos

Ip e~ 000012097t _ 1, 6,08
6,68

L, . _ ImEs _ (-00041132015\ . oo

~ -0,00012097 \ —0,00012097 /.~ T

Logo t ~ 778 anos. Como os dados da atividade foram obtidos em 2010 temos

2010 — 778 = 1232.

Concluimos que a madeira utilizada na suposta “Tavola Redonda’ apresentou

vida por volta do ano de 1232, século XIII.

3.2 Lei de Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variacao da temperatura
T(t) de um corpo em resfriamento é proporcional & diferenga entre a temperatura
atual do corpo T'(t) e a temperatura constante do meio ambiente T,, ou seja, a

temperatura do corpo, T'(t) é a solu¢do do problema de valor inicial

L = KT = Tn)
TO) = Tp
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Exemplo 3.2.0.37 Um corpo € encontrado morto, com temperatura superfi-
cial de 30°C, dentro de uma sala com um aparelho de ar condicionado man-
tendo o ambiente a uma temperatura constante de 20°C. Sabe-se que a tempe-
ratura superficial no corpo de um humano vivo € de 36,5°C e que pela lei do
resfriamento a temperatura T = T(t) varia satisfazendo a equagdo diferencial
4L — k(T — T\n), onde k € uma constante de proporcionalidade inerente do ser
humano e T, = 20°C € a tempemtum'do ambiente. Determine o tempo que pas-
sou depois da morte até o defunto ser encontrado. (Vocé ainda precisa calcular
a constante k, para isto seqgue uma informag@o: O corpo de um caddver num

ambiente de temperatura constante igual a 20°C demora uma hora para descer de

35°C para 84,2°C).

Solugao
De acordo com a Lei de Resfriamento de Newton

dT
oMW (O, .2
- = k(T —Tn)

sabemos que a temperatura ambiente é dada por T,. = 20°C, entao

aT
— =—k(T -2

calculando a solugdo geral pelo método pratico de separagdo de varidveis obtemos

T—20

dT = —kdt,

que nos leva a

T=204Ce™;

onde C' é uma constante arbitréria.
Encontraremos, agora, o valor da constante de proporcionalidade k. Para isso

devemos considerar T(0) = 35°C e T(1) = 34,2°C. Para T(0) = 35°C
T(0) =20+ Ce®’ =>35=20+C = C =15,

entao

T = 20 + 15 *,
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Para T(1) = 34,2°C

492
T(1) =20+ 15~ = 34,2 =20 + 15e ¥ = ™" = 1_15_
logo
k= lnl%% — k~0,0548

Apb6s obtermos k consideremos agora T'(0) = 36,5°C e T(t;) = 30°C, onde 1,

corresponde ao tempo que se passou depois da morte. Temos entao
T(t) = 20 + Ce™ = T(0) =20 + Ce’* = C = 16,5
se T(t,) = 30°C
T(t)) = 20 + 16, 579544 —s 30 = 20 + 16, 5¢%%4"

sendo assim

10
0,0548t; _ _
e __—_16,5<:>0’0548t1_1n16}5}

por fim
—0,0548
0.0528 ~ 1%

1 hora corresponde a 60 minutos, dai

1~

1A 60min
0,14h ~ zmin

= z = §,4min.

Da mesma forma 1 minuto corresponde a 60 segundos, daf

Imin _ 60seg

= = y = 24seg.
0,4min  yseg ¥ &l

Concluimos, entdo, que o corpo foi encontrado, aproximadamente, 09h08min e

24seq ap6s a morte ter ocorrido.




Apéndice A

Conceitos de Analise

A.1 Numeros Reais

Definigdo A.1.1 Dizemos que um subconjunto I C R € um intervalo se, dados

quaisquer T < z <y tais que z, y € I, necessariamente vale z € 1.

Definicdo A.1.2 Seja A C R um subconjunto qualquer. Um nimero real z € R
diz-se uma conta superior de A (resp. conta inferior de A) se x > y (resp.

z < y para qualquer y € A.

Definicdo A.1.3 Seja A C R um subconjunto qualquer. Um mimero real z € R

diz-se supremo de A (resp. infimo de A se satisfaz as seguintes duas condigoes:

(i) x € cota superior de A, i.e. x© > y para qualquer y € A (resp. x é cota

inferior, i.e. x <y para qualquer y € A;

(ii) se z for cota superior de A, entdo z < z (resp. se z for cota inferior de A,

entdao x > z.

Definicdo A.1.4 Seja A C R um subconjunto qualquer. Quando eziste supremo
de A e este pertence ao conjunto A, i.e. sup A € A, diremos que A tem mdzimo e
que max A = sup A. De forma andloga, quando eziste infimo de A e este pertence

ao conjunto A, i.e. inf A € A, diremos que A tem minimo e que min A = inf A.
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Exemplo A.1.0.38 Seja A o subconjunto de R dado por
A={-1}uU0,]]={z€R:z=-1U0< z < 1}.
Temos entao que:

cotas superior de A

{reR,z>1} = [1,+00],
cotas inferior de A = {zr€R,z <1} =]-00,-1],
supA=1¢ A = A nao tem mdzrimo,
=

infA=-1e€ A A tem minimo e min A = —1.

A.2 Sequéncia

Definigdo A.2.1 Uma sequéncia de nimeros reais € uma fungio z : N — R,
que associa a cada nimero natural n um nimero real x,, chamado o n-ésimo

termo da sequéncia.

Definigdo A.2.2 Dizemos que um nimero a € o limite de uma sequéncia (z,)
se, para cada ¢ > 0, ezistir ng € N tal que |z, — a| < € para todo n > ng e
ESCTEVEMOS

lim z, = a.
n—o0

Uma sequéncia que possui limite diz-se convergente. Caso contrério, ela se

chama divergente.

Exemplo A.2.0.39 Considere a sequéncia (ay) cujo termo geral € a, =1 — a5 -

Onde lim a, = 1.

T—00

De fato, observe que

e pela desigualdade de Bernoulli temos
M=(1+1)"<1+n>n, VnEN,

logo
, VneN.

S |-

1
2_1{<
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Ou seja,

1 1
la"_ll'_ir:<;;‘ Vn € N.
Assim, dado € > 0 considere ng € N tal que - <e. Logo, para qualquer n = ng

e B
no
1
— < €.
g

1
lan — 1| == <
n

Definicdo A.2.3 Dada uma sequéncia T = (Zn)nen, uma subsequéncia dez éa
restricio da funcdo = a um subconjunto infinito N={n<ng<--<ng<--}
de N.

Dizemos que uma sequéncia é limitada quando existe k > 0 tal que |a,| < K,
Vn € N.

Teorema A.2.0.3 Toda sequéncia limitada de mimeros reais possui uma sub-

sequéncia convergente.

Prova. Ver [6]

Definicdo A.2.4 Diz-se que (z,) € uma sequéncia de Cauchy quando, para

todo ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = | — 2] €€

Obs.

1. Toda sequéncia convergente é¢ de Cauchy.
2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

3. Toda sequéncia de Cauchy de R é convergente.

A.3 Séries

Dada uma sequéncia de niimeros reais (a,), podemos formar uma nova sequéncia

(sn) da seguinte forma:

58



sy = ap+ ag,

83 = a1+a2+a3,

Sn = a1+02+"'+0n.,

O termo geral da sequéncia (s,) é chamado de n-ésima soma parcial, ou de

reduzida de ordem n de (an).

A sequéncia (s,) assim obtida é chamada de série infinita, ou simplesmente de

o0
série e é denotada por Z Q.

n=1

Quando (s,) converge para um limite s dizemos que a série Y an, € convergente,

e escrevemos Y. a, = s. Quando uma série nao é convergente dizemos que €

divergente.

) <
Assim, a série Y a, é convergente se, e somente se, para cada € > O existe ng € N ‘I.fl
tal que |s — Sn| = |@nt1 + Gni2 + -+ | < € para cada n > no. 5

w—
Dizemos que uma série 3 a,, diz-se absolutamente convergente quando > |anl l 3_1 |
= |
converge. wdl
400 1
Exemplo A.3.0.40 (Série geométrica) Para 0 < |a| <1, Za" gy
— a
n=0
De fato,
+00
Y= an+l
ga= Y a%= Lo i’ e = ———,

n=0

Como |a| < 1, lim o™ =0, dai
n—0o0

+00
J<gWt ]
P .
lin ) it b ST 1w

Logo, a série dada é convergente e tem por soma 1—;

Um sequéncia de fungdes ¢ uma sequéncia n + fn, onde cada f, é uma funcao.

Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X = R (n =1,2,---) converge sim-
plesmente para a fun¢do f: X — R quando, para todo z € X, a sequéncia de

niimeros fi(z),- - -, fn(z),- - - converge para f(z).
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Assim, f, — f simplesmente em X quando, dados ¢ > 0 e x € X, existe ng € N
(dependendo de ¢ e de z) tal que n > ng = |fu(z) — f(2)| <e.

Uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente para uma fungao
f : X = R quando, para todo €0 dado, existe ng € N (dependendo apenas de ¢)
tal que n > ng = |fa(z) — f(z)| < € seja qual for z € X.

Teorema A.3.0.4 Se a sequéncia de fungées integrdveis f, : [a.b] = R con-

verge uniformemente para f : [a,b] = R entdo f € integrdvel e
b b
[ 1@z = im [ fo(o)de

Prova. Ver [6].

Uma série de fungdes é uma série ) f,, onde cada f, é uma fun¢do. Dizemos

que a série Y f, converge em X, & funcdo s : X — R se, para cada z € X

+o0
s(2) =Y fula),
n=0

+00
o que significa que para cada z € X, s(z) = li_}m an(:r). A fungdo s = s(z),
n=0

denomina-se soma da série.

Teorema A.3.0.5 (Teste de Weterstrass) Dada a sequéncia de fungoes
fn: X > R, seja 3 a, uma série convergente de nimeros reais a, > 0 tais
que |fn(z)| < @, para todo n € R e todo x € X. Nestas condigoes, as séries

S°|fnl € Y fn sd@o uniformemente convergentes.

Prova. Ver [6]

Definigao A.3.1 Seja a,, n > 0, uma sequéncia numérica dada e seja To um

real dado. A série

Z an(z — z0)"

n=0
denomina-se série de poténcia, com coeficientes a,, em volta de zo (ou centrada
em o). Se zo =0, temos a série de poténcias em volta de zero:

+oo
Y anz" =ag+ a1z + gz’ + -

n=0
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Quando a série de poténcia Y a,(z — )" tem raio de convergéncia r > 0, diz-se
que ela é a série de Taylor, em torno do ponto zo, da fungao

f:(zo— 1,20+ 1) = R, definida por f(z) = an(z — zo)™.

Exemplo A.3.0.41 A série Z% converge para todo z € R, logo a funcao
n=0 "

oo

[ : R = R, definida por f(z) = Zi—‘, ¢ de classe C™. Derivando termo a
n=0 "

termo, vemos que f'(z) = f(z). Como f(0) = 1, segue-se, que f(x) = e para

todo x € R. Portanto
50 :53
ef=1+z + 3' +--

¢ a série de Taylor da funcgao exponencial em torno do ponto z = 0.

Exemplo A.3.0.42 Temos que a série

¢ uma série de Taylor que converge.

Definicao A.3.2 Um norma |.|| em R é uma aplicagdo

Il : R=R

z - ||z
que satisfaz:
i [Az]| = [Alll]l;

ii. |lz+yl <zl + |lyll, @ desigualdade triangular, e

iii. ||z]| =0 se, e somente se, z =0,

valendo para quaisquer z, y € R™ e A € R.
Exemplo A.3.0.43 .
1. Em R™ a norma euclidiana é dada por
(@1, za)ll = /2d + - + 23
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9. Consideremos o espago das fungdes reais continuas definidas em [a, b]:
C([a,b] ,R) = {f : [a,b] = R | f € continua}.
A norma usual deste espago €

Ifll = sup [f(2)]-

z€a,b]

Proposicdo A.1 Dada uma norma ||.|| qualquer em R", ezistem constantes po-

sitivas a, b tais que alz| < ||z|| < blz| vale para cada z € R™.

Prova. Ver [3]

Duas normas ||.||; e ||.||» em R” sdo equivalentes se existem constantes positivas
a, b € R tais que

allzllx < llzllz < bl

vale para cada z € R". Observe que qualquer norma em R"™ é equivalente a

norma euclidiana.

Uma norma em R” da origem & nogao de distancia (métrica) entre dois pontos

z,y € R

Definicao A.3.3 Para z = (z1,- - ,Zn) ey = (Y1, ,Yn), POMOS

d(z,y) =l -yl = V{zs =) + -+ + (T = %)’

As trés condices que definem uma norma implicam que d(z,y) tem as proprie-

dades:

i. d(z,z) >0 e d(z,y) =0 se, e somente se, T =y,
ii. d(z,y) = d(y,z),

ii. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2),

para quaisquer pontos z, y e z € X.

Definicao A.3.4 O par (R",d) é chamado de espago métrico, se d for uma

métrica em R™.
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Definicdo A.3.5 Um espago métrico no qual toda sequéncia de Cauchy converge

¢ dito completo.
Exemplo A.3.0.44 O R" é completo com a métrica euclidiana.

Definig¢do A.3.6 Seja (R",d) um espago métrico.
a) A bola aberta centrada em a € R™ com raio v € o conjunto
{z € R" | d(z,a) <1}

que serd denotado por B(a;r).
b) A bola fechada centrada em a € R" com raio r € 0 conjunto
{z e R" | d(z,a) <7}
que serd denotado por Bla;b].
¢) a € X C R" é um ponto interior de X se existirr >0 tal que B(a;r) C X.
d) Um conjunto U C R" € dito aberto se todos os pontos de U forem interiores.

e) Um conjunto U C R" € dito fechado se seu complementar for aberto.

f) Um conjunto U C R™ é dito limitado se existir uma constante ¢ > 0 tal

que d(z,y) < c para quaisquer z, y € X.

g) Um conjunto X C R™ chama-se compacto quando € limitado e fechado.

Definicdo A.3.7 Uma cisdo do conjunto X C R" ¢ uma decomposi¢ao

X = AU B, de X como reunigo de dois subconjuntos abertos disjuntos Ae
B.

A cisio X = AU B diz-se trivial quando um dos abertos, A ou B, € vazio (e

portanto o outro € igual a X). Assim, a cisdo trivial € X = X U0.

Um conjunto X UR™ chama-se conexo quando so admite a cisao trivial. Caso

contrdrio, diz-se que X € desconexo.

Definicdo A.3.8 Seja ¢ : [ = R"™ um caminho, isto €, uma aplicagdo continua
cujo o dominio é um intervalo da reta. Os componentes de ¢ sao fungoes reais

@i : I = R tais que p(t) = (p1(t), -+, pa(t)) para cada t € I.
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Exemplo A.3.0.45 O espago F = C(I,R") dos caminhos continuos de I em
R™ € completo na métrica uniforme
d(p,v) = sup |u(t) — v(t)]
tel

sempre que I for um intervalo compacto.

Dizemos que o caminho ¢ : I — R"™ tem derivada no ponto ¢ € [ se cada

componente tem derivada em ¢; nesse caso, dizemos que

d ) ' -
Zolt) ='(t) = (&(8), -, (1)) € R
¢é a derivada em t.

Se ¢ : I — R™ tem derivada em cada ponto de I, dizemos que ¢ é diferenciavel
no intervalo I; nesse caso ¢ é um caminho continuo e podemos definir um novo

caminho

g :I—>R"
das derivadas de ¢.

Dizemos que ¢ é de classe C° em I se z é continuo em I, e que p é de classe C”
em I se ' é de classe C"! em I, para cada 1 < r. Finalmente, ¢ é de classe C*™®

se p € de classe C™ para cada r € N,

Se ¢ : I — R™ & um caminho continuo, definimos a integral de Riemann de ¢ de

/:ap(t)dt= ( [:%(t) it ... /ﬂ"%(t)dt) -

O Teorema Fundamental do Célculo para caminhos é simplesmente

a até b por

d t
— ds = (1),
% | #te)ds =0
que decorre do Teorema Fundamental do Célculo para fungoes reais tomando

coordenadas. Assim, todo caminho ¢ de classe C" satisfaz

t

wm=wm+f¢w@.

u

De fato, basta observar que ambos os lados definem caminhos de mesma derivada

¢'(t), e que, portanto diferem por uma constante, que no caso € zero.

64



A.4 Aplicagoes Continuas

Uma aplicagio f : X — R", definida no conjunto X C R™, associa a cada ponto
z € X sua imagem f(z) = (fi(z), -, falz))- As fungoes reais

fi, -+, fa: X = R, assim definidas, chamam-se as fungdes-coordenadas de f.
Diz-se que f é continua no ponto a € X quando, para cada € > 0 arbitraria-
mente dado, pode-se obter § > 0 tal que

zeX, |r—a|<d=|f(z) - fla)| <e

Noutros termo: para cada bola B(f(a);¢) dada, existe uma bola B(a; ) tal que
f(B(a;8) N X) C B(f(a); €).

Teorema A.4.0.6 A aplicagio f : X — R" € continua no ponto a € X se,

e somente se, para toda sequéncia de pontos Ty € X com limz, = a, tem-se

lim f(zx) = f(a).

Prova. Ver [8].

Teorema A.4.0.7 (Weierstrass) Seja K C R™ compacto. Se [ : K — R é uma
fungdo real continua, entdo existem Tp, T1 € K tais que f(zo) < f(z) £ f(=1)

para todo z € K.

Prova. Ver (8.

Noutras palavras, toda funcdo real continua num conjunto compacto K atinge

seus valores mfnimo e maximo em pontos de K.

Uma aplicagio f : X — R" diz-se uniformemente continua no conjunto X C R"
quando, para todo ¢ > 0, for possivel obter § > 0 tal que lz—y|l < & =

|f(z) = f(y)| < ¢, sejam quais forem z, y € X.

Teorema A.4.0.8 A fim de que f : X — R" seja uniformemente continua no
conjunto X C R™ € necessdrio e suficiente que, todo par de sequéncias de pontos

Tk, Yk € X com lim |z — yx| = 0, se tenha lim | f(zx) — f(yx)| = 0.
Prova. Ver [8].
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Exemplo A.4.0.46 Uma aplicacdo f : X — R", definida no conjunto X C R"
chama-se lipschitziana quando eziste ¢ > 0 tal que |f(z) — f(y)| < clz —y| para
quaisquer z, y € X. O niimero c é chamado uma constante de Lipschitz de f.

Toda aplicagdo lipschitziana é uniformemente continua: dado ¢ > 0, basta tomar
d=¢/c

Definicdo A.4.1 A aplicagio lipschitziana f : X — R" chama-se uma con-
tragdo se |f(z) — f(y)| < clz — y| com 0 < ¢ < 1; neste caso, dizemos que a

constante de Lipschitz é um fator de contracéio de f.

Teorema A.4.0.9 Sejam M um espago métrico completo e f : M — M uma

aplicagio. Se f é uma contragdo entdo f possui um tnico ponto fizo.

Prova:

Provemos inicialmente a unicidade. Suponhamos que existam z # y € M pontos
fixos de f. Entdo |z — y| = | f(z) — f(¥)| < c|lz — y|, ou seja, (1 —c)|z —y| < 0.
Como (1 — ¢) > 0, concluimos que z = y, logo o ponto fixo € X é tnico.

Para a existéncia consideramos um ponto qualquer zo € M e a sequéncia defi-

nida recursivamente por z,;1 = f(z,). Como [ & uma contracao entao existe

0 <e<1tal que
|f(x)_f(y)| <Ctx—y|=vx,y€M-

Assim

IA

Ixn = $n+1| Bffess arigy |$n+p j © I‘.l'l+;g;|—1| <
f.'ﬂ

|xn+p ] Ini

< M(l4c+-+ |z — x| <

— x| — 0.
l—clm1 o

Portanto (z,) é uma sequéncia de Cauchy e entdo converge. Seja z € M o
limite da sequéncia. Temos (z, = z) = (f(za) = f(2)) € (Zay1 — ) € como

Zni1 = f(z,) segue que f(z) = z.



Seja f : U — R definida num aberto U C R". Fixador e Uedado 1< j<n,

dizemos que

of . [z + hej) — f(z)

——(zr) = lim !

oz; (z) h—0 h

¢ a derivada parcial de f em relacdo a z; no ponto z. Note que e;,---,€, € a

base canénica de R™.

Seja U C R™ um conjunto aberto. Dizemos que f : U — R™ é diferencia-
vel em z € U se existir uma transformagdo linear 7' : R* — R™ tal que

f(z+h) = f(z) + Th+r(h) onde

(k)
T

O gradiente de uma funcéo diferenciével f : U — R no ponto a € U é o vetor
_(9f of
radf(0) = (2L (o) 5 @)

Se v & qualquer vetor de R", a derivada direcional de f no ponto a, na diregao

de v é, por definicao,

of , \ . fla+tv) — f(a)
5@ = t '

Teorema A.4.0.10 (Desigualdade do valor médio) Seja U C R" aberto e
f: U — R™ diferencidvel. Se o segmento de reta fechado [a,a + h] estd con-

tido em U entao
|f(a+h) — f(a)| < |h| sup |f'(a+th)|.
o<t<l

Prova. Ver (8.
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