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”O céu deve ser necessariamente esférico, pois a
esfera, sendo gerada pela rotagao de um circulo, é,

de todos os corpos, o mais perfeito.”

Aristételes




Resumo

Neste trabalho faremos uso da dlgebra linear no processo de classificagao de
conicas e quadricas através do estudo de formas lineares. Para isto, introduziremos
nogoes importantes da dlgebra linear tais como, espagos vetoriais euclidianos, trans-
formagdes lineares e diagonalizagio de operadores lineares, entre outros conceitos que
serao indispensdaveis para o nosso estudo. Faremos um estudo revelando algumas pro-

priedades e particularidades das Conicas e Quéadricas.

Palavras-chave: Algebra Linear; Formas Lineares; Classificagao de Cénicas e Quadricas.




Abstract

In this paper we use linear algebra in the process of classification of conics and
quadrics through the study of linear forms. For this, we will introduce important
concepts such as linear algebra, Euclidean vector spaces, linear transformations and
diagonalization of linear operators, among other concepts that will be indispensable
for our study. We will do a study that showed some properties and particularities of

conics and quadrics.

Keywords: Lincar Algebra; Linear forms; Classification of Conics and quadrics.
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Introducao

Ao longo deste trabalho, apresentaremos a importancia do estudo da algebra
linear no processo de classificagdo de coénicas e quadricas. Veremos como a
diagonalizagao de matrizes simétricas pode ser usada na identificacio das cénicas e
quédricas cujas equagoes nao estao na forma padrao.

Alguns nomes importantes na histéria da matemética sao mencionados no nosso
trabalho, exautando suas contribuigées, principalmente, para o estudo da dlgebra linear
e das coOnicas.

O nosso objetivo principal é classificar uma conica ou uma quadrica a partir de
uma equagao quadratica do R? ou R3.

Apés utilizarmos como motivagao alguns fatos histéricos envolvendo as cénicas e
a dlgebra linear iremos introduzir alguns conceitos envolvendo as cénicas e as quadricas

tais como suas particularidades.



Capitulo 1

Aspectos Histéricos da Geometria e

Algebra Linear

Comecaremos a parte histérica utilizando como motivagao a contribuicao de al-
guns estudiosos em relagdo as conicas, daremos maior destaque ao astronomo e ma-
temético Apolénio de Perga, que ficou conhecido como "o pai das conicas”por seus

estudos e contribuigoes nessa area.
Apolénio de Perga (260-200 a.C.)

O primeiro estudo sistematico sobre as conicas em geral deve-se ao Astronomo
e Matematico grego Apolonio de Perga. Nasceu em Perga na Asia Menor, estudou
em Alexandria na escola dos sucessores de Euclides. Pouco é comentado sobre a sua
vida, no entanto o seu trabalho teve uma grande influéncia no desenvolvimento da
matematica, em particular pela sua mais célebre obra " As Conicas”, composta por oito
volumes. Esta obra constitui um estudo quase exaustivo das sec¢oes planas de um cone
de revolugao. E motivo de admiracao a mestria com que Apolonio demonstra centenas
de teoremas recorrendo apenas aos métodos puramente geométricos de Euclides.

Foi chamado o "Pai das Conicas”pois atribuiu as conicas as designacoes ainda
hoje utilizadas - elipse, parabola e hipérbole, apresentando-as como secgdes produzidas

numa mesma superficie conica, onde a natureza da conica depende apenas da inclinagao



do plano secante relativamente as geratrizes da superficie conica. Foi Apolénio que
apresentou pela primeira vez muitas das propriedades das conicas como por exem-
plo: Se um ramo de uma hipérbole intersecta os dois ramos de uma outra hipérbole, o
ramo oposto da primeira hipérbole ndao encontrard nenhum dos ramos da sequnda em
dois pontos. Apolonio foi contemporaneo de Arquimedes e considerado um dos mais
originais e profundos matematicos gregos, foi mesmo categorizado como o sexto homem
da lista dos doze homens mais notéveis do seu tempo. A Matemaética dos nossos dias

deve-se em grande parte a ele.

Menaecmus(380-320 a.C.)

Foi o primeiro matematico a considerar a parabola e a hipérbole como ferramen-
tas de resolugao do problema da duplicagdo do cubo. Este estudo levou-o a perceber
que a pardbola se obtém através do corte efetuado em um cone reto por um plano
perpendicular & geratriz, e que se cortasse um cone obtusangulo por um plano perpen-

dicular & geratriz se obtinha uma certa curva: a hipérbole.

Arquimedes (287-212 a.C.)

Arquimedes foi um célebre cientista, matematico e inventor grego que é muitas
vezes lembrado pelo Principio de Arquimedes. E atribuido a Arquimedes a notavel
determinagao da drea de um segmento parabélico. Provou que a drea da figura for-
mada por um arco de parabola e um segmento de reta é igual a 4/3 da drea de um
triangulo cuja base seja 0 mesmo segmento e cujo terceiro vértice seja a intersecc¢ao
de uma tangente a parabola que seja paralela ao segmento dado. Um fatal golpe de
espada, em uma batalha, colocou fim 4 vida deste grande sabio. Terminando assim

uma das mais brilhantes carreiras cientificas.

Piero della Francesca (1412-1492)

Piero della Francesca foi um dos mais importantes pintores do Renascimento que

inventou a perspectiva conica por meio da qual representava sobre uma tela plana com
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rigor quase fotografico objetos de vista tridimensionais.

Galileu (1564-1642)

Galileu foi um Astrénomo e Matematico italiano que entre muitas outras
descobertas cientificas provou que a Terra se move em volta do Sol. Galilen usou
a pardbola para descrever o movimento dos projectéis. Durante a sua vida foi forte-

mente perseguido pela inquisicao.
Kepler (1517-1630)

Kepler foi um brilhante Astrénomo e Matematico alemao cujo trabalho ficou par-
ticularmente conhecido como as leis de Kepler. Ele verificou pela primeira vez que os

planetas se moviam em volta do sol em érbitas elipticas . Também introduziu a palavra

foco pela primeira vez .
Fermat (1601-1665)

Fermat foi o primeiro Matematico a estudar sistematicamente as conicas a partir

das equagoes de 2° grau em duas varidveis.

Até o final do século XIX, ndo havia nenhuma teoria ou conjunto de regras bem
definidas que se pudesse dar o nome de dlgebra linear. Havia apenas uma certa in-
tuicao por parte de alguns matematicos, especialmente nos séculos XVII e XVIII, que
perceberam que deveria existir alguma forma de conexao da 4lgebra com a geometria.

A teoria axiomatica dos espagos vetoriais é um desenvolvimento recente na

matematica e teve uma de suas origens na resolucao de sistemas lineares.

Giuseppe Peano (1858 - 1952)

Giuseppe Peano deu a primeira defini¢ao axiomadtica de espaco vetorial em 1888,

mas, a teoria de espagos vetoriais nao foi desenvolvida antes de 1920. Até a metade do
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século XVIII nada de substancial ocorreu com a dlgebra linear.

Um assunto relevante cujas questoes levaram ao desenvolvimento da teoria de
sistemas lineares que por sua vez levaram ao desenvolvimento da teoria de espagos

vetoriais € o estudo das curvas algébricas.
Leonhard Euler (1707 - 1783)

Euler publicou em 1770 um tratado intitulado Problema Algebricum ob
Affectiones Prorsus Singulares Memorabile onde estudava quadrados de nimeros

similares aos quadrados méagicos. Ele escreveu:

Sejam A, B, C, D, E, F, G, H, I, que verificam as seguintes condigdes:

1) A2+ B2+ (C%=1 2) D2+ F?2+F?=1 3)GP+H*+IP=1
4) AB+ DE+GH =0 5 AC+DF+GI=0 6) AB+ DE+GH =0
7 A2+D*+G?=1 8) B2+ E*+ H? =1 9 C*+F2+1?=1

10) AD+BE+CF=0 11)AG+BH+CI=0 12)DG+EH+FI=0

Ele entdo percebeu que estas 12 condigdes sao equivalentes a seguinte trans-

formacao ortogonal:

X = Az + By + Cz
Y Dr + Ey + Fz
Z = Gz + Hy + Iz

O que é equivalente a afirmacao:
X24Y2 4+ 22 =2 + 92 + 22

Entao ele mostrou que as seis primeiras relacoes implicam nas seis dltimas. Eu-
ler nao se preocupou com a questao da independéncia destas equagdes, pois seu ra-
ciocinio era intuitivo, mas mostrou que n? coeficientes tém n(n + 1)/2 condigoes e que
essa transformagao ortogonal depende de n(n — 1)/2 parametros. Assim sendo, Euler

caracterizou as transformacoes ortogonais para n = 2 e 3, mas, a principal contribuicao
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de Euler para o avango deste conceito foi que ele nao se limitou a n = 3. Seu raciocfnio
puramente algébrico permitiu que ele obtivesse solugdes para n =4 e 5 e generalizasse
para todo valor de n. Isto ndo ocorria na geometria, pois resolver essas equacoes para

n maior que trés significa se aventurar por espagos de dimensao maior que trés.

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813)

Lagrange entre 1773 e 1775, em seu Recherche dArithmétique enquanto estudava
as propriedades dos nimeros que sao a soma de dois quadrados, foi levado a estudar
o efeito de transformacbes lineares com coeficientes inteiros numa forma quadratica
de duas variaveis. Ele estabeleceu o fato de que o discriminante da nova forma
quadratica ¢é o produto do antigo discriminante pelo quadrado de uma quantidade que

era conhecida como o determinante da transformacao linear.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Gauss publicou em 1798 Disquisitiones Arithmeticae, estudou a mesma questao
com duas e trés variaveis. Ele apresentou uma notagao similar a da matriz que
caracteriza a transformagao linear. Além disso, estabeleceu a férmula e uma notagao
simbélica para a composi¢ao de duas transformacoes lineares e também para o produto,

0 que marca um passo fundamental em direcao ao conceito de matriz.

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823 - 1852)

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein em 1844 fez uma das mudangas mais im-
portantes no tratamento de operacoes com matrizes, que foi usar uma letra para se
referir a matrizes e para descrever suas relagoes algébricas. Além disso, ele assinalou a
nao-comutatividade do produto que era conhecida mas era tratada como um processo
local, nao como uma operagao algébrica. O que permitiu essa mudanga foi a conexao
das matrizes com véarios objetos e também descobertas recentes como os quatérnios

que alargaram o campo da algebra.
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Arthur Cayley (1821 - 1895)

Cayley em 1858 publicou um tratado famoso intitulado Memoir on the Theory of
Matrices, muitos autores atribuem a este trabalho de Cayley a definicao de matriz, mas
segundo Jean-Luc Dorier, neste trabalho Cayley detalhou e cuidadosamente reuniu to-
dos os resultados descobertos nas duas décadas anteriores, fazendo assim o estudo das

operagoes algébricas com matrizes alcangarem o primeiro estégio de amadurecimento.

Em 1846, Cayley publicou um outro tratado intitulado Sur Quelques Résultats
de Géometrié de Position onde ele den um passo decisivo na diregao de generalizar os
espagos de dimensdao maior que trés, pois neste trabalho ele mostrou que se podem
obter resultados em geometria tridimensional trabalhando-se com espagos de dimensao
maior que trés. Esse resultado poderia ter sido obtido por Mdbius, mas ele adotou

uma postura comum a sua época e descartou essa possibilidade.

12




Capitulo 2

Conicas e Quadricas

2.1 Conicas

Definigao 2.1.1 Uma equagao quadrdtica nas varidveis T e y tem a forma
Az’ + Bry+Cy?*+ Dz + Ey+F =0

onde A,B,C,D, E e F sao nimeros reais, com A, B e C nao simultaneamente nulos.
Esta equagdo representa uma (seg¢ao) cénica, por poder ser obtida da interse¢ao de um
cone circular com uwm plano. As conicas mais importantes sao elipses, hipérboles e
pardbolas, que sio chamadas de conicas nao degeneradas. As outras que incluem um

tinico ponto, wm par de retas, sao chamadas conicas degeneradas.

elipse

Figura 2.1: Ilustracao
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Quando o plano intercepta todas as geratrizes do cone, a curva obtida é chamada
elipse. O circulo é um caso particular de elipse, quando o plano é perpendicular ao
eixo de rotagdo do cone. Quando o plano é paralelo a uma das geratrizes do cone, a
curva obtida é chamada parébola. Quando o plano intercepta as duas folhas do cone,

a curva obtida é chamada hipérbole.

Casos degenerados: note que a intersegao de um cone por um plano pode também
Ser uma reta, um par de retas concorrentes ou um ponto (basta que o plano passe pelo

vértice do cone).

Definigao 2.1.2 A elipse ¢ o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das
distancias de P a dois pontos firos Fy e F, (focos) é constante, ou seja, se

dist(Fy, Fy) = 2c, entdo a elipse é o conjunto dos pontos P tais que
dist(P, Fy) + dist(P, F,) = 2a,

em que a > c.

Y‘r
2ED by
a b - %
Ay £HE b A N
By |(0; -b)

Figura 2.2: Elipse

A elipse pode ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de com-
primento 2a nos focos e esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-se a

caneta, mantendo o barbante esticado, a elipse sera tragada.

Os pontos A; e A; sao chamados vértices da elipse. Os segmentos A; A4, e B1 B,

sao chamados eixos da elipse.

A excentricidade da elipse é o niimero e = <. Como, ¢ < a, a excentricidade de

uma elipse é um mimero real nao negativo menor que 1. Observe que se F} = F5, entao
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a elipse reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim, um
circulo é uma elipse de excentricidade nula.

A elipse é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao
passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo

do cone de forma a gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie.

Proposigao 2.1.1 (a) A equagdo da elipse cujos focos sio F; = (—c,0) e F; = (c,0)
é
:1:2 y2

B

a® b
(b) A equagao da elipse cujos focos sao F; = (0,c) e Fo = (0,—c) é

o
2 a2

Em ambos os casos b= v/a? — ¢?

Demonstracao.

a) A elipse é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, F}) + dist(P, F») = 2a

ou seja,
IFP| + | F2P| = 2a

que neste caso €

ViE+e)2+y2++/(z—c)2+y2=2a
ou

@+l +Pr=2a—-z-P+4

Elevando ao quadrado e simplificando, temos

a/(x—c)2+y2=a’—cx

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(a* — *)z? + a’y? = a*(a® — &)

Como a > ¢, entao a?> — ¢ > 0. Assim, podemos definir b = v/a? — ¢? e dividir a

equacao acima por a’b* = a®(a® — %), obtendo
2,2
a® b

b) Demonstracao de forma anéloga ao item a). O

15



Definicao 2.1.3 A hipérbole ¢ o conjunto dos pontos P no plano tais que o mddulo
da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fizos F e F, (focos) é constante,

ou seja, se dist(Fy, F3) = 2¢, entdo a hipérbole € o conjunto dos pontos P tais que
|dist(P, Fy) — dist(P, F»)| = 2a,

em que a < c.

Figura 2.3: Hipérbole

Podemos desenhar uma parte de um ramo da hipérbole da seguinte forma.
Fixamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremi-
dade de um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos 2a) na
outra ponta da régua e a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos o
barbante com uma caneta de forma que ela fique encostada na régua. Girando-se a
régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com a

caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole seré tragada.

Os pontos A; e Ay sao chamados vértices da hipérbole. A excentricidade da

hipérbole é o nimero e = £. Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole é um

numero real maior que 1.

A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que
nao passa pelo vértice, nao 4 paralelo a uma reta geratriz e que corta as duas folhas

da superficie.

Proposigao 2.1.2 (a) A equagio da hipérbole cujos focos sio Fy = (—c,0) e
F = (C, 0) é



e das assintotas (retas para onde a curva se aprozima, quando T — +00 ) sao
b
y==x-z,
a

(b) A equagao da hipérbole cujos focos sio Fy = (0,—c) e Fy = (0, c) é

2 2
B2
a b?
e das assintotas sdo
a
Y= :!:E*T:

Em ambos o0s casos b = +/c2 — a2.

Demonstracgao.

a) A hipérbole ¢ o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, Fy) + dist(P, F,) = +2a

ou seja,

IFP| + | FRP|| = +2a

que neste caso €,

ViE+e2+y2+(z—c)?+y?=+2a

ou
VE+e)+y2=42a—+/(z—c)2+32

Elevando ao quadrado e simplificando, temos

tav/(r—c)?+y2 =a® —cx

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(a® — A)z* + a*y? = a®(a® - &)
Como a > ¢, entdo a® — ¢ > 0. Assim, podemos definir b = /¢ — a2 e dividir a

equagao acima por —a?b?* = a*(a® — ¢?), obtendo

2 2

a? b

b) Demonstragao de forma analoga ao item a). a
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Definicao 2.1.4 Uma pardbola ¢ o conjunto dos pontos P no plano equidistantes de
uma reta d (diretriz) e de um ponto F (foco), nio pertencente a d, ou seja, a pardbola

€ o conjunto dos pontos P tais que

dist(P, F) = dist(P, d).

Figura 2.4: Parabola

Podemos desenhar uma parte de uma parabola da seguinte forma. Colocamos um
esquadro com um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma extremidade de
um barbante (de comprimento igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta
diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do esquadro oposta ao lado que esta
encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta de forma que ela fique
encostada no lado do esquadro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o esquadro
na diregao da reta diretriz mantendo o lado encostado nela uma parte da pardbola é

tragada.

O ponto V é o ponto da parabola mais préximo da reta diretriz e é chamado de
vértice da pardbola. A parabola é a curva que se obtém seccionando-se um cone por

um plano paralelo a uma reta geratriz do cone.

Proposigao 2.1.3 (a) A equagio de uma pardbola com foco F = (p,0) e reta diretriz
d:xz=—-pé
y* = dpa.

18



(b) A equacdao de uma pardbola com foco F = (0,p) e reta diretrizd : y = —p é

Demonstracao.

a) A parédbola é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, F) = dist(P,d).

que neste caso é
Vi —pP+y?=lz+d

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
y? = dpz.

b) Demonstragao de forma andloga ao item a). (|

Caracterizagao das conicas

Proposigao 2.1.4 Seja s uma reta fiza (diretriz) e F um ponto fizo (foco) nao per-

tencente a s. O conjunto dos pontos do plano P = (z,y) tais que
dist(P, F) = e dist(P, s), (2.1)

em que e > 0 € uma constante fiza, é uma conica.
(a) Se e = 1, entdo a cénica é uma pardbola.
(b) Se 0 < e <1, entdo a conica € uma elipse.
(c) Se e > 1, entao a conica é uma hipérbole.
Reciprocamente, toda cénica que ndo seja uma circunferéncia pode ser descrita por

uma equagao da forma (2.1).
Demonstracao.
Se e = 1, a equagao (2.1) é a prépria dfinicao da parabola. Vamos considerar

o caso em que e > 0, com e # 1. Seja d = dist(F,s). Sem perda de generalidade

podemos tomar o foco como sendo o ponto F' = (p,0) e a diretriz como sendo a reta
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. 2 . ” A 2
vertical s : z = 5, em que p = Td_%g se a reta s estiver a direita do foco F' e p = %ﬁ

se a reta s estiver a esquerda do foco F.

Assim o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, F) = e dist(P, s),
pode ser descrito como sendo o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
p
(€ —p) +y* =elz - ],
Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
o2 .2 _ .21
(1-e)z"+y"=p (6—2—1)

que ainda pode ser escrito como

43 y?

=t A=) = 1 (2.2)
2 e2 __q..
Se 0 < e < 1, esta é a equacao de uma elipse. Se e > 1, é a equagdo de uma ‘Eﬁ
hipérbole. E
Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com excentricidade E;g
e > 0 e um dos focos em F = (p,0). E fécil verificar que (2.2) é a equagio desta conica 52‘!
e portanto (2.1) também o é, com a reta diretriz sendo s : z = &. O 3
L.
==

2.2 Quadricas

Defini¢ao 2.2.1 O grdfico de uma equagéo quadrdtica nas varidveis T,y e z, ou seja,

da forma
az® + by +c2? +dry +exz+ fyz + 9z + hy+iz+j =0,

em que a,b,c,d,e, f,g,h,i,j € R, com a,b,c,d,e, f ndo simultaneamente nulos é uma
superficie quddrica( salvo em casos degenerados). Vamos nos limitar ao estudo de casos

especiais da equag¢dao acima.
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Elipséide

Um elipséide é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz
a equacao

2 2 2
+Z =1 (2.3)

Tge
a2

Figura 2.5: elipséide

Observe que se (z,y, ) satisfaz (2.3), entéo (z,y, —z) também satisfaz, por isso
dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em relagao ao plano zy. Também (z, —y, z)
satisfaz (2.3), por isso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em relacio ao plano zz.
O mesmo acontece com (—z,, z), por isso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em
relagao ao plano yz. Se (z,y, z) satisfaz (2.3), entdo (—z, —y, 2z) também satisfaz, por
1sso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em relacao ao eixo z. O mesmo acontece
com (—z,y, —2), por isso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em relagio ao eixo y.
O mesmo acontece com (z, —y, —z), por isso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico
em relagao ao eixo z. Finalmente se (z,y, z) satisfaz (2.3), entdo (—z, —y, —2) também
satisfaz, por isso dizemos que o elipséide (2.3) é simétrico em relacao & origem.

Se |k| < ¢, o plano z = k intercepta o elipséide (2.3) segundo a elipse

2 2

T + Yy
a2(1-%) »1-%

o2

=1, cot 2=k

Observe que os eixos da elipse diminuem a medida que |k| aumenta.
As intersedes do elipséide (2.3) com o plano z = k, para |k| < a e com o plano
y =k, para |k| < b, sdo também elipses. Se a = b = ¢, o elipséide é uma esfera de raio

r=a=b=e¢
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Hiperboléide

e Hiperboldide de Uma Folha

Um hiperboléide de uma folha é um conjunto de pontos que em algum sistema
de coordenadas que satisfaz a equacio

2 2 2
HD NN, ] (2.4)

2R @

em que a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos.

:'{

Figura 2.6: hiperboloide de uma folha = ;

o~

Observe que o hiperboléide de uma folha (2.4) é simétrico em relacao aos pla- }:)""
nos coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,y,z) satisfaz
(24)1 euté,o (—17, Y, Z), (mv -, z)l (xv Y, _2)1 (_Is Y, Z), (3,', -y, —2), (—2}', y: “Z) ':-
Li.
e (—z,—y, —z) também satisfazem. -

O plano 2z = k intercepta o hiperboléide de uma folha (2.4) segundo a elipse

11?2 y2

a?(1+ %) + »2(1+ &)

=1 comz=Ek

Observe que os eixos da elipse aumentam & medida que |k| cresce.

O plano y = k intercepta o hiperbol6ide de uma folha (2.4) segundo uma curva
cuja equagao é

£ gt

Ef_?=l_§’ comy=k
Se |k/b| # 1, entdo a intersegao é uma hipérbole e se |k/b| = 1, entao a intersegao

é um par de retas concorrentes.
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Consideracoes semelhantes sio validas para a intersegao do hiperboldide de uma

folha (2.4) com o plano z = k.

As equagoes
2 2 2
T
__y_+z_=1
a2 B ¢

e
2 2 2
<A | AT
I SRy |
02+b2+(:2

também representam hiperbol6ides de uma folha.

e Hiperboléide de Duas Folhas

Um hiperboléide de duas folhas é um conjunto de pontos que em algum
sistema de coordenadas satisfaz a equagao
2 2

2y -
§_§+&_1 (2.5)

em que a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos.

Figura 2.7: hiperboléide de duas folhas

Observe que o hiperboléide de duas folhas (2.5) é simétrico em relacdo aos pla-
nos coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,y, z) satisfaz
(25)1 entao (_3:1 Y, Z), (17, —-Y, Z)._. (-T-: Y, —Z), (_Ia Y, Z), (:E, =Y —Z)._. (Fmﬁ v, '_z)

e (—z,—y, —z) também satisfazem.
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O plano z = k, para |k| > ¢, intercepta o hiperboléide de duas folhas (2.5)
segundo a elipse

IL‘2 y2

2E-1)  BE-1

=1, com z=k

O plano y = k intercepta o hiperboléide de duas folhas (2.5) segundo a hipérbole

x> 2%
— 5 +
a?1+%)  21+5)

=1, comz=k

A intersecao do hiperboléide de duas folhas (2.5) com o plano z = k é também

uma hipérbole. As equagoes

também representam hiperboléides de duas folhas.

Paraboldéide

¢ Paraboléide Eliptico

Um paraboléide eliptico é um conjunto de pontos que em algum sistema de

coordenadas satisfaz a equagao

2
2 =+ ox (2.6)

cz =

em que a, b e ¢ sao nimeros reais, sendo a e b positivos.

Figura 2.8: paraboléide eliptico
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O paraboléide eliptico (2.6) é simétrico em relagao aos planos zz e yz. Pois,
se (z,y,2) satisfaz (2.6), entdo (z, —Y,2) e (—z,y,2) também satisfazem. Ele
também é simétrico em relagao ao eixo z, pois se (z,y, z) satisfaz (2.6), entdo

(=, —y, z) também satisfaz.

A intersecao do paraboléide eliptico (2.6) com o plano 2z = k, para k tal que

ck > 0, é a elipse
72 y?
—_— 4 = =1 =
e + e ,comz=%k

A interse¢ao do paraboldide eliptico (2.6) com plano z = k é a parabola

k2 2
z=——2+y—, comz =k
ca

cb?

A intersegao do paraboléide eliptico (2.6) com plano y = k também é uma

parabola.
As equagoes
o2 . o
ar = = + —
P2 2
e
2% 22
=gtz

também representam paraboléides elipticos.

Paraboléide Hiperbélico

Um paraboléide hiperbélico é um conjunto de pontos que em algum sistema

de coordenadas satisfaz a equacao

2
cz = I_ Gl %1 (27)

pe
em que a,b e ¢ sdo mimeros reais, sendo a e b positivos.
O paraboldide hiperbélico (2.7) é simétrico em relacio aos planos zz e yz. Pois,
se (z,y,2) satisfaz (2.7), entdo (z,—y,2) e (—z,y,2) também satisfazem. Ele
também ¢ simétrico em relagao ao eixo z, pois se (z,y, z) satisfaz (2.7), entao

(—z,—y, z) também satisfaz.
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Figura 2.9: Paraboléide Hiperbélico

A intersegao do plano z = k com o paraboléide hiperbélico (2.7) é dada por

2 42

— i —
o ,comz=k

que representa uma hipérbole, se k # 0 e um par de retas, se k = 0.

A intersecao do paraboléide hiperbélico (2.7) com plano y = k é a parabola

2 B
z=c—a3—g,eomy=k, -
que tem concavidade para cima se ¢ > 0 e concavidade para baixo se ¢ < 0. | :;‘:'
A intersegao do paraboléide hiperbélico com plano z = k é a parabola F_—"—" .
£
z=—%+a§, comz =k, ;
que tem concavidade para baixo se ¢ > 0 e concavidade para cima se ¢ < 0. E
O paraboléide hiperbélico é também chamado sela. As equagoes =
R
w=F-a
e
by=zf:—§, com, 2= k:

também representam paraboléides hiperbélicos.

Cone Eliptico

Um cone eliptico é um conjunto de pontos que satisfaz a equagéo

(2.8)




Figura 2.10: cone eliptico

em que a e b sao niimeros reais positivos, em algum sistema de coordenadas. Se a = b,
o cone é chamado cone circular.

Observe que o cone eliptico (2.8) é simétrico em relagdo aos planos coordena-
dos, aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,y, z) satisfaz (2.8), entao (—z,y, 2),
(z,-y,2), (z,y,—2), (—z,~y,2), (z,~y,—2), (—z,y,—2) e (—=z,—y,—z) também
satisfazem. A interse¢ao do cone eliptico (2.8) com o plano z = k, para k # 0, é

a elipse

2 y?
_— = =k:
Py - T 1, com z

Observe que os eixos da elipse crescem a medida que |k| aumenta.

Os planos zz e yz cortam o cone eliptico (2.8) segundo as retas
g=az,y=0ey=0z2=0,

respectivamente.
A intersec¢ao do cone eliptico (2.8) com o plano y = k, para k # 0, é a hipérbole

3 P
k2/b2  a2k?/b?

=1, com y=k.

A intersecao do cone eliptico (2.8) com o plano z = k, para k # 0, é a hipérbole

2 2

z Y
k2/a ~ PkZja?

=1, come=k.

As equagoes
2 2 2 2
2 _ Y z g &
T =—teeY =gty
B @tV TaTe

também representam cones elipticos.
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Capitulo 3

Conceitos Basicos de Algebra

Linear

3.1 Espacgo Vetorial

Definicao 3.1.1 Seja V um conjunto ndo-vazio, sobre o qual estio definidas as operagoes

adicao e multiplicacao por escalar, ist6 é:

Yu,veV, u+veV

VeeR,YueV, aueV

O conjunto V com essas operagies é chamado espago vetorial real (ou espago
vetorial sobre R) se forem satisfeitos os sequintes axiomas: Yu,v € V e Va, € R.

Em relagdo a adigdo:

1) (u+v)+w=u+ (v+w),Yu,veV

Qut+v=v+uy,VuyvevV

3)I0eVVueVu+0=u

4)VueV,3(—u) e Viu+(—u)=0

Em relacdo a multiplicagao por escalar:

5) (aB)u = a(Bu)

6) (o + B)u = au+ Pu

7) a(u+v) =ou+av

8) lu=u
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Os elementos do espago vetorial V' serao chamados vetores, independetemente

de sua natureza.

Exemplo 3.1.1 Seja
V=R"={(z1,...2,) : z; € R}.

Seu=(z1,...2,) ev=(y1,...yn) €V, entdo V, com as operacées de adi¢io
u+v=(Z1+ Y, . - Tn+Yn)

e multiplicacao por escalar

ou = (axy,...QT,),

€ um espago vetorial sobre R.

Exemplo 3.1.2 Seja V' o conjunto de todas as matrizes m x n, isto é,
V={A: AeR™"}.
Se A=la;]l €V e B=[b;] €V, entdo V, com as operagies de adi¢do
A + B = [ai;+by);
e multiplicagdo por escalar
aA = [aa;),

€ um espago vetorial sobre R.

Definicao 3.1.2 Um subconjunto S, nao vazio, de um espaco vetorial V é um
subespaco vetorial de V' se estiverem satisfeitas as condicées:

1) u+v € S, para quaisquer u,v € S.

2) au € S, para quaisquer c € R, u € S.

Definigao 3.1.3 Seja V um espago vetorial sobre R. Um vetor v em V é uma com-
binagao linear dos vetores vy, vs, ..., v, emV se existirem escalares x,x3,...,7, € R
tais que

n
v=$1U1+"'+mn'Un= E :L',U,.
i=1
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Teorema 3.1.1 Sejam V um espago vetorial sobre R e vy, vy, ..., v, vetores fizados em

V. Entdo o conjunto

n=0

S={veVjv=zv + ..+ z,0,,21, ooyl E R} {v EVjv= Za:,-'v,: (@ € IR}

€ um subspaco de V.

Demonstracao.

Claramente S # 0, pois 0 = 0v; 4+ Ovy, + -+ - + Ov, € S.

Dados u,v € S e @ € R. Como u,v € S temos que existem

By T ER

tais que
U=T1V1+ -+ TpUn €V =Y1V1 + - + YnUn.
Logo,
U+v = (T1v1 4+ Tnts) + (Y101 + -+ - + Yotn)
= ($1+y1)ﬂl+"‘+(mn+yn)vneS
e

ou = a(ziv +---+ TnVn)

= (az))+ -+ (az,)v, € S.

Portanto, S é um subespaco de V.

O subspago

n=1

n
S={veVlp=z1v1 +... + Tyvp, 21,...,Tn ER} = {U €EVp= Zz;ivi 1 x; € R}

de V' é chamado o subspago gerado por vy, vs,...,v,. Mais geralmente, seja A um
subconjunto nao vazio de V. Entao

J= {Z.’L‘,‘Uﬁliﬂg ER,U@ € A}

n=1
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é subspaco gerado por A, onde A é o conjunto de geradores de V, e sera denotado
por

S =[4]

quando A = {vy, v, ..., v, }, denotamos [A] por [v1, vy, ..., U,).

Definicao 3.1.4 Sejam V um espago vetorial sobre R e vy,vs,...,v, € V. Dizemos
que 0s vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes (LD) se ezistirem escalares
T1,...,Tn € R, ndo todos iguais a 0, tais que

$]U1+"'+$n‘3}n =0 (31)

Ou, equivalentemente, a equagdo vetorial (3.1) admite uma solu¢io ndao-nula. Caso
contrdrio, dizemos que 0s vetores vy, Vs, . . ., v, sdo linearmente independentes (LI)

ou, equivalentemente, a equacao vetorial (3.1) admite apenas a solugio nula.

Definicao 3.1.5 Seja V' um espago vetorial sobre R. Um conjunto 8 = {vy,va, ..., 0}

de vetores em V' € uma base de V se as sequintes condicdes sao satisfeitas:
1. B et} L
B V= [B] =0; 500 ;851

Exemplo 3.1.3 Seja V = R3. E fdcil ver que o conjunto
B ={e1, €2, €3}
é uma base finita de V', a qual é chamada de base canénica deV'.

Seja V um espaco vetorial sobre R. A dimensao de V' é o niimero de elementos

em alguma base de V' e serd denotado por dimV .

Teorema 3.1.2 Sejam V um espaco wvetorial de dimensao finita sobre R e
B = {vi1,vs,...,v,} uma base ordenada de V. Entio todo vetor v pode ser escrito

de modo 1nico sob a forma:

U=2I1V; + ...+ TpVn.
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Demonstracgao.

(Existéncia) Como v € V' = [f] temos que existem escalares z1,...,z, em R tais
que
V=231V + -+ TpUp.
(Unicidade) Suponhamos, também, que
UV=Y1U1 + -+ YnUn.
Entao
O=v—v= (1 —y)vi+ -+ (Tn — Yn)Vn.
Como f é L.I temos que z; —y; =0, i =1,...,n. Portanto, z; =y;, ¢ =1,...,n. U

Definicao 3.1.6 Sejam 8 = {vi,va,...,vn} base de V ev € V onde v = z1v; + ... +
ZTnUn,. Chamamos estes nimeros x, ..., T, de coordenadas de v em relagdo a base 3

e denotamos por

Iy

Teorema 3.1.3 Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre R,
B = {u,up,...;up} e B ={w,wa,...,wn}

duas bases de V. Entao

[vls = 1112 ]y

Demonstragao.

Pelo teorema (3.1.2), todo vetor v € V pode ser escrito de modo tnico sob a

forma
v o= v+ -+ Zp?,
1v1 nln (32)
v = YU+ + Ynln-
Assim,
I T
Wlg=| : | el]lg =

In Un
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Como v; € V, para cada j = 1,2,... » M, temos que existem tinicos a;; € R tais que

n
v = 011U1+"'+ﬂu111n=§ a1 v;
=1

n
Un = alnvl+“'+annvn:zamvi

i=1

Logo, por (3.2), temos que

V= N ek Ynln

= Z yj(z @i;v;)
= > O ayy)u.

i=1l j=1

Assim, pela unicidade das coordenadas, temos que

Ty = any1+---+ QpYn

Tn = Un1lh i Qnnln-
Em forma matricial )
T a1x -+ Qip Y1
Tn Qn1 - Qpp i Un
Fazendo -
apy -+ Qup
[I]ﬁ = )
Qpny - Qnn |
obtemos
A
[v]s = [1]5 [v]p-

O

A matriz (I ]gf é chamada a matriz de mudanca de base da base ' para a

base S.
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Exemplo 3.1.4 Sejam V = R? B = {ej, ez} a base ordenada canénica de V e
B = {f1, f} uma base de V pela rotagio de um angulo 6. Determine vy

Considere a figura

Figura 3.1: Grafico

Temos que

e; = cosff, —sinff,
ey =sinff; +cosbfs

Logo,

cosf sinf
1
—sinf cosf

Assim, se v = (z,y), entdo

[v]s = 1]} [v]s-

Dai temos que,

cos Oz + sin Oy
[v]g =

— sin 6z + cos by
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3.2 Espacos com Produto Interno

Definicao 3.2.1 Seja V um espaco vetorial sobre R. Uma funcdo (,) : VXV =R €

um produto interno sobre V' se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

1) (v,v) > 0 para todo vetor v € V, e (v,v) =0 se, e somente se v=0.
2) (au,v) = a(u,v) para todo u,v €V ea € R.

3) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), com u,v,w € V.

4) (u,v) = (v, u).

Exemplo 3.2.1 Sejam V = R? e u = (z1,72,23),v = (y1,%2,¥3) € V. Entdo

(u,v) = T1y1 + Tayo + T3Y3

¢ um produto interno sobre V o qual é chamado de produto interno usual( canénico ).

Note que
(u,v) = XY
onde

I W

X=|z | eV =]y

I3 Y

Um espaco vetorial euclidiano é um espaco vetorial V sobre R munido de um

produto interno.

Definicao 3.2.2 Sejam V um espago vetorial euclidiano e u,v € V. Dizemos que u e

v sdo ortogonais se (u,v) =0 e denotamos por u L v.

Definigao 3.2.3 Seja V um espaco vetorial euclidiano. Diz-se que um conjunto de
vetores {vy, ...,un} C V € ortogonal se dois vetores quaisquer, distintos, sdao ortogonasis,

isto €, (vi,v;) =0 para i # j.

Teorema 3.2.1 Seja {v;,vs,...,v,} um conjunto ortogonal, isto €, (vi,v;) = 0 para

i # j. Entdo {v,va,...,v,} € linearmente independente (LI).
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Demonstracgao.

Sejam vy, v, . . . v, vetores distintos e z1,...,z, € R tais que

TV + -+ -+ Tptn = 0.

Entao,
0 = {0,v;) = {101+ + TnVs,v;)
= xl(vl,vj) T :Eﬂ(’t)n,vj),
pois (v;,v;) =0, se i # j. Como (v;,v;) > 0 temos que z; =0, j = 1,...,n. Portanto,
{v1,v2, ..., vy} é linearmente independente. ]

Seja V um espaco euclidiano. Dizemos que
{v1,v2, ..., Un}
¢ uma base ortogonal de V se v; L vj, quando i # j.
Corolario 3.2.1 Seja V um espago vetorial euclidiano com dimV =n. Se
B = {v1,v2, ..., Un}

é um conjunto de vetores nao-nulos ortogonais aos pares de V, entdo B € uma base

ortogonal de V.

Definicao 3.2.4 Seja V um espago euclidiano. A norma ( ou comprimento ) de

um vetor v € V € o miimero néo-negativo, indicada por ||v||, definido por

loll = v/ (v, v).

Obs.:

Se v € V, é um vetor qualquer. Dizemos que v é um vetor unitério se

ol = 1.
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Definicao 3.2.5 Seja V' um espago euclidiano. para quaisqueru,v € V {0} o éngulo

entre u e v € definido como o dngulo 6 tal que

_ {u,v)
il

onde 0 < 6 <.
Definigcao 3.2.6 Seja V um espaco euclidiano e

ﬁ e {‘U],'Uz, -"1Un}

uma base de V. Dizemos que B é uma base ortonormal ou sistema de coordenadas

cartesianas para V' se 3 € ortogonal e todos os seus vetores sdo unitdrios, isto ¢,

0 para i#j
1 para i=3

<Uivvj) =

Exemplo 3.2.2 Seja V = R?® com produto interno usual. Entdo

ﬁ = {61162163}

€ uma base ortonormal de V.
Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Dado um espago vetorial euclidiano V' e uma base qualquer 8 = {v;,vs,...,v,}
desse espago é possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal de V.

De fato, supondo que vy, vs,. .., v, nao sio ortogonais, considera-se:
5 w; =1M

2. Wy = vy — L2y,

(wrw) 1

3. wy = vz — 3Ly, _ (vmwa),,

(wo,w2] 2 7 Twiawy) 1

Pode-se concluir por indu¢ao admitindo que, por esse processo, tenham sido obtidos

(n — 1) vetores wy,ws,...,w,_; e considerar o vetor:
Wp =Unp — Qp_1Wp_1 — ... — QoW — AQ1U"
sendo ay, as, . . ., a,_; tais que o referido vetor w, seja ortogonal aos vetores wy, ws, . .., Wy_1.
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Os valores de a;,a,...,a,_; que aparecem em w,, sao:

. ('Um'u-’l) o (Uﬂ1w2> ('Umw3> - ('Un: wn-l)
@ = 7———, @g=5——, a3 = sy Bpe] S,
(u’ls 1U1> (w2} w?) <w3: TU;;) (wn—h wﬂ——l)
Assim, a partir de 8 = {v1,v,,...,v,}, obtemos a base ortogonal {wy,ws, ... S Y

O processo que permite a determinagio de uma base ortogonal a partir de uma
base qualquer chama-se processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt.

Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar cada w;.

3.3 Transformacoes Lineares

Definicao 3.3.1 Se T' : V. — W¢ uma fungdo de um espaco vetorial V. em outro
espago vetorial W, entio T é chamada uma Transformacao Linear de V em W
se, Vu,v €V e Va € R, valem as sequintes condicoes:

1. T(u+v)=T(u) +T(v)

2. T(au) = aT(u)

No caso especial em que V = W, a transformacao linear é chamada um Operador

linear de V.

Exemplo 3.3.1 Sejam V = R, W = R™*! espacos vetoriais sobre R e A € R™*"
uma matriz fitada. A fungao Ty : V — W definida por

TA(X) = AX:
para todo X € V, é uma transformacgao linear, pois

Ta(X +Y) = AX +Y) = AX + AY = Tu(X) + Ta(Y), VX,Y € V.

Ta(aX) = A(aX) =a(AX) =aTu(X), VaeRe X € V.



Exemplo 3.3.2 (Rotacao de um dngulo 6) Seja V = R?. Determine a trans-
formacao linear Ry : V — V, onde Ry(v) é wma rotagdo anti-hordria de um angulo

0,0 <6 < 2m, do vetor v € R.
Sejam v = (z,y) e Ry = (u,v). Temos que
u=rcos(a+0), c=rcosaey=rsina
Logo,

u=2xcosf —ysinf

De modo anélogo
v=2xsinf — ycosf
Assim,

Rg(z,y) = (zcosf — ysinh, zsinf — y cos )

Exemplo 3.3.3 (Operador Translagdo) Seja V. = R*. A funcio T, : V — V
definida por Ty(u) = u +t onde u = (zy,...,2,) et = (ai,...,a,), ndo é uma trans-

formacgao linear, a menos que t = 0, pois
T:(0,...,0) = (a1,-..,an) # (0,...,0)

Niicleo e Imagem de uma Transformacgao Linear

Definicao 3.3.2 Sejam V,W espacos vetoriais sobre R e T : V — W uma trans-
formacao linear.

A imagem de T é o conjunto

Im(T) = {weW :w=T(u) para algum v € V'}
= {T(u):ueV}
= {T(u)}.

O Nuicleo de T € o conjunto

KerT = {u€eR:T(u) =0}
= T0).
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Sejam V, W espagos vetoriais sobre R e 7' : V — W uma transformacgao linear.

Dizemos que T é injetora se

Tu)=Tw)=>u=v,Vu,veV

ou equivalentemente,

u#v=T(u) #T(v),Vu,veV

Dizemos que T é sobrejetora se dado w € W, existir u € V' tal que T'(u) = w, isto é,
Im(T)=W.

Finalmente, dizemos que T é bijetora se T é injetora e sobrejetora. Neste caso,
w=T(u) & u=T""(w).

Obs.:

Quando uma transformacao linear 7' admite a inversa 7!, diz-se que T é inversivel,

invertivel, regular ou nao-singular.

Teorema 3.3.1 Sejam V,Wespacos vetoriais sobre R eT : V — W uma trans-

formacdo linar bijetora. Entao a transformagao inversa T~' : W — V€ linear.

Demonstracao.
Como T é bijetiva, entao T' é inversivel.

Sejam wy,ws € W e o, B € R. Sejam vy = T~} (wy) e va = T~ (wy). Entdo

T Yow, + Bwy) = T (aT(v)+ BT (vs))
= T7YT(av; + Bura))
= av, + P

= aT‘l(wl) + 5T_1(1.U2)

Portanto 7! é linear. 0
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Matriz de uma transformacao Linear

De um modo geral, fixadas as bases 8 = {vi,..., v} e B = {wy, .y Wn} & matriz

(255 I 5 P
A=
Qm1 " Qmn
mxn
podemos associar
Ty: R* 5 R™
v = TA(‘U)
Seja
I
X = [v] 5=
Tn
assim,
a1 +++ Qn I h
A . X - — ——
Am1 " Qmp Ip YUm

Entao, T4(v) = yyw1 + ... + Yymwy, onde 3; = A; - X e A; é a i-6sima linha de A. Em
geral dada uma matriz A,,xn, ela é encarada como uma aplicacio linear T4 : R® — R™

em relacao as bases canonicas de R™ e R™.

Teorema 3.3.2 Seja T : R™*! — R™! uma aplicagio linar. Mostre que eziste ura

unica matriz m x n tal que

Zy
T(v)=Av,Yv=| : | eR™!,

Ln
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Demonstracao.

Dado
1
V= P RRXI.
mﬂ
temos que
1 0
n
V=T ++.I?n =ngei.
0 o .
Logo,
"
T(’L‘l) — inT(ei)
i=1
Assim, fazendo C; = T'(¢;),i = 1,...,n, temos que
T(u) = Au,
onde A é a matriz m x n cujas colunas sao os vetores Cy, ..., Ch. O

Exemplo 3.3.4 O operador linear T : R® — R® definido por
T(z,y,2) = (rcosf — ysinh, rsinf + ycos b, 2)

€ uma rotagdo do espago em torno do eizo z e sua matriz candnica é:

cosfl —sinf 0
[T]=| sinf cos® 0
0 0 1

Sejam V, W espagos vetoriais de dimensao finita sobre R e

&=y nnylinty B W00 Wi}

bases ordenadas de V' e W, respectivamente. Seja 7" : V' — W uma transformagao

linear. Entao
T(v1),...,T(v,) € W.

Como S é uma base de W temos que existem tnicos a;; € R tais que

T(v;) = Zﬂsj’we,j =1,...,n. (3.3)
n=1
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A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema sera chamada a repre-

sentagao matricial de T em relagao as bases a e e denotada por

aypy - Qin

m1 “r Omn

Teorema 3.3.3 O operador linear T : V — V € invertivel se, e somente se detA # 0.
Demonstragao. Ver [3].

Teorema 3.3.4 Sejam V e W espagos wvetoriais sobre R, com dimV = ne
dimW = m. Sejam

a={v,...,0} e B={w,..., Wn}
bases ordenadas de V' e W, respectivamente, ¢ T : V. — W uma transformacao linear.
Entao

[T ()]s = [T]5[vla; Yo €V

Demonstragao.

Pela a equagao (3.3), temos que

™
T(‘UJ) — Zaﬁwi,j = 1,. ]

n=1

Dado v € V, existem tinicos z; € R tais que

n
v = E TV .

j=1
Logo,
T(u) = T(mev:f) = oT@) = Z%(Z%'wﬁ)
j=1 j=1 =1 =1
- (L)
i=1  j=1

Portanto,

E?:x 15Ty app -+ Qin Ty

[T(u)]ﬁ = = A = [T]g[v]ua Yv e V.
E?:l AmjTj Qm1 e Omn Tn
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3.4 Autovalores e Autovetores

Definicao 3.4.1 Sejam V' um espaco vetorial sobre R e T : V — V um operador

linear. Um escalar X € R é um autovalor de T se ezistirv € V, v # 0, tal que
T(v) =M
O vetor v é chamado um autovetor de T' associado a .
Teorema 3.4.1 Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n e A € R. Entdo
det(T — AI) = 0.

Demonstracao.

Seja v # 0 tal que T'(v) = Av. Como
[T(u))s = [T1[v]s,
para alguma base ordenada £ de V, temos que
M =AX & (T-\,)X =0, (3.4)

onde A = [T]g e X = [u]g. Assim, para que o sistema homogéneo (3.4) admita uma

solugao nao-nula X # 0 se, A — A, é singular, isto é, deve-se ter:
det(T — A1) =0,
onde I = I,, é a matriz identidade de ordem n. O

Como

det(A — \I,) = 0 & det(\l, — A) =0

temos que det(Al, — A) = 0 é uma equacao polinomial de grau n em A, a saber
A"+ oA+ b A" 4 L A by A+ by =0,
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onde
by = (—1)1tr(A),

by = (—1)’*Zdet( ™ )

i<j Aji g
@i Qij Qg
by = (—1)3Zdet( aji @y gk )
i<j<k

Api  Qgj Akk

-
I

(=1)"det(A).

O polinémio f4 = det(A — AI) sera chamado o polinémio caracteristico de A.
A equagao polinomial
det(A—AI) =0

sera chamada a equagao caracteristica de A e as raizes desta equacio sao os auto-

valores de A.

Duas matrizes sao ditas semelhantes quando definem, em V um mesmo operador
linear 7', em duas bases diferentes. Mais precisamente, duas matrizes A e B sio

semelhantes se existe uma matriz invertivel P tal que
B =P 'AP
Lema 3.4.1 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico.

Demonstracao.

Sejam T': V — V um operador linear e 3 e a duas bases de V,

I.= W_lTﬁ‘P

subtraindo A/ em ambos os membros e aplicando o determinante, temos

45




det(To — M) = det((¢ 'Tpp) — M)
= det(p ' Tap — Ao~ Ip)
= det(p™'(Tp — M)yp)
= detp™" - det(Tp — ) - detyp
= det(p ') - det(Ts — M)
= det(Ts — \I)

3.5 Operadores Diagonalizaveis

Teorema 3.5.1 Sejam T : V — V um operador linear e Ay, ..., \, outovalores distin-
tos aos pares de T. Se vy,...,v, sdo o0s autovetores de T associados aos autovalores

ALy .oy An, €ntdo o conjunto

. W
¢ linearmente independente.
Demonstracao.
(Indugao sobre n). Sejam x4, ...,z, € R tais que
TV 4+ Tty =0, (3.5)

Se n = 1, entdo z3v; = 0. Logo, z; = 0, pois v; # 0. Suponhamos que n > 2 e que o
resultado seja valido para todo k com 1 < k < n — 1. Aplicando T a equagéo (3.5) e

usando que T'(v;) = \;v;, temos que
T1 A1 + - F TpApv, = 0. (3.6)
Multiplicando a equagao (3.5) por A, e subtraindo da equagao (3.6), temos que
(A= AM)z1v1 + -+ (A — An—1)Tn_1vp-1 = 0.
Logo, pela a hipétese de indugao,
A —=N)z;=0,2=1,...,n—1.
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Como A\, — X\; #0,i=1,...,n—1, temos que z; =0, i=1,...,n — 1. Assim,
By =10
mas isto implica que z,, = 0. Portanto o conujunto
{v1,00-5Yn}
é linearmente independente. O

Corolario 3.5.1 SeT :V — V € linear, dimV = n e T possuin autovalores distintos,

o conjunto {v,...,v,}, formado pelos autovetores correspondentes, € uma base de V.

Teorema 3.5.2 Sejam T : V — V um operador linear com dimV = n, cuja repre-

sentacdo matricial em relagao a alguma base ordenada o de V é A=[T|2% e
X;= [U]c. = (z15, T2, "-sxnj)t e R

as coordenadas de um autovetor v de T associado ao autovalor X\;,j = 1,...,n. Se os

vetores X1, ..., Xn geram R™*!, entdo a matriz P = [z;;] € tal que
J

Ar 0 - 0
0 % s 0
PAP'=| 7 | =D.
0 0 --- A,
Demonstragao.
Como os vetores X3, ..., X, geram R"*! temos pelo teorema (3.5.1), que a matriz
P é nao-singular. Sendo
AXj = ,\ij
temos que
Zaikﬂikj, i=1,...,n
k=1
Logo,
PA—= [Zagkl‘kj] = [/\jxij] =DP.
k=1
Portanto, PAP~! = D. O

Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Dizemos que T é diagona-

lizavel se existir uma base de V formada de autovetores de 7.
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Exemplo 3.5.1 Seja T : R® — R® um operador linear cuja representacio matricial

em relacdo a base canénica de R? ¢

30 —4
A=[T|=|0 3 &
00 -1

Mostre que R? possui uma base de autovetores.

Solugao

Temos que o polinémio caracteristico de A é:

fa=det(A—Xl)=det| 0 3-X 5 =(B=A)>%-1-X)
0 0 -1-2A
Logo os autovetores de A sao A\; = 3 de multiplicidade algébrica 2 e Ay = —1.

O sistema linear homogéneo que permite a determinagao dos autovetores é

(4 — A)o=0
ou
(3 -z - 4z =0
B=Ay - 5z = 0
(=1=Rjz = 0

Para \; = 3; v; = (1,0,0) e v2 = (0,0, 1).
Para \; = —1; v3 = (4, -5, 4).

Temos entdao que o conjunto dos autovetores de A é

B= {(11 0, 0)} (0- 1, 0)1 (4! -5, 4)}

é um conjunto linearmente independente e que gera o R®. Portanto temos uma base

formada pelos autovetores de A.
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3.6 Operadores Lineares

Definigao 3.6.1 Seja A uma matrizn x n real e At sua transposta.
1) Se A= A" dizemos que A é uma matriz simétrica.
2) Se A.A' = A*. A = I(ou seja, a inversa de A é At), dizemos que A é uma matriz

ortogonal.
Teorema 3.6.1 Seja A uma matriz ortogonal. Entao detA = +1.

Demonstracao.

Temos que A - A* = I, pois A é ortogonal. Entao

det(A.A") =det(I) e detA.detA® =1.

detA = det A*.

Assim,

(detA)? =1 = detA = +1.

O

Teorema 3.6.2 Uma matriz € ortogonal se, e somente se, as colunas ( ou linhas ) sio

velores ortonormais.
Demonstracao. Ver [2].

Teorema 3.6.3 Se V' é um espago vetorial com produto interno e o e f sio bases

ortonormais de V, entdo a matriz de mudanga de base [I]§ é uma matriz ortogonal.
Demosntragao. Ver [2].

Definicao 3.6.2 Seja V um espago vetorial com produto interno, o uma base orto-
normal e T' : V — V um operador linear. Entao
1) T' é chamado de operador auto-adjunto se [T é uma matriz simétrica.

2) T é chamado um operador ortogonal se [T]% é uma matriz ortogonal.
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Definicao 3.6.3 Seja V' um espago vetorial euclidiano e T : V — V linear. Dizemos

que T ¢ ortogonal se

TT =T'T =1,
isto é, T ¢ invertivel com T~ = T*.
Teorema 3.6.4 Seja V um espaco vetorial euclidiano e T : V. — V wm operador
linear. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
1) T é ortogonal.
2) (T'(u),T(v)) = (u,v), paa todos u,v € V.

3) ||T(u)| = |u| para todo u € V.
4) T leva base ortonormal de V' em alguma base ortonormal de V.

Demonstragao.

(1 & 2) Basta observar que
(T(u), T(v)) = (u, T'T(v)), Yu,v € V.
(2 = 3) Basta notar que
TP = (T (), T@) = {u,0) = [lul*
(3 = 4) Seja
B = {tiy;ss5 1}

uma base ortonormal de V. Entao

(T, T(w)) = T () + )|~ |1T(w) — T(w)| )

= (e + sl = Tl = ] )

= (i, u;) = by

Portanto,

T(8) = {T(w),. .., T(un)}

é uma base ortonormal de V.
(4 = 2) Seja
ﬁ: {U]_,..-,‘U.n}
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uma base ortonormal de V. Entdo

T(8) ={T(w),..-,T(un)}

é uma base ortonormal de V. Dados u,v € V, existem tinicos 71, ...,Z,, ¥1,...,¥n € R

tais que

T T
U= E TijU; €V = E YUy
=1 1=1
Logo,

(T(w),T) = Y ¥ zw;(T(w), T(uy))

i=1 j=1
m n

& Z Tiy;0i; = sziyj (ui, v;) = {(u, v).
1

i=1 j= i=1 j=1

O

Exemplo 3.6.1 Seja R? um espaco vetorial com produto interno usual. Determine

todos o0s operadores ortogonais sobre R2.

Solugao.

Seja T : R* — R? um operador ortogonal. Entdo toda base ortonormal de R? é

da forma
{T'(e1), T(e2)},

onde {e}, ez} é a base canénica de R%. Seja T'(e;) = (a,b). Entdo
laf=ad® <+ 0 =||T(e)|]’=1=2>-1<a< 1

Como a funcao cos : R — [—1, 1] é sobrejetora temos que existe § € R tal que a = cos .
Logo, b =sinf e
T'(e;) = (cosb,sinh).
Sendo
IT(e2)]| = 1 e (T(e1), T(e2)) =0,
obtemos

T(e2) = (—sinf, cos ) ou T(ez) = (siné, — cosb)
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Portanto a representagao matricial de T' em relacao a qualquer base ortonormal de R?

#

cosf —sinf cosf sinf
[]= ou [T] =
sinff  cosf sinf —cosf
isto é, qualquer operador ortogonal sobre R? é uma rotagéo sobre a origem ou uma

reflexao em torno de uma reta passando pela origem.

Definicao 3.6.4 Sejam V um espago vetorial e T' : V — V um operador linear.

Dizemos que T' ¢ auto-adjunto ou simétrico se T* =T.

Teorema 3.6.5 Seja V' um espaco vetorial euclidiano. Se T : V — V' é um operador

simétrico, entao para quaisquer u,v € V, tem-se:
(T(u),v) = (u, T(v))
Demonstragao. Ver [7].
Diagonalizagao de Matrizes Simétricas

Propriedades

1) A equagao caracteristica de uma matriz simétrica tem apenas raizes reais.

2) Se T': V — V é um operador simétrico com autovalores distintos, entao os autove-

tores associados aos autovalores sao ortogonais. |

3) Uma matriz A é diagonalizavel pela matriz P dos autovetores através de:
D=P'AP

Assim, os autovetores ortonormais de P formardo uma matriz ortogonal e tem-se
P~1 = P, Portanto:
D= P*AP

e, nesse caso dizemos que P diagonaliza A ortogonalmente.

Obs.: Seja A € M(n x n) uma matriz simétrica. Entdo existe uma matriz
ortogonal P tal que
PLAP

seja uma matriz diagonal.
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3.7 Formas Lineares, Bilineares e Quadraticas

Definicao 3.7.1 Seja V um espaco vetorial real. Uma forma linear ¢ uma trans-

formagdo linear f : V — R.

Obs.: Numa forma linear, todas as varidveis aparecem na primeira poténcia e nao ha

produto de varidveis na expressao.

Exemplo 3.7.1 Seja f: R? — R dada por f(z,y) =z +y é uma forma linear.

Se f:V — R é uma forma linear, o = {vy,...,v,} é base de V e § = {w} é base

de R, entao
[f]ﬁ = [ﬂl as ... afn]lxn-

Sev €V é tal que

s

T2

Tn
entao
(@)= [f]5 ] &

Definicao 3.7.2 Sejam V um espago vetorial sobre R, v,w € V e a € R. Uma forma
bilinear ¢ uma aplicagio B : V x V — R definida por (v,w) — B(v,w) tal que:

1) Para todo w fizado, B(v,w) ¢ uma forma linear em v, isto €,

B(’Ul +U2,'LU) = B(vl,w) + ('Ug, w)

B(av,w) = aB(v, w)

»

2) Para todo v fizado, B(v,w) é uma forma linear em w, isto €,

B(v,w; + wy) = B(v,w;) + B(v, wy)

B(v, aw) = aB(v,w)
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Exemplo 3.7.2 O produto usual de nimeros reais
p:RxR—-R
dada por p(z,y) = zy € uma forma bilinear.

Definicao 3.7.3 A forma bilinear B : V x V — R € simétrica se B(v,w) = B(w,v)
para todo v,w € V.

Teorema 3.7.1 Uma forma bilinear B : V x V — R ¢ simétrica se, se somente se

[B]& € uma matriz simétrica.
Demonstragao. Ver [2].

Definicao 3.7.4 seja V um espago vetorial e B : V x V — R uma forma bilinear

simétrica. A funcio Q : V — R definida por Q(v) = B(v,v) é chamada forma

[wct’ |
quadrdtica associada a B. e |
Il
|
ok
Em geral, uma forma quadratica genérica Q : R?> — R, onde £ '
Q(z,y) = Az® + Bzy + Cy’. i
Tem como forma matricial =
A BJ2 T
Q(z,y) = [ T Yy ]
B/2 C y

No caso de Q : R® = R, onde
Q(z,y,2) = Az® + By? + C2* + Dzy + Exz + Fyz

A forma matricial é
A D/2 E)2 T

Q(:E,y,Z):[:g y z] D/2 B FJ2 y
E/2 F/2 C 2
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Teorema 3.7.2 Se Q(v) = B(v,v) uma forma quadrdtica em V. Eriste uma base
ortonormal B de V tal que se
h

[v]g = 3{2 ;

Yn |
entdo Q(v) = \yi + ... + Aay2.
Demonstracao.

Seja a uma base ortonormal qualquer de V. Entdo Q(v) = B(v,v) = []L][Bla[v]a-
Logo, a matriz [B]] é uma matriz simétrica e, portanto, corresponde a um operador
auto-adjunto 7" : V' — V que tem como matriz [T]¢ = [B]2. Como um operador

auto-adjunto pode ser diagonalizado mediante uma base 8 de autovetores ortonormais,

entao
N wom X w0
Bla = [Ta=Ma| : - & |Wg=qmp)™| ¢ - & |3
0w Ry B e Yo
i wee ()
= (| : - |3
0 - A

pois a e /3 sdo bases ortonormais e, portanto, /] é uma matriz ortogonal. Entao,

Xy w0 Ny was 0
Q) = Pla-(P| i o i |Mgkla= 5kl ¢ - | ((15])
0 -+ A\, 0 - A,
Xy wos 0 Xg w0 U
= [Pla]| ¢ - i | ls=[ywl ' '
0 -+ Ay 0 - A Yn

= MY+ MyE ++ At
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Exemplo 3.7.3 Seja a forma quadrdtica em R® dada por:

Qv) = z?—22 — 42125 + dz575
1 -2 0 T
=mma||-20 2|
0 2 =1 T3

onde v = (1, s, T3).

Calculemos os autovalores e autovetores da matriz simétrica da forma quadrdtica

A—=1 2 0
fa=det| 2 A -2 |AMA+3)(A-3)
0 -2 A+1
Logo, os autovalores sao \y =0, 3 = =3 e A3 = 3.

Resolvendo o sistema (A — AI)v = 0. Os autovetores, jd normalizados, associados aos

autovalores sdo
vy =(2/3,1/3,2/3),va = (—1/3,-2/3,2/3) e vs = (—2/3,2/3,1/3)

que formam a nova base ortonormal B = {vy,v2,v3}.

Portanto, pelo teorema anterior, nesta nova base, a forma quadrdtica se reduz a

0 0 0 n
Q(v)=[y1 Y ya] 0 -3 0 Yo
0 0 3 Ys

1sto é:

Q(v) = —3y; + 3y3
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Capitulo 4

Classificacao de Coénicas e

Quadricas

Neste capitulo mostraremos o procedimento geral para classficacao de uma conica
ou de uma quédrica, alguns exemplos serao feitos de modo que fique claro todo o pro-
cedimento. Além disso introduziremos a idéia de movimento rigido que sera essencial

para que o nosso trabalho seja concluido.

4.1 Classificagcao de Conicas e Quaddricas

Definigao 4.1.1 Seja R?® com produto interno usual. Uma aplicagio T : R® — R3 ¢

um movimento rigido ou uma isometria se preserva norma, ou seja, Vu,v € R?,
I7'(w) = T(@)|| = llu—2|.

Os movimentos rigidos sao as transformagoes que preservam distancia entre pontos e,

como tal, preservam o tamanho e a forma das figuras.
Exemplo 4.1.1 Se t € R?, entdo a funcdo T, : R® — R? definida por
Ti(u) = u +t,Yu € R®?

é um mowimento rigido, chamado translagcao a direita por t.
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De fato,

IT(w) = ()| = |lu+t—(v+1)]
= lut+t—v—t|
= Jlu—ol.

Portanto, T; preserva norma. Logo é um movimento rigido.

Proposigao 4.1.1 .

1) Se T e H sao movimentos rigidos, entido T o H é wm movimento rigido.
2) Se T e H sdo translagées, entio To H = HoT ¢ uma translacao.
3) Se T é uma tranlagdo port, entdo T é inversivel ¢ T-L & uma translagcao por —t.

4) Dados t,v € R?, eziste uma tinica translagio de T tal que T(t) = v.

Demonstracao. Ver [8].

Definicao 4.1.2 Uma transformg¢io ortogonal de R® ¢ uma aplicacao linear

T :R* — R? que preserva produto interno, isto &,
(T(u), T(v)) = (u,v), Ya, v € R®.
Proposicao 4.1.2 Todo operador ortogonal sobre R3 ¢ um movimento rigido.

Demonstragao.

Seja T : R* — R? um operador ortogonal
IT(w) ~T@)* = [T(u-o)|?
= (T(u—v),T(u—v))
= (u—v,u—2)

= fu—vlP.

Dai concluimos que

17 (u) = T()|| = [lu—v].

Portanto 7' é um movimento rigido. 0
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Proposicao 4.1.3 Se T : R* — R® ¢ um movimento rigido tal que T(0) = 0, entdo T

€ um operador ortogonal.

Demonstracao.

Provemos que T preserva produto interno. Sejam u,v € R3. entdo, como con-

sequéencia das propriedades de produto interno, temos que
1
(T(u), T@)) = 5UIT@I* + IT@I* = 1T(u) = T@)[)-
Como T' é uma isometria e T(0) = 0, temos que
1
(T(w),T@) = 5l + llo]* = [l - vl
1
= 5Uull® +lloll* = (llull® = 2w, v) + 10]1%)
1
= Sl + lloll* = llull® + 2w, v) = [lo]|*)
= (u,v).
Provemos que 7' é uma aplicagao linear, isto é,
T(au + Bv) = aT(u) + BT (v).
Para todo a, 3 € R e u,v € R®. Consideremos,
|IT(au+ Bv) — oT(u) = BT()|* = ||T(au+ Bv)l* + ?|T(w)|* + B2 T (v)|?
= 20(T(au + Bv), T(u)) — 28(T (o + Bv), T (v))
+ 208(T(u), T(v))
= |lau+ Bol* + &?||ul® + B2||v]|*
— 20{au — Bv,u) — 2B8{au + Bv,v) + 2a8(u,v)
= |lou+ Bv — au — Bu||* =0,
onde usamos o fato que T preserva norma e preserva produto interno. Mas
| T(ou + Bv) — aT(u) — BT (v)||* = 0 & T(au + Bv) — aT(u) — BT (v) = 0.

Logo,
T(au+ Bv) = aT(u) + BT (v)

que implica que 7' € linear. O
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Teorema 4.1.1 Todo movimento rigido em R? pode ser escrito de modo tnico sob a
forma

LoS,

onde L é uma translacdo em R® e S é um operador ortogonal em R3.

Demonstracao.

Existéncia: Seja L a translacao por T(0), entdo segue da proposigao 4.1.1 que
L' é a translagao por —7'(0) e a aplicagao L' o T' é um movimento rigido. Como
L71oT(0) = 0, pela proposicao 4.1.3 L~!oT é um operador ortogonal que denotamos
por S. Portanto, T = Lo L toT =LoS.

Unicidade: Sejam L e L' translacdes, S e S operadores ortogonais tais que
T=LoS=L0oS. Entdo, L''oLoS=L"0cL' 08 = S=L"'"L0oS e
0= S5(0) = L' o L'(0). Segue da proposicao 4.1.1 que L' o L' ¢ a translagao por
0, isto é, L™ o L' = identidade, logo, L' = L. Portanto LoS=LoS,eS=S5. O

4.2 Conicas no plano

Uma cénica em R? é um conjunto de pontos cujas as coordenadas em relagdo a base

canoénica satisfazem a equagao:
Az’ 4+ Bry+Cy*+ Dz +Ey+ F =0

onde pelo menos um entre A, B e C é nao-nulo. Observe que a equagao da conica

envolve uma forma quadratica
Q(z,y) = Az® + Bzy + Cy?

uma forma linear

L(z,y) = Dz + Ey

e um termo constante F.

Isto é, a equacao que define a conica é
Qlz,y) + L(z,y) + F =0
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Exemplo 4.2.1 A equacao quadrdtica
3r2 +5zy — Ty + 22+ 7
tem como forma quadrdtica associada
322 + 5zy — Ty?

A presenca dos termos mistos na equagio de uma conica indica que o grafico que
representa a equagao esta rotacionada de sua posi¢do padrdo. por sua vez, a presenca

dos termos lineares na equacao indica que o grafico estd transladado de sua posicao

padrao.
Procedimento Geral de Classificacao das cénicas
Dada a equagao( em coordenadas canénicas de R?)
Az? + Boy+Cy*+ Dz + Ey+F =0 (A ou B ou C # 0).

Para achar que figura ela representa no plano, devemos proceder da seguinte

maneira;:

Passo 1. Escrevemos a equagao na forma matricial;

Passo 2. Diagonalizamos a forma quadrética para eliminar os termos mistos;

Passo 3. Obtemos as novas coordenadas;

Passo 4. Substituimos as novas coordenadas na equagdo, obtendo a equacao na nova

base {v1,v2};

Passo 5. Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sdo

nao-nulos;
Exemplo 4.2.2 Dada a equacdo na base canénica o de R3,
5z° — dzy + 8y® + 4vbz — 16V5y +4 =0
nosso objetivo serd determinar que figura esta conica representa no plano.

Para isso, precisamos inicialmente eliminar os termos mistos, do tipo zy, através da

diagonalizacao da forma quadratica.
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Passo 1: Escrevemos a equagio na forma matricial

ExX] _52 ;2 Z + [ 4v5 -16v5 ] ; +4.

Passo 2: Vamos calcular os autovalores e autovetores ortonormais da matriz

5 =2
A=
-2 8
5=A =2
fa(d) = =A=-9)(A-4).
-2 8-
Entao os auto|\_fa,lores s&o_A1F= de X =0.
5 =2 T 0
Para \; =4, = e vy = (2/v5,1/4/5).
-2 8 y 0
5 =2 <) 0 P-4
Para Ay =9, = ,ev; = (—1/v/5,2/V/5). | €
-2 8 | |y] 0 =
Sabemos do teo. 3.7.2 que nesta nova base de autovetores B = {v1,v2}, a forma I: -
quadratica 1
5 =2 i & J'
Qv) = [ Ty } onde [v], = |
-2 8 Yy y b
- L e
se reduz ; ’_ :
4 0 I |
Qv) = [ Ty ] se [v]g =
Y | | U
- . T I o
Passo 3: Devemos determinar a relacéo que existe entre e [ e substituir
Y )1

o resultado na parte linear da equacao dada,

L) = [ 4v5 —16\/5][:}

Tendo em vista que queremos determinar uma rotacéo, entao escrevemos

x 2/V6 —1/5 I
Y 1/\/5 2/\/5 n
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Passo 4: A equagao original se reduz a

4 0 T 2/v/5 —1/5 T
{:rl yl] . +[4\/5 —16\/5] g e | | w +4=0

assim temos,
473 + 9y} — 8z, — 36y, +4 =0. (4.1)

Esta nova equacao representa a conica em relagao ao novo referencial formado pelas
retas suporte de v; e vs.

Vamos introduzir uma nova mudanga de coordenadas para identificar a conica. Ela

sera dada por uma translacao do referencial acima.

Passo 5: Para ”eliminar”os termos lineares onde isso é possivel (A # 0), agrupamos

os termos de 4z% + 9y? — 8z; — 36y; + 4 = 0 convenientemente.
A2 — 22y + 1) + 9(y? — 4y, +4) = —4+ 4+ 36

ou

4z, — 1) +9(y, — 2)% = 36.

Utilizando as férmulas de translacao, temos
o = I1— 1,

A equagao (4.1) passa a ser
12
473 +9y2 =36 ou 32 e = =

que € o grafico de uma elipse.
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Figura 4.1: Esboco

Muitas vezes, entretanto, estaremos interessados apenas em classificar a conica dada
POr uma equacao

Az? + Bzy+ Cy*+ Dz + Ey + F =0,

sem determinar suas dimensoes e localizacado. Vamos discutir as possibilidades que

temos em funcao dos sinais dos autovalores associados & forma quadratica.
Teorema 4.2.1 Dada uma conica definida pela equacao

Az? + Bzy+Cy*+ Dz + Ey+ F =0.
Sejam A1, A2 0s autovalores assoctados d sua forma quadratica, entdo:

1. Se A\ - Ay > 0 esta equacdo representa uma elipse, ou suas degeneragoes.
2. Se A\ - A2 < 0 esta equacao representa uma hipérbole, ou suas degeneragoes.

3. Se A\ - A2 = 0 esta equacdo representa uma pardbola ou suas degenaregoes.
Demonstragao. Ver [2].

Exemplo 4.2.3 Seja R? com produto interno usual. Classifique a conica

Sy = {(z1,22) € R? : 2325 — 1 = 0}.

EAC 2Rt I0TECA)
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Temos que a conica na forma matricial é

o 1 T
[3:1:1:2]12 "l-1 =0
3 0 ] T2
) -
O polinémio caracteristico da matriz A = : 2] ¢
2 0
1
= A%l
fa 1
Logo, Ay = —3 e Ay = 3 sdo autovalores de A.

Como \;.\e < 0, esta equagao representa uma hipérbole, ou suas degeneragoes.

4.3 Quédricas em R®
Dada uma equacao do R? do tipo
Az + By? + C2* + Dry+ Exz + Fyz+ Gz + Hy+ 12+ J =0

que representa uma quédrica, para classificarmos que figura quédrica ela representa

procedemos de maneira ansloga ao procedimento da classificagao das conicas.

Exemplo 4.3.1 Descreva a superficie quddrica cuja equagdo €

472 + 4 + 42° + Ay + 432+ Y2 — 3 =0

Devemos resolver

4 2 2 T
[myz]242 y | =3
2 2 4 z

Calculando os autovalores e os autovetores respectivos (ja normalizados) da matriz

4 2 2
A=12 4 2
2 2 4

Obtemos:
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Para \; = 2;v1 = (=v/2/2,v/2/2,0) e v, = (v/6/6,16/6,v6/3)
Para )2 = 8 v3 = (v/3/3,v3/3,-V3/3)
T T

Temos ainda | y | e | 3

z 21
Tendo em vista que queremos determinar uma rotagao, entao escrevemos

T —v2/2 /6/6 /3/3 T3
v |=| v2/2 V6/6 V3/3 i
2 0 6/3 —/3/3 2
Entao, a equagao original torna-se
2 00 I
[ T Y1 &1 ] 0 20 " =3
0 U' 8 21
ou 2z? + 2y? + 822 = 3, portanto
2 2 2
| h #1
paier 15 _—t — =
3/2 ' 3/2 " 3/8

que é um elipséide.
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