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Resumo

Este trabalho tem como objetivo a elaboracdo de material didatico sobre Controle base-
ado no livro Linear Feedback Control Analysis and Design with Matlab dos autores Dingyii
Xue (Northeastern University), YangQuan Chen (Utah State University) e Derek P. Atherton
(University of Sussex). Todos os cdédigos e fungdes MATLAB e modelos em Simulink aqui
apresentados foram compilados e estdo armazenados em arquivos para facilitar o entendimento
do material e seus exemplos.

Palavras-chave: controle e automacao, MATLAB, Simulink, PID



Abstract

This project’s objective is the development of teaching material on Control based on the
book Linear Feedback Control Analysis and Design with Matlab, from the authors Dingyu
Xue (Northeastern University), Yangquan Chen (Utah State University) and Derek P. Atherton
(University of Sussex). All code and MATLAB functions and Simulink models presented here
were compiled and are stored in files to facilitate understanding of the material and its examples.

Keywords: control and automation, MATLAB, Simulink, PID
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1 Introducao

O MATLAB € uma ferramenta poderosa de calculo numérico que tem sido, ao longo dos
anos, bastante util em diversas drea do conhecimento, desde matematica e fisica até as engenha-
rias. No estudo de Controle nao tem sido diferente. O MATLAB fornece diversas ferramentas
especificas para as diversas dreas de Controle e Automacdo que permitem realizar cdlculos com-
plexos de maneira praticamente instantanea, além de gerar graficos e diagramas extremamente
titeis, como o Diagrama de Bode ou o Diagrama de Nyquist. E capaz também de transformar o
modo como um determinado modelo € apresentado (e.g., de espaco de estados para funcdo de

transferéncia).

Sao estas inimeras facilidades que motivaram a elabora¢do deste material didatico, de modo
a facilitar o aprendizado de algumas ferramentas basicas de Controle do MATLAB. O material
apresenta de forma gradativa a prépria Teoria de Controle, comecando de conceitos basicos de
Controle até chegar ao minimo necessario para o projeto de controladores PID, sendo que, em
cada passo, é apresentada a ferramenta MATLAB correspondente. No entanto, ndo € objetivo
deste material didatico o ensino da Teoria de Controle, mas que ela possa ser complementada

com o conhecimento das poderosas ferramentas fornecidas no MATLAB.

Inicialmente é apresentado o problema de modelagem fisica, seguida do conceito de trans-
formada de Laplace com solu¢des em MATLAB. Em seguida, sdo apresentadas as representa-
coes em funcgdo de transferéncia, em espago de estados e no modo zero-polo-ganho, com suas

respectivas descricoes MATLAB.

No capitulo seguinte é apresentada a andlise no dominio do tempo de sistemas lineares
e solucdes numéricas, assim como maneiras de esbocar as respostas ao degrau. Apds isso €
mostrado o modo de ilustrar o lugar as raizes. E realizada a andlise no dominio da frequéncia

de um sistema linear e suas andlises graficas como os diagramas de Bode, Nyquist e Nichols.

Ap6s isso, € apresentada a ferramenta Simulink que € extremamente ttil em Controle, em
especial na modelagem de sistemas nio-lineares. Sao mostradas algumas particularidades deste

tipo de modelo e o modo como elas podem ser incluidas no modelo Simulink.
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E, para finalizar, sdo apresentadas vdrias técnicas de projeto de controladores. Sdo expla-
nadas as a¢des proporcional, integral e derivativa. E mostrado também o método de sintonia
de Ziegler-Nichols. Também € apresentada a questdo da identificagdo de modelo equivalente
de primeira ordem com tempo morto e um algoritmo de otimizacdo de controladores e uma

interface grafica que facilita esta tarefa.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo a elaboracdo de material diddtico que apresenta as ferra-
mentas fornecidas no MATLAB que facilitam as atividades relacionadas ao Controle e Auto-
macdo. A Teoria de Controle é apresentada desde os conceitos basicos, sendo pontuada pelas

respectivas ferramentas fornecidas em MATLAB.

1.2 Metodologia

O material foi produzido a partir da tradugdo dos principais capitulos do livro Linear Fe-
edback Control Analysis and Design with Matlab dos autores Dingyii Xue (Northeastern Uni-
versity), YangQuan Chen (Utah State University) e Derek P. Atherton (University of Sussex).
Foi realizada uma sumarizagdo dos exemplos do livro original, de modo a destacar os mais
importantes. Todos os cddigos e funcdes MATLAB (sejam os apresentados em exemplos ou
os apresentados ao longo do texto) foram compilados e estdo armazenados em arquivos. Os
arquivos gerados a partir de exemplos foram salvos com o nome no padrdo chXXexYY.m (ou
chXXexYY.mdl para arquivos de Simulink), onde XX € o nimero do capitulo onde se encontra
o exemplo e YY € o numero do exemplo em si. Os arquivos de fun¢des foram salvos com o
nome da respectiva funcdo. Alguns arquivos também foram salvos em duplicidade com o nome

sugerido pelo livro original.
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2 Modelos Matematicos de Sistemas de
Controle com Realimentagcdo

A maioria, mas nao todos, dos procedimentos de projeto para um sistema de controle fazem
uso de modelos matematicos. Portanto, € importante tentar obter modelos mateméticos precisos
do sistema. O sistema pode entdo ser analisado e projetado de modo sistematicos utilizando

modelos matematicos como aproximagdes de seu comportamento real.

Se o modelo nao é conhecido, dois métodos podem ser utilizados para construir o modelo do
sistema para questoes de andlise e projeto. O primeiro método € derivar o modelo utilizando leis
e principios fisicos. O segundo método, mais frequentemente utilizado, é encontrar um modelo
matematico aproximado baseado na resposta observada do sistema. O primeiro é chamado de

modelagem fisica e o segundo de identificacdo do sistema.

Neste capitulo, o problema de modelagem fisica € ilustrado através de um exemplo na
secdo 2.1. Na secdo 2.2, o conceito de transformada de Laplace é apresentado com solugdes em
MATLAB. A representacao da func¢do de transferéncia de sistemas lineares é descrita na se¢ao
2.3. Serdo apresentadas também diversas descricdes em MATLAB de func¢des de transferéncia
padrdo. Outras descri¢gdes de sistemas comumente usadas, tal como a representacdo em espago
de estados e a representacdo zero-polo-ganho sdo apresentadas na sec¢do 2.4. Os principios de
modelagem para encontrar modelos globais de sistemas a partir da conexdo de submodelos sdao
mostrados nas se¢des 2.5 e 2.6. Na secdo 2.6 também € descrita a conversao equivalente entre
diferentes tipos de modelos para o mesmo sistema. Por exemplo, uma representacdo em fungao

de transferéncia pode ser convertido para uma representacao em espago de estados.

2.1 Exemplo de Modelagem Fisica

Considere o circuito mostrado na figura, onde um resistor R, um indutor L e um capacitor
C sdo conectados em série. Para esse sistema dindmico, o sinal de entrada é u(¢) e o sinal de

saida € u(1).
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Figura 2.1: Circuito RLC série

A corrente i(r) é dada por

(1) =C 2.1
i(1) = = @
e a equacdo da tensdo pode ser escrita como
di(¢
u(t) =Ri(t) +Ld_(t) + u(1) (2.2)
Substituindo 2.1 em 2.2, tem-se que
d?u.(1) duc(1)
LC RC c(t) =u(t 23
dt2 + dr +u (t) l/l( ) ( )

A equacao diferencial ordinaria (EDO) de segunda ordem mostrada em 2.3 é chamada de mo-

delo matematico do circuito elétrico.

Em geral, o modelo matemético de um sistemas dindmico em tempo continuo pode ser

representado por uma EDO.

2.2 A Transformada de Laplace

Na equacdo 2.3, a tensdo u,(t) sobre o capacitor C pode ser representada por uma EDO
linear de segunda ordem. Um método usado para resolver equacdes diferenciais lineares €

utilizando a transformada de Laplace, como visto abaixo.

Definicao 2.1. A transformada de Laplace de uma funcdo no tempo f(t) é definida por

LIf(1)] = /O " f()ede = F(s), 2.4)

onde .Z[f(¢)] é a notagdo abreviada para a transformada de Laplace.

O resultado da transformada de Laplace é uma funcao de s, uma varidvel complexa, geral-

mente denotada por F(s). A unidade de s é segundo™1.
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Para uma dada fung@o f(¢), é possivel encontrar sua transformada de Laplace tanto através

de tabela de transformagdo como através de funcdes do MATLAB.
Teorema 2.1. Algumas propriedades importantes da transformada de Laplace estdo listadas

abaixo (sem as demonstracoes).

1. Linearidade: se a e b sao escalares, entao

Llaf(t) £bg(1)] = aZ[f ()] £ bL[g(1)].

2. Deslocamento no tempo: L [f(t —a)] = e “F(s).
3. Deslocamento em frequéncia (s): L[e " f(t)] = F(s+a).
4. Diferenciacdo: £[df(t)/dt)] = sF(s) — f(0"). A derivada de n-ésima ordem é dada por

d” _n n—1 n72df(0+) dnilf(OJr)
2 |Gt 0] =8 = o) -2 S

5. Integragdo: assumindo condigdo inicial nula, Z[[) f(t)dt] = F(s)/s. A integral de n-

ésima ordem da func¢do f(t) é

g[/ot.../otf(r)(dz)"] :F;j).

6. Tempo inicial e tempo final:

lim f(7) = lim sF(s),tli_{rolof(t) = limsF(s).

t—0 §—roo s—0

7. Convolugdo: ZL[f(t)xg(t)] = Z[f(t)]-Z[g(t)], onde o operador de convolugio € definido

como

1025 = [ 7@s—var= [ fe-ng(ear

8. Outras:

2 1(0)] = (—1y EB) g[%} z/sm.../SwF(s)ds”.

ds® '

A fungdo do MATLAB laplace () pode ser utilizada para obter a transformada de Laplace
de uma funcdo f(¢). A sintaxe da fungdo é F=laplace (f). Note que apenas uma limitada

classe de sinais f(¢) pode ser usada em laplace (f).
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Exemplo 2.1. E possivel utilizar os seguintes comandos no MATLAB para encontrar a trans-
formada de Laplace da funcio e” cos (at +b):
» syms s t a b ¢; F=laplace(exp(b*t)*cos(a*t+c)).

A forma de Laplace da fungao é

_cos(c)(s—b) sin(c)a

Fls)= (s—b)2+a? B (s—b)?+a?

Definicao 2.2. A transformada inversa de Laplace de uma dada funcao F(s) € definida por
1 Lot
[0 =2 FE) =5 [ F)etas

- 2_71:] ijoo

onde ¢ € maior que a parte real das singularidades de F(s).

Dada uma fung¢do F(s), sua transformada inversa de Laplace pode ser obtida usando uma
tabela ou alguma outra ferramenta. Com uso da Symbolic Toolbox do MATLAB, ¢é possivel
obter a transformada inversa de Laplace com o comando f=ilaplace (F). Note novamente que

apenas uma classe limitada de funcdes F(s) pode ser usada com ilaplace (F).

2.3 Modelos de Func¢ao de Transferéncia

2.3.1 Funcoes de Transferéncia de Sistemas de Controle

Aplicando-se a propriedade de diferenciacao da transformada de Laplacade, a equagdo 2.3

¢ transformada para sua forma algébrica, como se segue:

LCU,(s)s*> + RCU(s)s + U.(s) = U(s),
onde U(s) = L[uc(t), U(s) = ZL[u(t)], se for assumido que as condi¢des iniciais para u.(t) e
suas derivadas sao nulas.

Dividindo-se ambos os lados da equagdo por U,(s) obtém-se:

Ucs) 1
U(s) LCs*+RCs+1

U.(s)

de modo que Uls) ¢ chamado de fungéo de transferéncia para um sinal de entrada u(¢) e um

sinal de saida u.(r).

A funcdo de transferéncia de um sistema linear continuo pode ser generalizado por uma

funcdo racional de s na forma
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s+ s e bys b
s tas" a2+ ap_is+ay

G(s) (2.5)

Se os coeficientes b;, (i =1,...,m+1) e a;, (i =1,...,n) s@o constantes, o sistema é cha-
mado de linear invariante no tempo (LIT). O denominador é chamado de polindmio caracteris-
tico do sistema. O valor de n é chamado de ordem do sistema. Para um sistema fisicamente
realizével, é frequente que m < n. Nesse caso, o sistema é chamado de proprio. Se m < n, o
sistema € chamado de estritamente proprio. O valor de n —m €, algumas vezes, chamado de

ordem relativa do sistema.

2.3.2 Representacoes em MATLAB de Funcoees de Transferéncia

Uma func¢do de transferéncia pode ser facilmente colocada no MATLAB utilizando os se-

guintes comandos:

» num=[by, by, ..., bp, bm—i—l]; den=[1, ai, az, ..., ap-1, anl;

G=tf (num, den)

Ou seja, € necessdrio representar os coeficientes do numerador e do denominador em dois
vetores diferentes num e den. A varidvel G recebe o retorno da funcdo tf () com a fungdo de

transferéncia.

Exemplo 2.2. A func¢do de transferéncia

B s+5
42534352 +45+5

G(s)

pode ser representada em MATLAB como
» num=[1,5]; den=[1,2,3,4,5]; G=tf(num, den)

Exemplo 2.3. A func¢do de transferéncia

6(s+5)

G pu—
(s) (s2+3s+1)2(s+6)(s3 + 652 +55+3)

pode ser representada em MATLAB como
den=conv (conv(conv([1,3,1],11,3,11),1(1,6]1),[1,6,5,3]); num=6*[1,5]; G=tf (num,
den) obtendo-se a funcdo de transferéncia

65+ 30
S8 1857 + 12450 + 41755 +740s% + 72953 + 43752 + 1415+ 18

G(s)
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A fungdo conv () que foi utilizada realiza a convolugado entre dois vetores. Os coeficientes do
produto entre dois polindmios pode ser obtido pela convolugdo dos vetores de seus coeficientes,
por isso a funcdo conv () foi utilizada. Essa funcdo pode ser aninhada quantas vezes forem

necessarias.

Outra maneira de se obter a funcdo de transferéncia no MATLAB € escrevendo-a em sua

forma fatorada, da seguinte maneira:

» s=tf('s’");

G=6* (s+5) / (s"2+3*s+1) "2/ (s+6) / (s"3+6*s"2+5%5+3)

Além das varidveis essencias do numerador e denominador, outros campos também sao
definidos no objeto funcdo de transferéncia. E possivel listar todos os possiveis campos usando
o comando set (tf). Outros campos uteis no objeto funcdo de transferéncia incluem, por
exemplo, ioDelay e Ts, que correspondem, respectivamente, ao atraso de entrada e saida e o
intervalo de amostragem; este tltimo € aplicdvel somente a sistemas discretos no tempo. O
campo Variable € definido como o simbolo operador usando na fun¢ao de transferéncia, com
s e p para sistemas em tempo continuo e z, 7~ e ¢ para sistemas em tempo discreto, onde ¢ é a

forma abreviada de 7~ !.

Caso seja necessdrio mudar o simbolo operador na representacao da funcao de transferéncia
para p e atribuir um atraso de transporte de 0,5 segundos, um dos comandos MATLAB a seguir

podem ser utilizados:

» G.Variable="p’; G.ioDelay=0.5;
B=[4, 6; 2, 4; 2, 2; 0, 2]; c=[0, O, O, 2; O, 2, O, 2];
set (G, ’Variable’,'p’,"ioDelay’,0.5);

O modelo G € entdo mostrado como

—0.5p 6p+30
pE+18p7 4+ 124p0 +417p5 +740p* +729p3 +437p2 + 141p+ 18

2.3.3 Matrizes de Funcao de Transferéncia para Sistemas de Multivaria-
veis

Sistemas com um entrada e uma saida sdo chamados de entrada tinica-saida tnica (SISO, do
inglés single input-single output), enquanto sistemas com mais de uma entrada e mais de uma

saida sdo chamados de multiplas entradas-multiplas saidas (MIMO). Para um sistemas MIMO, a
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representacdo em fungdo de transferéncia € denotada por uma matriz de funcdes de transferéncia
que € chamada de matriz de func¢do de transferéncia. O objeto funcdo de transferéncia tf

também pode ser utilizado para representar matrizes de funcdo de transferéncia MIMO.

Exemplo 2.4. Assuma que a matriz de fun¢do de transferéncia de um sistema MIMO ¢ dada

por
0.1134¢0-72s 0.924
_ 1.7852+4.485.1 2.07s+1
Gls) 0.3378¢ 035 —0.318¢!2%

0.361s%+1.095+1 2.93s+1

Esse modelo pode ser colocado no MATLAB utilizando os seguintes comandos:

» gll=t£(0.1134,[1.78 4.48 1],"ioDelay’,0.72);
gl2=t£(0.924,12.07 1]);
g21=t£(0.3378,[0.361 1.09 1],"1ioDelay’,0.3);
g22=t£f(-0.318,[2.93 1],"ioDelay’,1.29);
G=[gll,gl2; g21,g922];

Os numeradores e denominadores do sistema podem ser recuperados com a fungdo

» [num, den]=tfdata(G,’'v’)

2.3.4 Funcoes de Transferéncia de Sistemas em Tempo Discreto

A funcgdo de transferéncia em tempo discreto

bo?"+b1 2" A b1zt by
H(z) = = z
a1 +a?" e apZF apg

que pode ser obtida através da transformada-Z para equagdes de diferenca, pode ser também

inserido no MATLAB com as seguintes declaragcoes

» num=[by, b1, ..., bu_1, bnl;
den=[ai, az, ..., An, Gntal;

H=tf (num, den, 'Ts’, T, ’ioDelay’, d);

onde T é o periodo de amostragem e m € o atraso de transporte. Alternativamente, a varidvel z
pode ser declarada como z=tf (' z’, T) antes de especificar a fun¢ao de transferéncia matema-

ticamente.
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Exemplo 2.5. Assuma que um modelo em tempo discreto de um sistema seja dado por

67> —0.6z—0.12 s

H —
(2) A —53+40252+025,—0.125°

onde T=0.1s. A seguinte declara¢io pode ser usada:

» num=[6 -0.6 -0.12];
den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125];
H=tf (num, den,’Ts’,0.1,"ioDelay’,>5)

Alternativamente, o sistema pode ser especificamente por

» z=tf('z’,0.1);
H=(6*2"2-0.6*z-0.12)/(2"4-2"3+40.25*2"2+40.25*z-0.125;
H.ioDelay=5

2.4 Outras Representacoes de Modelos Matematicos

2.4.1 Modelagem em Espaco de Estados

Representacdes em espaco de estados de modelos de sistemas de controle sao largamente
utilizados em teoria de controle desde os anos 1960, quando a chamada "teoria de controle mo-
derno"foi introduzida. O espago de estados € outra maneira de descrever um modelo dindmico
de um sistema e pode ser utilizado para representar nao apenas sistemas lineares, mas também
nao-lineares. A representacdo em espacgo de estados de um sistema é sempre referida como um
modelo de descricdo interna, uma vez que as varidveis internas, assim como os estados, estao
completamente descritos neste tipo de representagdo. De forma contréria, a representacdo em
funcdo de transferéncia € frequentemente chamada de modelo externo ou modelo de entrada e

saida, uma vez que somente a relagdo entrada-saida do sistema € descrita.

Considere novamente o circuito RLC dado em (2.3). Assumindo x; = uc e x = duc/dt, a

equacao diferencial ordindria de segunda ordem pode ser reescrita na seguinte forma:

dxp

{ a -2
do 1 R 1
@ — el 12t cU

Em teoria de controle, dx;/dr é frequentemente denotado como X; e a equagéo acima pode
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ser escrita na forma de matriz como

xl 0 1 X1 0
— —+ u, (26)
X ~1/(LC) —R/L || x 1/(LC)

onde x; e x» sdo chamados de variaveis de estado, u é chamado de sinal de entrada e (2.6)

¢ chamada de equacdo de estado do sistema. Note que a escolha das varidveis de estado nao é

Unica. Portanto, a equacdo de estado também ndo € tinica. Se as varidveis de estado escolhidas
forem a tensdo uc e a corrente i, denotadas por x; e xp, respectivamente, a equacdo de estado

pode ser escrita como

X1 0 1/C X1 0
= + u.
X —1 /L —R/L X 1 /L
Suponha que existem p entradas u;(t),(i=1,...,p), g saidas y;(t),(i=1,...,q) e n estados
formando o vetor de estados x = [x1,x7, . .. ,xn]T. A equacdo de espaco de estados de um sistema

dindmico geral € dada por

{ xi:ﬁ(xl,xz,...,xn,ul,...,up), i=1,...,n,

Vi =gi(x1,x2, ..., Xp,u1,..up), i=1,....q,

onde f; e g; podem ser fun¢des ndo-lineares. Para sistemas LIT, a equacdo de espaco de

estado pode ser simplificada por

T . . .
onde u = [uy,... ,up]T ey= [yl yen ,yq} sdo vetores de entrada e saida, respectivamente.
As matrizes A, B, C e D sdo compativeis. O termo "compativeis" indica que as matrizes pos-
suem as dimensdes corretas, ou seja, A é uma matriz n X n, B € uma matriz n X p, C é uma

matriz g X n e D € uma matriz g X p.

A representacdo de uma equacgdo de estado em MATLAB € bastante simples. Basta definir

as matrizes de coeficientes A, B, C e D e, em seguida, utilizar o comando G=ss (&,B,C,D).

Exemplo 2.6. Um sistema com duas entradas e duas saidas dado pela seguinte forma em espago
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de estados
(005 -5 —125 —05 | |4 6]
225 —425 —1.25 —-0.25 2 4 00 01
X = X+ u,y= X
025 -05 -1.25 -1 2 2 020 2
1.25 —-1.75 —-0.25 -0.75 0 2

pode ser descrito em MATLAB utilizando os seguintes comandos:

» A=[2.25 -5 -1.25 -0.5; 2.25 -4.25 -1.25 -0.25;
0.25 -0.5 -1.25 -1; 1.25 -1.75 -0.25 -0.75];
B=[4 6; 2 4; 2 2; 0 2];
C=[0 001; 020 2];
D=zeros(2,2);

G=ss(A,B,C,D)

Caso as matrizes ndo sejam compativeis, a mensagem de erro serd mostrada automatica-

mente pela funcao ss ().

Para modelos em espago de estados em tempo discreto

{ x[(k+ 1)T] = Fx(kT) + Gu(kT),
y(t) = Cx(t) +Du(r),

com periodo de amostragem 7', o comando G=ss (A,B,C,D,’Ts’,T) pode ser utilizado.

2.4.2 Descricao Zero-Polo-Ganho

A representagcdo zero-polo-ganho € outra maneira de descrever a funcdo de transferéncia
de um sistema LIT SISO. O modelo zero-polo-ganho de uma dada funcado de transferéncia é

usualmente representada como

(s+z1)(s+22)...(s+2m)

Gls) :K<s+p1)<s+pz>-~(s+pn>’

2.7)

onde K é chamado de ganho do sistema. Note que K ndo é o ganho DC (ou ganho de

frequéncia zero G(0)). Em (2.7), —z;(i = 1,...,m) sdo chamados de zeros e —p;(i =1,...,n)

sdo os polos do sistema. Nota-se que para funcdes de transferéncia com coeficientes reais, os

polos e os zeros serdo reais ou complexos conjugados em pares.

Para obter-se a representacdo zero-polo-ganho em MATLAB, basta utilizar os seguintes
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comandos:
» z=-[21; 227 +--i Zmli
p=-[p1;i pP2;i ---i Pnli
G:Zpk<zrle)

Alternativamente, o modelo zero-polo-ganho pode ser declarado antes por

s=zpk ('s’)

Exemplo 2.7. O modelo zero-polo-ganho

(s+1.9294) (s 4 0.0353 4 0.9287])

G(s) =
(s) (s+0.9567 & 1.2272j) (s — 0.0433 £ 0.6412j)

pode ser facilmente representado em MATLAB através dos seguintes comandos:

» z=-[1.9294; 0.0353+0.92877; 0.0353-0.9287731];
p=-10.9567+1.227273; 0.9567-1.227273; -0.0433+0.641273; -0.0433-0.64127];
G=zpk(z,p, 6)

e sera mostrado como

6(s +1.929) (s> +0.0706s + 0.8637)
(s2—0.0866s 4 0.413)(s2 +1.9135 4 2.421)

G(s) =

2.5 Modelagem com Diagramas de Blocos Interconecatdos

Os modelos apresentados até agora sao utilizados para sistemas com apenas um bloco. Em
sistemas praticos, 0 modelo com varios blocos interconectados € mais vidvel. As se¢des a seguir

mostrardo métodos para obtengdo desse tipo de modelo.

2.5.1 Conexao Série

Considere a conexio série dos dois blocos como mostrado na figura 2.2(a). E possivel ver
que o sinal u(t) é entrada apenas do bloco G1(s) e a sua saida serd a entrada do bloco G»(s) que,

por sua vez, gera o sinal y(t), que € a saida do sistema. Este tipo de conexdo € chama de conexao
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série ou conexao em cascata.

A funcdo de transferéncia de uma conexao série € dada por G(s) = G2(s)G(s). Para sistemas
SISO, os bloco G1(s) e G»(s) sdo intercambidveis, ou seja, G1 G2 = G, G . Para sistemas MIMO,

entretanto, os dois blocos sdo geralmente nao intercambidveis.

Assuma que a descrigdo MATLAB do modelo Gj(s) € representada por um objeto LIT G,
que pode ser tf, ss ou zpk e que Ga(s) € representado por G;. O comando que ird gerar o

sistema completo serd G = G, x G.

A operagdo acima € valida mesmo que G; e G, sejam varidveis simbdlicas.

2.5.2 Conexao Paralela

Uma conexdo paralela tipica de dois blocos Gi(s) e G2(s) sdo mostrados na figura 2.2(b),
onde os dois blocos possuem a mesma entrada u(t). As saidas dos dois blocos sdo somadas para
formar o sinal de saida do sistema y(t). Entdo, a funcdo de transferéncia da conexdo paralela é
G(s)=G1(s)+Ga(s).

A representacdo LIT da conexdo paralela pode ser obtida utilizando o MATLAB através
do comando G = G| + G», onde G| e G; sdo objetos LIT (tf, ss ou zpk) de Gi(s) e Ga(s),

respectivamente.
Gi(s)
u(t) (1) u(t) (1)
= G [ Galy) [ :
G2(s)
(a) conexio série (b) conexdo paralela

Figura 2.2: Interconexdes de blocos

Exemplo 2.8. E possivel notar que se G1(s) e G(s) contém os mesmos polos, entdo o resultado
da manipulagdo paralela pode ser simplificada mais a frente. Considere os blocos Gj(s) =
1/(s+1)% e Ga(s) = 1/(s+1). O resultado das chamadas de fungdes MATLAB apropriadas é

mostrado através dos seguintes comandos:
» Gl=zpk([],[-1,-1],1); G2=zpk([],[-1],1); G=Gl+G2

Como resultado, a FT do sistema obtida é G = (s +2)(s+1)/(s+1)>. Essa FT pode ser
simplificada para G = (s +2) /(s + 1)2.
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2.5.3 Conexao de Realimentaciao

Duas conexdes de realimentacdo entre dois blocos sdo mostradas nas figuras 2.3(a) e 2.3(b),
de modo que a primeira é chama de realimentacdo positiva e a segunda de realimentacdo ne-
gativa. A FT do sistema com realimentagdo positiva é G(s) = G1(s)[I — G2(s)G1(s)] ! e a do

sistema com realimentacio negativa é G(s) = G (s)[I +Ga(s)G(s)] .

u(r) y(1) u(r) y(@)
- G1(s) - Gi(s)
G (s) Go(s)
(a) realimentagdo positiva (b) realimentag@o negativa

Figura 2.3: Conexdes de realimentacio

A fungdo feedback () do MATLAB pode ser utilizada para obter a FT do modelo com

realimentacao, utilizando a sintaxe

G=feedback (G1, G>, Sign)

onde Sign € utilizado para identificar se a realimentacdo € positiva ou negativa. Se Sign=1,
a realimentacdo serd positiva. A varidvel Sign pode ser omitida caso a realimentagdo seja
negativa. Os objetos LIT do caminho direto e do caminho de realimentagdo sdo dados por G; e

G», respectivamente.

A funcdo feedback () € escrita da seguinte maneira na biblioteca:

function H=feedback (Gl,G2, key)
if nargin==2; key=-1; end

H=G1/ (sym (1) -key*G1*G2); H=simple (H);

Exemplo 2.9. Considere novamente os modelos apresentados no exemplo 2.8. Se for conside-
rada uma realimentacdo negativa, € possivel encontrar a FT utilizando os seguintes comandos
MATLAB:

» Gl=tf(1,[1 2 1]); G2=tf(1,[1 1]); G=feedback(Gl,G2)

para encontrar que
s+1

T B +3524+3542

G(s)
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Para uma conexao com realimentacdo positiva, 0 modelo pode ser obtido com
» G=feedback (Gl,G2,+1)

onde
s+1

T B +35243s

G(s)

2.6 Conversao entre Diversos Modelos

Nas secOes anteriores, foram discutidos trés modelos LIT. Do ponto de vista numérico, o
espaco de estados € o mais adequado, especialmente para sistemas de ordem alta. De fato, cada
um dos modelos podem ser convertidos em outros, desde que sejam equivalentes. Nesta se¢ao,

algumas conversoes tipicas de modelos serdo discutidas.

2.6.1 Conversao para Funcoes de Transferéncia

Dado o espaco de estados (A, B,C, D)

xX=Ax-+Bu
y=Cx+Du

{ sIX (s) = AX (s) + BU (s)
Y(s) =CX(s)+DU(s)

onde / é a matriz identidade com mesma dimensdo que A. Entdo, para a primeira linhda da
equagdo acima, temos que
X(s) = (sI—A)"'BU(s).

A funcdo de transferéncia equivalente pode ser obtida com
G(s)=Y(s)U '(s)=C(sI—A)"'B+D (2.8)

Em geral, para sistemas MIMO, a matriz G(s) pode ser obtidade de 2.8. Se for dado o modelo
zero-polo-ganho, basta expandir os polindmios do numerador e denominador e multiplicar pelo

ganho para obter a fun¢do de transferéncia.

Exemplo 2.10. Suponha que um sistema seja descrito pelo espaco de estados
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(001 0 0] [ 0 ]
00 -1 0 1
x(t) = x(t)+ u(t), y(t)[1,0,0,0|x(z).
(t) 00 o0 1 (t) 0 (t), y(t)] Jx(t)
0 0 0 -2

Utilizando os comandos MATLAB

» A=[0,1,0,0; 0,0,-1,0;, 0,0,0,1; 0,0,5,0];
B=[0;1;0;-2]; C=[1,0,0,0]1; D=0; G=ss(A,B,C,D); Gl=tf(G)

pode-se obter a func¢do de transferéncia

_ s2+1.303-1073 -3

Gils) st —5s2

Exemplo 2.11. Para o sistema dado na forma de zero-polo-ganho

(s+3)(s+7)

G(s) =6. s(s+1.84j1.63)(s+1)%’

€ possivel obter a fungdo de transferéncia utilizando os comandos MATLAB

» z=[-3; -T7]; p=[0; -1.8+1.6373; -1.8-1.637; —1;—1];
K=6.8; G=zpk(z,p,K); Gl=tf(G)

Isto resulta em

6.852 + 685+ 142.8

G(s) = .
() = 5567 11415 + 153952 1 5.897s

2.6.2 Conversao para Modelos Zero-Polo-Ganho

Tendo obtido a funcdo de transferéncia, ndo € uma tarefa dificil obter o modelo zero-polo-

ganho equivalente. Para isto, basta representar numerador e denominador na forma fatorada.

Exemplo 2.12. O espaco de estados mostrado no exemplo 2.10 pode ser convertido em um

modelo zero-polo-ganho utilizando os seguintes comandos MATLAB:

» A=[0,1,0,0; 0,0,-1,0;, 0,0,0,1; 0,0,5,0];
B=[0;1;0;-2]; C=11,0,0,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D); Gl=zpk(G)
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onde
Gls) = (s —1.732)(s + 1.732)

- s2(s—2.236)(s +2.236)

Exemplo 2.13. O espaco de estados mostrado no exemplo 2.11 pode ser convertido em um

modelo zero-polo-ganho utilizando os seguintes comandos MATLAB:

» z=[-3; -7]; p=10; -1.8+1.633; -1.8-1.633; -1; —1];
K=6.8; G=zpk(z,p,K); Gl=tf(G)

onde

 6.8(s+7)(s+3)
G208) = (X T2(2 4369+ 5.897)

2.6.3 Realizacoes em Espaco de Estados

Embora, para um dado modelo em espago de estados, a funcdo de transferéncia tinica possa
ser obtida, a transformacao inversa, isto €, encontrar uma espaco de estados ou realiza¢do para
uma dada func¢do de transferéncia, ndo € unica. Isso pode ser mostrado através do exemplo
do circuito RLC do inicio do capitulo, em queo espaco de estados pode ser diferente se as
variaveis de estado s@o selecionadas de maneira diferente. A transformacao de uma dada fun¢do
de transferéncia para um espaco de estados € chamada de realizacdao do espaco de estados da

funcgdo de transferéncia.

Exemplo 2.14. Considere a fun¢do de transferéncia SISO

G(s) 3+ 752 + 245+ 24
S g
s+ 10s3 + 3552 +50s + 24

Utilizando os comandos MATLAB
» num=[1,7,24,24]; den=[1,10,35,30,50,24]; G=tf(num, den); Gl=ss(G)

o seguinte espaco de estados pode ser obtido:

¢ - - — -

~10 —4.375 -3.125 —1.5 2
8 0 0 0
x(t) = x(t) + u(t),
0 2 0 0
0 0 1 0

y(t) = [0.5,0.4375,0.75,0.75

—

x(1),

Exemplo 2.15. Uma fun¢do de transferéncia MIMO pode ser convertida em um espago de

\
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estados utilizando a mesma fun¢do ss (). Considere a funcao de transferéncia MIMO

Gls) = 1/(s+1) 0 (s—=1)/[(s+1)(s+2)]
—1/(s—=1) 1/(s+2) 1/(s+2)

Utilizando comandos MATLAB

» s=tf(’s’); hll=tf(1,[1,1]); h1l2=0; hl3=(s-1)/(s+l)/(s+2);
h21=tf(-1,[1,-11); h22=tf£(1,[1,2]); h23=tf(1,I[1,2]);
H=[h1l1l,h12,h13; h21,h22,h23]; G=ss(H)

obtem-se o espaco de estados

10 0 0 0 100
0 1 0 0 0 100
0 0 —2 0 0 010
x(t) = x(t)+ u(t),
) 0 0 0 -3 —2 0 (1) 00 2 )
000 1 0 0 000
| 000 0 0 -2 0 0 1|
1 0 0 05 —05 0
y(t) = x(t).
2 0 -1 1 0 0 1 (1)

L L
Forma canonica controlavel

Suponha que a func¢do de transferéncia € dada como em (2.5). A forma candnica controlavel

pode ser escrita como

. _ - _ .
0
X=Acx+Bcu X = X+ |y,
-
y=Ccx+Du 0 o - 1 0
_al _a2 DY _an

y= [bl,bz,...,bn]x.

Forma canonica observavel
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A forma candnica observavel de (2.5) é

00 —ay by
1 0 --- 0 —ap b
—
y=Cox+Du
00 1 —a, b,
y=1[0,0,...,1]x

E possivel ver que as formas candnicas controldvel e observdvel sao duais. Isto &,

Ac=Al, Bc=CL, Cc=BY,

onde (Ac,Bc,Cc,D) denota a realizagdo do espago de estados da forma candnica controld-

vel e (Ac, Bc,Ce, D) denota a realizagdo da forma candnica observavel.
Forma canonica de Jordan

Assuma que os autovalores da matriz A sejam A, A;, ..., A, € seu i-ésimo autovetor corres-

pondente ao i-ésimo autovalor A; é denotado por v; de modo que
Av; = 7\41),’, i=1,2,...,n.

A matriz modal A de A € definida como

A=T AT =

Ji

onde os J;’s s@o chamadas de matrizes de Jordan. Suponha que exista uma transformacao
Tc de modo que um dado espaco de estados pode ser transformado para uma forma candnica
controldvel; entdo, a matriz de transformacdo 7' pode ser construida como 7" = U7T¢ de modo
que a realizacdo modal pode ser obtida, onde U = [U},U>,...,U;]. Os dois casos a seguir sdo

considerados como formas canonicas de Jordan.

1. Se A;;+1 € um par complexo conjugado, de modo que A;;;| = —C £ jo;, a matriz de
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Jordan tem a forma

1 0

O; ©;

| ReP "] m ]

2. Se A; é um autovalor real com multiplicidade m;, a matriz de Jordan é

[ n 10 ]
0 A
Ji=
0 0 0 Ai
e a matriz de transformacao U; é
o 0 -
Ai 1
—1 d 1 d? ~1 1 dmi! —1
N w2 ) e

A funcdo canon () do MATLAB utiliza a sintaxe [Gy, T]=canon (G, type), onde G € o

espaco de estados do sistema original e G| € o espago de estados apds a conversdo. O argumento

type pode ser ' companion’ ou modal’. T € a matriz transformacao.

Exemplo 2.16. Considere o sistema dado por

352 +21s+36

G(s)

Utilizando os comandos MATLAB

»

G=tf([3 21 36],[1 5 10 10 4]);

- s 455341052+ 10s+4°

Gl=canon (G, 'modal’)
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a realizacao de Jordan pode ser obtida:

7 - - -

2 0 0 0 _48.66 |

0 -1 1 0 18.19
X(1) = x(1)+ u(t),

0 -1 -1 0 19.09

0 0 0 -1 39.40
y=1[0.061,—0.392,—0.411,0.456] x(t).

\

2.6.4 Conversao entre Modelos em Tempo Continuo e Discreto

Se um modelo € descrito como um objeto continuo LIT G, sua versao discreta sob um in-
tervalo de amostragem 7T pode ser facilmente obtida com a sintaxe Gz=c2d (G, T). O método
de discretizacdo padrdo utilizado € o segurador de ordem zero (zero-order-hold ou, simples-
mente, ZOH). Outro método de discretizacdo € o de Tustin, que pode ser utilizado com a sintaxe
G,4=c2d(G,T,'Tustin’). Se, por outro lado, um objeito em tempo discreto G, é conhecido,
sua versao continua pode ser obtida com G=d2c (G,), onde o periodo de amostragem 7" nao €

necessario, uma vez que esta informagao j4 estd contida em G.

Exemplo 2.17. Considere o sistema MIMO

(225 -5 —125 —05
225 —425 —125 —0.25 2 4 000 1
u, y= x
025 —05 —125 -1 020 2
125 —1.75 —-025 —0.75

Para amostra-lo com periodo de amostragem 7" = 0.1 segundos, utilizam-se os comandos

» A=[2.25, -5, -1.25, -0.5; 2.25, -4.25, -1.25, -0.25;
0.25, -0.5, -1.25,-1; 1.25, -1.75, -0.25, -0.75];
B=[4, 6; 2, 4, 2, 2; 0, 21, Cc=[0, O, O, 1; O, 2, 0, 2];
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); Gd=c2d(G,0.1)
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dos quais obtém-se as matrizes em tempo discreto:

[ 11915  —0.4455 —0.1013 —0.04215 | [ 0.383253 0.5527 |
| 02008 06124 01058 001884 | | 01906 03694
0.01526 —0.03499 0.8849  —0.09054 0.1879  0.1764
0.1147 —0.1622 —0.01973  0.9279 0.004833 0.1927

Exemplo 2.18. Se o modelo continuo é dado por

1 —2s
G(s):me 2

e o periodo de amostragem € 7' = 0.1 segundos, os seguintes comandos podem ser utilizados

para discretizar o sistema:
» s=tf(’'s’); G=1/(s+2)"3; G.ioDelay=2

Se forem utilizados os algoritmos ZOH e Tustin, os comandos serdo

» Gl=c2d(G,0.1) % método ZOH
G2=c2d(G,0.1,"Tustin’) % algoritmo de Tustin

encontrando
G (2) = 0.0001436z% + 0.00049467 + 0.0001064 _20
ZOH ) = T 3 0 452 12,011z 0.5488
9.391- 107323 +0.0002817z> + 0.0002817z+9.391 - 10~ 90
GTustin(Z) = Z .

73 —2.45572 —0.5477

Se a conversao inversa for utilizada, isto €,

» Glc=d2c(Gl), G2c=d2c(G2)

€ possivel encontrar

Grols) —6.303-1071652 —3.41-10 s+ 1
S)=
le $3+6s2+125+8 ’

Gauls) = 9.391-107%s® +0.0030965> 4 0.045425 + 1.01
S 53 +6.025% + 12.085 + 8.081
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3 Anadlise de Sistemas de Controle
Lineares

A propriedade mais importante de um sistema linear € o principio da sobreposi¢cdo. Assuma
que a resposta do sistema para um sinal u;(¢) seja y;(¢) e a resposta para um sinal u(¢) seja
y2(t). Entdo, o sistema € linear se para quaisquer constantes a e b, a resposta para o sinal

au (t) + buy(t) possa ser representada por ay; (1) + by (t).

Os modelos discutidos no capitulo anterior (func¢do de transferéncia, zero-polo-ganho, es-
paco de estados etc.) sdo todos lineares invariantes no tempo (LIT). Dado um modelo mate-
matico que descreve um sistema, iremos discutir nesse capitulo outras propriedades que podem
ser obtidas com relagcdo a esse sistema linear. Primeiro, a estabilidade de sistemas LIT sdo
discutidas na sec@o 3.1. Também serdo discutidas estabilidade de sistemas com realimentagao,
propriedades de controlabilidade, observabilidade, decomposicdo de Kalman e norma de sis-
temas. Sdo apresentadas as formas candnicas de sistemas lineares de controle e a defini¢do e

desenvolvimento dos parametros de Markov.

3.1 Propriedades de Sistemas de Controle Lineares

3.1.1 Analise de Estabilidade

Avaliacao direta de estabilidade

Quando realimentacdo ¢é utilizada, um sistema pode ser estdvel ou instavel. Isto €, um
sistema em malha aberta pode se tornar instidvel apds a implementacdo do controle com rea-
limentagdo, o que € indesejavel. De modo oposto, um sistema instdvel em malha aberta pode
se tornar estavel apds a realimentacdo, o que € desejdvel. Portanto, estabilidade € fundamental

para qualquer sistema de controle.

Existem diversas no¢des de estabilidade. Aqui, discutiremos inicialmente a no¢do de estabi-

lidade limitada em entrada-limitada em saida (BIBO, do inglés bounded input-bounded output).
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Estabilidade BIBO de um sistema assegura que a saida serd limitada se a entrada também for.

O modo mais fécil de verificar a estabilidade de um sistema continuo linear é analisando
a localizacdo de seus polos no plano complexo. Se existir um polo com parte real positiva, o
sistema € dito instdvel. Em outras palavras, se existir um ou mais polos no semiplano direito
do plano complexo, o sistema € instdvel. O sistema € estdvel apenas se todos os polos tiverem

parte real negativa, ou seja, todos os polos estdo no semiplano esquerdo.

Para polos no eixo imagindrio, existem dois casos. Se um polo especifico € simples, ou
seja, possuir multiplicidade 1, este polo € marginalmente estavel. Se um polo especifico possuir
multiplicidade maior que 1, entdo este polo € instavel. Perceba que nogdo de estabilidade BIBO
¢ muito forte. Por exemplo, um integrador € estdvel mas ndo BIBO, uma vez que para uma

entrada em degrau (limitada) a saida serd ¢ (ndo limitada).

Os polos de um dado modelo LIT G pode ser obtido no MATLAB diretamente com eig (G)
oupole (G). O sistema serd estavel se a parte real dos valores forem negativas. Entretanto, se G
¢ um sistema discreto, o sistema sera instavel se abs (eig (G)) ou abs (pole (G)) forem menor

que 1, ou seja, se os polos estiverem localizados no circulo unitério.

Os zeros do sistema G podem ser obtidos com a fung@o zero (G) e polos e zeros podem ser

impressos com a fungdo pzmap (G) .

Exemplo 3.1. Suponha que a funcdo de transferéncia de um sistema é dada por

53 +7s% + 245+ 24

G%) = T 7057 355 1 505 1 24

Como ilustrado abaixo, os polos podem ser calculados e impressos com os seguintes co-
mandos
»G=tf([1,7,24,24],([1,10,35,50,24]); eig(G), pzmap(G)
com os quais serdo encontrados polos localizados em —1, —2, —3, —4, todos no semiplano
esquero do plano-s, o que significa que G € estdvel. Isso também pode ser verificado através da

figura 3.1.

Exemplo 3.2. Suponha que em um sistema com realimentacdo discreto no tempo o modelo da
planta seja dado por
622 —0.62—0.12

H p—
@)= a3 702521 025: 0125
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Pols-Zero hap

econds™!

Imaginary Axis

Figura 3.1: Exemplo 3.1

com intervalo de amostragem 7" = 0.1 e o controlador seja

z—0.6
G.(z) = 0'3z+0 g

A estabilidade de malha fechada pode ser obtida através dos seguintes comandos:

» num=[6 -0.6 -0.12]; den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125];
H=tf (num, den,’Ts’,0.1); % Modelo da planta

z=tf('z','Ts’,0.1); Gc=0.3*(z-0.6)/(z+0.8); % Modelo do controlador

GG=feedback (H*Gc,1); abs(eig(GG)), pzmap (GG)

As magnitudes dos polos sdo 1.1644, 1.1644, 0.5536, 0.3232 e 0.3232. Uma vez que a

magnitude dos dois primeiros polos sdo maiores que 1, ou seja, estdo fora do circulo unitério,

entdo o sistema em malha fechada € instavel. Esse resultado também pode ser visto através da

figura 3.2.

Imaginary Axis

038 06 04 02 0 02 04

Figura 3.2: Exemplo 3.2

06

08

Bem-posto e estabilidade interna Com relacdo a um bom comportamento em controle em

um sistema realimentado, os critérios de estabilidade nas se¢cdes anteriores ndo sao suficientes,
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uma vez que somente a estabilidade de entrada-saida do sistema é considerado. Em outras
palavras, os critérios de estabilidade asseguram que se a entrada for limitada, a saida também
serd limitada. Se os sinais internos do sistema nao forem limitados, sua estrutura fisica pode ser

comprometida.

Considere o sistema com realimentacio genérico mostrado na figura 3.3 que € uma exten-
sdao imediata da estrutura de um tipico sistema com realimentacdo. Na figura 3.3, o sinal d €

frequentemente chamado de perturbacio externa e o sinal n de ruido de medicao.

Antes de introduzir o conceito de estabilidade interna, a definicdo de bem-posto seré apre-

sentada.

Ge(s)

G(s)

X3 n

A

H(s)

Figura 3.3: Estrutura de um sistema linear realimentado com perturbagdes

Definicao 3.1. O sistema realimentado mostrado na Figura 3.3 € chamado de bem-posto se
todas as nove funcdes de transferéncia de malha fechada de sinais de entrada (r,d, n) para sinais

de saida (u,y,v) existem.

Um sistema bem-posto pode ser determinado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.1. O sistema € bem-posto se, e somente se, a matriz 3 X 3

1 0 H(s)
“Ge(s) 1 0
0 —G(s)

¢ ndo-singular, isto €, o determinante 1+ G(s)G.(s)H (s) ndo ¢é igual a zero.

Definicao 3.2. O sistema mostrado na Figura 3.3 € dito internamente estdvel se todas as nove
fungdes de transferéncia de malha fechada de sinais de entrada (r,d,n) para saidas (xy,x2,x3)

sdo estaveis.

As nove funcdes de transferéncia podem ser descritas por
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x| . 1 —G(s)H(s) —H(s) r
0| =7 T GO)G)H () G.(s) 1 —G.(s)H(s) d
X3 G(5)G(s) G(s) 1 n

Teorema 3.2. O sistema € internamente estdvel se, e somente se, as duas condi¢des a seguir

forem satisfeitas:

1. A func@o de transferéncia 1 + H(s)G(s)G.(s) ndo possui zeros em Re|s] > 0.

2. H(s)G(s)G.(s) ndo possui cancelamento polo-zero em Re[s] > 0.

A primeira condi¢do é equivalente a dizer que o sistema em malha-fechada é estavel em
entrada-saida. Entdo, basta concentrar-se na segunda condicdo, a qual pode ser facilmente

checada utilizando a funcdo MATLAB intstalbe():

function [V,c]=intstalbe (G, Gc, H)
GG=minreal (feedback (G*Gc,H)); Go=H*G*Gc; Gol=minreal (Go); p=eig(GG);
z0=eig(Go); zl=eig(Gol); zz=setdiff(z0,z1); % encontra os cancelamentos
if (G.Ts>1), % sistema discreto no tempo
V=any (abs (p)>1);
if v==0, V=2*any(abs(zz)>1); if Vv==2, c=zz(abs(zz)>1); end
else c=p(abs(p)>1); end
else % sistema continuo
V=any (real (p)>0);
if v==0, V=2*any(real(zz)>0); if V==2, c=zz(real(zz)>0); end
else c=p(real(p)>0); end

end

Sua sintaxe € [V,c]=intstable (G,Gc,H). Nachamada da func¢do, as varidveis retornadas

sdo definidas como:

1. Se o sistema € internamente estavel, € retornado V = 0 e ¢ € vazio.

2. SeV =1, o sistema € instavel em entrada-saida e os polos de malha fechada instaveis sao

retornados no vetor c,
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3. Se V =2, o sistema € estdvel em entrada-saida, mas nao € internamente estavel, e os polos

instaveis internamente cancelados sao retornados em c.
Exemplo 3.3. Considere o tipico sistema com realimentacio
— S6=)(s+2) _ 43544 _
G(s) = Fiazaar 08 =y HG) =1

A estabilidade do sistema pode ser testada com os seguintes comandos MATLAB:

» s=tf("s’); G=5*(s-1)*(s+2)/(s"3+4*s"2+3*s+4);
Ge=(s"2+3*s+4) / ((s-1)* (s"2+3*s+2)); H=1;
G_a=minreal (ss (feedback (Gc*G,H))); eig(G_a)

Os polos de malha fechada do sistema, depois do cancelamento dos dois pares polo-zero,
sdo localizados em —0.2328 £-j2.0546, —2.2672 £ j0.6879, que estdo todos no semiplano es-
querdo do plano s. E possivel ver que o sistema em malha fechada é estdvel. Entretanto,

checando a estabilidade interna com

» [V,cc]l=intstable (G, Gc, H)

concluimos que o sistema nao € internamente estavel com pares polo-zero cancelados tendo

parte real positiva z; = p; = 1 retornado em cc.

3.1.2 Analise de Controlabilidade e Observabilidade

Controlabilidade de sistemas lineares

Controlabilidade é uma importante propriedade de um sistema de controle e tem um papel
crucial em muitos problemas de controle, tal como a estabilizacdo de sistemas instaveis por

controle realimentado.

Definicao 3.3. O estado x;(s) € dito controldvel se ha uma entrada que, em um tempo finito,
alcanga um valor x;(¢¢) a partir de um valor inicial x;(0). O sistema € dito totalmente controldvel

se todos os seus estados sdo controlaveis.

Uma vez que a total controlabilidade de um sistema depende somente das matrizes A e B

do modelo de espaco de estados, basta afirmar que (A, B) € controlavel.

Construa a matriz de transformac¢do 7. na forma
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T.= [B,AB,...,A" 'B],

onde n é a ordem do sistema ou o nimero de estados. A matriz 7. € chamada de matriz
de controlabilidade e pode ser gerada utilizando a funcdo ctrb () do MATLAB, com a sintaxe
T.=ctrb(A,B).

Sob uma matriz de transformacao T. adequada, o espaco de estados pode ser transformado

na seguinte forma canodnica, através da transformacao para a forma escada:

Az 0 0
~ —~ ) Bc - ~
A21 Ac Bc

A representacdo acima é conhecida como forma escada de controlabilidade. Os autovalores

AC: ) CC:|:A57 é‘\C:|

de Az sdo chamados de modos nao-controlaveis. Se o sistema é controlavel, o subespaco nao-
controlavel Az seré vazio. A func¢do de transferéncia simplificada do sistema pode ser obtida do

subespago controlavel

G(s) = Co(sI —A.) 'B.+D.

A funcdo ctrbf () pode ser utilizada para realizar a transformagdo para a forma escada
controldvel. A sintaxe desta funcdo é [A.,B.,C,.,T;1=ctrbf (A,B,C), onde (A,B,C) é o espago
de estados dado e o espaco de estados retornado tem uma forma escada que separa os subespagos

controldveis e nao-controldveis. A matrix retornada 7, € a matriz de transformacao.

Exemplo 3.4. Considere o espacgo de estados dado por

0 0 O 0
0 -1 0 1
X = X+ u, y=11,0,0,0]]x .
0 1 0
0 0 -2

E possivel utilizar os seguintes comandos para checar a controlabilidade do sistema:

» Az[olllolo; OIOI_]—IO; OIOIOI]-; 0101510]; B:[O; l; O; _2J;
C=[1,0,0,0]; D=0; Tc=[B, A*B, A"2*B, A"3*B]; rank(Tc)
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Como rank (Tc) retorna 4, que € a ordem do sistema, entio o sistema € totalmente contro-

lavel.

Exemplo 3.5. Vamos considerar outro sistema dado por

oS O w O

-2

S O O O

S = N O

X+

o OoO = O

u, y=11,0,0,0]]x .

A controlabilidade pode ser analisada utilizando os seguintes comandos:

» A=[0,1,0,0;
C:[llololo];
[Ac,Bc,Cc, T]=ctrbf (A,B,C)

3,00,2; 0,0,0,1; 0,-2,0,0]; B=
Tc=[B, A*B, A"2*B, A’3*B];

[0; 1; 0; 0],

rank (Tc)

A forma escada controldvel pode ser escrita, na forma particionada, como

0 0 0 0 0
04472 '0 0.8944 0 0 ‘
Ac= | , B.= , Cc:[—0.8944w0 0.4472 0
0 0 0 2236 0 ‘
_3.577710 —04472 0 1

e pode ser observado que o modo ndo controldvel estd em s = 0, que € o autovalor da matriz
Ag.

Observabilidade de sistemas lineares Observabilidade ¢ uma medicdo do quao bem os
estados internos de um sistema pode ser inferido a partir do conhecimento de suas entradas e

saidas. A observabilidade e controlabilidade de um sistema pode sdo matematicamente duais.

Definicdo 3.4. Um estado x;() é dito observdvel se, para qualquer ¢y > 0, o estado inicial x;(0)
pode ser determinado a partir dos valores da entrada u(r) e da saida y(r) no intervalo [0,¢]. O

sistema € dito totalmente observavel se todos os estados do sistema sdo observaveis.

Uma vez que a observabilidade do sistema depende somente das matrizes A e C do modelo

de espaco de estados, basta afirmar que (A, C) € observavel.

Construa uma matriz de transformacao 7, na seguinte forma:
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CA

cA"!

onde n € a ordem do sistema. 7, ¢ chamada de matriz de observabilidade, que pode ser

gerada utilizando a funcdo obsv () do MATLAB, com a sintaxe 7,=obsv (A,C) .
Sob uma matriz de transformacao T, adequada, o espaco de estados pode ser transformado

na seguinte forma canonica:

As A
A,=| 0 TR B, =
0 A,

Y

B;
B,

conhecida como a forma escada observavel. Os autovalores de Az sdo chamados modos

ndo-observaveis. Se o sistema é totalmente observavel, o subespaco ndo-observavel A serd

vazio. A funcdo de transferéncia do sistema pode ser expressado por

~

G(s) = Co(sI—A,) 'B,+D.

Comparando-se os problemas de controlabilidade e observabilidade, nao € dificil observar

que eles sao duais. Isto é, o problema de observabilidade do sistema (AT,BT,CT,DT) é exata-

mente o0 mesmo que o problema de controlabilidade do sistema (A, B, C,D).

A fungdo obsvf () pode ser utilizada para realizar transformagdo para a forma escada. A

sintaxe é

[A,,B,,C,,D,]=0bsvi (A, B,C)

e os argumentos sdo similares aos daqueles da func¢do ctrbf ().

Exemplo 3.6. Considere novamente o sistema nao-controldvel mostrado no exemplo anterior.

A observabilidade e a forma da escada podem ser obtidas por

» rank ([C; C*A; C*A"2; C*A”3]) % ou rank(obsv(A,C))

[Ao,Bo,Co, T,K]=0bsvi(A,B,C); Ao,Bo,Co

Na forma de matriz particionada, a forma da escada pode ser escrita como
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_OLI 0 0] [0 ]
0'0 —2 0 0 ‘
A= . Bo=  Co=]000 1]
0'2 0 3 1 ‘
00 1 0 0

O modo ndo-observével estd em s = 0. De fato, ndo é dificil verificar que héd dois autovalores

em s = 0, sendo um nio-controlavel e o outro ndo-observavel.

3.1.3 Decomposicao de Kalman de Sistemas Lineares

As duas propriedades, controlabilidade e observabilidade, discutidas anteriormente, im-
plicam que existem quatro possiveis modos de um sistema linear: controldvel e observavel,
ndo-controlavel e observavel, controlavel e ndo-observavel e nao-controlavel e ndo-observavel.
Dado um sistema linear, como podemos fazer sua decomposi¢do nesses quatro modos € o to-
pico principal dessa se¢do. Essa decomposi¢io é chamada de Decomposi¢io de Kalman. E 1itil

entender a estrutura de heranga interna de sistemas lineares.

Decomposicao de Kalan Kalman demonstrou que qualquer espaco de estados pode ser

decomposto na seguinte forma candnica:

Ao ' Aiar 0010 0
0 'Az, 0 ' 0 0
) = |- o e 2 + | < | )
311432 1 Aco 1 A3 B.s 3.1
I B N X7
0 4,2 0 c,0 Ac,o
y(t): OAc,oOé\c,o]Zt>

onde o subspaco (Az5,0,0) € ndo-controldvel/ndo-observavel, (A¢,,0,C. 5) é controldvel/ndo-
observével, (26-75,3\6’5, 0) é observével/ndo-controldvel e (2670,1/3\6»,0,6670) € controlavel/observa-

vel. Essa é chamada de decomposi¢do de Kalan e esta ilustrada na Figura 3.4.

entrada controlavel saida

observavel
controlavel ndo-controlavel

ndo-observavel observavel

ndo-controldvel
ndo-observavel

Figura 3.4: Ilustracdo da decomposicdo de Kalman
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Teorema 3.3. Propriedades tais como controlabilidade e observabilidade ndo podem ser altera-

das através de qualquer transformacao.

Uma funcdo MATLAB kalmdec () pode ser utilizada para realizar a decomposicao de Kal-

man de um dado sistema:

function [Gk,T,K]=kalmdec (G)
G=s5s58(G); A=G.a; B=G.b; C=G.c; [Ac,Bc,Cc,Tc,Kc]l=ctrbf(A,B,C);
nc=rank (ctrb (A,B) ,eps*100); n=length(A); ic=n-nec+l:n;
[Aol,Bol,Col,Tol,Kol]=obsvf (Ac(ic,ic),Beclic),Ce(ic));
if nc<n, inc=l:n-nc;

[RoZ,Bo2,Co2, ToZ2,Kc2]=obsvf (Ac (inc, inc),Be (ine),Cc(ing) ) ;
end
[ml,nl]=size(Tol); [mZ,n2]=size(To2); To=blkdiag(To2,Tecl);
T=To*Tc; e0=eps*100; nl=rank(obsv(Ac(ic,ic),Cc(ic)),e0);
nZ=rank (obsv (Ac(inc, inc) ,Cec(inc) ), e0);
K=lzeros (1,nnpcn2) enesil, n2), 2*cnesi{l, ne-nl), 3*ones(l,nl)l;
Ak=T*A*inv (T); Bk=T*B; Ck=C*inv(T); Gk=ss (Ak,Bk,Ck,G.d);

A sintaxe da fun¢do é [Gy, Ty, k]=kalmdec (G). A varidvel retornada Gy é a decomposi-
cdo de Kalman do sistema G. A varidvel T; € a matriz de transformacdo, enquanto k retorna
um vetor que armazena as flags para os modos de cada estado. Se a flag € zero, o estado cor-
respondente € ndo-controldvel/ndo-observavel. Os valores 1, 2, 3 de flag correspondem a ndo-

controlavel/observavel, controlavel/ndo-observavel e controlavel/observavel, respectivamente.

Exemplo 3.7. Considere o sistema linear

-1 1 0 0 0 0 I
0 -1 0 0 0 0 2

.o 0o 2 1 0 o 0

=19 0 0 —2 0 o |¥t|o|®w y=1450006]r
0 0 0 0 -3 I 3
00 0 0 0 =3 [0]

Sua decomposi¢do de Kalman pode ser realizada através dos seguintes comandos MA-

TLAB:

¥y A=[=l,1, 0,0, 0,03 0,=L, 0,0, 5 05 0,0,—=2 1,0, 03
010101_2!0!0; 01010101_3!1F 0!01010101_3];
B=[1; 2; 3; 0; 4; 0]; C=[4,5,0,6,0,0]; G=ss(A,B,C,0);
[Gk, Tk,K]=kalmdec (G),

que gera o familiar formato matemético a seguir:
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[ [ =3 o + 0 0 o o 1 [.0
0 i -2 i 0 0 i 0 .0 0
o | —0.0832i-0.9965! —2.007-0.08288: 0 0 e | 33223 1
{ —0.9965; 0.0832 :-0.08288 -2.993: O | VN e —3.7366
0 ¢ 0 ¢ 0 0 | —1.488 —0.6098 0.4685
L0 f 0 0 0 103902 —0.5122] [ 21864
y=[ 0 6 0 0 0 64031 |x.

Problemas de minima realizacao
Se todos os estados iniciais sdo zero, o sinal de saida y(¢) de um espaco de estados linear
continuo pode ser simplificado por

i =
y(t) = Ceo / eAeol=D B, Ju(r)dr,
0

que € exatamente a solucdo do subspago controlavel/observavel. Portanto, na forma da de-
composi¢do de Kalman, o subspaco (2670,1/3\6,0,@70) € chamado de minima realiza¢do do sistema
original. Isto é, a minima realizacdo € sempre totalmente controldvel e observavel. Para funcdes
de transferéncia, o "minimo modelo realizavel"é aquele em que todos os pares polo-zero teve

os mesmos valores cancelados.

O procedimento para obter a minima realizacao de um sistema linear estd resumido a seguir:
1. Encontre a matriz de transformacdo 7, ! para separar as partes controldvel e observével:

A: 0
A. =T AT, = | =¢ < |,
‘ ‘ ‘ |:A21 Ac:|

B.=T 'B= [g], Co= CT:=|C: C.)s
¢

2. Encontre a matriz de transformacao YA}, de modo que o subsistema controldvel (XC,EC,@)

possa ser decomposto para encontrar a parte observavel:

3. Construa a matriz
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T—l _ In— rank{A.} AO
0 0 To_l .

Entdo, defina a matriz de transformagdo T~! = T,,"!7.~! para transformar o sistema ori-
ginal em um sistema na forma minima realizada (A. ,B.,Cc ). Sob a matriz de trans-

formacao 7', todo o sistema pode ser transformado na forma canodnica

A: 0 0 N
T ;{ Afj 4.5‘12 zZ+ E{',r} u, y = [C: 0 Cc.‘,c)]z+Dl"
0 A B,

-5 8 0 O 4
-4 7 0 0 -2

X 0 0 0 4 x + L y=[2 -2 -2 2]x.
0O 0 -2 © 1

Os trés passos acima podem ser implementados utilizando os seguintes comandos MA-

TLAB para encontrar o modelo de minima realizacao

»>> A=[-5,8,0,0; -4,7,0,0; 0,0,0,4; 0,0,-2,61; B=[4; -2; 2; 1];
C=[2,-2;—2,;2]; D=0; [Az;Bg;Cc;Tel=ctrbf (2;B,C) ;
[Ao,Bo,Co,To]=obsvf (Ac,Bc,Cc); A_r=2oc(3:4,3:4); B_r=Bo(3:4);
C_r=Co(3:4); G_r=zpk(ss(A_r,B_r,C_r,D))}

O modelo minimo realizado obtido é G,,(s) = 10(s —2.6)/[(s —2)(s+ 1)].

3.1.4 Instante de Tempo e Parametros de Markov

Assuma que a fungdo de transferéncia G(s) é descrita por
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bys* + bgsk_' + o 4 brs + br
aps” +025n_] + o+ apS + dptl ‘

G(s) =

onde, por questao de simplicidade, assume-se que a,+1 = 1.

Considere as propriedades do valor inicial e final da transformada de Laplace. E visto que
as séries de Taylor, em particular a expansao em torno de s = 0 e s = oo, 530 Uteis para descrever

0 comportamento em regime transitorio e em regime estaciondrio.
Expansao em torno de s = 0: os instantes de tempo

A expansdo em série de Taylor de G(s) em torno de s = 0, ou série de Maclaurin, pode ser

escrita como
o0
i 2
G(s) = E cis' =co+crs+ceas 4.

i=0

Se ¢ ¢ expandido em torno de s = 0 na transformada de Laplace de uma reposta ao

impulso g(), G(s) pode ser escrita como

6 = [ swear= [ ey Sleniar=Y Sl
g 0 i—0 U i—0

onde M; = [ t'g(t)dt é chamado de i-ésimo momento de tempo do resposta ao impulso da

funcéo g(¢). Entao,

Assuma que o espaco de estados é dado por (A,B,C.D). A funcdo de transferéncia de um

sistema pode ser obtido de forma equivalente de

G(s)=CiI— A~ 'B+D.

Os momentos de tempo ¢; de um sistema pode entdo ser calculado de
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1 d'G(s)
o= — ,
T dst |

=-—CcA Ptbp  i=01,....

A funcgdo timmomt () do MATLAB pode ser utilizada para calcular os momentos de tempo

de um dado modelo LIT;

function c=timmomt (G, k)
G=ss5(G); C=G.c; B=G.b; i1A=inv(G.a); 1Al=iA;
c=zeros(l,k); for i=1l:k, c(i}=-C*iAl1l*B; iAl=iA*iAl; end

A sintaxe da funcdo é c=t immomt (G, k), onde G € um modelo LIT e k é o nimero de mo-
mentos a serem calculados, e o valor retornado ¢ € um vetor contendo os primeiros kK momentos

de tempo.

Exemplo 3.9. Considere o modelo de quarta ordem

s34+ 752 4245 4+ 24

Gl = .
) = T 107+ 3552 + 505 724

Os primeiros sete momentos de tempo do sistema podem ser obtidos dos seguintes coman-
dos MATLAB:

5 G=tE([1;7:24,24],; [1;10,35,50;24]}) ;
c=timmomt (G, 7); [n,d]=rat (c)

o que indica que G(s) pode ser aproximado pela expansdo em série de Taylor

13 157, 609 , 899 , 128 ¢ 386 ,
§)=1— — 52— 22 gt 2205 200, s71.
G(s) 20 Tt s et st gt Tl

Expansao em torno de s = c: os parametros de Markov

O G(s) mostrado no inicio desta secéo pode ser expandido como uma série de poténcias de

1/s,i.e.,
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G(s) = }: &(%).

i=n—k

onde os coeficientes 9; sdo chamados de pardmetros de Markov. Alternativamente, é equi-
valente a realizar a expansdo em série de Taylor de G(s) em torno de s = oo. Para o espago de

estados (A,B,C,D), os pardmetros de Markov 9; pode ser calculado de

So=CB+D, and 8; =CA'B, i=1,2,....

Relembre as propriedades da transformada de Laplace. E facil perceber que os momentos
de tempo determinam a resposta em regime estaciondrio do sistema, enquanto os parametros de
Markov determinam a resposta transitéria. Em termos de resposta em frequéncia, os momentos
de tempo determinam a resposta sobre baixas e médias frequéncias, enquanto os parametros de

Markov determinam a resposta sobre médias e altas frequéncias.

A funcdo markovp () pode ser utilizada para calcular os parametros de Markov de uma
dada fung¢@o de transferéncia G(s):
function m=markovp (G, k)

G=ss (G); A=G.a; B=G.b; C=G.c; D=G.d; m=[C*B+D,zercs(l,k-1)1;
Al=A; for i=1:k-1, m{(i+1)=C*A1%*B; Al=A*Al; end

A sintaxe da funcdo é m=markovp (G, k), onde G € um sistema LIT e £ é o ndmero de
parametros de Markov a serem calculados. A varidvel retornada m é um vetor contendo os

primeiros k pardmetros de Markov.

Exemplo 3.10. Para o sistema no exemplo anterior, os primeiros sete parametros de Markov

podem ser obtidos utilizando os seguintes comandos MATLAB:
» M=Markovp (G, 7)

de modo que a série de Taylor em s = o pode ser obtida como

Gls) =1 3+ 19 111 571 2703+ 12139+
s)=1-=+—— — o|=].
s sz 083 54 §d 50 s7
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3.1.5 Norma de Sinais e Sistemas

A robustez de um sistema com realimentacao € muito importante na pritica de engenharia
de controle. Em problemas de controle atuais, sempre existem perturbacdes devido ao ambiente
e incertezas do modelo usado no desenvolvimento do controlador. Claramente, € desejavel para
os sistemas controlados tem certa robustez contra essas perturbacdes e incertezas. Para avaliar a
robustez, primeiro de tudo, € necessario uma maneira apropriada de medicdo. Norma de sinais

e sistemas serdo mostrados, a qual pode ser considerada a base do controle robusto.
Norma de sinais

O tamanho de um sinal u(¢) é normalmente medido em sua norma, definida como

00 l/p
lu@)ll, = (f Iu(r)l”dr) :
— 00

onde p € um inteiro positivo. As seguintes normas sao comumente utilizadas:

1. Anorma Ly: ||u(t)||; = /7, |u(z)|dt.
2. Anorma Lp: ||u(t)|la =1/ [, u(t)?dt.

3. Anorma Le.: ||u(t)|]e = sup;|u(t)|.

Norma de sistemas

O tamanho de um sistema na forma de fun¢do de transferéncia pode ser medido pelas nor-

mas % e H..

1. A norma # é definida por

I
1G$)l2 = \/2—f |G (jw) | dw.
) J—jeo

A norma %4 é de fato uma medida da raiz quadrada da integral do quadrado do valor da
saida quando a entrada é um impulso. Na terminologia de sistemas estocdsticos, a norma

H, é a raiz quadrada do sinal de saida quando a entrada é um ruido branco.
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Iyl
IG(s)|loc = sup — .
T 2o lu@®l

2. A norma #, é definida por

onde u(z) e y(¢) sdo a entrada e saida do sistema, respectivamente. Para sistemas estdveis,

a norma 7L, de um sistema pode ser calculada a partir de

1G($)lloe = sup |G (jw)|.

E ficil perceber que a norma #,, é de fato o valor de pico da magnitude da resposta em

frequéncia.

3.2 Analise no Dominio do Tempo de Sistemas Lineares

Destacamos que a solu¢do analitica no dominio do tempo para um sistema linear é sempre
possivel dado um tipico sinal de entrada. Para sinais de entrada genéricos, entretanto, a andlise

no dominio do tempo deve ser realizada numericamente.

3.2.1 Solucoes Analiticas para Respostas em Tempo Continuo

Método do espaco de estados

Considere um sistema LIT com seu modelo em espago de estados n-dimensional

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y() = Cx(t) + Du(r)

Foi mostrado no capitulo anterior que a solu¢do no dominio do tempo desta equacao é

1
x(1) = e xp +f eAU=7) By (7)dr,
0

onde e*’ é chamado de matriz de transicdo de estado.
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Pode ser visto nesta solucdo que a parte mais dificil € o calculo da integral. Se uma certa
transformacao for introduzida para remover o termo B, a solucao para o problema original pode

ser significativamente simplificado.

Assuma que o sinal de entrada é um degrau unitdrio; entdo um estado extra (x), 41 = u(r)

pode ser introduzido. Claramente, X, (¢) = 0. Assim, a equagdo do espago de estados pode

[_.e&__(f)___} _ [AB} [___-_r__(_f_l___]
.X.J”_{_I(I) 10 10 Xp+1(1) .

Ser reescrita como

Entdo, o espaco de estados original pode ser convertido em um sistema autonomo

{ ¥(1) = AX(1),
y(1) = CX(1),

onde &7 (¢) = [xT (¢),x,41(t)] e ¥ (0) = [xT(0), 1]. A solugdo analitica pode ser facilmente

encontrada como

() = Mx(0).

Uma classe de sinais de entrada comumente usadas, que pode ser convertida em um sistema

autdnomo, € definida como

u(t) =ui(t)+ux(t) = i cit' 4+ e [dy cos(dyt) + d3 sin(dat)]. (3.2)
i=0

E possivel introduzir alguns estados extras, chamados de estados aumentados, de modo que

-1 ~
Xpi1 = €N cos(dyt), Xuyz = ui(t), ..., Xpimi3 = u(lm )(t). Pode ser mostrado que as equagdes

do espaco de estados aumentado sob um dado sinal de entrada pode ser escrito como

cuja solugdo analitica é

() = M(0).
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A{dB B BO-- 0 x(1) [ x(0)
oidi —dui EANON 1
dy  dy =1 CO N R U
A=| 77T L Ry =] e | F0)y=| 0 |,
00---0 Xp44 (1) Cl
0 0 : :
0 0 0 | Xn4m+3(1) _Cmm!_

A funcdo MATLAB ss_augment () € escrita para gerar o espaco de estados aumentado

para um tipico sinal de entrada:

function [Ga,Xa]=ss_augment (G, cc,dd, X)
G=ss5(G); Ra=G.a; Ca=G.c; Xa=X; Ba=G.b; D=G.d;
if (length(dd)>0 & sum(abs(dd))>1e-5),
if (abs(dd(4))>1le-5),
Aa=[RAa dd(2) *Ba, dd(3) *Ba;
zeros (2, length(Ra)), [dd(1l),-dd(4); dd(4),dd(1)]];
Ca=[Ca dd(2)*D dd(3)*D]; Xa=[Xa; 1; 0]; Ba=[Ba; 0; 01;
else,
Aa=[RAa dd(2)*B; zeros(l,length(Aa)) dd(l)];
Ca=[Ca dd(2)*D]; Xa=[Xa; 1]; Ba=[B;0];
end, end
if (length(cc)>0 & sum{abs(cec))>1le-5), M=length (cc);
Aa=[Aa Ba zeros(length(Za),M-1); zeros(M-1,length (Aa)+1)
eye (M-1); zeros(l,length (Aa)+M)];
Ca=[Ca D zeros(l,M-1)]; Xa=[Xa; cc(l)]; ii=1;
for i=2:M, 1ii=ii*i; Xa(length(Ra)+i)=cc(i)*ii;
end, end
Ga=ss (Aa, zeros (size(Ca’)),Ca,D);

A sintaxe da fungao é [é\,on] =ss_augment (G, ¢, d, xp) , onde os vetores ¢ = [cp, €1, - - -, Cp]
e d = [dy,d>,d3,ds] sdo utilizados para descrever a fun¢do de entrada u(r) em (3.2). Os argu-
mentos G e xg sdo o objeto e o vetor de estado inicial, respectivamente, onde as varidveis
retornadas G e Xo sdo, respectivamente, o espaco de estados aumentado e seu vetor inicial. Uma
vez que o sistema aumentado € estabelecido, as solugdes analiticas para o sistema podem ser

facilmente obtidas usando a Symbolic Toolbox.

Exemplo 3.11. Assuma que o espaco de estados é dado por

com os estados iniciais x7 (0) = [0,1,1,2]. Se o sinal de entrada é definido como u(t) =
2423 sin(2¢), a fungdo ss_argument () pode ser utilizada para construir o espaco de estados

aumentado:
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19 16 —16 —19 1
. 20 16 17 19 0
XO=15 17 16 20 |TOT|[*®

2

-20 —-16 —16 —19
y() =12,1,0,0] x(2)

>y pe=[2]; dd={-3,0,2,2] =20=[0z 1z 1z 2]z
A=[—19,-—16,~16,~19F 21.16,17,.19: 20,.17,.16,.20%
—=20,—16,~16,~197;
B=[1; 0; 1; 2]; C=[2 1 0 0]; D
[Ga, xx0]=ss_augment (G, cc,dd, x0

=0; G=ss(A,B,C,D);
y; Ga.a, xx0’

O modelo aumentado é

C—19 —16 —16 =19/ 0 2 i17] 0]
21 16 17 190 00
_ 20 17 16 200 21
X()=]-20 —16 —16 —19. 0 4 i2

_______________________________________________

X, x0)=

_______________________________________________

S ™

Os seguintes comandos podem ser utilizados para encontrar a solug¢ao analitica do sistema:

>> syms t; y=Ga.c*expm(Ga.a*t) *xx0;

O sinal de saida do sistema € obtido como

127 119 135 77
y(t) = =54+ Tre_f+57e_3f+Te_‘f—|—4fze_r— Te_‘?"‘ cos 2!+ze_3’ sin 2¢.

Método da transformada de Laplace

Consideremos a seguinte funcdo de trasnferéncia:

bis™ +bys™ L+ 4+ bps + by
st tapstl Laps" 2 .. tap_1s+a,

G(s) =
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Para qualquer sinal de entrada u(f) com U (s) como sua transformada de Laplace, o sinal
de saida pode ser obtido de Y (s) = G(s)U(s). Assim, a fim de encontrar y(z), a transformada
inversa de Laplace é necessdria, uma vez que y(t) = LY (s)]. A Symbolic Toolbox do MA-
TLAB pode ser utilizado para realizar a transformada de Laplace de dados sinais de entrada e a

transformada inversa pode ser utilizada para realizar a solugdo analitica do sistema.
Exemplo 3.12. Assuma que

2 +7s%+3s5+4

G —
) = A I T 112 £ 175 1 6

¢ a fungdo de transferéncia a ser analisada e que o sinal de entrada é dado por u(r) =2+
2¢3sin2z. A solugdo analitica para o sinal de saida pode ser realizada utilizando os comandos
>> syms s t;
G=(8"3+7*5"243*s+4) / (8" 4+7*s " 3+17*s3"2+17*s5+6) ;

u=2+2*exp (-3*t) *sin(2*t); U=laplace (u);
y=ilaplace (G*U)

e a solucdo analitica pode ser escrita como

4 31 23 21
y(t) = a e e Mgt + (6 — ZI) ™!

18 , 103 _,
__e i
12 20

— —e 'sin2t.
5 40

3.2.2 Solucoes Analiticas para Respostas em Tempo Discreto

Similar a abordagem do dominio s para solu¢do analitica de sistemas continuos, a transfor-
mada Z pode ser utilizada para sistemas discretos para calcular a resposta a um sinal de entrada
U (z). Entdo, a solucdo analitica o sistema H (z) pode ser obtida pela resolucdo da transformada

Z inversa, uma vez que y(n) = Z~ ' [H(z)U(z)].
Exemplo 3.13. Assuma que

¢ a funcdo de transferéncia discreta no tempo do sistema. Assuma também que o sinal de

entrada € o degrau unitdrio. A solucdo analitica pode ser obtida usando os comandos
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~1/3
6= — ==/
(z—=1/2)z = 1/H(z+1/5)

>> gyms z; u=sym(l); U=ztrans(sym(u));
HA={z=1/3)/ (=172} ¢ (z~174) ¢ (2417 8) 5
y=iztrans (H*U)

=080 1\", 800 ¢ 1\" 40 (1}’
YW =57 781 \4 567\ 5 21\2)

e a solugdo analitica pode ser escrita como

Se o periodo de amostragem 7" € dado, a solucdo analitica pode ser reescrita como

&y = 20 80 (1N 800 ¢ 1N 40 (1N
YW= "8 \a 567 \ 5 21 \2)

3.3 Simulacao Numérica de Sistemas Lineares

As solugdes analiticas de sistemas lineares foram estudadas nas se¢Oes anteriores. Em
aplicagdes reais, é preferivel ter solucdes numéricas e, baseado nos resultados, as respostas
no dominio do tempo podem ser plotadas. Visualizacdo grifica das respostas do sistema &

usualmente mais simples e informativa para engenheiros de controle.

Nesta secdo, as técnicas de solucdo numérica para sistemas lineares serdo apresentadas
com foco em algumas respostas comuns, tais como resposta ao degrau, resposta ao impulso e

resposta no dominio do tempo para sinais de entrada arbitrarios.

3.3.1 Resposta ao Degrau de Sistemas Lineares

Sinais de entrada em degrau e suas respostas sdo comumente utilizadas em anélise e de-
senvolvimento de sistemas de controle. A resposta tipica ao degrau em um sistema de segunda
ordem sdo estudadas e especificacdes sao dadas. Entdo, o cédlculo baseado em MATLAB de

respostas ao degrau € possivel.
Analise de sistemas de segunda ordem

Em disciplinas de controle classico, sistemas de segunda ordem sdo frequentemente uti-

lizados como exemplo, onde a maioria das propriedades de sistemas de controle linear sdo
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ilustradas.
Teorema 3.4. A resposta ao degrau em malha fechada de um sistema de segunda ordem

2
w:‘i'

G
() 52+ 2L wys + @)

pode ser obtida facilmente considerando os quatro casos a seguir:

1. Quando { =0, a resposta ao degrau é y(r) = 1 — cos(wy?).

2. Quando 0 < £ < 1, a resposta ao degrau é

y(t) =1—e 5!

onde @ =tan~' /1 -{2/Ce o,/1 2.

3. Quando { = 1, a resposta ao degrau é y(¢t) = 1 — (14 m,t)e .

sin((ndt + 9),

1
/1-C

4. Quando { > 1, a resposta ao degrau é

00
(a) Resposta ao degrau (b) Representacdo tridimensional

Figura 3.5: Respostas ao degrau de sistemas de segunda ordem
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>> syms zZ S, Syms wn positive
y=ilaplace(wn"2/ (s* (s"2+2*z*wn*s+wn"2)))

Exemplo 3.14. Com o uso da poderosa Symbolic Toolbox, as solu¢des analiticas para um sis-
tema de segunda ordem podem ser facilmente obtidas:

Com algumas simplifica¢des dbvias, segue o resultado

h t inh t
(1) = 1 — et | £ (@q7) | Gsinh(wgt) , 3.3)
W, ®y

onde @y = /{2 — 1m,. E possivel perceber que o formato dos novos resultados sdo muito
mais concisos que aqueles dados no Teorema (3.4) se varidveis complexas sao permitidas. A
tinica restricdo em (3.3) é que { # 1; caso contrdrio, zero pode ser utilizado no denominador. E

possivel evitar esse caso particular definindo { = 1 + €, onde € € um ndmero muito pequeno.

A resosta ao degrau do sistema pode ser calculada facilmente como mostrado na Figura

3.5(a). A versao tridimensional € mostrada na Figura 3.5(b).
Os seguintes comandos MATLAB mostram as respostas ao degrau:

>> wn=1l; yy=[]; t=0:.1:12; zet=[0:0.1:0.9, l+eps,2,3,5];
for z=zet
wd=sqgrt (z"2-1) *wn;
y=l-wn*exp (—z*wn*t) . * [cosh (wd*t) /wn+z*sinh (wd*t) /wd];

vy=Llyy; vl;
end
plot(t,vy), figure, surf(t,zet,yy)

Pode ser visto que quando { = 0, a saida é uma oscilagdo ndo-amortecida. Quando ( é
menor que 1, existe uma oscilagéo amortecida e, com o incremento no valor de , a oscilagdo
e 0 overshoot tendem a ser menores. Quando o valor de { é maior que ou igual a 1, ndo existe
oscilag@o no sinal de saida. O comportamento do sinal de saida versus as mudancgas no valor de

€ podem ser melhor observadas na superficie tridimensional na Figura 3.5(b).

Especificacoes quantitativas em respostas ao degrau

Para curvas tipicas de resposta do degrau, vérias especificacdes quantitativas uteis sdo de-
finidas e mostradas na Figura 3.6. Detalhes dessas especificacdes comumente utilizadas estao

resumidas abaixo:

1. O valor estaciondrio y(e0): O valor estaciondrio do sistema sob a resposta ao degrau é a

saida quando t — oo. Para a func¢do de transferéncia, utilizando o teorema do valor final
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h_‘y‘(f )
yM

y(co)—
90%y(oc)

10% y(00) t
S ) Iy

Figura 3.6: Especificacdes de resposta ao degrau tipica

da transformada de Laplace, o valor estaciondrio do sistema pode ser facilmente obtido

de

. 1 B
y(oo) = lim sG(s)- = G0) = —.
s—{) Ky a,

Se o sistema € dado com o espaco de estados (A,B,C,D), o valor estaciondrio do sistema

pode ser obtido de

1
y(00) = lim sG(s)~ = —CA 'B+D.
5—> s

O valor estacionario do sistema G pode ser calculado utilizado a func¢ao

K=dcgain (G)

fornecido pela Control Systems Toolbox.

2. O tempo de subida t,: O tempo de subida é definido como ¢, =t, —t; com 1, e t1, respec-

tivamente, o tempo quando y(¢) alcanca 90% e 10% do valor estacionario

3. Otempo de acomodagao t;: Quando o sinal de saida y(¢) é mantido dentro de um intervalo
de [y(e0) — Ay, y(e) + Ay], o instante em que y(¢) entra no intervalo é chamado de tempo
de acomodacgdo. De acordo com diferentes defini¢des, Ay pode ser definido como 2% ou

5% do valor estaciondrio y(co).

4. O overshoot M, e o valor de pico yy: M, € também conhecido como o percentual de

overshoot e € definido como
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% 100%
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Figura 3.7: Resposta ao degrau com especificagoes

Em projeto de sistemas de controle, € esperado projetar um sistema com baixo tempo de

subida e baixo tempo de acomodacdo e uma pequena porcentagem ou nenhum overshoot.
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Exemplo 3.15. Considere o sistema de segunda ordem com { = 0.5 e ®, = 1 rad/s. A fun-
cdo step (), que serd descrita posteriormente, provida em Control Systems Toolbox, pode ser

utilizada diretamente para desenhar a curva de resposta ao degrau

>> z=0.5; wn=1l; G=tf(wn"2,[1,2*z*wn,wn"2]); step(G).

Clique com o botdo direito na janela que aparece para ver o menu pop-up mostrado na
Figura 3.7(a). E possivel selecionar diferentes especificacdes a partir do menu e as corres-
pondentes especificacdes serdo sobrepostas na curva de resposta ao degrau, como mostrado na
Figura 3.7(b).

Calculo de resposta ao degrau com MATLAB

A resposta ao degrau de sistemas lineares pode ser calculado e plotado utilizando a fungdo

step (), que pode ser chamada com uma variedade de sintaxes:

step (G)
[y,t]=step(G)
[y,t]=step (G, tf)
y=step (G, t)
[¥,t,x]=step (G)

Na chamada da fun¢@o, G € um modelo LIT, que pode ser uma fun¢do de transferéncia, um
espaco de estados ou um modelo polo-zero-ganho. Esta fun¢do aplica-se a sistemas continuos
e sistemas discretos. Ela pode ser também utilizada para sistemas SISO e MIMO e sistemas
com e sem atraso. Assim, a funcdo fornece um modo unificado de encontrar a resposta ao
degrau de sistemas lineares. Se nenhum argumento € retornado na chamada da func¢ao, entao
a resposta ao degrau € plotada automaticamente. Se algo € retornado, ndo havera plotagem da
resposta. Os dados pode ser plotados posteriormente utilizando a funcdo plot (). Entretanto, as
curvas planas de plot () podem perder propriedades tteis, tais como 0 menu pop-up mostrado

na Figura 3.7(a).
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Figura 3.8: Resposta ao degrau de um sistema continuo com atraso

Exemplo 3.16. Se o modelo continuo

10s + 20
= : e
10s% 4235342652 +235+10

—y

G(s)

¢ uma funcao de transferéncia que contém um atraso no tempo, os seguintes comandos

podem ser utilizados para plotar a resposta no tempo como mostrado na Figura 3.8(a).

>> G=tf£([10 20],[10 23 26 23 10],"ioDelay’,1l); % model input
step(G,30); % step response with terminate time of 30 sec.

Na plotagem da resposta ao degrau, se for clicado em algum ponto na curva, sua magnitude
e tempo serdo mostrados, como mostra a Figura 3.8(b). O overshoot, tempo de acomodagao e
outras especificagdes poem ser facilmente mostradas na curva, utilizando os métodos mostrados

anteriormente.

Exemplo 3.17. Se um sistema ¢ dado por

com periodo de amostragem 7" = 0.01,0.1,0.5, 1.2 segundos, respectivamente, os seguin-
tes comandos podem ser utilizados para obter os modelos de tempo discreto para diferentes
intervalos de amostragem. As respostas ao degrau sdo mostradas na Figura 3.9. E possivel
mostrar que as informacgdes do sistema original podem ser perdidas se o intervalo de amostra-

gem selecionado for grande demais.
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1
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G(s) =

Amplitude

Time (scc)

Figura 3.9: Comparagdes de respostas ao degrau de sistemas discretizados

Os modelos em tempo discreto obtidos sdo, respectivamente,

Deve-se notar que a curva de resposta ao degrau do sistema em tempo discreto é automa-

ticamente plotado no formato escada.

3.3.2 Resposta ao Impulso de Sistemas Lineares

A resposta ao impulso de um sistema pode ser plotada facilmente utilizando a fungdo
impulse () fornecida na Control Systems Toolbox. A sintaxe da func¢do € exatamente a mesma

da fun¢do step () mostrada anteriormente.

Exemplo 3.18. Considere novamente o sistema estudado no Exemplo 3.16. A resposta ao

impulso do sistema pode ser obtido como mostrado na Figura 3.11:

3.3.3 Respostas no Tempo a Entradas Arbitrarias

Nas discussoes anteriores, dois tipos de sinais de entrada foram estudados. Aqui, dois

outros tipos de sinais serdo estudados.

Se a transformada de Laplace R(s) do sinal de entrada pode ser escrito como uma fungio
racional, a saida do sistema pode ser expressa como Y (s) = G(s)R(s), que também é racio-

nal. Assim, o tempo de resposta sob R(s) pode ser equivalentemente calculado com a fungéo
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>> G=tf(l,[1 0.2 1],"icDelay’,1l); Gl=c2d(G,0.01,"zoh’);
G2=c2d (G,0.1); G3=c2d(G,0.5); Gd4=c2d(G,1.2);
SEEPAG T B8 P G RpM ET p Bh m F TTH)

4.997 x 10727 4-4.993 x lo-sz_m(, _0.004963z-+0.00493 _

G1() = ——5 1508, 7 0.998 o 6= e 0980
Gty = OB OIS e 0.01967z% + 0.7277z + 0.3865
M= 2 T 6722+ 0.9048° 48 = T3 Z0.652722 + 0.7866z

From: In(1) From: In(2)

To: Out(1)
o
o

0.4

Amplitude

=

To: Out(2)

|
=
1o

0.4

Time (sec)

Figura 3.10: Resposta ao degrau de um sistema multivaridvel
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Amplitude
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Time (sec)

Figura 3.11: Resposta ao impulso do sistema

>> G=tf([10 20],[10 23 26 23 10],’ioDelay’,1); impulse (G, 30);

impulse () se Y (s) € assumido como a fung¢do de transferéncia do sistema.

Exemplo 3.19. Considere novamente
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Figura 3.12: Resposta a rampa

10s +20 -
e v,
10s4 + 2353 + 2652 4+ 235 + 10

G(s) =

A resposta a rampa do sistema pode ser obtida com a ajuda da funcdo impulse ().

Sabe-se que a transformada de Laplace de uma rampa é a funcio 1/s%; entdio, a resposta a
rampa do sistema pode ser calculada como a resposta ao degrau do sistema G(s)/s ou a resposta
ao impulso do sistema G(s)/ s2. Os seguintes comandos podem ser entéo utilizados para calcular

a resposta a rampa do sistema, como mostrado na Figura 3.12.

>>» G=tf([10 201, [10 23 26 23 10],"iocDelay’,1);
s=tf(’s’); step(G/s); % or use impulse(G/s”2)

Se o sinal de entrada ndo pode ser expresso por equagdes matematicas ou a transformada
de Laplace ndo pode ser a uma funcdo racional, os métodos acima ndo pode ser utilizados.
Nesse caso, a funcdo 1sim () pode ser utilizada para calcular a resposta no dominio do tempo
do sistema. A sintaxe da fungd@o 1sim() € similar a da fun¢do step (). A diferenca é que o

vetor de entrada u deve ser utilizado da seguinte maneira: 1sim (G, u,t).

3.4 Local das Raizes de Sistemas Lineares

Assuma que o sistema de controle realimentado € estabelecido por uma realimentagdo ne-
gativa, um ganho K e um modelo G(s) de malha aberta. Para cada valor de K, um conjunto de
polos de malha fechada podem ser encontrados pela resolu¢ao da equagdo 1+ KG(s) = 0. Com
continuas mudancas no ganho K, as trajetorias dos polos do sistema em malha fechada podem
ser construidas. As trajetorias dos polos do sistema em malha fechada sdo chamadas de local

das raizes do sistema. Deve-se notar que o modelo em malha aberta G(s) deve ser utilizado para
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plotar o local das raizes e o local das raizes pode ser utilizado para descreber as posicdes dos

polos do sistema em malha fechada.

A funcdo MATLAB rlocus () € fornecida na Control Systems Toolbox para plotar o local

das raizes de um dado sistema. A funcdo pode ser chamada em um dos seguintes modos:

L]

rlocus (G) % automatic draw of the root locus

(=]

rlocus (G, [Kmin,kmax]) % root locus over the gain range

rlocus (G, K) % root locus for a given gain vector K

[R,K]=rlocus (G) % evaluate the closed-loop pole positions R
rlocus (G1,"-" .Gy, "—-.b" ,G3,” :x") % root locus for several models

Deve-se notar que esta fungdo aplica-se em ambas os tipos de sistemas, continuo e discreto.
Somente modelos SISO LIT pode ser processados nesta funcdo. Ela também pode ser utilizada

para plotagem do local das raizes de fun¢des de transferéncia discretas no tempo.

No local das raizes do sistema, € possivel clicar com o botdo esquero em qualquer ponto
para mostrar o ganho, a posicdo do polo, a taxa de amortecimento e o overshoot do sistema
para aquele valor de K. E possivel facilmente encontrar os valores do ganho de malha aberta K
para as quais o sistema em malha fechada € estdvel. O comando grid pode ser utilizado para
sobrepor as linhas de iso-amortecimento e isofrequéncia do sistema. Estas linhas fornecem

informacdes tteis em projeto de sistemas de controle.

Exemplo 3.20. Seja

s2+4s+8

G(s)=
() 574+ 18s%4+120.353+357.552+478.55s+306

o modelo em malha aberta do sistema sob investigag@o. Utilizando os seguintes comandos
MATLAB, o local das raizes do sistema pode ser facilmente e precisamente plotado, como
mostra a Figura 3.13(a). Ao clicar com o botao esquerdo no ponto de interseccao com
0 eixo imagindrio, a informacgdo sobre o ponto critico € mostrado como na Figura 3.13(b), do
qual é imediatamente visto que o ganho critico € 772. Conclui-se que quando o ganho K > 772,

entdo o sistema em malha fechada € instavel.
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System: G
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Figura 3.13: Andlise do local das raizes do sistema e sua inversa
>> num=[1 4 8]; den=[1,18,120.3,357.5,478.5,306];
G=tf (num,den); rlocus(G)
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Figura 3.14: Local das raizes de um sistema discreto no tempo

Exemplo 3.21. Se um modelo em malha aberta discreto no tempo é dado por

0.52(z — 0.49)(z% + 1.28z + 0.4385)

G(z)= 5
(z—0.78)(z+0.29)(z=+0.7z+0.1586)

com periodo de amostragem de 7 = 0.1s, os seguintes comandos podem ser utilizados
para plotar o local das raizes do sistema, como mostrado na Figura 3.14(a). Clicando em pontos

relevantes, € possivel ver que o ganho critico é K = 2.83.

6

Se existe um termo de atraso z~ > no sistema original, o local das raizes do sistema com
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>> g=tE(fz", " Ts’,0,1);
G=0.52*(z-0.49)*(2"2+1.28*2+0.4385) /(2+0.29) / (2"2+0.7*24+0.1586) ;
rlocus (G), grid

atraso pode ser replotado, como mostrado na Figura 3.14(b):

>> G.lioDelay=6; rlocus(G), grid

E possivel encontrar que o ganho critico € reduzido para 1.16. Sendo assim, um termo de

atraso em um modelo em tempo discreto reduz o ganho critico do sistema.

1:5 T 0.8 T T T
& 24 0.15 0077
0.6+
1 034
045,46
g 05 2 |06
< £ 2oz
z z 092
A= 0 = 0k
of i
E é 0,92
_a 076
-05 \ 0.6
—0.4p046
—1t 0.34 0.5
0.6 o
24 (.15 0.00.7
-1.5 & : - -0.8 : : - : :
-2 =15 | -0.5 0 0.5 -02 =01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Real Axis Real Axis
(a) Local das Raizes (b) Local das raizes com zoom

Figura 3.15: Local das raizes de acordo com a varével a
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Exemplo 3.22. Para o modelo em malha aberta

03(s +2)(s2 +2.15s +2.23)
s2(s2 4+ 35 +4.32)(s +a)

G(s) =

se € desejdvel encontrar o local das raizes de acordo com a varidvel a, a equagdo caracteris-

tica 1 + G(s) = 0 pode ser reescrita como

a(s + 357 +4.325%) + (5° + 35 +4.625% +1.235% + 1.9295 + 1.338) = 0

de onde pode ser visto que

s+ 353 +4.322

=0.
59 + 35% +4.6253 + 1.2352 + 1.929s + 1.338

l1+a

Seja

s + 353 + 4.3252

G(s) = .
(s) s34+ 35 + 4.6253 + 1.2352 4+ 1.929s5 + 1.338

A equacgdo caracteristica pode ser escrita como 1 + a@(s) = 0. O local das raizes de acordo
com a variavel a pode ser plotado para o modelo (A}(s) Os comandos abaixo podem ser reali-
zados para se obter o local das raizes como mostrado na Figura 3.15(a). A Figura 3.15(b) é a

versdao com zoom da primeira.

>> Gl=tf([1,3,4.32,0,01,[1,3,4.62,1.23,1.929,1.338]); rlocus(Gl)

O local das raizes pode ser utilizado em projeto de controle para selecionar um valor apro-
priado para o ganho K. Se existe um par de polos complexos dominantes no local das raizes,
o qual tem relativamente baixo amortecimento para um valor especifico de K, entdo, selecionar
este valor de K deve ser o mais apropriado. Assume-se que se 0os polos complexos dominantes e
os efeitos de quaisquer zeros sao ignorados, entdo a resposta em malha fechada resultante sera

aproximadamente a mesma de um sistema de segunda ordem com esses mesmos polos.
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3.5 Analise em Dominio da Frequéncia de Sistemas Lineares

Métodos de andlise no dominio da frquéncia compdem uma classe de métodos extrema-
mente importantes em andlise e projeto de sistemas de controle. Em 1932, Nyquist apresentou
um método gréfico que pode ser utilizado para avaliar a estabilidade de um sistema de controle.
Em poucos anos, a andlise e projeto utilizando dominio no frequéncia j4 havia se popularizado.

Esta se revelou como uma abordagem muito util.

3.5.1 Graficos em Dominio da Frequéncia em MATLAB

Para uma fungdo de transferéncia linear G(s), se a varidvel no dominio da frequéncia jo
¢ utilizada para substituir a varidvel complexa s, entdo G(jo) pode ser considerado como o
"ganho complexo"do sistema. Ha muitos modos diferentes de descrever a quantidade complexa
G(jo). Baseado nessas descrigdes, diferentes métodos no dominio da frequéncia podem ser

estabelecidos, como a seguir.

1. Representagdo das partes real e imagindria: O ganho complexo pode ser representado

como parte real e parte imagindria, tal como

G(jo) = P(w) +j0(w).

E possivel ver que P(®) e Q(w) sdo fungdes da frequéncia ®. Se o eixo horizontal é
utilizado para representar a parte real e o eixo verticial para a parte imagindria, a trajetoria

do ganho complexo G(jo) é chamada de Diagrama de Nyquist.

A funcdo MATLAB nyquist () fornecida na Control Systems Toolbox pode ser utilizada

para plotar o Diagrama de Nyquist do modelo LIT G. As sintaxes da fun¢do sio Um

=]

nyquist (G) % automatic drawing of Nyquist plot

nyquist (G, {@m, o)) % draw Nyquist plot over range (wm, wyr)
nyquist (G, o) % draw Nyquist plot over frequency vector @
(R, I, w]l=nyquist (G) % Nyquist response data evaluation
nyvauist (Gy, =0, Gy, "= - bl G, " =l % several systems

clique em algum ponto do Diagrama mostra informag¢des sobre a frequéncia juntamente
com o valor do ganho complexo. Esta facilidade fornece uma ferramente extremamente
util em andlise e projeto de sistemas lineares. O comando grid pode ser utilizado para

sobrepor os circulos is0-M no topo da curva de Nyquist.
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2. Representagcdo de magnitude e fase: A quantidade complexa G(jo) pode ser expressa na

forma de magnitude e fase, isto €, Assim, a frequéncia ® pode ser utilizada como o eixo

G(jw) = A(w)e 8@

horizontal e magnitude A(®) e fase ¢(®) podem ser, separadamente, o eixo vertical. Um
novo conjunto de diagramas pode ser construido. Se a frequéncia for plotada em escala
logaritmica, a magnitude M for plotada em decibéis (dB), isto é, M(®) = 20log[A(®)] e

a fase for plotada em graus, o diagrama é chamado de Diagrama de Bode.

A func@o bode () € fornecida na Control Systems Toolbox e pode ser utilizada para plotar

o Diagrama de Bode do sistema linear G. As sintaxes da fun¢do sio

bode (G) % automatic draw of the Bode diagram

bode (G, {@m, ®wp }) % draw Bode diagram over range («wy;, @pr)
bode (G, w) % draw Bode diagram over frequency vector

[A, ¢, @w]=bode (G) % Bode diagram data evaluation

bede (G = ; G, —.bl ; Ga, " 12l % several systems

3. Representacdo em uinica plotagemde magnitude e fase: A representacdo de magnitude
e fase do ganho complexo € novamente utilizada. Selecionando magnitude e fase como

eixos vertical e horizontal, respectivamente, encontraremos o Diagrama de Nichols.

A funcdo nichols () fornecida na Control Systems Toolbox pode ser utilizada para plotar
o Diagrama de Nichols para o dado sistema G. O comando grid pode ser utilizado para
sobrepor as constantes M e N e contornar o gréfico.

Para sistemas discretos H(z), é possivel substituir z = el®T na funcdo de transferéncia,
de modo que a relacdo entre a magnitude complexa H (jo) e a frequéncia possa ser es-
tabelecida. As fun¢des mencionadas acima nyquist (), bode () e nichols podem ser

utilizadas em modelos discretos no tempo diretamente.

3.5.2 Analise de Estabilidade usando Métodos em Dominio da Frequéncia

O Diagrama de Nyquist, frequentemente desenhado para modelos em malha aberta, pode
ser utilizado para inferir o comportamento em malha fechada em termos de estabilidade e, inclu-
sive, resposta no dominio do tempo. A estabilidade pode ser concluida utilizando o conhecido

Teorema de Nyquist.
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Teorema 3.5. Para sistemas em malha fechada com fun¢io de malha aberta G(s) serem estaveis,
o Diagrama de Nyquist de G(s) deve circular o ponto (—1,j0) no sentido anti-horério tantas

vezes quanto o nimero de polos de G(s) que estdo localizados no semiplano direito do plano s.

O Teorema de Nyquist pode ser interpretado nos dois casos a seguir:

1. Para um modelo em malha aberta estavel G(s), o sistema em malha fechada é estdvel se, e
somente se, o Diagrama de Nyquist de G(s) néo circular o ponto (—1,j0). Se o Diagrama
de Nyquist circula o ponto (—1,j0) p vezes no sentido hordrio, entdo existem p polos de

malha fechada instaveis.

2. Para um modelo em malha aberta instdvel de G(s) com p modos instaveis, o sistema
em malha fechada é estdvel se, e somente se, o Diagrama de Nyquist de G(s) circula o
ponto (—1,j0) p vezes no sentido anti-horario. Se o ponto (—1,j0) é circulado g vezes no

sentido anti-hordrio, entdo existem g — p polos instdveis de malha fechada.

Exemplo 3.23. Considere o modelo em malha aberta O modelo pode ser facilmente colocado

_ 2.7778(s*+0.1925+1.92)
T s(s4+1)2(s24-0.3845+2.56)

G(s)

(0de -2dB

~4.dB 14
—&dB

N
‘:@5 NWJf’UJ"Hlu'JJ"J'J'H”HW“'M’“

0.5 i 0 [1VH) 200 M A0 S001

Imaginary Axis
Amplitude

Real Axis Time {sec)

(a) Diagrama de Nyquist (b) Resposta ao degrau em malha fechada

Figura 3.16: Anadlise do sistema

no MATLAB através dos seguintes comandos. O Diagrama de Nyquist do sistema pode ser
plotado como mostrado na Figura 3.16(a): Pode ser visto que, embora a trajetéria seja
bastante complicada, o ponto (—1,j0) ndo é circulado nenhuma vez. Ja que ndo existem polos

instaveis, € possivel mostrar, por meio do uso do Teorema de Nyquist, o sistema em malha
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>> s=tf('s’");
G=2.7778*(872+0.192*s+1.92)/ (s* (s+1) "2*(s"24+0.384*s5+2.56)) ;
nygquist (G); axis([-2.5,0,-1.5,1.5]); grid
figure; step(feedback (G,1))

fechada € estavel. A resposta ao degrau do sistema em malha fechada € obtida como mostrado
na Figura 3.16(b).

Embora o sistema em malha fechada seja estavel, a resposta ao degrau possui uma oscilagao
forte, entdo o desempenho do sistema provavelmente ndo serd satisfatorio. Neste caso, um

controlador serd necessario para melhorar o desempenho.

3.5.3 Margens de Ganho e Fase de um Sistema

E possivel ver através dos exemplos anteriores que, embora a estabilidade do sistema seja
extremamente importante, ndo € o Unico fator importante na descricdo do comportamento de
sistemas. Margens de resposta em frequéncia sdo indicadores efetivos no enderecamento de

estabilidade relativa e problemas de desempenho.

Nas Figuras 3.17(a) e (b), os esbocos das margens de ganho e fase sdo ilustrados, respecti-
vamente, nos Diagramas de Nyquist e Nichols. As margens de ganho e fase podem ser também

ilustradas em Diagrama de Bode.

Se para um sistema com uma fung¢do de transferéncia de malha aberta estavel o Diagrama de
Nyquist intercepta o eixo real negativo na frequéncia ®.,, a margem de ganho € definida como
o inverno do ganho, isto é, G,, = 1/A(0,), frequentemente expressa em dBs. Se o Diagrama

de Nyquist intercepta o circulo unitério na frequéncia ®.,, a margem de fase € definida como
Y= 0(®p) — 180°.

Pode ser visto que, normalmente, quanto maior o valor da margem de ganho G,,, mais
rdpida € a resposta ao degrau. Se G, < 1, o sistema em malha fechada € instvel. De maneira si-
milar, se a resposta em frequéncia em malha aberta € relativamente suave na regido das margens
de ganho e fase, quando maior a margem de fase, menor serd o overshoot na resposta ao degrau
em malha fechada. Entretanto, se Y < 0, o sistema em malha fechada € instavel. Os seguites

casos especiais devem ser também considerados.

1. Se ndo existe insterseccao entre a curva no Diagrama de Nyquist com o semi-eixo real

negativo, a margem de ganho ¢ infinita

2. Se a curva no Diagrama de Nyquist intercepta muitas vezes o semi-eixo real negativo
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Figura 3.17: Representacdes graficas das margens de ganho e fase

entre (—1,jO) e (0,j0), o ponto mais préximo de (—1,j0) pode ser considerado como o

ponto da margem de ganho.

3. Se ndo existe intersec¢ao entre a curva no Diagrama de Nyquist com o ciculo unitério, a

margem de fase € infinita.

4. Se a curva no Diagrama de Nyquist intercepta muitas vezes o circulo unitdrio no terceiro
quadrante, o ponto mais préximo do semi-eixo real negativo pode ser considerado como

o ponto da margem de fase.

A funcdo margin () € fornecida na Control Systems Toolbox para calcular as margens de

ganho e fase. A sintaxe da funagdo é Como resultado, se uma margem € infinita, o valor

[(Gm» }/;wcg,wcp]=margin (G) ;

retornado serd Inf, enquanto a frequéncia correspondente serd NaN.

Exemplo 3.24. Considere novamente o modelo em malha aberta no exemplo anterior. Os se-
guintes comandos podem ser utilizados para analisar as margens de fanho e fase do sistema:
>> s=tf('s');

G=2.7778* (8" 2+0.192*%5+1.92) / (8% (s+1) "2* (5"2+0.384*5+2.56));
[gm, pm, wg, wp]=margin (G)

A margem de ganho € 1.105 na frequéncia 0.9621 rad/s e a margem de fase é 2.0985°, na
frequéncia 0.9261 rad/s. J4 que ambas sdo muito pequenas, entdo o sistema em malha fechada

terd uma oscilagdo muito forte, embora seja estdvel.
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3.6 Introducao as Técnicas de Reducao de Modelo

Uma técnica de redu¢do de modelo foi introduzida pela primeira vez por Davison em 1966.
O método introduzido era reduzir a dimensao da matriz de coeficientes do sistema enquanto pre-
servava alguns autovalores dominantes ou estados mais influentes do sistema original. Técnicas
de reducdo de funcgdes de transferéncia sdo algumas vezes chamdas de "simplificacdo". Aqui, o
termo "reducdoserd utilizado, uma vez que esta terminologia aparece mais frequentemente na
literatura. Nesta secdo, técnicas de redu¢do de modelo para funcdes de transferéncia e espacos

de estados serdo mostradas.

O modelo reduzido € denotado por onde k < n com n sendo a ordem do sistema original.

Bis” + Bas” N+ 4 Br
a5k +anskN 4o fogs + apgr

Gri(s) =

Novamente, por simplifica¢do, assume-se que O+ = 1.

3.6.1 Aproximacoes de Padé e Aproximacoes de Routh
Suponha que a série de Taylor do sistema original G(s) seja escrita como
G(s) =co+ecis+eas®+- -,

onde os instantes de tempo ¢; podem ser calculados. Uma fun¢do de transferéncia de
baixa ordem pode ser construida para aproximar o modelo original. Se é desejdvel preservar
os primeiros r +m+ 1 instantes de tempo c;(i = 0,...,r 4+ k) do modelo original, as seguintes

férmulas podem ser estabelecidas:

Br+1 = co,
Br = c1 + axcp,

Br=c¢r +agcr_1 + -+ th—rs100,
0=c¢ry1 +oncr + -+ ak—rco,
0=cry2 +akCri1 + -+ + ak—r-100,

| 0= cpar +Chyyp—1 +---+ 2041 + 10
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Para as primeiras m férmulas, as seguintes equagdes algébricas podem ser obtidas:

Cr Cr—1 s . (007 Cr41
Cr+1 Cr R . Op—1 Cr42
Ck4+r—1 Ck4r—2 -+ Cyp o] Cl+r

a partir das quais os coeficientes o; do denominador podem ser facilmente calculados atra-
vés da solugdo de equacdes algébricas lineares. Para as primeiras r+ 1 férmulas, os coeficientes

B; do numerador pode ser calculados.

Br+i cc 0O -+ 0 1
Br ct ¢ -+ 0 Qg
Bi ¢ Cr—1 -+ €0 | Qk—rt1

O algoritmo acima € chamado de aproximac¢do de Padé. A fungdo MATLAB pademod ()
¢ escrita baseado nesta técnica de redugdo:

function G_red=pademod (G _Sys,r,k)
c=timmomt (G_Sys,r+k+1); G_red=pade appf{c,r,k);

A funcdo também chama a funcido de mais baixo nivel pade_app (), onde

function Gr=pade_app(c,r, k)

w=—c(rtZ2: ekt » sry=[el(ptli -1 1) Zeresik-1-=;1)]);:

W=rot 20 (hankel (c(r+tk:=1:r+1) ,vv)); V=rot90 (hankel (c(r:=1:1)));
x=[1 (W\w)'’']; dred=x(k+1:-1:1)/x(k+1});

y=[c(l) {2+l *VN"+c{2:x+1) ] nred=yilr+l:—1:1) = (ksly;

Gr=tf (nred, dred) ;

A sintaxe de pademod () € G,=pademod (G, r, k), onde G é a funcdo de transferéncia do
modelo original e r e k sdo as ordens desejadas do numerador e do denominador, respectiva-

mente. As varidveis retornadas G, sao o modelo reduzido.

Exemplo 3.25. Considere a fun¢ao de transferéncia de quarta ordem

53 + 752 4+ 245 +24
54 4+ 10s3 + 3552 + 505 +24°

G(s) =
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Os instantes de tempo ¢; € o modelo reduzido de segunda ordem podem ser obtidos utili-

zandos os seguintes comandos MATLAB:

>> G=tf([1 7 24 24]1,[1 10 35 50 24]); Gr=pademod(G,1,2)
bode (G, Gr), figure, step(G,Gr)

O modelo de segunda ordem aproximado é

0.8544s + 0.6957

& = .
) = ols 4 4.174

As comparacdes doss diagramas de Bode e respostas ao degrau sdo obtidas como mos-
trado nas Figuras 3.18(a) e (b), respectivamente. E possivel ver que o modelo reduzido pode

aproximar o modelo original de quarta ordem satisfatoriamente.

original | 0.9 /
=~ model o3

4 ™~ (ix:

=5t
n

=1 [

—iy

-3

Magmitude (dB)

05

Ampliinde

(L]

3

-5 . n
. original 02

model

Phase (deg)

18]

) - o
0 1t 1w’ i’ ' 0 z 3 4 5 &
Frequency (rdfsec) Time isech

(a) Diagrama de Bode (b) Resposta ao degrau

Figura 3.18: Comparacdes do Diagrama de Bode e da resposta ao degrau

Exemplo 3.26. Assuma que o modelo original é dado por

0.067s° + 0.65* + 1.55° +2.0165% + 1.555 + 0.6
0.0675% 4+ 0.75° + 35% + 6.6753 +7.9352 +4.635s + 1

G(s) =

Os polos de G(s) sdo encontrados:

>> num=[0.067,0.6,1.5,2.016,1.66,0.6];
den=[0.067 0.7 3 6.67 7.93 4.63 1]; G=tf(num,den); zpk(G)
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O formato zero-polo-ganho do modelo original é

(s +5.92)(s + 1.221)(s + 0.897)(s* + 0.9171s + 1.381)
(s + 2.805)(s + 1.856) (s + 1.025)(s + 0.501)(s2 + 4.261s5 + 5.582)

G(s) =

E possivel ver que o sistema original € estdvel. A aproximacgdo de Padé de terceira ordem

do sistema original pode ser obtida por

>> Gr=zpk (pademod (G, 1, 3))

O modelo reduzido obtido é

—0.6328(s + 0.7695)

G (s) = 1
() = 5 =2.598) (52 + 1.108s + 0.3123)

Obviamente o sistema reduzido € instavel. Isso significa que a aproximagdo de Padé pode

ndo preservar a estabilidade do sistema original.

Uma vez que a abordagem de Padé pode falhar em preservar a estabilidade do sistema ori-
ginal, a aproximacao de Routh ¢ utilizda. O método de aproximagdo de Routh proposto por
Hutton era encontrar um modelo estavel de ordem reduzida para o sistema original assintotica-

mente estavel.

A fun¢do MATLAB routhmod () € escrita de acordo com o algoritmo da aproximacgao de

Routh:

function Gr=routhmod(G,nr)
num=G.num{1l}; den=G.den{l}; nO=length (den); nl=length (num);
al=den(end:-1:1); bl=[num(end:-1:1) zeros(l,n0-nl-1)];
for k=1:n0-1,
k1l=k+2; alpha(k)=al(k)/al(k+1); beta(k)=bl (k) /al(k+1);
for i=kli2:n0—1,
al(i)=al({i)—-alpha(k)*al({i+i); bl (i)=bl (i)-beta(k)*al(i+l);
end, end
nn=[]; dd=[1]; nnl=beta(l); ddl=[alpha(l),1]; nred=nnl; dred=ddl;
for a=2snr;
nred=[alpha (i) *nnl, beta(i)]; dred=[alpha(i)*ddl, 0];
nl=length(dd); nl=length(dred); nred=nred+f[zeros(l,nl-nl),nn];
dred=dred+[zeros(1l,nl1-n0),dd]; nn=nnl; dd=ddl; nnl=nred; ddl=dred;
end
Gr=tf (nred(nr:-1:1),dred(end:-1:1));

e pode ser utilizada para encontrar a aproximagao de Routh e um dado sistema. A sintaxe
desta funcdo € G,=routhmod (G, k), onde G e G, sdo os modelos original e reduzido, respecti-
vamente, e k é a ordem esperada da aproximagao de Routh. Note que, no modelo reduzido, a

ordem do numerador € uma unidade menor que a do denominador.
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3.6.2 Reducao de Modelo de Espaco de Estados

Método da realizacao balanceada

Suponha que a realizagdo balanceada do sistema original pode ser particionada como
1| |[An Anp||x B, _ X
r R e | N R AT KR

e assuma que os estados no subvetor x; serdo cortados. Entdao, o modelo reduzido € escrito

como a seguir:

X1 =[A1] — AAS Aslx) + [B) — A1pA3) Balu,
y = [C1 — C2A5, A1 ]x1 + [D — C2A%, Bolu.

A fung¢domodred () implementa o algoritmo acima € fornecida na Control Systems Toolbox
com a sintaxe G,=modred (G,elim), onde G € o espaco de estados realizado balanceadao e

elim contém os estados a serem cortados. O modelo reduzido G, € entdo retornado.
Método do truncamento da realizaciao balanceada de Schur

A funcdo de truncamento da realizagdo balanceada de Schur schmr (), fornecida na Robust
Control Toolbox, pode ser utilizada para realizar uma realizacdo de modelo de maneira similar a
modred (). A diferenca entre estas duas técnicas é que um sistema instavel pode ser manipulado
em schmr (). A sintaxe de schmr () é G,=schmr (G, 1,n,, onde G é o modelo original no
formato de espacos de estados, n, € a ordem esperada do modelo retornado € G, retorna o

modelo reduzido, também na forma de espaco de estados.
Exemplo 3.27. Considere o modelo abaixo

1+ 8.88185s + 29.933952 + 67.087s° + 80.3787s" + 68.61315°
1+ 7.6194s + 21.761152 + 28.44725° + 16.56095% + 3.53385° + 0.0462s%°

(:(.‘)') —

Para aplicar o algoritmo de redu¢do de Schur, o modelo em espago de estados deve ser

obtido primeiramente. Isto pode ser feito utilizando os seguintes comandos MATLAB:

>> num=[68.6131,80.3787,67.087,29.933%9,8.8818,1];
den=[0.0462,3.5338,16.5609,28.4472,21.7611,7.6194,1];
G=ss (tf (num,den)); Gr=zpk(schmr(G,1,3))
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Trés estados sao removidos € o modelo de terceira ordem reduzido utilizando o método de

Schur pode ser escrito como

1485.3076(s* 4 0.1789s + 0.2601)
(s +71.64)(s% + 3.881s +4.188)

Gy(s) =
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4 Anadlise de Simulagcdo de Sistemas
Nao-Lineares

Nos capitulos anteriores, apresentamos métodos de modelagem e andlise de sistemas li-
neares. No mundo real, entretanto, sistemas de controle sempre contém efeitos ndo-lineares,
que podem ser inerentes e inevitdveis ou podem ser introduzidos intencionalmente para forne-
cer melhor desempenho tecnicamente ou economicamente. Um bom exemplo € o uso de relés
para controle on-off de temperatura. De fato, € possivel imaginar que um sistema de controle
que ndo opera sob a saturacdo do atuador em algum momento é um projeto ruim do ponto de
vista econdmico. O MATLAB inclui a linguagem de simulacdo Simulink e, embora a anélise
de sistemas ndo-lineares seja mais dificil que a de sistemas lineares, esta simulacao € simples.
Nao € a inten¢do aqui apresentar métodos tedricos para o estudo de sistemas ndo-lineares, mas
apresentar o Simulink e suas facilidades na simulagdo de sistemas nao-lineares. Isto é realizado
através da discussdo de alguns exemplos. Além disso, uma vez que projetos iniciais para dife-
rentes sistemas nao-lineares envolvem consideracdes de modelos linearizados, este importante

tépico também serd coberto.

4.1 Introducao ao Simulink

Simulink foi desenvolvida pela MathWorks em 1990. Seu nome original era SimuLAB,
que foi alterado para o nome atual em 1992. Dois significados estdo implicitos neste nome,
"simu"e "link". A palavra "link"significa que o diagrama de bloco pode ser connstruido pela
"ligacdo"(do inglés, linkage) entre blocos. A palavra "simu"mostra sua caracteristica de simu-
lacdo. Com o uso das ferramentas poderas fornecidas no Simulink, diferentes sistemas podem

ser simulados facilmente e de maneira simples.
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4.1.1 Blocos Comumente Utilizados no Simulink

Os algoritmos de modelagem apresentados nos capitulos anteriores ndao podem ser direta-

mente aplicados em sistemas nao-lineares. Neste caso, o sofisticado ambiente do Simulink pode

ser utilizado para representar tais sistemas ndo-lineares.

Para modelar um sistema nfo-linear, a biblioteca de blocos do Simulink deve ser aberta

primeiramente. Isto pode ser feito de duas maneiras. Iremos utilizar a primeira maneira ao

longo deste capitulo.

1.

2.

Escreva open_system(’ simulink’) no prompt de comando do MATLAB. Entio, a ja-

nela principal do Simulink serd mostrada, como na Figura 4.1.

Clique no icone Simulink na barra de ferramentas na janela do MATLAB, como na Figura
4.2.

E possivel ver que um grande nimero de blocos € fornecido no Simulink. Aqui, os blocos

mais comumente utilizados em sistemas de controle sdo:

1.

2.

3.

4.

Blocos de sistemas lineares: A fungdo de transferéncia continua, o espaco de estados e o

modelo zero-polo-ganho sdo fornecidos no grupo Continuous

Blocos ndo lineares: As nao-linearidades comumente utilizadas sdo fornecidas no grupo
Discontinuity, como mostrado na Figura 4.4, onde nao-linearidades tais como saturagao,

zona-morta e outras pode ser utilizadas diretamente.

Blocos de entrada e saida: Os sinais de entrada e saida podem ser modelados utilizando
os blocos do grupo Sources, mostrado na Figura 4.5. Degrau, pulso e outros sinais de
entrada podem ser representados por blocos deste grupo. Em particular, o bloco Inport

pode ser utilizado para modelar a porta de entrada do sistema.

A saida do sistema pode ser mostrada com os blocos do grupo Sink, mostrado na Figura
4.6. E possivel utilizar o bloco Scope para mostrar as curves dos sinais selecionados
durante a simulac@o. O bloco outport deste grupo pode ser utilizado para indicar a porta

de saida do sistema.

Blocos matemdticos: Os sinais no sistema devem ser calculados utilizando os sinais
+,—, X, +, entre outros. Os blocos do grupo Math mostrados na Figura 4.7 podem ser

utilizados para modelar estas operacdes.
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Para construir uma simulacio mais facilmente, o usudrio deve familiarizar-se com os blocos
fornecidos no ambiente Simulink. Nas secdes a seguir, a modelagem utilizando Simulink serd

ilustrada através de exemplos.

[Tl Library: simulink

File Edit V¥iew Format Help

N
> i -E
P
Sources Sinks Continuous Discrete Discontinuities Signal Signal
Routing Attributes
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Figura 4.1: Biblioteca de blocos do Simulink

L_‘ Simulink Library Browser

File Edit VYiew Help

D@ =

Commonly Used Blocks: simulink/Commonly
Used Blocks

= B Simulink
-2 Commonly Used Blocks
] Continuous

Continuous

2+ Discontinuities
2 Discrete

E Logic and Bit Operations h Discontinuities
m Lookup Tables ) el

2]

# Math Operations

: Dizcrete
1] Model Verification
P Model-Wide Utilities = . )
1 Lo d Bit O t
] % Ports & Subsystems i) o 1 : gre smd Mt Mperations
€ i _| | [i—

E:ady

L %
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4.1.2 Modelagem em Simulink

Aqui tem temos um breve passo-a-passo para modelagem em Simulink:

1. Preparagdo inicial: Para introduzir um modelo no formato Simulink, € necessario pri-

meiramente iniciar o ambiente Simulink. Entdo, abre-se uma janela em branco para o

novo sistema clicando em File | New.

2. Adicione os blocos do sistema: Abra as bibliotecas de blocos relevantes para que os

componentes do sistema possam ser copiados para ele. Por exemplo, o icone nomeado
como Continuous na Figura 4.3 contém os blocos mostrados na Figura 4.4, enquanto o
icone Discontinuities contém os mostrados na Figura 4.4. E possivel selecionar os blocos

nestes grupos e, entdo, arrasta-los para dentro da nova janela.

. Especifique os pardmetros: Deve-se notar que as bibliotecas mostradas na Figura 4.3
contém somente modelos padrdes de certos tipos. Por exemplo, a funcdo de transferéncia
linear estd contida na Figura 4.3, mas somente com o modelo padrdo 1/(s+ 1). Para
especificar os parametros de tal modelo, deve-se dar um duplo clique na caixa de didlogo,
como mostrado na Figura 4.8 e, entdo, preencher os parametros requisitados. Deve-se
notar também que os numeradores e denominadores requisitados na caixa de didlogo sdo

coeficientes em ordem descendente de s.

4. Desenhe as conexoes: Uma vez que todos os blocos necessdrios sao colocados na janela,

€ necessdrio desenhar as conexdes entre os blocos para que se possa concluir o sistema.

As conexdes entre os blocos podem ser desenhadas clicando na porta de saida de um
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bloco e arrastando o mouse até a porta de entrada de outro. Uma conexdo entre os dois

blocos sera internamente estabelecida pelo Simulink.

5. Especficagoes de Entrada e Saida: Usa-se o icone Inport do grupo Sources para se obter
o sinal de entrada entrada do sistema e o icone Outport do grupo Sinks para conectar a

saida do sistema.

BFu‘nction Block Parameters: Transfer Fcn @

Transter Fen

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The denominator
coefficient must be a vector. The output width equals the number of rows in the
numetator coefficient. 'You should specily the cosfficients in descending order of
powers of &

Parameters
Numerator coefficient:
m
Denominator coefficient:
i

Absolute tolerance:
! auto

l oK 1[ Cancel M Help J Apply

Figura 4.8: Caixa de didlogo dos pardmetros da fun¢do de transferéncia

Exemplo 4.1. Considere o sistema ndo-linear mostrado na Figura 4.9. E possivel ver que exis-
tem dois elementos ndo-lineares no sistema. Utilizando o Simulink, é possivel facilmente dese-

nhar o diagrama de blocos do sistema, como mostrado na Figura 4.10.

Utilizando o Simulink o usudrio pode, em teoria, desenhar o diagrama de bloco de um sis-
tema de controle de qualquer complexidade. O Simulink também permite ao usudrio realizar a
simulagdo através de itens de menu e chamadas de fung¢ao relevantes. Os resultados da simula-
cdo podem ser mostrados nos escopos fornecidos dentro do Simulink ou retornado ao ambiente

de trabalho do MATLAB para que possam ser realizadas as operagdes de plotagem.

4.1.3 Algoritmos de Simulacao e Parametros de Controle

Quando o menu Simulation na janela do Simulink € selecionado, aparecerd o menu seme-
lhante ao da Figura 4.11, onde o menu Configuration Parameters pode ser selecionado para es-
pecificar os algoritmos de simulagdo e os parametros de controle. A caixa de didlogo é mostrada

na Figura 4.12. Os seguintes parametros pode ser configurados a partir da caixa de didlogo.
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Figura 4.11: Menu simualagdo

1. As caixa de edi¢@o Start time e Stop time pode especificar os tempos de inicio e parada

do processo de simulacao.

2. A lista Type na coluna Solver options tem duas opgdes, onde os algoritmos de degrau
variavel e degrau fixo podem ser selecionados. Com o fim de manter a alta precisdo na

simulacdo, é sugerido selecionar os algoritmos de degrau varidvel. Frequentemente os
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algoritmos ode45 (Dormand-Prince) e ode15s (stiff/NDF) sdo adequados para problemas

de controle.

3. A precisdo dos resultados da simulagdo pode ser controlada pelas op¢oes Relative Tole-
rance e Absolute Tolerance. A tolerancia padrio é 1e-3, o que significa que o erro relativo
pode chegar a um milésimo. O valor padrdo é usualmente muito grande e sugere-se di-
minuir para le-6 ou le-7. Deve-se notar que, embora a tolerancia relativa seja reduzia
significativamente, o esforco computacional ndo é muito aumentado, devido ao uso de

algoritmos de degrau variavel.

4. Os degraus maximos € minimos permitidos podem ser configurados pelo preenchimento
das caixas Min step e Max step. Se o real valor do degrau for além do intervalo especifi-

cado, uma mensagem de erro serd mostrada.

5. As mensagem de aviso e erro podem ser configuradas na coluna Diagnostics.

Depois de completar as especificacdes dos parametros de controle, o item Simulation/Start
pode ser selecionado para iniciar o processo de simulagdo. A varidvel tout serd retornada au-
tomaticamente e a matriz yout pode ser gerada quando a saida € utilizada no modelo Simulink.

A fungdo plot (tout, yout) pode ser utilizada para mostrar os resultados da simulacao.

A fungdo sim() pode ser utilizada para iniciar o processo de simulagdo. A sintaxe da

fungdo é

[t,x, y]=sim (model_name, tf, options)

onde "model_name"€ o nome do arquivo do modelo Simulink, com o sufixo .mdl omi-
tido. O argumento 77 € o tempo de parada da simulagio. As varidveis retornadas ¢, x € y sdo,

respectivamente, o vetor tempo, a matriz de estados e a matriz de saida do sistema.

Os parametros de controle options pode ser especificado pela funcao simset(), cuja sintaxe

(¢S

onde property é o nome do parametro, enquanto parameter € o valor associado a ele.
As propriedades relevantes podem ser listada com o comando help simset. Por exemplo,
se for desejavel mudar o valor da tolerincia relativa para 10~7, pode-se fazer pelo comando

options=simset ('RelTol’,le-7) ou simplesmente por options.RelTol=1e-7.

Quando a varidvel options € modificada, ela pode ser utilizada no processo de simulagdo

pelo preenchimento da fungdo sim().
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Figura 4.12: Caixa de didlogo dos parametros de controle

options=simset (property, parameter |, property 2, parameter2, ---)

4.2 Modelagem de Sistemas Nao-Lineares

Uma série de exemplos relacionados com sistemas de controle serd utilizados para ilus-
trar o uso do Simulink. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) ndo-linear € utilizada pri-
meiramente como exemplo, seguida de um sistema multivaridvel, um sistema controlado por
computador e um sistema variante no tempo. Serd visto nesses exemplos que sistemas com

complexidades significantes podem ser simulados utilizando o Simulink.
Exemplo 4.2. Considere a equagdo cadtica de Rossler, cuja forma matematica é

x(t) =—y() —z(t),
v(t) = x(t) + ay(t),
z(t) = b+ [x(t) — clz(D).

Selecionando a = b =0.2,c =5.7 e x(0) = y(0) = z(0) = 0, 0 modelo em Simulink pode

ser construido e a simulacdo pode ser aplicada para o dado sistema.

Um truque simples para simular EDO’s é assumir que cada integrador para um varidvel de
estado representa a saida deste estado x;(¢); entdo, a entrada do integrador € x;(¢). O modelo
em Simulink na Figura 4.13 pode ser facilmente construido. Os pardmetros de controle para
a simulagcdo podem entdo ser configuradas adequadamente. Se o processo de simulacdo for
iniciado, duas varidveis serdo retornada, tout e yout. O tempo de resposta dos trés estados sao

obtidas com o comando plot (tout, yout), como mostrado na Figura 4.14(a).

Se os estados x; (7),x2() e x3(¢) sdo utilizados como os trés eixos, a trajetéria no espaco de
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fases pode ser plotado como mostrado na Figura 4.14(b). A fun¢do comet 3 () pode ser utilizada
para plotar dinamicamente as trajetérias da curva no espaco de fases:

>> plot3(yout(:,1),yout(:,2),yout(:,3)) % or further using comet3
comet3 (yout (:,1),yout (:,2),yout (:,3))

Muitos blocos no Simulink suportam operacdes com vetores, isto €, o bloco pode facil-
mente processar o caso em que vdrias entradas sao colocadas em um sinal de vetor utilizando o
bloco Mux. Se tal sinal € colocado em um bloco integrador, o sinal de saida € também um vetor,
cujos canais sdo integrais dos canais de entrada. Assim, os blocos na Figura 4.15(a) podem ser

utilizado para reescrever os blocos no modelo Simulink.
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Figura 4.13: Modelo Simulink das equacdes de Rossler
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Figura 4.14: Resultados da simulacio das equagdes de Rossler

No modelo, o bloco Fcn € utilizado para definir a operagdo matematica nos sinais de

entrada. A entrada do bloco € o estado do sistema e a entrada do bloco Fcn € denotado por u.
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Figura 4.15: Outra descri¢do para as equacdes de Rossler

Se u é um vetor, u[i] pode ser utilizado para denotar os componentes dos seus i-€simos canais.
Assim, o modelo construido é muito mais facil que aquele mostrado na Figura 4.13 e € muito

mais facilmente mantido.
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Figura 4.16: Melhorias nos vetores

Os vetores podem ser visualmente aprimorados em Simulink. Por exemplo, o menu For-
mat/Wide nonscalar lines na janela permite expressdes com linhas mais grossas para vetores,
como mostrado na Figura 4.15(b). Se o usudrio selecionar o menu Format/Signal dimensions,
as dimensoes do sinal serdo mostradas sobre os vetores. Por exemplo, uma vez que a varidvel de
estados € tridimensional, um "3"¢€ mostrado, como mostrado na Figura 4.16(a). O menu Format
fornece o item Format/Port data types, que permite mostrar os tipos de dados, como mostrado

na Figura 4.16(b).

Exemplo 4.3. Considere o sistema multivaridvel

0.1134e~ 072 0.924
G(s) = 1.7852 + 4.485 + 1 207s + 1
0.3378¢ 03 —0.318¢1:2%

0.361s2 + 1.09s + 1 293s +1

Uma vez que existem atrasos no tempo na funcio de transferéncia do sistema em malha
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aberta, a funcdo de malha fechada ndo pode ser expressada com a fungdo feedback (). Aproxi-
macoOes de Padé podem ser utilizadas para aproximar os termos de atraso. Este € o inico modo
de verificar a precis@o da simulagdo. Com o uso do Simulink, o modelo preciso pode ser cons-
truido como mostrado na Figura 4.19. No modelo de simulagdo, as duas entradas sdo atribuidas

as variaveis ul e u2.

Utilizamos a fun¢do step () para encontrar os resultados aproximados da simulagdo para o

sistema multivaridvel acima quando cada entrada atua individualmente:

>> gll=tf(0.1134,[1.78 4.48 1],"ioDelay’,0.72);
g2l=tf (0.3378,[0.361 1.09 1],"ioDelay’,0.3);
FLI=EE(0 924, [2.07 1]); g22=tE£{=0.328, [2.93 1], "idDelay” ,1.29);
G=[gll, gl2; g2l1, g22];
[nl1,dl]=paderm(0.72,0,2); gll.ioDelay=0; gll=tf(nl,dl)*gll;
[nl,dl]=paderm(0.30,0,2); g2l.ioDelay=0; g2l=tf(nl,dl)*g2l;
[nl,dl]=paderm(1.29,0,2); g22.i0Delay=0; g22=tf(nl,dl)*g2Z;
Gl=[gll, gl2; g21, g22];
Kp=[0.1134,0.924; 0.3378,-0.318]; G2=ss(Gl*Kp);
[vl,x1,tl]=step(G2.a,G2.0h,G2.¢,G2.4d,1,15);
[v2,x2,t2]=step(G2.a,G2.b,G2.¢c,G2.d,2,15);

N 0.1134
> —( Ry
— 1.7852+4.485+1 O +
. Delay 11 Outl
_— Matrix Glls)
Gain
0.924
u2 2.075+1
G12(s)
0.3378
 ————— Ry
0.361s=+1.09s+1
G21(s) Delay 21

-0.318
— —>
2.93s+1 0%(

G22(s) Delay 22

Figura 4.17: Modelo Simulink do sistema multivaridvel

Através da simulagdo do sistema com o Simulink, obtemos a resposta ao degrau do sistema
com duas entradas. Elas podem ser plotadas juntas com os resultados aproximados, como

mostrado na Figura 4.18:

Pode ser visto de 4.18 que os resultados aproximados da simulagdo estdo muito préximos

dos resultados exatos.
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Figura 4.18: Comparacgdes das simulacdes dos sistemas multivaridveis

>> ul=1; u2=0; [ttl,xl,yyl]l=sim(’cdmmimo’,15);
ul=0; uz2=1; [tt2,x2,yy2]=sim(’cdmmimo’,15);
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Figura 4.19: Diagrama de blocos de um sistema controlado por computador
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Figura 4.20: Modelo Simulink para um sistema controlado por computador

Exemplo 4.4.

Considere o classico sistema controlado por computador mostrado na Figura 4.19, onde o

controlador € discreto com periodo de amostragem 7" segundos. O ZOH ¢€ o segurador de ordem

zero e a planta € dada por um modelo continuo. Assuma que a planta e o controlador sdao dados,

respectivamente, por

G(?) — ‘S(S__Fl)‘*

D(z) = T
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onde a = 0.1. Nao € possivel escrever a equagdo diferencial correspondente para este

sistema, uma vez que ambos os elementos, continuo e discreto, existem no sistema.

Simulink possui a vantagem de poder resolver este tipo de problema hibrido. Do dado dia-
grama de bloco do sistema, o modelo Simulink pode ser facilmente construido, como mostrado
na Figura 4.20. No modelo do sistema, as varidveis a,T,z1, p1,K sdo utilizadas, onde os dois
primeiros devem ser especificados pelo usudrio, enquanto as trés ultimas podem ser calculadas.
No primeiro bloco ZOH, o intervalo de amostragem € configurado para T e, por simplicidade,
ao resot dos blocos sdo atribuidos -1, indicando que eles herdam o periodo de amostragem dos

sinais de entrada. Ndo € necessario colocar o valor de 7 em cada bloco discreto.

Se a = 0.1 e o periodo de amostragem € dado por 7" = 0.2 segundos, a resposta ao degrau
do sistema em malha fechada pode ser obtida como mostrado na Figura 4.21(a):
>> T=0.2; a=0.1; zl=exp(-0.1*T); pl=exp(-T); K=(1-pl)/(1l-zl);

[t,%x,y]=sim (' cdmcompc’,20) ;
plok (b5 (22000 held any stairs(t,a00,1))

Se o periodo de amostragem € aumentado para 7' = 1 segundo, a resposta ao degrau do sis-
tema em malha fechada pode ser obtido como visto na Figura 4.21(b). Pode-se ver que quando
o periodo de amostragem aumenta, a diferenca entre os sinais continuo e discreto também au-

menta:

>> T=1; zl=exp(-0.1*T}; pl=exp(-T); K=(1-pl)/ (1-2l1);
[t,%x,yv]=sim (' cdmcompc’,20) ;
plot(t,v(:,2)); hold on; stairs(t,y(:,1))

De fato, com o algoritmo de conversdo dado no primeiro capitulo, a versdo discreta da
planta pode ser encontrado sob um intervalo de amostrado 7. Assim, o sistema discreto em ma-
lha fechada pode ser obtido. A resposta ao degrau do sistema pode ser obtida com os seguintes
comandos:

>> T=0.2; zl=exp(-0.1*T); pl=exp(-T); K=(1l-pl)/(1-zl);

Dz=zpk(zl,pl,K,"Ts’",T); G=zpk([],[0;-al,a); Gz=c2d(G,T);
GG=zpk (feedback (Gz*Dz, 1)), step (GG)

O controlador pode ser obtido como

Os comandos podem ser utilizados para obter os mesmo resultados do modelo Simulink,

de maneira mais simples, por sinal. Entretanto, este método possui suas limitagdes.
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Figura 4.21: Respostas ao degrau para diferentes periodos de amostragem
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Figura 4.22: Sistema de controlado por computador simplificado

0.018187(z +0.9934)(z — 0.9802)

G (2) = _
(2) (z — 0.9802)(z2 — 1.801z + 0.8368)

Uma investigacao posterior do modelo Simulink mostra que o ZOH depois do controlador
D(z) é redundante, uma vez que a saida de D(z) jd é um sinal discreto e permanece a mesma
apos o intervalo de amostragem. Sendo assim, ele pode ser removido. O ZOH no sinal de saida
também pode ser removido. A modelo de simulacdo final pode finalmente ser reduzido para

aquele mostrado na Figura 4.22 sem nenhum problema.

Claro que o sistema pode ser simplificado no modelo Simulink, uma vez que todos os ZOHs
podem ser removidos, como mostrado na Figura 4.23. Embora este ndo seja um método oficial,

a aproximagao € correta no Simulink.

K(z—z1) a
-—-H:‘ ——» L g (1
I (z—pl) s(s+a) %])

Step D(z) G(s)

Figura 4.23: Modelo Simulink simplificado
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rr) Ki

! uir) vyit)
Kp+ i > : »> plant -

Figura 4.24: Diagrama de blocos do sistema variante no tempo

0.2t

_Elﬁ exp(—0.2%*u) <_r_®
Product Fen Clock
Kp.s+Ki 1 1 U,
5 1 X X
| —’(; > = - < > < T (1)
8 _ - Outl
Step Transfer Fen  Sauration Integratorl Integrator
exp(—S*u}*sit1(2*u+6 <
Productl
Fenl

Figura 4.25: Modelo Simulink

Exemplo 4.5. Assuma que o modelo é dado por ¥(¢) +e~%%y(¢) +e > sin(2t +6)y(t) = u(t).
Agora considere um sistema de controle PI, mostrado na Figura 4.24, onde K, = 200 ¢ K; = 10.

A largura do elemento de saturagdo é & = 2.

E possivel ver que, exceto o bloco variante no tempo, a modelagem do resto do sistema €
muito simples. Na parte variante no tempo, assuma que as equacdes diferenciais explicitas de

primeira ordem x; (¢) = y(¢), x2(¢) = y(¢) podem ser utilizadas para estabelecer que

x1(t) = x2(1),
(1) = —e 02 xs (1) — e~ sin(2t + 6)xq (1) + u(1).

Utilizando um método similar ao do Exemplo 4.2, um integrador deve ser atribuido para
cada variavel de estado. O modelo Simulink na Figura 4.25 pode ser construido, onde a fun¢do

variante no tempo pode ser configurada com blocos.

Uma vez que o modelo de simulag@o foi construido, os seguintes comandos MATLAB
podem ser utilizados para simular o sistema. A resposta ao degrau do sistema variante no
tempo pode ser obtida como mostrado na Figura 4.26.

>> opt=simset ("RelTol’,le-8); Kp=200; Ki=10;
[t,x,v]=sim (" cédmtimv’,10,0pt); plot(t,y)
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0.5

0 2 4 6 8 10

Figura 4.26: Resposta ao degrau do sistema variante no tempo
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Figura 4.27: Resposta ao impulso de um sistema variante no tempo

Exemplo 4.6. Considere novamente o modelo variante no tempo do Exemplo 4.5. Assuma que
o sinal de entrada € um impulso. Simulink é utilizado para encontrar a resposta ao impulso do

sistema.

Uma vez que ndo existe um bloco de impulso no Simulink, o bloco de degrau pode ser
utilizado para aproxima-lo. Se o tempo do degrau € a, onde a € um valor extremamente pequeno,
o valor inicial do degrau pode ser configurado para 1/a e o valor final para 0. O modelo de

simulacao mostrado na Figura 4.27 pode ser utilizado para modelar o sistema inteiro.

Teoricamente, quando a — 0, o impulso pode ser aproximado. Na simulacao real, a pode
ser configurado para valores relativamente pequenos, por exemplo, a = 0.001. A resposta ao
impulso do sistema pode ser obtida com os seguintes comandos MATLAB, como mostrado na
Figura 4.28:

>> opt=simset ("RelTol’,le-8); Kp=200; Ki=1l0; a=0.001;
[t,x,yv]=sim (" cdmtimva’,10,0pt); plot(t,y)
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De fato, mesmo a sendo um valor grande, por exemplo a = 0.1, uma aproximag¢do muito

boa pode ser obtida.

Em aplicagdes reais, as entradas com sinais periddicos arbitrdrios podem ser obtidas com o
uso do bloco Repeating Sequence. Sinais e sistemas com comportamento ainda mais compli-

cados podem ser modelados com o uso das funcdes-S.

006 | L[] ‘(\| .
004 || || || H | '\'l H\/

0.02

| ﬂ .
WA 0

0 - :
0 4 6 8 10

(5]

Figura 4.28: Resposta ao impulso de um sistema variante no tempo

4.3 Modelagem de Elementos Nao-Lineares

Uma técnica para tentar predizer o ciclo limite em sistemas nao-lineares é descrever o mé-
todo da funcdo. Uma vez que este € um método aproximado, € muito util para propdsitos de
comparacao quando determina-se solu¢des por simulagdo. Nesta secdo, modelagem de nao-
linearidades sera discutida em mais detalhes e, entdo, um sistema simples que possui um ciclo

limite € simulado.

4.3.1 Modelagem de Nao-Linearidades por Partes Lineares

Nao-linearidades estaticas de qualquer complexidade podem ser construidas utilizando os
blocos Simulink existentes. Nesta se¢do, € apresentada a modelagem em Simulink de ndo

linearidades de valor tnico e valor duplo.

A ndo-linearidade de valor tnico estdtica pode ser facilmente construida com o bloco de
look-up table unidimensional. Por exemplo, considere a ndo-linearidade mostrada na Figura
4.29(a), para os pontos de inflexdo (x1,y1), (x2,¥2),---, (Xn—1,YN—1), (XN, YN)- E possivel sele-

cionar um ponto xo de tal modo que xp < x1. O valor yg pode ser facilmente calculado a partir
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do comportamente ndo-linear. Para outro ponto xy1 de tal modo que xy+1 > xy, o valor de

yn+1 pode ser obtido. Assim, os dois vetores x e y pode ser estabelecidos como

x=[x0,x1, %2, ..., XN AN+11; Y=[Y0,¥1, Y2, N> YN+117

Um duplo clique no bloco Look-Up Table unidimensional abrird a caixa de didlogo mos-
trada na Figura 4.29(b). Pode-se especificar nas caixas Vector of input values e Vector of output

values os vetores x e y, respectivamente, e entdo a nao-linearidade de valor dnico pode ser

configurada com sucesso.

A constru¢do de uma nio-linearidade de valor duplo genérica ndo € tdo simples quando
a do caso de valor unico. Para sinais de entrada especificos, € possivel definidir estas nao-
linearidades em termos da entrada e suas derivadas, j4 que um caminho em torno do elemento
nao-linear serd obtido quando a entrada estd aumentando e outro quando estd diminuindo. As-
sim, a abordagem serd valida para uma entrada senoidal mas ndao para uma entrada aleatéria ou
para uma entrada cuja derivada muda a regido de valor duplo. Uma abordagem que pode ser

utilizada para estas situacdes € mostrada abaixo.

Block Parameters: Look—Up Table 3]
Ay Look~Up Table

Perform 1-D linear interpolation of input walues using the
specified table Extrapolation is performed outside the
table boundaries

Parameterz
Vector of imput walues

[

Vector of output values:

M Show additional parameters ————
[ ok | concad | mar | sty
(a) Nao-linearidade de valor unico (b) Caixa de didlogo dos pardmetros

Figura 4.29: Constru¢do das nao-linearidades de valor tinico

1 2,1
2,1) (3,1
y ¢ @0 (1, M (2,0)
A
(a) relay loop (b) saturated relay loop

Figura 4.30: Expressdo da funcdo periddica
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Exemplo 4.7. Quando existem ciclos na ndo-linearidade, além de alguns blocos existentes na
biblioteca do Simulink, uma ndo-linearidade genérica ndo pode ser facilmente construida. O

bloco Switch pode ser utilizado para lidar com este problema.

Agora, considere as duas nao-linearidades de valor duplo mostradas nas Figuras 4.30(a) e
(b). Primeiro, considere a nio-linearidade ciclica mostrada na Figura 4.30(a). E possivel ver
que a fungdo periddica pode ser expressada por uma ndo-linearidade de valor tnico quando
o sinal de entrada estd aumentando e por outra ndo-linearidade de valor tinico quando esta
diminuindo. Isto significa que a ndo-linearidade de valor tnico é condicional. Por exemplo,
as duas ndo-linearidades de valor unico na Figura 4.31 podem ser utilizadas para expressar a

nao-linearidade ciclica na Figura 4.29(a).

O bloco Memory pode ser utilizado para extrair o sinal de entrada na instancia de tempo
anterior. Assim, o modelo Simulink mostrado na Figura 4.32 pode ser utilizado para expressar
a ndo-linearidade ciclica de valor duplo. Um bloco comparador € utilizado para checar se o
sinal de entrada estd aumentando ou ndo, isto €, se o valor atual é maior que o valor anterior ou
ndao. Um bloco de chaveamento pode ser utilizado para controlar o bloco de valor tnico, com o

Threshold configurado para 0.5.

As duas ndo-linearidades de valor tinico podem ser expressadas por dois blocos fable-look-

up dados por

_35_1!_1+6’252+E!3]’ yl:[_l’_lloi()’ 13 1]5
_35_2!_2+E’ 151+E!3]’ yz:[_l’_l’oi()’ 13 1]5

onde € pode ser configurado para um valor muito pequeno. Por exemplo, pode ser confi-

gurado para a constante reservada do MATLAB eps.

2.1 (1. 1)

(—1,0) (=2,0)
(2,0 - (2.0)

1) —(=2,=1)

(a) when the input increases (b) when the input decreases

Figura 4.31: A funcdo periddica pode ser expressada como funcao de valor simples



4.3 Modelagem de Elementos Ndo-Lineares 106

1T
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o [
|

decreases
CD— o N
==
Inl _|_> : 1
D Relational Switch Outl
Operator

Memory

Figura 4.32: Nio-linearidade de valor duplo

Considere agora a ndo-linearidade mostrada na Figura 4.30(b). O modelo Simulink cons-
truido anteriormente pode ainda ser utilizado para modelar a ndo-linearidade. Os novos conjun-

tos de dados podem ser utilizados para modificar os blocos table-look-up

X1 = [733 72’« 7]-12~ 31413 _)’] — [71~ 71!01 01 ]--s 1]-
x;=[-3,-2,—-1,1,2,3], y»=[-1,-1,0,0,1,1].

E possivel ver, portanto, que as nio-linearidades estdticas de valor tnico e valor duplo de
qualquer complexidade podem ser facilmente modeladas em Simulink. A ndo-linearidade pode

ser utilizada diretamente na simulacao.

4.3.2 Ciclo Limite de Sistemas Nao-Lineares

Sistemas nao-lineares podem ter comportamentos que nio estdo presentes em sistemas li-
neares. Uma dada situacd@o € a existéncia de um ciclo limite, ou oscilagdo auto-excitada, que

pode ser atingido quando o sistema € partido de diferentes condi¢des iniciais.

double-valued |1 X1 10 0@

nonlinearity 8 s+ 1

Figura 4.33: Diagrama de bloco do sistema nao-linear
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Figura 4.34: Modelo Simulink
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(a) Simulacdo no dominio do tempo (b) Trajetoria no plano de fase

Figura 4.35: Resultado da simulag@o do sistema nao-linear

Exemplo 4.8. Considere o tipico sistema ndo-linear realimentado mostrado na Figura 4.33,

com o elemento ndo-linear mostrado na Figura 4.30(a), cujo modelo Simulink é construido na

Figura 4.32. Para tal sistema, o modelo Simulink pode ser construido como mostrado na Figura

4.34. No modelo de simulacdo, o valor inicial do integrador é configurado para um.

Configure o tempo de término da simulacdo para 40 segundos e mantenha a tolerincia

relativa precisa configurando a Relative tolerance para 10~% ou um valor menor. Com o seguinte

codigo MATLAB, o tempo de resposta do sistema, quando ndo existe um sinal de entrada

externo, pode ser obtido como mostrado na Figura 4.35(a).

>> [t,x,y]=sim("cdmlimcy”’,40); plot (t,y)

E possivel ver que os sinais x;(¢) e x»(¢) alcancam oscilacdes estaciondrias depois do

periodo transitério. Com a fungdo gréafica plot (y(:,1),v(:,2)) fornecida no MATLAB, a

trajet6ria do plano de fase aparece como mostrado na Figura 4.35(b). E possivel ver que a traje-

téria € uma curva fechada, que € chamada de ciclo limite. Um ciclo limite é uma caracteristica

interessante que pode ocorrer em um sistema ndo-linear.
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4.4 Linearizacao de Modelos Nao-Lineares

Sistemas lineares sdao muito mais faceis de analisar e projetar que os ndo-lineares. Infe-
lizmente, sistemas que devem ser tratados na prética raramente sdo lineares. Neste caso, uma
aproximacao linear do sistema € frequentemente necessdria para simplificar os procedimentos

de andlise e projeto.

Linearizacdo de sistemas tem como objetivo encontrar um modelo linear aproximado, isto

¢, um modelo linear na vizinhang¢a do ponto de operagao.

Considere o sistema dinamico nao-linear

xi(t) = fi(x1,X2, -+ oy Xpyuyt), i = 1,2,... 1. 4.1)

Ponto de operagdo € definido como os valores de estado e varidveis de entrada cujas de-
rivadas das varidveis de estados se aproximam de zero. Isso pode ser obtido pela solugdo de

equagdes nao-lineares definidas em (4.1), tal que

TR %8 scnn By, Wst) =0, Ti= 1,2, coagiy

que pode ser resolvida numericamente. Denote por x¢ o ponto de operacdo comum sinal

de entrada ug. O sistema nao-linear pode ser aproximado por

I
. afi(x,u)
Ati=) T

p .
A +Z afi(x, u)

au
X0, Uq ji=1 {

AMJ'.

j=1 X010

Utilizando as novas varidveis de estado z(¢) = Ax(t) para o sistema, o modelo linearizado

pode ser obtido como:

i(!) = Allx“‘uo Z(f) + BI’ |X(}.Lf0 U(I)-

onde v(r) = Au(t) e

afi/dxy -+ 3f1/0xy
A= : : , B =
af;r/axl T afn/axn

afi/duy -+ f1/0up
Ofn/0uy -+ aﬁ?/a”p

Fungdes tteis para a realizac@o da lineariza¢do de sistemas ndo-lineares sdo fornecidas
no Simulink. O usudrio pode utilizar a funcdo trim() para encontrar o ponto de operacdo. A

sintaxe da funcdo trim() é
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[x,u,y,z]=trim(model_name, xq, Ug)

onde model_name € o nome do modelo Simulink. As varidveis xq, uy sao o chute inicial
para os estados e a entrada no ponto de operacdo. Uma técnica de otimizacdo € utilizada para
obter o ponto de operacdo. Para sistemas sem elementos ndo-lineares, o chute inicial de xg, ug
pode ser omitido. O ponto de operagdo real é retornado em x,u,y e os valores das derivadas das
variaveis de estado sao retornadas em z. Teoricamente, as derivadas das variaveis de estado no

ponto de operagdo devem ser iguais a 0.

0.1134 -

e [
Inl ] Delay 11
. Matrix Gli(s) Y

Gain 0.924

2.07s+1
G12(s)

0.3378
L - Oy
den(s)

—0.318
2.935+1 D%[

A 4

Y

A 4
A 4

Figura 4.36: Modelo Simulink MIMO

Exemplo 4.9. Considere o sistema multivaridvel do Exemplo 4.3. Se um modelo linearizado
¢ esperado, a aproximacdo de Padé deve ser utilizada na linearizacdo dos termos de atraso.
Deve-se configurar a caixa Pade order (for linearization) para 2 nos blocos de atraso, onde a
aproximacdo de Padé de segunda ordem pode ser utilizada. O modelo Simulink para o sistema

multivaridvel pode ser entao construido como mostrado na Figura 4.36.

Quando o modelo Simulink € construido, os seguintes comandos podem ser utilizados no
processo de linearizacdo para obter-se o espaco de estados linear. Os resultados exatos da
simulacao podem ser obtidos, juntamente com o modelo linearizado, como mostrado na Figura
4.37. Pode-se ver que os resultados da simulacdo do modelo linearizado sdo muito precisos.

>> Kp=[0.1134,0.9%24; 0.3378,-0.318];
[A,B,C,D]=1linmod (' cdmmdlyl’), step(ss(A,B,C,D))

O espaco de estados pode ser obtido do sistema
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- —-833-2315 0 O 0 0 0 0 00637 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —-04831 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0—-20 —13333 0 0 0 0 0 0.9357 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —3.0194 —2.7701 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0—-0.3413 |
BT — [ 0 0 03378 0 0 0 O 0.1134 0 0.1134 0 0.3378 ]
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Figura 4.37: Comparacdo entre os resultados exato e aproximado
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Figura 4.38: Outro modelo Simulink
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5 Projeto de Controladores PID

Controle PID (proporcinal-integral-derivada) € uma das primeiras estratégias de controle
desenvolvidas. Suas primeiras implementacdes eram em dispositivos pneuméticos, seguidos da
eletronica de estado sélido, chegando as atuais implementacdes digitais de microprocessadores.
Possui uma estrutura de controle simples que pdde ser facilmente entendida pelos operadores
da planta e € relativamente facil de sintonizar. Uma vez que muitos sistemas de controle que
utilizam PID tem se mostrado satisfatorios, ele continua com uma larga escala de aplicacdes em
controle industrial. De acordo com uma pesquisa para sistemas de controle realizada em 1989,
mais de 90% das malhas de controle eram do tipo PID. Controle PID tem sido constante alvo
de pesquisa e desenvolvimento por muitos anos. Uma vez que muitas plantas controladas por
PID tem dinamicas similares, tem sido possivel configurar satisfatoriamente os parametros do
controlador com menos informagdes sobre a planta. Estas técnicas vieram da necessidade de
ajustas os parametros com o minimo esforco e também pela possivel dificuldade e baixo custo

beneficio da dependéncia dos modelos matemaéticos.

5.1 Introducao

5.1.1 As Acoes PID

Uma estrutura tipica de um sistema de controle PID € mostrado na Figura 5.1, onde €
possivel ver que, em um controlador PID, um sinal de erro e(¢) é utilizado para gerar as agdes
proporcional, integral e derivativa, com os sinais resultantes ponderados e somados para formar

o sinal de controle u(t) aplicado a planta. Uma descri¢do matemadtica do controlador PID é

1 ! de(t
ut) =K, |:e(!)+ f—[ e(t)dr + Ty o )} i
i J0

onde u(t) é o sinal de entrada para a planta, o sinal de erro e(z) é definido como e(t) =

r(t) —y(t) e r(t) € chamado de sinal de referéncia.
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Os comportamentos das agdes proporcional, integral e derivativa serdo demonstrados indi-

vidualmente através do exemplo a seguir.

Exemplo 5.1. Considere o modelo de terceira ordem dado por G(s) = 1/(s+ 1)°. Se uma
estratégia de controle proporcional € selecionada, isto é, T; — o0 e T; = 0, para diferentes valores
de K,,, aresposta em malha fechada do sistema pode ser obtida utilizando os seguintes comandos
MATLAB:

>> G=tf(1,[1,3,3,11);
for Kp=[0.1:0.1:1], H=feedback (Kp*G,1l); step(H), hold on; end
figure; rlocus(G,[0,15])

A resposta ao degrau é obtida como mostrado na Figura 5.2(a). E possivel ver que quando
K, aumenta, a velocidade de resposta do sistema e o overshoot também aumentam € o erro
diminui. Entretanto, quando K, € grande o suficiente, o sistema em malha fechada se torna
instavel, o que pode ser diretamente concluido a partir da andlise do local das raizes, como
mostrado na Figura 5.2b), onde ¢é visto que quando K, estd fora do trecho (0,8), o sistema

torna-se instavel.

PID controller : disturbance d(t)
uit)

: - L / plant |
; controller /| g f LS ) maodel

y(t)

measure-

ment noise
Figura 5.1: Ums tipica estrutura de controle PID
Step Response Boat Locus
05 -— -
: : \__: L5 Susterm. (]

Amplirude
lisuinary Axis

Kp=0.1

. -5
n 5 1 15 3% -2 —15 - 0.5 [0 s
T {sec) Real Agis

(a)resposta ao degrau em malha fechada (b)local das raizes

Figura 5.2: Resposta ao degrau em malha fechada
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Figura 5.3: Resposta ao degrau em malha fechada

Se fixarmos K, = 1 e aplicarmos o controle PI para diferentes valores de 7;, podemos
utilizar os seguintes comandos MATLAB
>>» Kp=1; s=tf{’s’");
for Ti=[0.7:0.1:1.,5]
)

Ge=Kp* (1+1/Ti/s); G_c=feedback (G*Ge,1l); step(G_c), hold on
end

para gerar a resposta ao degrau em malha fechada do sistema mostrada na Figura 5.3(a).
A caracteristica mais importante de um controlador PI é que ndo existe erro estaciondrio na
resposta ao degrau, se o sistema for estdvel. Uma andlise posterior mostra que se 7; € menor
que 0.6, o sistema em malha fechada ndo serd estivel. E possivel ver que quando 7; aumenta, o

overshoot tende a ser menor, mas o tempo de resposta tende a ser maior.

Fixando K, e T; em 1, isto €, T; = K, = 1, quando o controle PID € utilizado, com diferntes

valores de 7, podemos utilizar os seguintes comandos MATLAB

>> Kp=1; Ti=1; s=tf(’s’);
for Td=[0.1:0.2:2]
Ge=Kp* (1+1/Ti/s5+Td*s); step(feedback(G*Gc,1)); hold on
end
para obter a resposta ao degrau em malha fechada mostrada na Figura 5.3(b). Claramente,
quando 7; aumenta, a resposta tem um overshoot menor e um tempo de subida levemente

menor, mas com o mesmo tempo de acomodagio.

Em aplicacdes praticas, a acdo derivativa pura nunca € utilizada, devido ao impulso gerado
no sinal de controle para uma entrada em degrau e a indesejdvel amplificagdo de ruido. Nor-
malmente possui um filtro de primeira ordem em cascata. Assim, a transformada de Laplace do

controlador PID pode ser escrito como

O efeito de N ¢ ilustrado no exemplo a seguir.
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Exemplo 5.2. Considere o modelo mostrado no exemplo anterior. Os parametros do controla-
dorPIDsao K, =1, T; = 1 e T; = 1. Com diferentes valores de N, podemos utilizar os seguintes

comandos MATLAB

>> Td=1l; Gec=Kp*(l+1/Ti/s+Td*s); step(feedback(G*Gc,1)), hold on
for N=[100,1000,10000,1:10]
Go=Kp* (1+1/Ti/s+Td*s/ (1+Td*s/N)); step(feedback (G*Gc,1)});
end
figure; [y,t]l=step(feedback(G*Ge,1)); err=1-y; plot(t,err)

para obter a resposta em malha fechada com os termos derivativos aproximados como
mostrado na Figura 5.4(a). O sinal de erro e(r) quando N = 10 é mostrado na Figura 5.4(b). E

possivel ver que com N = 10, a aproximacao € razoavelmente satisfatoria.

5.1.2 Controle PID na Realimentacao da Malha

Da 5.4(b), € possivel ver que existe um jump no sinal de erro da resposta ao degrau quando

t = 0. Isto significa que a acdo derivativa pode nao ser desejdvel em tal estratégia de controle.

Step Response

0.8 06

Amplitude

6
0.4

04
02

02

1] 5 1t 15 20 25 gy
Time (sec) ] 5 10 15 20

(a) output signal (b) error signal

Figura 5.4: Controle PID com derivadas aproximadas

Assim, na prética, o termo derivativo pode ser preferivel na realimentacio. Uma vez
que a saida ndo muda instantaneamente, para uma entrada em degrau, um sinal mais suave é
produzido. Esta estratégia de controle PID, que é denotada como PI-D, é mostrada na Figura

5.5.

As fungdes de transferéncia do controlador e da realimentacdo podem ser escritas como
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Figura 5.5: Controle PID com derivada no sinal de saida

1
GE(J') = K',, (l + Tb) s
i,

(1 + Kp/NT;Tys* + Kp(T; + T/ N) + K,

His)y= K,(Tis + 1)(Tys/N + 1)

O exemplo a seguir ilustra a consequéncia do uso do termo derivativo na realimentacao.

Exemplo 5.3. Para o modelo mostrado no Exemplo 5.1, através dos seguintes comandos MA-

TLAB

>> G=tf(1,[1,3,3,1]1); Ti=1; Td=1; EKp=1l; N=10; s=tf(’'s’);
Ge=Kp* (1+1/Ti/s+Td*s/ (1+Td*s/N) };
G_c=feedback (G*Gc,1); Gecl=Kp*(1+1/s/Ti);
H=( (1+Ep/N) *Ti*Td*s "2+Kp* (Ti+Td/N) *s+Kp) / (Kp* (Ti*s+1) *(Td/N*s+1) ) ;
G_cl=feedback (G*Gcl,H); step(G_c,G_cl)

¢ obtida a resposta ao degrau do sistema em malha fechada em PID e PI-D, mostrada
na Figura 5.6. Por observagdo, a resposta com o controlador PI-D € mais lenta e tem maior

overshoot neste exemplo em particular.

5.2 Meétodos de Sintonia de Ziegler-Nichols

5.2.1 Método Empirico de Ziegler-Nichols

Um método empirico de sintonia muito ttil foi proposto por Ziegler e Nichols em 1942.
O método de sintonia é obtido quando a planta tem um modelo de primeira ordem com tempo
morto (FOPDT, sigla que vem do inglés First-Order Plus Dead Time) expressado por

k —.
G(s) = e L, (5.1)

Em sistemas de controle em tempo real, uma grande variedade de plantas podem ser aproxi-
madamente modeladas por 5.1. Se o modelo ndo pode ser fisicamente derivado, experimentos
podem ser realizados para extrair os parametros para o modelo aproximado. Por exemplo, se

a resposta ao degrau do modelo pode ser medida através de um experimento, o sinal de saida
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pode ser esbogado como na Figura 5.7(a), de onde os pardmetros k, L e T (ou a, onde a = kL/T)
podem ser extraidos de maneira simples. Com L e a, o método de Ziegler-Nichols da Tabela

5.1 pode ser utilizado para obter os parametros do controlador.

Tabela 5.1: Método de sintonia de Ziegler-Nichols

Tipo do da resposta ao degrau da resposta em frequéncia
controlador K, T; 1y Ky T; 1,
P 1/a 0,5K.
PI 0,9/a 3L 0,4K. 0,87
PID 1,2/a 2L L/2 0,6K. 0,57; 0.127,

Se o experimento para a resposta em frequéncia pode ser realizado, a frequéncia ®. e o
ganho K. podem ser obtidos a partir do Diagrama de Nyquist, como mostrado na Figura 5.7(b)
(T, =21/ ®,.). Os parametros do controlador PID podem também ser obtidos a partir da Tabela
5.1. Deve-se notar que a tabela 5.1 aplica-se ao projeto de controladores P, PI e PID utilizando
o mesmo conjunto de dados experimentais da planta.

Step Response

/™« D in feedback
|/~ normal PID

Amplitude

] -
0 5 | 11] 15 20 25 30 35

Time isec)

Figura 5.6: Comparc¢do das respostas ao degrau em malha fechada
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Figura 5.7: Embocos das respostas do modelo FOPDT

A funcdo MATLAB ziegler () € criada para projetar controladores PI/PID utilizando o

método de sintonia de Ziegler-Nichols:
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function [Gec,Ep,Ti,Td,H]l=ziegler{key,vars)
diai= BECR s e IRl P s i
if length({wvars)==4,
K=vars(l); L=vars(2); T=vars(3); N=vars(4); a=K*L/T;
if key==1, Kp=1/a;
elseif key==2, Kp=0.%/a; Ti=3.33*L;
elseif key==3 | key==4, EKp=1.2/a; Ti=2*1; Td=L/2; end
elseif length(vars)==32,
K=vars(l); Tc=vars(2); N=varsi(3);
if key==1, Ep=0.5*K;
elseif key==2, Kp=0.4%K; Ti=0.8*Tc;

elseif key==3 | key==4, Kp=0.6*K; Ti=0.5*Tc; Td=0.12*Tc; end
elseif length(wvars)==5,
K=warsg(l); Te=wvar=si(2); rb=vars(3); N=wvars(5);

pb=pi*vars(4)/180; Kp=K*rb*cos(pb);

if key==2, Ti=-Tc/ (2*pi*tanipb));

elseif key==3|key==4, Ti=Tc* (l+sin{pb))/(pi*cos(pb)); Td=Ti/4; end
end
[Ge,H]l=writepid(Kp,Ti,Td, N, key);

Existe a fung¢do de mais baixo nivel writepid () que pode ser utilizada para o projeto; o

conteudo desta funcao é

function [Gc,H]=writepid (Kp,Ti,Td, N, key)

switch key

case 1, Ge=Ep;

case 2, Ge=tf(Kp*[Ti,11, [Ti,0]); B=1;

case 3, nn=[Kp*Ti*Td* (N+1)/N,Ep* (Ti+Td/N),Kp];
dd=Ti*[Td/N,1,0]; Geé=tf(nn,dd); H=1;

case 4, dO=sgrt(Ti*(Ti—4*Td)); Ti0=Ti; Ep=0.5* (Ti+d0) *Kp/Ti;
Ti=0.5% (Ti+d0); TA=Ti0-Ti; Ge=tf (Kp*(Ti, 1], [Ti,0]});
nH=[ {1+Kp/N) *Ti*Td, EKp* (Ti+Td/N), Kp];
H=tf (nH, Ep*conv {[Ti, 1], [Td/N,1]1});

case 5, Ge=tf(Kp*[Td* (N+1)/N,1]1, [Td/N,11); H=1;

end

Esta funcdo parece bastante longa para um método tdo simples. Na verdade, a funcdo
MATLAB também incorpora um outro algoritmo que serd discutido posteriormente. Aqui,

devemos considerar somente a sintaxe para o método, que é

[GE,KP,E4]}]=ziegler(key,vars),

onde key determina o tipo de controlador, com key=1 para o controlador P, key=2 para
o controlador PI, key=3 para o controlador PID. Quando os dados da resposta ao degrau estdao
disponiveis, deve-se especificar vars=[K,L,T,N], enquanto vars=[K.,T.,N] é usado para

dados de resposta em frequéncia.
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Figura 5.8: Respostas com parametros em dominio do tempo

Exemplo 5.4. Considere o modelo de quarta ordem

10
&)= :
P vy e Py

O modelo pode ser colocado em MATLAB com:
>> s=tf(’s’); G=10/(s+1)/(s+2)/ (s+3)/ (s+4);
step(G); k=dcgain (G)

!

A resposta ao degrau € mostrada na Figura 5.8(a) com o valor estaciondrio de 0.4167. Da
resposta ao degrau e dos parametros do modelo FOPDT aproximado sdo k = 0.2941, L = 0.76
e T =2.72—0.76 = 1.96, podem ser projetados os controladores P, PI e PID utilizando os

comandos MATLAB:

>> L=0.76; T=2.72-1L;
[Ge2,Kp2,Tiz2]=ziegler(2, [k,L,T,10])
[Ge3,Kp3,Ti3,Td3]=ziegler (3, [k,L,T,10])

[Gel,Kpll=ziegler(l, [k,L,T,10]1)

Os controladores P, PI e PID projetados sdo, respectivamente,

1
) .G pp(s) -:7.4274(1 + 52 +U.385) 2

G =06.1895, G =557|1
p(S) pr(s) ( +2.53085

As respostas em malha fechada para esses controladores s@o obtidos utilizando os coman-

dos MATLAB
G_c2=feedback (G*Gc2,1);

>> G_cl=feedback (G*Gcl,1);
step(G_cl,G_c2,G_c3);

G_c3=feedback (G*Gc3,1) ;

e mostrados na Figura 5.8(b). E possivel observar que o errado estaciondrio existe quando

o controlador P € utilizado e a resposta do controlador PID é mais rdpida que a do controlador

PL
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Se a resposta em frequéncia do modelo pode ser medida, o ganho K. e a frequéncia ®,
podem ser lidas do Diagrama de Nyquist, como mostrado na Figura 5.7(b). Com K. e ®., 0s

parametros dos diferentes tipos de controladores PID podem ser obtidos da Tabela 5.1. Neste
caso, a funcdo MATLAB ziegler () pode ser utilizada.

De fato, uma vez que a frequéncia ®, e o ganho K. sdo a margem de ganho do modelo em

malha aberta, € possivel obter os parametros utilizando a fun¢@o margin ().

Exemplo 5.5. Considere o modelo do exemplo 5.4. Pelos comandos MATLAB

>> G=tf (10, [1,10,35,50,24]);
nyguist (G); axis([-0.2,0.6,-0.4,0.4])
[Kc, pp,wg,wpl=margin(G); [Kc,wg], Tc=2*pi/wg;
[Gel,Kpll=ziegler(l, [Ke,Tc,10]); Kpl
[Gc2,Kp2,Ti2l=ziegler (2, [Kc,Tc,10]1); [Kp2,Ti2]
[Gc3,Kp3,Ti3,Td3]=ziegler (3, [Kc,Tc,10]); [Kp3,Ti3,Td3]
a margem de ganho e sua frequéncia sdo encontradas como, respectivamente, 12.6 € 2.2361
rad/s. Os controladores sdo projetados como

Gy(5)=63, G P](S):S.O4(l +

I I
. ~7.46( 1
2.2479.9) GrB)=12 ( * 1405

g s

-+(l3372s).

O Diagrama de Nyquist do sistema pode ser obtido como mostrado na Figura 5.9(a).
Com esses controladores, a resposta do sistema em malha fechada pode ser obtido utilizando os
seguintes comando MATLAB

>> G_cl=feedback (G*Gecl, 1) ;

G_cZ2=feedback (G*Gc2,1);
G_c3=feedback (G*Gc3,1);

step(G_cl,G. ¢2,6 ¢3);

e a resposta ao degrau do sistema em malha fechada € mostrada na Figura 5.9(b).

5.2.2 Acao Derivada na Realimentacao

Assuma que a a¢ao derivativa € colocada na realimentac@o, entdo os parametros PID (K, T;, T;)
podem ser obtidos como

!

' Td ’ ! T‘i’j‘(;
Kf’:KP 1+}:f L Li=T + Ty, ﬂjzm.

onde (K ;,, T!,T)) sdo os pardmetros PID com o termo derivativo na realimentac@o.

Em outras palavras, se um controlador PID com ag¢do derivativa no caminha direto é

projetado, entdo um controlador PID equivalente com a ac¢do derivativa ndo realimentacao pode
ser obtido pela resolucdo da seguinte equacao algébrica:
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Figura 5.9: Respostas do controlador

T; + T; (T; — 4T,
xz—ﬂx+T;Td:0. = o= d r(2: d)

E razoével assumir que 7; > 47, na maioria dos controladores PID. Neste caso, a equagao
acima terd raizes reais x1 2. Assim, os parametros PID equivalentes para a nova estrutura, isto

¢, com o termo derivativo na realimentacdo, pode ser calculado como:

;L +NVTIT —4Ty) , i =TT — 4Ty)
= B 3 T;;-‘_—‘ 9 .

o 2-Tf'Kp
T; + /T(T; — 4Ty)

P

A funcdo MATLAB ziegler () pode ser utilizada para projetar tal controlador PID. A
sintaxe da funcao agora é

[Ge, Kp, T;, Ty, Hl=ziegler (key, vars)

com key=4 e H sendo a fun¢do de transferéncia equivalente.

Exemplo 5.6. Considere o modelo do Exemplo 5.4. O controlador PID normal pode ser proje-
tado utilizando o algoritmo de Ziegle-Nichols. Um controlador PID com o termo derivativo na
realimentacao pode ser obtido utilizando os seguintes comandos MATLAB:
>> G=tf(10,[1,10,35,50,24]); N=10; [Kc,Pm,wc,wp]=margin (G} ;
Te=2*pi/wc; [Gel,Kpl,Til,Tdl]=ziegler (3, [Ke, Te,N]),
[Ge2,Kp2,Tiz,Td2,H]=ziegler (4, [Kc, Tc,N]),

G_cl=feedback (G*Gecl,1l); G_c2=feedback (G*Gc2,H);
step(G_cl,G_c2)

Os controladores projetados sdo Gprp(s) = 7,5600(1 + 1/1,4050s + 0,3372s), com
K;, =4,5360,7/ = 0,8430,T; = 0,5620. A resposta ao degrau é mostrada na Figura 5.10(a).
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Figura 5.10: Comparagado dos controladores PID

E possivel ver que, embora o controlador PID com o termo derivativo na realimentagdo
possa ser mais fécil e rapido de implementar comparado com o controlador normal, seu desem-
penho pode ndo ser muito satisfatério. Algumas vezes, tal controlador PID deve ser projetado

utilizando um algoritmo dedicado para garantir um bom desempenho de controle.

5.2.3 Métodos para Ajuste de Primeira Ordem com Tempo Morto (FOPDT)

E possivel ver que o modelo (5.1) & titil para o projeto de controladores PID por causa da
viabilidade de uma férmula simples. O método visto na se¢do 5.2.1 para encontrar os valores
de L e T de uma dada planta € simples para utilizar com o grifico da resposta ao degrau da
planta. Embora em computa¢do moderna seja necessario reduzir o modelo para sua forma para
encontrar-se os parametros adequados do controlador PID, ainda assim isso pode ser util. Para
a funcdo de transferéncia da planta , podemos utilizar alguns dos métodos de reducgdo ja vistos.

Nesta secdo, dois outros algoritmos efetivos e frequentemente utilizados serdo apresentados.

Método da resposta em frequéncia

Considere a resposta em frequéncia do modelo de primeira ordem

k

Gljw) = A
(lw—T

s+ 1

e

—Ls

s=jw

T Tjo+1

E—_]mi._

O ganho K, na frequéncia m, € a primeira interse¢ao da curva do Diagrama de Nyquist

com 0 semi-eixo negativo real, isto é,

k(cosw.L — T sinw.L) B
1+ u)?.Tz -
sinw.L + w.T cosw.L =0,

T
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onde k € o valor estaciondrio ou ganho DC do sistema, o que pode ser diretamente calcu-

lado a partir da funcdo de transferéncia. Defina duas varidveis x; = L e x, = T que satisfacam

J1(x1, x2) = kK (cos wx] — wexz sinwexy) + 1 + ws.r% =0,

fa(x), x2) = sinw, x| + w:x2 cos w.x; = 0.
A matriz Jacobiana é

Fis afi/ox1  df1/dx2
af2/ox1 df2/0x2
|~ Kewe sinwex—k K(wfxg COS (DX wam —k K ¢ sin wex
- W COS (WpX] —a)fxg Sin wex| @ COS WeX) ’

A funcdo MATLAB [K,L,T]1=getfod (G) € escrita para resolver x| e xp a fim de encon-

trar os parametros K, L, T do sistema

function [K,L,T]l=getfod (G, method)

K=dcgain (G) ;

if nargin==1
[Ke, Pm, we, wepl =margin (G); ikey=0; L=1.6*pi/ (3*wc); T=0.5*Kc*K*L;
if finite(Ke), x0=[L;T];

while ikey==0, u=wc*x0(1); wv=wc*x0(2);
FF=[K*Kc* (cos (u) ~v*sin(u) ) +1+v"2; sinfu)tv*cosiu)l;
J=[-K*Kc*wc*sin (u)-K*Kc*we*v*cos (u), —-K*Kc*wec*sin(u)+2*worv;

wc*cos (u) —we*v*sin(u) , wc*cos(u)];
®1=x0-inv (J) *FF;
if norm(xl-x0)<le-8, ikey=1l; else, x0=xl;
end, end
L=x0D(1); T=x0(2);
end
elseif nargin==2Z & method==
[nl,dl]=tfderv(G.numi{l},G.den{l}); [n2,d2]=tfderv(nl,dl);
Kl=degain(nl,dl); EK2=dcgain(nZ,dZ);
Tar=-K1/K; T=sgrt (K2/K-Tar"2); L=Tar-T;
end
function [e,f]=tfderwv(b,a)
f=convi{a,a); na=lengthi(a}; nb=length(b);
el=conv({{nb-1:-1:1).*b(l:end-1),a};
eZ=conv ({na-1:-1:1}).* a(l:end-1),b); maxl=max (length(el), length(e2));
e=[zeros (l,maxL-length(el)) el]-[zeros(l,maxL-length(eZ}) el];

Método da funcao de tranferéncia
Considere o modelo de primeira-ordem com atraso dado por

ke—f_s

Gn(s) = Ts+1°

Com as derivadas de primeira e segunda ordem de G,(s) em relacdo a s, é possivel imedi-

atamente encontrar que

- Gu(s)) ~ A +Ts)?

Gy) __, T HON (G;,(.s))2 yi
Gy(s) 1+Ts" Guls)
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G

ar =

GH(U) ,
=L4T, FPr=22 g2
G, (0) Gy "

Calculando os valores em s = 0, tem-se que

onde T, é também chamado de tempo médio de residéncia. Da equagdo, tem-se que

| =T, —T. Novamente, o ganho DC k pode ser calculador a partir de G, (0).

A solugdo para o modelo FOPDT ¢€ entdo obtida pelo uso de derivadas de sua fungdo de
tranferéncia G(s).

A funcdo MATLAB getfod) mostrada anteriormente pode ser utilizada com a sintaxe

[K,L,T]=getfod (G, 1) para encontrar os parametros K, L, T do sistema.

Exemplo 5.7. Considere o modelo de quarta ordem utilizado no Exemplo 5.4. Os parametros do

seu modelo aproximado FOPDT pode ser obtido utilizando os seguintes comandos MATLAB
>3 G=t£(10,[1,10,35,50,241);

k,L, T1=getfod (G) ; Gl=tf(k, [T 1]); Gl.ioDelay=L;

Gel,Kp3,Ti3,Td3]=ziegler(3, [k,L,T,10])

k

'

+ L, Tl=getfod(G, 1), G2=tf(k, [T 11); G2.ioDelay=L;
nyquist (G,’—',Gl,"'——',G2,":"); figure
[Gc2,Kpd, Tid, Tdd]=ziegler (3, [k,L,T,10])

. cl=feedback (G*Gcl,1l); G_cZ=feedback (G*Gc2,1); step(G_cl,G c2)

A comparacdo entre o Diagrama de Nyquist do modelo com os das duas aproximacoes
estd mostrado na Figura 5.11(a).

Com o método de resposta em frequéncia, os parametros K, L, T sdo obtidos como 0.4167,
0.7882, 2.3049. O controlador PID projetado com o método de Ziegler-Nichols é G.i(s) =
8.4219(1+ 1/1.5764s + 0.3941s). Enquanto os pardmetros utilizando o método da fungdo de
transferéncia sdo 0.4167, 0.8902, 1.1932 e o controlador PID é G, = 3.8602(1 + 1/1.7804s +

0.4451s). A resposta ao degrau em malha fechada com os dois controladores acima sdo mos-
trados na Figura 5.11(b).

E possivel ver que embora o controlador PID projetado com o algoritmo de identificacio
de funcio de transferéncia pareca melhor, isso ndo reflete as usuais caracteristicas de overshoot

da sintonia de Ziegler-Nichols, presumivelmente devido aos pardmetros do modelo FOPDT

identificados de forma imprecisa.
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Figura 5.11: Respostas do controlador PID

5.3 Algoritmos de Sintonia de Controladores PID para Ou-
tros Tipos de Planta

5.3.1 Configuracao de Parametros PD e PID para Modelos IPDT

Uma grande quantidade de plantas encontradas podem ser descritas pelo modelo matema-
tico G(s) = Ke 1 /s, que é chamado de integrador com tempo morto (IPDT, sigla que vem do
inglés Integrator Plus Dead Time). Este tipo de planta ndo pode ser controlada pelos controla-

dores PD e PID utilizando os algoritmos mostrados anteriormente.

Uma vez que ja existe um integrador no modelo, ndo € necessdrio um integrador adicional
no controlador para remover o erro estacionério para uma entrada em degrau, mas € necessario
para remover o error causado por uma perturbacdo na entrada. Controladores PD podem tam-
bém ser utilizados para evitar um grande overshoot. Os modelos matematicos dos controladores

PD e PID sdo, respectivamente,

1
Gpp(s) = K, (1 + Tys), Gpmp(s) = K, (] = T + TJ.S') y
3

Os algoritmos para configuracdo dos parametros PD e PID geram

Tabela 5.2: Os coeficientes do controlador para modelos FOPDT

critério ai a as aq as
ISE 1,03 0,49 1,37 1,49 0,59
ITSE 0,96 0,45 1,36 1,66 0,53
ISTSE 0,90 0,45 1,34 1,83 0.49
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aj

KL’
a

PID controller K, = K—l Ty=dayl; Tyq—=ask;

PD controller K, = Tg = azlL,

onde para diferentes critérios, os coeficientes a; podem ser selecionados como mostrado
na Tabela 5.2. A seguinte funcdo MATLAB pode ser escrita para implementar os algoritmos

acima:

function [Geg,Kp,Ti,Td]=ipdtctrl (key,keyl,K,L,N)
a= [T 03,0048, 187, L. 48,0538, 086, 0451 36,1.66,0.53;

0.9,0.45,1.34,1.83,0.4%8]; s=tf(’'s"); Ti=inf;
if key==1
Kp=aikeyl,1l) /K/L; Td=a(keyl,2)*L; Ge=Kp*(l+Td*s/(1+Td/N*s)};
else

Kp=a(keyl,3) /K/L; Ti=a(keyl,4)*L; Td=a(keyl,h 5)*L;
Go=Kp* (1+1/T1/5+Td*s/ (1+Td/N*s)) ;
end

Na fungdo, key € a chave de selecdo entre os controladores PD e PID, com key=1 para PD

e 2 para PID. A varidvel key1 € configurada como 1, 2, 3 para ISE, ITSE e ISTSE, respectiva-

mente.
Tabela 5.3: Os coeficientes do controlador para modelos IPDT
critério ai by a by as bs Y
ISE 1,32 0,92 4,00 0,47 3,78 0,84 0,95
ITSE 1,38 0,90 4,12 0,90 3,62 0,85 0,93
ISTSE 1,35 0,95 4,52 1,13 3,70 0,86 0,97

5.3.2 Configuracao de Parametros PID para Modelos FOPDT Instaveis

Em sistemas de controle praticos, o modelo pode ser aproximado para um modelo FOPDT
instavel, isto &,
KeLs
Ts—1

G(s) =

Os seguintes algoritmos podem ser utilizados para projetar o controlador PID:
KP = %Ab]. T = &'QTAM‘ Ty =asT [] o [3'3/470‘02] AY.
onde A = L/T. Para diferentes critérios, os coeficientes a;,b;,y do controlador PID po-

dem ser obtidos da Tabela 5.3. Baseado no algoritmo, a funcdo MATKAB para projeto de

controlador PID para modelos FOPDT instdveis pode ser escrita como
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function [Ge,Kp,Ti,Td]=ufopdt (key,K,L,T,N)
Tapb=[1.32, 0.92; 4.00, 0U.47; 3.78; 0.B4d; 0.95;

L3Ry BBty ool HlSne s S RO B B R R

1.35, 0.85, 4.52, 1.13, 3.70, 0.86, D.87];:
al=Tab(key,1); bl=Tablkey,2); aZ=Tablkey,3); b2=Tab(key,4);
a3=Tab(key,5); b3=Tab(key,b); gam=Tab(key,7); A=L/T:
Kp=al*A"bl/K; Ti=a2*T*A°b2; Td=a3*T* (1-b3*A"~ (-0.02)}*A gam;
s=tf('s'); Ge=Kp* (1+1/Ti/s+Td*s/ (1+Td/N*s));

5.4 PID_Tuner: Um Programa de Projeto de Controladores
PID para Modelos FOPDT

A maioria de algoritmos de parametros de sintonia PID sio baseados em modelos FOPDT.
Assim, uma interface gréfica foi criada para se utilizada no projeto de controladores PID e
também para simulacdo em malha fechada. Com a interface, os seguintes procedimentos podem

ser utilizados para projetar controladores PID:

1. Escreva pid_tuner no prompt do MATLAB e aperte enter. A interface da Figura 5.12

sera aberta.

2. Clique em Plant model; uma caixa de didlogo serd apresentada para que se possa descrever
o modelo. Qualquer modelo SISO, com ou sem atraso no tempo, pode ser definido. O

botdo Modify Plant Model pode ser utilizado para modificar os modelos.

3. Uma vez que o modelo foi especificado, o botdo Get FOPDT pode ser clicado para extrair

os parametros FOPDT, isto €, para encontrar K,L, T

4. Com os parametros K,L,T, o controlador pode ser projetado. O tipo do controlador
pode ser selecionado pela combinacgao das listas Choose controller type, Apply to e Tuning

algorithm selection.
5. O botdo Design Controller pode ser utilizado para projetar o controlador PID.

6. O botao Closed-loop Simulation pode ser utilizado para mostrar a resposta ao degrau em

malha fechada do sistema sob os controladores projetados.

5.5 Projeto de Controle Otimo

Controle 6timo ¢é definido como a otimizacao de certos indices de desempenho predefini-

dos. Algumas vezes, funcOes parmétricas podem ser utilizadas, por exemplo, o problema do
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Figura 5.12: Interface do programa para controlador PID
regulador linear quadratico 6timo, onde as matrizes Q,R precisam ser definidas. Existe um
métodos ainda ndo aceito universalmente para definir essas duas matrizes.

Nesta se¢do, iremos primeiramente sumarizar e ilustrar algumas solug¢des para problemas de
otimizacao utilizando MATLAB. Entio, o método pode ser aplicado para problemas de projeto

de controlador 6timo.

5.5.1 Solucoes para Problemas de Otimizacao com MATLAB

Problemas de otimizacao nao-restrita
A formulacao matemadtica do problema de otimizacdo ndo-restrita é

min F(x),
X

onde x = [x1,x2,...,x,]7. A interpretacdo da férmula é: encontre o vetor x de modo que a
funcdo objetiva F(x) é minimizada. Se um problema de maximizagdo é tratado, a fungéo pode

ser mudada para —F (x) de modo que pode ser convertido para um problema de minimizagao.
A fungcdo MATLAB fminsearch () é fornecida. A sintaxe da fungdo é

onde Fun € uma funcdo MATLAB, um funcdo explicita ou uma fun¢do andnima para des-
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crever a funcdo objetiva. A varidvel xo € o ponto inicial para o método de busca. O argumento

OPT contém opg¢des de controle para o processo de otimizagao.

Exemplo 5.8. Se uma funciio com duas varidveis é dada por z = f(x,y) = (x> — 2x)e‘x2_y2_xy
e o ponto minimo € desejado, deve-se primeiramente introduzir o vetor x para as varidveis
desconhecidos x e y. Seleciona-se x; = x e xp =y. A fun¢do objetiva pode entdo ser reescrita
como f(x) = (x* — 2x)e*x%*x%*x1x2. A funcgio objetiva pode ser expressada como uma fungao

andnima de modo que

>> =0 (x) [(2(1) "2=-2%x (1)) Yexp(-x(1) "2-x(2) "2-x(1)*x(2))];

Se for escolhido um ponto de busca inicial em (0,0), o ponto minimo pode ser encontrado

com os comandos

>> x0=[0; 0]; x=fminsearchi(f,x0).

Entio a solugdo obtida é x = [0.6110, —3055]"".
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Problemas de otimizacao restrita

A forma geral do problema de otimizacgao restrita é

min F(x)
Ax < B
A::r;-r = th
rsby Xm =X = XM
Cx)=0
Cey(x) =0,
onde X = [x1,X2,...,x,]7. As resti¢des sdo classificadas como restricdes de igualdade

linear A,; = B, restri¢coes de desigualdade linear Ax < B e restri¢oes nao-lineares Co; = 0 €
C(x) <0. Os limites superior e inferior das varidveis de otimizacdo podem também ser definidas

como x,; < x < xpy.

A interpretacdo do problema de otimizag@o é: encontre o vetor X que minimiza a fungdo

objetiva F(x) enquanto satisfaz todas as restrigdes.

A funcdo MATLAB fmincon () pode ser utilizada para resolver problemas de otimizagao

restrita. A sintaxe da funcdo é

[x, fopt, key,cl=fmincon (Fun,xq, A, B, Aeg, Beg s X, Xy, CFun, OPT)

onde Fun novamente pode ser fungcdes MATLAB, funcdes explicitas ou fungdes anonimas
para a fungdo objetiva e xo é o ponto de busca inicial. As restricdes ndo-lineares podem ser

descritas pela fung¢do CFun.
Exemplo 5.9. Considere o seguinte problema de programacdo nao-linear:

- 2 7 2
min 1000 — &7 — 225 — %5 — X1 %3 —X1X3.
.1',2.—_1',__:. +.l‘%—2ﬁ:”
X st Bx1+ 14 +Tv3 —56=0

Xp.x2,43=0

A funcdo objetiva pode ser expressada com a fun¢do andnima

>> =@ (x)1000-=x{1)*x(1)y-2*%x (2)*X(2) == (3} *X(3) == (1) *x (2)=x(1)*x (3F);

Também, as duas restricdes sdo igualdades, uma delas sendo nao-linear. As restrigdes nao-
lineares podem ser descritas na seguinte fungdo MATLAB, onde duas varidveis de restri¢cao ceq
e c sdo retornadas. Uma vez que ndo existe uma restricao de desigualdade, a varidvel c retorna

uma matriz vazia.
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function [c,cegl=opt_con(x)
ceg=x (1) *x (L) +x (2) *x(2) +x {3} *x(3)-25; c=[];

A restri¢do de igualdade linear pode ser expressada pelas matrizes A4, Boy, enquanto as
matrizes A e B devem ser vazias, uma vez que ndo existem desigualdades lineares no problema.
Selecionando a posi¢do de busca inicial em xo = [1,1,1]7, o problema pode entdo ser resolvido
utilizando os seguintes comandos:

>> x0=[1;1;11; =zm=[0;0;0]1; =xM=[]1; A=[1; B=[]; Rheg=[8,14,7]; Beg=55;
[x,f_opt,c,d]=fmincon (£, x0,A,B, Aeq, Beq, xm, xM, ' opt_con’ )

A solugdo 6tima pode entdo ser encontrada, onde x* = [3,5121,0,2170,3, 5522]T € fopr =
961,7151.

5.5.2 Projeto de Controlador Otimo

Com as poderosas ferramentas fornecidas no MATLAB, muitos problemas de controle
6timo podem ser convertidos em problemas de otimiza¢do. Com as fungdo mencionadas an-
teriormente, alguns problemas de projeto de controlador 6timo pode ser facilmente resolvidos.
Embora nao permitindo solucdes analiticas elegantes, métodos numéricos sao técnicas extre-

mamente eficientes para projeto de controladores.

time |

< b 1]
Pl fie 5

Kis+Z1)is+22) Ais+1)(sH15)
+ B "j‘ﬁ B > I:]
(s+P1 )5+P2) sEaL s+ 1 a+200542)
Step Zero—Polel Saturation Abrgo
Zero—Pole
-'3

Figura 5.13: Modelo Simulink com saturagao

Exemplo 5.10. Assuma que o sinal de controle deve ser mantido entre +20, o modelo Simulink

pode ser modificado como mostrado na Figura 5.13. A funcdo objetiva pode ser escrita como

Os seguintes comandos podem ser utilizados para buscar pelo controlador 6timo para o

sistema:

e o controlador
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function y=cbtoptm3 (X)

assignin({’base’,"21',x%x(1)): assignin(’base’ . 'P1l’,x(2));
assignin('base’, 22", x(3)}); assignin(’base’,'B2',x(4}));
assignin("base’ 'K, %(5)); % assign variables in MATLAB workspace
[t,xx,yy]=sim(’ cémoptm3.mdl’,15}; y=vy{end,1); % evaluate objective function
if max(yy(2,2))21.03, y=1.4*y; end % update the objective function

>> x=fmincon ("cboptm3’,x0, [1,[1,[]1,[],0.01*ones(5,1))

(s + 142.6051)(s + 62.6172)
(s +20.3824) (s + 27.6579)

G (s) = 37.1595

pode ser projetado. O sinal de saida e o sinal de controle podem ser obtidos como mostrado

na Figura 5.14. E possivel ver que os resultados do controle sio satisfatérios.
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(a) Smal de saida (b) Sinal de controle

Figura 5.14: Resposta ao degrau do sistema quando a saturacdo € introduzida

5.5.3 Projeto de Controlador Otimo Utilizando MATLAB/Simulink

Dos exemplos na secdo anterior, utilizando algoritmos de otimiza¢do numérica, o projeto
de controle 6timo pode ser feito de maneira simples. Nesta se¢do, iremos apresentar o programa
de projeto de controlador 6timo (OCD, sigla do inglé€s Optimal Controller Designer) com base

em MATLAB/Simulink com alguns exemplos de aplicagdo.

O procedimento para aplicar o programa OCD ¢€ o seguinte:

1. Escreva ocd no prompt do MATLAB; a interface principal € mostrada na Figura 5.15.

2. O modelo Simulink pode ser construido e deve conter pelo menos dois elementos: o0s

nomes das varidveis indeterminadas e a saida refletindo o critério 6timo. Por exemplo,
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Figura 5.15: Interface OCD

no projeto do controlador PI, as varidveis K, e K; podem ser associadas. O critério ITAE

pode ser representado no modelo Simulink como a saida 1.
3. Preencha o nome do modelo Simulink na caixa Select a Simulink model name.

4. Preencha os nomes das varidveis a serem otimizadas na caixa Specify Variables to be

optimized com os nomes das varidveis separadas por virgula.
5. Estime o tempo para o erro ir a zero e coloque na caixa Simulation terminate time.

6. Clique em Create File para automaticamente gerar a funcdo MATLAB optfun_*.m e

clique em Clear Trash para deletar os arquivos temporarios de funcdes objetivas.

7. Clique em Optimize para iniciar o processo de otimizacdo. Algumas vezes, o botdo
deve ser clicado novamente para garantir solucdes otimizadas mais precisas. As fungdes
fminsearch (), nonlin() e fmincon () podem ser chamadas automaticamente para pa-

rametros de otimizacao.

8. As variaveis de limite superior e inferior podem ser utilizadas e um ponto inicial de busca

podem ser especificados, se necessario.

Exemplo 5.11. Considere novamente o modelo
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i 1
EARRRIEER T
O modelo Simulink para o controle PID, com descri¢cdes ITAE, é construido como mos-

trado na Figura 5.16(a).

Preencha a caixa Select a Simulink model name com o nome do modelo. Os nomes das
varidveis a serem otimizadas K, K;, K; devem ser colocados na caixa Specify Variables to be
optimized. Na caixa Simulation terminate time deve ser colocado o valor 30. Entdo, clique em
Create File para automaticamente gerar a funcio MATLAB que descreve a funcio objetiva onde
a segunda, terceira e quarta linhas no c6digo irdo associar o vetor x as varidveis K, K;, K; no
MATLAB. Simulagao € entao realizada para calcular a funcao objetiva.

function y=eptfun_2 (x)

assignin(’base’ ,'Ep’,x(1));
assignin(fbase’ ,"Kif , x(2));
assignin("base’,"Kd’,x(3));

[t_time,x state,v_out]=sim(’comoptd.mdl’, [0,30.000000]) ;
y=y_out {end) ;

L o ) -
| P controller =
4 ] >
/TN A PID controller
! o
sisd ] plsd D st L s1d s [ A -
- = (fFE=optimum controller
Fero-Pole Aoape. <t
Kd.s
00ls+1 o2
i 5 " 5 i 5
Time dsee
{a) Modelo Simulink (b) Comparacdes

Figura 5.16: Comparagdes das respostas

Clique no botao Optimize para iniciar o processo de otimizacdo. Apds a otimizagdo, o
controlador PID 6timo serd obtido como

0.0001 0.7159s

Gols) = 0.2583
() ® 0.01s + 1

que minimiza o critério ITAE. E possivel ver que K; = 0.00001 é muito pequeno, e entio
pode ser desprezada. Assim, o controlador PD € suficiente para o sistema. A resposta ao degrau

em malha fechada € mostrada na Figura 5.16(b).
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Exemplo 5.12. Considere o modelo instavel

Pelo uso direto do programa OCD, o controlador PID ndo é factivel. Entretanto, ainda
€ possivel construir um modelo Simulink como mostrado na Figura 5.17, que € o mesmo do

exemplo anterior.

A fim de garantir que a a¢do de controle ndo seja muito grande, um elemento de saturagdo
pode ser adicionado ao controlador, com a saturagdo A = 5. Do programa OCD, o controlador

PID 6timo pode ser projetado como

02041  55.3632s
G.(s) = 47.8313 + ’

0.0Ls +1°
C e
Ll 1 (D
time = g
> lul ITAE criterion
Ki(s)
H
K;
| a Kp 5T > st2 pl]
sH4853 44525404
Step Kp Saturation Scope
Kd.s unstable plant
0.02s+1
approximate K

Figura 5.17: Modelo Simulink para controle PID
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Figura 5.18: Resultado da simulag@o para um modelo instavel com controlador PID
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A resposta ao degrau do sistema em malha fechada sob o controlador 6timo € mostrado
na Figura 5.18. E possivel ver que o controlador PID pode ainda ser projetado e a resposta

transitoria € satisfatoria.



136

6 Conclusdo

O trabalho atingiu seu objetivo de elaboracdo de material didatico para Controle e Auto-
macao com foco em MATLAB. O material elaborado pode ser de grande auxilio no ensino das
disciplinas basicas de Controle, uma vez que aborda todos os temas apresentados nas discipli-
nas, desde modelagem de sistemas até projeto de controladores PID. Os modelos em MATLAB
e Simulink facilitam o entendimento de conceitos que sao bastante complexos para iniciantes no
estudo de Controle, uma vez que podem facilmente gerar gréaficos e diagramas tteis como os di-
agramas de Bode e Nyquist, além de permitir o projeto de controladores a partir dos parametros

do sistema e a verificacdo da eficicia de métodos empiricos como o de Ziegler-Nichols.
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