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Resumo

Neste trabalho é apresentado o calculo da capacidade 6tima dos canais bosonicos sem
ruido, nos quais modelam sistemas fisicos importantes, tais como as fibras épticas e trans-
missoes no espaco livre, quando a portadora de informacao ¢ uma onda eletromagnética.
Para que o trabalho desenvolvido fosse acessivel a alunos de graduacao, foi apresentado
em grandes detalhes os assuntos de Mecanica Quantica, Teoria da Informacao Classica e
Quéantica e Optica Quéantica. Também é apresentado o célculo de trés canais bosonicos
particulares, que sao o canal quantico de estado ntimero, o de estados coerentes e o de

estados comprimidos.

Key-words: Capacidade Otima, Canais Quénticos Bosénicos sem Ruido, Estado Nimero,

Estados Coerentes, Estados Comprimidos.



Abstract

In this paper is shown the calculation of the optimal capacity of lossless bosonic channels,
in which model important physical systems, such as fiber optics and free space when the
information carrier is displayed in an electromagnetic wave. For the work to be accessible
to undergraduate students, was presented in great detail the issues of Quantum Mechanics,
Classical and Quantum Information Theory and Quantum Optics. It was also shown the
calculation of three particular lossless bosonic channel, the number state channel, the

coherent state channel and the squeezed state channel.

Key-words: Optimal Capacity, Lossless Bosonic Channels, Number State, Coherent
State, Squeezed State.
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1 Introducao

A Mecénica Quantica (MQ) é um conjunto de regras matematicas que servem para
a construcao de teorias fisicas. Dado o Hamiltoniano!, a MQ nos ensina como calcular
os observaveis fisicos em qualquer instante de tempo posterior, mas ela nao diz como

encontrar o hamiltoniano de um sistema (veja as Refs. (2, 3, 4)).

Pode-se seguramente afirmar que a M(Q é a mais bem sucedida teoria em fisica.
Desde a sua criacao até os dias de hoje ela tem sido aplicada em diversos ramos, desde a

fisica de particulas, fisica atomica e molecular, na astrofisica e na matéria condensada.

Contudo, até o inicio da década de 1970 os experimentos feitos para se testar os
modelos e teorias construidas a partir da M(Q estavam restritos a sistemas com um nimero
imenso de constituintes, o que fazia com que os testes s6 pudessem ser feitos de forma
indireta. Por exemplo, a explicacao da M(Q da supercondutividade, conhecida como teoria
BCS (devido a John Bardeen, Leon Cooper e John Robert Schrieffer), foi desenvolvida
em 1957, mas os experimentos com supercondutores envolvem sempre um ntimero muito
grande de transportadores de carga. Isso significa que as previsdes para o comportamento
de observaveis devem ser feitas em termos de médias estatisticas, perdendo-se as correla-
¢oes mais fundamentais entre particulas individuais. A partir da década de 1970 avancos
experimentais em diversas areas permitiram que experimentos pudessem ser feitos em
numeros cada vez menores de particulas, tornando “visiveis” os efeitos quanticos mais

fundamentais.

Com o avango das pesquisas e dos experimentos bem sucedidos, também veio a tona
promessas surpreendentes, tal como a transmissao de grandes quantidades de informacgao
em altas taxas. No entanto, aspectos de modelamento e calculo de capacidade de canais
reais ainda estdao sendo desenvolvidos. Os canais 6pticos, que sao muito importantes,
devido a maioria das transmissoes com altas taxas serem feitas em fibras 6pticas, porém a
matematica desses canais é um tanto complicada, tanto para comunicagdes SISO (single-
input and single-output) quanto MIMO (multiple-input and multiple-output), o que ainda

estd impossibilitando algumas das promessas que a MQ sugere.

Assim, a meta deste trabalho é mostrar os calculos explicitos da capacidade do
canal de grande interesse teodrico e pratico, porém de facil modelamento e entendimento,
devido a existéncia de equivalentes classicos da Teoria da Informagdo, que é o canal
bosonico sem ruido. Esses canais modelam sistemas fisicos importantes, tais como fibras

Opticas e transmissdes no espaco livre quando a portadora de informacao é um campo

! Em Mecanica Quéntica, o Hamiltoniano ¢ a quantidade fisica, ou observavel, correspondente & energia

total do sistema
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eletromagnético e o ruido no canal pode ser desconsiderado. Assim, o trabalho estimula

o aprendizado inicial sobre o assunto, ajudando a alunos e iniciantes pesquisadores.

Outra caracteristica que foi levada em consideracao no trabalho foi a clareza,
pois o trabalho foi construido com o objetivo de piiblico alvo alunos de engenharia e
fisica. Portanto, foi feito um grande detalhamento nas partes que eram necesséarias para se
modelar o canal mas que nao é de grande tradicao nos cursos de graduagao, tais como nas

partes referentes a Mecénica Quéantica, Teoria da Informacao Quéntica e Optica Quéantica.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 é apresentado uma
revisao das ferramentas da Teoria da Informacao utilizadas no trabalho. Nos Capitulos
3 e 4 sdo mostrados uma breve descricio da Mecanica Quéntica e da Optica Quantica,
respectivamente, o detalhamento destes capitulos é feita com o objetivo de uma maior
compreensao por parte dos leitores que nunca tiveram contato com essas teorias. Por
fim, é exposto no Capitulo 5 o calculo da capacidade de canais bosdnicos sem ruido. Além
disso, o calculo de trés canais em particular, o canal de estados niimero, o canal de estados

coerentes e o de estados comprimidos, é exposto.



2 Teoria Classica da Informacao

A principal quantidade matematica que a Teoria da Informacao trabalha é a infor-
magao e seu valor médio, que é denominado de entropia. Este capitulo aborda brevemente

0 assunto.

2.1 Quantidades Entropicas Importantes

E desejado construir uma quantidade que deve possuir algumas caracteristicas e
que sera denominada de informacgao. Considere dois eventos E; e E, onde o evento F;
é mais provavel. A informacao na ocorréncia deste evento deve ser menor do que a do

segundo, desde que este é mais improvavel. Assim, deseja-se que

I(E\ N By) > I(Ey) > I(E)) > 0. (2.1)

Caso os eventos F; e Fy sejam independentes, deve-se ter

I(Ey N By) = I(Ey) + I(E,). (2.2)

Pode-se demonstra (veja a Ref. (5)) que a tnica fungao que satisfaz esses critérios

¢é dada por

I(E) = —klog,(Pr{E = e}), (2.3)

onde k e a sao constantes positivas e Pr{E = e} é a probabilidade do evento E = e. Por

conveniéncia, escolhe-se k =1e a = 2.

Seja X uma variavel aleatoria que pode assumir dois valores, 0 ou 1, com proba-

bilidades Pr{X =0} = Pr{X =1} = 1/2, entao

(X =0)=I(X=1)=— logQ(;) —1 (2.4)

Denotando uma unidade da medida de informacao, que é o bit.

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo de probabilidade px = {px(x)}.
Consequentemente, nao se tem a ideia de quanta informacdo I(X = z;) serd obtida

ap6s a ocorréncia de X. Pode-se, portanto, considerar I(X = x;) como sendo também
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uma variavel aleatéria, denotada por I(X). Calculando sua média, denotada por H(X),

obtém-se

Z px (i) logy(px (7)), (2.5)

1=x1

onde H(X) ¢é a entropia de Shannon associada com a variavel aleatéria X.

A entropia H(X) pode ser interpretada como uma medida de incerteza sobre o
valor de uma variavel aleatéria X . Dois fatos importantes sobre a entropia de uma variavel

aleatéria sao dados no teorema abaixo (veja a Ref. (5)).

Teorema 2.1.1. Se X € uma varidvel aleatoria com n valores possiveis, entdo

1. HX) >0, com H(X) =0 se, e somente se, X é uma varidvel aleatoria;

2. H(X) <log,n, com igualdade se, e somente se, X tem uma distribuicao uniforme.

Quando se tem duas varidveis aleatérias, X e Y, assumindo os valores {xy, -+, x,}
e {y1, -+ ,Ym}, respectivamente, define-se a entropia conjunta H(X,Y") como sendo
H(X,Y) Z Z pxy (i, 7) 1og, (px,v (. 7)), (2.6)
=1 j=y1

onde pxy(i,j) = Pr{X =x;,Y = y,;}. H(X,Y) ¢é a incerteza média associada com o par
(X,Y).

Outro conceito importante é a entropia condicional H(X|Y), definida por

Tn  Ym

HX|Y) ==Y > pxy(i,j)log(pxy (i, ), (2.7)

i=x1 j=y1
onde pxy(i,7) = Pr{X = z;|Y = y;}. H(X[|Y) é a incerteza média de X depois do

conhecimento de Y.

O préximo teorema apresenta algumas propriedades de H(X,Y') e H(X|Y) (veja
a Ref. (5)).

Teorema 2.1.2. Sejam X e X duas varidveis aleatorias.

H(X]Y) < H(X);
2. Se X eY sdo independentes, entao H(X|Y) = H(X);
3. H(X.Y) = H(X) + HY|X);

J. HX,Y)> H(X)> H(X|Y)>0
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A informacao que é obtida sobre X, quando se conhece Y, pode ser obtida sub-
traindo H(X|Y) de H(X). Esse valor, denotado por I(X,Y), é chamado de informagao

mutua entre X e Y, isto é,

I(X,Y) = H(X) - HX|Y) = HY) — HY|X). (2.8)

Usando o teorema anterior, tem-se que

I(X,Y)=H(X)+ H(Y) - HX,Y). (2.9)

Ou seja, pode-se interpretar 1(X,Y’) como a informagao que X e Y tem em comum. A

seguir, algumas propriedades da informacao mutua.
Teorema 2.1.3. Sejam X eY duas variaveis aleatorias com distribuigcdo de probabilidade
{p1,-- ,on} e{q1, -+ ,qm}, respectivamente.

1I(X,Y) = S, S, px (i) logs (25508,

px (1)ay (5)

2. I(X,Y) = I(Y, X);

3. Se X eY sdo independentes, entao I(X,Y) = 0.

2.2 Transmissao de Informacao Através de um Canal Classico

Os dois resultados fundamentais da teoria da informacao classica, estabelecidos

por Shannon, estao relacionados aos seguintes problemas:

1. Qual a taxa maxima de compressao sem perdas que se obtém em uma dada mensa-

gem?

2. Qual é a quantidade maxima de informagao que pode ser transmitida de uma ma-

neira confiavel, através de um canal de comunicagao?

O “Teorema de Shannon para a Codificio em Canais sem Ruido” responde a
primeira pergunta e o “Teorema de Shannon para a Codificagao em Canais com Ruido”

responde a segunda.

Uma versao simplificada do “Teorema de Shannon para a Codificacdo em Canais
sem Ruido” pode ser dada baseada na seguinte ideia. Considere uma fonte de informagao
dada por uma variavel aleatéria X, onde seus valores x; definem o conjunto de simbolos
que sera usado para construir as mensagens (uma mensagem é uma sucessao de simbolos
de X enviados um a um). A compressao de taxa R, de uma mensagem de tamanho n, é

dada por uma fun¢do C™ que leva uma sequéncia & = (1, ,x,) de simbolos de X em
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outra sequéncia de bits de tamanho |nR|, dada por C™(z). A descompressao ¢ feita por
outra fungdo D" que leva C™(z) em uma sequéncia de tamanho n, dada por D"(C™(z)).
O par (C™,D") ¢é dito confidvel se lim,_,o, Pr{D"(C"(x)) = x} = 1. Assim, é possivel
enunciar o “Teorema de Shannon para a Codificacao em Canais sem Ruido” da forma

como ¢ apresentado a seguir (veja a Ref. (5)).

Teorema 2.2.1. Considere uma fonte de informagao dada por uma varidvel aleatoria X .
Se R > H(X), entao existe um método de compressao-decompressio confidvel de taza
R para a fonte. Se R < H(X), qualquer método de compressao-descompressao nao serd

confidvel.

Esse teorema informa os valores possiveis de R para os quais existe um método de
compressao-descompressao confiavel e, ao mesmo tempo, fornece uma nova interpretacao
para H(X): a entropia ¢ a quantidade minima de recursos fisicos necessarios e suficientes
para armazenar, de maneira confidvel, a saida de uma fonte de informacao. Ou ainda,
a entropia de Shannon H(X) define quanta informacao existe, em média, em um valor
de X, e diz também quantos bits sdo necessarios para codificar a informacao de uma

mensagem de tamanho n: |[nH(X)].

Em qualquer sistema de comunicacao real, o canal por onde a mensagem ¢ enviada
estd sujeito a um ruido aleatério que pode modificar a mensagem, fazendo com que haja

perda de informacao.

Como ja dito, a entrada do canal é definida por uma variavel aleatoria X, com
valores {zy,---,x,} e distribuicdo de probabilidade {px(z1),--- ,px(x,)}. A saida do
canal também é uma varidvel aleatéria Y, com valores {yi, - ,yn} e distribuigdo de
probabilidade {gy (1), -, qv(ym)} (tipicamente, m = n). O ruido do canal é definido

por um conjunto de probabilidades condicionais pxy (7, ) , dadas por

pX|Y(iU) =Pr{X =ux]Y = yj}a (2.10)
onde i =21, - ,Tpn €] =Y, " Ym.

Supondo que o canal seja conhecido (todas as probabilidades pxy (i|j), para i =
X1, Ty €J =1Y1, - ,Ym S0 conhecidas), se gostaria transmitir a quantidade méxima

possivel taxa de informacao associada a mensagem enviada.

Shannon mostrou que qualquer canal pode ser usado para uma comunica¢ao con-
fiavel, desde que exista alguma “relacao” entre a entrada e a saida do canal. Além disso, ele
encontrou uma expressao para calcular a quantidade maxima de informacao por simbolo
que pode ser transmitida (esse valor é chamado de capacidade do canal). Essencialmente,
esse é o conteudo do “Teorema de Shannon para a Codificacao em Canais com Ruido”,

descrito abaixo (veja a Ref. (5)).
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Teorema 2.2.2. Considere a entrada de um canal dada por uma variavel aleatoria X, com

valores {xy,- - ,x,} e distribuicio de probabilidade {px(x1), -+ ,px(x,)}, € a saida dada
por uma varidvel aleatdoria Y, com wvalores {y1,- -+ ,ym} € distribuicao de probabilidade
{ov(n1), - ,qv(ym)}. A quantidade mdzima de informagao C, por cada simbolo x;, que

pode ser transmitida de uma maneira confidvel é dada por

C = max I(X,Y). (2.11)
{pX(xl)v'"va(ﬁn)}
A informagdo mutua I(X,Y) depende da distribui¢do de probabilidade de X,
px = {px(x)}, e das probabilidades condicionais Pr{X = z;|Y = y;}, i = x1,--- ,x, €
J =11, - ,Ym. Entretanto, a capacidade de um canal depende apenas das probabilidades

condicionais que o definem.



3 Resumo de Mecanica Quantica

Sera apresentado um brevissimo resumo de Mecanica Quéntica necessario para

que se tenha um background minimo para o entendimento do restante do trabalho.

3.1 Os Postulados da Mecanica Quantica

A MQ ¢ construida sobre quatro postulados (veja a Ref. (6)):

e Postulado 1 - Todo sistema fisico tem a ele associado um espago vetorial complexo
chamado de espago de Hilbert. Os elementos do espago de Hilbert sao vetores com-
plexos |1), chamados de kets, e representam o estado fisico do sistema. O complexo

conjugado de um ket é chamado de bra, representado por (1.

e Postulado 2 - A evolucao temporal de um sistema quéntico isolado, ou seja, que

nao interage com sua vizinhaca, se da através de transformagoes unitérias:

[ (1)) = Ul(0)) (3.1)

onde UU = 1, sendo 1 a matriz identidade. A relagdo do operador U com o

hamiltoniano 7:[, em qualquer instante de tempo, do sistema é:

A

U(t) = exp —%7:[1%. (3.2)

Fisicamente, transformagoes unitarias representam processos temporalmente rever-

siveis. De fato, aplicando-se U nos dois lados da Eq. 3.1 obtém-se

¥(0)) = U@®)'w(1). (3.3)

Uma outra propriedade importante das transformacgoes unitarias é a conservacao do

produto escalar:
((O)|TTT[(0)) = (L(0)[¢:(0)) = ((1) [ (t)). (3.4)

e Postulado 3 - Medidas em MQ sao representadas por um conjunto de operadores
de medidas {M,,}, onde o indice m refere-se aos possiveis resultados da medida. A
probabilidade de que o resultado m seja encontrado em uma medida feita em um

sistema quéntico preparado no estado |¢)) é dada por

par(m) = (| M N, |4). (3.5)
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e o estado do sistema apods a medida com resultado m sera:

M,y
[Ym) = ——=I¥) (3.6)
pu(m)
A normalizagao das probabilidades, >, pas(m) = 1, a hipdtese de que ([p) =1 e

a Eq. 4.6 implicam na relacdo de completitude:

STME M, =1 (3.7)

e Postulado 4 - Os elementos do espaco de Hilbert de um sistema quantico composto
AB é formado pelo produto tensorial dos kets dos espagos de Hilbert dos sistemas
individuais:

[Yap) = [Va) ® Vi) (3.8)

Esta regra pode ser estendida para /N subsistemas.

3.2 Principio de Incerteza

O principio da incerteza de Heisenberg consiste num enunciado da Mecanica Quan-
tica, formulado inicialmente em 1927 por Werner Heisenberg, impondo restri¢des a preci-
sao com que se podem efetuar medidas simultaneas de uma classe de pares de observaveis

em nivel subatomico.

Em Mecanica Quantica, observaveis, tais como posicao e momentum, sao repre-
sentados por operadores hermitianos. Quando se considera pares de observaveis, uma das
quantidades mais importantes é o comutador. Para um par de observaveis A e B, se define

seu comutador como sendo

(A B = AB - BA. (3.9)

Neste caso, ¢ mostrado que a relagao de comutacao entre a posicao e o momentum
é (veja a Ref. (2))

[Z, D] = ik (3.10)
O significado fisico é que operadores que ndao comutam nao podem ser medidos com
qualquer precisao simultaneamente, sempre ocorrendo um erro na medida dos observaveis.

A forma geral mais comum do principio de incerteza é a relacao de incerteza de
Robertson. Para um operador Hermitiano arbitrario O, associa-se o desvio padrao como

sendo

oo =/ (0?) — (0)2, (3.11)
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onde (O) denota o valor médio'. Para um par de operadores AeB , a relagao de incerteza

de Robertson é dada por

oA0B >

A, B (312

Outra expressao para o principio de incerteza é a relacao de incerteza de Schro-

dinger, que é

0o > ;{K{fl, BY) — (AN(B)I® + [([A, B])[*}, (3.13)

onde o anticomutador é definido da seguinte forma

{A,BY = AB + BA. (3.14)

Desde que essas relagoes sao para operadores em geral, entao elas podem ser apli-

cadas para quaisquer dois observaveis encontrados na literatura. Por exemplo, como

2, D] = th, (3.15)

entao
h
040p, > 5 (3.16)

3.3 Bits e Qbtis

A unidade de informagao classica é o bit. Um bit pode ter os valores l6gicos “0”
ou “1”. Nos computadores, bits sdo fisicamente representados pela presenca ou nao de
correntes elétricas em componentes eletronicos dentro dos chips: a presenca da corrente
indica o estado logico 1 e a sua auséncia o estado 16gico 0. Obviamente que os dois valores

logicos de um bit classico sao mutuamente excludentes.

Analogamente, a unidade de informacao quéantica é o bit quantico, ou gbit. Um
gbit pode ter os valores logicos “07, “1” ou qualquer superposicao deles. Fisicamente, gbits
sao representados por quaisquer objetos quanticos que possuam dois autoestados bem
distintos. Os exemplos mais comuns sao: estados de polarizagao de um féton (horizontal
ou vertical), elétrons em atomos de dois niveis (0 que é uma aproximagao), elétrons em

pocos quanticos, e spins nucleares.

1 Também é usado neste trabalho O para denotar o valor médio do operador O
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Os estados de um gbit podem ser representados pelos seguintes kets

0) = ( (3.17)

1) = ( 0 (3.18)

O conjunto {|0),|1)} forma uma base no espaco de Hilbert de duas dimensoes,

chamada de base computacional. No caso de um spin 1/2 representar o gbit, identificamos
0) = [1) e [1) = [1).

O estado genérico de um gbit é representado por

[¥) = al0) + b[1) (3.19)

onde |al* + |b|?> = 1. Esse estado pode ser parametrizado por angulos 6 e ¢ fazendo-se
a = cos(0/2) e b = exp(i¢)sin(h/2):

|1) = cos(6/2)|0) + exp(i¢p) sin(0/2)[1) (3.20)

Esta representacao permite que o estado de um gbit seja visualizado como um ponto sobre

a superficie de uma esfera. Tal esfera é chamada de esfera de Bloch.

Figura 1 — Esfera de Bloch.

3.4 Vetores em Espaco Complexo Continuo

O conjunto de vetores ortonormais e completos gerados por operadores lineares
pode ser visto como um conjunto de vetores unitarios ortogonais no espago vetorial abs-
trato de Hilbert. A vantagem deste ponto de vista é que muitas propriedades matematicas

e manipulagoes envolvendo estas fung¢oes vem analogamente de propriedades e operacoes
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que envolvem espagos vetoriais ordinarios. Estes espacos sao importantes quando o ob-
servavel que se deseja medir tem espectro continuo, tal como a posi¢ao e momentum de

uma particula.

Para ilustrar este ponto de vista, considere dois vetores [¢)1) e |19}, 0 seu produto

interno é definido da seguinte forma

(Wilia) = [(wila){aliz)da, (3.21)
onde a = = + 1y.

Pode-se notar que isto é uma generalizagao do produto interno para espagos com-
plexos discretos, tais como aqueles que os gbits estao inseridos. Para maiores detalhes,
veja a Ref. (2).

3.5 Aplicacoes dos Postulados

As matrizes de Pauli sdo importantes exemplos de transformagoes unitarias sobre
1 gbit:

1
. ) (3.22)
. 0 —i
V= (i . ) (3.23)
. 1 0
() a2

Note que em todos os casos, UUt = I, para U= )A(,)A/ ou Z.

Uma outra operacgao unitaria importante sobre 1 gbit é a transformacao de Hada-

mard:

1 (11 X+Z
H:ﬁ<1_1): 5 (3.25)

Considere agora o seguinte conjunto de operadores de medida de 1 gbit:

My = 0)(0] (3.26)
M = [1)(1]. (3.27)
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Note que My e M; sdo Hermitianos mas nao sao unitarios. Isto quer dizer que o processo

de medida representado por esses operadores ¢ irreversivel. Segundo o Postulado 3,

pu(0) = (Y|MGMo|eh) = |af? (3.28)
pu(l) = (Q[MIML[) = [b. (3.29)
E apds a medida,
— o)) = 21 3.30
!wo>—m\ >|¢1>—m| )- (3.30)

Os fatores a/|a| e b/|b| sao fases globais (ndo observéveis), e podem ser descartados. Estes

operadores de medidas sao exemplos de projetores.

Os gbits de um espaco de Hilbert com dois gbits é obtido pelo produto tensorial

dos vetores do espaco de Hilbert com apenas um gbit:

{10), 1)} @ {]0), |1)} = {]00), |01),[10), [11)}. (3.31)

A representacdo matricial de cada um desses vetores da base computacional de dois gbits

é:

1
0
00) = (3.32)
0
0
0
1
01) = (3.33)
0
0
0
0
10y =1 | (3.34)
0
0
0
11) = 3.35
|11) 0 (3.35)
1
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A representacao matricial das matrizes de Pauli e do operador de Hadamard nesta base

pode ser obtida pelos produtos tensoriais correspondentes com a matriz identidade 2 x 2:

O4=0a1, (3.36)

Op=1®0, (3.37)

onde O = XY, Z H. Aqui, adota-se a convencao |AB) para os estados do sistema com-
posto. Essas expressoes podem ser facilmente generalizadas para um nimero arbitrario

de gbits (veja a Ref. (6)).

3.6 Misturas Estatisticas e Matriz Densidade

Em Computacao Quantica e Informacao Quantica frequentemente é necessario
lidar com situagoes em que o vetor de estado do sistema nao é conhecido, mas apenas um
conjunto possivel de vetores {1;}, que ocorrem com probabilidades {px(i)}. O conjunto
{px(7), |1;) } é chamado de ensemble estatistico. A ferramenta matematica adequada para

tratar desses casos é a matriz densidade, p, definida como:

p= pr )[i) (1hi (3.38)

onde px (1) >0e X, px(i) = 1. Notemos algumas propriedades importantes deste opera-
dor:

1. A matriz densidade é um operador positivo, ou seja, possui autovalores reais nao-

negativos. De fato, para qualquer |¢),

(9lple) = pr (Dlvi) (Wilo) = Z|¢|¢z (3.39)

2. O trago de p é igual a 1:
Tr{p} = pr VTr{Jas) (]} = Z px (i (3.40)

3. O estado serd puro se e somente se Tr(p?) = 1:

pro= Zsz 0)px (3)|1i) (Wil 3) (5] (3.41)
= ZPX Mabi) (Wil (3.42)

Consequentemente

TT’{/)2}=ZPX )Tr{|vi) (il } = ZPX (3.43)
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A igualdade sera satisfeita se e somente se px (i) = 0, exceto para um indice iy tal

que px(ig) = 1.

Qualquer operador positivo com trago igual a 1 é um operador densidade valido.
Os postulados da MQ podem ser reformulados em termos do operador densidade.
Um exemplo de operador densidade de um ensemble canénico a temperatura de

equilibrio T' é:

e~ Hea/kpT

N Tr{eHea/ksT}

p (3.44)

onde 7—Aleq é o hamiltoniano de equilibrio do sistema e kg é a constante de Boltzmann.

Quando se lida com sistemas compostos, dado o operador densidade do sistema
total, os operadores densidade dos subsistemas podem ser obtidos através da operacao de
trago parcial. O traco parcial é uma soma sobre os estados de um dos subsistemas. Por
exemplo, se p?P for o operador densidade de um sistema composto AB, os operadores

densidade de cada subsistema serdo:

Trg(p??) (3.45)
PP = Tra(p*?). (3.46)

B
I

Estas relacoes sao evidentes para sistemas nao-emaranhados para os quais pAB =p'® pB.
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4 Introducido a Optica Quantica

Sera feita a quantizagdo do campo eletromagnético. Isto permite que seja possivel
o entendimento das ferramentas matematicas que serdo utilizadas posteriormente, tais
como os operadores de criacao e destruicao, e ajuda o leitor a entender como é possivel

chegar em uma teoria quantica do campo eletromagnético.

4.1 Descricao das Equactes de Maxwell do Ponto de Vista da Te-

oria dos Potenciais

As equacgoes de Maxwell na forma diferencial para o campo elétrico e magnético

em um meio homogéneo sem perdas sao

VxE = —‘?f, (4.1)
1g'Vx B = eoaa?—i-f, (4.2)
EOV'E = o, 4.3
V-B = 4.4

onde o e J sao a densidade de carga e de corrente, respectivamente. Nao se deve esquecer
que foi, omitido por motivo de comodidade, as dependéncias dos campos e densidades
com relagdo ao tempo (t) e ao espago (7= (z,y, z)).

O objetivo agora é escrever as equacoes de campo por meio dos potenciais escalar

e vetorial, ¢ e A. Da Eq. 4.4 é obtido que o campo magnético pode visto como sendo igual

a

B=VxA (4.5)

E a juncao da informacao da Eq. 4.1 com a expressao do campo magnético que foi obtido,

¢é possivel representar o campo elétrico como sendo

, A

As demonstragoes formais desses resultados podem ser vistas nas Refs. (7, 8).
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Com as duas equagoes de Maxwell que ainda nao foram usadas, serd construido
as equacoes de onda com a utilizagdo dos potenciais. Substituindo as Eqgs. 4.5 e 4.6 nas

Eqgs. 4.2 e 4.3, respectivamente, tem-se

h o lO0o, 1OA o
V(V-A) =V A+ 55Vo+ 5o = ol (4.7)
e
A
—eV%—ev - (2 =0 (4.8)
ot
onde
¢ = (eopo)™"/? (4.9)

¢é a velocidade da luz no vacuo.

As Eqs. 4.7 e 4.8 sdo as equacoes de campo, elas determinam o campo resultante

das distribuicoes de carga o e corrente J.

Infelizmente as Eqs. 4.7 e 4.8 ainda se encontram em uma forma de dificil resolucgao
assim, deve ser feito alguma manipulacdo matematica para se ter duas equagoes, uma com
apenas A e outra com ¢. Isso pode ser obtido por meio das transformagoes de gauge (veja
a Ref. (8)) (ou de calibre, como as vezes é chamado), elas sdo transformagoes que o vetor

potencial e o potencial escalar podem sofrer mas que nao alteram as equacoes de Maxwell.

Os campos obtidos das Eqgs. 4.5 e 4.6 sao 0s mesmos para os pares potenciais ff,

e A , ¢’ relacionados pela transformagao de gauge definida por

A=A —vz= (4.10)
(&
o=
— ¢+ = 4.11
o=¢"+ = (4.11)

onde a funcao de gauge = é uma fungao arbitraria da posicao 7 e do tempo ¢t. Um gauge
para o campo eletromagnético é especificado por algumas condigoes sobre A e ¢ que o e
J os impoe.

O gauge que sera usado aqui, e que ficarda mais claro o motivo posteriormente, sera

o gauge de Coulomb, ele implica que o potencial vetor seja

—

V-A=0. (4.12)

1 Foi usado a identidade vetorial V x V x A = V(V - 4) — VZA
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A forma de se obter o gauge de Coulomb é fazendo com que a funcdo de gauge satisfaga

VE=V.A. (4.13)

Essa transformacao leva as equagoes de campo a forma

. 190 1624 -
_V2A4+ = —— = 4.14
ViA+ c? 8tv¢+ c? Ot? Ho/ ( )
e
V=2 (4.15)
€0

E possivel notar que a Eq. 4.15 é a equacao de Poisson da eletrostdtica, que possui solucio

bem conhecida na literatura.

O passo agora ¢é eliminar a dependéncia do vetor escalar na Eq. 4.14, isto é obtido
com o teorema de Helmholtz. De acordo com o teorema de Helmholtz, qualquer campo
vetorial pode ser escrito como uma soma de duas componentes, uma na qual tem o
divergente nulo e a outra que tem o rotacional nulo. Para a densidade de corrente, ¢é

pode-se escrevé-lo como sendo

J = Jp+Jg, (4.16)
onde
V-Jr=0 (4.17)
€
V x J, =0; (4.18)

Jr é chamado de componente transverso ou solenoidal e J;, é chamado de componente

longitudinal ou irrotacional.

Algumas informacgoes importantes podem ser tiradas do teorema de Helmholtz.
A primeira é que o campo magnético B ¢ definido puramente pela parte transversa do
potencial vetor /TT, visto que V-B=0. Segundo, tem-se que o vetor escalar é longitudinal,
pois V x V¢ = 0. Posteriormente, a transformacao de gauge de Coulomb resulta em
um potencial vetor A puramente transverso, tanto quanto o campo magnético. Assim, o

potencial vetor A é transverso e o potencial escalar ¢ é longitudinal.
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Aplicando o que foi mencionado na Eq. 4.14 é possivel obter duas equagoes inde-

pendentes

, - 1824 =
e

10 >

A Eq. 4.19 mostra que o potencial vetor é determinado pela parte transversa da densidade
de corrente e essa equagao tem solu¢do conhecida na literatura, veja a Ref. (8). Com as
duas equacgoes que o potencial escalar satisfaz, Eqs 4.15 e 4.20, é possivel obter a equagoes

de conservacao de carga

do

V-J,=—— 4.21
T (4.21)
Dividindo o campo elétrico também em parte transversal e longitudinal, que sdo
dadas por
- dA
Er=——— 4.22
T (4.22)
e
E, = -V¢. (4.23)

Como foi mencionado, o campo magnético é inteiramente transverso devido as Eqs. de

Maxwell.

Os resultados que foram obtidos leva as Equacoes de Maxwell a serem escritas

pelo seguinte conjunto de equagoes

_ 0B
Er = —— 4.24
v X T 8t ) ( )
1 = E 7
Ho VxB = GOE + <]T7 (425)
V.-Epr = 0, (4.26)
V-B = 0, (4.27)

para a parte transversa das ondas eletromagnéticas. As equagoes longitudinais, que sao

associadas com o potencial escalar ¢, sao apenas uma e ela é

V-E, = (4.28)

o
60.
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E com as Eqs. 4.23 e 4.20 tem-se que a parte longitudinal da densidade de corrente é

- OE
JL = —€p 82511.

As equagoes longitudinais implicam que o campo elétrico advém da densidade de carga,

(4.29)

como acontece nas equacgoes da eletrostatica.

4.2 Campo Classico no Espaco Livre

A partir de agora, serd considerado que o campo eletromagnético se encontra em

uma regiao do espago onde

Jr=20 (4.30)
e assim, a Eq. 4.19 se torna
—V2A + 184 _ 0 (4.31)
o2 '

Essa aproximacao auxilia a conseguir uma resolucao mais facil da equacao do vetor de
onda e dela também se obtém resultados bastantes realistas para a aplicacao de optica
quantica para comunicagoes 6pticas. O campo encontrado por esta equacao ¢é dito estar

no espacgo livre.

A ideia para a quantizagdo do campo eletromagnético é encontrar uma expres-
sao matematica que liga a energia do campo eletromagnético com a energia do oscilador
harmonico e, posteriormente, fazer a mudanca do potencial vetor classico A para o ope-

rador advindo da mecanica quantica A.

Para isso, considere que o campo eletromagnético estda em uma regiao do espaco
que é descrito por cuibos de lado L e sem contornos, conhecido como quantizacao da

cavidade. Veja a Fig. 2.
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=

A

—bz

_.=X

L

Figura 2 — Campo Elétrico de uma onda eletromagnética polarizada na dire¢do x dentro

de uma cavidade vazia de dimensao L. Figura retirada da Ref. (1)

A solugao deste problema é feito por meio de se considerar a onda viajante, e ndao

estaciondria, e fazer com que ela seja sujeita a condi¢oes de contornos periédicos.

O potencial vetor é expandido como uma soma de contribui¢oes de modos da

cavidade,
AF ) =Y Co A (7)), (4.32)
E A=12
onde
Apy(Fot) = Ap, () exp(ik - 7) + AL, (t) exp(—ik - 7). (4.33)

Aqui as componentes do vetor de onda k assumem os seguintes valores,

k., = 2mv./L, (4.34)
k, = 2my,/L, (4.35)
k., = 2mv,/L, (4.36)
com
Vos Vg v = 0, £1,4£2, 43, . (4.37)

E essa quantizacao do niimero de onda que representa a condi¢ao de contorno periddica

que foi mencionada anteriormente.
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Os €z, da Eq. 4.32 sao vetores unitdrios de polarizaciao e a condi¢ao do gauge de
Coulomb da Eq. 4.12 ¢ satisfeita se

&, k=0. (4.38)

As polarizacoes sao escolhidas para serem perpendiculares entre si

&y gy = 0. (4.39)

A normalizacao e ortogonalidade dos dois vetores de polarizacao para cada ké expresso

em uma tunica condic¢ao

—

Cix _)EX = 5)\)\’7 (4.40)
onde dyy € o delta de Kronecker.

As componentes modais do potencial vetor sao independentes e, aplicando a con-

dicado da Eq. 4.31 na Eq. 4.32, obedecem a equacao de campo

L 0*Ap, (1)
2 Ot?
Os coeficientes modais, e seus complexos conjugados, satisfazem a equagdo harmodnica do

K? A, (t) + =0. (4.41)

movimento,

02 Ap (1)

o2 + wiAg, (1) =0, (4.42)

onde é conveniente escrever

wy, = ck. (4.43)

O campo eletromagnético é quantizado pela conversao do oscilador harmonico cléssico
para uma contrapartida quantica. A natureza da conversao é sugestiva pela forma da

energia resultante dos campos, fato que seréd calculado agora.

A solugao da Eq. 4.42 tem a forma

AE)\(t) = Ag, exp(—iwgt), (4.44)

e a contribuicdo modal do potencial vetor da Eq. 4.32 se torna

Ap, (7, t) = A,y exp(—iwit + ik - 7) + AL exp(iwgt — ik - ), (4.45)

O vetor potencial completo é obtido substituindo esse resultado na Eq. 4.32.
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O correspondente campo elétrico transverso completo é obtido da Eq. 4.22 como

sendo igual a

IZAGOED D DR NONGER (4.46)

L oA=1,2

onde

B\ (7,t) = iwn{ A, exp(—iwgt + ik - 7) — A% | exp(iwgt — ik - 7)} (4.47)

e o campo magnético é obtido da Eq. 4.5 como sendo

o k x e B
B(rt)=Y_ p R B (7 1), (4.48)
L oA=1,2
onde
By (7, 1) = ik{Ap , exp(—iwyt + ik - 7) — A% | exp(iwyt — ik - )} (4.49)

A razao entre as amplitudes dos campos elétrico e magnético é igual a velocidade da luz,

como ¢é de se esperar para ondas eletromagnéticas no espaco livre.

A energia total do campo eletromagnético em uma cavidade é

1 3 . . .
Energia = - / AV [eoEir (7, t) - Br(7.t) + g B ) B(7,1)] (4.50)

cavidade

e esta integral é calculada substituindo os resultados das Eqs. 4.46 e 4.48. Uma propriedade

importante que é usada no calculo dessa integral é que

/ AV exp [+i(k —F) - 7] = Vi, (4.51)
cavidade ’

/ Ve [k + ) 7] = Vg g, (4.52)

onde V = L. Assim, a integral da Eq. 4.50 resulta em

Energia = %ZE S V{(AE,\AZ‘A + AZ}\AEA) X (eowp€py - €py + otk x RN €y)
—(AE)\A_E)\,Gfmwkt + AEAAiEA’) X (Gngé}g)\ . 5—1'5» — ,ualk X 6_}-5)\ -k X 5—1’5»)}7 (4.53)
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como os modos kA e —kA tem a mesma frequéncia wy. O fator que inclui o vetor polarizacao

dos modos ¢ simplificado de forma consideravel, isso é feito observando que

k % _»E)\ -k % g:i:EX = ]{326_};)\ . g:i:EX' (454)
Entao, usando as Eqs. 4.12, 4.40 e 4.43, é encontrado que o termo dependente do tempo

da Eq. 4.53 desaparece. A energia total radiada ¢ entao reduzida a soma da contribuicao

que nao depende do tempo dos modos individuais,

Energia =YY Energiag, (4.55)
P

onde

Energiap, = eVwi(Ap Az, + AL Apy). (4.56)

Os coeficientes modais Ay, e A%A, sao deixados dessa forma na equacao por causa da facil
comparagao da energia do oscilador harmonico que sera discutida posteriormente, mesmo

sendo possivel associd-los em um termo so, visto que eles comutam.

4.3 A Mecanica Quantica do Oscilador Harmonico

Para o oscilador harmonico, o Hamiltoniano, no qual é a energia total do sistema,

¢é dado por

#H = Energia Cinética 4+ Energia Potencial = E,+V (4.57)
52
b L o 5.
= £ 4= 4.
o +5mwd (4.58)

onde o operador posi¢ao ¢ e o operador momentum p obedecem a relagao de comutacao

usual,

(4, 9] = ih. (4.59)

E conveniente trocar ¢ e p por um par de operadores sem dimensao definidos como sendo

a = (2mhw) Y2 (mwd + ip) (4.60)

at = (2mhw) V2 (mwq — ip) (4.61)
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o que resulta na relagao conversa dada por

g = (h/2mw)'?(@" + a) (4.62)

P =i(mhw/2)"?(a" — a) (4.63)

Os operadores @ e a' sao chamados, respectivamente, de operador destruicdo e
criacao. Eles possuem propriedades simples e sdo de extremo uso em calculos, mesmo nao

representando nenhum observavel do oscilador harmonico.

Segue das Eqgs. 4.60 e 4.61 que

aal = (2mhw) " (p* — imw@p + imwpq) (4.64)
L1
= (hw) ™ (H + Shw) (4.65)
€
it = (hw) (L — ;fm (4.66)

onde foi usado a relagdo de comutacao de ¢ e p. A diferenca entre essas expressoes resulta

no comutador entre os operadores de destruicao e criacao

[a, aT} =aal —afa =1, (4.67)
onde 1 é o operador unitario no espago de Fock.

Com a relacdo dos operadores § e p e com os operadores G e &', é possivel encontrar

a expressao do Hamiltoniano dado por

1
hw(aat +a'a) = hw(ata + ). (4.68)

H= 9

1
2
Os autovalores de energia sao facilmente determinados da teoria dos operadores

de criagao e destruigdo. Seja |n) o autoestado da energia com autovalor E,. A equagao

do autovalor é

H|n) = hw(a'a + ;)|n> = E,|n). (4.69)
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Multiplicando os dois lados da igualdade pelo lado esquerdo por af

1
hw(atata + §&T)|n) = E,af|n). (4.70)

Usando a relagao de comutacgao da Eq. 4.67 no primeiro termo do lado esquerdo

1
hw(ataal —at + 55ﬁ)|n) = E,a'|n). (4.71)

no qual é rearranjado como sendo

1 N
hw(ata + 5)af|n> = Ha'|n) = (E, + hw)a'|n). (4.72)

Esta udltima equacao tem a forma de uma equacao de autovalor da energia. Ela
mostra que o estado af|n) é um autoestado do oscilador harménico com autovalores E,, +

hw. Denota-se o novo autoestado e autovalor como

In+1) = a'ln) (4.73)

En+1 == En + hw, (474)

o que leva a Eq. 4.72 a ser escrita como

Hin+1) = Epsq|n+1). (4.75)
Este resultado mostra que, dado um oscilador harmoénico com nivel de energia F,,, existe
outro nivel de energia maior que o primeiro por uma quantidade Aw. Os niveis de energia
formam uma “escada” igualmente espagada, no qual ¢é ilustrado na Fig. 3. Como em
Mecanica Classica, nao existe restricao sobre o valor maximo da energia do oscilador, e a

escada estende superiormente a infinito.

n | ’ Ln+tm

| [
/

Figura 3 — Niveis de energia do oscilador harménico na frequéncia wy.
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O fim inferior da escada é investigada pela multiplicacao da equacao dos autova-
lores da energia, Eq. 4.69, pelo lado esquerdo por a. Manipulacao similar a feita anterior-

mente resulta a se ter

Haln) = (E, — hw)a|n). (4.76)

O estado a|n) é o autoestado da energia com autovalor FE,, — hiw, denotada por

In — 1) = aln) (4.77)
e
E, 1=F,—hw, (4.78)
tal que a Eq. 4.76 se torna
Hln—1) = E,_y|n). (4.79)

A escada dos niveis de energia se estende para baixa com passos de hw. Entretanto, a
escada deve ter um limite inferior e, por causa que os niveis de energia cinética e potencial
devem ser quantidades positivas, os autovalores de energia nao permitem valores negativos.

Seja |0) o estado fundamental com energia Ey, para o qual a Eq. 4.76 d4

Hal0) = (Ey — hw)a0). (4.80)

Como, por hipétese, nao existe autovetor de energia menor do que do estado fundamental,

a unica solucao da Eq. 4.80 consistente com essa interpretacgao fisica é

al0) = 0. (4.81)

Esta condicao do estado fundamental ou estado do vacuo é usado para determinar Ej,

como o estado fundamental obedece a seguinte equacgao de autovalor

N 1
7]0) = - hwl0) = Eol0), (4.82)
entao
1
Ey = §hw, (4.83)
e segue da Eq. 4.73 que
1
E,=n+ -)hw, (4.84)



Capitulo 4. Introdugio a Optica Qudntica 28

comn =0,1,2,---, este resultado é bastante conhecido para o oscilador harmonico quan-

tico.

A Fig. 4 mostra o esquema de niveis de energia e indica a regra de @ e a' em,
respectivamente, destruir e criar um quantum hw no excitagao de energia do oscilador e
assim, causar um passo para baixo e para cima na escada. O estado |n) é simultaneamente

autoestado do Hamiltoniano H e do operador niimero 7 definido como sendo

n = ala, (4.85)

onde ¢ evidente das Eqs. 4.69 e 4.84 que

nln) = nin). (4.86)

Os estados |n) sdo chamados de estados nimero do oscilador harmonico.

E + 2hw

E+hw

E - 2hw

Figura 4 — Ilustracao da variacao do nivel de energia sobre agao dos operadores de criacao

e destruigao

Até o momento, nao se teve atencao para o critério de normalizacado dos autoes-

tados, expressa pela condigao

(n—1n—=1)=(njn) = (n+1jn+1) = 1. (4.87)

Um fator adicional aparece na relacdo entre diferentes autoestado quando o estado é

normalizado e, por exemplo, a Eq. 4.77 é generalizada para

Cpln — 1) = aln). (4.88)
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Assim, com o uso da Eq. 4.87, a constante C,, é determinada fazendo o produto dos dois

lados da Eq. 4.88 pelo seu conjugado Hermitiano, levando a

|C, |2 = n. (4.89)

A fase da constante de normalizacao é convenientemente adotada como sendo zero, e a
Eq. 4.88 se torna

aln) = n'?n — 1). (4.90)

Uma analise similar na Eq. 4.73 produz o resultado

atlny = (n+ 1)"2n + 1). (4.91)

As Eqgs. 4.90 e 4.91 sdo sempre usadas ao invés das Eqs. 4.73 e 4.77 por causa da vantagem
de se trabalhar com autoestado normalizados. Note a condi¢ao do estado fundamental da
Eq. 4.81 ¢ incluida como um caso especial do resultado geral da Eq. 4.90. Os diferen-
tes autoestados de energia do oscilador harmonico sao ortogonais e segue que os Unicos
elementos da representacdo matricial dos operados @ e a' que sdo diferentes de zero sdo

aqueles da forma

(n—1lajn) = n*/? (4.92)
(n+1lafln) = (n+1)Y2 (4.93)

Todo operador Hermitiano O tem seus elementos da sua representagao matricial

satizfazendo a condicao

(il0l5) = (j|Oli)*. (4.94)

E claro que @ e a' ndo sio operadores Hermitianos e, de acordo com os principios da Me-
canica Quantica, eles nao podem representar quantidades observaveis. Sua propriedade de
destruicao e criagao de quantum de energia é, entretanto, facilmente apreciada no sentido
fisico. Porém, algumas vezes é mais conveniente trabalhar com formas sem dimensao mas
com expressoes parecidas com os operadores posicao e momento. Para isso, define-se os

operadores de quadratura como sendo

R 1
X = (mw/2h)Y?§ = 5(a* +a) (4.95)
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N 1
Y = (2mwh) V% = 5z'(aLT —a) (4.96)
com a relagao inversa
0o = X+ 4.97
al = X —iv. (4.98)

Os operadores X e YV satisfazem a condicdo de Hermiticidade. E ficil mostrar que o

Hamiltoniano pode ser escrito como

H = hw(X? +7?) (4.99)

e que a relagao de comutacao desses operadores de quadratura é

X, V] = ; (4.100)

Essa relagao de comutacao leva a relagdo de incerteza de Heisenberg a ser dada por

o%o2 > 1/16. 4.101
XYY

No decorrer do trabalho, algumas vezes sera usado os operadores de criagao e

destrui¢ao, por motivo de conveniéncia.

4.4 Quantizacdo do Campo Eletromagnético

O campo eletromagnético é quantizado pela associacao de um oscilador harmoénico
advindo da mecanica quantica com cada um dos modos kA do campo radiado na cavidade
de quantizacdo definida anteriormente. Assim, os operadores de destruicao e criagaos de

cada um dos modos kA possuem a forma

Lo\ 12
Apx|Tix) = Mgy

ngy — 1) (4.102)

ik ) = (ngy + 1)

ngy + 1) (4.103)
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com a interpretacao fisica que os respectivos operadores destroem e criam um féton de
energia hwy, no modo k). Note que a frequéncia angular do féton depende apenas da
magnitude de seu vetor de onda e é independente da polarizacdo do modo, especificada
pelo index A = 1, 2. O ntimero ny, dos fétons excitados na cavidade ¢ dado pelo autovalor

do operador ntimero de fotons apropriado

gy = %@g» (4.104)

com a relagao de autovalores

Niy) = M| ) (4.105)

para ng, = 0,1,2,---. Os autoestados ortonormais ‘n,;)\> sao conhecidos como estados

Lo N AT oA
nk)\‘nk:)\> = A\ agy

numero de fétons ou estados de Fock do campo eletromagnético.

O ntmero de estados do campo eletromagnético na cavidade ¢é especificado pelo

string de nimero de fétons, um para cada modo associado, e.g.

nl}:&l’ nE127 nEQ].’ nEQQ’ o .> = ’nE11>‘nE12>‘nE21>’nE22> = ‘{nEA}> (4106>

Os diferentes modos sao independentes e obedecem a seguinte relacao de comutagao

(07005, | = 0z 5 0ay- (4.107)

oY%

Os estados niimeros multimodos definidos na Eq. 4.106 formam uma base completa
de estados para o campo eletromagnético dentro da cavidade quando todo nimero do

conjunto ‘{n,;)\}> varia sobre todo niimero inteiro maior ou igual a zero.

O Hamiltoniano do campo radiado é obtido pela soma da contribuicao de cada

oscilador harmonico

He=> > Mz, (4.108)
EooA
onde
7 = ha-al. +ala 4.1
Hpy = 2 k(aﬁxa;;’,\ + a;g,\alb\)' (4.109)

A comparacao da Eq. 4.109 com a Eq. 4.56, sugere que a conversao da amplitude do vetor

potencial classico para os operadores modais da mecanica quantica é

Apy = (h)2gVwy)Pag, (4.110)
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Az, = (hf260Vwy) Pal, . (4.111)

Com esta substituicao, a equagao do vetor potencial na forma de operadores se torna

fT =N N &, An (i), (4.112)

i A=1,2

onde

Ap\ (7. 1) = (h/260Vwi)"/*{ag, exp(—iwgt + ik - 7) + 4L, exp(iwpt — ik -7} (4.113)

¢é a contribuicao da magnitude do operador do vetor potencial da cavidade com modo EN.

O resultado correspondente aos operadores do campo elétrico e magnético sao
obtidos substituicao de fY(F, t) nas Eqgs. 4.46 e 4.48. As expressoes dos operadores sao
simplificadas pela definicao de um angulo de fase para os modos das formas de onda dado

por

Xp(Fot) = wpt — k- 77 g (4.114)
O operador referente ao campo elétrico é conveniente separado em
Er(7,t) = Ef (7,t) + Ep (7, 1), (4.115)
onde
EF (7, 1) = 32 30 6\ (o 260) g, exp(~ixg(7.1)) (4.116)
T
e
Er (i) = 303 & a(huon/260V) 24l expling(F, 1)) (4.117)
PA

sao conhecidos como as partes de frequéncia positiva e negativa do operador do campo

elétrico.

O operador referente ao campo magnético é escrito de forma andloga

B(7,t) = B*(7,t) + B~ (7, t), (4.118)
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onde

BY(it) = Y D"k x &, (h/2e0w, V), exp(—ixz(F. 1)) (4.119)
EooA

ZZ h/2eoka)1/ az, exp(ixg(7, 1)) (4.120)

Uma forma alternativa dos operadores dos campos elétrico e magnético é obtido pelo uso
dos operadores de quadratura. Assim, com a insercao dos subindices dos modos, a relacao

de comutacao dos operadores de quadratura é generalizada a

{ka ka] = (/2)0g70av - (4.121)

Com o uso destes operadores de quadratura, operador do campo elétrico se torna

A
—

Er(t) = 33 &, (2hwr/eV)/*{ X5y cos [xg (7 6)| + Veysin [\ (7 )]} (4.122)
[

e o operador do campo magnético pode ser obtido de forma similar. A forma da Eq. 4.122

mostra que os operadores X G }Af,;/\ sao associados com as quadraturas cosseno e seno do

angulo de fase do modo, o que faz jus ao nome.

O Hamiltoniano do campo eletromagnético radiado ¢é escrito em uma forma anéloga

a classica, como sendo

cavidade

onde a integral ¢ calculada da mesma forma feita anteriormente, para o caso classico. O

resultado final pode ser escrito na forma

HR—ZZhwk ak ap, +1/2) = Z;mk(xgﬁyg). (4.124)
A relagao dos autovalores de energia para o estado nimero multimodo é

ﬂR’{”E,\D = Z z}\: huwr(ngy, + ;)‘{”E,\}> (4.125)

k

O estado fundamental do campo eletromagnético no qual nenhum féton é excitado

em qualquer modo do campo é aquele que

gy, =0, (4.126)
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para todo k e A e é chamado de estado do vécuo do campo. O estado do vacuo é denotado

por |{0}), e satisfaz a condigdo de estado fundamental para todos os modos,

iz, {0)) = 0, (4.127)

para todo kel A equacao de autovalor do estado do vacuo ¢é

HLal{0}) = 5 5% hnl{0)) = Eal(0)), (1125)

onde

1
Ey =5 DY hwp = huwg, (4.129)
P g

¢ conhecido como energia de ponto-zero ou energia do vacuo. Esta contribuicao nao tem

analogo na teoria classica. A relacao de autovalores geral para qualquer estado é

Hrl[{nin}) = (Br + Eo)|[{nz2}), (4.130)

onde

Er=>Y_> hwgng, (4.131)
koA

¢ a energia de excitagao do campo eletromagnético acima de seu valor de ponto-zero.

45 Estados Quanticos de Interesse

Neste topico sera feita uma simplificacao da teoria da éptica quantica desenvolvida
anteriormente. Sera adotado que o campo eletromagnético ¢ monomodo e que s6 ha uma

polarizacao disponivel. O motivo para isso é a simplicidade dos resultados obtidos.

451 Estado Térmico

Considere um campo eletromagnético monomodo em equilibrio térmico dentro de
uma cavidade de temperatura 7. De acordo com a Mecanica Estatistica, a probabilidade

P, de que o modo seja termicamente excitado para o n-ésimo nivel de energia é

o eXp<_En/kBT)
" Zn eXp<_En/kBT)

(4.132)
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onde F, é a energia no n-ésimo nivel e kg é a constante de Boltzmann. O operador

densidade para o campo térmico é dado por

exp(—H /kpT)

prn = Tr{exp(—?fl/kBT)}
onde H = hw(ata +1/2) e
Tr{exp(—A/ksT)} = i0<n|exp<—ﬂ/kBT>|n>

= Z exp(—E,/kgT)=Z
n=0

¢ denominado fungao de partigdo. Com E,, = hw(n + 1/2)

Z = exp(—hw/2kgT) i exp(—hwn/kgT).

n=0

Desde que exp(—hw/kpgT) < 1, entdo a soma é uma série geométrica e assim

z::oexp(—hwn/k:BT) =1 exp(—lhw/kBT)

de tal forma que

_exp(—hw/2kgT)
-1 —exp(—hw/kgT)’

Evidentemente

) 1
P, = (n|pru|n) = Zexp(—En/kBT).

Também é possivel notar que o operador densidade pode ser escrito como

PTh = Z Z’”/MRI’PThln)(“\

n/=0n=0

— ; gexp(—ER/kBTﬂm (n]

- f: Puln)(nl.

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)
(4.141)

(4.142)
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O numero médio de fotons do campo térmico é calculado da seguinte forma

n=0
o 1 o0
= > nP,= exp(—hw/QkBT)Z > nexp(—hwn/kgT) (4.144)
n=0 n=0

exp(—hw/kgT)

4.145
1 — exp(—hw/kgT) ( )
1
= : 4.14
exp(hw/kpT) — 1 (4.146)
Da Eq. 4.146 segue que
exp(—hw/kpT) = - Z - (4.147)

e das Eqgs. 4.139 e 4.142 segue que a matriz densidade pr, pode ser escrita em termos de

N cOmo

1 & no\"
DT = ——— . 4.148
=17 2 (1) o (4.148)

A probabilidade de encontrar n fé6tons em um campo térmico em termos de n é

ﬁ’l’b
P, = T (4.149)

A variancia do niimero de fétons é dada por

o = (A%) — (R)% (4.150)

Como
(W* = Tr(n*prn) (4.151)
= n+20n° (4.152)

entao
o2 =i+ n’ (4.153)

0 que mostra que a variancia é consideravelmente maior do que sua média.

Como é mostrado na Ref. (9), a energia média por unidade de volume para o

estado térmico é obtido como sendo
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mw2kp T

onde T' é a temperatura e c¢ é a velocidade da luz. Esta expressao da Eq. 4.154 é conhecida

como lei de Stefan-Boltzmann.

4.5.2 Estados Coerentes

Para os estados nimero |n), tem-se que o valor do campo elétrico é zero, (n|E|n) =
0, o que nado condiz com a maioria das realizacoes fisicas de experimentos. Os estados que
mais se aproximam dos estados classicos e que nao possuem essa caracteristica de campo

elétrico nulo sao os estados coerentes.

Estes estados sdo denotados por |«) e sdo os autoestados do operador @,

ala) = ala) (4.155)
onde o ¢ um numero complexo.

Desde que os estados ntimeros |n) formam um conjunto completo, entdo pode-se

expandir |a) de acordo com

la) = i)Cn|n>. (4.156)

Aplicando a agdo de a@ na Eq. 4.155 e lembrando que o resultado é novamente |a), pela

Eq. 4.155, tem-se que

alay = i Covnln —1) =« 20n|n>. (4.157)

Igualando os coeficientes de |n)

Covn = aC,_, (4.158)
ou
2 a?
Cp = —=Choy=———Chpy=-- (4.159)
N n(n —1) ’
- 2 (4.160)

e assim,
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= Cy Z \/_]n (4.161)

Pelo critério de normalizagao se determina Cj

(ol = 1=1GP X Ll (4.162)
— |G Z"”

= |Cy|elel’ (4.163)

no qual implica que Cy = exp(—%|a\2). Assim, o estado coerente normalizado é igual a

[e.e]

) —exp(—*lal )ZO\/—

In). (4.164)

Sera feita uma andlise do valor médio do operador campo elétrico

N hw o e
E, (7 t) = i(m)lﬂ el et — glemikren] (4.165)
Para ele é obtido que
. hw o o

<Oé|Ex’Oé> _ Z(ﬁ>1/2 {aez(k-rfwt) . Oé*efz(k-rfwt)} (4.166)

Ao \1/2 5
_ 2|04|(2 v) sin(wt — B -7 — 0), (4.167)

€o

onde a = |ale? e no qual tem as caracteristicas do campo elétrico cldssico. Para o cdlculo

da variancia do campo, é necessario que se tenha o segundo momento do campo

hw

o) =
(@l E2ja) = 35

1+ 4]af*sin’(wt — k- 7= 0)] . (4.168)

Assim, a flutuagao ou variancia de E, é

hw

AB, = (AE,))Y? = Gev

)12 (4.169)

?

o que ¢ idéntico a variancia do estado do vacuo. O estado coerente é o mais classico por
que nao apenas tem a forma correta para o valor médio do campo elétrico, mas também

contem o ruido caracterizado como apenas o ruido do vacuo.
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A analise feita agora é para o entendimento do « na expressao do estado coerente.

O valor esperado do operador nimero de fétons para o estado coerente é

7 = (alf]a) = |af? (4.170)

assim, |a|? é apenas o niimero médio de fétons no campo. O segundo momento do nimero

de fotons é dado por

(a]pla) = (ala'aatale) (4.171)
= (a|(@'d'aa + a'a)|) (4.172)
= |a*+|af =a*+q (4.173)
e assim
An = \/(A2) — (A)2 = p!/? (4.174)

no qual tem caracteristica de processo de Poisson. De fato, para uma medida do ntimero

de fotons no campo, a probabilidade de detectar n fétons é

2 2 o
P, = |(n|a)|? =e7l — (4.175)
n.
= e (4.176)
n.

no qual é uma distribuicao de Poisson com média n. Note que a incerteza com relagao ao

valor médio de f6tons é

(4.177)

an
n

5=

no qual diminui com o aumento de n.

Os estados coerentes |a) sao os estados quinticos mais proximos dos estados clés-
sicos por causa que: (i) o valor esperado do campo elétrico tem a forma da expressao
classica; (it) a flutuacdo no campo elétrico é a mesma para o vacuo; (i) a flutuagao do
numero médio de fétons com relagao ao valor médio decresce com o aumento do nimero

médio de fotons.

Sera discutido uma forma de se obter os estados coerentes por meio da aplicagao

do operador de deslocamento no estado do vacuo.

O operador de deslocamento é definido como sendo
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D(a) = exp(aa’ — a*a) (4.178)
e os estados coerentes sao dados por
la) = ﬁ(a)|0>. (4.179)
Para ver isso, considere a identidade
eAtB = pAeBm3[AD] (4.180)
— BeheslBA] (4.181)
no qual é valido se [A B} #0e [ [A BH {B, {fl, EH = 0.Com A = aal e B = —a*a,
[A, B} = |a|?, tem-se que a Eq. 4.178 resulta em
D(a) = e®d'—"0 = e zlol’godl gmata, (4.182)
Expandindo exp(—a*a) em séries de Taylor, tem-se que
[e'e) *A l
Z = 10) (4.183)
1=0
Mas como
0y = i (ad)" 10) (4.184)
—~ nl '
= In), (4.185)
> v
entao
) = D(a )|0> (4.186)
= ealof |n (4.187)
>

o que esta de acordo com a definicdo de estados coerentes.

O operador deslocamento é um operador unitario. Por isso,
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A

Di(a) = D(—a) (4.188)
e, (4.189)

_1
= e 2

|a\2€—afﬂ

E evidente que D(a)D(a) = Di(a)D(a) = 1.

O operador deslocamento obedece a relacao de semigrupo: o produto de dois ope-
radores deslocamento, por exemplo ﬁ(a) e 15(5), ¢, a menos de um fator de fase global,
o operador deslocamento ﬁ(oz + ). Para ver isso, tem-se que notar que se for feita a

consideracdo que se A = aa' — a*a e B = Ba’ — B*a, entdo

(A, B] = ap" — a8 = 2iSm(ap"). (4.190)

Assim, usando a Eq. 4.181 é possivel obter que

D(a)D(B) = e’eP (4.191)
= exp[iSm(af)] eletPal—(ar+6al (4.192)
= exp [iSm(af")] D(a + f). (4.193)

Isto resulta que a aplicacao deste produto de operadores deslocamento sobre o estado do

vacuo resulta em

D()D(p)|0) = D(a)|B) (4.194)
= exp [ISm(af”)] o+ F). (4.195)

Onde a fase global exp [iSm(a/*)] ndo tem interesse fisico relevante.

4.5.3 Estados Comprimidos

Sera apresentado o exemplo mais importante de estados da luz nao-classicos. Os
estados comprimidos serao caracterizados pelos mesmos aspectos que foram relevantes
para os estados coerentes, estatistica de féton, producao dos mesmos pelo estado do

vacuo, entre outros.

Primeiramente, considere dois operadores A e B satisfazendo a relacao de comu-

tacao [fl, ]_;’} = ié, o que resulta que

CY)?. (4.196)
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Um estado do sistema é tido ser comprimido se ou

(AA)%) < SO (4.197)

ou

(ABY) < SE)] (4.198)

No caso de estados comprimidos que serao mostrados aqui, tem-se que A = X; e B = Xo,

com X; e X, sendo os operadores de quadratura do campo.

Estes estados para os quais uma das componentes obedecem a condig¢ao de com-
pressao tem a caracteristica que esta componente tera ruido, ou varidncia, menor do que
a do estado coerente ou do vacuo. Porém, a outra componente tera uma flutuacao maior,

com relagdo a do vacuo, para que a relacao de incerteza seja satisfeita.

Uma maneira de se obter os estados comprimidos é por meio do operador de

squeeze, que sera chamado de operador de compressao, que é definido como sendo

5(6) = exp [ (702 — €a™)| (4.199)

onde ¢ = e, para 0 <r < oo e 0 < < 27. O pardmetro r é conhecido como parametro

de compressao.

Este operador S (&) é tipo uma generalizacao do operador de deslocamento para
dois fétons. Assim, a agao de S (€) sobre o vacuo criard algum tipo de estado coerente de

dois fétons.

Para entender o que acontece quando se aplica este operador, considere

) = 5(€)|¥) (4.200)

onde |¢) é por enquanto arbitrario e |¢5) denota o estado gerado pela acgao de S (&) sobre
|1)). Para obter as variancias de X1 e X, é necessario os valores esperados de a, a2, etc.
Para isto, é usado o seguinte resultado obtido da aplicagdo do lema de Baker-Hausdorf (
veja a Ref. (9))

S51(€)aS(€) = acoshr —afe? sinhr (4.201)
St©)ats(€) = afcoshr —ae " sinhr (4.202)
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onde ST(¢) = §(—i). Assim,

(Wslalvs) = (W|ST(©asS(€)[) (4.203)

(Wsla®|ys) = (|ST(€)asS(€) ST €)as(©)|v), (4.204)

etc. Para o caso especial onde [1)) é o estado do véacuo |0), |1)s) é o estado comprimido do

vacuo, no qual é denotado por [€)

€) = 5(¢)]0). (4.205)

Usando as Eqs. 4.202-4.205 ¢é obtido que

- 1
(AX))?) = 1 {cosh2 7 + sinh? r — 2sinh 7 cosh 7 cos 0} : (4.206)
N 1
(AX,)?) = 2 {cosh2 7 + sinh? r 4 2sinh 7 cosh 7 cos 6’} . (4.207)
Para 6 =0
- 1
(AX))*) = Ze*%, (4.208)
N 1
(AX5)%) = Z62’”. (4.209)

e evidente que existe uma compressao na quadratura X; dependentes de r. Para 0 = 7, a

compressao ocorrera na quadratura Xs.

Um estado comprimido mais geral pode ser obtido com o auxilio do operador

deslocamento

o, ) = D(a)5(£)[0). (4.210)

Obiviamente que para & = 0 se obtém um estado coerente. Desde que se tem

DiaD(a) =sxa+a (4.211)
DiafD(a) = xaf + o7, (4.212)
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entdo a acdo do produto dos operadores deslocamento e compressao sobre @ e a' podem

ser obtidos das Egs. 4.202 e 4.212. Com o uso do que foi dito, é possivel mostrar que

(@) = a, (4.213)

no qual é independente do parametro de compressao r, e

a?) = a®—¢e?sinhrcoshr, (4.214)
T

i) = |a)? +sinh®r. (4.215)

E facilmente notado que se obtém as propriedades do estado coerente fazendo r = 0 e o

estado do vacuo comprimido para a = 0.

Para se ter uma ideia melhor dos estados comprimidos e a expressao deles em

termo dos estados niimero, deve-se primeiramente observar que

a0) = 0. (4.216)

Multiplicando o lado esquerdo por S (€) e adicionando o operador unitédrio é possivel ver

que
§(£)as"(€)S(€)[0) =0 (4.217)
ou
S(£)ast(€)|e) =0 (4.218)
Desde que
S(€)asT(€) = acoshr + €4l sinhr, (4.219)

entao se pode escrever a Eq. 4.218 como

(ap+a'v)|g) =0 (4.220)

onde jt = coshr e v = ¢ sinhr. Assim, o estado do vacuo comprimido é um autoestado
do operador au + afv com autovalor zero. Para o caso mais geral, considere o estado da

Eq. 4.210, no qual ¢é possivel escrever que
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D(a)5(€)as" (€) DY () D(a)S(€)[0) = 0, (4.221)

usando a relacgao

D(a)aD(a)(a) = a — o (4.222)

assim, a Eq. 4.220 pode ser reescrita como

(ap + a'v)|a, &) = yla, €), (4.223)

onde v = a coshr + a*e? sinh r. Obviamente, para r = 0 se tem o problema de autovalor
do estado coerente e @ = 0 como sendo o problema de autovalor do estado do vacuo

comprimido.

Se for feito a decomposicao dos estados comprimidos nos estados nimero, tem-se

que

= i Chln), (4.224)

fazendo a substituicao da Eq. 4.224 na Eq. 4.220 se obtém

vom \1/2
Cropr = —( ) Co. 4.225
n+1 u\n + 1 n—1 ( )

Note que esta solugao envolve duas partes, uma para os estados niimero impares
e outra para os pares. Obviamente, apenas a solucao par contém o estado do vacuo. Para

esta solucao par, tem-se que

, 2m — 1)1
Com = (—=1)™ (" tanh 7)™ [((Qm)”)] Co. (4.226)
Onde C) ¢é determinado pela condicao de normalizacao
N [Coml* =1 (4.227)
no qual leva a
hr)?™(2m — 1
12 1+Z (tanh )™ (2m = DI, (4.228)

(2m)!!
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Como existe uma identidade que diz que

1+ Z 2m)|1')”) = (1—2)7Y2, (4.229)

entao é obtido Cy = vcosh r. Finalmente, pela identidade

2m)!! = 2™m! (4.230)
2m -1l = ;L<2$)!, (4.231)

entao

(2m)! (e tanh r)™

Com = (—1)™ 4.232
S T (1:2)
Assim, o estado do vacuo comprimido é
<2m>' »
e (tanh r)™|2m). 4.233
)= S 2 ()" e tanhr) ) (4.233)
A probabilidade de se detectar 2m fétons no campo é
(2m)!  (tanhr)?™
P, 2 4.234
= |@ml6)] = gy (1.231)
enquanto que a probabilidade de detectar 2m + 1 ¢
Py = |(2m + 1|€)| = 0. (4.235)

Assim, a distribuicao de probabilidade do estado comprimido do véacuo é oscilatoria, de-

saparecendo para os numeros de fétons impares.

E mostrado na Ref. (9) que a solucdo para a Eq. 4.223 é

o, €) = T eXD {—%|a|2 sa*%e! tanhr} X

[ e tanh r] n/2

Sy e H,y (e sinh(2r)) 2] |n), (4.236)

onde H,, sao os polindmios de Hermite. A probabilidade de se encontrar n fé6tons no campo

¢é dado por

P = [(n]a. €)1 (4.237)
1 tanhr)” . X
Gl exp [—[af? = (a6 + %) tanh 7] x

| H,, [y(e” sinh(2r))~1/2] 2. (4.238)
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Se |af? > sinh?r, é dito que a parte “coerente” do estado domina a parte comprimida.

Da Eq. 4.238 ¢ evidende que a distribuicao depende da fase a.
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5 Teoria Quantica da Informacao

5.1 Definicao da Entropia de von Neumann

Tal como a entropia de Shannon, a entropia de von Neumann mede a incerteza de
um sistema. O sistema que esta entropia estd relacionado é o que é regido pela Mecanica
Quantica. Esta entropia pode ser vista como um caso geral da entropia de Shannon, pois
a sua defini¢do é bem parecida com a de Shannon, algumas propriedades sao similares e é
igual a entropia de Shannon para alguns casos particulares. Logo a seguir serd dada uma

definicao da entropia de von Neumann.

Defini¢ao 5.1.1. Seja p uma matriz densidade que descreve um sistema qudintico. A

entropia de von Neumann deste sistema € dada por
S(p) = =Tr{plogp}. (5.1)

Esta definicdo pode ser generalizada para um sistema composto. Por exemplo, se
for considerado um sistema composto por duas partes A e B e a matriz densidade que

descreve este sistema como sendo p“®, entdo a entropia ser

S(A, B) = —Tr{p*Plog p"P}. (5.2)

Para que seja mostrado que a entropia de Shannon é um caso particular da entropia
de von Neumann é necessario que se considere que p estd representado em uma base que
o diagonalize, ou seja, p = Y-, px(z)|z)(z|. Para esta matriz densidade tem-se que a sua

entropia de von Neumann é

S(p) = —=Tr{plogp} = —Tr( pr )|z) (z]) Zlogpx x)|z) (x]) (5.3)
= —pr )log px(z) = H(X), (5.4)

onde X ¢é a variavel aleatoria relacionada a distribuicao {px(z)}.

Para fins praticos, se )\, for os autovalores de p, entao a entropia de von Neumann

pode ser reescrita como sendo

em que se define 0log0 = 0.
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Exemplo 5.1.2. Se a matriz densidade que descreve o sistema quantico é dada por

& 0
pzl 1], (5.6)
0

10

entao a sua entropia serd

S(p) = —Tr{plogp} (5.7)
9. 9 1. 1
— 7 loe 2 — o~ .
10 %170~ 10 %10 (5-:8)
— 0,47 (5.9)

Exemplo 5.1.3. Se a matriz densidade que representa um estado misturado é

1

_ [

P=1

4

Pode-se ver que este operador é de um estado misto, pois Tr{p*} = g # 1. O calculo da

entropia de von Neumann também pode ser feito de forma simples. Como os autovalores

N =

] , (5.10)

desse operador sao \i = % e Xy = i, entao

S(p) = —Tr{plogp} (5.11)
3.3 1. 1

— —Zlog2 — “log - 12

108 — qlog ] (5.12)

= 0,81 (5.13)

A seguir ird ser feita a apresentacao de outras quantidades relacionadas & entropia

de von Neumann.

5.2 Qutras Quantidades Entrépicas Relacionadas

De forma similar ao que é feito com a entropia de Shannon, foi criado diversas
quantidades entropicas relacionadas com a entropia de von Neumann. Essas quantida-
des auxiliam na demonstracao de algumas propriedades e no entendimento fisico de tais

quantidades matemaéticas.

Primordialmente sera dada a definicao da entropia relativa quantica e, posterior-

mente, serd mostrado uma propriedade muito importante relacionada a ela.
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Definicao 5.2.1. Sejam p e o dois operadores densidades. A entropia relativa de p para

o € dada por

S(p || o) =Tr{plogp} — Tr{plogoc}. (5.14)

Observagoes importantes a serem feitas sobre esta entropia é que, tal como a
entropia relativa classica (veja Ref. (5)), a ordem entre as matrizes densidade é importante,
visto que esta entropia nao é comutativa. A entropia relativa quantica sera definida como

sendo igual a 400 se o kernel de ¢ tiver uma intersec¢ao nao-trivial com o suporte de p.

Uma propriedade muito importante e que seré aplicada posteriormente é que, tal
como a entropia relativa classica, a entropia relativa quantica é nao-negativa, este fato é

conhecido como Desigualdade de Klein. O teorema serd apresentado e provado a seguir.

Teorema 5.2.2. Sejam dois operadores densidades p e o. A entropia relativa quantica

relacionada a estes operadores é nao-negativa, ou seja,
Slpllo) =0 (5.15)
com a igualdade sendo satisfeita se e somente se p = o.

Demonstragdo. Considere, sem perda de generalidade, que p = 3, pi|i) (il e 0 = 32, q;7) (],
decomposigoes ortonormais de p e o nas bases {i} e {j}. Da defini¢do de entropia relativa

tem-se que

S(pllo) = pr )logpx (i) — > _ (ilplog oi) (5.16)

7

Como tem-se que (i|p = px(i)(i] e

ool = il Slogal 1)) = losa (517)

em que P;; = (i|7)(j|i) >0

Substituindo esses resultados na Eq. 5.16 se obtém

Slpllo) = Zpi(logpi - ZPZ-J- log qj) (5.18)

Note que FP;; satisfaz as equagoes P;; > 0e >, P = > Pij = 1, ou seja, P

¢ uma matriz duplamente estocastica. Da desigualdade de Jensen pode-se mostrar que
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> Pijlogq; <logr;, em que r; = >°; P;;q;, com a igualdade sendo satisfeita se e somente

se existir um valor de j para o qual F;; = 1. Portanto,

pi
S(oll o) > Y pilog”: (5.19)
com a igualdade sendo satisfeita se e somente Pj; for uma matriz de permutacao.

A expressao do lado direito da Eq. 5.19 é similar a entropia relativa classica. Como

a entropia relativa classica é ndo-negativa, entao

S(p |l o)>0, (5.20)

com a igualdade sendo satisfeita se e somente se p; = r; para todo ¢, e se F;; for uma
matriz de permutacao. Estas duas condi¢oes sao equivalentes a se ter como condig¢oes

suficiente e necessaria p = o. O

Outras quantidades entropicas relacionadas sdo a entropia condicional, que é dada

por

S(A|B) = S(A, B) — S(B), (5.21)

e a informagao mutua, que é

I(A:B) = S(A) + S(B) — S(A, B). (5.22)

Todas estas quantidades tiveram como ponto de partida para a sua definicao a Teoria da

Informagao de Shannon.

Para entender como é feito a utilizagao de tais quantidades, sera feita a apresen-

tacao de dois exemplos ilustrativos.

Exemplo 5.2.3. Se tivermos duas matrizes densidade

b
p= (5.23)
0

STL
o= [10 ] : (5.24)

entdao a entropia quantica relativa serd
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Slpllo) = —S(plogp) —Tr{plogo} (5.25)
3.3 1.1 3 9 1 1
= _2log 2~ Zlog= — 21 _ 0 2
1% T 1% T %0 1% 10 (5.26)
- 175 (5.27)

mostrando que a distancia entropica entre essas duas matrizes densidade sdo considerd-

ves.

Exemplo 5.2.4. Agora, considere a matriz densidade da forma

PAB

= |Bio) B = (|0A>|OB>\;§|1A>|1B>> (<0A‘<0B‘\;§<1A‘<1B|> (5.28)
1 0 0 —1]
110 00 o0

= - (5.29)
210 00 0
-1 00 1|

Como a matriz densidade do sistema AB é advinda de um estado puro, entao S(A, B) = 0.

Encontrando as matrizes densidade reduzidas de cada sistema se obtém

Com isso, tem-se que

Desses valores € possivel notar que

e que

I

I (5.30)

P70 | '

111 O

pr =3 [0 1] . (5.31)
S(pa) = S(pp) = —Tr{palogpa} (5.32)
= —llo 1—llo 1 (5.33)

9 989 T 9798 '
— 1 (5.34)
(A:B) = S(A)+S(B) — S(A, B) = 2 (5.35)
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S(A,B) =0 < S(A) + S(B) = 2. (5.36)

5.3 Propriedades Basicas da Entropia de von Neumann

A entropia de von Neumann possui uma grande quantidade de propriedades, isso
¢ um dos motivos da grande atracao de pesquisadores no estudo e aplicacao dessa quan-

tidade entropica.

Teorema 5.3.1. Algumas propriedades bdsicas da entropia de von Neumann sao

1. A entropia € ndo-negativa. A entropia ¢ igual a zero se e somente se o estado for

puro.

2. Em um espago de Hilbert com dimensao d, a entropia serd no mdzrimo igual a logd.
A entropia serd igual a logd se e somente se o sistema estiver em um estado de

mistura mdzima p = 1/d.
3. Se um sistema composto AB estiver em um estado puro, entio S(A) = S(B).

4. Seja {px} uma distribui¢io de probabilidade e p; estados com suporte em subespagos

ortonormais. Resulta que

S( L oxn:) = Hox () + Cpx ()5(0) (5.57)

5. Seja {px ()} uma distribui¢ao de probabilidade, |i) estados ortonormais de um sis-
tema A e p; qualquer conjunto de operadores densidade de um sistema B. Resulta

que

S(Lpx@I il @ o) = Hx (i) + X px()S(0) (5.39)

6. Seja P; um conjunto completo de projetores ortogonais e p uma matriz densidade.
Logo, a entropia do estado p' = >, P,pP; do sistema apés a medida é pelo menos

tao grande quanto a entropia original:

S(p') > S(p) (5.39)

com a igualdade sendo satisfeita se e somente se p' = p.
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7. A entropia é uma fungao concava, ou seja, se {px(i)} é uma distribuicio de pro-
babilidade e {p;} é um conjunto de matrizes densidade, entio a entropia de von

Neumann satisfaz a desigualdade

S(Srxe) = S px()S(o) (5.40

A demonstracao dessas propriedades podem ser vistas nos livros de Wilde (Ref.
(10)) e Nielsen, et al.(Ref. (6)).

5.4 A entropia de uma mistura de estados quanticos

Mesmo as propriedades anteriormente mencionadas abrangerem uma grande gama

de aplicacoes, existe uma propriedade que necessita uma observagao especial.

Como ¢é mostrado por Nielsen, et al.(6), tem-se que a entropia de von Neumann é
uma fung¢ao concava e isto estabelece um limite superior para a entropia de uma mistura de
estados quanticos. Além disso, a mistura de operadores densidade obedece a desigualdade

mostrada no Teorema 5.4.1.

Teorema 5.4.1. Seja {px(z)} uma distribuicao de probabilidade e {p;} é um conjunto
de matrizes densidade. Uma mistura do tipo p = Y, px(i)p; de estados quinticos tem a

propriedade de que
pr(i)S(Pi) < S(pr(i)ﬂi) < pr(i)S(pz) + H(px(7)) (5.41)

Pode-se ver que a desigualdade do lado esquerdo ¢ o caso geral da quarta propri-

edade anteriormente citada. Sera apresentado agora a prova.

Demonstragio. Considere que o estado misto é p = 3, pipi = X, i X5 1) e§><e§~ , entao
podemos observar que
S(p) = —Tr{plogp} (5.42)
1) . )
< = piplog(pipy) (5.43)
ij
©) i i
= = pilogpi— > pi Y pilogp’ (5.44)
: T

= H(p:) + sz‘S(Pz‘) (5.45)



Capitulo 5. Teoria Quantica da Informagdo 55

O item (1) advém de que as bases nas quais cada matriz densidade é decomposta podem
nao ser ortonormais entre si. A igualdade em (2) ¢ por causa que >-; p;- = 1. A condicao
para que o item (1) seja assumida como igualdade ocorre se e somente se os estados
p; tenham a mesma base que os diagonaliza, ou seja, possuam suporte em subespacos

ortogonais iguais para todos os p;. 0

5.5 Subaditividade

Por fim, a ultima propriedade que sera apresentada da entropia de von Neumann
é a subaditividade. Suponha que se tenha dois sistemas quanticos distintos A e B com
um estado quantico conjunto que o caracteriza dado por pAZ. Para tal sistema, tem-se

que a sua entropia satisfaz a seguinte propriedade

S(A, B) < S(A) + S(B). (5.46)

A prova deste fato pode ser feita por meio da utilizagdo da desigualdade de Klein.

Por esta desigualdade tem-se que S(p) < —Tr{plogo}, se chamarmos p = p?P e 0 =

pA ® pP, entdo pode-se notar que

~Tri{ploga} = —Tr{p""(logp” +1logp”)} (5.47)
= —Tr{p"logp"} + Tr{p"log p”} (5.48)
— S(A)+S(B) (5.49)

Da desigualdade de Klein que foi apresentada pode-se ver que S(A, B) < S(A) + S(B).

A condicao de igualdade na expressdo anterior é se p = o, ou seja, p*f = pA ® p~.

Essa propriedade pode ser generalizada para um sistema composto de trés subsis-

temas, em tal caso a desigualdade é denominada de subaditividade forte e é dada por

S(A,B,C) + S(B) < S(A, B) + S(B, C). (5.50)

A demonstracao destas desigualdades nao serd dada neste trabalho, mas caso o leitor
deseje saber da sua demonstragao e algumas consequéncias que advém desta desigualdade

pode consultar Nielsen, et al.(6).

5.6 Capacidade Classica de Canais Quanticos

A evolucao ruidosa de uma sistema quéantico pode ser descrito como uma interagao

unitaria entre o sistema de interesse e o ambiente. Mais formalmente, qualquer evolucao
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unitaria tem a forma

N(pa) = Trp{Upa @ |0)(0] ;U3 (5.51)

onde |0) é algum estado puro do ambiente E e U é a evolugdo unitéria do sistema AFE
para o sistema BE. E denotado por A o sistema do transmissor, ou de Alice, e por B o

sistema do receptor, ou de Bob.

A premissa matematica que esse mapa, denotado por canal quéintico, deve sa-
tisfazer é que sejam positivos completos e que preservem o traco do sistema completo.
Existe uma representacao alternativa para os canais quanticos em termos dos operadores

de Kraus, no qual permite que se escreva a acao do canal como sendo

N(p) = AwpAl (5.52)

com Y A,TCA;c = I, o que é conhecido como condi¢ao de completeza dos operadores de

Kraus.

Agora, suponha que se deseje transmitir informacao classica por meio de um canal
quantico. A taxa maxima que é possivel, medida em bis por uso do canal e com probabi-
lidade de erro caindo para zero quando o nimero de usos do canais aumenta, é definida

pela capacidade cldssica de um canal quantico, no qual serd denotada por C'(N).

Holevo (Ref. (11)) e Schumacher e Westmoreland (Ref. (12)) encontraram um

limitante inferior para a capacidade C'(N)

CWN) = xWN), (5.53)

onde x () é a informacao de Holevo (Ref. (10)) é definida como x(N') = max . (2),p,3 (X :
B),, onde 0 = >, px(x)|z) (x| @ N(ps). A informacdo mitua neste caso ¢ I(X : B) =
S(X)+S(B)—S(X, B), com a entropia de von Neumann dada por S(p) = —Tr{plog p}.

Sera essa capacidade que serd usada no decorrer deste trabalho.
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6 Capacidade de Canais Bosonicos

Sera utilizado agora as ferramentas matematicas e fisicas desenvolvidas até o mo-
mento para o calculo da capacidade de canais bosonicos sem ruido. Vale salientar a im-
portancia desses canais para as aplicagdbes em engenharia, fisica e matematica, por causa

da sua beleza matematica e equivalentes fisicos.

6.1 Canais de Estados Nimero

O primeiro canal a ser analisado ¢ o de estados niimero. Considere um tnico canal
bosonico linear, tal como uma fibra 6ptica. Define-se um canal de estados niimero como
sendo um canal no qual é transmitido informacao por meio da variacao da quantidade de

fétons nos modos de propagacao da onda eletromagnética.

Uma vez definido o que é o canal de interesse, sera feito uma abordagem para o
canal com banda estreita, quando a largura de banda é muito menor do que a frequéncia

da portado, e outra para o canal com banda larga.

6.1.1 Canal de Banda Estreita

Considere um canal de estados niimero de banda estreita, no qual é considerado que
a largura de banda B é muito menor do que a frequéncia da portadora f, ou seja, B < f.
E conveniente na analise de banda estreita pensar no canal como sendo excitado por pulsos
de duracao ~ B~!. Os pulsos, emitidos a uma taxa B, formam um conjunto ortogonal de
modos longitudinais, nos quais sdo chamados de pacotes de onda. Se for considerado que
o canal esta sendo usado a um tempo 7, entao se tem BT modos longitudinais ortogonais

dentro desse tempo de transmissao 7T .

A entrada do canal sdo os autoestados fétons niimero |n) de modos de pacotes de
onda assim, o alfabeto de entrada é o conjunto de ntimeros inteiros nao negativos, e a
mensagem transmitida é uma sequéncia de inteiros. A entrada é descrita estatisticamente

pela probabilidade py(n), que é a probabilidade de se transmitir n fétons. Assim,

o

n=> npy(n) (6.1)

n=0
denota o niimero médio de sinais fétons transmitidos por uso do canal. A taxa médio de

foétons transmitidos é Bn e a poténcia de entrada média do canal é dada por

P = Bhfn, (6.2)
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onde h é a constante de Boltzmann. A expressao do niimero médio de fétons pode ser
rescrito como sendo n = P/hfB. Para um canal de banda estreita com frequéncia e
largura de banda fixa, é possivel implementar a restrigdo de poténcia como uma restrigao

na distribuigao de probabilidade py(n) de modo a ter o nimero médio n bem definido.

A descricao da saida é o segundo ingrediente. Na saida do canal, os fétons sao
contados por um fotodetector ideal. Assim, o alfabeto de saida é também um conjunto
de inteiros nao negativos, e a mensagem recebida ¢ uma sequéncia de inteiros. O ruido
do canal é caracterizado por uma distribuicao de probabilidade pysn(m|n), no qual é a

probabilidade de se ter m fétons na saida quando é inserido n fétons na entrada do canal.

A capacidade por uso do canal, C, é o maximo da informacao mutua, onde o
maximo ¢é calculado sobre a distribuicao de entrada, sujeita a restricao sobre o nimero de

fétons e a normalizagao da probabilidade, ou seja,

C = max I(M;N), (6.3)
{pn(n)}

onde o maximo estd sujeito a restricao de normalizagao

> pn(n) =1 (6.4)
n=0
e a restrigio do niimero médio de fétons, n = P/hfB.

Uma conversao que normalmente é adotada para a capacidade é trocar a capaci-

dade por uso do canal pela capacidade dada em bits/s, que é expressa como sendo

C = BC. (6.5)

Suponha agora que o canal é contaminado por um ruido térmico da seguinte forma:
antes dos fétons referentes ao sinal serem inseridos no meio, o canal ja esta excitado por
um ruido advindo da sua temperatura 7T'. Para cada uso do canal, a distribui¢ao do nimero

de f6tons do ruido térmico é

o) = () (66)

T 1t ap\+arp

1

= T T (6.7)

nr
¢ o nimero médio de fotons do ruido térmico e kg é a constante de Boltzmann. A adicao

de n fétons do sinal simplesmente desloca a distribuicao de tal forma que quando £ =0
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se tem n fétons. Assim,

0, m <n,

puin(m|n) = { (6.8)

g(m—n) m>n,
¢é a probabilidade de ter m fotons na saida dado que foi transmitido n fétons referentes

ao sinal.

Assim, a entropia condicional é reduzida a

HOMIN) = - q(k)loga(k) (6.9)
= firlog(l+npt) + log(1 + fig), (6.10)

o que mostra que esta quantidade entrépica é independente da saida. Com esta Eq. 6.10,
percebe-se que a maximizacao da informacao mutua I(M; N) é feita pela maximizagao da
entrada. Neste caso, a maximizagao é feita sobre a distribui¢do py(n) sujeita a restrigao
de normalizacao e que o valor médio de fotons na saida é n + ny. A solugao deste caso é

dado por

B 1 n+nr
Cl+n+ar l4+n+ar
no qual leva ao maximo da entropia de saida sendo dado por

pm(m) " (6.11)

H(M) = (n+nr)log(l+ =1-) +log(1+n + nr). (6.12)

TL+17LT

Combinando as Eqgs. 6.10 e 6.12, tem-se que a capacidade do canal é

! — ) +log(1 + ) — nrlog(l+ i) (6.13)

Cr=(n+nyp)log(l
7 = (n+nr) log( +ﬁ+nT 1+ fg ir

Foi apresentado a capacidade para o caso em que a temperatura em que sera
inserido o sinal é diferente de zero. Porém, como o interesse deste trabalho é apresentar
a capacidade do canal e também uma capacidade 6tima, na qual esta relacionada com a
maximizacao da capacidade por meio da variacao de todos os parametros possiveis, entao

sera feita a consideracao agora para o caso com T = (. Para este caso, tem-se que

Co = nlog(1+n~") +log(1 +n). (6.14)

Convertendo este valor para bits/s fica-se com

Co = BCy = B [nlog(1+a") + log(1 +n)| . (6.15)
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Sera mostrado que esta capacidade, que é para o canal de estado ntimero, é a capacidade

de qualquer canal de banda estreita bosonico.

Note que com T' = 0, a capacidade é alcancada quando a distribuicao de fétons é

a distribuicao do ruido térmico

__1 .7
S 1+nl+n
A quantidade de informagao que deve ser distribuida para cada fétons, em média, para

px(n) = pa(n) )% (6.16)

se alcancar a capacidade apresentada é

i%:gi:kgu+ﬁl)+ﬁ1bg1+ﬁﬁzﬂﬁw (6.17)
Note que é possivel escrever Cy = Fy(n™1).

Suponha agora que se tenha uma liberdade adicional na variagdo da frequéncia e
largura de banda do canal em ordem a aumentar a sua capacidade. Para meios de trans-
missoes reais hd um limite de quanto a frequéncia f e a largura de banda B podem variar.
De uma forma grosseira, a largura de banda pode aumentar a medida que a frequéncia
também aumenta. Para modelar esta relacao entre largura de banda e frequéncia, é as-
sumido que o canal tem um fracdo de largura de banda n = B/f < 1, e a maximizagao
da capacidade Cj é feita pela variacao da frequéncia f, sujeita a n fixo e a restrigao de

poténcia na entrada

P = Bhfi = nhf?n. (6.18)

Notando que

P
,/%;:znfﬁVQ::BﬁVQ (6.19)

¢ fixo, pois i, P e h sdo fixos, é introduzido uma capacidade sem dimensao

Co G
nP/h - pl/2

=% log(1 +n~") + 7~ log(1 +n) = Fy(n), (6.20)

no qual pode ser facilmente maximizado. O maximo de Fy(n) é atingido para n = 1, o

- |T oo

que corresponde a frequéncia
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e capacidade maxima de

P
Conaw = 2B = 2nf = 2,/%%3/3. (6.22)

O méximo da informagao por f6tons para se alcangar a capacidade é Cy,o,/Bn = Fi(1) = 2
bits.

6.1.2 Canal de Banda Larga

Considere o caso no qual T' = 0, e que cada fatia de frequéncia é um canal niimero
de banda estreita como o descrito anteriormente. Seja b a largura de banda de cada fatia,
fi € a frequéncia da portadora da i-ésima fatia e bn; a taxa média de fétons transmitidos

na i-ésima fatia. A poténcia de entrada é dada por

e a capacidade total

b

-3 [ In(1+ 77" + In(1+2,)] (6.24)

visto que cada fatia de frequéncia é um canal de banda estreita.

A ideia usada para o calculo da capacidade do canal de banda larga é maximizar
o canal completo, através da variagdo dos nimeros de fotons n;, porém com a restri¢ao

de poténcia P. O resultado obtido na maximizacao é

N 1
onde [ é um multiplicador de Lagrange.
Trocando as somas nas Eqs. 6.23 e 6.24 por integrais, encontra-se
1 o 2
p= / dr = 6.26
W2 Jo e —100 T Ghe (6.26)
e
o - 1 /°°< T m ‘”"’))d (6.27)
T wBm2to \ee—1 VT ) '
26P 2
_ %P _ (6.28)

In2 3hBIn2
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Eliminando § por meio dessas duas relagoes, resulta em uma capacidade do canal de

banda larga igual a

n [P

- : 2
3 3hbzt5/3 (6.29)

C(WB

(WB significa wideband).

6.2 Capacidade de Canais Bosonicos através do Teorema de Holevo

Primeiramente, deve ser feito algumas consideracoes para que haja uma simplifi-
cacao no modelo do canal e que leve ao calculo da capacidade destes canais bosonicos. E
assumido que o tempo de transmissao 7 ¢ finito. O motivo para isso é para se ter um

espaco de Hilbert finito.

Se o canal é sem dispersao, entao a consideracao de tempo de transmissao finito
permite o uso de procedimentos de quantizacao em termos das frequéncias discretas dos
modos longitudinais definidos pela condi¢ao de contorno peridédica sobre o comprimento
L = ¢T do canal, onde ¢ é a velocidade de propagacao no canal. Este procedimento

permite que as frequéncias dos modos longitudinais sejam dadas por

fi=3lT, (6.30)
comj=1,2,---.

O espaco de Hilbert para o canal é uma expansao dos autoestados do operador de

numero de fétons referentes as frequéncias dos modos longitudinais,

|n17 Nng, - ) = ‘{7%}), (6'31>

onde n; é o nimero de fétons no modo j. A energia total do sistema descrito por [{n;}) é

h Nh
Exn =Y hfmn;==> jn;j=—. (6.32)
- 7% T - J T

Todos os autovalores de energia Ey sao multiplos do quantum hA/7, com o termo de

proporcionalidade dado por

N =3 jn;. (6.33)

Para N grande, os autoestados de energia sao altamente degenerados, ou seja,
existe mais de um estado com a mesma energia. Se Ay denota o niimero de estados com

energia Ey, entdao Ny é o niimero de formas de escrever o inteiro positivo N como a soma
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dada na Eq. 6.33. Para se ter uma ideia de como Ny cresce quando N aumenta, tem-se

queN1:1,/\/'222,./\/’3:3,/\/21:5,./\/’5:78/\/};:11.

A entrada do canal é um dos estados p,, onde é codificado a letra a do alfabeto
A no estado. Esta entrada é descrita estatisticamente por uma distribuicdo de probabi-
lidade {pa(a)} de se transmitir o estado p,. Assim, o operador densidade da entrada é

estatisticamente dado por

p=>_pala)pa. (6.34)

Na saida deve-se ter algum tipo de esquema de deteccao, ou seja, algum sistema
de medida. Para provar o limite superior geral da capacidade, é necessario que, de alguma
forma, seja considerado todos os possiveis métodos de medida permitidos pela mecanica
quantica. Este método de medida geral pode ser descrito em termos de um conjunto de
operadores Hermitianos nao-negativos Fb, onde b = 1,--- ,B. Eles devem satisfazer a

condicao de completude, isto é,

SR =1, (6.35)
b
onde 1 é o operador unitario do espago referente aos operadores de medida.

Tais medidas generalizadas podem ser consideradas como medidas de uma quan-
tidade fisica B, no qual tem possiveis valores de saida dados por b = 1,--- ,B. Para a
descricao estatistica destas saidas, considere a probabilidade condicional de se obter b

dado que foi transmitido o estado p,, ela é descrita matematicamente por

poia(bla) = Tr{p.fi}. (6.36)

Estas probabilidade sao reais e ndo-negativas, por causa da Hermiticidade e ndo-negatividade
dos operadores Fj. Se por acaso, for necessario a probabilidade de se obter b na saida,

tem-se que

pp(b) = ZpB|A(b|a>pA<a) = TT{PFb}- (6.37)

Uma medida generalizada se reduz aos operadores de medida convencionais se o

{Fb} for trocado pelo conjunto completo de operadores de projecao ortogonais I, Assim,

ppa(bla) = Tr{pally}. (6.38)
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Se estes operadores tiverem apenas uma dimensao, entao

11, = 115" = |b) (0], (6.39)

onde os vetores |b) formam uma base ortonormal e completa. Isto implica que a probabi-

lidade condicional da Eq. 6.38 pode ser apresentada da seguinte forma

pria(bla) = Tr{p IV} = (blpab). (6.40)

Mesmo sendo importantes, estes operadores de medida convencionais nao sao
muito gerais. O operadores F, podem ser miltiplos de operadores de projecao nao or-
togonais, nos quais formam um conjunto completo. Este caso acontece para estados de

entrada dados pelos estados coerentes ou estados comprimidos.

O ruido do canal é caracterizado pela probabilidade ppja(bla) que descreve a me-
dida, ou seja, o ruido que aparece na saida esta relacionado com a medida do estado
na saida do canal e nao com o canal propriamente dito, visto que se esta procurando a

capacidade maxima e este ruido de medida ¢é inerente a qualquer sistema quantico.

Para um dado estado de entrada e um dado esquema de detecgdo de saida, a
capacidade do canal pode ser obtida pela maximizacdo da informacdo mutua sobre a
probabilidade de entrada pa(a), sujeita a qualquer restricdo sobre o canal pela seguinte

fé6rmula

1
= — . 41
0= 7 g 641

Uma maximizagao sobre as medidas generalizadas na saida e sobre os estados de entrada

permite que se tenha a capacidade 6tima do canal dada por

1

Capacidade 6tima = maxmax(C = —max max max x(N) (6.42)
{pa} {Fu} T Apa} {pal@)} (£}

1
< —max max S 6.43
T T {pa} {pa(a)} (v) ( )
= max S(p) (6.44)

Smaflf

e (6.49)

onde a desigualdade ¢ advinda do teorema de Holevo e o iltimo maximo ¢ calculado sobre
todos os operadores densidade, sujeitos a qualquer restrigao. Sera calculado a capacidade

do canal para diversos tipos de restricao sobre a energia.
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6.2.1 Canal com Energia Fixa

Uma forma de se capturar a restricio de poténcia é dizer que sobre um longo

tempo de transmissao 7T, a energia transmitida é identicamente igual a

PT = Ey = NTh (6.46)

onde o inteiro

N = PZZ (6.47)

¢ o numero de fotons. A consideracao de que o tempo de transmissao seja longo, significa
que N > 1. E salientado que a consideracéo de energia fixa significa que todos os estados

devem ter os autovalores de energia igual a Ey.

Com a consideragdo de energia fixa, existe uma frequéncia maxima que os fétons

pode adquirir

PT N
fmaz - T - ?7

correspondendo ao transporte de um unico fétons com toda a energia disponivel P7. A

(6.48)

razao entre a frequéncia maxima e minima denota outra forma de escrever N,

fma:t —
1T

A média geométrica entre estas frequéncias,

N. (6.49)

\/fmax/T = \/P/h, (650)

é a frequéncia caracteristica na qual quase toda a energia é transportada. A capacidade

otima serda uma expansao assintotica em termos da quantidade

P/h_ 1 1 <
foax —/P/RT VN

Quando o tempo T assume grandes valores, a consideracao de energia fixa permite

(6.51)

grande flutuacoes na poténcia instantanea, mas impoe que a poténcia média seja igual a
P. De fato, a pico instantaneo de poténcia permitido pela consideracao de energia fixa ¢é
hf?. ., correspondendo ao envio de um tnico féton na frequéncia méxima. A razao entre

esse pico de poténcia e a poténcia média P é

hfl%ax

2 = fmaXT =N> 17 (652)
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demonstrando a grande flutuacdo na poténcia instantanea que é permitida para essa

restricao de energia.

A consideragao de energia fixa restringe o espaco de Hilbert relacionado com o
canal a ser de dimensao finita. A capacidade 6tima para este canal de energia fixa é dada

por

(6.53)

onde Spax € 0 maximo de entropia conseguido com a restricao de energia fixa. O operador

densidade que maximiza a entropia é um multiplo do operador unitario 1,

1

p1=—1x, (6.54)
N
o que leva a ter a entropia maxima igual a
Simax = log Ny. (6.55)

E interessante grande valores de Ay, tanto para o aspecto pratico quanto a se ter

uma ideia do limite de S,,,,. Para Ny grande, pode-se expandi-lo em (veja a Ref. (13))

Ny = 4\/1§N exp (Wﬁ) + O |exp <72T\/?>] . (6.56)

Desconsiderando-se o altimo termo a aplicando o resultado da Eq. 6.55 na Eq. 6.53, tem-se

T [2P 1 4/3PT?
C, = oA ET 7—_10g (h ) (6.57)

No limite de 7 — oo, (' vai para a capacidade 6tima Cy g da Eq. 6.29. J& para um

tempo finito 7, C; é menor por um pequeno fator de corrego logaritmico que expressa

a reducao no nimero de estados distinguiveis disponiveis na entrada do canal.

6.2.2 Canal com Energia Maxima Definida

Pode ser mais razoavel implementar a restricdo para se ter uma energia maxima
dada por Ey = PT = Nh/T. Esta restrigdo de energia maxima é mais restrita do que a

anterior, no qual permitia que se tivesse uma grande variacao na poténcia.

A restricao de energia maxima limita o espaco de Hilber ao subespaco de dimensao
finita com energia limitada expandida pelos estados com autovalores de energia F, < Fy,

paran =0,1,---, N. Serd aplicado o teorema de Holevo para este subespaco. Assim,

S
Cy = —mar 6.58
2=~ (6.58)




Capitulo 6. Capacidade de Canais Bosonicos 67

denota a capacidade 6tima deste canal com energia maxima limitada. A entropia, com
os estados de entrada pertencentes ao subespaco descrito, é maximizada pelo operador
densidade

Py = (é/\fn)l i:o]l”’ (6.59)

no qual leva a entropia maxima ser dada por

Soae — log ( ivj Nn). (6.60)
n=0

Efetuando uma aproximagao similar a feita para o canal com energia fixa, obtem-se

S0t o () [ o] oo

Este resultado leva a Eq. 6.58 a ser expressa por

r 2P 1 <W) 10( ! ) (6.62)

2" eV s T2 U T\ P/t

_|_
T
Novamente, o limite 7 — oo leva a capacidade 6tima a ser igual a capacidade da Eq.
6.29.

6.2.3 Canal com Energia Média Constante

Para este caso, a implementacao da restricao de poténcia é feita pela imposicao a

restricdo sobre a energia média E transmitida sobre um tempo 7T, ou seja,

E = PT. (6.63)

E assumido que existe uma energia méaxima

Nmaxh

Emax =h max — 5 6.64
foa = 22 (6.64)
no qual é muito maior do que a energia média,

Emax > E = PT; (665)

para que se tenha um espaco de Hilbert de dimensao finita.

A capacidade 6tima para esse canal é
Smax

Cs = (6.66)

T Y
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onde Sh.x € a entropia maxima dentro do subespac¢o de dimensao finita. Este problema
¢ candnico da mecanica estatistica e pode ser mostrado que o o estado que maximiza a
entropia é(14, 15)

1 Nrnax

pa=~ ST e P, (6.67)

=0

onde  é um multiplicador de Lagrange e Z é a funcao de parti¢do que é dado por

Nmax Nmax
7 = Tr{ > e—ﬁEnnn} = > Nye PP, (6.68)
n=0 n=0

Este estados sao conhecidos como ensembles candnicos.

O maximo da entropia ¢é, assim, igual a

1 _ 1 PT?
Smax — E(lnz + BE) = m(lnz —|‘ OéT), (669)
onde
8h
=—x1 6.70
o= (6.10)
(§

EI__aanI__aan_PTz
h o h oo h

(6.71)

Caves, et al.(15) resolveram o problema de encontrar a fungao de partigdo da Eq.

6.69 e mostraram que

S = 1 [71’2 1 2

1
nga—f“a>—z+OWﬂ' 67

O que leva a capacidade 6tima do canal a

Novamente, o limite 7 — oo leva C3 a capacidade Cy g da Eq. 6.29.

A correcao logaritmica leva C5 a ser, grosseiramente falando, maior do que a capa-

cidade do canal de energia maxima limitada, refletindo a disponibilidade de mais estados.

Agora, sera mostrados o calculo da capacidade de dois canais particulares, o canal

de estados coerentes e o canal de estados comprimidos.
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6.3 Canal de Estados Coerentes e Canal de Estado Comprimido

6.3.1 Canal de Banda Estreita

Da mesma forma que foi obtido os resultados anteriores, é primeiro considerado o
canal de banda estreita. A descricdo do canal serd feita para os casos do canal de estados

coerentes e do canal de estados comprimidos.

6.3.1.1 Canais de Estados Coerentes

O canal denotado desta forma quando se transmite um estado coerente pelo canal,
no qual a leitura na saida é obtida por meio de uma detecgao heterédina(15), isto é, pela
detecgao das duas quadraturas do canal. Em outras palavras, a informagao ¢ transmitida
nas duas componentes de quadratura dos modos e a sua leitura é feita pela medida dessas
duas componentes de quadratura.

2

A entrada é descrita estatisticamente pelas probabilidades pa(a)d?a em cada

transmissao do estado coerente

pa = |e)(al (6.74)

A densidade de probabilidade bidimensional pa(a) é a fun¢do de Glauber-Sudarshan
P(9, 15). O estado completo do sistema é dado por

p= /d2ap,4(oz)pa. (6.75)

A restricao de poténcia se torna uma restricao sobre o nimero médio de fétons por uso

7 = Tr{pata} = / a|a)?pa(a). (6.76)

A deteccao heterddina ideal é descrita por operadores de medida iguais a

By = 218)(8) (6.7

Os operadores FB sao multiplos dos operadores projecao de estados coerentes. O trago
entre os operadores de medida e o estado da a densidade de probabilidade condicional,
ou seja,

1
T

poa(Bla) = Tr{paFs} = —|(Bla)f? = = exp(~15 - af?). (6.75)
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Desde que o ruido devido a medida na saida é aditivo e Gaussiano, entao é possivel
utilizar a teoria criada por Shannon(16, 5) e assumir que a distribui¢ao de probabilidade

do estado de entrada que maximiza a entropia de saida é

1
= — - — 6.79
pa() ™ exp ( n )’ ( )
no qual torna o estado completo do sistema dado pela Eq. 6.75 igual ao estado térmico, e no

qual, junto com a distribuicao condicional da Eq. 6.78, leva a densidade de probabilidade

de saida ser

exp(— 1'@ ﬁ) (6.80)

PB(B) = /dQOpr\A(mO‘)pA(Oé) = m

Com essas distribuigoes, as entropias de saida e a condicional podem ser calculadas

facilmente e esse resultado é dado por

H(B) = — [ dBps(8)logps(8) = loglen(1 + )], (6.81)
H(BIA) = [ dapa(@)(~ [ d@Bpma(Bla) logppa(Bla)) = logler),  (6.82)

e consequentemente,

C = I(A; B) = H(B) — H(B|A) = log(1 + 7). (6.83)

6.3.1.2 Canais de Estados Comprimidos

Para o canal em questao, os estados de entrada sao estados coerentes |§’1>(T 0)» 11O
qual a sua leitura na saida é feita por deteccao heterédina na quadratura x;. O parametro
de compressao é escolhido a ser o mesmo para todos os estados de entrada, e o valor

esperado do parametro de quadratura amplificado Z5 a ser igual a zero.

O estado de entrada é denotado por

Per = ’£1><£1|(r,0) (6.84)
e a descricao da estatistica de entrada do canal é dado pela densidade de probabilidade

pa, (&). O operador completo do estado de entrada é

p= [ depa,(€)pes, (6.85)

e a restricao de poténcia se torna

n = Tr{pa'a} = o + sinh®r, (6.86)
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onde

o* = [ dagipa(€) (6.87)

é o segundo momento de & com respeito a densidade de probabilidade p4,(&;). O termo
sinh? r contribui para 7 representar a inevitavel excitacio da amplificacdo da quadratura,

no qual é limitada pela restricao de poténcia.

A deteccao que é feita e que descreve a melhor medida sobre estes estados é a
deteccao heterddina sobre a componente que estd sendo transmitido a informacao. Os

operadores de medida que descrevem essa deteccao sao dado por

=) (6.88)

Esses operadores impoem a probabilidade condicional da saida do canal a ser

1 eXp(—(xl - 51)

Jor(lem) sy ) (689)

Pxy|A; (1’1‘51) = Tr{p&pzl} = |<x1|£1>(r,0)’2 =

Usando o mesmo argumento daquele dado para o canal de estados coerentes, tem-
se que o estado de entrada que maximiza a entropia é Gaussiano e sua distribuicao de

probabilidade dada por

1 i

ba, (£1> = Wexp(_@% (690)

e a capacidade por uso do canal

1 2 1
C = 5 log <1 + };_%) =3 log [1 + 4€?" (i — sinh? r)} . (6.91)

Fazendo e?" = 2n + 1, obtém-se

C = log(1 + 20). (6.92)

6.3.2 Capacidade Maxima dos Canais

As capacidades, dadas em bits/s, para os canais apresentados, podem ser resumido

em

C = BC = Blog(1 + yn), (6.93)
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quando v = 1 corresponde ao canal de estados coerentes e v = 2 corresponde ao de
estados comprimidos. A quantidade de informacao por fétons para se ter uma envio de
informacao igual a capacidade é

i = B(:;L =n""log(1 + yi) = G, (yn). (6.94)
Se for feita a consideragao de mais um grau de liberdade, dado pela possibilidade de se
variar a frequéncia e a largura de banda, porém mantendo a relagdo n = B/f > 1 fixa,

pode-se escrever

c _Cc _ .,

/777P/h gz "

O méaximo da capacidade adimensional Gy(yn) é alcangada para yn = 3.9216, o que

P vP
=/ —— = 0.50498/ —- 6.96

o que leva a ter a capacidade maxima igual a

log(1 +~n) = 723G, (yn). (6.95)

corresponde a frequéncia

P
Chnae = 2.2991B = 1.1610 %bits/s. (6.97)

e Chax/Bn = 0.58628Y bits por fétons.

6.3.3 Capacidade Banda Larga para o Canal de Estados Coerentes e o Canal

de Estados Comprimidos

Considere entao um canal multiplexado em frequéncia com 7" = 0, no qual cada
fatia da frequéncia é um canal de banda estreita ou de estados coerentes ou de estados

comprimidos, como foi apresentado anteriormente. A capacidade total do canal é

b _
C = 3 > In(1 + ), (6.98)

i
onde a restricdo de poténcia é feita sobre todos os n;.
A capacidade méxima é obtida variando n; como uma fun¢ao da frequéncia e

mantendo P constante. Com essas consideragdes e substituindo somas por integrais, é

possivel a frequéncia de corte

fe=1——; (6.99)
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na qual a comunicagao é muito ineficiente em termos de usabilidade. A distribui¢ao 6tima

de fétons é

Ie_1 0<f<f.
vﬁz{ ! s/= e (6.100)

07 f > f07
assim, a capacidade do canal de banda larga para os casos de estados coerentes e estados

comprimidos é dada por

_fo_ 1 [P
" In2 In2 h

onde o subescrito C'Q) referencia os termos coerentes e comprimidos (coherent e quadrature-

CCQ bitS/S. (6101)

squeezed) relacionados ao canal.
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7 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentado a capacidade de canais bosonicos sem ruido. Esses
canais sao de grande interesse tanto para fisicos e engenheiros quanto para pesquisadores,
pois eles modelam canais de comunicagao nos quais se usa ondas eletromagnéticas para o

transporte da informacao.

Para que fosse possivel o calculo dessa capacidade, foi preciso o conhecimento de
diversas ferramentas. Por causa disso, foi apresentado inicialmente a Teoria da Informagao
desenvolvida por Shannon. Posteriormente, um resumo da Mecanica Quantica, juntamente
com uma ampliacdo da teoria de Shannon, atualmente denominada de Teoria Quantica
da Informacao, foram feitas para que se tivesse uma base minima de conhecimento para

se prosseguir ao restante do trabalho.

Mostrou-se a teoria da Optica Quéntica, que descreve o campo eletromagnético
com as estruturas matematicas que a Mecanica Quéantica fornece. E por fim, utilizou-se
a base desenvolvida no célculo da capacidade 6étima de canais bosénicos sem ruido, tanto
quanto para mostrar a capacidade de trés casos particulares desse canal; o canal de estados

nimero, o de estados coerentes e o de estados comprimidos.
Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como trabalho futuro, serd feito o estudo de canais que modelam canais mais
realistas, tal como o canal quantico Gaussiano com perdas, por meio de suas caracteristicas
fisicas e descrigoes matriciais. Com isso estabelecido, pretende-se realizar um estudo de
formas de modulagao para varidveis continuas por meio de analogias com os métodos de

modulacao classicas.
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