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Resumo

Neste trabalho, utilizando sub e supersolugoes e métodos variacionais so-
bre espagos de Orlicz-Sobolev, estudamos a existéncia de multiplas solugoes
positivas para uma classe de problemas elipticos quaselineares.

Palavras-chave: Sub e supersolugoes, Métodos variacionais, Espagos de
Orlicz-Sobolev, Problemas elipticos quaselineares.



Abstract

In this work, using sub and supersolutions and variational methods on
Orlicz-Sobolev spaces, we study the existence of multiple positive solutions
for a class of quasilinear elliptic problems.

Keywords: Sub and supersolutions, Variational methods, Orlicz-Sobolev
spaces, Quasilinear elliptic problems.
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Notacao

Definicoes e Notacoes Gerais
e R" =R\ {0} e Ry = [0, +00);

o RY = {(21,...an)iz €Rji=1,.., N}

| . | denota o modulo na reta e a norma euclidiana no RY;

e | .|s ¢ a norma da soma em RY;

Bo(xg) = {z e RN; |z — o |< 1}, > 0;

Q C RY aberto;

e 0f) fronteira de €;

e | A| ¢ a medida de Lebesgue de um subconjunto A C RY mensuravel
a Lebesgue;

o A" &0 fecho do conjunto A com relagao a uma norma arbitraria || . ||.;

o A CC, o0 aberto A estd compactamente contido em €, isto é A C
€ compacto;

o A cont B, A esta imerso continuamente em B;

e A .omp B, A esta imerso compactamente em B;

o [w=0]={r;w(r) =0}

| . | ¢ a norma usual do espago L>(€2);

| . |, € a norma usual do espago LP(2);

dj.(z, A) =inf{|| v —y |ls;y € A}, onde || . ||, € uma norma qualquer;
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o (u) = {A\u; A € R} é o espago gerado pelo elemento u;

o supp(u) = {x € Qu(x) # 0}, onde u : Q - R;

e v (x) = max{0,u(z)} e u (x) = max{0, —u(z)}, onde u : Q@ — R é
uma fungao mensuravel;

o f: QxR — R é dita N-mensurdvel, quando para qualquer fungao
mensuravel u :  — R, a fungdo composta f(.,u(.)) é mensuravel;

e Y4 ¢é a funcao caracteristica com relagao ao conjunto A;

1, t>0
e sgn(t)=4¢ 0, t=0
-1, t <0
M Ow,
o div(W(x)) = ax'z(x), onde W(z) = (wy(),...,wy(7)),r € RV;

=1

/

L

] é o expoente conjugado de p > 1.
p —_—

fi(t) é a derivada lateral & direita de f, com relacdo a variavel ¢,

Espacos de Funcoes
e C(2) ={u:Q — R;u é continua}

e () ={u:Q — R;u é continua com supp(u) C 2 compacto};

LP(Q2) = {u :  — R mensuravel; [, | u [P dz < —i—oo}, p € [1,+00);

L>*(Q) = {u : Q@ — R mensuravel;existe c > 0 tal que
| u(z) |< ¢ qt.p. x€Q;

CH(Q) = {u: Q — R;u & continuamente derivével k vezes};

211

8951-
ch(Q) = {u € C'(Q); existem constantes Ko, K; >0, i = 1,2,..., N
tais que | u(x) —u(y) |<K Ko |x—y|* e
2 (0) = 2(y)| < Ki |y, para todo .y € Q;

| uller@= max sup {I u |,

dx; ox;
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o C=(Q) = () CHQ);

k>0

o L}

loc

(RN) = {u Q=R mensuréwel;/ | u | de < 400, para qualquer
A
AcCc RN};

e X* é o espaco dual de um espago X;
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Introducao

Em 1993, Ambrosetti, Brézis e Cerami [2] estudaram um problema elip-
tico semilinear com nao-linearidades céncavas e convexas, dado por:

—Au = u?+uP, em £

u >0, em () (1)
u =0, em 0f),
+2

O<g<l<p<
com q p_N_2

supersolugoes, a existéncia de um parametro A > 0 de modo que (1) possui
solucao se, e somente se, 0 < A < A. Além disso, utilizando métodos varia-
cionais, provaram a existéncia de uma segunda solucao (positiva). Reunindo
os principais resultados deste trabalho, obtém-se o seguinte teorema:

, € mostraram, utilizando o método de sub e

Teorema 0.1. Existe uma constante A > 0 tal que

(¢) para todo X € (0,A), (1) tem, pelo menos, duas solugoes;
(i7) para A = A, (1) tem, pelo menos, uma solugdo;

(14i) para todo X > A, (1) nao tem solugao.

Ainda em 1993, Brezis e Nirenberg [6] trabalharam com o funcional Euler-
Lagrange

J(u) = %/Q | Vu |? dz — /QF(:c,u)dx, u € Hy (%), (2)
onde © é um dominio limitado em R¥,
F(z,t) = /Otf(x,s)ds, (z,t) € Q xR,
e f é¢ uma funcao de Caratheodory definida em €2 x R, verificando
| fx,s) [ C(A+ | s |™),

13



para

1<m<

2
+2, se N >3

1<m<oo, se N=1ouN =2.

Neste trabalho, provaram que um minimo local de .J na topologia de C(€2),
¢ também minimo local de J na topologia de H}(Q). Este procedimento
ficou conhecido como H} () versus C1(9).

Garcia Azorero, Peral Alonso e Manfredi [18], em 1999, estenderam o
resultado de Brézis e Nirenberg para o espaco de Sobolev W, (). Conside-
rando agora o seguinte funcional

1
J,(u) = ;/Q VP dx—/QF(x,u)dx, we WH(Q),

com condigoes similares as dadas sobre (2), ainda neste trabalho, estenderam
o resultado obtido em [2] para o operador p-Laplaciano. Considerando o
problema

—Apu=Au|"?ut |ulP"?u, em 3)
u =0, em 0f),

coml<g<p<r<p,A>0e CRY, encontraram um resultado similar
ao Teorema 0.1.

Seguindo isto, em 2003, Fukagai e Narukawa [15], motivados por uma
equacao que modela uma corda elastica em um estado de equilibrio sofrendo
uma forga exterior [16], trabalharam com o seguinte problema:

—div(¢(] Vu |)Vu) = Af(z,u), em £
{ u =0, em 0f), (4)

onde Q ¢ um dominio limitado de RY, com fronteira suave, N > 1,

to(t) € C(R), f(x,t) € C(2 x R) e A um pardmetro real. Neste caso, o
funcional Euler-Lagrange associado ao problema (4) é dado por:

I(u) = /Q(I)(| Vu |)dx — )\/QF($,u)dx, (5)
onde
d(t) = /0 sp(s)ds, F(z,t) = /0 f(z,s)ds, teRexe.

Ao longo deste trabalho, os autores assumiram as seguintes condigoes:
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(¢1) ¢ € C1(0,00), 6(t) > 0, (4(t)t) > 0 para t > 0;
(¢5) existem constantes pg, p; > 1 e ag, a; > 0 tais que
B(t) = apt?* ™ + o(t*?), quando t — 07,
B(t) = a1t + o(t"*?), quando t — +o0;
(¢5) existem constantes ag,a; >0 e 0 < Ty < T} tais que
apt? =2 < (té(t)) < aytP~2, para 0 < t < Ty,
apt’ "2 < (te(t)) < aytP 2, para t > Ty.
Além disso, assumiram sobre f : 2 x R — R as seguintes condi¢oes:

(f+) existem constantes qo € (1,p0), ¢1 € (p1,p7) € Bo(x), Bi(z) > 0 continuas
em () tais que

f(z,t) = Bo(z)t® " + o(t® 1), quando t — 0T,

flz,t) = Bi(x)t" !+ o(t™ 1), quando t — +oo,
uniformemente para z € €, onde

Np,
1= ———, para p; < N,
pl N_p1 p pl

pT:OO, para px 2N7

o que corresponde a nao-linearidade concava e convexa.

Este problema quaselinear tem um operador bem mais geral que (1) e (3).
Devido a isso, nao foi possivel seguir o mesmo raciocinio adotado por Garcia
Azorero para se obter uma limita¢ao uniforme para as solugoes (independente
do multiplicador de Lagrange). Contudo, utilizando as ideias apresentadas
nos trabalhos [13] e [14], ¢ possivel obter tal limitagao e, consequentemente,
estabelecer uma segunda solugao positiva.

A estimativa dada em [14]| permitiu ainda que Fukagai e Narukawa, esta-
belecessem uma limitagao para os valores de \ para os quais existe solucao
positiva para o problema (4) . Eles demonstraram que existe A > 0 tal que,
para 0 < A < A, existem pelo menos duas solucoes positivas para o pro-
blema. Ainda neste trabalho, Fukagai e Narukawa, utilizando o método de
sub e supersolugoes, garantiram a existéncia de uma solugao positiva minima
deste problema para cada A € (0, A).

Mais recentemente, em 2006, Fukagai e Narukawa [17], trabalharam com
o problema (4), assumindo agora as seguintes condigoes:
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(1) & € CY(0,00), ¢(t) > 0, (¢(t)t)" > 0 para t > 0;

(¢2) existem [, m > 1 tais que

®/
ZS#Sm, t>0;

(t)

(¢3) existem ag,a; > 0 tais que

§a1, t>0.

Além disso, assumiram também que f : 2 x R — R é uma funcao de Ca-
rathéodory, mas agora com o seguinte crescimento:

f(z,t) = o(¢(t)t) quando t — 0 e t — oo, uniformemente em (2.

Com estas e demais condicoes, utilizando sub e supersolucao e métodos va-
riacionais, garantiram a existéncia de uma constante A > 0 tal que, para
A > A, o problema (4) possui pelo menos duas solugbes positivas.

Uma vez que a func¢do ¢ : (0,00) — R, é dado de forma bem geral,
esta classe de problemas pode modelar diversos problemas fisicos, como por
exemplo:

(a) Elasticidade nao-linear; ®(t) = fot((l + s?)7 — 1)ds, se v > 1 (ver [16]);
(b) Plasticidade; ®(t) = fg s(In(1+ s))Pds, se a > 1, B > 0 (ver [11]);

(c) Fluidos Newtonianos generalizados; ®(t) = [ s'~*(senh~'s)%ds,
se 0 <a<1, >0 (ver [12]).

O fato, ainda, de ¢ : (0,00) — R, ser dada de forma bem geral impossibilita
que o espago ambiente seja o espaco usual de Sobolev. Por este fato, se faz
necessario um ambiente mais geral, que sao os espagos de Orlicz-Sobolev.

O primeiro trabalho onde aparecem os espacos de Orlicz, que sao ge-
neralizacoes naturais dos espacos de fungoes de Lebesgue, é um artigo do
matematico polonés Wladyslaw Roman Orlicz (ver [33]), em 1932. Inicial-
mente, foram definidos utilizando-se uma condi¢cao que hoje denotamos por
condigao A,. Em 1936, definiu-se tais espagos sob a generalidade hoje es-
tudada. Da mesma forma que os espacgos de Sobolev sao definidos a partir
dos espagos de Lebesgue, define-se os espagos de Orlicz-Sobolev a partir dos
espagos de Orlicz. Devido a sua boa estrutura topolégica e geometrica, estes
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espagos vem ganhando notoriedade e sendo bastante utilizados nas tltimas
décadas em diversas areas da Matematica.

Nos Capitulos 1 e 2, apresentamos os espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev,
respectivamente. Neles, abordamos diversas propriedades e resultados impor-
tantes destes espacos, que servem como base para as argumentacgoes realiza-
das nos capitulos seguintes.

Por sua vez, no Capitulo 3, assumindo as hipoteses (¢1) — (¢3), mostra-
mos algumas propriedades do operador ®-Laplaciano em I/VO1 ’(D(Q), definido
por

—Agu = —div(¢(] Vu |)Vu), ue W, *(Q),

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira regular. Destacamos
que na ultima se¢ao deste capitulo, fizemos uma adaptacao do Principio do
Maximo do Vasquez (ver [39]) para o operador —Ag(.), nao encontrada na
literatura.

Ja no Capitulo 4, discutimos, na primeira secao, a existéncia de uma
solucao positiva para o problema

—div(¢(| Vu [)Vu) = Af(x,u), em
(PA){ (o(] u|):O,) (z,u) N (6)

onde assumimos as seguintes hipoteses sobre f:
(f1) f(z,t) € C(Q xR, R), f(z,0) =0 para x € ;
(f2) f(z,t) >0 paraxz € Q,t>0,e existe um aberto 2y C 2 tal que
f(z,t) > 0parax € Qy, ¢>0;
(f3) existe Cy > 0 tal que
flz,t)t < Co®(t) paraxz € Qet > 0;

flz )t

(fa) tEeroo 0 = 0 uniformemente em ().

Na segunda segao deste capitulo, assumimos (f1), (f3), (f1) e substituimos
(f2) por uma hipotese ligeiramente restritiva, dada por:

(fy) flz,t)>0parazecQ, t>0.

Além disso, adicionamos as seguintes hipoteses:

flz )t
(t)

(f5) }fl_I)Ié = 0 uniformemente em €;

17



(fé) f(x,t) é ndo-decrescente em t > 0 para cada x € Q.

Sob estas condigoes, garantimos a existéncia de uma segunda solugao positiva
através do seguinte teorema:

Teorema 0.2. Sejam (1) — (¢3), (f1), (f5) e (fs) — (fs) satisfeitas. Entdo,
existe uma constante A > 0 tal que

(i) para todo X € (0,A), (Py) nao tem solugao positiva;
(i) para A = A, (P)) tem pelo menos uma solugao positiva;

(iii) para todo X > A, (P\) tem pelo menos duas solugdes positivas wuy, vy
satisfazendo vy < uy e vy # uy em §2.

Por fim, no Capitulo 5 assumimos as condigoes (f1)—(f1) e, além destas,
t
(f7) existe uma N-funcdo ¥ = / 1 (s)sds equivalente a @, no infinito
0
(isto é, ¥ ~ ®,) e uma constante K > 0 tal que

f(x,t) + K.W (t) é ndo-decrescente em (0, +00),

para cada x € Q. A partir dai, foi possivel mostrar a existéncia de uma solu-
¢ao maximal para o problema (Py). Isto é, mostramos o seguinte resultado:

Teorema 0.3. Assuma (¢1) — (¢3), (f1) — (fa) e (f7). Entao, para todo
A > A, o problema (Py) tem uma solu¢ao wy mazimal e positiva.

18



Capitulo 1

Espacos de Orlicz

A seguir apresentaremos um breve estudo sobre Espacos de Orlicz, ba-
seado em [1], [37], [35], [34] e [23]. As demonstragoes omitidas no decorrer
deste capitulo podem ser encontradas em [36].

1.1 N-funcao

Definigao 1.1. Dizemos que ® : R — [0,4+00) € uma N-fung¢ado se:
(i) @ € uma funcao convexa e continua;

(ii) ®(t) =0 se, e s6 set =0;

(iii) % 280 e y ARSI

(iv) @ € par (ou seja O(t) = P(—t)).

Exemplo 1.2. As funcoes a sequir sao exemplos de N-func¢odes

1. O (¢

| t|P, pe(l,400) et €R;

e’ —1, t e R;

Hd
K

o(t

)
)

s(t) =elfl— | t] -1, t € R;
)

w0
K

4. Dy(t) = (1+ | t)In(1+ | t])— | t], t € R.

A seguir, apresentamos um lema no qual é dada uma caracterizacao para
N-fungoes.
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Lema 1.3. Seja @ : R — [0, 400) dado por

onde

com ¢ : R, — R, satisfazendo:

(I) ¢ € continua a direita e nao-decrescente em R, ;
(IT) o(t) =0 se, e so se, t =0;

(II) ¢(t) =5° +oo;

(IV) o(t) >0, t>0.

Entao, ® € uma N-fungao.

Demonstragao. Verificagao de (iv): Desde que ¢ é uma fungao impar, ® é

par.
Verificagao de (7): Sendo

(1) = (), t € RY

e ¢ é uma fungao nao-decrescente em R, temos que ¢ é uma funcao convexa
em R, . E como ® é uma fungao par em toda a reta e convexa em R, conclui-

se que P é convexa em toda a reta.

Verificagao de (iii): Temos para ¢t > 0 e pelo fato de ¢ ser ndo-decrescente

em R,
o) 1 [f
0= 2 =2 [ oot <00
t ),
donde segue de (I) e (II)

—q)it) =% 0.

De modo analogo mostra-se que

0

I

o(t)

t

0.
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Além disso, de (I) e (III), segue que

(1) I
v 2 d
" t/o p(s)ds
1 t
> n o(s)ds
1 t t
> Zoof = _Z
= t¢(2>(t 5)
- 1 t t—+o0
- 290<2> ot

]

Observagao 1.4. A funcao ® definida no Lema 1.3 pode ser escrita da

sequinte forma:
It|

O(t) = (s)ds, t € R.

A seguir, demonstraremos que também vale a reciproca do Lema 1.3.
Além disso, ressaltamos que esta prova nao é encontrada na literatura.

Lema 1.5. Seja @ : R — R uma N-fun¢ao. Fxiste ¢ : Ry — R verificando
as hipoteses do Lema 1.3 tal que

It

O(t) = o(s)ds.

0

Demonstracao. Uma vez que @ é convexa, segue que existe a derivada lateral
a direita de &, CID'JF, em todo ponto de R, e além disso <I>/Jr é nao decrescente
em R (ver [29]).

Sendo (I>'+ uma fun¢do mondtona em R, a mesma possui no maximo uma
quantidade enumeravel de pontos descontinuos (Ver [29], pagina 233). Desta
forma, segue pelo Teorema Fundamental do Célculo que ® pode ser definida
por

t
O(t) = / o, (s)ds, teR.
0
Nosso objetivo agora é mostrar que
o(t) == D, (t), teRy

verifica as condigoes (I)-(IV).
Verificagao de (I): Dados tg, s,t € Ry, com ty < s < t, segue da convexi-
dade de ¢ que
Bty) — B(s) _ B(1) = B(s) _ D{to) — D)
to — S t—s t() —t

Y
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passando ao limite de t — s* e utilizando a continuidade de ®, segue que

O(to) — @(s)
to — S

O(ty) — (s)

r , para ty < s.
0o— S

<@ (s) <

Agora, passando ao limite de s — td, obtemos:

lim @, (s) = @, (to),

+
s—1g

mostrando assim que <I>/+ é continua a direita em R, .
Verificagao de (IV): Se t > 0, entao

donde ols
<I>I+(t) > % > (0, parat > 0. (1.1)

Verificagao de (III): Basta observar que

/ P
lim &, (t) > lim ﬂ:—i-oo

t— 400 t—+oco

Verificagdo de (II): Se @, (t;) = 0, temos de (1.1) que ®(ty) = 0, donde
segue-se pelo fato de ® ser N-funcao que tg = 0.
Reciprocamente, basta observar que

/ L D(t) — D(0)
PO = I
i 20
t—0+t 1

1.2 Espaco de Orlicz
A ideia desta secao é construir um espago que generalize os espacos de

Lebesgue, chamado de espaco de Orlicz. No que segue, considere Q C RV
um subconjunto aberto.
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Definigao 1.6. Seja ® uma N-func¢dao. Definamos o conjunto K¢ (), dado
por

Ks(Q) = {u Q=R mensum’vel;/

O(u)dr < —i—oo} :
Q

como classe de Orlicz.

Verificaremos, a seguir, que Kg(2) é convexo e em geral nao define um
espaco vetorial.

Lema 1.7. K4(Q2) é convexo.

Demonstracao. De fato, dados u,v € Kg(€2),

/ O(tu+ (1 —t)v)dr < t/ O(u)dr + (1 —1) / O (v)dr < +oo, t €[0,1],

Q

mostrando que tu + (1 —t)v € K(Q2), t € R. O
Observagao 1.8. K¢(2) nem sempre define um espago vetorial.

Considere a N-funcéo ®(t) = e!” —1, e seja u : (0,1) — R dado por (neste

caso 2 = (0,1)) Lo
u(z) = <ln <ﬁ>>2

u € Kg(Q), mas vV2u ¢ Kg(9).

Afirmamos que

De fato,

mostrando que u € Kg(2), mas

/Q<I>(u\/§)dx = /Q<621“(1/‘/5)—1>dx

= /;(é-l)dx:—i—oo,
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isto ¢, vV2u & Kg(Q).

Convidamos o leitor a observar que Kg(2) é uma generalizagdo natural
dos espagos de Lebesgue. No entanto, vimos que a mesma precisa ser me-
lhorada, tendo em vista que Kg(€2) ndo possui estrutura de espago vetorial.
Seguindo este raciocinio, construimos um novo conjunto Lg(£2), definido por

Le(Q2) = {u : 2 — R mensuravel ;/ @(%)dz < 400, para algum \ > O} .
Q
Verificaremos agora que o mesmo define um espago vetorial.

De fato, basta observar que

e u,v € Ly(Q), implica u + v € Lg(Q).
Existem A, A\, > 0, tais que

/QCD(%L)dx<—|—ooe /be()%)dx<+oo.

Dai, uma vez que

Lo )= /Q‘I’@u(ﬁfi T mm )

] AN
it Ao At A
temos pela convexidade de ¢ que

/Qq)(;:iiv)dx = Aﬁkv /gz®<%>dx+AuA+UAv /Qq)(%)dx = e

mostrando que u + v € Lg(€2).

A pergunta que surge agora é: Lg(€)) é o espago vetorial mais refinado
para generalizar os espacos de Lebesgue? A resposta para esta pergunta é
sim e sua justificativa é dada pelo lema a seguir.

Lema 1.9. Lg(Q) € 0 menor espago vetorial que contém Kg(€2).

Demonstragao. Seja V um espago vetorial qualquer que contém K4(£2). Dado
u € Lg(Q2), existe A > 0 tal que ; € K¢ (), segue pelo fato de Kg(Q2) C V
que

u
Yey
NEY

mostrando que Lg(2) C V. O
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Definigao 1.10. Definimos o espago vetorial Lg(2) como espago de Or-
licz.

Definicao 1.11. Definimos como morma de Luxemburg a aplica¢ao
| . |o: Lo(2) = R dada por

| u o= inf{/\>0;/¢><g)dx§ 1}, u € Lo(92).
o \A

Caminharemos agora com o intuito de mostrar que Lg(€2) munido da
aplicagao | . |¢ define um espago de Banach.

Lema 1.12. A N-funcao ® satisfaz:

(a) ®(at) < ad(t), a €[0,1] et € R;

(b) ®(Bt) > pO(t), B € (1,4+00) et €R.

Demonstrag¢ao. Verificagao do item (a): Desde que ® é convexa, temos
O(at) = P(at + (1 — a)0) < a®(t), a € [0,1];

Verificagao do item (b): Sem perda de generalidade tome ¢ > 0 (ja que ®
é par), logo

(I)(%t) < %(I)(t).

1
Fazendo s = <B>t, obtemos

O(Bs) > pP(s), para s > 0.

Lema 1.13. Se u € Lg(2), entdo

/Q<1><§>dx guar )

Demonstragao. Fixe A, > 0 tal que )\i € Ko(Q2). Para A suficientemente

u

Ay : :
grande, 5N € (0,1). Sendo assim, segue do item (a) Lema 1.12

/Q<I><§>da:§ %/ﬂ@(%)dm Ao 0,

como queriamos mostrar. ]

25



Lema 1.14. A norma de Luzemburg | . |¢ define uma norma sobre o espago
Lg(2).

Lema 1.15. Se u € Lg(Q2) € uma fungao nao trivial, entao

| u |o= min{)\ > 0;/9@(§>dx < 1}.

Lema 1.16. Sejam u : Q@ — R uma funcao mensurdvel e kg > 0. Entao

u
@(—)dw =1,
NG
se, e somente se, | u |o= ko.

Exemplo 1.17.

1. Fixado p > 1, seja @ : R — R, a func¢ao dada por

Afirmamos que
Ka(Q) = La(Q) = I7(Q)

_1
| o=p7 [ b,

onde | . |, ¢ a norma usual do espago de lebesgue LP(€2).

De fato, note que u € K¢(€2) se, e s0 se

/ O (u)dr < 400,
Q

ou seja,

1
—/!u|pd:v<+oo,
P Ja

equivalentemente, u € LP(Q2). Portanto, K¢ (€2) = LP(€2).
Suponha agora que u € Lg(f2), equivalentemente temos

L@(%)dw < +00,

1
pAP

para algum A > 0, ou seja,

/|u|pdx<+oo,
0
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onde isto acontece se, e 86 se, u € LP(2). Logo, Le(Q2) = LP(Q).
Sabendo disto, segue que

Ko(Q) = La(Q) = L7(Q).

Observe agora que

lule = inf{)\>0/®< )dx<1}

:ian>o /|u|pd:vp< }

=D p’“|p-

2. Sejam A C {2 um subconjunto mensuravel e

xal(z) = { (1): i E Z.\A
Temos 1
| X4 ‘@ZW, ACQ.
Note que
/Q@(XA(x)@—l(ﬁ))dx - /52XA(1:)<1>(<1>—1<|—1|))d:c
_ |XTA|d:E _1,

donde segue do Lema 1.16
1

| XA |<I>: T
> (1)

A seguir, vemos dois resultados para os espacos de Orlicz que sao analogos
as relacoes entre os espacos de Lebesgue padroes.

Proposicao 1.18. Se Q) € limitado, entdo Le(S)) estd imerso continuamente

em L'(Q).
Proposigao 1.19. (i) Para todo K C RY compacto, Le(RY) C LY(K);

(ii) Se j: Lo(RY) — L}

L (RN) ¢ o operador identidade, entio j € linear e
limitado.
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Demonstragdo. Dado u € Lg(RY), temos

/RN CD(’—;”)dx < +00,

para algum A > 0. Desde que

@t [e'e)
%H—i +00,

tome R > 0 suficientemente grande tal que

@zuz&

donde
O([t])=|t], [t[>R.

Fixado K C RY compacto, segue de (1.2) e (1.3)

/ lelge < / ¢<M>dag
{ueK;|u|>AR} A {ueK;|u|>AR} A

< Lol

e portanto

)dx < +00,

/ | u | de < +oo.
{ueK;|u|2AR}

Sabendo disto, temos

/|u|dx:/ |u|dm—|—/ | u| dx
K {ueK;|u|<AR} {ueK;lu|> R}

/{ueK;|u|>AR}

< AR |{u€e K;|ul|< AR} |+

< A\R|K |+ / |
{ueK;|u|>AR}

mostrando que u € L'(K). Logo, Ls(Q) C L'(K).

Agora, afirmamos que

/ O(| u|)dr <| u|e, para |u|6e< 1 e u € Le(RY).
RN
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De fato, seja u € Lo(RY) tal que | u [¢< 1. Segue da convexidade de ®

/RNCD(\u])d:L’ _ /RNCI><|u|¢,%>dI
|

< |U|q>/ <I>< u’)d:ﬂ,
RN | u o

donde segue-se pelo Lema 1.15 que

/ (| u|)dz <| ule, | ]o< 1cu e Lo(RY),
RN

como querfamos mostrar.
Agora, fixado K C RY compacto e dado u € Lg(RY), temos de (1.3)

/|u|dx:/ |u|d:r—|—/ | u | dx
K {ueK;|u|<R} {ueK;|u|>R}
SIHMGKHUERH+/ B(|u |)d,

{ueK;lu|>R}

< RIK|+ [ ®(upds
RN
assim, para | u [< 1, tem-se por (1.4) que
50 gy = [ Tulde<RIK |+ |uls
K

< R|K|+1=C,

mostrando que o operador j é limitado.
O

Observagao 1.20. Queremos aqui destacar a afirmacao provada ao longo
da Proposi¢ao 1.19. Se w € Lg(2) € tal que | u |¢< 1, entdo

Jatub<lul.

Lema 1.21. Seja u € Lo(Q2) tal que | u |< k. Entao

/ @(%)dw <1, ue Lo(Q).

Demonstracao. Basta observar que

1:é@(ﬁ)@:/ﬂ@(”ié)dmz/g}@(%)dx,

para qualquer u € Lg(Q2) tal que | u |¢< k. O
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Proposigao 1.22. Seja 2 C RY aberto e limitado. Entio, Ls(Q) é um
espaco de Banach.

Demonstragao. Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em Lg(Q2). Segue da
Proposigao 1.18, que {u,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em L'(2). Desde
que L'(2) é um espago de Banach, {u,} converge forte em L'({)) para uma
funcao u. Sabendo disto, temos do Teorema A.2

un(z) "5 u(z) qut.p. z € Q, (1.5)

a menos de subsequéncia. Desde que

n,m—-+o0o

0,

|un_um ’CP

dado e >0
| Up — U, |0< €,

para n, m suficientemente grande, implicando do Lema 1.21

/®<M>d:c <1,
Q €

para n, m suficientemente grande. Para cada ¢ > 0 e n € N, temos

®<M>20, meN
€

e de (1.5)

®<M> femarey @(u" — u> q.t.p. x € Q.
€ €

Assim, dado € > 0 temos pelo Lema de Fatou (ver Teorema A.4, Apéndice

A)
[l < [ o) <1

para n suficientemente grande, donde

| up — u |6< €,
para n suficientemente grande, além disso
Uy — U € Lg(Q)
ou seja u, —u = w € Le(R), logo u = u, —w € Lg(2). Mostrando assim

que

up "2 w em Lo (),

e consequentemente que Lg(2) é Banach. O]
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Proposigao 1.23. Lg(RY) ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em Lo (RY), segue da
Proposi¢ao 1.19 que {u,} é de Cauchy em L'(B;(0)). Como L'(B;(0)) ¢é
Banach, existe uma subsequéncia {ul} de {u,} tal que

ul — u'  q.t.p. em B(0). (1.6)

Ora, {ul} é de Cauchy em L'(B,(0)), daf existe uma subsequéncia {u?} de
{ul} tal que B
u? — v q.t.p. em By(0). (1.7)

n

De (1.6) e (1.7), temos
u' = u® q.t.p. em B1(0).
Seguindo este argumento, obtemos uma sequéncia {u*} em L'(B(0)) tal que

ub = u*  q.t.p. em B(0)

u" = q.t.p. em B;(0),
para todo 7 < k — 1. Desta forma, considerando
o wi(z) = uf(x), v € RY,
o u(z) :=uk (1), se v € By(z),
temos
wr, = u  q.t.p. em RY,

e {wg} subsequéncia de {u,}. A partir dai a demonstra¢ao segue da mesma
forma que foi feita na Proposicao 1.22. O

1.3 Condicao A,

Vimos na Observacao 1.8 que nem sempre a classe de Orlicz Kg(£2) sera
um espaco vetorial. Apresentaremos, a seguir, alguns resultados para N-
fungoes que satisfazem uma condigao especial (condigdo A,) e, posterior-
mente, verificaremos que esta condicao é necesséaria e suficiente para que
K5(Q2) seja um espago vetorial, ou melhor, para que Kg(2) = Lo ().

Definicao 1.24. A func¢ao ® satisfaz a condicao A, e escreve-se ® € A,
se existirem k > 0 e tqg > 0 tais que

O(2t) < kD(t), t > to. (1.8)
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Observagao 1.25. Para o caso | Q |= +oo, dizemos que & € Ay se ®
verificar (1.8) para to = 0.

Lema 1.26. A funcdo ® satisfaz a condicao As se, e so se para cada s > 1,
existirem kg > 0 e tg > 0 tais que

D(st) < kyD(1), t > to.

Observagao 1.27. Para o caso onde | Q |= 400 o Lema 1.26 vale para
to = 0.

Proposigao 1.28. Sejam Q C RN um conjunto aberto de medida finita e

® € A,. Entao,

U, — u em Lg(Q2) & / () u, — u |)dz "=5°0.
Q

Demonstrac¢ao. Se u, — u em Lg(2), entdo
| up — u |¢— 0,

donde
| up —u |a< 1,

para n suficientemente grande. Entao, usando os Lemas 1.12 e 1.16 e o fato
de ® ser par, temos

n 1
/@(u)dle = —/@(un—u)dxgl
o \lun—ule | un —ulo Jo
= /@(un—u)dx <| Uy, —ule
Q
= /@(un—u)dx "2E00.
Q

Reciprocamente, utilizando o Lema 1.26, para cada s € (0,1) existem
constantes positivas k; e t, satisfazendo

t
o <_) < k1),
s
para todo t > t,. Dai, fazendo v, =| u,, — u |, temos
/cb(@)dx - / (I)(U—">da:—|—/ @ (=) da
Q § [[on]<ts] § [[vn|>ts] S
< / i) (“_n> dz + k;/ ®(v,)da.
[lvn|<ts] s I

’Un‘>ts]
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Porém, como [, ®(v,)dx — 0, entao

ks / ®(v,)dz 250 0.
[[on|>t]

Afirmamos que f”vn ®(*»)dz — 0 quando n — oo. De fato, consideremos

|<ts]

xn—/ @(”-")dx,neN.
lonl<ts] N

Como [, ®(v,)dx — 0, entdo segue do Teorema A.2 que existe uma sub-
sequéncia {v,, } tal que

Up, () = 0, q.t.p. em €.
Assim,

Un,, (
o <%) Nion,1<0(x) = 0, q.t.p. em €, (1.9)

onde X, |<t,) () € a fungao caracteristica do conjunto {z € 2 :| vy, (z) < ¢4}
Observemos ainda que

o)) < 0%y e L), (1.10)

De (1.9) e (1.10), segue pelo Teorema A.1 (ver Apéndice A) que

Un, (T
/‘I’( 8( >)X[|vn|§ts]($)d$_>07
Q

ou seja,

S

/ @(%)dx — 0.
[lvn|<ts]
Dessa forma,

/@(%)dx <1,
Q

s
para ny suficientemente grande. Portanto,

| v, o< s, para ny suficientemente grande.
Repetindo esse argumento, concluimos que toda subsequéncia de {v, } admite

subsequéncia convergindo para 0 em Lg(€2). Logo,

| v, ‘q)n—H-oo 07
ou seja,
| un — u |q>TH+°O 0.
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Observacao 1.29. Para o caso 2 = RY, tendo em vista que t; = 0, a
demonstragao € feita de modo andlogo.

Proposicao 1.30. K4(2) € um espago vetorial (isto é, Ko () = Lo(2)) se,
e so se, ® satisfaz a condi¢ao As.

Demonstracao. Suponha que ® satisfaz a condicao A,. Para mostrarmos
que K5(£2) é um espago vetorial, devemos mostrar que

(1) 0 € Kgo(Q);
(17) u+v e Ko(Q), u,v € Ko();
(1i1) lu € Ko(Q), L€ R eu € Ke(R).

A verificagao de (i) ¢ imediata. Provemos a validade de (i7) e (7).
Verificagao de (iii): Dado [ € R, fixe n € N tal que | [ |[< 2". Logo

O (lu(x))

([ 1| u(z))
(2" u(x)
k" P (u(x)
para algum ¢y > 0 (ver Defini¢ao 1.24
Considere

< u(z))
< u(x)), se u(z) >ty ex € Q, (1.11)
).

A={zx e Q| ulx)|<t}
Segue de (1.11) que

/Q S(lu)dr — /Q B+ /A B(lu)dz
< B /Q e /A B(lu)dz,

/ O(lu)dx < k”/ O (u)dx + O(Ity) | A |< 400,
0 Q

donde

implicando que lu € K¢(Q2). No caso em que Q = RY, desde que t; = 0,
terfamos A vazio, e assim o resultado continuaria valido.
Verificagao de (i7): Dados u,v € K(f2), segue do fato de ¢ ser convexa

/Q@(%(quv))dx < %(/Qq)(u)dx—i-/Q(I)(v)dx) < +o0.

Segue de (ii7) X
utv= 2<§(u + v)) € Ks(Q).
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Reciprocamente, suponha por contradicao que ¢ nao satisfaz a condicao As.
Assim, existe {t,} C R tal que t,, — 400 e satisfaz

%@(Qtn) > ®(t,), n €N (1.12)

Sem perda de generalidade, suponha que {¢,} seja uma sequéncia crescente.
E considere {£2,,} uma sequéncia de subconjuntos de Q2 disjuntos, satisfazendo

c
Q, |= ——, 1.13
[ | n2®(t,) (1.13)

onde ¢ > 0 é tomado suficientemente pequeno, de tal forma que

ST l< .
n=1

ja que
=~ 1
Y <t
n=1 n?(b(tn)

Observe que no caso 2 = RY a constante c é desnecessaria. Considerando

= ZtTLXQn(x)7 VS Q>
n=1

temos

/QCID(u)da: _ /ch(itnxgn)dx
_ /ijq»(tn)xgndx

n=1

Segue do Teorema da Convergéncia Monotona (ver Apéndice A) que

[ s [ 5t

donde segue-se de (1.13)

o0

1
/QCD( :kETOOZ‘I’ ) | :Czn—g<+00-

n=1
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Por outro lado, por (1.12) e (1.13)
/(13(2u)dx = Z@(Ztn) | 0, |> Zn@(tn) | Q|
Q n=1 n=1

o
:cgn_

n=1

D=

= —'—OO7

o que é uma contradigao. O

Observacao 1.31. Dado uma N-fungio ® € Ao, existem a,b > 0, tais que
o(t) < at’,
para t suficientemente grande. Ou seja, ® vai para infinito abairo de uma
fungao polinomaial.
Considere k > 0 e ty > 0 tais que
O(2) < kD(t), t > tg > 1.
Sendo assim,
D(2%) < k" D(to).

Dado t > 0 suficientemente grande, tome n € N tal que t € [27, 2" ¢g].

Logo,

d(t) D2 )
kn—i—lq)(to)
K (to) (271082 F)

kd(to)t'oek,

IAIA

IN

assim
(1) < at’,

onde a = k®(ty) e b = log, k.

Observacgao 1.32. O fato de ® ser uma N-funcao que vai para o infinito
abaizo de uma funcao polinomial, nao me garante que ® satisfaz a condi¢ao
As, ou seja, a reciproca do fato anterior nao vale.

Exemplo 1.33.

1. o) =

, pE(1,400).
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A funcao & satisfaz a condigao As, pois
O(2t) = kd(t),

onde k = 2P,

2. Dy(t) =’ —1e dy(t) =elfl— | ] —1.

Nao satisfazem a condi¢ao A,, pois as fungoes ®; e 5 vao mais rapido para
o infinito que qualquer func¢ao polindémial.

3. ¢(t) =1+ | t]) In(1+ | t])— |t ], t €R.
Fixado k > 0, defina
Y (t) = k®(t) — ®(2t), t > 0.
Logo,
() =k(1+t)In(1+¢) — kt — (1 +2¢t) In(1 + 2¢) + 2t

V() = kIn(1+¢) —2In(1 + 2¢t), t > 0. (1.14)
Mostraremos agora que
kIn(1+t) —2In(1+2t) >0, parat >0ek > 8. (1.15)
Para isto, basta mostrar que
1+t > (1 +2t)° t>0ek>8.
Dado k > 8, defina
fit) = (1 +1)F — (14 2t)% t > 0.
Note que

() = EQ+t) -4 -8t
> k+kt—4—-8t
= (k—=8)t+(k—4)>0, t>0,

mostrando assim que f; é crescente para t > 0. Desde que f; é crescente
parat >0 e k > 8, e continua a direita no ponto 0, temos

fk<0) < fk(t), t>0ek >8,
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donde
1+t >1+2t) t>0ek>8.

como querfamos mostrar.
Segue de (1.14) e (1.15), que 7% ¢ uma fungao crescente para t > 0 e
k > 8, o que implica

Y(0) < i(t), t > 0ek > 8,

donde
O(2t) < kD(t), t >0ek > 8,

mostrando que ® € A,.

Proposicao 1.34. Se ® satisfaz Ay, entio {u,} € limitada em Lg(S2) se, e
somente se, { [, ®(| uy, |)dx} € limitada.

Demonstragao. Sendo {u,} limitada em Lg(2), existe K > 0 tal que
| u, [6< K, ou seja,
| un |o
K
Dai, usando a Proposi¢ao 1.12 (a) e a condigao Ao,

/cb(un)d:c = /(I)(lu}"(h) ‘:L)dm
Q Q K
| Unp, |<I> / Unp,
@(K—)dm
K Q | Un, |<I>

Ct® [ @)

S CKv

<1

IN

onde C > 0 é uma constante dependente de K. Portanto, { [, ®(| u, |)dz}
é limitada.

Reciprocamente, suponha por contradi¢ao que {u,} nao seja limitada
em Lg(f2), ou seja, | u, |¢— 00, a menos de subsequéncia. Assim, para n
suficientemente grande temos que | u, |¢> 1, 0 que implica

Un,
/<I>(|un e > u \q,/cp( L Ly g o,
Q Q

|un |<I>

para n suficientemente grande. Fazendo n — oo na desigualdade acima,
segue que

/Qq><| Un )z — 00.
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1.4 O Espaco F3(f)

Considerando €2 um dominio limitado, definamos

T e

Eg(Q2) = L>(Q)

Serd visto que o espago Eg(€2) é€ o maior espago vetorial contido na classe de
Orlicz K(€2). Além disso, este espago serd igual ao espago de Orlicz Lg(€2)
se, e sO se, ¢ satisfizer a condicao As.

Observacgao 1.35. Se Q = RY, considere

B e

Eg(R™) = Bo(RY) "™,
onde By(RY) = {u € L=(RY); supp(u) CC RN},
Afirmacao 1.36.
Es(Q) C Ko(92).
De fato, seja u € Eqg(2). Entao, existe v € L®(£2) tal que
1
>

/gzq)(uzv)dx <1,

2

| u—vle<

donde pelo Lema 1.21,

ou seja,
/ B(2(u — v))dx < 1,
Q

mostrando que 2(u — v) € Kg(£2). Desde que

1 1
u = E(QU —2v) + 5(21}),

/Q<I>(u)dx = /Qq)(%(Qu— 20) + %(21}))

1 1
< —/<I>(2u—2v)d:c—|——/<I>(2v)dx<+oo,
2 Ja 2 Ja

temos

donde u € Kg(Q2). E portanto Eg(2) C Ko ().

Vimos anteriormente na Observagao 1.8 e no Lema 1.9 que Kg(2) esta,
em geral, estritamente contido no espago de Orlicz Lg(2). Deste fato, po-
demos concluir que, em geral, L>°({2) com a norma | . | nao ¢ denso em
L(€2). Veremos a seguir que Eg(€2) define um espago vetorial, podendo
concluir assim que Eg(€)) estd, em geral, estritamente contido em Kg(S2).
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Lema 1.37. O conjunto
1
D = {U € L@(Q), d@(U,E@(Q)) < 5} y

estd contido em Kg(Q), isto é, D C Kg(12).
Demonstra¢ao. Sejam u € D e w € Fg(f2), tais que

1
\u—w]q><§.

Deste fato,
1
|u—w]q><§—(5, (1.16)
para algum 6 > 0. Seja v € L>(), tal que
| w—v|p< 0. (1.17)

De (1.16) e (1.17)

lu—v|o<|lu—wle+|w—20ls< =,

2
donde
/ O(2(u —v))dr <1,
Q
implicando
1 1

u= 5(2(u —v)) + 5(21}) € Kg(9),

como queriamos mostrar. ]

Lema 1.38. Seja A = {u € Ls(Q); do(u, E5()) < 1}. Entao Ke(Q) C A.

Demonstragao. De fato, dado u € K4(S2) considere

up () = { u(z), se|u(z) |<n

0, c.c.
Note que {u,} C L*>®(Q2). Considerando
Qoo = {y € Qu(y) = Foo},

temos

| Qo [= 0, (1.18)
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pois [, ®(u)dxr < +oo. De (1.18), podemos concluir que
D (u(x))X[u|>n () "ZEC0 qut.p. z € Q.
Sendo assim, desde que
O (u(®))X[u>n) (7) < (u(x)) q.t.p. € QeneN,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema
A.1 no Apéndice A)

/ O(u — uy)dr = / D (u) X[ju|>n) (@)dx mare 0,
Q Q

donde segue para n suficientemente grande

/ O(u—uy)dr <1,
Q

implicando
| U — Unp |<I>§ 17

para n suficientemente grande, logo
d(u, Fs(2)) <1,
como queriamos mostrar. O

Observacao 1.39. Dos Lemas 1.37 e 1.38, temos geometricamente o se-
quinte:

"."/_.TT.,-':-I . (’E g;(Q )

Figura 1.1: Espago Lo ().

Ou seja,
D C Kg(2) C A.
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Proposicao 1.40. Eg(Q2) € 0 maior subespago vetorial contido em Kg(S2).

Demonstragao. Seja u € Kg(2) tal que
A€ Kg(R2), A € R.

Mostraremos agora que
(u) C Eg(£2),

ou seja u € Ep(Q2). Suponha por contradicao que u € Eg(S2), logo

d.|o (u, Es(2)) > 0. (1.19)
Para A\ > 0, temos
d o (Au, E5(Q)) = weﬁf(ﬂ) | Au—w g
) w
N wGIEI';f(Q)A = By o

= A inf |u—1ule
\BEEa(Q)
= )‘d|-\<1><u’E<I>(Q))u
donde segue-se de (1.19), que para A > d| |, (u, Eo(2))~!
dH@(/\u, E@(Q)) > 1,

implicando do Lema 1.38 que Au & Kq(2) para A > d|, (u, Es(2)) ™!, con-
tradizendo o fato de

€ Kg(2), A€ R.
Logo, u € Es(12). O

Observacao 1.41. Do que foi visto anteriormente, podemos concluir que
L (€2) € o menor subespago vetorial que contém Ke()) e Eg(Q2) € 0o maior
subespago vetorial que estd contido em Kg(£2).

Corolario 1.42. Fg(Q2) = Le(Q2) se, e so se, @ satisfaz a condi¢io As.
Demonstracao. Se Ee(2) = Lo (2), entdo desde que

Es(Q) C Ko(Q) C La(Q),
temos

Ks(Q) = Eo(2) = Lao(9),
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donde segue-se que Kg(2) é um subespago vetorial, e portanto (ver Propo-
si¢ao 1.30) & satisfaz a condigao A,.
Reciprocamente, se ® satisfaz a condicao As, entao da Proposicao 1.30

Ko(R) = La(S2),

donde segue-se, pelo fato de Fg(£2) ser o maior subespago vetorial que esta
contido em K¢(€2), que

Es(§2) = Ka(S2) = La(2).
]

Proposicao 1.43. O espago E¢(QY) € separdvel. Além disso, o espago Cy(2)
das fungdes continuas com suporte compacto em ) € denso em Eg(S)), isto

¢,

Co(@)" = Ea().

Demonstragao. Dada u € L>®(Q2), u > 0, existe pelo Teorema A.9 (ver Apén-
dice A) uma sequéncia de fungdes simples {¢, } tal que

on(2) "2 u(z) q.tp. z € Q (1.20)
e
0<pn(r) <u(z) <|lu|w qt.p. ze (1.21)

Tal fato implica pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
/ ®(p, — u)dz "= 0.
Q

Fixando € > 0, segue que existe uma funcao simples ¢ tal que
€

Iw—ub<2

Mostraremos agora que dado uma fungao simples ¢ (¢ > 0), existe g € Cy(€2)

tal que
€

5 (1.22)

g —¢le<

Mostrado isto, podemos concluir que

lg—ule < |g—¢lo+|e—ule
< €,
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mostrando a densidade para as fungoes positivas de L>°(£2).
Verificagao de (1.22): Seja ¢ : Q2 — R, uma fungao simples dada por:

pla) = (@),

onde x4. é a fungdo caracteristica com respeito ao conjunto A;, a; > 0
J ] J 9

je{l,..,n}e
AN A =0, j# k.

Segue da 1% versao do Teorema de Lusin (ver Teorema A.11 em Apéndice
A), que dado k € N, existe gf € Cp() tal que

L n({r € QgH(@) # xa,(0)) < 1 G €N e

2. gf(xz)€[0,1]]zeQejeN.

Defina .
Ok = Zajgf, ke N.
j=1
Note que
| gr(x) |< Zaj:cn, reQekeN. (1.23)
j=1

De (1.23) temos
g —w s = /ng—s@IQdﬂf
Q
- / > ailgf —xa) P da
o =
a3 [ Nok=xa P o
j=179
42> " g # xa,))
j=1

"1
= 4c —
C;kn

42 jioo
- %’H—ﬂ 0.

IN

IA
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Sabendo disto, podemos concluir do Teorema A.2 (ver Apéndice A) que

k—+4o00

gr(z) "— p(x) ¢.t.p. x €, (1.24)
a menos de subsequéncia, além disso segue de (1.23)
| gr(z) [ Cn, z€Qek €N (1.25)

De (1.24) e (1.25), podemos concluir que

k o)
|gk_Q0|<I>_>—+> 07

mostrando (1.22), e consequentemente a densidade para as fungdes positivas
de L>(Q).

Considerando agora u uma fungao qualquer de L>(f2), segue pelo o que foi
feito anteriormente que dado € > 0, existem gy, go € Cp(€2) tais que

€

| 91— uy |a< 5 (1.26)
¢ €
| g2 —u_ |o< 3 (1.27)
Definindo
§ = g1 — 92,
temos

| g—ule<| g1 —uy |o+ | g2 —u_|o,
com g € Cy(€2). Mostrando finalmente que
o) = L=(Q).

Sabendo disto, para mostrarmos que Fg(€2) é separavel, basta mostrarmos
que para cada g € Cp(Q2) existe uma sequéncia de polinémios {px} com
coeficientes racionais, tais que

Mostrado isto, dado z € Eg(2) € § > 0, existem u € L>(Q2), v € Cp(Q) e
um polinémio, p, com coeficientes racionais tais que

lz—ple<|z—ulo+|u—v|e+]|v—p|e<d. (1.29)

Considere P(£2) o conjunto de todos os polindémios com coeficientes racionais.
Note que P(f2) é um conjunto enumeréavel. De (1.28) e (1.29), P(2) é denso
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em Fg(2) implicando assim que Eg(€2) é separavel.

Para mostrar (1.28), basta observar que dado g € Cy(f), existe, pelo Teorema
da aproximagao de Weierstrass (ver Teorema A.15 em Apéndice A), uma
sequéncia de polindmios {px} C P(2) tal que

k—+o00 ~ . ~
P — g uniformemente em supp(g) C €,
e assim concluir que desta convergéncia uniforme temos
~ 1 k=4
| Pk —Gle — 0.
Deste fato, mostraremos agora que dado uma sequéncia {v,} tal que

n—-+00 .
Up — U umformemente em K,

onde K C ) é compacto e supp(v,), supp(v) C K para qualquer n € N,

entao
| v — v |6 =57 0.

Desde que
n—+00 .
v, — v uniformemente em K,

temos para cada € > 0, um ngy(e) € N tal que
| vp(x) —v(x) |< e x € K e n > ny(e).

Logo, dado ¢ > 0 temos para ¢ = 6@~ 1(1/ | K |) >0

1. (Un(s_ U) "252° 0 uniformemente em K;

2. @(M) < @(g) x € Ken >mng(e).

Assim, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
existe N(6) € N tal que

/Qq)(vné_U)dx:/K(D(Uné_U)da:gl, n > N(9),

| v, — v [6< 6, n > N(§),

donde

como queriamos mostrar. O]

Proposicao 1.44. L4 () € separdvel se, e s6 se ® satisfaz a condigao A,.
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Demonstracao. Se ® satisfaz a condicao A,, entao
L (2) = Eo(9),

donde segue-se da Proposigao 1.43 que Lg(€2) é separavel.

Assuma agora que Lg(S2) é separavel e {uy, ..., u,, ...} um subconjunto denso
em Lg(2). Dado € > 0, segue da 2% Versdo do Teorema de Lusin (ver
Teorema A.13 em Apéndice A) existe um subconjunto G; C €2 compacto tal
que

1. uylg, € continua;
2. u(2\ Gy) < 5.

Segue novamente da 2* Versao do Teorema de Lusin, que existe G, C
compacto tal que

L. ug|gy, € continua;
, €
2. n(Q\ G < 2

Considerando

GQZG,ch’lCGl,

temos
p(Q\G2) = p(Q\ (G3NGY))

(
n(Q\ Gy U (2\ GY))
n((Q\ GY)) + u((Q\ Gh))
° 1

D5

i=1

IN

A
)

De forma analoga, ao que foi feito anteriormente, existe
G, CG,1C...CGy
tal que

1. u,|g, € continua;

"1
i=1
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onde G,, = G, G,,—1. Considere G = ﬂ G, e note que

n=1
Q\ Gy C Q\ Gpyt, n €N,

Passando ao limite de n — 400 na desigualdade abaixo

n

pON G <€D

i=1

obtemos pelo Lema A.14 (ver Apéndice A) que

(H Q\ G, ><€Z—

donde .
PO\ () Go) < e
n=1
ou seja
w2\ G) <e
Além disso, u,|¢ é continua para todo n € N com G = ﬂ G, compacto.
n=1

Logo, podemos concluir que dado € > 0, existe um compacto G' C €2 tal que
1. {u,|c} é continua, n € N;
2. p(Q\G) <e

Sendo assim

un € Eo(G), n € N.

Consequentemente, se ® nao satisfaz a condi¢do A,, existe v € Lg(G) (ver
Lema Proposicao 1.42) tal que

|v—u, loc>1,n €N (1.30)

Defina

v

Jou(x), zeG
(93)—{ 0, z€Q\G.

Observe que U € Lg(2) €

|V —uy, 6> 1, n €N, (1.31)
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contradizendo o fato de {uy,...,u,} ser denso em Lg(2).
Verificagao de (1.31): Primeiramente, observe que para todo n € N

{/\>0;/qu)<5—)\“71>de 1} C {/\>0;/GCI><U _)\u”)dxg 1}.

Logo, para todo n € N

mf{A>o;/Q<I>(@_A””)dxg1} sz{A>o;/G<I><” _)\u">da:§1},

donde

|U_un |‘1>,G§|®\_un |<I>a nGN’

implicando de (1.30)
|V —uy, 6> 1, n €N,

como querfamos mostrar. O

1.5 Dualidade

Nesta se¢ao, veremos que o dual de um espago de Orlicz pode ser associado
a um outro espago de Orlicz. No que segue, considere f : R — (—o0, +00)
um funcional semicontinuo a direita e convexo. Assim

epi(f) ={(s,0) e R x R; f(s) < b}
é um conjunto diferente do vazio e convexo sobre R x R.

Definigao 1.45. Definimos como fung¢ao conjugada de [ a fungaio
f R —= R dada por

F(t) = sup{st — f(s); s € R}.
Lema 1.46. Considere
A={(t,a) e R%a > f(t)} = epi(f)
e para cada (t,a) € A defina
Ara ={(s,b) € R* b > st —a}.

Entao



Demonstracao. De fato, dado (5,b) € epi(f) temos

f(5) <. (1.32)
Para cada, (¢,a) € A
a > f(t)
> st— f(s), seR,
donde
f(s) > st—a, s€R. (1.33)

De (1.32) e (1.33)
st—a<b, (t,a) € A

donde segue-se que (s,b) € A;,, para todo (t,a) € A, e portanto

(t,a)EA
Mostrando que
epi(f) C [ Ata- (1.34)
(t,a)eA
Se (s,b) € ﬂ A; 4, temos
(t,a)eA
b>st—a, (t,a) € A. (1.35)

Desde que f é convexa, f possui derivadas laterais em qualquer ponto de R.
Mostraremos agora que

F(1(5)) = 511(5) — f(5), SER,

ou seja

5fL(8) = f(5) = Su]g{fi@s — f(s)}, seR.
sE
Para isto considere a seguir os seguintes casos:
1° caso: 5> 0.

Se s > s, segue pelo fato de f ser convexa em R, que para cada A € (5, s)

f) = 1)  fs) = 5)

A—S s— 5§

Y
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passando ao limite de A — 57,
fi(3) < M, 5> 3.
5—3
Logo,
(s =3)fL(3) < f(s) = f(5), s >3,
donde
sfL(3) — f(5) <5FL(5) — f(3), s> 5

Se s < s, temos para cada A\ > s

)= 16) I~ f6)

~ 9

s—S A—5s
passando ao limite de A — 5T, temos
I =16 ¢ ), s <3

s—5
Sabendo disto, temos
f(s) = f(5) = fL(5)(s =38), s <5,
donde
511L(5) — £(5) > s£.() - f(s), s <5
De (1.36) e (1.37), podemos concluir que

) = Sslelﬂg{sfi(@ — f(s)}
— 57L6) - (), 5> 0.
2° caso: s < 0.

Prova-se de forma anéloga ao feito no 1° caso.

Assim
(f1(5),5f1(5) — [(5)) € A,
donde segue-se de (1.35)
b>51(5) — 57.(5) + /() = 1)

mostrando que (s, b) € epi(f), e finalmente que

ﬂ At,a = epi(f),

(t,a)eEA

como queriamos demonstrar.
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Lema 1.47. Dado t € R, considerando

Ap = {(s,0);b = st — f(1)},

temos

pilf)=(NA= [ A

ter (t.a)€epi(f)

Demonstracao. De fato, basta provar que m Ay = ﬂ A, Para isto,

teR (ta)€epi(f)
considere (s,b) € ﬂ A;, entdo para todo t € R, temos (s,b) € Ay, ou seja,
teR

b > st — f(t), para todo t € R.

Por outro lado, qualquer que seja (¢,a) € epi(f), temos

az f(t) (= —f()=—a)
Dai,

b> st — f(t) > st — a, para todo (t,a) € epi(f).

Portanto, (s,b) € A;, para todo (t,a) € epi(f), o que implica

(s;0)e ] Aua

(t,a)€epi(f)
donde
Nac [ A
teR (t.a)€epi(f)

Agora, considere (s,b) € ﬂ Ay 4, entao para todo (t,a) € epi(f), temos

(t,a)€epi(f)
(s,b) € A ., em particular para (t, f(t)) € epi(f), qualquer que seja t € R.
Dai,
(s,b) € At,f(t)’ para todo t € R,

donde,

b > st — f(t), para todo t € R,

e assim,

(s.b) € [) Ar.

teR
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Logo,

(N A c[)A.

(t.a)e(f) ter

O
Lema 1.48. A funcio conjugada de f (isto é }:) ¢ a funcao f, ou seja f = }:
Lema 1.49. Se f é uma N-funcao, entao f também serd uma N-funcao.
Demonstracao. Para provar este lema, devemos provar que:

1. f é convexa em R;

2. f(t) =0 se, e s6 se, t = 0;
f(t F(t) totoo
3. {0 g M ey

4. fé par em R.

Verificagao de (1): Dado a € [0,1] e t1,t2 € R, temos

flat; + (1 —a)ty) = sup{(at; + (1 —a)ts)s — f(s)}

= $§WM+O—aMB—aﬂ@—O—aV®H
S(fgﬁw—f®}+0—afgﬁﬁ—f@}

= af(t) + (1 —a)f(ta).

Verificacao de (2): Suponha que

para algum t € R. Logo

st = f(s) < sup{st — f(s)}

I
—
=

I
=

»
Mm
=~

(1.38)

em particular
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passando ao limite de s — 0T, obtemos ¢t < 0 (pois f define uma N-fungao).
De (1.38), temos ainda que

—st > —f(s), s<0

donde
f(s)

t> 12 s <0,
S

passando ao limite de s — 07, temos ¢t > 0. Logo, t = 0.
Reciprocamente, se t = 0 temos

f@t) = sup{st — f(s)}

= sp{-f(5)} =0,

seR

ja que f > 0.
Verificagao de (4): Dado t € R, temos pelo fato de f ser par, que

f(=t) = sup{s(=t) — f(s)}

seR
= sup{rt — f(r)}
reR

= ),

mostrando que fé uma funcgao par.

Verificagao de (3): Primeiramente, mostraremos que

=y N
QH—JS +00.

Seja {t,} C R} uma sequéncia qualquer verificando

—+
t, " 40,

Desde que f é bijetora em R, (ver Lema 1.3), temos

it) fo—L0)

= Ssup ___E__

ln s€R
fU ()

2 [ft) - =
n—-+00

= fH(t,) — 15" 400,
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mostrando assim que

J tn n——+o00
Mostraremos agora que
t —
—i ) —)t 9 0.

Seja t, C RY uma sequéncia qualquer, com ¢, — 0. Dado € > 0, observemos
0s seguintes casos:

caso I: Dado s € [0, ¢) temos

caso II: Dado k > 1, existe r > 0 tal que

f(s) > ks, s € [r,+00).

Logo, para s € [r, +00)

k k
s—®<s——5:(1——)s<0,
tn tn tn

para n suficientemente grande.
caso III: Seja
0 < c= min f(s),

s€le,r)

logo
f(s)>c¢, s€ler],

donde segue-se, para s € [¢, 7], que

para n suficientemente grande.

caso I'V: Para todon € N e s < 0 tem-se que
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Concluimos dos casos (I)-(IV), que para cada € > 0

1(s) <e sER,

s — —

n

para n suficientemente grande. Logo,

M—s.up{s—f(s)}ge,

tn seR tn

para n suficientemente grande, mostrando que

Jtn) notgo
ln
Deste fato _
t
lim & =0. (1.39)
t—0+ T
Segue do fato de fser par que
lim & = — lim M = 0. (1.40)
t—0— 1 t—0— —
De (1.39) e (1.40), obtemos
t—0 t
O

como queriamos demonstrar.

Lema 1.50. Considere ® uma N-funcao dada por
[¢]

()= [ o(s)ds,

0

onde ¢ : Ry — R, satisfaz as condigoes de (1) a (IV) do Lema 1.3. Definindo

(s) = sup{t € Ry; (t) < s}

seque que ® ¢ uma N-fungao.
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Veremos mais adiante que as fungoes definidas no Lema 1.50, (E e ® sio
fungoes conjugadas de ¢ e @, respectivamente.
Com o intuito de provar o Lema 1.50, provaremos a proposicao a seguir.

Proposicao 1.51. As propriedades, a sequir, sio verificadas:
(i) p(o(t)) > t, t € R,

(i1) ¢(d(s)) > s, s € Ry.

(iii) G(p(t) —e) <t t>0ee>0,

(iv) ¢(4(s) —€) <5, s ERy e€> 0.

Demonstragao. Verificagao de (i): Desde que

te {s;0(s) < 6(t)}, parat € Ry,

temos
(6(t)) = sup{s; 6(s) < p(t)} > t.

Verificagao de (ii): Dado s € R, considere

1
th = ¢(s) +—, neN.
n

Desde que
3s$) < 3(s)+ = neN
temos N )
3s)+ - ¢ {60 < s}, neN,
donde

o(t,) > s, n €N,
além disso _
t "5 6(s) = sup{t; 9(t) < s}
Desde que ¢ é continua a direita, temos

¢(¢(s)) = lim ¢(tn) = s.

n—-+o00

Verificagao de (uii): Fixe e > 0et € R,. Dado

se{r;o(r) < o(t) — €},
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temos

¢(s) < (t) —e < (1),
implicando que s < t, ji que ¢ é nao decrescente. Deste fato, ¢ € uma cota
superior do conjunto

{r;0(r) < o(t) — e}
Neste caso
o(@(t) — ) < t.

Verificagao de (iv): Fixe e > 0 e s € R;. Desde que

o(s) = sup{t; (t) < s},

dado € > 0, existe ty € {t; ¢(t) < s} tal que

5(3) — € < tg,

donde segue do fato de ¢ ser nao decrecente

o(p(s) — €) < Pto) < s,
como querfamos demonstrar. O

Observagao 1.52. Segue da Proposigao 1.51 que se ¢ e 5 forem funcoes
continuas em Ry, entao ¢ € a inversa de ¢ em R,.

Demonstragao do Lema 1.50: Para provar o Lema 1.50, basta verificar
que ¢ satisfaz as propriedades do Lema 1.3, isto é, ¢ verifica os seguintes fatos:

(I) ¢ ¢ continua a direita e nio decrescente em R ;

(IT1) &(t) = 0 se, e s6 se, t = 0;

(II1) () =55 +o0;

(IV) ¢(t) > 0, parat > 0.

Verificagao de (II): Seja s € R, tal que a(s) = 0. Por definigao
sup{r; 6(r) < s} =0,

donde segue que existe {r,} tal que

a. v, < 0;

b. r, — 0;
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c. ¢(rp) <s.

De (c), temos pelo fato de ¢ ser uma fungao impar que

—¢(=rn) <5,
passando ao limite de n — +00, obtemos (pois ¢ ¢ continua a direita)

s> —¢(0) =0. (1.41)
Por outro lado, desde que

sup{r; ¢(r) < s} =0,

temos

0+ed&{r;o(r) <s}, e>0,

ou seja
d(0+4¢€) >s, >0,

passando ao limite de € — 07, temos s < 0. Segue de (1.41), que s = 0.
Verificagao de (IV): Primeiramente, mostraremos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1.53. Dado t > 0, existe r; > 0 tal que

gb(?“t) S t.
Com efeito, suponha que para algum ¢ > 0
o(r)>t, r>0.

Dada uma sequéncia {r,} C R* tal que

n—-+00
rn — 0,

temos pela continuidade a direita de ¢

0=¢(0)= lim ¢(r,) >t

n—-+o0o

ou seja t < 0, o que é uma contradicgao.
Da Afirmagao 1.53, temos

o(t) = sup{r;o(r) <t}

> rn>0,t>0.
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Verificagao de (I): Mostraremos primeiramente que (Z é nao decrescente.
Sejam s1, s € R, tais que s; < s9. Observe que

{t:6(t) < s1} C {t:6(t) < 50},
assim
sup{t; ¢(t) < s1} < sup{t; d(t) < sa},
isto é
B(s1) < (s2).
Mostraremos agora que (Z ¢ continua a direita em Ry . Sejam {s,} C R} uma
sequéncia e s € R, tais que s, > s e

n—-4o00

Sy — S

Afirmamos que

~ ieo ~

O(sn) "= B(s).
Com efeito, suponha por contradi¢cao que g(sn) nao convirja para (E(s) Neste
caso, existe € > 0 tal que

| Bsn) = B(s) > 2¢, (1.42)

a menos de subsequéncia. Desde que ¢ é nao decrescente e s,, > s, temos

¢(Sn) - ¢(8) > Oa ne N7
donde segue-se de (1.42)

g(sn) —€> 5(8) + €.

Segue do fato de ¢ ser nao decrescente que

O(P(sn) — €) > d(d(s) +¢),
implicando da Proposigao 1.51 (iv) que

S0 > O(D(s) + ).

Passando ao limite de n — 400, obtemos

s 2 ¢(¢(s) + ).

Considerando A = {t; ¢(t) < s}, temos ¢(s) + ¢ € A, além disso para todo
te A

t <supA=g(s) < d(s) +e.
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Logo _ _
¢(s) + € = sup{t; ¢(t) < s} = ¢(s),

o que é um absurdo. Mostrando assim que ¢ é continua a direita.

Verificagao de (III): Seja {s,} C R, tal que

Mostraremos agora que

Desde que
o(sn) "2 Lo
e o~
&(d(Sn)) = sn, n € N, (ver Proposigao 1.51 (i))
temos

lm G(A,) = +00,

n—-+0o0o

onde A, = ¢(s,) e A, — +00. Ora, dado k € N, existe n; € N tal que

Sp > A, M2 N,

donde B B
O(sn) = (M), n = ny,

pois ¢ & ndo crescente. Segue de (1.43) que

lim _$(s,) = +o0,

n—-+0o

onde
An = @(sn), n €N,

provando assim o Lema 1.50.

Observacao 1.54. A func¢ao ¢ pode ser definida da sequinte forma:

¢(t) = sup{s € Ry;¢(s) < 1}, t € Ry.

De fato, dado r € {s; ¢(s) <t} temos

o(r) <t.
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Desde que ¢ é nao decrescente, segue

o(o(r)) < (1),
implicando da Proposigao 1.51 (ii) que
r < o(t),

mostrando que ¢(t) é uma cota superior para o conjunto

{s:0(s) < t}.

Utilizando a Proposigao 1.51 (i),

p(op(t) —e)<t, e>0etcRy,

logo _
o(t) —ee{ro(r) <t} teR; ee>0,

mostrando assim que ¢(t) é a menor das cotas superiores, isto é
¢(t) = sup{r; o(r) < t}.

Observacgao 1.55. Observando as defini¢oes de ® e EIS, temos geometrica-
mente

A
v .................................. /

7 -

D(v) —/ :

h(u)
D(d(u))

1 Ou) | :

sEaafNNRNNES _
u d(v)

Figura 1.2: Fungoes @ e .
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Da Figura 1.2, conclui-se que

up(u) = ®(u) + S(p(u)), ue Ry (1.44)

vp(v) = D($(v)) + B(v), v € R, (1.45)

Teorema 1.56. (Desigualdade de Young) Sejam ® uma N-fungdo e da
funcao conjugado de ®. Entao

ts < ®(t) + B(s), t,s € R.

Demonstracao. Sendo @ e o par, podemos supor que t,s > 0. Dados
t,s € Ry considere os seguintes casos:

1° caso: ¢(t) < s.

Segue da Proposicao 1.51 (i) e do fato de gg ser nao decrescente que

/ ; Fr)dr = 3o(t))(s - o(¢))
> t(s — o(1). (1.46)
Assim
O(t)+ P(s) = P(t) + /OS g(r)dr
o) _ s
= @) +/ o(r)dr + o(r)dr,
0 #(t)
donde segue-se de (1.46) que
B(t) + D(s) > D(t) + D(H(1)) + ts — t6(s),

implicando por 1.44 que

O(t)+ (s) = Ot) + B(d(t) +ts — (D(t) + D(¢(t)))
= ts.

2° caso: ¢(t) > s.

Observe que B
s < sup{r;o(r) < t},
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donde B
s<r, ¢(r) <t,

logo ¢(s) < t. De modo anélogo ao feito no 1° caso, mostra-se que
B(t) + D(s) > ts,
provando assim o teorema. ]

Lema 1.57. Sejam ® e d um par de N-fungoes conjugadas. Entao, as se-
gquintes propriedades se verificam:

a) O(¢(t)) < ®(2t), para todo t > 0;

~/®
b) @(#) < ®(t), para todo t > 0;

c) t <® Y (t)® (), para todo t > 0.

Observacao 1.58. A funcao P pode ser definida da sequinte forma:

O (t) = sup {st — P(s)}.

seR4

De fato, desde que
st < B(s)+ D(t), s,t € Ry,

temos

O(t) > st — P(s), s, t € Ry.
Além disso, para s = ¢(t)

O(t) = o(t)t — B(o(1)), t € Ry

Logo,

O(t) = sup{st — D(s)}, t € R,.

seR4

Mostrando assim que déa fungao conjugada de ®.

A seguir, construiremos algumas fungoes conjugadas a partir de N-fungoes
dadas.

Exemplo 1.59.
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a) Fixado p > 1, seja X

Afim de encontrarmos a conjugada de f, considere
1

E(s) =st — =5, s e Ry.
p

Neste caso os pontos de maximo de £ determinam a fun¢ao conjugada f Por
este fato, iremos agora obter estes pontos de maximo. Observando que

g(s)=t—s"" seRy,

tem-se
€(s)=0se, esdset—s"1 =0,

ou seja

1° caso: ¢t > 0.

Para este caso, temos

f(t) = max{st — f(s)}

seRy
= 51— f(t)
q 't
1 1
onde — + — = 1.
P q

2% caso: t < 0.

Para este caso, mostra-se de modo anélogo ao feito anteriormente que
flt)y = max{st — f(s)}

(=)t = f((=t)")

— -0

1 1
onde — + — = 1.
q
Do 1° e 2° caso, segue-se que

~ 1 1 1
Foy=—rep —+-=1
q p q
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b) f(t)=elfl—|t|-1.
Se t > 0, considerando

n(s)=ts+s+1—¢€°, s>0,

temos
n'(s)=t+1—¢€° s>0.
Logo
n'(s) =0 se, e sd se s =1In(1+1).
Deste fato,

F(t) = max{st — f(s)}

= tin(1+1¢t)— f(In(1+1))
= (1+O)(l+t)—t t>0.

Se t < 0, mostra-se de modo anélogo que

f@&) =0+ (=) In(1+(=t)) — (=), t<O.

Portanto, N
f@O) =0+t In(14+|t])— |t ]|, t €R.

Proposicao 1.60. Sejam ® uma N-funcao e D a fungao conjugada de P.
Seue La(2) ev e Lz(Q), entao

() wv € LY(Q);
(1) Jquvde <2 |ule|v |z .

Observagao 1.61. Note que o espaco Lz(S2) estd contido no espago dual de
Le(Q2), Le(2)*. Caso ® nao cumpra a condi¢io Aq, entdo esta inclusio é
estrita.

De fato, dado v € Lz(2) seja ¢, : Ly(£2) — R um funcional dado por

wp(u) = /Qvudx, u € Lg(Q).

Segue da Proposi¢ao 1.60 que ¢, € Lo (£2)*.

Suponha agora que ® ndo cumpre a condigdo A,. Neste caso, Fg(€2) é
um subespago proprio de Lg(€2) (ver Corolario 1.42). Sabendo que Eg(€2) é
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fechado em Lg () (ja que Ee(2) = LOO(Q)H'”@), segue do Teorema A.16 (ver
Apéndice A) que existe f € L*(Q)*, f £ 0, tal que

Flu) =0, u € Eg(Q). (1.47)

Suponha, por contradigao, que existe v € Lz(€2), tal que

flu) = /qud:p, u € Lo (92).

Considerando u = sgn v € Eg(f), segue de (1.47)

0=f(u) = /uvdaz

Q
= | v | dx,
Q

donde
v(x) =0 q.t.p. x € Q,

implicando que f =0, o que é uma contradicao.

A seguir serao mostrados dois lemas, que serao uteis para verificar que o
dual do espaco E () (equivalentemente, o dual de Ez(€2)) pode ser identi-
ficado com o espago de Orlicz Lz(€2) (equivalentemente, o espago Lo (€2)).

Lema 1.62. Seja w € Lo(Q2). Se | w |¢> 1, entao

| w [o< /Q‘I)(w)d”

Demonstracao. Seja w € Lg(£2), tal que | w |¢> 1. Deste fato, fixe € > 0
suficientemente pequeno satisfazendo

’w‘q;.—€>1.

Temos do Lema 1.12 (a)

Fﬁ;zéwmszQG?%;wm (1.48)

Por outro lado, desde que

| w e —€ <] w |<p:inf{)\>0;/
Q

@(%)dw <1},
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temos

| w o —6§Z{A>O;/Q<I>(%>d:c§1},

[)@(lm%)dz > 1. (1.49)

donde

De (1.48) e (1.49)
/Q<I>(w)dx > w e —¢,

para € > 0 suficientemente pequeno, passando ao limite de € — 0, tem-se

/QCID(w)d:c >l w e

como queriamos demonstrar. O]

No que segue consideraremos @ C RY um conjunto aberto de medida
finita.

Teorema 1.63. Eg(Q2)* = Lz(Q) (equivalentemente E5(Q)* = Lo (2)).

Demonstragao. Primeiramente, afirmamos que Lz(Q2) C Eg(Q)* = Lo ().
De fato, dado v € Lz(2) definindo

st Ee(Q) — R

u \Ifa(u):/u@dx,
e

temos Vs € Fg(2)*.
Mostraremos agora que Eg(€)* C Lz(€2). Tome ¥ € Eg(Q)* e considere
X ={U C QU € mensurdvel}.
Seja i : 3 — R, dada por
n(U) =¥u(xv), U€X,

onde xy € a fungao caracteristica com relagao ao subconjunto U. Se | U |= 0,
temos
xv(x) =0 gtp. x€Q,

donde ¥(xy) = 0, isto é u(U) = 0. Mostrando que p é uma medida absolu-
tamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Segue do Teorema de
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Radon-Nikodyn (ver Teorema A.7 em Apéndice A), que existe uma fungao
v e L'(Q) tal que

n

Deste fato, considerando w = ZaiXAm onde A; C Q, i € {1,...,n}, sdo
i=1

subconjuntos mensuraveis e {o;}*; C R, temos

() = Y ablxa)

= Zai/ vdzx
i=1 A

= /wvd:c. (1.50)
Q

Dado u € L>*(Q2), segue do Teorema A.9 (ver Apéndice A) que existem
{ul}, {u?} sequéncias de fungoes simples nao-negativas, tais que

n—-+00
ut "5 ut pontualmente em €2
e
n—+o0o  _
u? "7 u~ pontualmente em €,

além disso
ul(r) <ut(z) x€QeneN

ui(r) <u (z)z€NeneN.
Neste caso, para cada € > 0 temos

1_ 2y
@(M) "Z¥° 0 pontualmente em
€

¢(<uz<x> — uy (7)) —W)) < ¢(2 | u(@) I) reQencN

€ €
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

/Q@(M)dx <1, e>0,

€

para n suficientemente grande, donde

2

[ (=) —u o< ¢,
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para n suficientemente grande. Ja que U € FEg(Q2)*, temos
U(ul —u?) "5 W) em R. (1.51)
Por outro lado, desde que

| (= up)v |<[ uv |€ LN(€)

n—-+00
(ul —u?)v "= uv pontualmente em €,

temos novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/(u,l1 — u?)vdx "0 / uvdzx. (1.52)
Q Q
Temos de (1.50)

Uo(uf —uy) = Wo(uf) — Wo(uy)

- / ( — u)oda,
Q

passando ao limite de n — 400, segue de (1.51) e (1.52)

m@:me

Mostrando que o funcional ¥ € Eg(£2)* restrito a L>(2) é dado por:
U(u) = / wvdz, u € L2(Q). (1.53)
Q

Justificaremos agora que v € L'(f), obtida pelo Teorema de Radon-
Nikodyn, pertence a Lz(£2). Dado n € N, considere v, a funcao truncamento
de v, dada por:

on(z) = { v(x), se |v(z) |[<n,

0, se |v(z)|>n

Bloa(x)/N)
Un(2) = { S se vp(z) # 0
, C.C.

onde A =|| ¥ ||,. Note que (u,) C L>*(Q2). Deste fato, para justificarmos que
v € Lz(2), basta provar que

A%(%)dazg/{z%(%)mgl, n €N, (1.54)
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pois assim segue do Lema de Fatou

/ &)<E>d:p < liminf/ 5(Ul>dz <1,
0 )\ n——+00 Q )\
implicando que v € Lz(2) e além disso

[olg< A=V ..
Desde que (u,) C L*>®(Q2), temos de (1.53)

U(u,) = /Qﬂnvd:x

:/ CID(vn/)\)vdx
a0l Un/A

- )\/ B(vn/\)—da
[Urﬁéo]

Un

Y (v, /\)dx. 1.55
/[v Py (1.55)

Por outro lado, note que

| V() [ < (|9 [ U fo
= ATy le, n €N, (1.56)

Se | @, |¢> 1 para algum n € N, segue do Lema 1.62

P @g/ﬁ@(ﬂn)dx:/wo]@(%)dx,

implicando do Lema 1.57 (b) que

Ty o< /h}n#O]CT)(%")dx:/g)@(%")dm. (157)

De (1.56) e (1.57)

Wi, |< /\/

[vn7#0]

~ /v ~ /v
cp(-")d — A @(—”d ,
WA /Q P
o que é uma contradigdo com (1.55). Logo, | u, |[+< 1, n € N, donde,
segue-se de (1.55) e (1.56) que

A > (@) |= ‘A/Qé(%")dl«

b
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ou seja,

mostrando assim (1.54).

Recordando, acabamos de concluir que dado ¥ € E?®(Q)*, existe
v € Lz(Q), tal que

U(u) = /qudx, u € L>(9Q).

Se tomarmos agora u € Eg(€2), basta tomar uma sequéncia {u,} C L>(2)
tal que

n—-+o00

| up —u e — 0,

e teremos da Proposigao 1.60 (i)

—+
/unvdaj n—>oo/uvdx.
Q Q

U(u) = /qudx, u € Eg(Q),

E portanto

como queriamos demonstrar. O]

Corolario 1.64. Lg(Q) € reflexivo se, e s6 se, @ e o satisfazem a condi¢do

AVY
Demonstracao. Se ® e d satisfazem a condigao A, temos
Eg(Q) = Lo(2) € E5() = Lg(9).
Logo,
FEo(2)" = Lo ()" = Lz(Q) (1.58)
E5 ()" = Lg ()" = Lz (Q). (1.59)
De (1.58) e (1.59)

L3(Q)™ = Lo()" = Lz(Q).

Considere agora que Lg(€2) é reflexivo, isto é Lg(2)™ = Lg(£2). Desde
que Eg() é um subespago fechado de Lg(Q2), Fg(£2) é reflexivo, isto é,
Es(92) = Es(2)™. Segue do fato de

Lo(Q2) C Lz(Q2)" = Ee(2)™ = Ep(9),
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que Fg() contém Lg(2). Mostrando que Fg(£2) = Lg(2), e portanto @
satisfaz a condigdo Ay (Ver Corolério 1.42).

Mostraremos agora que d satisfaz a condicao A,. Com efeito, suponha
por contradi¢ao que ® nio satisfaz a condicao As. Segue da Observacao 1.61,
que

L3(Q) ¢ Lo(9).
No entanto
Eg(€2) = Eg ()™ = L3 ()" ¢ Lo(9),

o que é uma contradigao. O
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Capitulo 2

Espacos de Orlicz-Sobolev

No Capitulo 1, o leitor observou que o espago de Orlicz é uma generaliza-
¢ao natural do espago LP(2). Por este fato, nada mais natural que definir, a
partir deste espaco, o espaco de Orlicz-Sobolev. O espaco de Orlicz-Sobolev
¢ uma generalizagao do espago de Sobolev. As demonstragoes omitidas neste
capitulo podem ser encontradas em [36].

2.1 Espacos de Orlicz-Sobolev

No que segue, considere () um aberto de RY.

Definicao 2.1. Dada uma N-fungao ®, definimos como espaco de Orlicz-
Sobolev, W1®(Q), o conjunto de funcoes dado por:

Whe(Q) = {u € La() ; existem fi,..., fn € La(Q2) tais que

9,
/Quéidx— —/Qfﬂpdx, YeCP() eie {1,...,n}}.

Observacao 2.2. Generalizando, dado m € N,

wm*(Q) = {u € Lo(Q) ;5 existem {go} C Lo(Q), a = (ay,...,an), tais que

0"y _ (_1yllals /
/ Gmal OaNdex_( b anwd:p,

para quaisquer P € C°(Q) e || a ||g< m}.

Observagao 2.3. Se u € WH(Q), entdo tais f;’s sio tinicas. Assim, deno-

temos
ou ou )

Ou :fieVu:<—

O,

Ory” 7 dxy
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Observagao 2.4. Sobre WH*(Q), podemos estabelecer a sequinte norma:

J

Lema 2.5. A norma | . |100 € equivalente 4 sequinte norma

ou
a.fEi

| |o0= max {| o,
1<i<N

| u1o=|u e +| Vule, v W-(Q).
Teorema 2.6. W1*(Q) é um espago de Banach.
Teorema 2.7. Supondo ® uma N-funcao satisfazendo a condig¢do Ag, temos
1. WhH®(Q) ¢ separdvel;

2. Para cada T € WH®(Q)* existem {v;}N, C Lg(Q), tais que

N
ou
T(u :/uv dx + /—vid:v;
( ) 9) ’ ; o 0z;
3. WL(Q) ¢ reflexivo.

2.2 Imersoes de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Apresentaremos, a seguir, uma série de resultados com o intuito de obter
algumas imersoes entre os espagos de Orlicz.

Proposicao 2.8. Sejam @ e ® duas N-fungoes conjugadas. Entao,
t< ® ()DL (t) < 2t, t > 0.
Demonstracao. Desde que
ts < ®(t) + B(s), t,s € R,

temos

NPT (t) < B(QTH(E) + (DTH(1)), t > 0,

donde _
L (t)d () < 2t,t >0,

mostrando a segunda desigualdade.
Agora, dado t > 0, tome a > 0 tal que

d(a) =t. (2.1)
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Temos do Lema 1.57 (b)

donde segue-se de (2.1)

implicando
t
c1>—1<c1>(~ )) < d(t),
O-1(1)
isto é,
t
- < ®7l(1)
O=1(1)
Assim, B
dH)dH(t) > t, t >0,
e, consequentemente, esta proposicao esta provada. 0

Definigao 2.9. Sejam ®; e ®y duas N-fungoes. Diz-se que P cresce es-
tritamente mazis lento que ®; e escrevemos P << &1, quando para todo

k>0
Dy (kt)

t—g-noo CI)l (t)

Teorema 2.10. Se | Q |< 00 e @y << Dy, entdo
Lo, () cont L, ().
Demonstracao. Uma vez que ®5 << P, tomemos k e £y positivos tais que
Dy(t) < Dy (kt), t > to.

Note que
Lo, (2) C Lo, (92).

Sejam t; = @;1(1/(2 | 2])) e ¢ = max{1, ®y(to)/P1(kt1)}.
Afirmacao 2.11. Para todo t > ty, temos

76



De fato, se t; > ty nao ha o que fazer, ja que ¢ > 1. Agora, se t; < tq,
observamos que para t > t; a desigualdade segue imediatamente. Assim,
tomando t € [t1, o] temos

Oy (kty) < q(kt) (2.2)
) Dy (t) < Do(ty). (2.3)
Segue de (2.2) e (2.3) que
Do(t) < Po(to)
< By(to) ;’11((:;1))
< C(I)1(k’t),

mostrando a Afirmacao 2.11.

Dado u € Lg,(£2), defina

| u(z) |
o~ fren 1UDL 1
re 2Ck|U|q>1<1

Da Afirmagao 2.11, temos

u(z) | u | / | u |
Oy ———)dzx = Oy ————)d Oy ————)d
/Q 2(20k‘|u\¢,1> v /Qu 2(20k|u]q>1> v 2N\ 2(20k\u]¢1> v
k|l
Dy(t1) | O ———)d
2(t1) | |+C/Q\Qu 1<20k:|u|<1>1> x
| Q| / |u |
= +c d (—)dw
2] Q 0\ "\2c [ u s,
1
2 Q\Qu 20|u|q>1

1
segue do fato de 2¢ > 1, isto é % € [0,1], que
c

1
/@2<L>§—+£/ ®1<|u|)dx§1,
o \2ck|uls, 2 2c Joa, u g,

donde segue que

IA

IN

| u |‘I3'2S 2ck | u |<I>1’

mostrando assim a continuidade da imersdo. O
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Teorema 2.12. Suponha que | Q |< 0o e Py << D1. Se uma sequéncia (uy,)
em Lg, () € limitada e convergente em medida, a mesma é convergente em

Lg, ().
Demonstrac¢ao. Dado € > 0, defina

uj(z) — ug(z)

vjp(x) = , T € Q.
Por hipotése, (vj;) € uma sequéncia limitada em Lg, (2). Seja R > 0, tal que

| Vjk |q>1§ R, j, k € N. (24)

Desde que ®5 << @4, tomemos ¢y > 0 tal que

1
Dy(t) < Oy (Et>, t 2 to,
donde segue do Lema 1.12 (a)
Py (t) < 1<D1(3)7 t>to (2.5)
4 "\R
Considere 0 = ! e
494 (ty)

_ 1
ij = {ZL’ e | Ujk(l’) |Z (I)2l<rﬁ|>} .

Desde que (u,,) é convergente em medida, podemos tomar N € N suficiente-
mente grande tal que
| Qul< b4k > N. (2.6)

Considerando agora

Yy, = {z € Qs [ vji(2) |= to}

(S
Q;‘,k = ij \ Q;‘kn
temos
[ @lonta) e = [ @l onle) D+ [ al] po) o
Q Qg Q;k

+ [ @ o)

jk
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segue de (2.5)

1
JRAEONE s‘émﬂéxwﬁmMMw+Z[;

implicando de (2.4) e (2.6)

Vi\T
@1(LJ%%ll>dx%¢xm)|Qﬁ

/®M%MM$SL$k2N
Q

Logo, | vjk |e,< 1, isto é
| uj — un o, <€,

justificando assim que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em Lg(2). E por-
tanto, (u,) é convergente em Lg,(2), j& que Lg,(2) é um espago de Ba-
nach. O

Corolario 2.13. Suponha que | @ |< 00 e @3 << ®1. Se S C Lg, ()
é limitado em Lg,(2) e pré-compacto no espago de Lebesque das fungoes
integrdveis L*(Y), entao S € pré-compacto em Lg,(S2).

Demonstragdo. Lembre que toda sequéncia convergente em L'(€)) é conver-
gente em medida. Deste fato, este corolario é uma consequéncia imediata do
Teorema 2.12. O

O préximo Lema estabelecera uma nova N-funcao ®,, associada a ¢. Ve-
rificaremos mais adiante que esta é a N-fungao critica para se obter imersoes
compactas nos espacos de Orlicz-Sobolev.

Lema 2.14. Seja ® uma N-fungao satisfazendo

1 (I)_l
/' ") 4r < 400 (2.7)
o THW
€ o (I)*l
/ D gr — 100, (2.8)
1 T

Entao a funcao ®;' : Ry — R, dada por

oIi(t) = /0 t q;i(;)dr, (2.9)

€ bijetiva e sua tnversa P, extendida em toda reta de forma que P, seja uma
fungao par, € uma N-funcao.
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Demonstracao. Observe que

dd-! (¢t
iy 20
dt t1+*

n

>0, t>0. (2.10)

Deste fato, tem-se que ®;! & estritamente crescente em R, e portanto in-
jetiva em R,. Desde que ®;! é estritamente crescente, continua em R, e
satisfaz (2.8), tem-se que ®, ! é sobrejetiva em R, . Justificando assim a bi-
jetividade de ! em R,.

Mostraremos agora que @, é uma N-funcao. Para isto, basta observar os
seguintes fatos:

(i) ®.(t) =0se, eso6se, t=0.
De fato, sendo ®, ! bijetiva em R, e ®,(0) = 0, conclui-se que

O, (t) =0 para algum t € R, entdot = 0.

Caso t = 0, ¢ imediato que ®,(t) = 0, ja que ®;'(0) = 0. Lembrando
que ¢, é uma funcao par, podemos concluir que

O, (t) =0 se, e s6 set =0.

(17) P, é continua em toda a reta.
Mostrado que @, ! : R, — R, ¢é bijetiva e sua derivada é estritamente
crescente em R* (ver 2.10) temos que ®, € derivdvel em R, além disso
sua derivada é dada por

/

1
Pl (s) = =T, para s = o 1(t) > 0.
a (1)

Segue dai e do fato de ®, ser par, que @, é continua em toda a reta.

(17i) P, é convexo.
Para mostrarmos que ®, é convexo, basta mostrar que ®; ! ¢ concavo
em R,, pois assim tem-se que a derivada de ®;! ¢ uma funcio de-
crescente em Ry. Neste caso, como a derivada de @, em R ¢ dada
por

1
P (s) = T bara s = O (t), comt >0,

()
concluimos que @) serd uma fungao crescente em R . Consequente-
mente, ®, serd convexa em R’ . E assim, teremos do fato de @, ser
par, que @, é convexa em toda a reta.
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Sendo assim, mostraremos agora que ®,! é concavo em R,. Lem-
brando que ® é uma N-fungao, dado s > 0 e a € [0, 1], temos do Lema

1.12 (a)
D(ad(s)) < a®(®'(s)) < as,

donde segue pelo fato de ®~! ser crescente em R
ad(s) < as), s>0eac]0l].

Considerando 0 < a = ¢ < 1es=02> 0, temos de (2.11)

o(a) > %@‘1(19)
a\tw
> <5> O (b)
Deste fato,
©~(a)
—1v/ o
@@ = =t
a\1+5 ®71(b)
~ (Z) A t+E
R0
o lerl

= (@)

(2.11)

—1\/ - — 2 A
Mostrando que (®;')" é decrescente em R, e portanto ;1 ¢ concava

em R,.
D, (t
(tv) lim (®) = +o00.
t——+o00 t
Pela Regra de L’Hospital, temos
o,
im 2O _ el
t——4o00 t t——+o00
- lim —
= (@77)(@.(1))
) 1
= lim .
=4 (@, (1) /0. (1)
A G, ()
Por outro lado, desde que ® é uma N-funcao, temos
o r 00
(r) AL 400,
r
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em particular

(P~ (P4(1))) o0
ere.)
ou seja
(I)*(t) t——4o00
Sl S . 2.13
CRICND) 219
De (2.12) e (2.13), concluimos que
P,
lim ®) = +o00.
t—+oo
D, (1
(v) lim ®) =0.
t—>+oco ¢

E feito de modo analogo ao item anterior. Basta utilizar novamente a
regra de LL’Hopital.

Do item (i) ao item (v), concluimos que a extengao par @, é uma N-fungao.

[]

Observagao 2.15. Suponha ®(t) =|t [P . Se ® satisfaz as hipotéses do lema
anterior, entao p € [1,N).

Primeiramente, note que a inversa de & em R, é dada por

OL(t) =t
Deste fato, temos
1
O1(t) tr N—p(N+1)
= = t pN .
A Ut
Considerando o = %, note que

1
/ t*dt < +o0 se, e s6 se, a > —1,
0

ou seja,

1
/ t%dt < +oo se, e s6 se, N > p. (2.14)
0

Além disso,
[ee]
/ t4dt = +o0 se, e sd se, p < N. (2.15)
1
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De (2.14) e (2.15), podemos concluir que ¢ satisfaz as hipotéses do Lema
2.14 se, e 86 se, p < N. Observe agora que, para p < N,

_ pN  N-p
o (1) = t
0= 5=
e, portanto,
N-—-p
P.(t) = t|v-r teR
()="5," It
* N
Como p* = N—f;), obtemos
1 >k
O.(t) = — | t]”,t R
p

No que segue, considere {2 um dominio adimissivel, isto é, um dominio onde
ocorram as imersoes de Sobolev

N
WHEHQ) cone LY 1, —].

Teorema 2.16. Seja €2 um dominio aberto, limitado e admissivel. Suponha
que a N-funcgdo ® satisfaz as hipotéses do Lema 2.14. Se ®;' ¢é dada por

t —1
o) = [ s
0o SN

Wh(Q) S Lo, ().

Além disso, se ¥ € uma N-funcao crescendo estritamente mais lento que D,
entao

entao

WL(I)(Q) c(‘;}np L\I](Q)

Demonstragao. Por defini¢ao

do;! d1(s)
s (s) = prrm s>0
Logo, se t = ®_!(s) temos
do* 1
Y0 = o
i (s)
st
- ()
O, (1)
S PTH(u(1))



Portanto, a N-funcao @, satisfaz a equagao diferencial

do,

(. (1) —

(t) = @, (1)t~ ¢t >0,

Considere ® a N-funcao conjugada de ®. Da Proposicao 2.8
(1) < O (P(1)) D7 (Du(t)).

Segue de (2.16)

donde

o que implica

do. ~ 1
() < 3 @L(0)BF (1), 1€ R
Definindo .
a(t) = 2.(t)'"V, t >0,
temos J N1 J®
o - —L *
— ()= ———®, N (t)—=(t), t >0,
(1) = S V) (), >0
donde segue de (2.17)
do N -1~
— () < ———0 (D (¢
T < S e(@)
N—-1~,

= =3 Y o(t)F ), t > 0.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Suponha inicialmente que u € WH*(Q)NL>(Q), u # 0. Agora, considere

F\) = /Qcp*(;)dx, A > 0.

Note que f estd bem definida e é continua. Do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue
FO) =0

FO) 228 o0

84



Segue do Teorema do Valor Intermediario, que existe k > 0

1= f(k) = /Q(I)*(%)dx. (2.20)

0
o.. Desde que u € Lg(S2), % € Lg(92) para

Donde concluimos que k =| u

todoi=1,...,N e
Lo(Q) cone LY(Q),

0
temos v € L'(Q2) e au € L'(Q) para todo i = 1, ..., N, consequentemente
Ty
u € WHH(Q).
Seja
D, = {/\ eER; N = %, para algum x € Q}

Observe que D, é limitado, pois u € L>(2), e fixe I um intervalo fechado

que contém D,,. Logo,
|o'(t) |<K M, tel, (2.21)

para algum M > 0. Sabendo que o € C'(I), o(0) = 0, o satisfaz (2.21) e
u € WH(Q), temos da Proposigao A.19 (ver Apéndice A)

p=o00 <|—Z|> e Wh(Q)

e pela regra da cadeia

Ou (2.22)

gz (x) =o' (%(w)) %sgnu(w)

Agora pelo Teorema A.20 (ver Apéndice A), temos
WL(Q) Gn LF1(Q),

e portanto de (2.22)

n

ol < (2]

J=1

_ay
_k;/Q

+|‘P|1)
1

ou

0'(%>sgnu(x)a—xj

d$+/|<,0|dx. (2.23)
Q
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De (2.20)

(o (2)an) = (o) )™

donde segue de (2.23)

+c1/ﬂa<7)da:. (2.24)

Desde que

(ver (2.19)) e g—xu € Lo (), segue de (2.24)

)

1<2

o +CI/QO—<T>dx. (2.25)

Por outro lado, de (2.19)

()

IA
=
=21
—_
&
—
Q
22
—
-|=
NG
N——

P

Observe que

Logo

inf {1 > 0;/9213[5_1(0&(’ u /k))} <i}<t (2.27)

De (2.26) e (2.27)




Agora, defina

Observando que

g(t) _ . (1)

=1
tJElm h(t) t%linoo a(t) t—+o0
Fixe tg > 0 tal que
g(t)

—L>2c,t2>1
h(t)_ C]_, = L0,

ou seja
1
h(t) < —qgl(t), t > tp.

Desde que h ¢ continua em R e

o(t) N -1

lim A(t) = lim —= = lim ¢'(t) = lim ——— @' (U(t)

t—0+ t—0t t—0+ t—0+

podemos definir

cy =1 sup h(t).
te[0,to0]

Logo, para cada t > t,

Portanto,

Segue dai que

= lim (q)*(t)) = +o00.
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utilizando a Desigualdade de Holder

U 1 2
o [ () < 5 SR sl we
1

= -4+ — 2.31
2 k ‘U |<I)7 ( )
onde c3 = 2¢; | 1 |5 . De (2.25), (2.28) e (2.31)
2c0 N —1 ou
e -
s o5 Voeg vl 50 qb}
1 3 ou
T Ty el g0 b
ou seja
1 2c¢(N -1 c
§§¥|U 1,<1>+E3|U|1,<1>7

lembrando que k =| u |g,, obtemos

| ule, < (4ea(N —1)+2¢3) | ulre
= C ‘ Uu ’]_7@, (232)

onde ¢ = 4¢(N — 1) 4+ 2¢3. Mostrando que a imersao é valida em

WL (Q) N L=(Q).

Suponha agora que u € Wh®(Q). Para cada k € N, defina

_ ) u@) ], se |u(z) <k
k() = { k, se | u(zx) |> k.

Note que u, € WH*(Q) N L>(Q) e

ouy, sgn(uk)a%, se |u|<k
or; |0, se |u|>k.

Além disso

| ugy o, <| Uk, |o,, k1 < ko.

Observe que (| uy |¢,) ¢ uma sequéncia limitada, pois
| ug lo.<clug holc|lule.
Logo, podemos definir

vy= lim |u; o, <c|ul|io- (2.33)
k—+o0
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Desde que

uk(l’) ki‘x’ u(—x) pontualmente em €,
v g

temos

>, (“k(x)> kotoo P, (M) pontualmente em Q.
0 Y
Sabendo que
| Uk "P*S s ke N’

/q>*<%>d;cg/<1>*( il )dxgl, keN.
Q 8 Q |U1<: |<I>*

Assim, observando que

temos

1. <I>*<“’“T(’“")> >0, 2 €

2. sup/ <I>*<%>dx <1, keN;
keN Jq Y

3. <I>*<“’“T(I)> gy (@) pontualmente em €,

temos pelo Lema de Fatou
/@(M)dx < liminf/ @(“’“(x))dx <1,
Q 8 k=+oo Jo 8

|u‘¢)*§’}/§0|u’1’<p,

e portanto

donde
Wl’q)(Q) c‘;tt ch* (Q)

Suponha agora que
U << 9,

consequentemente (ver Teorema 2.10)

Lo (Q) i Ly(S).

Portanto,
Wh®(Q) cont Lo, () comt Ly (£2),

ou seja,
W2 (Q) com Ly(92).
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Provaremos agora que tal imersdo ¢ compacta. Seja S C Wh®(Q) um
subconjunto limitado. Note que S também é limitado em Lg,(2), pois

W2 (Q) com Lg, ().
Desde que
WEP(Q) come WHHQ)
W) comp LH(2),
temos que S é pré-compacto em L'(§2). Sendo assim, observando que
o U << P,
e S C Lo, () é limitado;
e S C L) é pré-compacto,

temos pelo Coroléario 2.13, S é compacto em Ly (f2), concluindo a demons-
tracao deste teorema. O

Observacao 2.17. Devido a N-funcao ®, ser a func¢ao limite para se obter

uma imersao compacta, diz-se que P, € uma func¢do de crescimento critico
de P.

2.3 O Espaco W,*(Q)

Definimos W,'®(€) como sendo o completamento do espaco CS°(€2) com
relacao a norma

| u |W01"I’(Q):| Vu e + | u e,
isto é,
1, 7o HLe
Wyt () = Cge() .

Lema 2.18. Seja | Q2 |< oo. Eziste uma constante C' > 0 tal que

N
[ule<C)
=1

ou
0.’131‘

9
[

para todo u € W, *(Q).
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Demonstragao. Seja | Q |= M, para alguma constante M > 0. Afirmamos

que
A@(u(x))dxﬁ/g@(?Mﬁ—Z)dw, (2.34)

para todo u € Wy *(€). De fato, admita inicialmente v € C3°(Q). Pela
desigualdade de Jensen (ver Teorema A.31, em Apéndice A),

O (u(zy, 2o, .., 2N)) = CID( N au (5 xz,...,xN)d§>

— (ID(/QE1 %g—ul(f,x%...,x]v)dﬁ)

M/+oo f xz,...,xN)>d§_

Integrando ambos os lados da desigualdade acima sobre €2, obtemos

IN

ou

/Q B(u(z))dr < /Q B(M (@) do (2.35)

Claramente, (2.35) também ¢é valida para todo u € Wy'*(2), cujo suporte &
compacto em 2. Logo, tomando agora u € VVO1 ’CP(Q), considere um aberto
), contendo Q, de diametro 2M, e estenda u para o €; todo, com u = 0 em
027\ Q. Consequentemente, u € Wol’q)(Q) e supp u é compacto em €2;. Assim,
por (2.35), temos

/Q(p(u(x))dx = /Qlé(u(ﬁ))cw
< /qu><2M§;1( ))dx
- L@(QMSZ( ))dx,

provando (2.34). Note que de forma analoga, podemos provar a desigualdade

(2.34) para todas as outras derivadas parciais de u. Agora, veja que se
u e Wy*(Q), entdo

~ u

e 1,®

Portanto, de (2.34), vale para todo i = 1,2, ..., N que

D (u; < | ®(2M <1
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Logo,

/f’(zM | aZ/axi |¢>dx =1

donde,
ou

8%

demonstrando assim este lema. O

)
(]

Devido ao Lema 2.18, obtemos a desigualdade de Poincaré
|u o< Ko | Vu|o, u€ Wy®(Q),

para algum K, > 0, a qual implica que a norma | Vu |¢ é equivalente a
norma | u |W1,¢(Q). Deste fato, | Vu |¢, pode ser definido como a norma para
0

o espaco Wy *(Q).

O lema a seguir é uma versao da desigualdade de Poincaré para os espagos
de Orlicz. Gostariamos de ressaltar que a prova da mesma nao é encontrada
na literatura.

Lema 2.19. (Desigualdade de Poincaré no espago Wy'*(Q)) Sejam Q um

dominio limitado e ® uma N-fun¢ao satisfazendo a condi¢ao As. Para todo
1,0

ue Wy (), vale que

[t <cs [ o vu

onde Cy € uma constante dependente de P.

Demonstracao. Desde que € é limitado, suponha que
QC (a,b) x RV,

onde a e b sdo constantes reais. Dado ¢ € C§°(a,b), tem-se pelo Teorema
Fundamental do Calculo (ver [29]) que

donde .
| o(t) |s/ 1&(s) | ds, ¢ € (a,b),

implicando que

b /
() |< / 1 (s) | ds. t€ (a.b). (2.36)
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Considerando ¢ € C°(Q) e x = (t,2'), com 2’ = (4, ...xx), temos

| ()

|
<
=

8

< [ 1wl d (2.37)

Usando (2.37) e a desigualdade de Jensen (ver Teorema A.31, em Apéndice
A), obtemos:

[owwyar = [ [ avs) i
S/RNl/a /|¢ |d8dtd:p

(b—a) [7|22(s,2")|dsy
= (b—a)/ <I>( ) Jo gy (5,7 ls)dm,
RN-1

fa 1ds

K(b_a>/RN 1 (f |ax} Sd: |d8>d$,

K(b—a)/RNlbia/a @(!g—z(s,x')\)dsd:p/

:K/(I)
Q

< K/QCI>(| Vo |)dz. (2.38)

S~—
iy
=
&
=
3
IA

IA

Dado u € Wy'*(Q), considere {¢,} C C5°(Q) satisfazendo
©n — u em Wy?(Q),

ou seja,
‘ v(@n - u) ‘q)_) 0.

Como @ € A,, tem-se que

/Q (| V(on — u) Jdz — 0,

donde segue-se de Brézis-Lieb que
[ (#0960 )= 01 Ve = Tu ) - 2 Tu )z o,
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e daf

/Qcp<| Vo |)d:z:—>/Q<I>(] Vau |)dz. (2.39)

De modo analogo, mostra-se que

/QQ(] ©n |)dz — /Q<b(] u |)dx. (2.40)

De (2.38)
/(I>(| ©n |)dx < K/ (| Vo, |)dz, neN,
Q Q

passando ao limite de n — oo, obtemos de (2.39) e (2.40)

/Qcp(\ u|)de < K/Q<I>(| Vu )z, ueWhQ).

]

Observacao 2.20. Observando a demonstracio do Lema 2.19, podemos re-
finar as hipdteses do mesmo, solicitando apenas que 2 seja limitado em uma
direcao.

Observacao 2.21. Wol’(D(Q) € um espacgo de Banach reflexivo.

De fato, visto que Wy'*(Q) é um subespaco fechado de WH*(Q) e que
W®(Q) é um espaco de Banach reflexivo (considerando que ® € A, e usando
o Teorema 2.7), segue pela Proposicio A.18 que W, ’CD(Q) ¢ um espaco de
Banach reflexivo. Além disso, W,"*(Q) é um espago separavel.

Devido a Donaldson e Trudinger (ver |9]) existe uma constante v = y(N),
tal que
5. <7 | Vit |, u e WEP(9),

| u

ou melhor, o espaco W, ’CD(Q) esté imerso continuamente em L, (£2).
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Capitulo 3

O operador ¢-Laplaciano

O objetivo deste capitulo é mostrar algumas propriedades do operador
®-Laplaciano em W,"*(Q), dado por:

—Agu = —div(¢(] Vu )\Vu), ue Wy*(Q),

onde © C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular e ®(t) = fom ¢(s)sds
uma N-func¢ao verificando algumas condigoes. E além disso, mostrar um re-
sultado qualitativo envolvendo supersolugoes deste operador.

3.1 Sobre a N-funcao ¢

Apresentaremos agora diversos resultados envolvendo uma classe de fun-
¢oes ® : R — R dada por:

d(t) = o(s)sds, teR,

onde ¢ : (0,400) — (0, +00) verifica as seguintes condigoes:
(1) & € CY(0,00), ¢(t) >0, (¢(t)t)" > 0 para t > 0;

(¢2) existem [, m > 1 tais que

' (t)t
[ < L <m, t>0;
d(t)
(¢3) existem ag,a; > 0 tais que
" (t)t
< < t>0
ap > CI>’(75) > ag,



Observacao 3.1. A condi¢ao (¢3) implica em (¢2) para | = ag +
m=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que

/

ag® (5) < @ (s)s < a1 P (s),

donde
(ap + 1)p(s)s < (¢(3)3)/3 + o(s)s < (a1 + 1)o(s)s,
ou seja,

(a0 + 1)e(s)s < ((6(s)s)s) < (a1 +1)g(s)s.

Integrando de 0 a ¢, obtemos

(a0 + DO(t) < (SO < (ar + 1)D(D), ¢ >0

logo,
(a0 + 1)D(t) < &' (1)t < (a1 + 1)D(E), t>0
e, portanto,
' ()t
l:CLO—FlS%SCLl—Fl:m, t>0.

1 e

Os resultados a seguir, ndo demonstrados, podem ser vistos em [36].

Lema 3.2. Assumindo (¢1) e (¢2), © e ® definem N-funcoes.

Abaixo, segue alguns exemplos de N-fungoes ¢ que cumprem (¢;) —

(1) Q1) =]t P+ |t [, 1 <py<pi <Nep € (po,pp)

(¢3).

Em [36] é mostrado que ®; cumpre (¢1) e (¢2), com | = pg e m = py.

Mostraremos agora que ®; cumpre (¢3). Para isto, observe que
o D (t) = pot"~t 4 it Y,
o O (t) = po(po — )72 + py(py — 1)t 2,

Entao, para t > 0,

17

@, ()t Po(po — 1)t~ + py(py — 1)t —!

(1) ot~ + it

po(p1 — 1)t~ + py(py — 1)t
potPot + it

= pp—1

IN
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(1)t polpo — 1)t 4 py(py — 1)t
P’ () potPo—1 + pytpi—1
po(po — 1)tPo~ + py(py — 1)t
potPot + it
= po— 1. (3.2)

Em [36] ¢ mostrado que ®5 cumpre (¢1) e (¢2) paral = 2 e m = 2.
Vejamos agora que ®, satisfaz a condi¢ao (¢3). Para isto, observe que

o Oy(t) = 29t(1 + 377,
o Oy(1) =2y(1+°) " +dryt®(y = 1)(1 + 172
Assim, para t > 0,

Dy (1)t t2
S =142(y -1 :
oy TN

Ora, sabemos que

2

14 t2

1<142(y-1) <1+2(y-1)=2y—-1

Portanto, fazendo ag =1 e a; = 2v — 1, temos

oo (1)t
1< 2,() <2y—1, t>0.
Dy (1)
“1++1+4N
(iii) @5(t) =t?In(1+1t), 1 <py <p < N — 1, onde py := i 5 AN

Em [36], também é mostrado que ®3 verifica (¢1) e (¢2), com [ = p e
m = p+ 1. Verificaremos agora a condigao (¢3). Para isto, dado t > 0,
observe que

. B(1) = tp_1<p(1 +t>in_|(_1t+ t) +t>7
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p vo (P = 1)1 +1)In(1 +1t) + 2pt(1 4 t) — t*
o DU(t) =t ( e )

Dai, a fungao

"

Do (t)t 2p(1+8)t— 2 +pp—1)(1+¢)*In(1 +¢)

dy(t) (1+t)(t+p(l+t)In(1+1))

¢ decrescente em (0, 4+00). Por outro lado, segue da Regra de L-Hospital que

"

lim y(t)t lim 2p+4dpt — 2t +2p(p — 1) (1 + ) In(1 +¢t) + p(p — 1)(1 + ¢)
t—-+oo Dy(t) t—+00 t+pl+t)n(1+8)+ (1 +6)(1+pn(l+1¢)+p)
— lim dp =24 3p(p—1) +2p(p — 1) In(1 +¢t)
t—-oo 24+ 3p+2pIn(1+1¢)
= p—1 (3.3)

., (t)t 2 -1
3/< ) = lim —p—i-p(p ) =p. (3.4)
t—0+ Dg(t) oot 1+p

Dy (1)t
Uma vez que 3,( )

Dy(t)

¢ decrescente em (0, 4+00), temos de (3.3) e (3.4) que

Dy ()t
@y(t)

p—1< <p, t>0.

Portanto, basta considerar ap =p —1 e a; = p.
It]
(iv) Pyu(t) = / s'7(senh™s)Pds,0<a<1e0<B<N-2+a.
0

Inicialmente, destacamos que a prova na qual ®, verifica as condigoes
(¢1) — (¢3) ndo é encontrada na literatura.
Observe que

o senh™ 't =In(t + V2 + 1);

’ 1
o (senh™'t) = T

Afirmacgao 3.3. ¥, satisfaz (¢1).
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Ora,

P(t) = (I)‘*t(t) =t (In(t+ V2 +1))’ >0, ¢t>0
, oy . g1 - 1
¢ (t) = —at ™ (In(t+Ve2 + 1))+t *B(In(t+V12 + 1))° NGESE t>0.

Assim, ¢ € C1(0, +00) e para t > 0

(¢(t)t)/ =(1—a)t*(In(t + M))ﬁ n =B (In(t + V2 + 1)) 1

> 0,

t2+1
mostrando assim a Afirmacao 3.3
Afirmagao 3.4. Oy satisfaz (¢2) e (P3).
Primeiramente, veja que
oty (1—a)to(In(t+vVE+1))" + =~ el
(1) t=o(In(t + V2 +1))8
t
= (1—-a)+
(1=a) ﬁ\/ﬁ F1ln(t+ v+ 1)
_ (1—-a)(In(t+ V2 +1)) + ﬂﬁ
In(t + V12 +1)

<¢4(t)t>’ _ ﬁ(\/mln(t +VE+T) - t( = In(t + VE+1) + 1))

(1) (12 + 1)(In(t + V2 + 1))?
_ g
@+ D(In(t+ V2 +1))2
<(t2 + D In(t+vV2+1) —2In(t + V2 + 1) — V12 + 1>
' 2 +1
— ﬂ n 2 _ 2
RV eV R 1))2(1 (t+VE+1)—tVE2+1).

(3.5)
d, (1)t
P ()

Afirmamos que ¢ decrescente em (0, +00). De fato, definindo

ot) =t + V2 +1)—tvVi2+1, teR,
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/ 1 t? —2t
N 2 _
o ()= = <\/t+l+ t2+1> =<0, tcR  (36)

Usando (3.6) e o fato de que ¢(0) = 0, segue-se que
@(t) <0, parat > 0.

Deste modo,

<q>;’ ()t

) < 0, parat > 0,

ou seja,

; é decrescente para t > 0.
®y(t)

Agora, usando a regra de L-Hospital, obtemos

” 1-a m
. ()t == B( RS )
lim — = lim T
t—+o00 (1)4(t) t—+o00 NS
. 1
= A <(1 ) +6<t2 ¥ 1))
= 1—-a. (3.7)
De forma anéloga,
D) (t)t
> =1- . 3.8
ot (1) atp (3:8)
" . QL
Entao, da monotonicidade de o (1) em (0,+00), (3.7) e (3.8),
4
D ()t
1l—a< (134;((75)) <l—a+pf, parat > 0.

Consequentemente, tomando ap =1 —«a e a; =1 — a + 3, obtemos

P (1)t
(1)

AN

ag < ap, parat > 0,

mostrando que ®, cumpre (¢3). Segue da Observagao 3.1 que &, cumpre

(¢2).
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Lema 3.5. Assumindo (¢1) e (¢2), sejam
fO(t) = min{tla tm}v fl (t) = mam{tla tm}v

&(t) = min{tT1 tn1} e &(t) = max{t™T, two1},
definidas sobre R,. Entao

(i) &) P(p) < (pt) < &(1)D(p), pt >0,
(1) &()(p) < (pt) < &(DD(p), it >0,
(iii) &(| ulo) < Jo @(lul)de < &i([ule), u€ Lo(Q),
(i) & ulz) < Jo (| u de < & ulz), ue Ly(Q).

Lema 3.6. Seja p(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

-1
m_o WL,y (3.9)
m—1 d(t) -1

Fazendo s = ¢~1(t), obtemos
1D(p (1) < tp ' (t) <mP(p(t), t>0.
Além disso, de (1.45),
(ke (1) — (1)) <t} (1) < mlty ™! (1) — B(1)),

e, portanto,

Observacao 3.7. Seque da Observacao 1.52 que

~ [t]
d(t) = / 0 (s)ds.
0
Deste modo, (3.9) pode ser reescrita da sequinte forma:
m__ td (1) < l

— t .
m—l_q)(t)_l—l’ >0




Lema 3.8. Assumindo (¢,) e (¢2), entdo ® e & cumprem a condigio As.
Observacao 3.9. A partir do Lema 3.8, podemos concluir que

o Fy(2) = Ko(Q2) = Lo () (ver Coroldrio 1.42);

o Lo(Q2)* = Lz(Q) (ver Teorema 1.63);

o W,*(Q) € reflexivo (ver Observagio 2.21).

3.2 O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados para o
funcional P : Wy'*(Q) — R, dado por

Pu) ::/Qq>(| Vu |)de, uwe WH(Q).

Proposicao 3.10. Se ® satisfaz (¢1) e (¢2), entio P € Cl(WOl’CD(Q),R) e
para cada u € Wy (Q),

(P (u), 0) = / o] Vu | VuVpde, € Wi (Q).

Demonstracao. Para demonstrarmos este resultado, verificaremos as seguin-
tes afirmagoes:

Afirmacio 3.11. P ¢ continuo em W, *(Q).

Considere u, — u em Wy'*(Q). Segue do Lema 3.5 (iii) que
/ (| Vi, — Vuu |)dz < &1(| Vi — Vit [a) — 0. (3.10)
Q

E pela Proposicao 1.18, existe C' > 0 tal que
| Vu, — Vu [1< C' | Vu, — Vu |— 0,

donde
|| Vun | — | Vu ||<] Vu, — Vu |— 0 q.t.p. em Q, (3.11)

a menos de subsequéncia. De (3.10), segue do Teorema A.2 (ver Apéndice
A), que
O(| Vu, — Vu |) <n, q.t.p. em Q, (3.12)
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para algum 7 € L'(Q2) a menos de subsequéncia. Além disso, utilizando o
fato de ® ser convexa, crescente em R, e cumprir Ay,

| (| Vun [) =@(| Vu[) | < @(] Vuy |) + (] Vu |)

O(| Vu, —Vu |+ | Vu |) + O(] Vu|)

K[®(| Vu, — Vu |) +@(] Vu |)] + (| Vu |)
K(2(| Vuy = Vu [) + @(| Vu [)),

VAN VAN VAN VAN

onde K > 0. Donde segue-se, de (3.12), que
| O(| Vun [) = (| u ) [< Kn+ Ko(] Vu ) € LY(Q). (3.13)
De (3.11) e (3.13), temos pelo Teorema A.1 (ver Apéndice A)

/Q|<I><|Vun|>—<1><|Vu|>|dHo,

donde
/q><| Vu, \)dx—>/<1>(| Vau |)dz,
Q Q

a menos de subsequéncia. Repetindo esse argumento, concluimos que toda
subsequéncia de {u,, } de {u,} admite subsequéncia {u,, } tal que
J

/Qq>(| Vitn, |)dx—>/Q<I>(| Vu |)dz.

/Qq><| YV, |)dm—>/ﬂ<b(| Vu |)dz,

mostrando a continuidade de P sobre Wy'*(9).
Afirmacao 3.12. P admite derivada de Giteauz.

Com efeito, considere f : RY — R dado por:
flx)=®(x]), xecRV,
Desta forma, f € C1(RY;R) e
of w;p(| w ), se w # 0;
O ) { ol e

ox; 0, se w=0.
Assim, dados u, ¢ € Wol’q>(Q),
. (| Vu+itVe ) —o( Vul|) N ou 0y
= ¢(| Vu |)VuVe. (3.14)
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Fixados z € e | t |€ (0, 1), temos pelo Teorema do Valor Médio que existe
6, € (0,1), tal que
O(| Vu+tVe |) — (] Vu |)‘
t

_ L‘ of
[ L] |0(tV)

= | o(| Vu+1t0,Ve |)(Vu+t0,Ve)Vo |

< (| Vu+t0. Vo |) | Vu+10, Vo || Vo .

(Vu+t0,V)

Uma vez que
| Vu+t0,Vo |[<| Vu | + | Vo |

e ¢(t)t é crescente para t > 0, obtemos de (¢9)

O(| Vu+tVe |) — &(| Vu )
t

IN

O Vu [+ Ve [)(| Vu [+ [ Ve]) | Ve |

oI Vu |+ Ve )(| Vu | +]Ve])?
m®(| Vu | + | Ve |) € L'(Q). (3.15)
Por (3.14), (3.15) e pelo Teorema A.1 (ver Apéndice A),
: O(| Vu+tVe |) — d(
lim

t—0 Jq t

<
<

\V4
VD) gy / &(] Vu ) VuVidz,
Q
mostrando assim a Afirmacao 3.12.

OP
Afirmacgao 3.13. Para cada ¢ € Wol’cb(Q) fizado, 2% é continua sobre
%
Wy (9).

De fato, considere {u,} € Wy *(Q) tal que u, — u em Wy*(Q). Segue
da Desigualdade de Holder que

oP oP
%(un) - %(U) = | /Q(cb(| Vi [)Vun, = ¢(] Vu [)Vu)Vdz |
< 2[Ve el o] Vun [)Vun = (] Vu [)Vu |5 -

Por outro lado, utilizando os Lemas 1.57 (a) e 3.5 (i), obtemos

(| o] Vuy [)Vup — o] Vu )Vu[) < @((] Vuy |) | Vuy, |

+6(] Vu]) | Vu )

K[®(o(] Vun ) | Vun )

+@(o(| Vu [) | Vu )]

K[®(2 | Vu, |)+ P2 | Vu )]

K[®(] Vuy ) + (| Vu |)]

K[®(] Vuy [) + (| Vu )],
(3.16)

IN

IA AN IA
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onde K > 0. Agora, como (u, —u) — 0 em Wy * (),
/ (| Vi, — Vuu |)dr — 0,
Q

e assim, considerando uma subsequéncia se necessario, existe n € L*(f2) tal
que
| Vu, — Vu|— 0, q.t.p. em Q (3.17)

O(| Vu, — Vu |) <n qt.p. em . (3.18)
De (3.16) e (3.18) obtemos que

(| 6(| Vi NVutw = (| Vu )Vu |) < K[B(] Va, |) + @(] Vuu |)]
< K[(®(| Vup = Vu[) + @(] Vu )]
< Kp+®( Vu|)] € LY(Q). (3.19)
Além disso, de (3.17)
&(| ¢(| Vaun )V, — ¢(| Vu )V |) = 0 g.t.p. em Q. (3.20)

De (3.19) e (3.20), temos pelo Teorema A.1 (ver Apéndice A),

/Q&S(y 6(| Vit )Vt — 6(] Ve )V ) — 0. (3.21)

Agora, como d satisfaz A,, entao
| &(| Vun )V, = ¢(| Vu [)Vu 3= 0,

donde segue-se que

oP oP

Das Afirmagoes 3.11, 3.12 e 3.13, segue do Teorema A.33 (ver Apéndice A)
que P € CY(Wy*(Q),R) e

(P'(u),p) = /ﬂ(b(| Vu |\VuVedz, para u,¢ € Wy*(Q).

]

Proposicao 3.14. Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entido P é fracamente semicon-
tinuo inferiormente.
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Demonstragio. Seja {u,} € W*(Q) tal que u, — u em Wy *(Q). Usando
a convexidade de P, vale que

P(u,) — P(u) > (P'(u),u, —u), neN.

Dai,
. . > . . / _
I%Iilllélof P(u,) > lériligof[P(u) + (P (u), up, — u)]
= P(u)+ légligof(P (w), u, — u)
= P(u)v
mostrando que P é fracamente semicontinuo inferiormente. n

Proposicao 3.15. Assumindo que ® satisfaz (¢1) e (¢2), tem-se que P é
coercivo em Wy * ().

Demonstragao. Decorre do Lema 3.5 (iii) que
|2 9ude > il Valo). wewite)
e, portanto, ’
P(u) = /Qq)(| Vu |)dx — +o0, quando | Vu |¢— +oc.

]
Lema 3.16. Seja 5 : (0,00) — (0,00) uma fungao continua satisfazendo
(1) limsB(s) =0 e lim sB(s) = oo;
s—0 s—00
(i1) s+ spB(s) € estritamente crescente em (0,00).

Entao
(Bl e =By Ny, —y) >0,
para todo x,y € RN, com x # y.

Demonstracao. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz vemos que

BUaDe=561yNy,x—y) = B()z,x) =Bz )zy)+ By Dy v)

—(B(y Dy, z)

= B(la) |z =Bz )z + B0y yl
=By Dy, 2)

> Bllz D= =Bz zllyl+8(y]) |y
=By Dyl

= Bz lel(z]=]yl)
80y DIyl (yl =Tz,
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para todo x,y € RY. Se | z |<]| y |, segue de (ii), que

B De =5y Ny,e—y) > BlazDlzl(2z]=1Tyl)

+o(le D l=(yl=1=])
= 0.

Analogamente, se | y |<| x |, temos

(Bl e=p(y )y, z—y) >0

Agora, se | y |=| x | com x # y, tem-se

Bz =By Ny,z—y) = B(lz)x—08(z)y,z-y)
= B(lz)z—y

> 0.
Portanto, em qualquer caso,
(B(lz )z —B(ly Ny, —y) >0,
para todo z,y € RN, z # y. O

Proposicio 3.17. O operador P : W (Q) — W, (Q)* € estritamente
momnotoénico, 1sto €,

(P'(u) — P'(v),u —v) >0,
para todo u,v € WP (Q), com u # v.

Demonstrag¢ao. Sejam u,v € Wol’q)(Q), tais que u # v. Assim, considerando
Qo :={z € Q;u(x) #v(x)},

e observando que f(s) = ¢(| s |), s € R, cumpre as condigdes (i) e (ii) do
Lema 3.16 (ver (¢1) e (¢2)), temos

(o(] Vu |)Vu — ¢(| Vv |)Vou, Vu — Vo) > 0 em £,

donde segue-se que

/ /

(P ()= P (0)u—v) = /Q(d)(|Vu|)Vu—¢(|VU|)VU,Vu—VU>dx
> /Q (o(| Vu |)Vu — ¢(] Vo |) Vv, Vu — Vou)dx > 0.
]
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Lema 3.18. Se ® satisfaz (¢1) e (¢2), entio P : Wy*(Q) — W (Q)* ¢
pseudomonoténico (ver definicao em Apéndice A).

Demonstracdo. Ja sabemos que P’ é continua em VVO1 ’CD(Q). Além disso, pela
Proposicao 3.17, P’ é estritamente monotonico. Portanto, segue do Lema
A.36 (a) (ver Apéndice A) que P’ é pseudomonoténico. O

Lema 3.19. Sejam 8 : RN — RY um operador estritamente monotonico e
{v,} C RY uma sequéncia verificando

(B(vn) — B()) (v, —v) = 0, em R,
para algum v € RY. Entao,
v, — v em RY.
Demonstragao. Ver Dal Maso e Murat [8]. O

Lema 3.20. Sejam u € Wy'*(Q) e {u,} wma sequéncia limitada de W, ®(Q)
verificando

/Q(d)(| Vu, |)Vu, — ¢(| Vu |)Vu)(Vu, — Vu)dz — 0.

Entao,
u, = u em Wy *(Q).

Demonstragao. Considerando 3 : RY — RY, uma aplicacao dada por
B(z) = ¢(] Vz [)Vz,2 € RY,

tem-se da Proposicao 3.17, que S ¢é estritamente monotonico. Deste fato,
uma vez que

(6(| YV, |)Vu, — é(] Vu |)Vu)(Vu, — Vu) = 0, em L'(Q) (3.22)
temos
(&(| Vun, )V, — o(| Vu |)Vu)(Vu, — Vu) = 0, q.t.p. em Q,
donde segue-se, pelo Lema 3.19, que
Vu,(x) — Vu(z) q.t.p. em . (3.23)

Agora, vejamos os seguintes fatos:

108



(i) (| Vun = Vu]) < C((] Vun [) | Vun [* +6(] Vu|) | Vu [?),n € N.

De fato, usando (¢5), a convexidade e a monotonicidade em R, de ®, existe
K > 0 tal que

B Vi~ Vul) < K(®(] Vu |) + 0] Vu |)
< 60 Vun )| Vo (] Vul) | Va )

(ii) ®(| Vu, — Vu |) = 0 q.t.p. em Q.
Segue de (3.23).
(idi) C(o(| Vuy |) | Vun [* +¢(] Vu |) | Vu [?) € LHQ).
Basta usar (¢s).
(iv) 6(] Vi ) | Vitn [ 6(] V) | Vut  qt.p. em 2
Segue de (3.23).

v) [o (| Vuy |) | Vg, > de = [, ¢(] Vu ) | Vu |? dz.

Inicialmente, observe que

/qﬁ(! Vu, |) | Vu, ?dz = /qb(] Vu, |)Vu,(Vu, — Vu)dz
0 0

+/ o(] Vuy, |)Vu,Vudz. (3.24)
Q

Uma vez que {u,} € Wy'*(Q) ¢ limitada, temos para cada i € {1,..., N}

[ (6090 0G2)ar < [ 860 Fual) | Vi e

< K1/<I>(| Y, |)dz
Q
< C, neN

ou,,

8_} ¢ limitada em Lg(2), para cada
T

Desse modo, a sequéncia {QS(] Vu, |)

i€ {l,..,N}. Além disso, de (3.23),

o Fuale) N2 6 Fute) 2 qtp. em 0
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Destes fatos, usando Brézis e Lieb para N-fungoes (ver Lema A.32, em Apén-
dice A),

Oin o v )2 em Ly().

o(] Vuy, ’)8_:702- - oz,

consequentemente

Z/mv NG s Z/mww (o) e

ou seja,

/ o(|] Vuy, |)Vu,Vudr — / o(] Vu |) | Vu |? dz. (3.25)
0 0

Afirmamos agora que
[0 9 (s~ Wtz 0,
0
De fato, utilizando (3.22) tem-se que

/ng)(y Yy [Vt (Vi — Vu)da = /ngq Vu ) Vu(V, — Vu)dz + o, (1),

(3.26)
Por outro lado, desde que
{ZZZL} ¢ limitado em Lg(§2)
‘ 9 9
az:l (r) — &Z (x) q.t.p. em €,
segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-fungoes que
ou ou
LN La(92
8.1'i 891:1 e <I>( )7
isto é,
o(u, —u
(Ti) — 0 em Lqp(Q)
Deste fato,
Z/¢|Vu 0u 8( )dx—>0
afL‘Z‘
ou seja,
/ o(] Vu |)Vu(Vu, — Vu)dx — 0. (3.27)
Q
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De (3.26) ¢ (3.27),
/ (| Vuy, |)Vu,(Vu, — Vu)dr — 0, (3.28)
Q

como querfamos provar.
Agora, utilizando (3.24), (3.25) e (3.28),

[ 6090 ) |V P [ o9y | Vu P da,
Q Q

mostrando assim a afirmagao (v).
De (i)-(v), segue do Teorema Generalizado de Lebesgue (ver Teorema
A.38, em Apéndice A) que

/ (| Vi, — Vuu |} — 0,
Q

donde, segue-se da Proposicao 1.28, que

w, — u em Wy *(Q).

Proposicao 3.21. Seja ® uma fungao verificando (¢1) e (¢3). Se
o u, —uem Wy*(Q) e

o limsup(P (uy,), un, — u) <0,

n—oo

entao
U, — u em Wy (Q).

Neste caso, diz-se que P' € um operador do tipo (S.).

Demonstragio. Seja {u,} € Wy'*(Q) tal que

u, — u em Wy *(Q)

lim sup (P (up), ty, — 1) < 0.
n—oo
Utilizando a Proposicao 3.17,

/ /

(P (up)—P (u), up—u) = /Q<qb(| Vu, |)\Vu,—¢(] Vu |)Vu, Vu,—Vu)dx > 0,
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dai,
/

Passando ao liminf de n — 400, obtemos:

0 = liminf (P (u), u, —u) < liminf(P (uy,), uy, — u)

n—oo n—o0

< lim sup(P/ (Un), Uy, — )

n—oo
< 0,
consequentemente
lim <P/ (Up), up — u) =0,
n—oo
ou seja,
(] Vg |) Vi, Vu, — Vu) — 0 em L'(€Q). (3.29)

Ora, uma vez que u,, — u em W,*(Q),
(¢(] Vu |)Vu, Vu,, — Vu) — 0 em L'(€),
dai, segue de (3.29) que
((] Vu, NV, — ¢(| Vu |)Vu, Vu,, — Vu) — 0 em L'(Q).

Além disso, como u,, — u em W, ®(Q), segue do Teorema A.39 (ver Apéndice
A), que {u,} é limitada. Portanto, pelo Lema 3.20, temos

u, — w em Wy®(Q).

3.3 Propriedades do operador

Nesta secao, mostraremos algumas propriedades sobre o operador -
Laplaciano definido por

—Agu = —div(¢(] Vu |)\Vu),u € Wy*(Q).

Dada uma funcio h € W, *(Q)*, dizemos que v € W,'®(Q) é uma solucao
fraca de

{—div(aﬁ(!vu )Vu)=h, em Q (3.30)

u=0, em Of).

se satisfaz

/ o(| Vu |\VuVeds = (h, @) para todo ¢ € W, *(Q),
0
onde (.,.) denota a dualidade entre os espacos Wy *(Q)* e Wy '*(Q).
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Definigao 3.22. Sejam u,v € Wy'*(Q). Dizemos que
—Agpu < —Agv em §,
se
[ o1 9unvuTpds < [ o Ve VeTad,
para todo p € Wy*(Q), com ¢ > 0.
Lema 3.23. Sejam u,v € Wy (Q) em Q. Temos:

(i) se —Apu < —Agv e u < v na O (ou seja, (u—v)T € Wy*(Q)), entio
u<wv em €

(ii) assumindo que as hipdteses do item anterior ocorrem, se u,v € C(§2) e
S ={z € Qu(x) = v(x)} € um subconjunto compacto de ), entao
S =0.
Demonstracao. Verificagao de (i): Assumindo que
o —Agu < —Agv em (),
o (u—v)t e Wy*(Q),
temos

/ (| Vu |)VuV(u —v)Tdr < / (| Vo |)\VoV(u — v)Tdu.
Q Q

Dessa forma, considerando €, = {x € Q;u(x) — v(x) > 0}, obtemos

| @1 9uhva — 690 )90V - v)ds
= [ Vu)Va - o] Vo Ve, Vlu o) )do <0
Q
Segue da Proposicao 3.17 que

V(u—v)=0, qt.p. em Qy,

donde segue-se que
V(u—v)t =0, q.t.p. em Q.

Portanto, usando o fato de que (u — v)*t € W;*(Q), obtemos que

(u—v)t =0em Q,
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isto é,
u<wv, qt.p. em Q.
Verificagdo de (ii): Suponha por contradigdo que S # . Como
dist(S,00) > 0, existe {2y C Q, tal que
S g Oy, C Q_Q C Q.

Pelo item (i) provado anteriormente e pela definigao de S, segue que u < v
em 2\ S. Em particular, u < v na 9. Desde que, u,v € C(f2), podemos
definir:

€ 1= —xrélggi{u(x) —v(x)},

donde segue-se que
u<v—eem 0.

Por outro lado, desde que
—Apu < —Agpv = —Ag(v —¢) em Qy,
obtemos, pelo item (i), que
u<v—e<vem
o que contradiz o fato de u = v em S C (5. n
Lema 3.24. O operador —Ag(.) € um homeomorfismo de Wy ® () em Wy '®(Q)*.

Demonstracao. Utilizando o Lema 1.57 (a) e o fato de ® € Ay, existe k > 0
tal que

O(p(t)t) < D(2t) < kP(t), t>0.
Assim,

/Qc”f><¢(| Vu |) | Va |)dz < k/Q<I>(| Vau |)dz, (3.31)

para todo u € Wy *(9).
Afirmamos que

| (] Vu [)Vu |5< max{l,k/Q@q Vu |)dx}.

De fato, para todo u € I/VO1 ’q)(Q) nao identicamente nulo vale que

Jo ®(@(| Vu ) | Vu |)da
ka (| Vu |)dz

<1 (3.32)
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e Sek [,®(| Vu |)dx > 1, tem-se do Lema 1.12 (a),

Jo, ®( |VUHVUD o(| Vu ) | Vu |
kL0 V) >/¢< k(] o |Vu|dx)>d$

donde segue-se, de (3.31), que

LG a2 <

implicando que
[6(] Va DVu < & [ @ Vu|)da
Q

e Sek [,®(] Vu |)dz < 1.

Segue de (3.31),
52U Vul) [ Vu]
/Q<P< ] >dm <1,

| (] Vu [)Vu [3< 1.

logo

Portanto,
| (] Vu [)Vu [5< max{l,k/ O(| Vu ])d:c} :
Q

Agora, usando a desigualdade de Holder, segue que

< 2.06(| Vu )Vulg. | Voo

/ ¢(| Vu |)VuVode
0

< 2.max{1,k:/ O(| Vu |)dZB} | Vv g,
Q

para todo u,v € Wy *(Q). Isto mostra que Agu € Wy *()* para todo
u € Wol’q)(Q). Usando as Proposigoes 3.10, 3.15 e 3.17, obtemos que o opera-
dor & continuo, coercivo e monoténico em W, (), e dai segue do Teorema de
Browder-Minty(ver Teorema A.8, em Apéndice A) que, para h € W, ’Q(Q)*,
o problema

—Agu=nh, em ()
u=0, em 02
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possui tnica solucao. Dessa maneira, fica bem definido o operador inverso
de —Ag, dado por
(=00) W Q)" = W Q)
h — (—A@)*lh:u.
Agora, provaremos a continuidade do operador inverso. Tome
B, ho € Wo'®(Q), com hy, # ho € hy, — ho em Wy'* (Q)*, € uy, ug € Wy (Q)

solugoes de

—div(¢(| Vuy, |)Vuy,) = hy,

—dZU(¢(‘ VUO |>V'Ll,o) = ho,
respectivamente.

Afirmamos que {u,} é limitada em I/VO1 ?(Q). De fato, caso contrario,
existiria uma subsequéncia {u,, } C {u,} tal que | Vu,, |s— co. Dai,

[ 29w, Dde < [ 10, 7 6] T, o
Q Q

= (P> Uny)

< ol | Vit Jo

donde segue-se, pelo Lema 3.5

fQ O(| Vu,, |)dz
| vunk |<I>

60(’ vunk |<I>)

| Vunk |<I>

[l =

o que ¢ um absurdo, ja que {h,, } é convergente, e portanto, limitada. Logo,
{u,} ¢ limitada em W,*(Q).
Deste modo,

60 Vi DV = 60 T ) V)T~ Vs
Q

= (hy, — ho, uy — ug) — 0, quando n — oo.
Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e o Lema 3.20, temos

U, — up em Wy (Q).
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Em [26] e [27], Lieberman mostrou resultados de regularidade para solu-
¢oes fracas de problemas de valores de contorno do tipo:

divA(xz,u, Vu) + B(z,u,Vu) =0, em Q
u = ¢, na 2.

Aplicando seus resultados para o operador —Agu, temos o seguinte Lema.

Lema 3.25. Seja h € L*(Q2) eu € Wy (Q) uma solugio fraca de (3.30).
Entao u € CY*(Q) para algum o > 0 dependente de ag, ay, | e m. Além
disso, existe uma constante K = K (|| h || po(q)) > 0 tal que

| ullcrams K.

Essa constante K tende a 0 quando || h ||L=(q) se aprozima de 0.

3.4 Principio do maximo

Nesta secao, apresentaremos um resultado qualitativo, conhecido como
Principio do Maximo de Vasquez, para supersolucoes. Para isto, verificare-
mos o seguinte lema:

Lema 3.26. Para quaisquer ky,ri,v; > 0 existe uma unica solug¢ao
v=1uv(ky,r1,v1) € C* em [0,71] do problema

vV =k, 0<r<nr
(£1) { v(0) =0, v(ry) =y,

ev,v,v" >0. Além disso, v'(0) >0 e vy >v >0 em (0,71).

Demonstragao. Inicialmente, assuma a existéncia de wuma solugao
v:[0,71] — R de classe C? para (P,). Fazendou = v', tem-se que

u/:klu = u,—klu:O
= ety — e Mlkiu=0
= (eMtw) =0.

Integrando de 0 a ¢, com t € (0,77), segue que

e Ftu(t) — e M0 (0) =0 = e Mu(t) = u(0)
= u(t) = eM'u(0)
= 0'(t) ="' (0),
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donde segue-se que

v(t) —v(0) = /0 eklsv,(())ds, t e (0,r),

e assim )
0
u(t) = %(eklt —1), te(0,m). (3.33)
1
Visto isto, defina
kiry _
[ ] Co = :7
1
o U(t) = Ei(eklt —1),t€[0,r].
CO kl ) )
Note que

e 0 C*[0,r1]) ed = kv em [0,7y],
e U(ry) = vy,

e 7(0) =0,

e v,v,v" >0em [0,7],

e 0(0)>0ewv; >v>0em (0,77).

Para finalizarmos a demonstracao deste lema, basta mostrarmos a unici-
dade do problema (P;). Para isto, considere u e v soluges de (P;) e tome
w = u —v. Dali,

1 1

17 " ! ! !
w =@Ww—-v) =u —v =ku —kv =kw,

o que implica, de (3.33),
w(t) = —>(e"' = 1), te[0,r] (3.34)

Mas, como w(ry) = u(ry) — v(ry) = 0, temos

w(n) = wk—(lo)(ekm —1),
donde
w (0) = 0. (3.35)



De (3.34) e (3.35),
w(t) =0, tel0,m],

ou seja,
u(t) =v(t), tel0,r],

mostrando a unicidade da solucao de (Fy). O

Teorema 3.27. (Principio do mdximo estrito de Vasquez)

Sejam Q um dominio conexo e limitado, ® uma N-funcdao satisfazendo
(¢1) e (¢2) e w € CHQ) uma fungdo nao-negativa tal que

—Agpu >0 em Q. (3.36)

Se u nao € identicamente nula, entdo u € positiva em ). Além disso, se
u e CH QU {xo}), para um xo € 99, tal que u(zy) =0 e satisfaz a condigio
da esfera interior em xg, entao

9
a—Z(:po) >0,

onde v € a normal interior a 0S) em xg.

Demonstragdo. Seja u € C1(2) nao negativa tal que
—Agu >0 em €.
Suponha por contradi¢ao, que u se anula em algum ponto xy € €2, mas
nao é identicamente nula. Deste modo, tome uma bola de centro z; e raio

R, B = Bg(z), tal que BC Q, 70 € 9B eu >0 em B.

Agora, considere o anel
Ny R

e note que u > 0 em G (ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: Anel G sem intersegao com 0f2.

Fazendo
o vy =inf{u(z);| z -z |= £} >0,

_ R
e =3,

L] kl - —4(1\;;1),
tome v = v(ky,71,v1) € C? solugao de (P;) dado no Lema 3.26 e defina
w(z)=v(R—|xz—x1]), ze€d.

Dessa forma, considerando x; = 0, por simplicidade nos célculos, para cada
i€ {l,..., N}, observe que

ou , 7
— v (R=— :
* 8.’1}1 v ( ’ Z ‘)| T |7
924 " m? , K |2 _1,12
* oz? - (R_|$|)|I|2 —U(R—|x|)|x—|3;
° Pdr, =v (R— |z |)|:1:|2 +v(R— | x D|x|3’ para i # j e
jed{l,...,N}.
Além disso, como
N N
N o\ 2 , 22 ,
|Vu|2:z(ax-> :ZU<R—‘Z’|)2|$|2IU(R—|3;D2,
i=1 ! i=1



obtemos que

| Vi |=v (R—|z|), z€a. (3.37)
Logo, dado x € G,
N
o 0 L
Aot = gaxl((ﬁ(lvu‘)a@)
N -
o L 0%
= 2 [l Vi ot + o Va b o]

_ i'as'uvm)(fv 01 0% ) 0
|Vﬂ| =1 8%8%6% aﬂ%

N R ” 1?2 ’ |I|2 —1]2

3 [ 9a D (o (R o ) = e LS

i=1

Y (Vi) = | /00 90 8
|V ZZ1 ;(8@8_%8%8%)]
N " ’ N—]_ 2
#ol T (o (R ) = o (R0 ) S

_ ¢'(|7@I)i[ i (U/(R_|x|)2|xf|a‘2(v“(}g_|x|)xixg+v’(R—|a:|>|xf|j§,>>
: j=1,i#j

| Va | parl ey | |
(R P2 (0 (R L ) = (R [ L)
+o(| Va ) (v (= | 2 |) = v/ (R— | = |)<JT;|1>)

_ ¢ f’vvﬁu‘ ) i [i (v' (R = 2" (R=| @ |>fj)
+§;(U<R—|x|>3fi|;)—vm—|x|>3|f|3}
#0(1 v ) (o' (R 2 ) =o' (R o D)

o G P
#0( Va (o' (R o) = o' (- |2 )T



SNV e
= Sgay O (R 12 P (R | )

vl va (o (R |2 ) o (R |2 T 1)

|z |
GUVAD  n N (V-1
ey kv (Bl D)+ (| Vi o (R-| |)(1<:1 = ) (3.38)

R
Por outro lado, como | z |> 5 para todo = € G,

N—-1 2(N-1
< ( ), para todo x € G.
|z | R

2(N -1
%, segue de (3.38),

Assim, desde que ki >

sai = (MG (R )+ 0] V0 (R T2 ). o€

onde C' > 0, implicando de (3.37),

X (I Vil) o - X
> RS
Ao = O sl +o( Vi |) | Va | )
= c(e(val| vl +e(val)|val)
o d
= C1val g (o) _,
> 0em G, (3.39)
consequentemente,
—Agpu <0, em G.
Segue de 3.36 que
—AqﬂAL S —A@U, em G. (340)

Agora, observe que para x € 0G,

ﬂ(x):U(R— |$D_{ U(%)Z’U(?ﬁ):vla se |[E|: %’

deste modo

u(z) <wu(z), =e€dG. (3.41)
De (3.40) e (3.41), pelo Lema 3.23 (i),
u(z) <u(z) ze€G



Deste fato, dado A > 0 suficientemente pequeno

u(zg — Axg)
a((1 = A)wo)
v(B—= ] (1= Ao |)
v(R—(1=A) [ |)
(
(

u(zg — Axg) — u(xg)

1V

= v(R—(1-MNR)
= v(AR),
dai,
lim inf 2 [u(ro — Azo) — u(zg)] > lim SO
A—=0+ A o o o T a0t h
. v(AR) —v(0)
= R lim ————=
Bl =R =0
= R (0)
> 0,
Por outro lado, como u > 0 em (2, segue que
du . u(mg — Aey) — u(xg)
pu— <
ox; (z0) Algél— A =0
) 0 (20 = Ae:) = u(ao)
u . U\Tyg — A€;) — U(Xp
=1 >
Ox; (z0) Pt A 20,
para cada i € {1,..., N}, logo
ou .
oz, (o) =0, 1€{l,..,N},
ou seja,

Vu(zg) = 0.

contradizendo (3.42). Mostrando assim que u > 0 em Q.

(3.42)

Agora, consideremos o € 0f) satisfazendo a condi¢ao da esfera interior e

u € CY(QU {zp}). Mostraremos agora que

—_— (.CC()) > 0,

onde v é a normal interior a 02 em x,. Para isso, usaremos um argumento

semelhante ao feito anteriormente. Assumindo que Bg(x1) verifica a condigao

da esfera interior em xg, tome G := Br(x;) \ Br(x;), conforme ilustrado na
2

Figura 3.2,
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Figura 3.2: Anel GG interceptando 0f).

A dificuldade técnica é que agora G intercepta 0f2. Isto pode ser contornado
movendo G ao longo de v, substituindo x; por zi = x; + ev para um € > 0
suficientemente pequeno.

Fixando novamente,

4(N —¢
h= 9
R

'7“1—57
e vy = inf w(z),
8B§(x1)

considere v = v(ky,71,v1) a fungdo dada pelo Lema 3.26 e
W(r—ev)=v(R— |z —x —ev ),z € Ge,

onde G. = Bg(25) \ B [ (7). A titulo de simplifica¢do, assumiremos que
x1 = 0. Desta forma, segue de (3.39) que

Agt(z —ev) > 0 em G,
passando ao limite de € — 0%, obtemos
Agt(z) > 0 em G.

E assim,
—Agptt < —Agu em G.
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Uma vez que
u < wuem 0G,

temos do Lema 3.23 (i), que
u<wuemG.
Donde,

lim inf u(zo + hv) = u(zo) > liminf o + hv)
h—0+ h h—0+ h

= lihrg(i)EfU(R—\xo—i-hy )
- liminfU(R_|x0+h(|_ig> )
h—0+ h

Gall Gl )
o(r- (1 %)
(n=(t "))
v(h)

h

— liminf v(h) —v(0)
h—0Tt h—0

= v'(0) >0,

v

= liminf
h—0+

= liminf
h—0Tt

v

= liminf
h—0+

= liminf
h—0+

Portanto,

Ou xp) = liminf wzo + hv) = (o)

5 ( h—0t h

como queriamos demonstrar. O]

> 0,

Usando o Lema 3.25 e o Teorema 3.27, obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.28. Seja h € L™(Q), h >0 e h # 0. Entio a solugio u € W, (Q)
de (3.30) € positiva em €.

Apresentaremos agora uma aplica¢ao do Principio do Méaximo de Vasquez,
conhecida como Teorema de Tolksdorf.
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Teorema 3.29. Sejam {h;}2_, C L®(Q), e {u;}2, € Wy*(Q) solugées de

—div(é(] Vu; |)Vu;) = hyy,  em  Q
u; =0, em 0N

Se 0 < hy < hy e o conjunto
IF'={z € Qh(x)=h(x)}
tem interior vazio, entao

0<u <ug em )

8u2 aul
E < E <0 em 8Q,

onde v denota a normal exterior unitdria.

Demonstragao. Inicialmente, afirmamos que existe um conjunto de medida
positiva onde hy > 0. Com efeito, suponha por contradi¢ao que hy = 0 q.t.p.
em €2, dai hy = 0 q.t.p. em § e, portanto, I' = €2, contradizendo o fato de I
ter interior vazio.

Desse modo, uy nao é identicamente nula. Além disso, como

0 < —Apu; < —Agpus em €,
obtemos do Lema 3.23 (i) que
Uy > up > 0 em €.

Assim, como us > 0, com uy nao identicamente nula, segue do Teorema 3.27
que

Ous ()

uz(z) >0em Qe < 0 na 0f.

Considere agora
S={r € Qui(zr) =uz(x)}

e suponha por contradigdo que S # (). Como hy, hy € L®(Q2), entdao pelo
Lema 3.25 obtemos que uy,uy € C'(Q). Neste caso, segue do Lema 3.23
(ii) que S na@o é compacto. Contudo, S é relativamente fechado em 2, ja
que S = (uy —u1)~'({0}). Desse modo, S ¢ da forma S = QN F, onde F
é um fechado de RY que intersecta 92 (do contrario, teriamos F' C Qe S
seria fechado forte). Portanto, deve existir zyp € 0Q e {x,} C S C Q tal que
T, — xg. Pela continuidade de Vu; e Vus, temos

Vuy(x,) — Vuy(zg)
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Vug(x,) — Vus(xg).
Uma vez que Vu; = Vus em S, segue que
Vu1 (.1'0) = VUQ(.T())
e, portanto,
8U1 . 8u2
E(wo) = E(fﬁo)- (3.43)

Tendo em vista que uy — u; > 0 em (), analisemos agora, os seguintes
casos:

e Se us —u; =0 em (), entao

U1 = ug em £,

donde segue-se que
h1 = hg em Q,

contradizendo o fato de I' ter interior vazio.
e Se uy — uy nao é identicamente nulo em 2, segue do Teorema 3.27,
Uy — up > 0 em €
0(u2 — ul)

v
o que contradiz (3.43). Logo, S =0, o que implica

(.To) < 0,

ug > u; > 0 em €.

Para completar a demonstragao, basta mostrar que

0y s D2

0> E(w) > - (x), para todo x € 99,

Para isto, desde que
—Ag(uz —uy) >0e —Agu; = hy >0 em Q,

temos, pelo Teorema 3.27, que

%(1’) e W(l‘) < 0, para todo z € 012,
e, portanto,
%(m) < %(m) < 0, para todo x € 09,
como querfamos demonstrar. O
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Capitulo 4

Existéncia de solucoes positivas

Neste capitulo, sob certas condi¢oes para o parametro A > 0, apresenta-
remos um resultado de nao-existéncia, existéncia e multiplicidade de solugoes
positivas para uma classe de problemas quaselineares, dada por

(PA){ —div(¢(] vuu’):vg’) = A (z,u), ne;n ag. (4.1)

onde ¢ satisfaz (¢1) — (¢3) (ver Capitulo 3) e f : Q x R, — R verifica as
seguintes condigoes:

(f1) f(z,t) € C(Q xR, R), f(z,0) =0 para x € ;
(f2) f(z,t) > 0parax € Q, t >0, e existe um aberto Qy C Q tal que

f(z,t) > 0parax € Qpet>0;

(f3) existe Cy > 0 tal que

flz, )t < Co®(t) parax € Qet > 0;

(f4) lim 1)t

= 0 uniformemente em z € 2.
t—+oo q)(t)

4.1 Existéncia de uma solucao positiva

Inicialmente, entendemos aqui como solugao para o problema (Py), uma
~ 1,0 . N
fungao u € Wy (£2), que satisfaz a equagao

/Q¢(| Vu |)\VuVedr — )\/Qf(:t,u)gpd:v =0 (4.2)
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1,0 , -
para todo ¢ € Wy (2). Uma vez que estamos interessados em solugoes
positivas, assumiremos que

f(z,t) =0, parax € Qet <0.

Verificaremos agora, através do lema a seguir, a regularidade das solugoes
de (P)\)

Lema 4.1. Sejam ¢ e f satisfazendo (¢1) — (¢3) e (f3), respectivamente.
Se u € Wy*(Q) ¢ uma solucio de (Py) entio u € CY*(Q) para algum
a=a(N) > 0. Além disso,

| ufleta@< d,

para algum d = d(A\, N, | u |¢).

Demonstragio. Sendo u € Wy ®(Q) solugio de (Py), temos

/¢(| Vul) | Vu |* de = )\/ f(z, u)udz,
Q Q

implicando de (f3) que

/ngq Vu|) | Vu |? dasgco/géﬂ w|)de. (4.3)
Veja, também, que
ol ul) [ull Vu|< (| ul)|ul? para |u|>] Vu|
e, de (¢1),
o(lul) [ull Vu|<o(| Vul) | Vu|?, para [u|<| Vu].
Dai,
o(lul) | ull Vul< (| ul)|ul*+6( Vu ) | Vu |, para todo u € Wy®(Q).

(4.4)
Utilizando (4.4) e (1.44), obtemos

/Qrv<<b<|u\>>rdx - /Q¢<ru\>ruuvmdx
< / @ ul) |l +6(] Va|) | Vu [?)da
- /Q<<1><| )+ (| ul) | u |>>dx+/ﬂ¢<| Vu|) | Vu 2 de,
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donde, segue-se, de (4.3) e dos Lemas 1.57 (a) e 3.5 (i), que

/Q|v<<1><|u|>>|dx < /Q<1><|u|>dx+/9<1><2|u|>dx
+/Q¢(|Vu|)|Vu|2d$

< /®(|u|)d:c+01/<b(]u|)dx
Q Q
+/¢(|Vu])|Vu|2dx
Q
< /cp(|u\)dx+01/q>(yu|>dx+co/q>(yuy>dx
Q Q Q
< [ ®(lu s (45)
Q
para alguma constante Co > 0. Agora, considerando v = % e K >0

a constante obtida pela imersao continua W, ' (Q) < L”(Q), segue-se da
desigualdade de Sobolev (ver Teorema A.37, em Apéndice A) e de (4.5) que

([oquiyas) <& [ 19@(u))|dr< ok [aulde (10)
Q 0 Q
Por outro lado, fixe ¢ > 1, de sorte que ®(| u |) € L4(Q2). Considerando
Q. (t) ;== ¢(min{t, L}), L >0,
defina o = ®7(| u |)? 'u. Neste caso,

Vo=l u])Vu,

onde
q—1 _ q—2 2
on(t) :{ (1) +((@J{>(L§£(,t) o(1)1, seseo ?i%L (47
Visto isto, usando (f3) e o fato de ¢ € W, (Q),
[ontaloqvun 1 9uldr = 3 [ faaea ) uds
@ Q
< Ao [ (| uyde @8)
Q
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Por (¢9), para | u |< L, obtemos

de(lul) = @(lul)™ +(@—De(u (| ul)[ul
> O(fu) +Ug— 1) u ) 2@(! wl)
= (| u ) +ilg—1)2(| u)*
= (I+Ug=1)2(u )" (4.9)

Assim, usando (4.4) e (4.7)-(4.9), temos

[)IV(¢L(IUI)q)Idx = Q/{GQI . Cr(lu) ol ul) | ull Vu|de

4

< 4 vl () [ull V| da
4 J{zelu|<L}
q 2
< &) @bt L]
+o(| Va) | Vu ))ds
< = Yol u o wl) uf? do
4 J{zeQ|u|<L}
>\C0q q
- /g}@(\uy) dz, (4.10)

onde Cy =14 1(qg —1). Além disso, de (¢2), para | u |< L, temos
dr(lulo(ul) [ul® = (@(u)™" + (= DO u (| wl) [u o ul)[ul
< (@(ul)" + (g = me(lu )" )me(| u])
= (m+(g—1)m*)®(] u|)%. (4.11)
De (4.10) e (4.11), obtemos

[ rv@sular < (THEEIEAE, ol @412

Afirmacao 4.2. FExiste uma constante C' > 0 independente de ¢ > 1 tal que

m+ (¢ — 1)m? + \Cy
<, > 1.
1+iq—1 ~— 1

De fato, se definirmos

m+ (t — 1)m? + \Cy

==y

t>1,
observamos que
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e v(t) = m+ ACy, quando t — 17;

2

o y(t) — mT, quando t — 4o00;

e 7 & continua em (1, +00).

Por estes fatos, v é limitado em (1, +00) e, consequentemente, existe C' > 0,
tal que
m+ (g — 1)m? + A\Cy
(t) =

1+1(g—1)

mostrando assim a Afirmagao 4.2.
Da desigualdade de Sobolev, temos que

<C, t>1,

QLQHUWWQiSKKJV@AMD%m%

o que implica de (4.12) e da Afirmagao 4.2,

([ﬁnUuwwaigCgL¢uwym,

onde C' > 0 independe de ¢q. Passando ao limite de L — oo, obtemos

1

(é@ﬂuwﬂﬂ”£044®duwm. (4.13)

Multiplicando (4.13) por C¥~! e elevando posteriormente a —, temos
q

1 1
</¢qum%ijWgﬁ</¢quwdw@?
Q Q
Fazendo g = 1%, t = 0,1,2, ..., e usando um procedimento iterativo, obtemos
| (| ul) o< (@) | @(Jul) |le, ¢t=0,1,2,... (4.14)
onde || . ||, denota a norma usual de Lebesgue com a medida CVdz. Logo,
-1
F( wl) le< =037 | (| u]) i< Ka(N) || @( ) b, ¢€N. (4.15)

Logo, passando ao limite de ¢ — oo em (4.15), obtemos

1 0(] u ) o< Kl(N)/Q(I)(| u)de < Ky(N)& (| v e),
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implicando que u € L*>(2) e, consequentemente,
| (o)< KA N, | u o).

Deste fato,
h= f(z,u) € L*(Q),

portanto, segue do Lema 3.25, que u € C"*(Q) para algum a > 0 e existe
d=d(\N,|ule) >0, tal que

I flora@= d,
como queriamos demonstrar. [

Observagao 4.3. O Lema 4.1 continua vdlido substituindo (fs) pela sequinte
hipotese:
(fs) existem Co,C1 > 0 tal que

flz, )t < Co®(t) + C) parax € Q et >0

De fato, observe que procedendo de forma analoga ao feito na demons-
tracao do Lema 4.1, obtemos que

(/Q<1>(| ul)‘l”dar:)i sO5q(/ﬂq><|u\)qu+/ﬂq><|u|)q—1dx),

onde C5 > 0 independe de q. Deste fato, usando a desigualdade de Holder,
segue que

([ pras)’

g—1

C'5q</9<1>(| w|)ida+ | Q|3 (/ch(l u I)qdw)T)

Ca(ll ®(u) 17 + 1l 2(w) [I571),

IN

IA

1
onde C' > 0 independe de ¢q. Donde, elevando a —,
q

11 i
I () low< Cuga(]] D(u) [I7 + | @(u) [I§7)5.
Usando esta desigualdade, dividiremos a demonstracao em dois casos:

1° caso: Se || (u) ||,> 1.
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Para este caso, considerando ¢ = v, obtemos
| ®(u) [l < Cove(l] D(u) [y + || @(w) [I771)~
< Crvvv (2] @(u) [7)”
11,1
Cvyv2v || ®(u) ||, (4.16)

onde C > 1. Agora, fazendo ¢ = 1? e utilizando (4.16),

1

l @) [,s < CA7 (| @) |12 + || Dlu) 15717
< CEu (2] Ou) ||2)
< CrEvz (20U 2 || B(u) ||Y)
" chaibried | @)

Procedendo da mesma forma, para ¢ = m
| @) floms €555 5 955505 | @) |l
e dai, fazendo m — +oo,
| @) < Cs || D) |1,
para alguma constante Cg > 0.
2° caso: Se || ®(u) ||,< 1.
Agora, procedendo de forma analoga ao 1° caso, obtemos, para ¢ = ™, que
| @) [l < CFF= a7y 47 95 55,

ou seja,

| ®(w) [loo< Cr,

para alguma constante C7 > 0.

Portanto, em qualquer um dos casos, obtém-se uma limitagao para ®(u).
Deste fato, seguindo de forma analoga ao feito na conclusao da demonstragao
do Lema 4.1, fica provada a Observacao 4.3.

Agora, para mostrarmos existéncia de solugbes para o problema (P),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja I, : W"*(Q) — R o
funcional energia associado a (P,), dado por:

I(u) = / O(| Vu |)dx — /\/ F(z,u)dz, para u € W, (Q).
0 0
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onde .
F(ac,t):/ f(z,s)ds.
0

O funcional I, é de classe C' (ver Proposi¢ao 3.10). Vejamos agora que os
pontos criticos de I nao-triviais, sdo solugoes positivas de (Py).

Lema 4.4. Os pontos criticos nao-triviais de Iy sao solucoes positivas de
(Fr)-
Demonstracao. De fato, seja uy, nao-trivial, um ponto critico de I e

@ € Wy (Q), com ¢ > 0. De (fa),

/Q o] Vus |)VurVeodz = A / F (@ ur () (2)dz > 0,

logo,
/ o(| Vus [)VuyVida > 0,
Q

o que implica
—Aq,u,\ Z 0.

Além disso, uy = 0 na 0f2, portanto, pelo Lema 3.23, segue que
uy > 0, em Q.

Agora, desde que uy € L=() (ver Lema 4.1) e f € C(Q x R, R), temos
que f € L>(Q). Deste fato, segue pelo Lema 3.28 que

uy > 0, em €.

Mostrando assim, que os pontos criticos, nao-triviais, de I, sao solugoes
positivas de (Py). O

Teorema 4.5. Assuma (¢1) — (¢3), (f1) — (fa). Entao, existe uma constante
Ao > 0, tal que (Py) tem uma solugao positiva para todo A > Ag.

Demonstracao. De (fy), para todo A > 0, existe uma constante Ty > 0 tal
que

1 ()
205\ t

| flz.t) [< r€Qet>Th. (4.17)

Observando que

= >0, para t > 0, (4.18)

(@it))’ P(t)t2 + D(t)



P(t
temos que ¥ é crescente em (0,+00). Deste fato, segue de (4.17),

F(z,t) = /Otf(a:,s)ds

= f(z, s)ds + tf(x,s)ds
0 T

1 /t d(s)

< ds + T sup flx,t

20\ T, S g (,t)€Qx[0,T] | ( ) |

1 P d(s)

< ds+C

S 20 /0 s e
1

< () + C t) e Q2 x|0

> 20@)\ ()+ Ay (I, )E X[7OO]

onde C), =T\  sup | f(z,t) |. Utilizando a desigualdade de Poincaré
(,)€Qx[0,T)]

(ver Lema 2.19) e o Lema 3.5, segue que

L) = /Qc1>(| Vu |)d:c—)\/F(a:,u)d:c

Q

> /Q<1>(| vu|)dx—A(/Q26}®Aq>(u)dx+/S)cAdm)

1
_ /@(Wu\)dx—— (| u |)dz — \Cy | Q|
Q 20@ [9)

1
> /cp(| Vu|)dx——C’q>/<I>(| Vu [)dz — ACy | Q|
g 20",
1

_ —/<I>(|Vu|)dx—)\OA|Q|
Q

2
1
> §fo(| Vuls) = ACy | 2], (4.19)

para todo u € Wy'*(Q). Assim, I, é limitado inferiormente em W, ®(Q) e
existe uma constante py > 0 tal que

I\(u) >0, com | Vu |¢= p, (4.20)
para p > pj.

Agora, tomando ¢ € C°(Q) tal que ¢ > 0 e 0 # suppp C € (onde
Qo C Q verifica (f3)), tem-se que

L(p) = /Q(I)(| Vo |)dx — )\/ F(z,p)dz <0, (4.21)

Q
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para A > 0 suficientemente grande.
Fixado A > 0 suficientemente grande, tome p > max{p,, | V¢ |o}. Desde
que I, é limitado inferiormente e

peB,={ue Wol’q)(Q);| Vu |e< p},
temos

my = inf I)(u) € (—o0,0). (4.22)

uchB,

Mostraremos agora que m) € atingido. Para isto, ja sabemos que o funcional
P(u) = / (| Vu |)dz, uwe W, (Q), (4.23)
Q

¢ fracamente semicontinuo inferiormente (ver Proposigao 3.14).
Afirmacao 4.6. O funcional J(u) = / F(z,u)dx € fracamente continuo em
W) )
Seja {u,} € W, *(Q) tal que u, — u em Wy*(Q). Deste fato,
F(z,un(z)) = F(z,u(z)), q.t.p. em Q, (4.24)
a menos de subsequéncia, e existe n € L'(Q), tal que
| F(z,un(x)) |<n, z€l (4.25)

Logo, de (4.24) e (4.25), segue, do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, que

/QF(x,un(x))d:E%/QF(x,u(x))dx,

provando a Afirmagcao 4.6.

De (4.23) e da Afirmacao 4.6, o funcional I, é fracamente semicontinuo
inferiormente. Além disso, de (4.19), I, é coercivo.

Uma vez que

. 1,0 B
e B, ¢é fracamente fechado em W;,"" () (pois B, é fechado e convexo),
e [, é fracamente semicontinuo inferiormente,

e [, é coercivo,
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temos, do Teorema A.17 (ver Apéndice A), que existe uy € Ep tal que

[)\(U)\) = Mmy.

Além disso, de (4.20) e (4.22), temos que uy ¢ 0B,. Por este fato, concluimos
que uy € um ponto critico de I, e portanto solugao positiva de (Py) (ver Lema
4.4). O

Pelo Teorema 4.5, o conjunto
M := {)\ € R; existe uma solugao positiva de (Py)}
é nao vazio. Desse fato, podemos definir
A := inf M. (4.26)
Verificaremos agora alguns resultados envolvendo A.
Lema 4.7. Sob as hipdteses (¢1)—(p3) e (f1)—(fs3), a constante A € positiva.

Demonstragao. Seja A uma constante para a qual (P,) tem uma solugao
positiva u € W, *(Q). Neste caso,

/¢(| Vu )| Vu |* de = )\/ f(x,u)udx.
Q Q

Utilizando (¢2), (f3) e a desigualdade de Poincaré, segue que

L[, ®(| Vu |)d > l

A>
- CO fQ ’ u | C()Cq;

> 0.

]

A fim de mostrar a existéncia de uma solugao positiva de (Py) para qual-
quer A > A, construiremos uma supersolucao de (P).

Seja n(t) a fungao inversa de ¢(t)t, t € [0,400). Tomando R > 0 tal que
Bgr(0) D Q, e considerando

T(t) = sup f(ZL’, 8)7

(z,5)€Q2x(0,t]

definimos o operador F': C°([0, R]) — R da seguinte forma:

(Puw)(r) = / Rn<)\ /0 t (;)N_lf(w(s))ds>dt, 0<r<R  (427)
para w € C°[0, R).
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Afirmacio 4.8. v(z) = (Fw)(r), r =| x |, estd bem definida.
Como w € C([0, R]), entdo w ¢é limitada. Além disso, desde que
o | Q|< 400,
e f€C(QxR),

temos, para cada t € [0, R|, que f(z,s) ¢ limitada em € x (0, w(t)] é limitada.
Mais ainda, existe C' > 0 tal que

flw(t)) = sup flz,s) <C, te|0,R].
(z,8)€Qx(0,w(t)]

>
O\H\
/~/
~+~ | ®»
N——
i
\)—‘
—~
S
©
=
V)
IN
Q
>~
O\“
/N
~+~ | ®»
N—
i
Q
QU
»

donde segue-se que

A/Ot (;)N_I?(w(s))ds c [0, %] >0,

Desde que ¢(t)t ¢ um homeomorfismo de R, em R, a sua inversa 7 é continua

em R, . Logo, n( [0, ’\CTR} ) é limitado, ou seja, existe K > 0 tal que

a(x /0 t (;)le(w(s))ds> <K, te {o, ﬁNR} | (4.28)

De (4.27) e (4.28), concluimos que v(z) = (Fw)(r), r =| z |, esta bem
definida em [0, R).

Afirmacéo 4.9. Sendo v(x) = Fe(r), r =| x|, onde ¢(r) = ¢ € uma fungio
constante positiva, vale

e v € C?*Bgr(0)) e
o —div(¢(| Vv |)Vv) = Af(c) em Bg(0).
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Para provar esta afirmagao, inicialmente observe que, para € Bg(0),

o Fe(r) = / Rn@z(_cl)

/Ot sN_lds> dt = /TR n(%?(@t) dt,

. %(Fc(r)) - —n(%?(c)r), re (0,R),
o i) =~ (3T(@r) 2T, v € (0,B),
o gle) = ge(Pell 2 ) = (el
o | Vo(z) |= d%(ﬁc(r i
. %( )—aa—;?(FC(IwI))Zj—;( c(r)) |g,d,||f|2 %(A ( rx||$| Z |—3$
* G )= oy Fell 2 D) = gt | P
Sabendo disto
Av = if;ai((mw o)
- i (56 T0 D +6( 90 )
- L (S (Beas)) s T 2
- ° | |vvvv 21: [J 2;# (e rm)Q E: <6;L;(FC(T>) o
_d%(A ( a Ix;cxlj?’ﬂ i <CZ“(A r T$|>2|iz|2
(c?_;( (r)) r=a| | flz %(Fc(r)) r—|a?‘ I\ |; |—3$2>}
+¢(|Vv\)i<;—;( (1) |gﬁ||§|2 d%(A ( r—|x|xl I; I_f2>



. |(|VVUU| - Zl [Z (d%( () TZM)Q%(FC(T)) rszi—xfél
_; ((‘%(pc(m r=|x|)3|g:;x\]5) * (%@C(T)) T=x|>3| iib]

2

(1 Vo ) (g (Belr)| _, + Tt

F
r=|z| |$’ dT( C(

)

¢(IVol)/d, . 2d e
Vo | <$(F0<T»‘r=|m|) W(Fc(m‘r:lfl
a2 . N-1d , .
+¢(| Vv |)<ﬁ(Fc(r)) e T 2T %(FC(T)) r—|x>
S V0 190l galBet] ol Vo DB,
N -1

]
(= (5TOn) (—n(ZT)]|, - 37077
~a ()], = ST
2T - T
—Mfl(e).

Lema 4.10. Assumindo (¢1) — (¢3), (f1), (f2) e (fs), existe uma constante
¢ > 1 tal que a fun¢ao v = Fc € uma supersolugao de (Py).

Demonstracao. Para mostrarmos este lema, é suficiente mostrar que

czﬁc eerF’cEOsobre 0. (4.29)

De fato, fazendo v = Fe, segue da Afirmacio 4.9 e do fato de f(t) ser positiva
e nao-decrescente para t > 0, que

—div(é(| Vo |)Vv) = Mf(e) > Af(v) > Af(z,v), em Q.
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Além disso, como v > 0 em 0, conclui-se que v é supersolucao de (Py).
Verificaremos agora (4.29). R
Para uma constante positiva ¢, temos (F'c)(r) > 0 em [0, R], em particular

Fe(x) >0, para z € 9.

Desde que 7 é nao-decrescente em R, obtemos

. R t S\ N—-1_

(Fo)(r) / a(x / ()" Fe )ds) i
/ / f(o) ds

< Rn(ARf(c) (4.30)

IA

para 0 < r < R. Por outro lado, de (f;), temos que para todo € > 0, existe
to > 0 tal que

fg(,cc))c < e, para ¢ > i,
o que implica de (¢9),
P 2
f(z,c) < £®(c) < eg(c)e , para c > 1.
c c
Deste fato, B
flc ) < ep(c)e, para ¢ > . (4.31)
Agora, observando que @ fo o)do, segue do Lema 3.6, que
m__ns)s o L (4.32)

m—17 &) ~1-1
Utilizando o Lema 3.5, temos de (4.31) e (4.32) que

Rn(ARf(c)) < Rn(eAR¢(c)c)

IR ®(eAR(c)c)
-1 elRo(c)c

IR &(eAR)P((c)c)
— -1 elRo(c)c

<

l(m —1)R &(eAR)n(¢(c)c)
= 0—1m~ eAR

l(m — 1R &(eAR)

(I—1)m  eAR “
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para ¢ > to. Donde segue-se, de (4.30), que

(Fe)(r) < I(m—1)R &(eAR)
c ~ (I—-1)m eAR

Logo, tomando € > 0 suficientemente pequeno temos

para ¢ > t. (4.33)

(Fe)(r) <e, para0<r<R, (4.34)
em particular X
(Fe)(|z]) < ¢, paraz €,
como querfamos mostrar. ]

Teorema 4.11. Sob as hipdteses (¢1) — (¢3) € (f1) — (f1), existe uma solugao
positiva de (Py) para todo A > A.

Demonstra¢ao. Seja A uma constante maior que A. Pela definicao de A,
podemos tomar Ay < A tal que exista uma solugdo positiva uy, de (Py,).
Desde que

—div(o(] Vux, )Vux) = dof(z,ux)
< Af(myuy,) em €

wy, ¢ uma subsolucio de (Py). Seja v = Fc a supersolucio de (Py) obtida no
Lema 4.10, entao podemos tomar ¢ = cg > 1, para cada R > 0, satisfazendo
2 C Bg(0). Assim, tomando 0 < Ry < R tal que Q2 C Bg,(0),

o(r) = / Rn<>\ /Ot (%)le(c)ds>dt
_ [Rn(
> o)
> /RRn(

quando R — oo, para qualquer 0 < r < Ry. Dai, tendo em vista que uy, é
limitado em €2 (ver Lema 4.1), podemos fixar R > 0 suficientemente grande,
tal que

)R0> dt — oo, (4.35)

v(x) > up () >0, x€
Agora, defina

Z = {u € Wy (Q);up,(7) < u(x) < v(z) q.t.p. em Q},

e note que Z é fracamente fechado em W,"®(Q) (pois Z é fechado e convexo).
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Afirmacao 4.12. O funcional I\ possui um ponto minimo em Z.

Desde que uy,,v € L*(Q), temos Z C L>(2) e, portanto, existe C' > 0
tal que
F(r,u(z)) <C, ueZexell

Observando isto, vejamos agora os seguintes fatos:
e [, é coercivo em Z.

De fato, pois

I/\(U)

Y]

/¢(| Vau|) = AC
Q
> & Vuls), ueZz

e [, é fracamente semicontinuo inferiormente em 7.

Seja {u,} C Z tal que u, — u em W, *(Q), logo u € Z (pois Z &
fracamente fechado). Deste fato, segue da Afirmagao 4.6, obtemos que

/F(x,un(a:))d:z; — / F(z,u(z))dx.
Q Q
Usando a Proposicao 3.14, obtemos

liminf I)(u,) = liminf [ ®(] Vu, |)de — Aliminf [ F(x,u,)dz

n—-+o0o n—-+o0o Q n—-+o0o Q
> / O(| Vu |)dz — /\/ F(z,u)dx
Q Q

Por estes fatos, tem-se do Teorema A.17 (ver Apéndice A) que I, possui
um minimizante u em Z.

Agora, utilizando um argumento similar ao do Teorema 2.4 em [38], pro-
varemos que u € solugao de (Py). Dados ¢ € C3°(€2) e € > 0 considere

o o =max{0,utecp—v} >0,

o ¢. =max{0,uy, — (u+ep)} >0,

e v. = min{v, max{uy,,u+ecp}} =u+ep — ¢+ . € Z.
Note que ¢., ° € Wy *(Q) N L®(Q).
Afirmacao 4.13. Dado h € (0,1), tem-se u+ h(v. —u) € Z.
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Para provarmos esta afirmagcao, verificaremos os seguintes casos:
(i) u+ep>w0.
Segue da convexidade de Z que
u+h(ve—u)=u+h(ep — (u+ep)+v) =u+h(v—u) € Z.
(i) u+ep <.
Se uy, > u + €p, segue novamente da convexidade de Z, que
u+ h(ve —u) =u+ hlep +uy, — (u+ep)) =u+ h(uy, —u) € Z.
Agora, se uy, < u+ €y, temos
u+ h(ve — u) = u+ hep. (4.36)

Considerando ¢ > 0, segue que

Uyg SU<u+hep <u+ep<v, he(0,1). (4.37)
No caso em que ¢ < 0, obtemos

Uy <u+ep <u+hep <u<wv, he(0,1). (4.38)
Portanto, de (4.36)-(4.38), u + h(v. — u) € Z, para todo ¢ € C§°() e

h € (0,1), completando a prova da afirmagao.
Uma vez que u é minimizador de I, em Z, temos, da Afirmacao 4.13, que

0 < lim Ix(u + h(v. ; u)) — (v
= <I;\(U),U€ - u>
= e(I\(u), ) — (I (u), %) + (I (u), ¢c),

isto é,
/ 1 / 5 !
(L), ¢) > - (T (), ) = (1), 0.)). (4.39)
Considerando Q¢ = {z € Qu(z) + cp(z) > v(z) > u(x)}, temos pelo fato
de v ser uma supersolugao de (4.1),

™

/ !

(L), @) = (L)) + (L) = L(0),¢)
(L\(u) = I (v), ¢°)
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= | 1601 Vu hTu—6(1 Vo Vo) V(u-+ 20 o)
—(f(z,u) — f(z,0))(u+ecp —v)}dx

> < [ (6l Vu ) Vu-6( v Vo) Vioda
/|fxu F@o) || utep—ov | de

= < | G0 Tu)Vu—o(] v Vo) Viodo
/|fxu o) | (u+ e — v)da

= = [ G0 Tu Vol v Vo) Veda
/|fxu V) | (u = v)de

—5/[fxu f(z,0) | pda
> /( 6| Vu )Vu — 6(] v ) Vo) Vida

—S/Ifxu f(z,v) || ¢ | dx. (4.40)
Tendo em vista que
| Q° |— 0, quando € — 0,
segue de (4.40),
(I\(u), %) > o(e), (4.41)
o(e)

onde —= — 0 quando € — 0.

Procedendo de forma analoga, considere

Qe = {z € Qu(r) > ux(2) = u(@) +ep(a)},
temos pelo fato de uy, ser uma subsolugao de (4.1),
<I;\(u)’ 90€> ]A(UAO) > + <]:\( ) - I;\(UAO)7 Q0€>'
Iy (u) = I (ux,), 9<)

o (@] Vu [)Vu = o] Vur, [)Vur)V(ur, — (u+ ep))de

(
(

AVARI

F,ux,)) (ung = (u + ep))d

2
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(@] Vu [)Vu = o] Vur, [)Vur)V((u = ux,) + ep)d

(f(x,u) - f(l‘, UAO))(U — Uy, t+ €¢)dﬂj

VAN
OL +

(@] Vu [)Vu = o(] Vu, [)Vus,)Viede

|f([L',U) _f(xvu/\o) || U — Uy, + € | dz

I
Gl) +
s~

(6(] T )V = 6(] Tup, [)Vur, ) Vipda
S RECURS OISRt

= = [ 60 Tu )T o] Vi, )i Ve
w1 = faang) | (s, = w)da

| Fla ) — f(@,un) | oda

(@ Vu [)Vu = ¢(| Vu, [)Vur, ) Vedr

IN
|
™M
s~

| [z, u) = [z, w) [| ¢ | do. (4.42)

Tendo em vista que
| Q. |— 0, quando € — 0,

segue de (4.42), /
(I\(u), pe) < o(e). (4.43)
De (4.39), (4.41) e (4.43),

(I, (u), ) >0, para todo p € C(Q). (4.44)
implicando que
(I)(u), ) =0, para todo ¢ € C5°(Q),

ou seja,

I (u) = 0.
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4.2 Existéncia de uma segunda solucao positiva

Nosso objetivo nesta secao é estabelecer uma segunda solucao positiva
vy para o problema (4.1), com A > A. Para isto, além de assumirmos as
condigoes (f1) e (fs4) sobre f, assumiremos também as seguintes condigoes:

(fy) flz,t) >0 parax€Q, t>0;

) iy Lt

= 0 uniformemente em (2;
t—0 @(t)

(fé) f(x,t) é ndo-decrescente em t > 0 para cada x € Q.

No que segue, considere o funcional I definido sobre
X =CHQ) nW*(Q).

A ideia agora é trabalhar no espaco X. Por este fato, estabeleceremos
agora uma norma conveniente para X.

Afirmagao 4.14. || u [[x=| Vu | ~g) define uma norma sobre o espago
X.

Inicialmente, vejamos que || . ||x estd bem definida. De fato, tomando
u € X, entao u € C'(Q), dai || Vu || oo ()< 00. Para completar a prova da
afirmacao, devemos verificar que:

(i) u=0]ulx=0ueX;
(17) || au ||x=| a ||| v || x, para todo o € R, u € X;
(@) |u+vlx<[lulx+lvlx, voveX.

Verificagao de (i): Suponha u = 0. Entdo, || u [|c1 = 0, implicando que
| Vu || @ = 0, ou seja, || u ||x= 0. Reciprocamente, suponha || u [[x= 0,
dai

| Vu[lpe@m=0 = sug | Vu |[=0
Te

= | Vu |=0, para todo z € Q

Desde que u € W;®(Q), tem-se u = 0 em . Os demais itens deixamos a
cargo do leitor.
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Lema 4.15. A funcao identicamente nula, v = 0, é um minimizador local
estrito de I, em X.

Demonstracao. De (fs), para todo A > 0, existe d, > 0 tal que

1
< — .
| flz, )t |< 2)\C'q>q)(t> para 0 < t < dy

o)

Desde que — ¢ crescente em RT (ver (4.18)), obtemos, para ¢ € (0,0,),
t
Fat)| = | [ fasis]
0

[ s s
1

t
< / d(s) s

1

IN

< O(t 4.45
< St (1.45)

Afirmamos que, existe C > 0 tal que
|| u ||Loo(9)§ Cg || VU ||Loo(Q), u € X. (446)

Com efeito, se Q é convexo, dados zg € I e x € §2 temos [z, 79] C Q. Segue
do Teorema do Valor Médio que

| u(z) [=|u(z) —ulzo) | < |w—xo| sup |Vu(d) ]|

0€(x,zo]
< diam(®) || Vu |~
= Cq | Vu ||Loo(§) ‘

Caso  ndo seja convexo, existe zo € 9 tal que para algum = € €, o
segmento [z, 2] nao estd completamente contido em Q. Nesse caso, fixe
uma cobertura finita de Q de tal forma que ao tracar um caminho poligonal
com n + 1 segmentos justapostos (denotados por [z, y1], [Y1,¥2],--s [Yn—1, Yn],
[Yn, o] € todo contido em ) ligando z & ¢, cada segmento esteja contido em
uma bola dessa cobertura de §2. Usando o Teorema do Valor Médio "n + 17
vezes, temos

Jule) | = |u() -

< ulz) -
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< Jz—wy| sup | Vu@®) [+ [y —y2| sup | Vu(b) |
0€(z,y1] 0€y1,y2]
+ot |y —xo | sup | Vu(d) |.
0€[yn o]
< (le—wl+lwm—wl+ -ty —20]) | VUl =g
< (n+ Ddion(®) || Vu e

Ca || Vu ||Loo(ﬁ) :

De (4.45) e (4.46),

/QF(a:,u)dx < 3Ca /QCI>(| u |)dx, para ||u ||x< g—;
Donde segue-se, pela desigualdade de Poincaré, que
I(u) = /®(| Vu ])dx—)\/F(:L’,u)dx
) Q
1
> O(| Vu |)de — A— | O(| u|)dx
2 9unis =g [ @)
1
> /¢(| Vu|)dx——Cq>/(I>(| Vu |)dz
Q 2Cs  Ja
1
> —/CD(] Vu |)dz
2 Ja
> 0 (= 10)),
O ) L .
para || u ||x< o Isto mostra que u = 0 é um minimizador local estrito de
Q
I)\ em X. ]

A fim de encontrar um segundo minimizador local de I, no espaco X,
para A > A, vamos tomar Ay € (A, A), A\; > X e as solugoes uy, de (Py,) e
uy, de (Py,), obtida no Teorema 4.11 com A; no lugar de .

Usando a mesma ideia da demonstracao do Teorema 4.11, vemos que

0 <uy, <uy, em €,
implicando de (fs) que
0 < Nof(z,uy) < Arf(z,uy,) em S

Deste fato, segue do Lema 3.29,

8UJ)\1 < 8qu

< .
ey 5 < 0 na 00

0<wuy, <uy em Qe
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Agora fagamos

flz,uy (), se s < uy,(z)
f(z,s) =< flz,s), se  uy () < s <uy,(x)
[z, uy, (), se s> uy, (x),
F(z,t)= [ f(z, s)ds

0

L(u) :/Q@q Vu \)dx—A/Qﬁ(x,u)dx, ue Wrt(Q).

Desde que f ¢ limitada e continua emﬁ x R, analogamente ao feito na
Afirmacao 4.12, obtemos que o funcional I, tem um minimizador global uy
no espaco Wy'*(Q).

Assim, uy resolve o problema

> { —div(¢(| Vu |)Vu) = Af(z,u), em Q

(7) u=0, na 0. (4.47)

Utilizando o Lema 4.1, tem-se que uy € C*(Q) para algum o > 0. Verifica-

remos agora, a partir do proximo lema, que uy € X é minimizador para I,
em X.

Lema 4.16. v = uy € um minimizador local de I, em X.

Demonstracao. Inicialmente, afirmamos que

flz,uy,) < f(z,uy), em Q.

De fato,

o Se uy < uy,, entao f(z,uy) = f(x,uy);

o Se uy, < uy < uy,, entdo f(z,uy) < flz,uy) = f(z,uy);

e Se uy > uy,, entao f(z,uy,) < f(z,uy) = f(z,uy).

Analogamente, tem-se que

flz,uy,) > f(z,uy) em Q.

Sabendo disto,

Aof (@ un) = dof(z,un) < Af(z,un)
< Mflzuy) = Mf(z,uy,) em Q.
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Deste fato, segue do Lema 3.29 que
Uy, < Uy < uy, em ) (4.48)
8u,\1 < 87@\ < (9U)\D

ov ov ov

Além disso, para € > 0 pequeno, se u € X satisfaz || u — uy [|x< €, entdo

a of2.

Uy, < u < uy, em (4.49)

Para verificar a desigualdade (4.49), precisamos provar as seguintes afir-
macoes:

Afirmacao 4.17. Ezxiste g > 0 tal que

Ux, () + odist(z, 002) < uy(x) < uy, (z) — eodist(z, 052), (4.50)
para todo x € ).
0 — —
Com efeito, uma vez que w € C(Q), existe ¢ > 0 suficiente-
v
mente pequeno, tal que
Ous —
% > ¢, na 09 (4.51)

Desta forma, existe d > 0, tal que para todo z € Qs := {z € Q; dist(z,00) <
d} tem-se
8(% — U)\l) £
ov(z) (z) > 2’

onde v(z) = | 7T xo € 0N é tal que | x — xg |= dist(x,00). Dai, pelo
To— X

Teorema Fundamental do Célculo, para cada x € €,

ux(z) — uy, (7) /1 To— @ €
= — - t(rg—2))———dt < —=
|:L‘0—ZL‘| ; V(U)\ u>\1>($+ (l’o l’))|x0_x| < 5’
ou seja, . .
ux(x) —uy, (z) < ~3 |z — o |= —édzst(aj,aﬁ). (4.52)

Por outro lado, sendo €\ €25 é compacto e uy — uy, < 0 em €2, podemos
definir

0 > —myg := max(uy — uy,)-
0\
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Agora, considerando d o didmetro de €2, tem-se que

d<|z—y|<d, paratodoy € 0N e x € Q\ Qy,

e portanto,
d < dist(x,00) < d, para z € Q\ Q.
Deste fato,
m .
un(z) —uy, () < —W?aﬂ)dzst(x, o0)
Mo ..
< —Fdzst(x, o0Q), (4.53)

para todo x € m.
Definindo €y := min {%, %}, obtemos de (4.52) e (4.53) que
up(x) — uy, () < —godist(z,00), x € Q.
De forma anéloga, obtemos
ux(x) — uy, (z) > eodist(z,00), x € Q.
Afirmacao 4.18. Eriste 0 < €1 < ¢ tal que
Wol’q)(Q) N Bx(ux,e1) = {u € Xs |l u—un [[x<er} C [ung, uyl.

De fato, tomando £; > 0, o qual sera fixado posteriormente, temos de
(4.51), que para cada u € By(uy,e1),

(Vu —Vuy )v = (Vu—Vuy)v+ (Vuy — Vuy, )v
> (Vu— Vuy)v+e¢, em 0S. (4.54)

Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do fato de | v |=1,

| (Vu—Vuy)v| < |Vu—Vuy || v]|
| Vu = Vuy HLoo(ﬁ)
= Jlu—uxlx

< g em ﬁ,

IN

dai, B
(Vu — Vuy)v > —e1 em (. (4.55)

De (4.54) e (4.55),

(Vu — Vuy,)v > e — e em S
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Dessa forma, para €, < g, temos

€
(VU—VUAl)VZzE—El>€—€026—§= ,  x € 0N
Analogamente, obtem-se que
(Vuy, — Vu)r > g, para todo x € 9f).

Repetindo o argumento da Afirmacgao 4.17, podemos obter €7 > 0 para o
qual

ux, () < up, (x) + Exdist(x,00) < u(x) < uy, (z) — Edist(z, 0Q) < uy, (),
para todo x € €2, o que prova a Afirmacao 4.18.

Afirmacao 4.19. Para uy, < u < uy,, u € Wy (Q), temos
[/\('LL) = TA(U) + )\K,

onde

K = /Q(f(xvuko)ux\o - F(ZL’,U)\O))dJ}.

De fato, para uy, < u < uy,, u € Wy'*(€), temos

L(u) + MK = I(u)+ )\/Q(f(x,u,\o)mo — F(z,uy,))dz

= /Q<I>(| Vu |)d;1;_)\/gﬁ(;c,u)d;z:+)\/Qf(x,u,\o)lb,\odfl?

=\ | F(x,uy,)dx
Q

| Vu )z — A / / Tl s)ds — f(,un)un,

®(
/ fa:sds
O(| Vu |)dz — A / / [z, uy,)d

/fmsds— (2, Uy, )un, + / fxsds dz

I
/.

_ /Q (|Vu|dx—/ /fxsds
!

Q<I>(| Vu ])dx—/QF(x,u)dx
(u),
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provando a Afirmagcao 4.19. N
Como wuy ¢ minimizador global de I, em VVO1 ’qh(Q), entao, para
u e W (Q) N Bx(uy,e1), temos das Afirmacoes 4.18 e 4.19, que

L(uy) = Ly(uy) + AK < Ly(u) + AK = Ly(u).
Portanto, u, é um minimizador local de I, em X. O

Lema 4.20. Seja ug > 0 (ug € X) um minimizador local de I, em X. Entao
wy € um minimizador local de I, em Wy'* ().

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que ug nao é um minimizador
local de I em W, *(Q). Entdo, existe uma sequéncia {u,} € W, *(Q) tal
que

L(u,) < In(ug) e nhjEO | Vu, — Vug |¢= 0. (4.56)

Facamos
- / {8( w— o |) + Fle,u) — Fla,un) — (2, u0) (u — uo)}d,

para u € Wy *(Q) e
Z.:={ue W(}’Q(Q);Q(u) <e}, e>0.

Note que Q@ € CH(Wy*(Q)) e para cada u,v € Wy*(Q),
Q' (u)v = /{¢(| u—1ug |)(u—u)v+ flx,u)v — f(x,ug)v}de.
Q
Dado u € Wol’@(Q), tal que u > ug, temos de (fg) que

F(z,u) — F(x,ug) — f(z,up)(u —ug) = / f(z,s)ds — / f(z,s)ds
(u = uo)

_ /facs /f(x,uo)ds
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Agora, se u < ug, novamente de (fs), temos que

F(z,u) — F(x,ug) — f(z,u0)(u —up) = / f(z / f(z,s)ds
+f(z uo)(u —u)

uo

= — f(z,s)ds + /uo f(z,up)ds
> _/uo f(x,ug)ds + /“0 f(z,ug)ds

Portanto,
F(z,u) — F(xz,up) — f(z,up)(u —up) > 0 em Q. (4.57)
Note que
i) Jo @(] un — ug |)dz — 0;

) fQ T, Uy )dr — fQ x, ug)dw;
(131) fQ x, up) (U, — ug)dr — 0.

Fazendo ¢, = Q(u n) > 0 (de (4.56) e (4.57)) e usando (i) — (ii7), temos que
€, — 0.

D(t
Usando (f2), (f3) e o fato de % ser crescente, segue que

Fla,t) = /Otf(x,s)ds <Gy /Ot 26 s < ¢ /Ot @ds = Co(t).

S

Logo,

/QF(x,u)dx < co/gcpq w|)dx

< CO/Qq)(|u—u0\+]u0 )dz

< 01(/Qc1>(|u—u0 |)dm+/ﬂ¢>(|uo ])dx)
< 01/9(13(|u—u0 )z + Cy

< Cl/ﬂ{<1>(| w— 1 )+ Flo,u) — Pz, u)

—f (@, u0)(u — uo) Ydx + Cs
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De (4.58), para cada u € Z.,, obtemos
L) = / (| Vu |)dz — )\/ F(z, u)dz
Q Q

—\ /Q F(z,u)dx

—AMC1Q(u) + Cs)
—)\(Cléfn + CQ),

AVAR ARV

donde
inf I,\(u) Z —/\(Og€n + 04)

UGZEn
Assim, desde que
) 1,0 : .
o 7. ¢ fracamente fechado em W~ (§2) (pois Z., é fechado e convexo),
e [, é fracamente semicontinuo inferiormente,

e [, é coercivo,

temos, do Teorema A.17 (ver Apéndice A), que I, possui um minimizante
Up € Ze,.

Afirmamos que v, # ug, para todo n € N. De fato, se v,, = ug, para
algum ng € N, entao ug seria minimizante de [ em Z., na topologia de

VVO1 ?(Q). Mas, desde que u, € Ze,, bara n suficientemente grande, tem-se

I\(up) < In(uy), para n suficientemente grande, contradizendo (4.56).
Além disso, segue de (4.56) e do fato de v,, ser minimizante de I em Z.
que

]A(Un> < ]/\(un) < I)\(’LL()), n € N. (459)

Afirmacgao 4.21. Para n € N, sejam p, € R um pardmetro a ser determi-
nado, e

hn = Af (2, 0n) = pin (D] v — w0 [) (0 = u0) + f (2, 00) = [ (2, u0))-

Afirmamos que

—div(¢(] Vo, |)Vu,) = hy,  em Q
vy, = 0, na OS2

Dividiremos a prova desta afirmacao em dois casos:

1° caso: v, € intZ.,
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Se v, € intZ. , entao I:\(vn) = 0, e assim, tomando pu, = 0 segue que
I)\(Un) = ,unQ (Un)
2° caso: v, € 07,

Inicialmente, observe que

Qup) =0 < &,
logo, uy & 0Z., = {u € Wy *(Q); Q(u) = £,}. Deste fato, segue de (fs) que
(f(z,u) — f(z,u0))(u —up) > 0, para todo u € 0Z,, . (4.60)

Entao, para u € 07, , temos de (4.60),

!

(@Q (u),u —ug) = /ng(|u—u0 N | u—ug |? dm—l—/ﬁf(x,u)(u—uo)dx
—/Qf(x,uo)(u—uo)dx

— [ ollu=uo ) uu [ da
Q
+ [ () = S (o) = we

> 0,

donde,
Q' (u) # 0. (4.61)
De (4.61) e do fato de I, € CY (W, *(Q),R), segue do Teorema dos Multipli-

cadores de Lagrange (ver Teorema A.30, em Apéndice A) que existe i, € R
tal que

I//\(Un) = :“nQ/(Un)'
Portanto, para v, € 0Z.,,

—div(¢(] Vo, |)Vu,) = hyp,  em Q
v, =0, na 0f)

Afirmamos agora que pu, > 0. De fato, caso u, <0,
<[;\(’Un)a Up — Un> = Mn(@l(vn)a Ug — Un>
= Mn/¢(|uO—vn ) | uo — vy, |* da
Q
bt [ (Fv0) = Flavon)) (o — )z
Q

< 0.
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Assim,

lim In(vn 4+ t(ug — vp)) — In(vp)

t—0 t = (I\(vn), v — ug) < 0.

Dai, tomando t € (0, 1) suficientemente proximo de 0, tem-se
(v, + t(ug — vy)) < In(vy). (4.62)
Ora, como Z., é convexo e t € (0,1), entao
Un + t(ug — vy) = (1 = t)v, + tug € Z,,

logo, (4.62) contradiz o fato de que v, é minimo de I, em Z. . Provando
assim que g, > 0.

Por hipoétese, ug é minimizador local de Iy, em X, desta forma, para
p e X,

/¢(| Vug |)VueVedr = )\/ [z, up)pd. (4.63)
0 Q

Portanto, usando a Proposi¢ao 3.17, a Afirmacao 4.21 e (4.63), segue-se que
0 < /Q (6] Vou [)V0n — 6(] Vo ) Vo) (Vo — Vug)da
= (M) = 1l 0 =0 D = 0) + ) = o, 0)
A (2, u0) ) (v = wo)da

= =) [ (Fa00) = f10)) 00— o)

— /Q (| vy —uo |) | v — ug |? de. (4.64)
Desde que v,, # ug, temos
/Q<b(| Vp — U |) | U — u |* dz > 0. (4.65)
Além disso, de (fs),
/Q(f(x,vn) — f(z,u9))(vn — up)dx > 0. (4.66)

Assim, de (4.64)-(4.66),
0< i, <A (4.67)
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Agora, utilizando (4.57), obtemos

/Qcpqvn Vo < Cl</Q<b(]vn—u0 y)d“/Qq»(\uo \)dx)
CI(Q(%)+/Q<1><| up )

C'1<€n—|—/Q(I>(| U |)dx>

< (Co.

IN

IN

Da Proposigao 1.34, existe Cy > 0 tal que
‘ Up, |q>§ C(), n € N. (468)

Por outro lado, defina

T, t) = flx,t) — M—;(qﬁ(\ t = uo(x) [)(t = uo(2)) = f(x,u0) + f(x,1)).

Segue de (4.67) que, para cada n € N,

Yoz, )t < |z, t) |

| [z, )t — MTnt(cﬁ(\ t—uo )t —uo) — flx,u0) + f(2,1)) |
flz, )t +top(|t —ug|) |t —uo | +f(z,up)t + f(z, t)t

2 (2, )+ —— (| £ — g |) + (2, uo)t

| t— Uo ’

2f(z, )t + CLO(| t —ug |) + Cat

VAN

IN

IA A

IA

O(t
C’t(1—|—¥>, reNet>0.
Observando que v,, é solu¢cao do problema

—div(¢(| Vo, |)Vu,) = Mp(z,t), em
v =0, na 02,

podemos concluir (utilizando a Observacdo 4.3) que {v,} C CY*(Q), para
algum oo = a(\) >0 e
| vn llora@< d, (4.69)
onde d = d(| vy |, A, N). De (4.68) e (4.69), existe dy = do(A, N,Cp) > 0 tal
que
| vn lore@< do, n€N. (4.70)
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Afirmagao 4.22. Evistem {vy,} C {vn} evo € X tal que
Up; —> Vo em X.
Para provar esta afirmagcao, observe os seguintes fatos:
e {v,} é limitada em C*(Q).

Uma vez que {|| vy [|cra@} ¢ limitada (ver (4.70)) e Cho(Q) — CYQ)

continuamente, segue que {|| v, [|c1@ } também ¢é limitada.

ov,

e {v,}e { 5 } sao uniformemente equicontinuas em (.
Li

Desde que {v,} € C1%(Q), existe C > 0 tal que
[ on(z) —on(y) [SC -y |, 2yel

€
Dado € > 0, tomando § = (5) > 0, entao, para x,y € () tais que

Q=

| . —y |< d, temos que

| v () —on(y) IS C |z —y < C<<%>;>a = neN,

mostrando que {v,} é uniformemente equicontinuo em 2. Analogamente,

N

ov _

mostra-se que { - sao uniformente equicontinuos em ().
Ti ) i—1

Destes fatos, usando Arzela-Ascoli (ver Teorema A.23), existe um sub-

conjunto infinito Ny C N e vy € C(2) tais que

v, — Vo uniformemente em (), para n € Nj.

ov,,
Agora, utilizando o Teorema de Arzela-Ascoli para {— , existem um
1 N
€Np

subconjunto infinito N; € Ny e w; € C(Q) tais que

ov , —
8—” — wj uniformemente em €2, para n € Nj.
T
.. g
Segue do Teorema de Dini, que el w.
£
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Repetindo este argumento N — 1 vezes, obtemos um subconjunto infinito
Ny C Ny_; tal que
ov, ov

0 . =
— —— uniformemente em 2, para n € Ny.
8xN 83:N

E, consequentemente, concluimos que
| Vv, — Vg |— 0, para n € Ny,

isto é,
v, — vg em X, paran € Ny,

mostrando a afirmacao.
Por outro lado, utilizando que v,, € Z. e ¢,, = 0 quando n — oo, obtemos

/ O(| vy, — g |)dr < Q(vy,) < e, = 0,
Q
o que implica

| v, — ug |o— 0.

Pela unicidade de limite, concluimos que vy = ug. Portanto,
v, — ug em X, para n € Ny,

e, de (4.59),
I(vy) < In(ug), n € Ny,

o que contradiz a hipotese de que uy é um minimizador local de I, em X. [
Dos Lemas 4.15, 4.16 e 4.20, temos imediatamente o seguinte corolario.

Corolario 4.23. As funcoes u = 0 e uy sao minimizadores locais de I, em

Wo ().

A fim de obter uma terceira solugdo vy de (Py) e uma ordenagao entre
esta solucao e uy, consideremos o funcional

Ty(w) = /Q (0 V(urtw) -] Vus )VurVw-AG(z, w)kdz, w € Wh?(Q),

onde

Glat) = /Otg(x,s)ds

| flx,un(z)+s) — f(z,ur(z)), para s<0
g(e,8) = { ' 0, " para s > 0.
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Observe que o funcional .J, é continuamente Fréchet diferenciavel em
Wy ?(Q) e sua derivada é dada por:

(Tyw).g) = / 6| V(ux + ) )V (ur + w)Veodi — / o] Vuy |)\VurVipds
—)\/Qg(x,w)gpdx, 0 € W (Q). (4.71)

Lema 4.24. w =0 e —uy sao minimizadores locais de Jy em Wol’q)(Q).

Demonstracao. Dado t < 0, veja que

G(z,t) = /Of(x,u,\(x)+3)ds—/0f(x,uA(x))ds

uy (z)+
N /() fla,r)dr — f(x, ux(x))t

uy (z)+t ux(z)
_ / ) — / fl@,r)dr — (o, ux(@))t
0 0
= F(.’L‘,U)\(.T) + t) - F($,UA($)) - f(x,uk(x))t, S Q.
Para t > 0, temos de (fs),

F(z,uy(z)+t) — F(x,ux(z))— f(x,ux(z))t

uy (@) +t ux ()
= / f(x,s)ds — / f(x,5)ds — f(x,u\(z))t
0 0

ux(z)+t
_ /() F(a, 8)ds — f(x, un(z))t

v

uy(z)+t
/ o fzyup)ds — fx,ur(z))t

f(x,u,\)t - f(ZL’,U)\<l’>>t
=0
= G(x,t), zel

Por estes fatos,

G(x,t) < F(x,uy(z) +t) — F(z,ux(z)) — f(z,ux(x))t, parat € R, =z € Q.

(4.72)
Para w € W, "*(Q), com | Vw |¢ suficientemente pequeno, segue de (4.72) e
Corolario 4.23,

I(w) = \(0) = /Q{CI)(I V(ux+w)[) = @(] Vuy |)
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—o(] Vuy |)VurVw — AG(z, w) }dx
{‘D(\ V(ux+w) [) = @(] Vuy [) = o(] Vux JVurVw

Vv
S~

—)\(F(x, ur(z) + w) — F(x,up(x)) — f(x,u,\(x))w> }daz
= L(un+w) = L(wy) = (I(u), w)

])\(U)\ —I— w) — I)\(U)\)

, (4.73)

v
o

mostrando que w = 0 é um minimizador local de .Jy em W, *(Q). Além
disso, desde que —uy < 0 e uy é uma solucao de (Py), temos

In(—w) — Jy(0) = / {61 Vun ) | Vi P —AG(z, —uy) — &(| Vuy |)}d

= [0 ur )| Vs P AP0
=Af(z,up)uy — D(| Vuy |) Hdx
= (I'(un),un) — Ia(uy)
= —L(uy). (4.74)
De (4.73) e (4.74), temos

J,\(w) — J)\(—UA) = J,\(w) — JA(O) + I)\<U>\)
> L(ux +w) — Iy(uy) + i(un)
])\(U)\ —|—w)

Desde que u© = 0 é um minimizador local estrito de I, obtemos, para
w e Wy (Q) com | Vw—V(—uy) |o=| V(ur+w) |¢ suficientemente pequeno,

JA(”LU) — J,\(—U)\) > I,\(UJ)\ + 'LU)
> 1,(0) =0,

ou seja, existe 0 > 0 tal que, para todo w € Bs(—u,),
J)\(—U)\) < J)\(w).
Portanto, —u, é um minimizador local estrito de J,. ]

Através do lema a seguir, verificaremos que o funcional .J, satisfaz a
condi¢do de Palais-Smale em W, '* ().
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Lema 4.25. O funcional Jy satisfaz a condicdo de Palais-Smale em Wy'® (),
15to €, se
Ty () = 0 em Wy *(Q)* e Jy(up) = ¢, c€R,

entio {u,} contém uma subsequéncia convergente em W, (Q).
Demonstragio. Para provar esse lema, considere {u,} € W,*(Q) tal que
o || Jifu) >0
o {Jy(u,)} é limitado.

Utilizando o fato de uy ser minimizador local de I, e (4.19), temos que
) = [ #1 V(0 +w) Do = [ 6 Tus ) V0o

—)\/QF([B,U)\ + up)dr + )\/QF(ZB,U)\)dZE + )\/Qf($,u,\)undx
(/Qcpq V(uy + up) [z — A/QF(:C,UA +u,)dr)

—(/ng(| YV |\ ViurVipds — AAf(x,uQumlx)

In(ux + un) — (I3 (un), )
= Iy(ux+uy,)

560l Vlur + 1) ) = ACx | 9],

v

v

isto é,
1
§§O(| Vi(uy+uy) |) < Ia(u,) +ACK | Q] . (4.75)

Desde que {Jx(uy,)} € limitada, segue de (4.75) que {uy + u,} ¢ limitada em
Wy ®(Q). Entéo, existe M > 0 tal que

| Vuy, lo — | Vuy [o<| Vuy + Vu, [< M,
donde,
| Vuy, o< M+ | Vuy o -

E, portanto, {u,} € limitada em W, ®(Q). Ora, como W;*(Q) é reflexivo,
existe u € Wol’q)(Q) tal que u,, — u, a menos de subsequéncia.

Por outro lado, segue da imersao compacta de VVO1 ?(Q) em Lo(Q) que,
considerando uma subsequéncia se necessario, u, — u em Lg(Q2). Além
disso, como || Jy(up) ||—= 0 € u, — u em W, ®(Q), temos

(J\(tn), Uy — 1) — 0. (4.76)
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Por outro lado,

()t — 1) = /ﬂ¢(| V(us + ) NV (s + 1)V (1 + )

= (Iy(ux + wn), un — u) = (Iy(un), up = u)
= <I)\(u>\ + Up), Uy — ). (4.77)
Assim, de (4.76) e (4.77),
(I, (ux + ), ty — u) — 0. (4.78)

Por outro lado,

F(uy+u) = )\/QF(x,u,\ +u)dz € C'(La(2), R)

(F (ux 4 up), up — u) = )\/Qf(a:, uy + uy)(u, — u)dx — 0. (4.79)

De (4.79) e (4.78),
(P (ux + ), ty — u) = /\/ (] V(upn + up) )V (ur + u,)V(u, —u) — 0.
Q

Segue da Proposicao 3.21 que P’ é do tipo (S4), portanto, a menos de sub-
sequéncia,
w, — u em Wy*(Q),

como queriamos demonstrar. 0

Agora, utilizaremos o Teorema do Link (ver Teorema A.28, em Apéndice
A) para garantir a existéncia de um terceiro ponto critico wy de Jy, distinto
de 0 e —uy.

Lema 4.26. Eziste um ponto critico nao-positivo wy € Wol’q)(ﬂ) de Jy, di-
ferente de —uy e 0.
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Demonstracao. Inicialmente, garantiremos a existéncia de um ponto cri-
tico de J, diferente de —uy e 0. Sem perda de generalidade, suponha que
Jr(—uy) > Jx(0). Neste caso, sendo —u, um minimo local de J na topologia
de Wy ®(Q), existe § € (0, | uy |o) tal que

J,\(U) > J)\(—U)\), u € B(g(—’LL)\) (480)

de modo que 0 ¢ Bs(—uy). Defina
Ry = {ue Wy*(Q):| u+uy |o=6}. (4.81)
Considerando

a = max{Jy(0), Jx(—ux)} = Jr(—uy)

J* = {u € Wyt (Q); Ja(u) > o},
segue-se, de (4.80) e (4.81), que
Ry = 0Bs(—uy) C J*. (4.82)
Além disso,
inf{Jy(u);| u+ uy |o= 0} > J\(0) = max{J(0), Jy(—ux)}. (4.83)

Observe também, que J, verifica a condi¢ao (PS)g, ¢, para todo ¢ € R, uma
vez que J, satisfaz a condig¢ao (PS) (ver Observagao A.27, em Apéndice A).
Entao, utilizando (4.82) e (4.83), temos pelo Teorema do Link (ver Teorema
A.28, em Apéndice A), que

¢ := inf max Jy(7(s)) > max{Jy(0), Jx(—ux)}

Y€I' 5€[0,1]

onde I' = {y € C([0,1], W;*(2));7(0) = 0,7(1) = u,}, é um valor critico
para J,, isto é, existe wy (# —uy e # 0) tal que

J)\(w,\) = C

(Jy(wy), ) =0, para todo ¢ € Wy (Q).
Agora, provaremos que wy < 0 em 2. Considere

e wy = max{w,,0} e

o O ={z e Qwy(x) >0}

167



Uma vez que wy é ponto critico de Jy, segue de 4.71 que
{o6(] V(ur +wy) )V (ur +wy) — o(] Vuy [)Vur HV (uy + wy) — Vuy)de
O+
= +{ﬁb(| V(ux +wy) NV (uxr +wy) — o(] Vuu [)Vur }(Vwy)dz
Q

:)\/ g(x, wy)wydz. (4.84)
O+

Por outro lado,
o g(z,s) = f(z,ur(z) + s) — f(x,ux(x)), para s <0,
e g(x,s) =0, para s > 0.

Logo, de (fs)
g(x,s) <0, para s € R.

Assim,

/\/ g(z, wy)wrdz <0,
O+

dai, de (4.84),

Q+{¢(! V(upr+wy) |)V(ur+wy)—o(| Vuy [)Vur HV (uy+wy) —Vuy)de < 0.
(4.85)

Além disso, pela Proposic¢ao 3.17, temos

Q+{¢(| V(ux+wy) [)V(ur+wy)—o(| Vuy |)Vur }(V(ur+wy) —Vuy)dz > 0.

(4.86)
Consequentemente, de (4.85) e (4.86),

Q+{¢(| V(ur+wy) )V (ux+wy)—o(] Vuy [)Vur HV(upr+wy) —Vuy)de =0

e, portanto, Vwy, = 0 em QF. Ora, pela desigualdade de Poincaré, existe
C > 0 tal que
| wy o< C'| Vwy |o=0,

donde,
wy =0 em (,

isto é,
wy < 0 em Q. (4.87)
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Lema 4.27. A funcao vy = uy + wy (< uy) € uma solugao positiva de (Py).
Demonstragao. De (4.87),
g(z,w(2)) = fz,ur(2) + wa(2)) — flz,ur(2)), =€

Segue disto e do fato de w)y ser ponto critico de J,, que
001 V(i w2) DV +ws) = 6] Fus V) Vipda
Q
= )\/ g(x,wy)pdx
Q
= )\/(f(‘xa uy + 'LU)\) - f(fl}',U)\)QOd.f,
Q

para todo ¢ € Wol’(b(Q), ou seja,

—div(¢(| V(ur +wy) |)V(ur+wy)) +  div(o(| Vuy |)Vuy)
= A [f(x,ur +wy) — f(z,uy)).

Tomando vy = 1y + wy, temos
—div((] V(vx) [)Voa)+div(o(] Vux [)Vun) = A f (@, v2) = f(z, ux)). (4.88)
Por outro lado, como uy é solugio de (P), entio
—div(6(] Vux [)Vun) = M (@, ). (4.89)
De (4.88) e (4.89),
—div(6(] Vo [)Vos) = M(z,v3).

Consequentemente, vy é solugao de (Py). Além disso, desde que wy < 0 em
Q, tem-se vy < uy, com vy nao trivial e vy # uy em 2. Portanto, do Lema
3.28,

vy > 0 em €.

Finalmente, apresentaremos o principal resultado desse capitulo.

Teorema 4.28. Sejam (¢1) — (¢3), (f1), (f5) e (f1) — (fs) satisfeitas. Entdo,
existe uma constante A > 0 tal que

(i) para todo X € (0,A), (Py) ndo tem solugao positiva;
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(ii) para A = A, (P)) tem pelo menos uma solugao positiva;

(iii) para todo A > A, (Py) tem pelo menos duas solugoes positivas uy, vy
satisfazendo vy < uy e vy # uy em 2.

Demonstragao. Seja A a constante dada em (4.50).

Verificagao de (i): Segue imediatamente do Lema 4.7.

Verificagao de (iii): Segue dos Lemas 4.16 e 4.27.

Verificagao de (ii): Inicialmente, considere uma sequéncia {\,} tal que
e A<\, <A+1,
e )\, — A quando n — oo,

e seja uy, uma solucdo positiva de (P, ).

Afirmacao 4.29. Para todo € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que a

desigualdade
flz, )t <ed(t) + C.

vale para todo t > 0.

De (fs), para cada € > 0, existe ; > 0 tal que
flz,t)t <ed(t), para 0 <t < 6. (4.90)
Além disso, de (fy), existe K > 0, suficientemente grande, tal que
flz,t)t < ed(t), parat > ds. (4.91)
Logo, de (4.90) e (4.91), existe C. > 0 tal que
flz, )t <ed(t)+C.,  (z,t) € Q2 xR,

mostrando assim a Afirmagao 4.29.
Utilizando (¢2), a Afirmacao 4.29 e o Lema 2.19, obtemos

)| Vuy, | dx

[ @V e < [ o Vu,
= )\n/Qf(x,uAn)u,\nda:
< (A+1)<5/Q<I>(u,\n)dx+CE|Q|)
< (A+1)<C¢5/Q<I>(|VuAn |)dx+CE|Q|>
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Dai € l
al ara = — Y
P 2(A+ 1)Cy’

204 [ Q] (A+1)
l

&oll Vu, [o) g/gcbq Vuy, ()i <

Donde segue-se, pela desigualdade de Poincaré, que

<2(A+1)ZCA | © |)

1
c | ux, lo<| Vun, o< &' (4.92)

Por outro lado, da Observacao 4.3, uy, € CY*(Q) para algum o > 0 e
| un, lore@< d,

onde d = d(Cs, A, | Q |,1) > 0. Utilizando o mesmo raciocinio da Afirmagao
4.22, existem uma subsequéncia {uy, } de {uy,} e uy, € C'(Q) tais que

Uy, — Uy, €m C(Q),

n

donde
| wr,, — txo HLOO(Q)—> 0,

e dai,
Uy,, — Uy, uniformemente em €.

Por outro lado, desde que A\, — A, temos
Ao =A.

e assim

uy,, — up > 0em cH(Q). (4.93)

Uma vez que uy, é solucao de (Py,), temos

/ o(| Vuy, ’)VU)\nngdl’—)\n/ f(x, uy, )pdz = 0, para todo ¢ € Wi (Q).
0 0

Passando ao limite de n — oo, obtemos de (4.93)

/ (| Vup |)VupaVedr — A/ f(z,up)pde =0, para todo ¢ € Wol’q)(Q).
Q Q

Afirmacgao 4.30. uy # 0.
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Com efeito, suponha por contradigao que up = 0, logo uy, — 0 unifor-
memente em (2. Dai, segue de (f5) que dado € > 0, temos

| f(@uy,Jus, |<e@(fu, |), z €,

para n suficientemente grande. Por este fato,

l/ﬁHMMWxSt/MVwJHwJWx
Q Q
= )\n/f(x,uAn)u,\nd:c
Q
< /\n5/¢)(| uy, |)dx
[9]
< Cq,)\ne/ O(| Vuy, |)dz,
Q

para n suficientemente grande. Agora, observando que

/¢vaJﬂw%Q
Q

obtemos
An

[
> —— para n suficientemente grande.
Cq>€

Passando ao limite de n — 400, tem-se
[

A >
- C@é

, para todo € > 0,

fazendo agora ¢ — 0T, obtemos que
A — o0,

uma contradi¢ao, mostrando assim a Afirmacao 4.30.
Desde que
div(¢(] Vua [)Vun) = Af(z,ua) # 0,

pelo Lema 3.28, temos uy > 0 em €. Isto completa a prova de (ii), e
consequentemente a demonstragao do teorema. ]
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Capitulo 5

Solucao maximal

Utilizando argumentos de sub e supersolugao, mostraremos, neste capi-
tulo, a existéncia de uma solugao maximal para o problema:

() { —div(( Vuun:v(z)? = @), e a&

5.1 Existéncia de solucao maximal

Conforme visto no Capitulo 2, a funcao de crescimento critico associado

a ¢, d,, é dada por
t q)—l
w0 = [ el (5.1)
0

S N

Assumindo sobre a N-fungao ® as condigoes (¢1) — (¢3) vistas no Capitulo
3, conclui-se que P, estd bem definido. E portanto define uma N-fungao,
conforme pode ser visto no Lema 2.14. A fim de construir uma solug¢ao ma-
ximal para o problema (P,), assumiremos sobre f : Q x R — R as condicdes
(f1) — (f1) (vistas no Capitulo 4) e a seguinte condigao:

t

(f7) existe uma N-fungdo ¥ = [ (s)sds equivalente a ®, no infinito

0
(isto é, ¥ ~ ®,) e uma constante K > 0, tal que
f(x,t) + K.W (t) é ndo-decrescente em (0, +00),
para cada x € Q.

Definicao 5.1. Dizemos que v € Wol’(b(Q) ¢ solugao mazximal do problema
(Py), sempre que
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e v ¢ solugao de (Py) e
e para toda solugio u € Wy'*(Q) de (Py), temos v > u em Q.

Nosso objetivo agora, é mostrar a existéncia de uma solugao maximal
para (P,). Para isto, considere o seguinte problema de valores de contorno:

{ —div(¢(| Vu [)Vu) + AKP(|u Ju=h, em Q (5.2)

u =0, na 0f)
onde h € L>®(Q) e (t)t = W'(t), t > 0.
Lema 5.2. Para todo h € L>(Q), existe uma solugio v de (5.2) em W, *(Q).

Demonstracao. Inicialmente, vamos definir o funcional energia
E: Wy *(9) = R associado a (5.2), dado por

E(u) :/ch>(| Vu|)dx+)\K/Q\If(|u |)dx—/9hud:v, ue Wy*(Q).

Observe que E € C'(W,*(Q),R). Usando o fato de h ser limitada, segue
das desigualdades de Holder e Poincaré que

E(u)

v

|2 vude =21 hl5lulo
Q
> &l Vule) =2Co | b [5] Vu s
= &oll Vule) = C1 [ Vu o, (5.3)
para todo u € Wy'*(Q). Deste fato, temos que E é um funcional coercivo.
Agora, considere ((t) = &y(t) — Cit em [0, +00). Note que ¢ ¢ continua
e coerciva, consequentemente, é limitada inferiormente. Deste fato, segue de

(5.3), que

v:= inf FE(u)> —oo, (5.4)
ueWy® ()

estéd bem definido.

Afirmacao 5.3. O funcional E € fracamente semicontinuo inferiormente

em W, (Q).
Da Proposicao 3.14, segue que

Pu) =/Q<I>(| Vu )z, ue W),
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é fracamente semicontinuo inferiormente. Analogamente ao feito na Propo-
sicao 3.14, tem-se que

uwe Wyt(Q) — / U(| Vu |)dx
Q

tembém é fracamente semicontinuo inferiormente. Destes fatos, considerando
{u,} € Wy'*(Q) tal que u,, — u em Wy *(Q), temos

liminf E(u,) > 11minf/<1>(| Vu, |)dx+liminf/\ll(| Uy |)dx
Q n—+oo [o

n—-+o0o n—-+00
— lim inf / hu,,dx
n—-+00 Q
> /<I>(| Vu|)d:c—|—/\11(] u|)dx—/huda:
Q Q Q
= E(u).

Afirmacéo 5.4. O funcional E possui um minimo global em Wy'*(Q).

De fato, para provar isto tomemos uma sequéncia minimizante
{un,} € Wy*(Q) tal que
E(u,) — v.

Note que {u,} é limitada em W,®(Q), uma vez que E é coercivo. Além
disso, desde que Wy'®(Q) ¢ reflexivo, existe {u,, } C {u,} tal que
Up, — v, em Wy *(Q).

Agora, utilizando o fato de F ser fracamente semicontinuo inferiormente

v < E(v) <liminf E(u,,) = v,

k—+4o0

donde

Ew) =v.
Logo, v é um minimizador global de £ em VVO1 ’(I)(Q), e portanto solucao de
(5.2). O

A seguir, mostraremos uma limitagao uniforme para as solugoes positivas

de (Py) em W, *(Q).
Lema 5.5. Seja A € (A 00). Entao, existe uwma constante

d=d\ | Q[,l,m) >0 tal que || u ||L=)< d para qualquer solugdo po-
sitiva u de (Py).
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Demonstracao. Seja A > A e para este A, tomemos uma solugao positiva uy

de (Py). Vale que

z/Qq>(| Vuy [)dz < /ng Vs |) | Va |? da
I d
/Qf(x,u,\)u,\ T
< A(sfcb(m)dwrcgym)
Q
- )\e/@(\ ux )de + AC- | |
Q

< A50¢/<I>(| Vuy [)dz + A\C. | Q]
Q

dai, para € = , temos

l
2)Cqp

< < =
(| Vo o) < [ @1V e < o) - 20

Donde segue-se, pela desigualdade de Poincaré, que

20C, | Q \>

1
=l o] Vun o< &7 (&

Por outro lado, do Lema 4.1,

[ ua lere@< d,

AC| Q] 20Cy | Q]

onde d = d(\, | uy |o) > 0. Donde segue-se, pela imersdo continua de C+*(Q)

em C'(9), que
| ux ||01(§)§ Ch [ ux |cm(§)§ d.

De (5.5) e (5.6),

Fux @) < Tua o=@ + | V[l

| |cl(§)
d,

IA

onde d =d(\, | Q |,1,m).

(5.6)

(5.7)

]

Teorema 5.6. Assuma (¢1) — (¢3), (f1) — (fa) e (f7). Entao, para todo

A > A, o problema (Py) tem uma solu¢ao wy mazimal e positiva.
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Demonstragao. Inicialmente, fixemos A € (A, 00), e tomemos a supersolugao
v(z) = (Fc)(| « |) construida no Lema 4.10. Segue de 4.35, que v(x) pode
ser definida de modo que

v(x) >d, x €, (5.8)

onde d cumpre (5.7).
Agora, iremos definir, indutivamente, uma sequéncia {v,} € W,'*(Q) de
modo que
V1 =0

€ V11 € solugao do problema:

{ _div(¢(| vvn-H |)an+1) + AK¢(| Un+1 |)Un+1 = hm em { (5.9>

Unt1 =0, na 09,
onde
hp = AKY(| v |Jun + Af (2, v).
Mostraremos agora que {v,} é uma sequéncia monotona nao-crescente.
Desde que v; > 0 é uma supersolucao de (Py),

—div(¢(] Voy |)Vur) > Af(x,v1) em Q,
implicando que

—div(¢(] Vor [)Vur) + AKY(| v1 N1 = Af(x,01) + AKY(] vg )

= hy em Q. (5.10)
Considerando (ve — v1)4(z) := max{vy(z) — vi(x),0}, temos, pelo fato de
W (t)t ser nao-decrescente, que
00 Do = (] 1 ) = 1) 2 5.11)
Q

Agora, sendo QT = {x € Q;va(z) > vi(x)}, segue de (5.9), (5.10) e (5.11)
que

/Q (0 Ve Ve = 6(] Vo Vo)V (e — )
= [(9(1 Yz )Viz = 601 Vo V) V(ez = ).
< / (6] Tz [)V0s — 6(] Vor [)V00) V(v — vn)4de
K / (6(] 2 o2 — 9 o1 [Jor) (02 — )
Q
S /(hl — hl)(vg — ’U1)+d$ =0. (512)
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Segue do Lema 3.16 que
V(vg —v1)y =0, em Q.
Usando a desigualdade de Poincaré,
| (2 =v1)+ [0 C [ V(2 = v1)4 [0= 0,

e portanto
(UQ - U1)+ - O) €m Q?

ou seja,
V2 S V1 em Q.

Seja uy uma solugao positiva de (Py). Entdo, de (5.8) e do Lema 5.5,

uy <d<wv; em Q.

De (fs),

ho = AKY(| uy [Juy + Af(z,uy)
< AKY(|or [Jor + Af(z,01)
= h.

Dai, analogamente ao feito em (5.12),
[ (01 Vs )V = 61 T )T0) Vs — )
= [ (901 Ve s = 0] V2 ) Vo)V s = ).
< [ 00 Y D= 0] Vo2 ) Vo) (s = o).
K [ (s s = (] va ez) 0~ v2)sd

< /Q(h — hy)(uy — va)dz < 0.

Logo, utilizando o mesmo argumento,
uy < vy < vy em €.

Analogamente, podemos mostrar de modo indutivo que

Uy < Vpp1 < v, em €, (5.13)
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para todo n € N, logo, de (4.34),
v, <vp=v <

para todo n € N e uma constante positiva ¢, obtida no Lema 4.10. Deste
fato, segue de (f7) que

|y = AKY(| vpga Nongr | <0 o + AKO(| vpga [)ona

AED(| vn v + [z, v0)) + AKO(| vt [Jvnan
AEB(e)e + f(,0)) + AR (o)e

= C, neN,

VAN

onde C > (0. Consequentemente,
| by = AKY(| Vi1 [JUnia |ze@< O, Vnoe N
Por este fato, uma vez que v,, verifica (5.9), segue do Lema 3.25 que
e v, € CH*(Q) para algum «a > 0,
e {v,} é limitada em C**(Q).

Analogamente ao feito na Afirmagdo 4.22, mostra-se que {v,} possui uma
subsequéncia que converge uniformemente para algum wy em C'(€2). Neste
caso, tem-se de (5.9) que w, ¢é solugado de (Py). Além disso, passando ao
limite de n — +o00 em (5.13), obtemos

U\ Sw,\ em Q,

mostrando assim que wy é uma solugdo maximal de (Py). O
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Apéndice A
Resultados gerais utilizados

Teorema A.1. (Ver [4])(Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Seja {fn} uma sequéncia de fungoes integraveis definidas em Q € RN e
que converge em quase todo ponto para f(x). Suponha que exista uma fung¢ao
g, com integral de Lebesque finita sobre €1, tal que

| fu(x) |< g(x), para todon € N e quase todo x € .

Entao, f € integravel e

n—o0

lim an(a:)dz:/ﬂf(:v)d:v.

Teorema A.2. (Ver [5]) Sejam {f.} uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q2)
tal que | f, — f |,— 0. Entao, existe uma subsequéncia {f,, } C {fn} e uma
fungao h € LP(QY) tais que

o fn.(x) = f(x), ¢.t.p. em Q;
o | fn. (z) |< h(x), para todo k € N e quase todo x € ().

Teorema A.3. (Ver [4])(Teorema da Convergéncia Mondtona)
Seja {fn} uma sequéncia de fungoes mensurdveis definidas em ) e tais
que, para x € §2, temos

0< fi(x) < fol) < ...

Definindo f(x) := ILm fn(z) = sup fu(x), entao

n>1

/Qf(x)da: = lim [ f,(x)dx.

n—oo Q
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Teorema A.4. (Ver [4])(Lema de Fatou)
Seja {fn} uma sequéncia de fun¢des nao-negativas que converge em quase
todo ponto para uma funcgao f(x). Entao,

/f(x)dx Sliminf/fn(x)dx,
Q Q
Teorema A.5. (Ver [21]) Considere 1 < p < oo, f € LP(Q) e {f.} uma
sequéncia em LP(Q)). Suponha que

o fu(z) = f(x) g.t.p. em Q,

o Lim [| fo [l,=[| f [lp -
Entao,

T | = £ [l,= 0.

Definigao A.6. Seja X = {S C Q : S € mensurdvel} e v uma fungio o-
aditiva em . Suponha que v(0) = 0. Dizemos que v é absolutamente conti-
nua com respeito a medida de Lebesque 1 e escrevemos v € AC|u], se

w(S) =0 implicar em v(S) =0,
para todo subconjunto mensurdvel S C 2.

Teorema A.7. (Ver [23])(Teorema de Radon-Nikodyn)
Seja v € AC|u] uma funcao finita. Entao, existe uma tnica f € L'()
tal que

!S) = [ fla)da,
S
para todo subconjunto mensurdvel S C 2.

Teorema A.8. (Ver [5])(Teorema de Browder-Minty)

Sejam E um espago de Banach reflezivo e A : E — E* um operador
continuo, monotonico e coercivo. Entao para cada f € E* existe uma tunica
solucao u € E da equacio Au = f.

Teorema A.9. (Ver [}]) Se f : X — [0,4+00) € uma fungao mensurd-
vel, existem subconjuntos Ay, ..., A,, ... € x nao necessariamente disjuntos e

(o) C Ry, tais que
n=1
com

k
ZanXAn(x) S f(l'),l' €eQekeNlN
n=1
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Definicao A.10. Um espaco métrico M chama-se localmente compacto
quando todo ponto x € M possui uma vizinhanca compacta. Isto significa
naturalmente, que para todo x € M existe um compacto K, com x pertencente
ao interior do conjunto K.

Teorema A.11. (Ver [4])(1¢ Versao do Teorema de Lusin)
Seja (X, 5, 1) um espago de medida satisfazendo:

e X € um espaco métrico localmente compacto;
e (3 ¢ a o-dlgebra boreliana ao seu completamento;
e 1 € uma medida reqular.

Suponha que A € B € tal que u(A) < +oo. Entao, dado € > 0 existe g €
Co(X) tal que

(@) p({z € Xig(x) # xa(@)}) <€
(I1) g(x) €]0,1], z € X.

Definicao A.12. Um espaco topoldgico X chama-se um espago de Haus-
dorff quando, para cada par de pontos distintos x,y em X, existem abertos

UV taisquexr e U,yecV eUNV = 0.

Teorema A.13. (Ver [4])(2% Versao do Teorema de Lusin)
Sejam

1. 'Y um espago topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel;
2. (92, B, ) um espago de medida finito, onde Q2 C Y
3. f:Q — R uma fungao mensurdvel.
Dado € > 0, existe um conjunto compacto K C € tal que
(I) f € continua em K;
(1) p(Q\K) <e.
Lema A.14. (Ver [4]) Seja p uma medida definida sobre a o-algebra .

(a) Se E, é uma sequéncia crescente de conjuntos pertencente a [3, entao
o0
E,) = lim p(E,).
u( U1 n) = lim p(E,)
n=
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(b) Se F, é uma sequéncia decrescente de conjuntos pertencentes a [ e
p(F1) < 400, entao

o(NV5) =l wi)
n=1

Teorema A.15. (Ver [10])(Teorema de aprozimagoes de Weierstrass)
Sejam K C RN subconjunto compacto e f : K — R uma funcdo continua.
Ezxiste uma sequéncia de polindomios p,, definidas sobre K tais que lim p, = f
n—oo

uniformemente em K.

Teorema A.16. (Ver [5]) Seja F C E um subespago vetorial, tal que F # E.
Entao, existe um funcional f € E*, f # 0, tal que

(f,x) =0, z € F.

Teorema A.17. (Ver [5]) Sejam E um espago de Banach reflexivo com
norma | . |g, M C E um subconjunto fracamente fechado em E e
I : E — R um funcional coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente
em M. Entao I € limitado inferiormente sobre M e atinge minimo em M.

Proposicao A.18. (Ver [5]) Seja E um espago reflexivo. Se F C E é um
subespaco vetorial fechado, entao F' é reflexivo.

Proposigao A.19. (Ver [5]) Seja G € C*(R) tal que
e G(0) =0,
o |G'(s)|< M, s€eR.

Seuw € WP(Q), com 1 < p < 400, entdo

o GoueWhr(Q);

O (Gou)= 6w

Teorema A.20. (Ver [5]) Sejam Q0 um dominio reqular aberto e limitado,
m > 1 um inteiro e 1 < p < +00. Entao:

® se ]l:) — 2> 0 temos W™P(Q) cone LU(Q), onde % = zla — %
o se % — 2 =0 temos W™P(Q) &ne L), q € [p, +00);
® se % — I <0 temos W™P(Q) cone L®(€2).
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Definigao A.21. Seja (X, d) um espago métrico compacto e C(X) o espago

das fungoes de valores reais continuas em X. Um subconjunto E C C(X) é
dito equicontinuo se para todo € > 0, existir 0 > 0 tal que

| flx) = fy) [<e,
para todo x,y € X satisfazendo d(z,y) < 6 e todo f € E.

Definigao A.22. Seja (X, d) um espago métrico compacto e C(X) o espago

das fungoes de valores reais continuas em X. Um subconjunto E C C(X) é
dito equilimitado se existir uma constante M > 0 tal que

| flx) [< M,
para toda f € E e todo x € X.

Teorema A.23. (Ver [30])(Ascoli-Arzeld)

Seja (X, d) um espago métrico compacto e C(X) o espago das fungéoes de
valores reais continuas em X. Um subconjunto E C C(X) € relativamente
compacto se, e somente se, I é equilimitado e equicontinuo.

Definicao A.24. Um funcional I : X — R satisfaz a condigcio de Palais-
Smale (PS), quando para toda sequéncia {x,} C X tal que

o I(x,) seja limitado e
o I'(x,) =0,
existe uma subsequéncia {x,, } C {x,} tal que z,, — x em X.

Observagao A.25. Na Defini¢io A.24, quando I(x,) — ¢, ¢ € R, dizemos

que o funcional satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel ¢, e denotamos
por (PS),.

Definicao A.26. Dados B C X e c € R dizemos que I : X — R satisfaz a
condi¢cao de Palais-Smale em torno de B no nivel ¢, e denotamos por (PS)BM
quando para toda sequéncia {x,} C X tal que

o I(z,) —c,
o dist(x,,B) =0 e
° I'(:cn) — 0,

existe uma subsequéncia {x,, } C {x,} tal que z,, — x em X.
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Observacao A.27. Em particular, se B = X, temos que I satisfaz a con-
digao (PS),= (PS)g,.

Considerando um funcional I/ : X — R, dado um ntamero real «, fixemos
as seguintes notacoes que serao uteis no préoximo teorema:

o = {r€X;I(z) > a},
o K(I)={reX;I'(x)=0c¢I(z)=c}.

Teorema A.28. (Ver [31]) (Teorema do Link)
Seja I : X — R um funcional de classe C', satisfazendo a condicdo
(PS)R,c para todo ¢ € R, onde

R=Ax;||z—ua; ||=r} C I

com x; € {xy,x2}, r € (0] z9 — 21 ||) e @« = max{I(xy),(x2)}. Se existem
x1, 9 € X, com x1 # o e tais que

inf{I(z); [| v — i ||=r} = max{I(z1), [(22)},
onde x; € tal que I(x;) = max{I(xy),I(z2)}. Entdo,

¢ = inf max I(y(s)) > max{I(x1), (z2)},

€l s€(0,1]

onde I' = {y € C([0,1], X);v(0) = x1,7v(1) = a2}, € um valor critico para I
e Ke(I)\ {1, 22} # 0.

Definigao A.29. Sejam E um espago de Banach, F € C'(E,R) ¢
S={veE;F(v) =0}

Suponhamos que para todo u € S, F'(u) # 0. Se J € CYE,R), entio
dizemos que ¢ € R € valor critico de J sobre S se existe u € S e A € R tais
que

J(u) =c
J (u) = \F'(u).

Nesse caso, u € ponto critico de J sobre S e o nimero real A\ é chamado
multiplicador de Lagrange para o valor critico c.
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Teorema A.30. (Ver [21])(Teorema dos Multiplicadores de Lagrange)
Sob as hipdteses e notagoes da Definigao A.29, assuma que ug € S satisfaz

J(up) = inf J(v).

veS

Entao, existe A € R tal que
J (ug) = NF' (uy).

Teorema A.31. (Ver [3])(Desigualdade de Jensen)
Sejam (X, 9, ) um espago de medida com w(X) =1, f : X — R em
LYX,p), e p: R— R uma funcio convexa. Entao,

so(/xfdu> S/X(swf)du-

Lema A.32. (ver [36])(Brézis Lieb para N-fungoes)
Sejam Q C RY aberto, ® : R — [0,00) continua, conveza, par e d:R—
R dada por B
O(t) = sup{st — ®(s)}.

seR

Suponha
(1) ®(t) =0 se, e somente se, t =0,

t
(i) lim T) =0 elimy o 2 = 100,

(iii) ewistem a>0et; >0 (t; =0, caso | Q |=400), tais que

<a, t2>t,

30 < B, t>t.

Se {fn} € uma sequéncia limitada em Lg(SY), verificando

fo—f qtp. emQ,

temos que
fo— f em Lg(Q).
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Teorema A.33. (Ver [21]) Suponha que I : E — R € continua e tem deri-
vada de Gdteaur continua em E. Entao I € diferencidvel sequndo Frechét e

I € CYE,R).

Lema A.34. (Ver [8]) Sejam G : RN — RN wma aplicagdo estritamente
monotonica e {x,} C RN tal que

(G(x,) — G(x), 2, —x) = 0 em R.
Entao, x,, — x em RY.

Definicao A.35. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Um funcional
T: X — X* é dito pseudomonoténico se toda sequéncia {u,} C X tal que

o u, —~uemlX
o limsup, . (T(u,),u, —u) <0,
implicar que
T(u,) — T(u) em X*
(T(un), un) — (T(u), u).

Lema A.36. (Ver [7]) Sejam F,G : X — X* operadores em um espago de
Banach reflexivo X. Entao, vale que:

(a) Se F' € monotonico e continuo, entao F € pseudomonotonico;
(b) Se F' € fracamente continuo, entao F € pseudomonotonico;

(¢) Se F' e G sao pseudomonotonicos, entio F + G € pseudomonotonico.

Teorema A.37. (Ver [1])(Desigualdade de Sobolev)
Sejam 1 < p < N e q tais que ¢ = Entao existe uma constante

C = Cn(p) tal que

s

N—-p
[ ullg< C V|,

para toda func¢io u € CH(RYN) com suporte compacto.

Teorema A.38. (ver [21])(Teorema Generalizado de Lebesgue)
Sejam {fn}, {gn} sequéncias de fungoées integraveis em 2 e f, g integrd-
veis em €2, tais que:

o f,— f qtp. em ),
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® g, — g qtp. em§,

o | ful< gn,
o [a [
Q Q
Entao,

Jii=

Teorema A.39. (ver [32]) Seja {&.} uma sequéncia em um espago normado
X. Se &, — & em X, entao o limite & € unico e a sequéncia {&,} € limitada.
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