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Resumo

Nesta dissertacao estudamos as graduagoes elementares (ou boas graduagoes) e
as identidades polinomiais graduadas correspondentes em &lgebras de matrizes trian-
gulares superiores em blocos. Uma graduacao elementar por um grupo G na algebra
A =UT(aq,as, ..., ;) de matrizes triangulares superiores em blocos é determinada por
uma n-upla em G", onde n = ay+- - -+a,.. Mostraremos que as graduagoes elementares
em A determinadas por duas n-uplas em G" sao isomorfas se, e somente se, as n-uplas
estao na mesma Orbita da bi-a¢ao canonica em G" com o grupo S,, X -+ X S,, agindo
a esquerda e GG & direita. Em seguida utilizamos estes resultados para mostrar que, sob
certas hipoteses (por exemplo, se o grupo G tem ordem prima), duas algebras de matri-
zes triangulares superiores em blocos, graduadas pelo grupo G, satisfazem as mesmas

identidades graduadas se, e somente se, sao isomorfas (como algebras graduadas).



Abstract

In this dissertation we study elementary (or good) gradings in upper block tri-
angular matrix algebras and the corresponding graded polynomial identities. An ele-
mentary grading by a group G on the algebra A = UT (a4, ag, ..., a;) of upper block
triangular matrices is determined by an n-tuple in G", where n = ay + - - - + .. It will
be proved that the elementary gradings on 4 determined by two n-tuples in G" are
isomorphic if and only if the n-tuples are in the same orbit in the canonical bi-action
on G" with the group S,, X - -+ X S, acting on the left and the group G acting on the
right. These results will be used to prove that under suitable hypothesis (for example
if the group G has prime order) two upper block triangular matrix algebras, graded by
the group G, satisfy the same graded identities if and only if they are isomorphic (as
graded algebras).
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Introducao

A teoria das algebras com identidades polinomiais (pi-algebras) ganhou impulso
com a demonstracao de Kaplansky [22]| de que toda p.i. &lgebra primitiva tem dimensao
finita sobre seu centro. Sejam A uma algebra sobre o corpo K, X = {x1,x2,...} um
conjunto enumeréavel e f(zy,--- ,z,) um polindmio na algebra associativa livre K (X),
dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial para A (ou, por abuso de notagao, que
f € uma identidade polinomial para A) se f(ay,--- ,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a,
em A. Se para algum polindmio nao nulo f a algebra A satisfaz a identidade f = 0
dizemos que A é uma pi-dlgebra. Uma algebra comutativa A satisfaz a identidade
r1x9 — Tox1 = 0 e, portanto, a classe das pi-algebras engloba a classe das algebras co-
mutativas. Algebras de dimenséo finita e algebras nilpotentes também sao pi-algebras.
Amitsur e Levitzki demonstraram, pouco tempo depois do resultado de Kaplansky, que
o polinoémio standard de grau 2n (veja a Defini¢ao 1.2.8) é uma identidade polinomial,
de grau minimo, para a algebra das matrizes quadradas de ordem n. Segue do Teo-
rema de Amitsur e Levitzki que duas algebras simples de dimensao finita sao isomorfas
se, e somente se, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Recentemente,
Shestakov e Zaicev 28] provaram que o mesmo vale para algebras nao-associativas sim-
ples de dimensao finita. Resultados anédlogos foram obtidos para algebras de Lie, por
Kushkulei e Razmyslov [25]. e para dlgebras de Jordan, por Drensky e Racine [16].

O conjunto de identidades para uma élgebra A ¢ um ideal de K(X) que ¢é inva-
riante por endomorfismos desta algebra, os ideais com esta propriedade sao chamados
T-ideais. Specht conjecturou em 1950 que sobre um corpo de caracteristica zero todo
T-ideal de K (X) é finitamente gerado como T-ideal. Esta conjectura foi resolvida por

A. Kemer em 1987 em uma série de artigos em que desenvolve uma teoria estrutu-
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ral de T-ideais, esta teoria utiliza conceitos de algebras e identidades graduadas (pelo
grupo Zs). Resultados importantes da teoria das pi-dlgebras foram transferidos para
o contexto de algebras graduadas e identidades polinomiais graduadas, por exemplo,
em [29] e |2] sdo demonstrados teoremas analogos ao teorema de Kemer para algebras
graduadas.

Koshlukov e Zaicev [24] provaram que, se K é algebricamente fechado, G é abe-
liano e a ordem de qualquer subgrupo finito de GG é invertivel em K, entao as algebras
G-graduadas simples de dimensao finita sao determinadas, a menos de isomorfismo
G-graduado, por suas identidades G-graduadas. Mais tarde, Aljadeff e Haile [1] es-
tenderam esse resultado, no caso em que K tem caracteristica zero, para um grupo
qualquer G. Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [?] mostraram que dlgebras de matrizes
triangulares superiores graduadas por um grupo finito sao isomorfas se, e somente se,
elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais graduadas.

As algebras de matrizes triangulares superiores em blocos A = UT(avy, g, . . ., o)
(veja a Definigao 1.1.8), graduadas pelo grupo Z,, aparecem na classificagdo das va-
riedades minimais de expoente d. Giambruno e Zaicev [17] mostram que qualquer
variedade minimal de algebras é gerada pelo envelope Grassmann de uma algebra de
matrizes triangulares em blocos com uma Zs-graduacao . Esta classe de algebras en-
globa as algebras de matrizes (r = 1) e as algebras de matrizes triangulares superiores
(q = a9 = ... = a, = 1). As graduagoes por grupos abelianos nestas algebras
foram descritas por Valenti e Zaicev em [30]. As graduacoes em A tais que as ma-
trizes elementares sao homogéneas sao chamadas graduacoes elementares, Barascu e
Dascilescu [8] determinaram quando duas graduagoes elementares em A sao isomor-
fas. Posteriormente Di Vincenzo e Spinelli [14] demonstraram que sob certas condigoes
(se por exemplo o grupo G tiver ordem prima) duas algebras de matrizes triangulares
superiores em bloco com G-graduagoes elementares satisfazem as mesmas identidades
graduadas se, e somente se, sao isomorfas como algebras graduadas.

O objetivo desta dissertacao ¢ descrever as graduagoes elementares nas algebras
de matrizes triangulares superiores em blocos e estudar as suas identidades polinomiais
graduadas. Ademais, sob certas hipoteses sobre o grupo GG, mostrar que duas algebras
triangulares superiores em blocos, G-graduadas, satisfazem as mesmas identidades po-

linomiais graduadas se, e somente se sao isomorficas. A dissertagao esta organizada da



seguinte maneira:

No Capitulo 1 apresentaremos os conceitos basicos e é assumido o conhecimento
por parte do leitor de algebra linear béasica, espagos vetoriais e conceitos relacionados.
Iniciaremos com a definigao de algebras e resultados relacionados, apresentaremos a
definicao de algebra associativa livre e identidades polinomiais. Em seguida, definire-
mos algebras graduadas e identidades polinomiais graduadas que sao conceitos cruciais
nesta dissertacao. Por fim, apresentaremos alguns teoremas de primordial importancia
no desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3.

O Capitulo 2 esta reservado para a apresentacao das graduagoes elementares em
algebras de matrizes triangulares superiores em blocos. Considerando K um corpo e
GG um grupo qualquer, iniciaremos apresentando a definigao de uma a-cadeia graduada
e seguiremos expondo os dois principais teoremas, as suas demonstragoes servirao de
motivacao para o desenvolvimento do capitulo. Em seguida, iremos descrever as gra-
duacoes elementares em algebras de matrizes triangulares superiores em blocos como
algebras de endomorfismos de cadeias graduadas. Por fim, determinaremos quando
duas algebras de endomorfismos sao isomorfas como algebras graduadas. Finalmente,
apresentaremos as demostracgoes dos teoremas iniciais.

O Capitulo 3 tem como objetivo investigar as identidades polinomiais graduadas
para dlgebras de matrizes triangulares superiores em bloco, A = UT(ay, g, ..., a;),
sobre um corpo K de caracteristica zero, com uma graduacao elementar por um grupo
abeliano G. Um dos principais resultado que aqui demonstraremos (Teorema 3.2.5)
da condigoes suficientes, em termos dos subgrupos de invariancia (veja a Definigao
3.1.7) dos blocos na diagonal de A, tais que para B = UT(B1, 52, ..., ), com uma
G-graduacao elementar, vale: Se B satisfaz todas as identidades graduadas de A entao
A e B sao isomorfas como algebras graduadas. A partir deste resultado demonstramos
o Teorema 3.2.8, o qual afirma que, se o corpo K é algebricamente fechado, A e B tém
G-graduagoes quaisquer e G tem ordem prima ou, para algum j, a ordem de G e «;
sao coprimas, vale a equivaléncia: A e B satisfazem as mesmas identidades graduadas

se, e somente se, sao isomorfas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo estabelecer a linguagem que serd adotada ao
longo da dissertacao. Vamos apresentar defini¢oes, conceitos, notagoes e resultados
essenciais que serao utilizados frequentemente ao longo do texto. Até o término do
presente capitulo, o simbolo K designard um corpo qualquer, a menos que dito o
contrario. Estamos assumindo que o leitor tenha familiaridade com conceitos bésicos

de Algebra Linear. Todo espaco vetorial sera sobre K.

1.1 Algebras Sobre um Corpo K

Vamos dar partida ao nosso estudo com o conceito de algebras sobre um corpo

K (ou K-algebras). Assim, passemos a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.1.1. Seja A um espago vetorial sobre K. Dizemos que um par (A,*) é

“y »

uma K-dlgebra (ou dlgebra sobre K) se “«” é uma aplica¢ao bilinear em A, isto €,
x: A X A— A satisfaz:

i) ax(b+c)=axb+ax*c

i) (a+b)xc=axc+bxc;

iii) (Aa) xb=ax (A\b) = N ax*Db),
para quaisquer a,b,c € A e X € K.

Wy”

Na defini¢ao acima, “x” é dita multiplicacao da algebra A e, simplesmente, de-

notaremos o produto a * b por justaposicao ab, para quaisquer a,b € A. Mais ainda,
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escreveremos simplesmente A em lugar de (A, %) para denotar a estrutura de algebra,
deixando implicita a multiplicagdo. Diremos que “A é uma &algebra” ao invés de “K-
algebra”, deixando implicito o corpo K. Diremos que um subconjunto 8 de A é uma
base da élgebra se é uma base do espago vetorial A. Definimos a dimensio de A como
sendo a dimensao de A vista como K-espago vetorial.

Exemplo 1.1.2. Seja n um nimero natural. O espago vetorial M,(K) de todas as
matrizes n X n com entradas em K, munido do produto usual de matrizes, € uma
K-dlgebra. Para 1 < 4,5 < n denotamos por e;; a matriz cuja unica entrada nao
nula € 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. As matrizes e;; sao chamadas matrizes
elementares. Claramente, o conjunto f = {e;; € M,,(K) | 1<4i,57 <n} € uma base

para M, (K), e portanto esta dlgebra tem dimensdio n®. Nao € dificil ver que se e;j, ey €

M, (K), entao e;jey = 0,eq, onde 6, denota o delta de Kronecker.

As éalgebras sao classificadas, como na definicao a seguir, conforme as propriedades

que possuam.

Definicao 1.1.3. Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é:
i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
it1) Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

iti) Unitaria (ou com unidade), se existe um elemento em A, denotado por 14, tal
que aly = 1pa = a, para todo a € A. O elemento 14 € chamado de unidade da
dlgebra A.

No Exemplo 1.1.2 temos uma &lgebra associativa e unitaria, mas nao comutativa
quando n > 1. Quando a algebra A for unitaria, é facil ver que a unidade 14 é
tnica. Por simplicidade, usaremos o simbolo 1 para representar a unidade 1,4. Neste
caso, identificamos naturalmente o elemento A1 de A com A, para todo A € K. Nesse

sentido, dizemos que A contém o corpo K, identificando {A\1 | A € K} com K.
Definigao 1.1.4. Seja A uma dlgebra associativa e unitdria.

(i) Se a eb sao elementos de A tais que ab =1 dizemos que b é inverso a direita

de a e que a € tnverso a esquerda de b.

(i) Um elemento a € A diz-se inversivel se existe b € A tal que ab = ba = 1.

Neste caso, chamamos o elemento b de inverso multiplicativo (ou simplesmente

inverso) de a, para o qual adotamos a notag¢io a=*

A serd denotado por U(A).

. O conjunto de inversiveis de
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Exemplo 1.1.5. Sejam V um espago vetorial e £ (V') o espago vetorial dos operadores
lineares sobre V.. Temos que £ (V'), munido da composicao de fungées, é uma dlgebra
associativa com unidade, chamada de dalgebra dos operadores lineares sobre V.
SeT,S € Z(V), em geral denota-se T o S simplesmente por T'S.

De agora em diante iremos considerar apenas algebras associativas e com unidade,
por este motivo a partir daqui usaremos o termo dlgebra para nos referir a uma algebra

associativa com unidade.

Definigao 1.1.6. Sejam A uma dlgebra, B e I subespacos vetoriais de A. Dizemos

que:
i) B é uma subdlgebra de A se 1 € B e xy € B para quaisquer x,y € B;

it) I é um ideal a esquerda de A (respectivamente & direita) se ax € I (respecti-

vamente xa € 1) para quaisquer a € A e x € I.

iii) Seja I um ideal & esquerda proprio de A, isto €, a unidade de A nao pertence a
1. Dizemos que I € um ideal a esquerda maximal de A se nao existe ideal a
esquerda proprio J de A, com I # J, tal que I C J. Formula-se conceito andlogo

para o caso em que I € um ideal a direita de A.

iv) I é um ideal bilateral de A (ou, simplesmente ideal, de A), se I é um ideal @

esquerda e a direita simultaneamente.

Um fato elementar é que 0 e A sempre sao ideais bilaterais da algebra A. Caso

esses sejam os unicos ideais bilaterais de A, dizemos que A é uma algebra simples.

Exemplo 1.1.7. Denotamos por UT,(K) (ou simplesmente UT,, quando estiver claro
que € o corpo K considerado) o conjunto das matrizes triangulares superiores. Tem-se
que UT,, é uma subdlgebra de M,(K). Como UT, = (e;; : 1 <i<j<mn) (subespago

gerado) seque que
. n(n+1
A seguir apresentamos a definicao de algebras de matrizes triangulares superiores
em blocos, esta classe de algebras engloba as élgebras de matrizes e as algebras de
matrizes triangulares superiores.
Definigao 1.1.8. Sendo r um inteiro positivo e a = (o, s, ..., q,) uma r-upla de

inteiros positivos, definimos a dlgebra
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Me, (K) Mayxay(K) ... Moy xa, (K)

0 Mo, (K) ... Myya (K

UT(CVl,OéQ, ,Oér) — 2( ) X r( )
0 0 . M, (K)

matricial triangular superior em bloco do tipo .

A seguir apresentamos as nogoes de homomorfismos de algebras e de quociente

de uma &lgebra por um ideal.

Definicao 1.1.9. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformagao linear
¢ : A = B ¢ um homomorfismo de algebras se p(14) = 1p e, para quaisquer
a,b € A vale a igualdade p(ab) = p(a)p(b).

Chamamos ¢ de isomorfismo se ¢ for bijetora. Quando A = B dizemos que
¢ ¢ um endomorfismo da algebra A e se ¢ for endomorfismo e isomorfismo simulta-
neamente, dizemos que ¢ é um automorfismo de A. Se existe isomorfismo entre as

K-algebras A e B denotamos por A ~ B e dizemos que A e B sao isomorfas.

Exemplo 1.1.10. Se V' é um espago vetorial de dimensao n, entio a dlgebra £ (V)
do Ezemplo 1.1.5 € isomorfa a dlgebra de matrizes M, (K). De fato, sejam [ =
{v1,...,v,} uma base de V' e E;; a transformagao em £ (V) dada por E;jv, = 0,v;.
Neste caso E;j o Ey = 0;,E; e portanto o isomorfismo linear ¢z : L (V) — M,(K)
dado por @g(E;;) = e;;, onde e;; € a matriz elementar com 1 na posi¢io (i,7), € um
isomorfismo de dlgebras.

Exemplo 1.1.11. Seja o« = (g, ,...,q,) uma r-upla de inteiros positivos e .F
uma cadeta Vi, C Vo C -+ C V., de subespacos de V' de modo que V; tem dimensao
ag + -+ + ;. Denotaremos por End(F) o conjunto das transformagoes lineares f €
Z((V) tais que f(V;) CV;, parai=1,....,n. Se f = {vy,...,v,} € uma base de V
tal que {vy,...,Vay1ta;} € uma base de V; entao pg(End(.F)) = UT (o, 00, ..., q.),
onde g € o isomorfismo do exemplo anterior.

Definicao 1.1.12. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Definindo no espaco
vetorial quociente A/I a operagao (a + I)(b+ 1) = (ab) + I, temos que A/I é uma
dlgebra, chamada de dlgebra quociente de A por I. A Aplicacao

p: A — A/l
a — a=a+1

€ um homomorfismo sobrejetor de dlgebras, chamado de projegao candnica.
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Definicao 1.1.13. Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras, dizemos que o
conjunto ker(yp) ={a € A| ¢(a) =0} € o nicleo de p, e o conjunto Im(p) = {p(a) €
B | a € A} € a imagem de .

Verifica-se que ker(p) ¢ um ideal de A e que Im(p) é uma subélgebra de B.E

imediato verificar que a aplicacao

p: Alker(p) — Im(y)
a — p(a) = p(a)

estd bem definida e é um isomorfismo de algebras (Teorema dos Isomorfismo).

1.1.1 Produto Tensorial de Algebras

Sejam V' e W espagos vetoriais. Consideremos o espago vetorial K(V x W) com

base V' x W e o subespago U de K(V x W) gerado por elementos dos tipos

(v1 + v, w) — (v1, w) — (va, W)
(v, w1 + we) — (v,wy) — (v, ws)
(Ao, w) = A(v, w)

(v, \w) — A(v, w)

com vy, v, v € V wy,we,w € WeleK.

Definigao 1.1.14 (Produto tensorial de espagos vetoriais). Sejam V' e W K-espagos
vetoriais. Definimos o produto tensorial de V' e W, denotado por V @i W (ou
simplesmente V@ W) como o espago quociente K(V x W)/U.

Dado (v,w) € V x W, vamos denotar por v ® w o elemento (v,w) de V @ W.
Chamamos os elementos da forma v ® w de tensores, o conjunto {v@w | v € V,w €
W} é um conjunto gerador de V@ W. Segue da definigao do subespago U de K (V x W)

que

(1 +w)Quw=vQWw+v@w
V@ (W) +wy) =v @ w + VR wsy
(M) @ w = Av®@w)
1R (Aw) = Av @ w),
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e, portanto, a aplicagdo V. x W — V @ W dada por (v,w) +— v ® w ¢é bilinear. O
produto tensorial de dois espacos vetoriais é determinado, a menos de isomorfismo,
pela propriedade universal a seguir.

Teorema 1.1.15 (Propriedade universal). Sejam V,W e Z espagos vetoriais sobre
um corpo K e f : V. xXW — Z uma aplicagao bilinear. Entao existe uma tinica

transformagao linear Ty : V@ W — Z tal que Ty(v ® w) = f(v,w), para quaisquer
veVeweW.

Prova. Como o conjunto V' x W é uma base do espaco vetorial K(V x W), segue
que existe uma tunica aplicagao linear L : K(V x W) — Z satisfazendo L((u,v)) =
f(u,v), para todo (v, w) € V x W. Observe que os elementos que geram U na defini¢ao
de produto tensorial pertencem a ker L e, assim, U C ker L. Se aj,ay € K(V x W)

sao tais que oy — ap € U, entao L(ay) = L(ag). Assim, a aplicagao

Tfﬁ V®W — 7
a  — Ty@ =La)

estd bem definida e ¢é linear. Além disso, dados v € Ve w € W, tem-se Ty (v ® w) =
L((v,w)) = f(v,w). A unicidade é consequéncia de que {v @ w | v € V,w € W} é um
conjunto gerador de V@ W. B

Exemplo 1.1.16. (tensor nao nulo) Sejam V e W K-espagos vetoriais nao-nulos,
vg € V e wy € W wetores nao nulos. Entio vg @ wy # 0 em V& W. De fato,
como vy, wy # 0, existem uma base de V' contendo vy e uma base de W contendo wy.
Assim, pode-se obter alguma base de V x W contendo (vo,wp). Nesta base, defina
[V xW — K bilinear tal que f(vo,wo) # 0. Pela propriedade universal, erxiste
uma transformacao linear Ty : V@ W — K tal que Tr(v @ w) = f(v,w), e assim
Tr(vg ® wp) # 0. Dai vy @ wy # 0.

Note que, como (v, w) — v X w é uma aplicagao bilinear, concluimos que se Sy, Sy

sao conjuntos geradores de V' e W, respectivamente, entao
V®W: <U1®U21U1 € Sl,UQ 652>.

Assim, se V' e W sao espacos vetoriais de dimensao finita, tem-se que V @ W
tem dimensao finita e dimV @ W < (dimV)(dimW). Quando os conjuntos S e

S5 sao linearmente independentes segue da propriedade universal no Teorema 1.1.15
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que {s; ® so | $1 € Si,50 € Sy} ¢é linearmente independente, entdo dimV @ W =
(dim V') (dim ).

No caso em que A e B sao algebras, definimos a operacao
x: (A B)x (A®B) > A® B

por (a ® b) * (c®d) = ac ® bd. E possivel verificar que * estd bem definida e ¢ uma
aplicacao bilinear que faz de A ® B uma algebra.

Exemplo 1.1.17. Se A = M, (K) e B = M,,(K), entdo a dlgebra A ® B € isomorfa
a My (K).

1.2 Identidades Polinomiais

Essa secao é dedicada a introducao do conceito de identidade polinomial. Vamos
dar inicio falando da definicao de algebras livres por ser o "ambiente" das identidades
polinomiais.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma dlgebra A € livre se existe X C A tal que X gera
A como dlgebra e para cada dlgebra B e cada aplicacao h : X — B existe um unico

homomorfismo ¢ : A — B estendendo h. Neste caso dizemos que A € livremente

gerada por X. A cardinalidade |X| do conjunto X é chamada de posto de A.

Exemplo 1.2.2. A dlgebra polinomial K|x] € gerada pelo conjunto {x}. Ademais,
sendo A uma dlgebra e a € A, o homomorfismo ¢, : K|x] — A, definido por ¢.(f(x)) =

f(a), satisfaz ¢pq(z) = a.

Vamos construir uma algebra livre na classe de todas as algebras associativas
unitarias. Seja X = {x1,xq,...} um conjunto infinito e enumeravel de varidveis nao-
comutativas. Uma palavra em X ¢ uma sequéncia x; ;, ... x;,, onde n € N e z;; €
X. Vamos denotar por 1 a palavra vazia. Dizemos que duas palavras x; x;, ...x;, €

n

TjTjy .. Ty, Sao 1guals se
n=meil =7J1,2 =72, = In.

Consideremos K (X) o espaco vetorial que tem por base o conjunto de todas as palavras

em X. Dessa forma, os elementos de K(X), que chamaremos de polindmios, sdo somas
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(formais) de termos (ou monémios) que sao produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X. Consideremos em K (X) a seguinte multiplicagao
(i) oz )Xy o Ty) = X4y - X Ty .. Xy, onde Ty, x5, € X,
O espago vetorial K (X) munido deste produto é uma algebra associativa com unidade.

Observe que X gera K(X) como &lgebra.

Proposicao 1.2.3. A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas com

unidade.

Prova. Sejam A uma é&lgebra e h : X — A uma aplicacdo qualquer, com
h(z;) = a; para i € N. Entao existe uma aplicacdo linear ¢, : K(X) — A tal que
on(1) =14 e op(zi, iy ... 5,) = Q4,04 . . . a;,. Temos que pp, € um homomorfismo de
algebras e é o tnico satisfazendo pp|x = h. B

Defini¢ao 1.2.4. Seja A uma dlgebra. Um polinémio f(z1,...,x,) € K(X) (ou a

expressao f(xq,...,x,) =0) é dito ser uma identidade polinomial da dlgebra A, se
flay,...,a,) =0 para quaisquer ay, ..., a, € A.
Observemos que f = f(x1,...,z,) ¢ umaidentidade polinomial de A se, e somente

se, f pertence ao nicleo de cada os homomorfismos de K(X) em A. Denotando por
T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que A é uma algebra
com identidade polinomial ou pi-algebra se T'(A) # {0}. Se A e B sao algebras tais
que T(A) = T(B), dizemos que A e B sao pi-equivalentes.

Vamos ver alguns exemplos de &lgebras com identidades polinomiais.

Exemplo 1.2.5. Se A € uma dlgebra comutativa, entao o polinémio comutador
f($1, 952) = [xla xz] = 12 — T2dq

€ uma identidade polinomial de A.
Exemplo 1.2.6. A dlgebra Mo(K) satisfaz a identidade f(x1, 2o, 13) = [[21,12]%, 23]
conhecida como a identidade de Hall. De fato, basta observar que:

(1) Se A, B € M,,(K), entao tr([A, B]) =0;

(2) Se A € My(K) etr(A) =0, entdo A% = X\, onde Iy é a matriz identidade de
My (K).

Nesse momento, vamos definir um tipo de polinémio da algebra associativa livre
K (X) e apresentar um resultado que seré de grande importancia para a demonstragao,

no Capitulo 3, de um dos principais resultados do nosso trabalho.
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Definigao 1.2.7. Consideremos o polinémio da dlgebra associativa livre K (X), gerada

pelo conjunto X, definido como

Capp (T1, %2, Tni Y1, Y2, - ooy Ynt1) = Z sgn (o) YTo) Y220 (2)Y32Lo(3) - - - YnLo(t)Yn+1,
UGSn

onde sgn (o) € o sinal da permutacio o € S,. O polinomio Cap, € chamado de

polinémio de Capelli de posto n (ou n-ésimo polinémio de Capelli), com n € N.

Um caso particular do polinéomio de Capelli é o polinomio Standard que é definido

abaixo com y; = 1,...,y,_1 = 1.

Defini¢ao 1.2.8. Consideremos um polindmio da dlgebra associativa livre K (X), ge-

rada pelo conjunto X, definido como

8¢ (21,20, . .., 1) = Z sgn (o) Lo(1)Ta(2)To(3) - - - Lo(t)
o€S
onde S; € o grupo simétrico das permutacoes de {1,2,...,t} e sgn (o) € o sinal da

permutacao o. O polinémio s; € chamado de polindmio Standard de grau t, com t

e N.

Proposigao 1.2.9. Se a = a} + a3 + ... + a2, entdo a dlgebra UT (ay, ag, . .., ap,)

satisfaz a identidade de Capelli Caposm = 0, mas nao satisfaz Caporm-—1 = 0.

Prova. Note que podemos escrever a algebra A da seguinte maneira
A=UT(oq,09,...,an) =B+ J,

onde J é o radical de Jacobson de A, /" =0e B=M,, ®...® M,,,. Considere uma
avaliacao ¢ : K (X) — A do polinémio de Capelli

Capaym = Z sgn (U) Y1To()Y2L5(2) Y35 (3) - - - Ya+mTo(t) Yatm+1-

0E€Satm
Como Capg1m ¢ multilinear, basta verificamos em uma base da algebra A, digamos nas
matrizes elementares. Se pelo menos a + 1 dos valores entre ¢(x1), ..., P(Tatm) estdo
em B, entao p(Capaym) = 0, pois Capaym € alternado nas variaveis xi,...,Taim
e dimB = a. Mas, se « elementos entre ¢(x1),...,0(Tqrm) estdo em B, entdo m
elementos estdao em J e assim, ¢(Capaim) = 0, uma vez que J™ = 0. Portanto,
©(Caposm) = 0 & uma identidade de A. Mostremos agora que A nao satisfaz C'apaym—1-

Suponhamos inicialmente que m = 1 e, portanto, A = M,,(K). Escrevamos n =
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a? = dimA, e tome uma base {vy,vy,...,v,} de A constituida por todas as matrizes

elementares e;;, 1 < 4,7 < oy, ordenadas de forma arbitraria e fixa. Desta forma,

existem ag, ay,...,a, € A tais que
AoULAL -+ * Ap—1Up Gy = €11 (1.1)
e
AOVo (1)1 * * * An—1Vg(n)@n = 0, (1.2)
onde o € S, 0 # 1. De fato, tomando v; = ¢€;,;,,v2 = €y, - - ., Up = €;,j,, temos que
ap = €141, A1 = €414y - - -, Ap = €5, 1. (13)
Claramente, ag,aq,...,a, € v1,0Vs,...,v, satisfazem (1.1). Por outro lado, dado 2 <

k < n, algum produto ax_jv,a) € igual a zero com p # k e consequentemente, vale

igualdade (1.2). De (1.1) e (1.2) segue que

Capy,(v1,v2, ... Up; a0, a1, ..., a,) = €11 7 0. (1.4)
Agora, seja m > 2, entdo A = UT (v, g, ..., Q). Escrevamos 1 = 0,79 = aq,713 =
QL+ Qo, ..., Ty = Q1 + Qg+ -+ + 1. Entao,

Bj = span{er,pr,+q | 1 < p.q < 0y} (1.5)
¢ isomorfica a algebra matricial de dimensao n; = a?-, 7 =1,2,...,m. Segue da demons-
tracao do caso m = 1 que, para todo 1 < j < m, existem ap, . .. ,aglj,vl, . ,vﬁlj € B;
tais que

Jod od 0 J 4J — —
GUYEY - -~ Gy 40 Ay = €pp1gp1 = G 70
e

AUy ()1 " a;j_lvi(nj)aflj =0, (1.6)

para o € Sy, com o # 1. Veja que B1JBy - By, 1JB,, # 0 e existem
Wy, ..., Wp—1 € J

tais que

CLW1CoW3 * + * Cy 1 Wiy —1Cry 7 0. (1.7)
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Neste caso podemos supor w; € J;;y1 = B;JB;y1 e portanto 1w;1;1; = w;, onde

1, € B; é a unidade de B;. Vamos reescrever (1.7) da seguinte forma

(Clll)w1(120212>w2 tee wm_l(lmcm) % 0. (18)

Note que
1iT1i+1 = O, (19)

para qualquer r € J; j11, com j # 1, e para qualquer r € By+By+- - -+ B,,. Finalmente,

obtemos o seguinte produto que é diferente de zero

1.1.1 1 1 1 2.2 9 2 2 2
(aovlal T anlflvnlanl11>w1(12a0U1a1 T an271vn2an212)w2 T

m,m_m m m m
Wt (Imag'va” - agt o an 1)

tal que para qualquer permutacao de

1 1 2 2

m
Uiy ey Up s WU, ey Uy Wy e Wi 1,07 ey U

m
Nm,

inserida na expressao resulta em zero. Isso é facilmente visto por e pela relacao

J
s

agvfl’a 41 = 0, onde j # p. Desta forma, A = UT(oq,qs,...,0,) nao satisfaz a
identidade de Capelli Capy com k =n1+---+np,+m—-1=af+---+a2,+m—1o0
que completa a prova.

Vamos seguir com alguns conceitos que sao de fundamental importancia na pi-
teoria.
Definigao 1.2.10. Um ideal I de K(X) ¢é dito ser um T-ideal se para todo ¢ €
End(K(X)) temos que ¢(I) C I , ou, equivalentemente, se f(g1,...,9,) € I para
quaisquer f(xy,...,2,) €I € g1,..., 9, € K(X).

Proposigao 1.2.11. O conjunto T(A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal
de K(X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entao eziste alguma dlgebra B
tal que T(B) = 1.

Prova. E facil ver que T'(A) é um ideal de K(X). Sejam f(x1,...,2,) € T(A) e
v € End(K(X)), arbitrarios. Se ¢ : K(X) — A é um homomorfismo, entao )(¢(f)) =
(Yop)(f) =0, pois oy : K(X)— A éum homomorfismo, pois é a composi¢ao de
homomorfismos de édlgebras e f € T(A). Dai, p(f) € Ker(¢) e por NKer(y) = T(A)
vale que ¢(f) € T(A).
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Seja I um T-ideal de K(X). Tomemos a algebra quociente B = K(X)/I e a
projecao canonica m : K(X) — K(X)/I. Se f € T(B), entao f € Ker(n). Como
Ker(r) = I, temos T(B) C I. Por outro lado, se f(z1,...,2,) € [ € g1,...,9n €
K(X), entdo f(g1,...,9,) € I edai f(71,....n) = f(g1,..-,9n) = 0. Logo, f € T(B),

o que conclui a demonstracao. l

1.3 Graduacoes por Grupos em Algebras Associati-

vas

Na secao que se inicia, a menos que dito o contrario, G denotard um grupo
qualquer, para o qual adotaremos a notacao multiplicativa.

Ao longo desta segao, daremos énfase ao conceito de G-graduagao sobre uma
algebra A.

Definigao 1.3.1. Sejam A uma dlgebra e G um grupo. Definimos uma G-graduagdo

em A como sendo uma familia (Ay)ec de subespagos vetoriais de A tais que

A= Byecd, € AgA, C Ay,

para quaisquer g, h € G. Neste caso, diz-se que a dlgebra A € G-graduada.

Dizemos que os subespacos A, sao as componentes homogéneas e os seus elementos
nao nulos sao chamados de elementos homogéneos de grau g. A componente homogénea
A, é denominada componente neutra da G-graduagao, onde e sera o elemento neutro
de G. Sendo H um subgrupo de G, é facil ver que a soma ), . Aj, ¢ uma subalgebra
de A. Em particular, fazendo H = {e}, decorre que a componente neutra A, é uma
subalgebra de A. Quando o grupo G for abeliano e finito, dizemos que a G-graduagao
¢ abeliana e finita.

Exemplo 1.3.2. Toda dlgebra A admite uma G-graduagao. Com efeito, definindo

A, = A e A, = {0} para todo g € G — {e}, temos em A uma G-graduagdo. Uma
graduagao deste tipo € chamada de G-graduagao trivial.

Exemplo 1.3.3. Considere a K-dlgebra My(K) e os subespagos

¢ Olza,bEK} e M2(K>1:{[0 a]:a,bEK}.
0 b b 0

My(K)g = {




21

E ficil ver que My(K) = My(K)g ® My(K);7 define uma Zo-graduacao em My (K).
Mais geralmente, sendo n € N, n > 1, considere a dlgebra M,(K). Para cada
Y € Zy, definamos M, = (e;; | i —j =). Mostra-se que a familia (M, ) ez, € uma
L -graduagao em M, (K).

Proposigao 1.3.4. Sendo A uma dlgebra G-graduada com unidade 1, tem-se que a

unidade 1 € homogénea e que 1 € A,.
Prova. De fato, existem g¢y,..., g, € G tais que
l=ac+ag +---+ag,
com a. € Ae,ay; € Ag,. Tomando h € G e aj, € Ay, arbitrarios, temos
ap = ApQe + ApQg, + -+ - + Qpayg, .

Dai, segue que apay, = 0 € apa. = ap. Como h e a;, foram tomados arbitrariamente e
qualquer elemento de A é escrito como soma de elementos homogéneos concluimos que
aa, = a para qualquer ¢ em A. De modo analogo se mostra que a.a = a para qualquer
aem A, donde 1 =a, € A.. R

Definicao 1.3.5. Seja B um subespago vetorial de uma dlgebra A = ©yecAly G-
graduada. Dizemos que B € homogéneo na G-gradua¢ao  quando

B = ®4eaBy, onde By = BN A,. Um ideal ou uma subdlgebra é dito homogéneo

se for homogéneo como subespaco.

Proposicao 1.3.6. Sejam A = ©yeq A, uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra
homogénea de A. Se b= (> b,) € B, com b, € A,, devemos ter b, € B.

Prova. Como B ¢é homogénea temos que B = @B, onde B, = B N A,.
Logo, se b € B, entao podemos escrever b = @b, com b, € BN A,. Pela unicidade
da expressao de b como soma de elementos homogéneos, devemos ter b; = b, e assim

by € B paratodoge G. R

Observacao 1.1. Sejam A = @gecAy uma dlgebra G-graduada e I um ideal homogé-
neo na G-graduagio. Tem-se que a dlgebra A/I é naturalmente G-graduada, onde as

componentes homogéneas sio (A/I)y, ={a+1|a€ A,}.

Observacgao 1.2. Sejam G, H grupos, p : G — H um homomorfismo de grupos e
A = ByecAy uma dlgebra G-graduada. A G-graduagao em A e o homomorfismo p
induzem uma H-graduacao em A. De fato, sendo h € H, definimos A, = @gep1(n)Ayg

e A= @peg A € uma H-graduagio em A.
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A posteriori, serd de muita importancia um tipo especial de graduacao nas al-
gebras de matrizes quadradas, as chamadas graduagoes elementares. Visando esse
objetivo, apresentamos a seguinte definicao.

Definigao 1.3.7. Seja A = M, (K) a dlgebra das matrizes quadradas de ordem n.
Dizemos que A = @geqAy € uma G-graduagao elementar em A se existe uma n-upla
g = (91,92,-.-,9n) tal que a componente homogénea A, € o subespago gerado pelas
matrizes elementares e;; onde i,j sao tais que g = gigj_l.

A graduacao em M, (K) no Exemplo 1.3.3 é a graduacdo elementar induzida
pela n-upla (0,...,n — 1) de elementos de Z,. Considere M,(K) = ®yecM,(K), a
G-graduagao elementar induzida pela n-upla (g1, ..., g,) de elementos de G. Se a =
(a1, ..., a,) € uma r-upla de naturais tais que ay+- - -, = nentdao A = UT (v, ..., o)
é subalgebra homogénea de M, (K) e portanto tem uma graduagao cujas componentes
homogéneas sao A, = AN M,(K), para g € G. Note que A, é o subespaco gerado

pelas matrizes elementares e;; de A tais que g,g;1 =g.

Definigao 1.3.8. Sejam a = (aq, ..., «,) uma r-upla de naturais, A = UT(cvy,. .., o)
eg=1(g1,--.,9,) uma n-upla de elementos de G, onden = oy +---a, =n. A G-
graduacao A = ©A,, onde A, € o subespago gerado pelas matrizes elementares e;; de
A tais que gigj_1 = g, € chamada graduac¢ao elementar induzida por g.

A seguir demonstramos que se UT(ay,...,q,) tem uma graduagdo em que as

matrizes elementares sao homogéneas entao esta graduagao ¢ uma graduacao elementar.
Proposigao 1.3.9. Sejam A = UT(ov,...,q,), G um grupo e A = @yeqA, uma G-
graduacao. Se as matrizes elementares e;; que pertencem a A sao homogéneas entio a
G-graduacgao € elementar.

Prova. Seja 1 < i < n, onde n = a; + -+ + a,. Desde que € = e;, tomando
e € Ay, temos que e, € Ap e dai, g = g2, logo g = e, entdo ¢;; € A.. Ademais, como
eii+1) € homogeéneo, seja h; € G tal que e;;41) € Ap,. Seja g1 = e e, indutivamente,

giv1 = gih;t. Uma vez que

CA,

Cij = Ciis1) -+ €G-1)5 € Ang - Ang ) CAg s

concluimos que a G-graduagao em A é elementar induzida pela n-upla (g1,...,¢,). B

Definigao 1.3.10. Sejam G um grupo, A = SgecAy ¢ A' = ByecA;, duas dlgebras
G-graduadas. Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — A" é um homomorfismo G-
graduado se p(Ag) C Ay, para todo g € G. Analogamente, definimos endomorfismo,

isomorfismo e automorfismo G-graduado.
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Observagao 1.3.11. Dizemos que duas G-graduagoes A = SyegAy € A = Byec A
na mesma dlgebra A sao isomorfas quando existe um automorfismo ¢ : A — A G-

graduado, isto €, p(Ay) = A, para todo g € G.

Definicao 1.3.12. Seja A uma dlgebra G-graduada. Definimos o suporte de A, e
denotamos por Supp(A), como sendo o conjunto dos elementos g € G tais que a

componente homogénea de grau g € diferente de zero, isto ¢,

Supp (A) = {g € G| A, #0}.

De modo equivalente a algebra G-graduada, podemos definir espaco vetorial G-

graduado:

Definicao 1.3.13. Sejam V' um espacgo vetorial e G um grupo. Suponhamos que, para

cada g € G, exista um subespago Vy C 'V tal que
Entao, dizemos que V' é um espago vetorial G-graduado.

Exemplo 1.3.14. Seja V' um espago vetorial e £ (V') a dlgebra definida no Exemplo
1.1.5. Considere V = ©y4ecVy uma graduagao pelo grupo G em V', definimos

LV)g=A{f € ZLV)[f(Vh) € Vg, Vh € G}.

E claro que £ (V), é um subespaco de £ (V) e que, para quaisquer g,h € G, vale
LV)gL V) € L(V)gn. SeV tem dimensao finita ou se G € finito entao vale a
wgualdade

LV) = Bgec?(V),,

e esta decomposi¢io € uma G-graduacio em L (V).
Seja B = {v1,...,v,} uma base de V de elementos homogéneos e sejam g; € G
tal que v; € Vy,. O homomorfismo @z do Exemplo 1.1.10 € um isomorfismo de dlgebras

graduadas se consideramos M, (K) com a graduagao elementar induzida pela n-upla

(917 s 7gn)

Definicao 1.3.15. Seja A = @yec Ay, isto €, A uma dlgebra G- graduada. Se dim A, <

1 para todo g € G, entao a G-graduacio em A € denominada fina.

1
Exemplo 1.3.16. Sejam A = ( 0 01 ) e B = ( (1)

definindo Aoy = (1), A1) = (A), Aao) = (B) e Aq1y = (I) obtemos uma Zo x Zs-
graduagao fina em A = My(K).

é ) Entao AB = —BA ¢
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1.4 Acoes de Grupos

Nesta secao iremos definir acao e bi-agao de grupos em um conjunto e, também,
as nogoes correspondentes de orbitas, que serao importantes no Capitulo 2. Visando
esse objetivo, sigamos com a defini¢ao.

Definigcao 1.4.1. Sejam G um grupo e X um conjunto qualquer. Uma acdao a esquerda

de G no conjunto X € uma aplicacao 0 : G x X — X satisfazendo os sequintes itens:

(i) 0(g1,0(g2,x)) = 0(g192, ), para quaisquer gi,gs € G;
(i1) O(e,x) =z, onde e denota o elemento neutro de G, para qualquer x € X.

Para v € X o conjunto G(z) = {0(g,z) € X | g € G} € dominado a Jrbita do

elemento x de X sequndo a agao 6 ou a G-0rbita de x seqgundo a agao 0.

De modo anélogo definimos agao a direita de G em X e a 6rbita de um elemento
r € X. E comum substituir a notacdo 6(g, ) por g-z. Observe que se z,y € X tem
orbitas contendo elementos comuns, digamos g - x = h - y para algum g, h € G, entao
para cada ¢’ € G temos:

d-xz=1[9(g7 )] x=1[(gg7')h] -y e portanto, G-z C G -y. Da mesma maneira
mostramos que G -y C G - x e assim que as Orbitas de quaisquer dois elementos ou sao

iguais ou sao disjuntas.

Exemplo 1.4.2. Seja X um conjunto. A aplica¢ao

o - (33'1, T axn) = (1'071(1), T 7$U*1(n))

€ uma acao a esquerda do grupo S, no conjunto X™ das n-uplas de elementos de X.

Iremos nos referir a esta acao como a ac¢ao candnica de S,, em X",

Exemplo 1.4.3. Seja G um grupo. A aplicagao g-h = (g1h,...,g,h), onde h € G e
g=(91,---,9n) € G" é uma agao a direita de G no conjunto G™. Note que g e g- h

induzem a mesma graduacao elementar em M, (K).

Proposicao 1.4.4. Sejam G um grupo, g = (g1,...,9,) € G* ec € S,. Se A e B
denotam a dlgebra M, (K) com as G-graduagoes elementares induzidas por g e o - g,

respectivamente, entao A e B sao isomorfas como dlgebras G-graduadas.

Prova. Considere a aplicacao linear 7' : B — A dada por T'(e;;) = €,(i)o())- E

claro que T é uma aplicagao linear bijetiva, pois fixa a base canoénica de M, (K). Além
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disso temos e;je; = 0(jk)eq e 0(jk) = 0(o(j)o(k)), onde d é o delta de Kronecker,

assim concluimos que
T(eijer) = T(0(jk)en) = 6(a(j)a(k))esyoq) = T(€i)T (ex)-

E claro que e;j, como elemento de B, e T'(e;;), como elemento de A, tém o mesmo grau
g;(li) Jo(j), portanto 71" ¢ isomorfismo de algebras graduadas.
Definicao 1.4.5. Sejam G e H grupos e X um conjunto qualquer. Uma bi-agao de

G (a esquerda) e H (a direita) em X € um par de aplicagées 01 : G x X — X e
0y : X x H— X tais que:

(i) 01 € uma acao a esquerda de G em X;
(11) Oy € uma acao o direita de H em X;
(ii1) (g-x)-h=g-(x-h) para quaisquer g€ G, x € X eh € H.

Para cada x € X o conjunto O(x) = {(g-x)-hlg € G,h € H} é denominado drbita de
T.

Exemplo 1.4.6. As aplicacoes dos Exemplos 1.4.3 e 1.4.2 constituem uma bi-agdo de

S, a esquerda e de G a direita no conjunto G™.

Segue da Proposicao 1.4.4 que dois elementos de G na mesma 6rbita da bi-acao
de G e S, em G" determinam graduagoes elementares isomorfas em M, (K), veremos
no Capitulo 2 que a reciproca desta afirmacao é valida, isto é, se duas n-uplas de
G"™ induzem graduagoes elementares isomorfas em M, (K) entdo pertencem a mesma
orbita da bi-agao.

Veremos no Capitulo 2 um resultado mais geral, o Teorema 2.1.7, vélido para
algebras de matrizes triangulares superiores em blocos, este resultado ¢ dado em termos
das 6rbitas de uma bi-acao de um subgrupo de Young de S,, & esquerda e G a direita
no conjunto G™.

Defini¢ao 1.4.7 (Subgrupo de Young). Seja Ul_,o; = {1,2,...,n} uma parti¢io

de {1,2,...,n} emr subconjuntos disjuntos. O subgrupo de Young do grupo simétrico

Sy correspondente € o subgrupo
Sey X Say X oo Sa,,

onde S, = {0 €S, |0(j)=J, Vj& o}
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Seja a = (ay, ..., q,) uma r-upla de nimeros naturais tais que ay + - - - + . = n.

Considere os conjuntos I; = {1,...,a1} e
Ij:{O[1+"'+O[j_1+]_,041—|—"'+Oéj_1+2,...,061+"'+Oéj_1+0[j},

onde 2 < j <, entao Uj;_,I; é uma particao de {1,...,n}. Para simplificar a notagao
denotaremos o subgrupo de Young correspondente por S,, X --- X S,,. A restri¢ao ao
subgrupo de Young S,, X Sa, X ...S,, da acao de S,, & esquerda em G" juntamente
com a acao de G a direita ¢ uma bi-acao de S,, X Su, X ... S, € G no conjunto G".
Denote por 2" o conjunto de 6rbitas desta bi-acao. Também, para cadal <i < r,
denote por Z; o conjunto de 6rbitas da bi-agao de G a esquerda e S,, a direita em G*.

Entao, a aplicagao ¢ : 2~ — 27 X -+ X Z;, que associa a orbita O(gy, ..., g,) a r-upla

(O(gh cee 7ga1)7 O(ga1+17 s 7ga1+a2>7 R O(ga1+"'+01r—1+17 st 7ga1+---+ar))

é claramente bem definida e sobrejetiva. Mas, para r > 1, temos que ¢ nao é injetiva.
De fato, sejam ¢y = ... = g0, =g # €, Joy41 = ... = gp =€, € hy = ... = h, = e.

Entao,

0(917 s 7ga1) = O(hlu . ~7ha1>

O(ga1+1> . 7ga1+a2) = O(ha1+17 cee ha1+a2)

O(goc1+--~+0wf1+17 cee 7971) = O(ha1+-~~+ar71+17 T hn)

Consequentemente,

P(O(g1,---,9n)) = ¢(O(ha, ..., hn)).
Por outro lado, qualquer elemento na o6rbita de (hy,...,h,) possui n componentes
iguais e, dai, (g1,...,9,) nao esta nessa orbita, assim

O((91,--,9n)) # O((hy, ..., hn)).

1.5 Identidades Polinomiais Graduadas

Nessa sec¢ao, apresentaremos a defini¢ao de identidades polinomiais graduadas e

seguiremos com exemplos e observagoes.
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Precisaremos do conceito de algebra associativa livre G-graduada. Consideremos
uma familia {X, | g € G} de conjuntos enumeraveis e dois-a-dois disjuntos. Tomemos
X = UgeeX, e consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Definimos
agora

wt(l) =0 e  wt(xixg...xy) = wt(x))w(xs) . .. wt(x,,)

onde wt(z;) = g se x; € X, Sendo entdo m um monodémio de K(X), dizemos que

wt(m) é o G-grau de m. Tomando para cada g € G

g

temos
K(X) = @gecK(X)y, e K(X)gK(X)n C K(X)gn
para quaisquer g, h € G, assim K (X) é uma éalgebra G-graduada denominada a algebra

associativa livre G-graduada.

Lema 1.5.1. A dlgebra G-graduada K(X) satisfaz a sequinte propriedade univer-
sal: Para toda dlgebra G-graduada A, toda funcao ¢ : X = UgeaXy, — A tal que
#(X,) C A, para todo g € G, pode ser estendida a um unico homomorfismo de dlge-

bras graduadas.

Agora podemos seguir com a defini¢ao de identidade polinomial graduada.

Definicao 1.5.2. Seja A = gy A, uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um polind-

mio f(x1,...,x,) € K(X) (ou a expressio f(x1,...,x,) = 0) € dito ser uma identidade
polinomial graduada da dlgebra A, se f(aq,...,a,) =0 para quaisquer a; € Ayy(z,) com
i=1,---,n.

Daremos agora a defini¢ao de Tg-ideal, que é o analogo para o caso de identidades

polinomiais graduadas do conceito de T-ideal.

Defini¢ao 1.5.3. Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
K(X) ¢ dito ser um Tg-ideal se ¢(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de
K(X). Dado um subconjunto S qualquer de K(X), definimos o Tg-ideal gerado por
S, que ¢ denotado por (S)1¢, como sendo a intersecio de todos os Tg-ideais de K(X)

que contém S.

E claro que K (X) ¢ um Tg-ideal que contém S, assim na defini¢ao acima (S)7¢ ¢

a intersecao de uma familia nao vazia de conjuntos. Além disso, nao é dificil ver que a
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intersegao de uma familia qualquer de Tg-ideais ¢ ainda um Tg-ideal, portanto (S)7e
estd bem definido e é o menor T-ideal que contém S.
O proximo resultado mostra uma importante relagao entre os conceitos de iden-

tidades polinomiais ordinarias e graduadas.

Proposicao 1.5.4. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes
tais que Tg(A) C Tg(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entao
T(A) =T(B).

Prova. Consideremos a algebra associativa livre K(Y), onde Y = {y;,ys, - },
e seja f(y1,y2, - ,yn) € T(A). Sejam by,...,b, elementos de B. Afirmamos que
f(b1,...,b,) =0, dai segue que f € T(B). Podemos escrever cada b; como soma de
elementos homogéneos de B, isto ¢, b; = 2?21 bé‘a onde para cada 1 <[ < m; existe

gé‘EGtalquebé-EBgz,. Sejam m =my +--- +m,, e
J

uma aplicagao injetiva tal que x,(;;) € X g definimos o polindémio

mi Mn
= O muan, 5 Y Tumn)-
=1 =1

Como f € T(A), segue que f; € Tg(A) e, como Tg(A) C Te(B), temos f1 € Tg(B).
Como v ¢& injetora podemos considerar a substitui¢ao z,;;) bfj em f;. O resultado
desta substituigao em Y, Ty, € bj e, portanto, o resultado desta substituicao em f &
igual a f(by,...,b,). Por outro lado, como f; € Tz(B), o resultado desta substituigao
em f; é zero. Concluimos entdao que f(by,...,b,) = 0. Se Tg(A) = Ti(B), entao
Te(A) CTe(B) e Ta(B) € Tg(A), assim temos T(A) C T(B) e T(B) C T(A), donde
segue a ultima afirmacao. W

Observacao 1.5.5. E importante observar que a reciproca do resultado acima € falsa.
De fato, sejam A a dlgebra My(K) com a Zs-graduagao elementar do Exemplo 1.5.3
e B a dlgebra My(K) com a Zo-graduacao trivial. O polinémio x1x9 — xox1, onde
wt(z1) = wt(xy) = 0 € uma identidade polinomial graduada para A mas nao € identi-

dade graduada para B.

1.6 A-Modbdulos e o Radical de Jacobson

Nesta secao, denotaremos por A uma algebra e por 14 a sua unidade.
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Defini¢ao 1.6.1. Seja A uma dlgebra. Definimos um A-modulo (ou mddulo sobre A)
como sendo um espaco vetorial M, munido de uma aplicacio A X M — M, que a cada

par (a,m) € A x M associa a-m € M e satisfaz:
(i) (a1 + az)m = (ay - m) + (az - m)
(1) a- (my+ma) = (a-mi)+ (a-mo)
(111) ay - (az - m) = (a1as) - m
(i) (Aa)-m = a- (\m) = A~ (a-m)
(v) 1a-m=m
para quaisquer a,ai,as € A,m,my,my € M e X € K.

Observe que os itens (i), (ii) e (iv) da defini¢do acima significam que o produto
(a,m) — a-m é uma aplicac¢do bilinear.
Definicao 1.6.2. Sejam A uma dlgebra e My, e My A-modulos. Dizemos que uma

transformagao linear ¢ : My — My é um homomorfismo de A-mddulos se ¢p(a-m) =

a-¢(m) para quaisquer a € A em € M.

Definigao 1.6.3. Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Chamamos de endomor-
fismo do A-mddulo M um homomorfismo (de A-mddulos) de M em M. Vamos denotar

por Enda(M) o conjunto de todos os endomorfismos do A-mddulo M.

Observagao 1.6.4. Veja que se I é um ideal da dlgebra A, em particular I é um ideal
do anel A. Agora suponhamos que I seja um ideal do anel A. Afirmamos que I; € um
ideal da dlgebra A. De fato, dados A € K e a € I, por I; ser um subespaco de A wvale
que Aa = A(la) = (Al)a € .

Por conseguinte, os ideais de A vista como algebra ou como anel sdo os mes-
mos. Devido a isto, os fatos seguintes sobre o radical de Jacobson de anéis podem ser
aplicados ao radical de Jacobson de algebras associativas e unitarias.

Definigao 1.6.5 (Radical de Jacobson). Seja R um anel. Definimos o radical de

Jacobson de R, denotado por J(R), como sendo a interse¢ao de todos ideais mazximais
a direita de R.

De forma analoga, definimos o radical de Jacobson de uma algebra A.
Observe que se R = 0 é o anel nulo entao R nao possui ideais proprios. Neste caso,
estabelecemos que J(R) = 0. Supondo R # 0, o Lema de Zorn assegura a existéncia

de ideais maximais a direita em R.
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Definicao 1.6.6. Seja M um modulo sobre A. Se M € nao nulo e 0os seus inicos

submodulos sao 0 e M, entao dizemos que M é um mddulo simples sobre A.

Proposicao 1.6.7. Seja R um anel. Para y € R, sao equivalentes:

(1) y € J(R);
(i) 1 — yx tem inverso a4 direita em R, para todo x € R;

(11i)) My = {my | m € M} =0, para todo R-mddulo a direita M simples.

Prova. (i) = (ii) Por contradigdo suponhamos a existéncia de = € R tal que
1 — yx nao seja inversivel a direita. Assim, existe um ideal maximal a direita m C R
tal que (1 —yz)R C m. Dai, 1 = (1 — yx) + yx € m, o que é uma contradigao.

(71) = (#ii) Seja M um modulo simples. Suponhamos que existe m € M tal que
my # 0. Desde que M é simples a direita, temos (my)R = M. Assim, existe © € R de
tal sorte que (my)z = m e dai m(yx — 1) = 0. Como yx — 1 possui inverso a direita,
segue m = 0, o que é uma contradicao.

(7i1) = (i) Se m é um ideal maximal & direita qualquer, tem-se que M = R/m
¢ um R-moédulo a direita simples. Uma vez que (R/m)y = 0, obtemos 1y = 7 = 0.

Decorre que y € m. Desde que m foi tomado arbitrariamente, segue que y € J(R). I

Proposicao 1.6.8. Seja R um anel. Para todo y € R, sao equivalentes:
(i) y € J(R)

(1)) (1 —zyz) € U(R), Vx,z € R.

Prova.(ii) = (i) Note que a condigao (ii) acarreta que (1 — yz) tem inverso a
direita para todo z € R. Assim, temos y € J(R).

(1) = (i7) Tomemos y € J(R) e sejam z,z € R. Como z € R ey € J(R), entao
zy € J(R) e, assim, pela Proposi¢ao anterior, 1 — zyz possui inverso a direita, digamos
u. Logo (1 —zyz)u =1, isto é, u — zyzu = 1. Logo, u = 1 + (zyz)u, novamente pela
Proposigao anterior, u possui inverso a direita e, com isso, u ¢ inversivel (pois possui
inverso a esquerda e a direita). Portanto, 1 — zyz € U(R) como queriamos. H

Proposigao 1.6.9. Sejam R um anel e v C J(R) um ideal de R. Entdo, J(R/u) =
J(R)/u.

Prova. A demonstragao pode ser encontrada em [21]|. H
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1.7 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Teorema 1.7.1 (de Amitsur-Levitzki). A dlgebra M, (K) das matrizes n X n com

entradas em um corpo K satisfaz a identidade Standard de grau 2n
5271,('7;17 e ,.Z’Qn) =0.

A prova original do teorema de Amistsur-Levitzki é por indugao e usa proprie-
dades combinatoérias nas unidades matriciais. Existem varias outras provas diferentes
subsequentes. Apresentaremos a demostracao feita por Rosset. Antes disto, seguiremos
com alguns resultados que irao dar sustentagao a demostracao utilizada.

Proposigao 1.7.2. A dlgebra M, (K) ndo possui identidade polinomial de grau menor

do que 2n

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que M, (K) possui uma identidade nao nula de
graum < 2n. Linearizando este polinomio concluimos que existe identidade multilinear
para M, (K)

g(xla T, - 7'rm) = Z CeTo(1)To(2) """ Lo(m) = 07

G’GSm

onde a, € K. Como g é um polinémio nao nulo, temos que a, # 0 para algum o € S,,.

Agora, considere o polindémio

h(ﬂfl, T axm) = g(xafl(l)a T 7x0*1(m))'

Temos que h é uma identidade para M, (K) e o coeficiente de zix9--- 2, em h é
a, # 0. Considere em h a substituigao xox_1 = €, Tor = €x 41, para cada inteiro
kcom 1l < k < ’”TH, e se m for par, z,, = ¢4 onde ¢ = . O resultado desta
substitui¢ao em 5 (1)Ty(2) - * - To(m) € igual a zero para cada o diferente da identidade.
Portanto, o resultado da substituicao em h é a matriz a,e;, # 0, um absurdo, visto
que h ¢é identidade polinomial para M, (K). B

Proposicao 1.7.3. Se Sy, € uma identidade para M,(Q), entdo Ss, € também uma
identidade para M, (K).

Prova. Desde que M,(Z) C M,(Q), segue que se Sy, é uma identidade para
M, (Q), entdao Ss, também é uma identidade para M, (Z). Considere agora o corpo
Z, (p primo) e o homomorfismo canénico ¢, : M, (Z) — M, (Z,). Temos que ¢, &

sobrejetiva, resultando que Sy, é também uma identidade para M, (Z,). Como Sy, é
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um polinémio multilinear, entao é suficiente provar que Sy, se anula nos elementos de
uma base de M, (K), digamos a base formada pelas matrizes elementares e;;. Sendo P o
corpo primo de K, temos que 1x e Ox pertencem a P e assim as matrizes elementares
e;j € M,(P). Por outro lado, temos que P ~ Q, se charK = 0 e que P ~ Z,, se
char K = p. Ademais, como Sy, ¢ uma identidade para M, (Q) e para M, (Z,), segue
que S, é também uma identidade para M, (P). Portanto é também identidade para
M, (K) 1

Um dos temas importantes na discussao das identidades polinomiais da algebra
M, é a utilizacdo do polindmio caracteristico p(z) = det(xl,x, — a) de uma matriz
a € M,, a medida que o Teorema de Cayley-Hamilton assegura que p(a) = 0. Nesse
sentido, usaremos a seguir o polindémio caracteristico de uma matriz para demonstrar
alguns resultados posteriores.

Definicao 1.7.4. Definimos o polindomio elementar simétrico de grau m nas varidveis
comutativas ti,ty, -+ ,t, como sendo

em:em(tl,--- ,tn): E t“tlm
1<ii < <im<n

Definicao 1.7.5. Definimos, para cada natural k, o polindmio

A relacao entre os polindmios elementos simétricos e os polinémios py, sao cha-

madas de férmula de Newton e sao dada por

m

mey, = Z(_l)k_lpkem—lm
k=1

param=1,2,--- ,n.

Lema 1.7.6. Sejam A uma dlgebra comutativa sobre Q e a € M,(A). Se p(x) =

> o @™ € o0 polinémio caracteristico de a, entao

G = D aptr(a™) - tr(a™),
A

onde a soma € feita sobre todas as particoes X de n, m > 0 e gy € Q nao depende da

malriz a.

Prova. Pode ser encontrada em [19]. H
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Lema 1.7.7. Seja A uma dlgebra comutativa sobre Q. Se a € M, (A) é tal que tr(a) =
tr(a®) =---=tr(a") =0, entao a” = 0.

Prova. Sendo p(xz) = 2" + > _, a,, 0o polinémio caracteristico da matriz a,
temos p(a) = > _ma™ ™. Desde que os m séo dados como no Lema 1.7.6 e por
hipotese tr(a) = tr(a®) = --- = tr(a") = 0, segue que os coeficientes «,, = 0 para
m=1,---,n. Logo, p(a) = a”, resultando que a™ = 0. W
Lema 1.7.8. Sejam E a dlgebra de Grassmann sobre Q e E; o subespaco de E gerado
pelo conjunto {e; ey, ---e;, | k impar}. Entao tr(ab) = —tr(ba) para quaisquer a,b €
M, (Ey).

Prova. Pode ser encontrada em [19]. W

Prova. |[Teorema de Amitsur- Levitzk] Pela Proposicao 1.7.3, podemos
assumir K = Q. Considere a algebra de Grasmann E = Ej, & F; sobre Q. Considere

a = ae; + -+ agea, € M, (Ey), onde ay, -+ ,as, € M,(Q). Desde que

€o(1) " €a(an) = (—1)7€1 - ean,
para toda o € Sy, temos
a2n = Z As(1)€o(1) " * * Ao(2n)€o(2n) = SQn(ala T 7a2n>€1 T €op. (11())
o€San
Se a,a* ' € M, (E,) para todo i = 1,--- ,n, entdo, pelo Lema 1.7.8, temos
tr(a*) = tr(aa® ') = —tr(a® 'a) = —tr(a*),

resultando que tr(a*) = 0. Sendo Ejy uma subélgebra comutativa de E e observando
que a®> € M, (Ep), temos a** = 0, pelo Lema 1.7.6. Substituindo a*" = 0 em (1.10),
obtemos Sy, (ay, - ,as,)er - ez, = 0. Como e;---es, é ndo nulo, concluimos que

Son(ay, -+ ,a,) =0. N

1.8 O Teorema de Lewin

Sejam A e B K-algebras com T-ideais T'(A) e T'(B), respectivamente. O produto
dos T-ideais T'(A)T(B) ¢ ainda um 7T-ideal. Lewin, em [19], apresentou a construgao
de uma K-algebra C' contendo A e B tal que T'(C) = T(A)T(B). Com isso, podemos

enunciar o seguinte teorema.
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Teorema 1.8.1. Seja R um (K (X), K (X))-bimddulo livre com os geradores livres
1,79, ..., e sejam U eV ideais de K (X). Sejam
K (X K{X
HU:K<X)—>% e HV:K(X>—>#,
0s correspondentes epimorfismos canonicos. Considere ainda, a derivagdo § : K (X) —
R definida por §(z;) = r; parai > 1 e seja

definida por

Entao, a aplicacao linear

definida por
= ¥(f)

I
N
=
o =
=
H o
= =
)
N——

¢ um homomorfismo de dlgebras e Ker(V) =UV.

Prova. A prova deste teorema pode ser encontrada em [21]. Il
O Teorema de Lewin acima foi utilizado por Giambruno e Zaicev em [18] para
descrever as identidades polinomiais da algebra UT (ay, . . . , ;) de matrizes triangulares

superiores em blocos em termos das identidades dos blocos M,,,, ..., M,,.

Teorema 1.8.2. Se UT(av, ..., ) € uma dlgebra de matrizes triangulares superiores
em blocos sobre um corpo infinito K entao

T(UT(en,. .. a,)) = T(My,) - T(M, ).

Prova. Veja [19, Teorema 1.9.1]. B



Capitulo 2

Graduacoes Elementares em Algebras
de Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

O presente capitulo foi reservado para a apresentacgao do artigo [8]. Durante todo
o capitulo, a menos que se diga o contrario, iremos considerar G um grupo qualquer e
K um corpo.

Estudaremos graduacoes por grupos na algebra de matrizes triangulares superio-
res em blocos UT (ay, e, . . ., o), sobre K| tais que todas as matrizes elementares serao
elementos homogéneos. Iremos descrever essas graduagoes, a menos de isomorfismos
graduados, como algebras de endomorfismos de cadeias de subespagos graduados de
um espaco vetorial graduado e, classificaremo-nas como 6rbitas de uma certa bi-acao
de um subgrupo de Young e do grupo G no conjunto G"™. Em particular, os resulta-
dos mostrados valem para &lgebras de matrizes triangulares superiores e algebras de

matrizes.

2.1 Teoremas Iniciais

Nessa segao iremos expor os dois principais resultados do capitulo, cujas demons-
tragoes estao nas paginas 38, 39 e 40. Antes disso, vamos definir alguns conceitos que se

fazem necessarios para o andamento do capitulo. Por simplicidade de notacao, iremos
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adotar A = UT (v, g, . .., ). Iniciaremos esta se¢ao expondo a defini¢do de cadeias
(de subespagos graduados) em um espago (graduado) V.

Definicao 2.1.1. Seja V' um espago vetorial graduado de dimensao n e seja o =
(o, 9, ..., ) uma r — upla de inteiros positivos, onde r € um inteiro positivo com
a1tas+---+a, = n. Definimos uma a-cadeia graduada F como sendo uma sequéncia

VicVoC - C V.=V, ondeV; é€ un subespaco homogéneo de V de dimensao
a1+ ag+ -4 a; para cada 1 < i <.

A seguir apresentamos a definicao de morfismo entre a-cadeias graduadas.

Defini¢ao 2.1.2. Seja o = (aq,qa,...,q,) uma r-upla de inteiros positivos e sejam
F . VicVc---cV,=VeF W CcWyC---CW, =W duas a-cadeias
graduadas. Um morfismo

. F -7

de a-cadeias é uma transformagao linear entre espagos vetoriais graduados
f:V-Ww
tal que f(V;) CW; para todo 1 <i <r.

Observagao 2.1.3. As graduagoes elementares em dlgebras de matrizes triangulares

superiores em blocos também sao chamadas de boas graduagoes.

Seja End(.%) o espago de todos os endomorfismos de .#, munido da composigao
de fungoes, End(.#) é uma algebra isomorfica a algebra A. A G-graduagao em End(.%)
esta descrita na Proposicao 2.2.6. Mostraremos que uma G-graduagao em A é elementar
se, e somente se, é isomorfica a uma algebra graduada da forma End(.%#) para uma
a-cadeia G-graduada 7.

Definicao 2.1.4. Sejam V = @4V, um espago vetorial G-graduado e o € G. Defi-

nIMmos

(i) o-suspensdo a direita de V' como sendo o espago vetorial G-graduado V (o), onde

a G-graduagao € dada por V (o), = Ve para todo g € G.

(11) a o-suspensdo a esquerda de V', denotada por (0)V, onde a G-graduacao é dada
por (0)Vy = Vg para todo g € G.

Observacgao 2.1.5. Note que (o)(V (7)) = ((o)V)(1) e (1)((0)V) = (67)V para quais-
quer o,7 € G.
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Apesar da suspensao V(o) fornecer uma nova G-graduagao, os conjuntos V;(o) e
V; permanecem com os mesmos elementos. A graduacao em V induz nos subespagos
homogeéneos V; uma graduagao, a saber V; = @,eq(V, NV;) para cada i € G. Note que
Vi é um subespaco homogéneo de V(o) e a graduagao induzida V; = @,eq(V (o), NV;)
é Vi(o). Iremos denotar por % (o) a cadeia G-graduada V(o) C V(o) C -+ C V,.(0),
onde #:ViclV,cCc---CV,=V.

Nosso objetivo agora seré classificar boas graduagoes também chamadas de gra-
duacoes elementares para a algebra A. Para tanto:
Teorema 2.1.6. Sejam F e 7' duas a-cadeias G-graduadas. FEntao, End(F) ~

End(F'") como dlgebras G-graduadas se, e somente se, existe 0 € G tal que F' ~ F (o)

como «- cadeias graduadas.

Como consequéncia, obtemos a classificagao de GG-graduagoes elementares em A.

Teorema 2.1.7. Sejam o = («q,...,q,) uma r-upla de inteiros positivos e A =
UT(ay,...,q,) a dlgebra de matrizes triangulares superiores em blocos correspondente.
Existe uma bijegao entre os tipos de isomorfismo de G-graduacoes elementares em A e
as orbitas da bi-agao do subgrupo de Young Sy, X -+ XS, de Sy, onden = ay+- - -+,

a esquerda e o grupo G a direita no conjunto G™.
A demonstragao do Teorema 2.1.6 sera apresentada na Se¢ao 2.4 e a demonstragao

do Teorema 2.1.7 na Segao 2.5.

2.2 Graduacao Elementar como Algebra Endomorfis-

mos de Cadeias Graduadas

Nesta segao o denota uma r-upla (ay, . .., «,.) de inteiros positivos e V' um espago

vetorial de dimensao n = a; + - - - + «,.. Seja
FVclVCc---CV, =V
uma a-cadeia. Denotemos Iy = {1,...,a5} epara2 < j <r
L={on+ - +a;1+1,...,00+- -+ a5}

Note que podemos escolher uma base B = {vy,...,v,} de V de modo que o subconjunto

{v1,.. ., Vay4ta,;} de B & uma base de V;. Para cada i € I, e j € I, com p < g,
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consideramos E;; € End(.#) definido por E;;(v;) = d;v; para todo 1 < t < n. E
simples verificar que E;; ¢ um endomorfismo de .# e também é claro que o subconjunto
{Eiliel,,jel, 1 <p<q<r}deEnd(Z) é linearmente independente.

Proposicao 2.2.1. O conjunto {E;j|i € I,,5 € 1,,1 < p < q < r} € uma base para
End(F).

Prova. Resta apenas mostrar que este conjunto gera End(.%#). Seja f € End(%),
podemos escrever f = ZZ]‘:1 a;jEy;. Sejam k, [ tais que ayy # 0 e sejam p, g tais que
ke I, el € I, afirmamos que p < ¢g. De fato, neste caso, v; € V, e, portanto,
f(v) € V. Temos

f(u) = Z Qi1 Vs,
i
e portanto oy = 0 se v; & {v1,...,Va 4 ta,t- COmo oy # 0 segue que vy, pertence a
{v1, ... Vay4eta, b+ Assim, concluimos que k € I; U --- U I, de onde segue que p < q.
Desta afirmacao segue que {E;jli € I,,j € I,,1 <p < q <r} gera End(.7). B

Lembramos que o conjunto {e;;|i € I,,j € I,,1 < p < g < r} de matrizes
elementares é uma base de A. A seguir utilizamos a proposicao acima para exibir um
isomorfismo entre End(.%) e A.

Proposigao 2.2.2. A aplicagio End(.#) — A dada por E;; — e;j, onde i € I,,j €

I1,,1 <p<q<r éum isomorfismo de dlgebras.

Prova. Esta aplicacao é um isomorfismo de espagos vetoriais pois leva uma base

de End(.#) em uma base de A. Além disso, ¢ claro que

Ez’jElt(Uh) = Eij(dth(’vl)) = 5th6jl(vi) = leit(Uh)-
Logo E;;Ey = 6;E; para quaisquer 4, 7,1,t e como e;je;; = dj€;; concluimos que esta
aplicacao é um isomorfismo de algebras. B

Definicao 2.2.3. Sejam G um grupo e V = @gecVy, um espago vetorial G- graduado.
Diremos que a a-cadeia F : Vi C --- C V, =V € G-graduada se cada V; € um

subespago homogéneo de V.

Nosso objetivo agora € introduzir uma G-graduacao na algebra de endomorfismos

de uma a-cadeia graduada .Z.
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Notacgao 2.2.4. Seja . uma «-cadeia graduada por um grupo G. Para cada o € G,

consideramos o espaco

End(F)o ={f € End(F)|f(V,) C V,y para todo g € G}.

A seguir mostramos que esta familia de subespagos é uma G-graduagao em
End(.%).

Proposigao 2.2.5. Seja # : Vi C Vo C --- C V., =V uma a-cadeia graduada por um
grupo G. Entdao End(F) = @eecEnd(F), e essa decomposicio é uma G-graduagdo
em End(F).

Prova. Seja {v1,...,v,} uma base de V' consistindo apenas de elementos homo-
géneos, digamos v; tem grau g; para cada 1 <1 < n. Denotaremos por Vp a soma das
componentes homogéneas indexadas por elementos de F', isto ¢, Vp = ©4erV,. Seja
f € End(.%), entao f(v;) € Vp, para algum subconjunto finito F; C G. De fato, po-
demos escrever f(v;) =3 . f(vi), como soma de elementos homogeneos f(v;), € V,
e basta tomar F; como o conjunto dos elementos h de G tais que f(v;), # 0. Em
particular, temos que f(vi) = >, cp f(vi)n

Seja F' = UlgignFigi’l, como Fj é finito, e portanto Fig;1 também é finito, con-
cluimos que F' é um subconjunto finito de G, uma vez que é a uniao finita de subcon-
juntos finitos. Para um o € F, definimos f, € End(V) como sendo a transformagao
linear tal que f,(vy) = f(vy)0y para todo v, € V. Como f(V;) C V; e V; é um subes-
pago homogéneo de V', temos que f,(V;) C V; para todo i, e portanto f, € End(.%).
Entao claramente f, € End(.%#),. Note que podemos decompor f(v;) como soma de
componentes f(v;), para cada h € F;, e assim temos que

D Fow) =D F@)og = D FW)ag =D Flwin = f(vi).

oEF oEF oEFg! heF;
De fato, a primeira igualdade segue da definicao de f,, a segunda igualdade é con-
sequéncia do fato que a componente og; é zero quando o ¢ Fig, ! a terceira igualdade
ocorre uma vez que se o € Fyg; ', entdo existe um tnico h € F; tal que o = hg; ' e
assim, o € Fg; Uimplica que h = og;, finalmente a tltima igualdade é consequéncia
da definicao de F;. Portanto, f = > _p f,, e isso mostra que f € ) _.End(.%),.
Agora, suponhamos que ) __ f, = 0. Desta forma temos que

0= ZfU(Ui)a

ol
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como f,(v;) € Vg, o0s termos do somatoério pertencem a componentes homogéneas
distintas e portanto segue que f,(v;) =0 parai=1,...,ne o € F. Como o conjunto
{v1,v9,...v,} € uma base (homogénea) para V' concluimos que f, = 0 para qualquer
o em F'. Logo,

End(.%) = @recEnd(%),.

Finalmente, se f € End(.%), e g € End(.%),, entao se v € V}, temos g(v) € V;;, temos
que f(g(v)) C V., e portanto, fg € End(%#),.. R

De agora em diante sempre que .# for uma a-cadeia graduada por um grupo G
iremos considerar em End(.%#) a G-graduagao da proposi¢ao acima.
Proposicao 2.2.6. Se . ¢ uma a-cadeia G-graduada, entdao a dlgebra G-graduada
End(.Z) € isomorfa a A com uma graduacao elementar. Reciprocamente, se A tem

uma G-graduacao elementar, entdo existe uma a-cadeia G-graduada F tal que A €

isomorfa, como dlgebra graduada, a End(F).

Prova. Seja {vy,...,v,} uma base de V' consistindo de elementos homogéneos e
seja g; o grau de v;, para ¢ = 1,...,n. Entao, para todo: € I, e j € I, comp < g, o
elemento £;; é¢ homogéneo de grau g; gj_1 em End(.%#). Se A tem a graduagao elementar
induzida por (g1,...,9,) entdo a matriz elementar e;; ¢ homogénea de grau gz-gj’1 eo
isomorfismo da Proposicao 2.2.2 é um isomorfismo de algebras graduadas.

Para a reciproca considerarmos uma G-graduacao elementar em A induzida por
uma n-upla (g1, ...,9,). Lembramos que a = (ay,..., ) en =03+ -+ a,. Seja V’
um espago vetorial de dimensao n, consideramos em V' a G-graduacao tal que v; ¢ homo-
géneo de grau g; e definimos V; como sendo o subespago gerado por {vy,. .., Vot ta; |-
Entao cada V; é subespago homogéneo de Ve % : V; C--- CV, =V é uma a-cadeia
graduada. Note que neste caso E;; € End(.#) é homogénea de grau gigj’l. Como A
tem a graduacio elementar induzida por (g, ..., g,) a matriz elementar e;; tem grau
gi gj_l. Segue dai que o isomorfismo da Proposicao 2.2.2 é um isomorfismo de algebras
graduadas. H

Como consequéncia imediata da proposi¢ao acima obtemos o seguinte:
Corolario 2.2.7. Os tipos de isomorfismo de G-graduagoes elementares em A sao

exatamente os tipos de isomorfismo de dlgebras G-graduadas da forma End(F), no

qual F € uma a-cadeia G-graduada.
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Proposigao 2.2.8. A aplicagdo que associa a uma graduagao elementar em A a (n—1)-
upla
(deg ez, deg es, ..., deg e, 1,) € G™ 1,

¢ uma bijecio do conjunto de todas as G-graduagoes elementares em A em G™1.

Prova. Seja (hy, ha, ..., h,_1) € G" 1, ¢ claro que se A tem a graduacao elemen-

tar induzida pela n-upla (hy,..., h,_1,e) entao
deg ejo = hi,deg €93 = ho,...,deg ep_1, = hy

e portanto esta aplicacao é sobrejetiva. Agora, considere A com uma graduacao ele-
mentar e seja e;; uma matriz elementar na base canoénica de A. Se ¢ < j entao

€ij = €41 €j_1; €, portanto,
deg €ij = deg (7R B deg €5—1j-
Se i > j, entdo, como e;e;; = e, concluimos que deg e;; = deg e e
]a ) 1731 T Sy q g 1) g 71
-1
deg e;; = (deg ejj1 - deg ei—1i) -

Dai segue a injetividade da aplicagao. H
O objetivo do restante do capitulo é distinguir os tipos de isomorfismo entre essas

|G"!| graduagoes elementares em A.

2.3 Isomorfismos entre as Algebras de Endomorfis-

mos Graduadas

Ao longo dessa secdo, consideramos a = (aq,...,q,) com a3 + -+, = n, e
F - VicVyac---CcV,=VexF W, CcWy,C---CW, =W duas a-cadeias
G-graduadas.

Lema 2.3.1. Se End% e End%' sao isomorfas como dlgebras G-graduadas, entao

W ~ V(o) como espagos vetoriais G-graduados, para algum o € G.

Prova. Seja ¢ : End(.%#) — End(.%#') um isomorfismo de algebras G-graduadas.
Consideramos a base {E;; | i € I,,,j € I,,1 <p < q <r} de End(.#) descrita no inicio
da Secdo 2.2. Desde que {E}; | i € I,,,j € I;,1 < p < ¢ < r} éuma base para End(.%"),

consideremos Ej; = ¢(Ey;) para cada par (i,7) tal que i € I, j € [,,1 <p<q <.



42

As aplicagoes £}, com 1 < ¢ < n sao homogéneas de grau e, assim sao morfismos
de espagos vetoriais graduados. Assim, temos que @); = Im(EY,;) é um subespago vetorial
graduado de W. Observe que E;E; = Ey;, E;;E;; =0, sempre que ¢ # j e Y Ej; = 1d,
ou seja, (Ej)i<i<n ¢ um sistema completo de idempotentes ortogonais em End(.%),

entao também ¢ (E,)1<;<, em End(#’). Assim dado w € Im(E},) temos
w=Id(w) = E};(w) + Eyy(w) + ...+ E) (w).

Além disso, suponha que wy + wy + ...+ w, = 0 com w; € Q;, i = 1,...,n. Como
as aplicagoes £/, formam um sistema completo de idempotentes ortogonais concluimos
que Ej,w; = 6;;w;. Portanto, 0 = El;(wy)+...+E};(w,) = w; parai =1,...,n. Assim,
W = &1<i<n@;. Como W tem dimensao n e cada @); é ndo nulo (visto que E!, # 0),
concluimos que dim(Q);) = 1 para todo 1.

Afirmamos que

W=0Q1® (q195)Q1 8- ® (919, )Q1. (2.1)

Seja 1 < j < n. Sex € Qj, entao Ey,(x) = E}(F};(r)) € Q1, segue que Ej;
induz um morfismo de grau g, gj_1 de Q; para ;. Como E};Ej; = 0sei # j concluimos
que E{j(Qi) = 0 neste caso, mas Ej; # 0 e como W = ®1<i<,Q; concluimos que
E1;(Q;) # 0. Como Q; e Q; tem dimensao 1 segue que Ej; é um isomorfismo de
espagos vetoriais. Portanto Ej; ¢ um isomorfismo de espagos vetoriais graduados de
(Q); em (glgj’l)Ql. A igualdade (2.1) agora segue de W = @1<;<,Q;.

Agora, se trabalharmos de forma semelhante com o sistema completo de idem-
potentes homogéneos ortogonais (E;;)1<i;<n, de End(.%), e denotarmos R; = Im(E;;) =

Kwv;, teremos que

V=R ®(ngu )R ® & (ng" R

Como R, e () sao espagos vetoriais graduados de dimensao 1, existe o € G tal que
Ql ~ Rl (U)

Entao teremos que W ~ V(o). B
O espago vetorial W possui uma estrutura de End(.#’)-médulo com agao f-w =
f(w) para todo f € End(.%#’) e w € W. Na verdade é simples verificar, diretamente da

defini¢ao abaixo, que W é até mesmo um End(.#’)-mo6dulo graduado.
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Definicao 2.3.2. Seja A = $yeqA, uma dlgebra graduada por um grupo G. Um
A-mdodulo graduado € um A-modulo M juntamente com uma familia de subespagos
{M, | 7 € G} de modo que M = @M, e AjM. C M, para quaisquer g, 7 € G.

Semelhantemente, V' é um End(.%)-mo6dulo graduado, assim como toda suspensao
V(o) a direita.
Proposicao 2.3.3. Se ¢ : End(¥#) — End(%') é um isomorfismo de dlgebras G-
graduadas, entdo existe o € G tal que o End(.F)-mddulo graduado V(o) € ¢p-isomdrfico

ao End(F")-mddulo graduado W, i.e., existe um isomorfismo de espagos vetoriais gra-
duados vy : V(o) = W tal que y(fv) = ¢(f)y(v) para todo f € End(.F) e todo v € V.

Prova. Mantemos a notagao utilizada na demonstracao do Lema 2.3.1. Fixe
algum isomorfismo v, : Ry(0) — Q. Para quaisquer 4, j tais que ¢ € I,, j € I, com
1 <p < g <r, denotamos por E~ij : R; — R; a restricao de Ej; a ;. No6s podemos
ainda considerar E‘ij como um isomorfismo (de espagos vetoriais graduados) entre R;(o)

e R;(0).

Notamos que Elj = EleZJ 1mphca Elj = EMEU, e dai

EilElj - Elj (22)

Como FEy;, E}; e 1 sdo isomorfismos, entao deve existir um isomorfismo de espagos

vetoriais graduados ; : R;(0) — @Q; tal que o seguinte diagrama é comutativo:

By
Ri(0) — Ry (0) (2.3)
'Yzl l')’l
Qs T (1
Entao, temos
i = By By (2.4)

Assim, dados i, j tais que i € I,, j € I, com 1 < p < ¢ <r, temos que

’}/ZEZ] = 'YiEl_ilElj de (22)
= E;il’)/lEN'U de (24)
= Eu—lEiﬂj de (2.4) para j

- Ngj% de (2.2) para E~’l']
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Ou seja,
%Eij = Eéﬂj- (2.5)
Seja v : V(o) — W a soma direta dos isomorfismos (7;)i<i<,. Entdo v é
um isomorfismo de espacos vetoriais graduados. Mostraremos que também é um ¢-
isomorfismo. Basta provarmos que v(E;;(v)) = Ej;(v(v)) para quaisquer 4,5 e v € V.
Se v € Ry(0), com t # j, entdo y(v) € Q; e Ej;(y(v)) = 0 = y(Ej;(v)), visto
que E;;(v) = 0. Se v € R;(0), entdo E;;(v) € R;(0), donde v(E;;(v)) = vi(Ei;(v)), e
B (v(v)) = Ej;(7;(v)), e a igualdade almejada segue de (2.5). B

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1.6

Primeiramente mostraremos como os subespacos da cadeia .# podem ser recupe-

rados a partir do End(.#)-moédulo a esquerda de V.

Proposigao 2.4.1. Seja F : Vi C Vo C --- C V., =V uma a-cadeia. Entao todos os
submddulos do End(.F)-mddulo V' sao 0,V ..., V.

Prova. E claro que V; ¢ um End(.%)-submédulo de V para todo i. Seja X um
End(.#)-submoédulo nao nulo. Considere v =), a;v; € X — {0} tal que existe ¢y com
a;, # 0, 19 € I, e p o maior possivel (quando tomamos v em X).

Entao, claramente X C V). Por outro lado, se j € I, com ¢ < p, entao o;,v; =
Eji,v € X, donde v; € X, ou seja, V,, € X e assim, X = V},. Portanto, os submoédulos
nao nulos de End(.%#)-modulo sao os V,, com p = 1,2,...,7. E por 0 ser um submodulo
de End(.%#)-modulo, o resultado segue. l

Estamos aptos a demonstrar o primeiro resultado principal do capitulo.

Demonstracao do Teorema 2.1.6. Se .#' ~ % (o), entao claramente temos
End(.#’) ~ End(.%) como algebras graduadas, visto que End(.%# (o)) = End(.%).

Assuma que ¢ : End(.#) — End(#') é um isomorfismo de algebras graduadas.
Entéao, pela Proposicao 2.3.3, existe 0 € G ¢ um ¢-isomorfismo v : V(o) — W entre o
End(#)-modulo graduado V(o) e o End(-#’)-modulo graduacao de W.

Note que W + ~(WW) ¢ uma bije¢ao do conjunto de submoédulos do End(.%)-
modulo V' no conjunto de submoédulos do End(.#’)-médulo W, e esta bijegao preserva
inclus@o. Logo, da Proposigao 2.4.1,v(V;) = W, para todo 1 < ¢ < r. Consequente-

mente, 7 ¢ um isomorfismo entre as cadeias graduadas .# (o) e #'. R
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2.5 Demonstracao do Teorema 2.1.7

Demonstracao do Teorema 2.1.7. Um espago vetorial G-graduado de di-
mensao n é determinado (a menos de isomorfismo) por uma n-upla consistindo dos
graus dos elementos de uma base homogénea. Na verdade, dois tais espagos vetori-
ais graduados de dimensao n sao isomorficos se, e somente se, as n-uplas associadas
sao obtidas umas das outras por uma permutacao. Entao, uma a-cadeia G-graduada
F Vi cVyC--- CV, =1V é determinada a menos de isomorfismo por uma
n-upla (g1, ...,g,) € G" tal que V; possui uma base consistindo de elementos homogé-
neos, cada um dos quais de grau na lista gy, ..., ga,, respectivamente e possivelmente
com repetigoes, V5 possui uma base consistindo de elementos homogéneos de grau
15+ Jag+ags € assim por diante.

Se ' : W, Cc Wy C ... C W, =W é outra a-cadeia G-graduada com a n-
upla (hy,...,h,) € G™ associada como anteriormente, entdo .#' ~ .% (o) para algum
o € G se, e somente se, (hy,...,h,,) é obtido de ¢i0,..., g, 0 por uma permutagao,
(h1,...,hayta,) € Obtido de g10,. .., ga,+a,0 POr uma permutagio, e assim por diante
até que (hi,...,h,) seja obtida de (¢i0,...,¢g,0) por um permutacdo. Mas isso é
claramente equivalente ao fato que (hy,..., h,,) € obtida de (g10,...,ga,0) por uma
permutacao, (ha, 41 - - - Pay+ay) € Obtida de (ga, 410, - - -, Gay +a,0) POr UMa permutagao,
e assim por diante até que (hay+-ta, 1415 - - -, Pn) € Obtida de (o, +-tay 1410, - - -y Gn0)
por uma permutagao. O que é equivalente ao fato que (g1,...,9,) € (h1,...,h,) estao
na mesma Orbita da bi-agao de S,, X --- X S,, & esquerda e G & direita em G". B

A seguir consideramos o caso particular em que A ¢ a algebra UT,,(K) das ma-
trizes triangulares superiores em blocos. Esse fato foi provado para G finito em [10],
através do estudo de identidades polinomiais graduados de UT,,(K).

Corolario 2.5.1. Os tipos de isomorfismos das graduagoes elementares em UT, (K)

estao em bijecao com as (n — 1)-uplas de elementos de G.

Prova. Consideremos a bije¢ao dada na Proposicao 2.2.8, entao a aplicagao que
associa a (gi, ..., gn_1) a graduacao elementar em U7, (K) induzida por (g1, ..., gn_1,€)
¢ uma bijecao entre G"! e as graduagoes elementares em A = UT,(K). Como esta é

a algebra de matrizes triangulares superiores em blocos associadas a n-upla (1,...,1),
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o subgrupo de Young de S, consiste apenas da permutacao identidade, portanto os

elementos (g1,...,9n) € (h1,...,h,) de G" estdo na mesma orbita com respeito a bi-
acao se, e somente se, existe o € G tal que hy = g0, ..., h, = g,0. Assim, o sistema de
representantes das orbitas é (g1, ..., gn_1,€). Segue do Teorema 2.1.7 que as graduagoes

elementares associadas a (n — 1)-uplas distintas ndo sao isomorfas. l



Capitulo 3

Identidades Polinomiais Graduadas
para Algebras de Matrizes

Triangulares Superiores em Blocos

Este capitulo esta reservado para o estudo das identidades polinomiais graduadas
na algebra UT'(av,...,a,). Ao longo deste capitulo, estaremos supondo que o grupo
G é um grupo abeliano qualquer, cujo elemento neutro denotaremos 1, e que K um

corpo de caracteristica zero. O artigo base utilizado foi o [10].

3.1 Graduacoes Elementares e Identidades Gradua-

das em Algebras de Matrizes

Para a fluidez dessa secao, apresentaremos algumas defini¢bes e resultados de
extrema importancia que serao usados nas demostracoes da secao seguinte.

Sejam A = M,, uma algebra e G’ um grupo. A aplicagao | |, : {1,2,...,n} = G
induz uma graduacdo em M, tal que o grau de e;; ¢ |i|;" - [4], -

A graduacao na definicdo acima é uma graduacao elementar pois as matrizes
elementares sao homogéneas (veja a Proposi¢ao 1.3.9), é simples verificar que esta é a
graduacao elementar induzida pela n-upla (]1];1 e \nul) Reciprocamente suponha
que A tem a G-graduagao elementar induzida por (gi, . .., g,), entdo esta é a graduagao

induzida por | |, se definimos |i| , = g; !
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As graduagoes elementares sobre algebras matriciais tém sido objeto de estudo
devido & sua importancia para a constru¢ao de uma graduacao arbitraria. Além disso,
elas sao fundamentais na classificacao de algebras graduadas simples de dimensao finita
quando K é algebricamente fechado. O leitor pode tomar conhecimento disso em [4].
Definigao 3.1.1. Seja A = M,, a dlgebra de matriz. Consideremos a G-graduagdo

em M, induzida por ||, , denotada por A = (M,, ||,). Definimos a aplicagio
wa : G — N dada por wa(g) ={i |1 <i<n, |i|, =g}

Definigao 3.1.2. Dado g € G, denotamos o conjunto dos wa(g) # 0 por I(A). Em

outras palavras

I(A) = {lily | 1<i<n}.

Note que da forma definida acima, I(A) é um conjunto finito de G. Para cada
g € I(A) podemos definir o conjunto A%’G) = span (ep | ply=lel4s=9)-
Lema 3.1.3. Sejam A := (M,, | |,) e B := (M,, | |g) dlgebras de matrizes com

graduagoes elementares. Se existe h € G tal que wg (x) = wy (hx) para todo x € G,

entao A e B sao dlgebras graduadas isomdrficas.

Prova. As algebras A e B sao algebras graduadas de matrizes de mesmo ta-
manho, a saber de tamanho n, e h é um elemento de G tal que wg (x) = wa (hx)
para todo x € G . Sejam (g1,92,...,9n) € (h1,...,h,) duas n-uplas que induzem
as graduacOes elementares em A e B respectivamente. Note que wg(z) é o nu-
mero de indices j tais que g; = 7' e wy (hz) é o numero de indices i tais que
gi = (hz)™. Como wg () = wa (hxr) para todo z € G, concluimos que (hy, ..., h,) =
(go(l)h_l, go(Q)h_l, e ,gg(n)h_l), para alguma permutagao o em S,,. O resultado agora
segue diretamente do Teorema 2.1.7. H
Observacao 3.1.4. Quando estamos trabalhando com polindomios multilineares € sufi-
ciente considerarmos as avaliagoes nas matrizes elementares, uma vez que o conjunto

destas matrizes € uma base de elementos homogéneos no que diz respeito a graduagao

da dlgebra dada.

Sejam A := (M, | |,) er:=|I(A)|. Dada uma r-upla (g1, g2, - . ., g,), constituida
por todos os elementos do conjunto I(A), definimos para cada 1 < i < r e para cada
1<t<r—-1

m; 1= Wy (gz) e hy == gt_lgt+1‘
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Considerando o elemento de K (X¢)

1 1 2 2
¢A = St2m1_1(y§ )’ L. 7y§'rr)Ll—1>Ulst2m2—l(y§ )’ .. 7y§’r712—1)/u2 [P

(r) (r)
- 'UTflstQmT—l(yl ) 7y2mT—1)7
1 1 ~ . . N
onde {yg ), e ,ygnlrl} ey {yY), e ,yg;)“fl} sao conjuntos dois a dois disjuntos com
as variaveis homogéneas de grau 1g, enquanto vq,...,v,_; sao varidveis homogéneas

de grau hy, paracada k=1,...,r — 1.
Lema 3.1.5. (i) ¢4 nao é uma identidade polinomial graduada para A;

(ii) Se B := (M, | |5) epa ¢ T (B), entdo existe h € G tais que wp (x) = wy (hx)

para todo x € G. Em particular, A e B sdo dlgebras graduadas isomorficas.
Prova.

(i) Ser =1, entao Ay, = M, e ¢4 € K (X¢) coincide com o polindmio Standard em
2n — 1 variaveis (de grau 1g). Logo, a Proposigao 1.7.2 resolve o caso. Suponha

r>1.

Afirmagao: Para cada 1 < 4,5 < s tal que |i|, = ¢1 e |j|, = ¢» , existe uma

substituicao adequada por matrizes elementares tal que

p: K{Xg) — A
A > p(Pa) = €ij .

De fato, considere i, j satisfazendo a afirmacao acima. Agora, observe que

Ay=AY0 AP ¢ . @AY 2 M, &...0& My,

Dai segue que, para qualquer 1 < t < r, tal que ws(g;) > 1, escolhendo 1 <
i, jr < s tais que iy # ji e |it]4 = |je|4 = @, ent@o existe um homomorfismo
e o K <y§t), o ,yg%t_1> — A tal que ut(y](-t)) é uma matriz elementar em Aggct),

para 1 < 7 <2m; — 1, e, além disso, vale

t t
Mt(stzmtﬂ(yg )7 cee 7y§721t—1)) = Ciygy-
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Para os demais indices n tais que wa(g,) =1, Stmnfl(ygn), . ,yg;,zrl) =y,

temos uma substituicao p, igual para e;,;,, onde ¢, = j, é o Gnico inteiro tal que

|lin] 4 = gn. Uma vez que, para todo 1 < ¢ <r —1, temos

deg(ejtit+1) = |.]t|;11 ' |it+1|A = gt_lgt-i-l = hta

podemos substituir v; por e;,;,,, em ¢4. Sejam i; =i e j, = j e yu um homo-
morfismo tal que u(y](t)) = ,ut(yﬁ-t)), paral <t <r,1<j<2m;—1etal que

(V) = €5, entiio temos () = ey

Seja |I(B)| := n e o conjunto I(B) = {by,bs,...,b,}. Como o polinémio nao é
identidade para a algebra B, existe uma substituicao por matrizes elementares
tais que o resultado da substituicao em ¢4 é um elemento nao nulo de B, fixemos
uma substituicao p deste tipo. Note que o produto de duas matrizes em blocos

distintos de B;, = Bfg) G- BEZ”) ¢ zero, como

1(Sigm, (Y 1)) #0

concluimos que as matrizes elementares ,u(yit)), c /uc(yg?)ltfl) pertencem a um

(bit)

mesmo bloco de B, digamos ao bloco By "’

Ademais, polinémios Standard distintos devem ser avaliados em blocos diferen-

tes. De fato, suponha que, para 1 < k < [ < 7, St2mk71(y§k),...,ygfr)%_1) e

Stamy 1 (ygl), . ,y%l_l) sao avaliados em um mesmo bloco Bﬁf) de By,,. Entao a

avaliacao de

k 1 l l
Stzmk—1(y§ )a s 7y§’n?bk—1)vk s Ul_15t2ml_1(y§ )’ cee 7y£73u—1)

nos da um elemento de B cujo grau é 1. Mas o grau desse polinémio visto como
elemento de K (X¢) é hghgyq ... hy—1. Isto que implica que
lg = hphiyr . iy = g; i,

o que é um absurdo ja que g # g¢;- Portanto, polindmios Standard distintos

devem ser avaliados em blocos diferentes.

Sendo n o nimero de blocos de By, entao n ¢ maior ou igual do que o niimero

de polinémios Standard em ¢4 que é r. Ou seja, n > r. Ademais, obtemos a
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sequéncia (b, b;,, ..., b; ) de elementos de I(B) tais que

b iy =y =g, g1, YV 1<t<r—1, (3.1)

it

Deste fato segue que

s = ng(bj) > ZwB(bij) > ij =s
=1 j=1 j=1

segue que 7 =n e wp(b;, ) = my para todo 1 <k <r.

Seja h = glblfll, segue de (3.1) que hb;, = gi, para todo 1 < k < r, como
wp(b;,) = my = wa(gr) = wa(hb;,). Como n = r temos I(B) = {b;,,...,b;,},
logo wp(x) = wa(hz), se x € I(B). Além disso, é claro que se = ¢ I(B) entao
hx ¢ I(A), portanto também vale a igualdade wg(x) = wa(hx), se x ¢ 1(B) .

Segue do Lema 3.2.1 que A e B sao algebras graduadas isomorficas.

Uma consequéncia desse Lema é o seguinte resultado.

Corolario 3.1.6. Sejam A = (M,, ||,) e B := (M,, | |g) dlgebras de matrizes
munidas de uma G- graduacao elementar. Se Tg(B) C Ti(A), entdo existe h € G tal
que wp(z) = wa(hz), para todo v € G. Em particular, A e B sao isomorfas como

dlgebras G-graduadas.
Agora, introduziremos a nogao de subgrupo de invaridncia de uma G-graduagao
elementar em uma &algebra matricial.

Defini¢ao 3.1.7. Seja A = (M,, | |,) wma dlgebra matricial munida de uma G-
graduacao elementar. O subgrupo

Hy={h|h€G, walhg) =wa(g) ,Vg € G}

de G € chamado de subgrupo de invariancia de uma graduacéo | | ,.

Provaremos a seguir que existe um polindmio graduado, nao nulo, para o qual
cada substituicao em M, nao nula, deve estar em Agi) para um adequado g € G, exceto

quando Hy # (1g).
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Lema 3.1.8. Seja A := (M, | |,) uma dlgebra de matrizes munida de uma G- gradu-

acao

elementar. Fize g € G tal que wa(g) = max{wa(h) | h € G}. Entao, existe um

polindmio multilinear homogéneo V4 € K (X¢) de grau 1 tal que

()

(ii)

Uy ¢ Ta(A) e, para todo 1 < i < s com |i|, = g, existe um homomorfismo
graduado p : K (Xg) — A, que associa as varidveis em V 4 matrizes elementares

e tal que (W) = eii
Sev: K (Xg) — A € um homomorfismo graduado, entio

v(Wa) € @teHAAgtg)'

Prova.

Assuma que I(A) := {g1,92,---,9-} € wa(gr) = max{wa(h) | h € G}. Consi-
dere, para cada 1 < j < r, m; = wa(g;) e t; := mym;. Considere agora o
polindémio

U, = Z sgn(a)uff()l)vgj)ug()mvéj) . .ugj) vg),

(t5) "t
O'EStj

onde {ugl),ugl), o ,ugll)} e {ugr),ug), o ,ug)} e {UY),Uér), e ,vt(:)} sao
conjuntos dois a dois disjuntos com variaveis homogéneas com deg(ul(j )) = gk_1 9;
e deg(vl(j)) = gj’lgk, onde 1 < [ < t;. Claramente, ¥; tem grau 1g e é um

polinémio graduado multilinear.

Tome um inteiro 1 < ¢ < S tal que |i|, = g;. Afirmamos que, para cada
1 < j <r, existe um homomorfismo p; que associa as varidveis em W, matrizes
elementares e tal que p1;(V;) = e;. De fato, existem wa(gr)wa(g;) = mpm; =
t; matrizes elementares e,, tais que |p|, = gr € |¢|, = g;. Escrevemos estas
matrizes em uma Sequéncia €p,q,, €pygs; - - <5 Cpy gy, COM P = i e definimos p;

como o homomorfismo tal que
Iuj(ul(])) = Cpig V1<it< t
Mj(vl(])) = Cqpria Vi<t< tj — 1.
e, finalmente,
Hj(”tj ) = e%&ji'

Seja Wy = Uy - W,y...¥,. Como cada ¥;, com j = 1,2,...,r, ¢ multilinear e

homogéneo de grau 14 concluimos que ¥ 4 é também multilinear e homogéneo de
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grau lg. Seja 4 um homomorfismo tal que u(ul(j)) = U; (ul(j)) ¢ ,u(vl(j)) = uj(vl(j)),
j=1,...,r, temos entao que

(W a) = e,
ja que p; = 1.
Como V¥ 4 é multilinear basta considerar o caso em que v associa a cada variavel
em ¥, uma matriz elementar. O fato de que o polinémio tem grau 14 nos diz

que v(¥,) deve estar em

Ay =AW oA @ AP

lg’

e, como v(¥,) é uma matriz elementar, em uma tnica componente dessa soma
direta.

(gn)
1g >

Assim, suponha que v(V,) € Aﬁgg) para algum g, # g;. Entdo, v(¥;) € A
j = 1,2,...,r. Dessa maneira podemos concluir que, para quaisquer j,! com

1<j<rel<I[<t;temos

s (u) € A= ey | [Py = o lals = 909595

pois, cada fator da forma uffk)l)vl(j ) que aparece nos monomios de ¥; tem grau 1g.
Entao, segue que

(gn)

o1y 2 b = mem; = walgr)walg;).

walgn) - walgngy, 'g;) = dimg A
D4 desigualdade acima, temos que
walgn) - walgngy 95) = walge)walgy).
Pela maximalidade de wa(gg), vale que
walgn) - walgngy  95) = walgn)walg;)-
E, consequentemente, vale ainda que
wA(ghg,;lgj) > walg;) para todo 1<j<r.

Mas observe que

s> walgngy'g;) = Y _walgy) = s.
j=1 j=1
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Portanto, vale que

wA(ghgk_lgj) =walg;) para todo 1<j<r.

Com isto, chegamos a deducio de que grg,' € Ha, e que v(¥,) € @tGHAAthg’“).
|

Sejam A := (M, | |4) e B :== (M,, | |5) algebras de matrizes com graduagoes
clementares tais que existe h € G tal que wg(x) = wa (hz) para todo z € G.

Utilizamos as notagoes adotadas na demonstracao do lema anterior para a algebra A
e consideramos a construgao correspondente do polindbmio Wy para a algebra B. Note

que Hj = Hpg. De fato, se g € Hp entao temos
wa(ghr) = wa(hgr) = wp(gr) = wp(r) = wa(hw),

para todo x € G, portanto ¢ € Hy. Assim, Hg C Hy, e a inclusao oposta é
provada de modo anédlogo. Além disso temos I(B) = {h7'g;,h  go,...,h7 g} ¢
max {wg(h) | h € G} = wp(h™gr) = walgr).

Assim, os polindmios ¥, relacionados as duas algebras sao os mesmos e, con-
sequentemente, ¥, = Wp. Portanto, do lema acima podemos concluir que v(¥,) €
Dierp Bfg_lg’“) para alguma substituicao graduada v de W, em B.

Visto isso, entraremos na se¢ao apice do nosso trabalho.

3.2 Prova dos Principais Resultados

Esta secao ¢é dedicada a demonstracao dos resultados anunciados na introducao do
Capitulo. Para iniciarmos, mostraremos que se duas algebras de matrizes triangulares
superiores em blocos possuem que G-graduagoes de modo que satisfazem as mesmas
identidades polinomiais graduadas entao estas dlgebras sao isomorfas. Isso vale para
graduacoes arbitrarias nas algebras consideradas.

Lema 3.2.1. Sejam A e B dlgebras de matrizes triangulares superiores em blocos

graduadas por um grupo G. Se Tg(A) = Tg(B), entao A = B = UT (ay, g, ..., 0u)

como dlgebras ordindrias.

Antes de apresentarmos a demostrarmos do Lema 3.2.1, iremos expor dois resul-

tados relevantes que servirao de base para a demonstra¢gao do mesmo.
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Lema 3.2.2. A dlgebra B =UT (v, ..., qy,) satisfaz todas as identidades polinomiais

da dlgebra A =UT(5y,...,[B) se, e somente se B é uma subdlgebra de A.

Prova. Se B é uma subélgebra de A, entao é claro que B satisfaz as identidades
polinomiais de A. Suponhamos que B satisfaca todas as identidades polinomiais de A.
Consideremos ¢ = a1 + ...+ a, ed = 81+ ...+ 5., entao A C My e, pelo Teorema
1.7.1, A satisfaz a identidade Standard

Stag(x1, -+, Toa) = Z 5gN (0) To(1)To(2)To(3) - - - To(2d) = 0,

O’ESQd
onde Syq ¢ 0 grupo de permutagoes do conjunto {1,2,...,2d}. Por outro lado, temos
que B contém a subalgebra C' = UT'(1,...,1) das matrizes ¢ X g triangulares superiores.

Note que todas as identidades polinomiais de C' seguem da identidade

[513'1, .1’2] Ce [Z'qul, l’gq] =0.

Isso implica que C' nao satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor do que
2q. Assim, ¢ < d e podemos considerar o mergulho canénico A, B C M,. Assuma que

B nao é uma subdlgebra de A, isto é, existe um par (i, j) de inteiros positivos tal que
o+ .o to <t o+ oy >0 (32)

onde t = 3 + ...+ 3; < d. Entao, A C UT'(t,d — t). Desta forma, segue do Teorema
1.8.2 que T(My)T(My—) C T(UT(t,d —t)). Logo A satisfaz a identidade

St2t($17 T ,$2t)5752(d—t) (yh to 7y2(d—t)) = 0. (3-3)

Como t = 1 + ...+ B; podemos ver que a matriz elementar e, pertence a B.

Ademais,

Stor(€11, €12, €22, + , €4441, €414) = €11€12 - . - €4414 = €1y (3.4)

Stoa—1) (€141, €t41,4415 " "+ Cd—1,d> €dd) = €t t41€141,44+1 - - - €dd = Ed- (3.5)

Logo, B nao satisfaz a identidade (3.3), uma contradi¢ao. Portanto, B C A. B

Como consequéncia imediata deste teorema obtemos:

Corolario 3.2.3. Se (1, 5a,...,0n) € (a1, q9,...,q.) sdo duas sequéncias de inteiros
positivos distintas, entao T(UT(P1, B, ..., 0n)) # T(UT(aq,an,...,a;)).
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Expostos isto, vamos seguir agora com a demostracao do Lema 3.2.1.

Demostragao do Lema 3.2.1. Vamos assumir que A := UT (o, az,...,q5,) €
B :=UT(f, P2, -, Bn). Mostraremos que m =n e a; = 3; para todo i = 1,2,...,m.
Desde que Tz(A) = Ti(B), segue da Proposigao 1.5.4 que A e B satisfazem as mesmas
identidades polinomiais e o resultado segue do Corolario 3.2.3.

Para cumprirmos com os nossos objetivos, sera suficiente considerarmos apenas
as diferentes G-graduagoes elementares sobre a mesma algebra matricial triangular
superior em blocos. Para este fim, vamos estabelecer algumas notagoes que iremos
utilizar no decorrer da secao.

Se | | 4 € uma funcao que define uma graduagao elementar pelo grupo G na éalgebra
UT (o, 9, ..., ap), entao defina g := 0 e, para cada 1 < i < m, defina ; := 2221 ay,
e o conjunto I; :={n;_1 +1,...,m;}. Além disso, para cada g € G, defina o conjunto

w(g) == Ks|sel, Isl,=g}

Para todo 1 < i < j < m, vamos denotar a restricao de | |, ao conjunto [; U
Iivi... U1y U, por | |(j’j). Chamemos Ay, Ay, ..., A,, os blocos da diagonal de
A com a graduacao induzida. Mais precisamente, o que estamos fazendo é, para cada
1 <i < m,definindo A; := (M,,, | |XZ)) O subgrupo de invariancia de | |S’i) denotamos
por HX). Ademais, recorde que para cada inteiro t, o t-ésimo polinémio de Capelli
Capy(x1, o, ... Ty, Tyyq,- .., Tur1) € um elemento da algebra associativa livre K (X)

definido como sendo

E 59”(0)$t+1$a(1)$t+2$a(2) e TuTo(t)T2+1,
oc€St

se t = 0, o polindmio correspondente é simplesmente a (¢ + 1)-ésima variavel z;.
Estabelecidas as notagoes, vamos seguir expondo um lema que é um corolario da

demonstracao da Proposicao 1.2.9.

Lema 3.2.4. Seja A :=UT(ay,qa,...,q,) uma dlgebra matricial triangular superior
em blocos. O polinomio de Capelli Capy(x1,Ta, ... T4, Tys1, ..., Togr1) Serd uma identi-
dade polinomial de A se, e somente se, t > m+ Y ", a2. Além disso, definindo k =
m—l—i-zzll ozf, entao alguma substitui¢iao nao nula de Capg (1, T, ... Ty, Tip1, -« Topy1)
em A deve estar na (m —1)-ésima poténcia do radical de Jacobson, J(A)™"'. Em par-

ticular, para certos inteiros l,r tal que 1 <l < ay e 1+ Zf:ll a; <r< Z:’il o, existe
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uma substitui¢ao de Capyg(x1, Tay ... Te, Tyi1,- .-, Tur1) em A na matriz elementar igual

a €ey.

Nesta fase, estamos em condig¢oes de provar o resultado chave da secao.

Teorema 3.2.5. Sejam G um grupo abeliano e A = (UT (o1, 0,...,qm), | |4) €
B = (UT(aq,,...,00m), | |5) dlgebras matriciais triangulares superiores em blocos

G-graduadas com uma graduacao elementar. Se Tg(B) C Tg(A) e também
(i) m <2 ou
(11) Se m > 2, existe 1 <d <m tal que Hl(f) = (1g),

entio A e B sdo isomorfas como dlgebras G-graduadas.

Prova. Vamos mostrar que existe g € G tal que, para cada 1 < k < m,

wf)(gx) = wgf)(x), Vaoed.

Se m = 1, o resultado esta segue diretamente do Corolario 3.1.6.

Assim, suponha m > 2 e considere as seguintes algebras G-graduadas

A= (UT(ay, 09, ... ), | |5™)

B = (UT(ou1, 09, 0mq), | |57

Mostremos que vale T (B') C Ta(A).
Vamos supor por contradicao que essa inclusao nao ocorre. Entao existe um

polinémio f; € Tg(B')—T4(A"). Denotemos por A a subalgebra UT (vy,_1, iy,) munida

da graduacio induzida por | |{""™. Observe que o conjunto Tg(Bm) — Te(A) é nao

vazio, onde B,, é o m-ésimo bloco da diagonal de B. De fato, caso contrario temos

Te(Bn) C Tg(A), entao segue da Proposigao 1.5.4 que T(M,, ) = T(B,) C T(A),

mas o Teorema 1.8.2 implica que
T(/D =TUT(vm-1,01)) =T (M, ,) - T(Ma,,,),

de onde T'(M,,,) C T(M.,,, ,)-T(M,,,). A Proposigao 1.7.2 implica que o grau minimo

de um polinémio em 7'(M,,, ,)-T(Ma,,,) é 20,1 +2a,,, por outro lado o Teorema 1.7.1

-1
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implica que o polinémio Standard Ss,,, de grau 2«,, pertence a T'(M,,, ) e, portanto,

a T(M,

Am—1

)-T(M,,,), o que é um absurdo.

Escolhamos f, € Tg(B,,) — Ta(A) de tal forma que as variaveis sao duas-a-duas

l

diferentes das de f1. Seja u:= 3", SuppA 2!, onde os ! sdo varidveis graduadas de grau

[ em K (Xg) ndo envolvidas nos polindmios f; e fy. Dessa forma, fiuf, nao é uma

identidade polinomial G- graduada para a algebra A, porém veja que
flqu S Tg(B,) . Tg(Bm) - Tg(B>,

o que contraria o fato que Tg(B) C Tg(A). Portanto, a inclusao Tg(B') C Ta(A)
acontece.

Da mesma forma, consideremos as seguintes algebras G-graduadas

A" = (UT (g, 03, . ., am), | |2™)

B = (UT (g, 3, .., ), | |g’m)).

. . " "
Pelo argumento feito anteriormente, temos T¢(B" ) C Ti(A").
Ao continuarmos com essa recorréncia chegaremos ao seguinte resultado para

todo 1 <k <k <m,
Te(UT (o, -, o), | |%%)) € Ta(UT (0w, ..., o), | |FF)). (3.6)

Desse modo, temos

Te(Br) CTe(Ax) V1<k<m.
Assim, usando novamente o Corolario 3.1.6, concluimos que existe g, € G tal que
wf)(gkx):wg)(x), VeeGeV1<k<m. (3.7)
Ademais, note que, para todo 1 < k < m,
HY ={ze ¢ luge) = v @), vg e G} =

{a:EG|wB (gkaz)—wB (x )VgEG}:Hka).

Por esta razdo, no restante da prova denotaremos simplesmente por H®).
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Sejam (3 e [3,, elementos de G tais que wg)(ﬁl) = max {wg)(g) g € G)} e
wgm)(ﬁm) = max{wgm)(g) g e G)} Escolha i € Bl; e j € Bl, tais que |i|, = (1 e
|7]4 = Pm-. De acordo com o Lema 3.1.8, existe um polinémio multilinear homogeéneo

W4, com uma substituicao graduada adequada nao nula

o K(Xg) — A

\Ijx‘h = :u'/(\IjAl) = €4

e um polinomio multilinear homogeéneo W 4,, com uma substituicao graduada adequada

nao nula
"
pw o K(Xg) — A
" :
Ua, = 1 (Va,)=cj
Definindo t :=m—1+Y_"" | aF, observamos que existem vy, vg, . . . , Ugsy1 variaveis

graduadas homogéneas tomadas de uma forma adequada, tais que o polinémio de

Capelli na variavel ¢t tem uma avaliacao graduada
Capy (01, 0y, . . ., Uaeg1) = €55,

na algebra G-graduada A. De fato, pelo Lema 3.2.4, existe uma avaliagao do polindémio
Capy(z1, T2, ..., xo1) em UT(ay, g, . . ., ayy,) em matrizes elementares que serd igual
€ij-

Nessa fase, para construirmos o nosso polinomio graduado é suficiente conside-

rarmos uma das avaliagoes T1, Zs, ..., o1 das varidveis x1, o, ..., Tor11 €m matrizes
elementares de UT (ay, (o, . . ., o) tal que
Capt(jlyj:% cee 7‘f2t+l) = €i5-

Assim, para cada 1 <[ < 2t+41, escolhemos um v; de grau h se o grau de z; com respeito
a graduacdo | |, é h. Por simplicidade de notagao, denotemos Cap,(vy, va, . .., Vati1)
por \I/,f;

Unindo todas as dedugoes até o momento, existe uma avaliagao p do polindémio

Ip:=Wy, - \IJZ-A}- - W, ~em matrizes elementares de A tal que

n(La) = eij.
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Lembrando que por hipotese T (B) C T (A), conclui-se que 'y ¢ T:(B), pois I'4 nao
é uma identidade polinomial para A. Porém, cada avaliacao graduada de \Iff} em B per-
tence a J(B)™ 1. Dessa forma, para obtermos uma avaliagao graduada nao nula de T'4
em B devemos considerar avaliagoes graduadas para W 4, e ¥4 nas matrizes elementa-

res de By e B,,, respectivamente. Da observacao feita logo apds o Lema 3.1.8, podemos

hgy ' B1)
G

5’29’7113 ™) Final-

ver que todas as avaliacoes graduadas de W4, em B estao em @h€H<1)(Bl)§ , 40
passo que as avaliagoes graduadas de W4, em By estao em @y,cprom) (Bim)
mente, conseguimos enxergar que as avaliagoes em \If{‘j em B sao combinagoes lineares
de matrizes da forma e,, com |p|5' - lqlz = |i|4" - |4 = Br ' Bm, uma vez que este é o

grau de \Iff} como elementos de K (X). Segue entao que,

ply € HYg 81 e lalz € H™g, B

Assim, existem hy € HV e h,,, € H™) tais que |p|5 = higy ' B e |al g = hmd; B
isso implica que
B B = Ipl5" ~ lalp = A7 9103 hm i B
e portanto,
phit = gnhy!
Definindo ¢ := g1h;* = gmh;;!, chegamos a conclusdo que g; = ghi, gm = ghnm e,

de acordo com a igualdade (3.7), temos que

w'(gz) = w (gihr) = W' (gi7) = w§ (@),
(m)

W (gz) = W (gmhyte) = Wi (gmr) = Wi (@),

para todo x € G.
No caso m = 2, nao temos mais nada a fazer. Entao, suponhamos que m > 2. O

argumento acima juntamente com a inclusdo (3.6) implica que
g lg, e HYH® ¥V 1<r<s<m.

Além disso, partindo do pressuposto inicial temos que existe 1 < d < m tal que

H@ = (15). Assim, se d > 1, ficamos com

g lgae HM, ¥V 1<r<d,
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e, se d < m, temos

9;'9. € H®, V d<s<m.

Consequentemente, para todo r < d, existe h, € H™ tal que g, = ggh ' e para
todo s > d, existe hy € H® tal que g, = gsh,. Usando novamente a igualdade (3.7),

k)

chegamos que, para cada 1 < k < m com k # d, existe b}, € H®) para os quais vale

W' (gaz) = 0 (gahlyr) = Wl (gez) = W) (2) Ve

O fato que wff) (gaz) = wgl)(x) para todo z € G completa a nossa demonstragao.

[

Uma consequéncia imediata desse teorema é o seguinte lema.

Corolario 3.2.6. Seja G um grupo abeliano e sejam A e B dlgebras de matrizes trian-
gulares superiores em blocos munidas de uma G-graduacao elementar, tal que A possui
dois blocos componentes ou no mdximo uma quantidade finita de blocos componentes,
mas pelo menos um deles, digamos Ag, tem subgrupo de invaridncia Hﬁ,d) = (1g). En-
tao A e B sao isomorfas como dlgebras graduadas se, e somente se, Tg(A) = Tg(B).

Prova. Assuma que T¢(A) = Tg(B). Entao, em virtude do Lema 3.2.1 as al-
gebras A e B podem ser realizadas como a mesma &algebra de matrizes triangulares
superiores em blocos. Assim, aplicando diretamente o Teorema anterior nés conclui-
mos que A e B sao isomorficas como algebras G-graduadas. A implicagao contréria é
6bvia. H

Nosso objetivo no momento é discutirmos quais outros resultados poderemos
obter a partir do Teorema 3.5.

Valenti e Zaicev mostraram em [31]| que, se K é um corpo algebricamente fechado,
qualquer graduagao em A := UT(a, a, ..., ;) por um grupo abeliano finito G' ¢ uma
combinacao de uma graduacao fina com uma graduagao elementar. Em particular,
existe uma decomposicao o = ts;,as = tSo,...,q, = ts,, um subgrupo F' de G e
uma n-upla (g1, ge,...,9,) € G", com n :=ny +ns + ...+ n,, tal que A é isomorfica
a M; ® UT'(ny,ng,...,n,) como algebras G-graduadas, onde M; é uma &algebra F-
graduada com a graduagao fina com suporte F' e UT(nq,na, .. .,n,) tem uma graduagao
elementar definida por (g1, gs, .-, gn)-

Quando a ordem de GG é prima, entdo o subgrupo F' é igual a G ou a (1g). Se
ocorrer o primeiro caso, entao ficamos com |G| = t?, mas isso nao pode ocorrer pela

ordem de G ser prima. Logo, deve ocorrer que F' = (1) e assim ¢t = 1.
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A mesma inclusdo acontece quando existe 1 < j < m tal que mdc(|G|, ;) = 1.
De fato, temos que t? = |Suppy, | divide |G|. Consequentemente, teremos que ¢ divide
|G|. Como a ordem de G é prima entao vale que mdc(|G|,ts;) = 1 e assim, temos que
t=1.

Podemos resumir todas essas dedugoes no seguinte lema
Lema 3.2.7. Seja G um grupo abeliano finito e seja A = UT (o, g, ..., ) uma

dlgebra de matriz triangular superior em bloco sobre um corpo algebricamente fechado.
Se

(i) G tem ordem prima ou
(it) existe 1 < j <m tal que mdc(|G|,ts;) =1,
entao qualquer G-graduag¢ao em A € isomorfica a uma graduacdo elementar.

Nesse momento temos uma bagagem suficiente para resolvermos o problema para
graduagoes induzidas por grupos abelianos de ordem prima ou cuja ordem é coprima
com o tamanho de pelo menos um dos blocos componentes de uma algebra de matriz
triangular superior em bloco. Vale a pena observar que a declaracao para grupos de
ordem prima ja foi provada para o caso onde G = Zs.

Teorema 3.2.8. Seja G um grupo abeliano finito e sejam A e B dlgebras de matrizes
triangulares superiores em blocos G-graduadas sobre um corpo algebricamente fechado.
Assuma que G tem ordem prima ou existe um bloco componente, digamos A;, de A

cujo tamanho o € coprimo com a ordem de G. Entao, A e B sao isomorficas como

dlgebras G-graduadas se, e somente se, Tg(A) = Ta(B).

Prova. Suponha que T¢(A) = Ti(B). Entao, pelo Lema 3.2.1, as dlgebras A e
B podem ser realizadas como a mesma algebra UT (aq, ag, . . ., @,,). Além disso, pode-
mos assumir pelo Lema 3.2.7 que as graduagoes em ambas as algebras sao elementares.
Quando for o caso do grupo G ter ordem prima, se existe pelo menos um bloco compo-
nente de A tendo o subgrupo de invariancia igual a (1), entdo, pelo Teorema 3.2.5, A
e B sao algebras G-graduadas isomorficas. Caso contrario, para todo 1 < ¢ < m, vale

que HX) _ Hg) = G, o que implica
wg) (9) = wg) (9) para cada g € G,

e, portanto, concluimos que A e B sao algebras G-graduadas isomorficas.
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divide «;

Agora, suponhamos que mdc(|G|, o) = 1. Como sabemos que ’HI(X)

e, pelo Teorema de Lagrange, segue que ‘Hi{) divide a ordem de GG. Dai, temos que

HY

= 1, e, pelo Teorema 3.2.5, concluimos que A e B sao algebras G-graduadas
isomorficas.
A reciproca é imediata, uma vez que se A e B possuem os mesmas identidades

polinomiais graduadas, entao elas sao algebras G-graduadas isomorficas. l
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