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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais
para uma classe de equagoes de Schrodinger envolvendo um campo magnético externo

via categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Palavras-chave: Equacoes de Schrodinger, Campo Magnético, Categoria de

Lusternik-Schnirelmann.
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Abstract

We study the existence and multiplicity of nontrivial solutions for a class of
nonlinear Schrédinger equations involving a external magnetic field via the Lusternik-

Schnirelmann category.

Keywords: Schrodinger Equations; Magnetic Field; Lusternik-Schnirelmann

Category.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e diam(f2) é o diametro de Q C RY;

e Re(z) = ae Im(z) = b denotam respectivamente a parte real e imaginéria de um

nimero complexo z = a + bi € C ou C¥;
e z denota o complexo conjugado de z € C ou C;
° % denota a derivada normal exterior da funcao u;
e J;u é j-ésima derivada parcial de u;
e sy denota a fungao caracteristica do conjunto €2;
e B,.(x) é abola de raio r > 0 e centro x € RY;
e X' denota o dual topoldégico de um espaco de Banach X;
e id denota a aplicacao identidade;
o C, (1, Cy, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
e |- | denota a norma euclidiana do R";
e — denota convergéncia fraca em um espago normado;

e supp(u) denota o suporte da fungao u;

|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A C R¥;



LP(Q,K) = {u: Q — K;u é mensurédvel e [, [u[’ < oo}, onde K =R ou C.
|ulpq ¢ a norma de u € LP(§2, K);

HY(Q,K) = {u € L*(Q,K);|Vu| € L*(Q,K)}

|ullq é a norma de H'(Q, K);

catx(A) é a categoria de Lusternik-Schnirelmann de A em X (ver Apéndice C);
M(RY) é o espaco das medidas de Radon finitas em RY (ver Apéndice A);

||| m@eyy = v(RY) é a norma de v € M(RY);



Introducao

A equagao de Schrodinger nao linear

@'h%—f - (?v - A(x)) O+ U2V — f(|U2)0, =€, (1)

tem um papel central em varios contextos fisicos, tais como na fisica da matéria con-

densada e na 6tica nao linear [36]. O operador de Schrédinger é definido por

2
2
<§v - A) ¥ = —12A0 — Ay 4 APy - Mwaiva,
7 7 7

onde A : Q@ — RY é o potencial magnético e U : RN — R é o potencial elétrico,
Q é dominio em RY, t € R, h ¢é a constante de Planck, i é a unidade imagindria,
U:RxRY — Cé a funcdo de onda e f é o termo nao linear. O estudo do tipo
especial de solucdo da forma W(t,z) = e *#*/"y(z) com E € R para (1), quando h é
suficientemente pequeno, leva a procura por solugoes u : 0 — C para a equagao de

Schrodinger estacionéria
h ? )
gV —A| u+V(z)u= f(Jul")u, ze€Q, (2)

sendo V(z) = U(xz) — E. No caso particular em que V' = 1, vemos que u é uma solugao

de (2) se, e somente se, a funcao v(x) = u(hz) é solugao para a equagao

2
(%V_Ax) vtv=f(luPp, e, (3)

onde A = i~ Ay(z) = AN "1z) e Q) = \Q.
O caso em que o campo magnético nao esta presente (A = 0) tem sido amplamente

estudado na literatura, por exemplo, [5], [6], [8], [9], [20], [24], [35], [41], [42], e as demais

10



referéncias citadas nesses trabalhos. Resultados de existéncia para o caso magnético
podem ser encontrados em [1], [3], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [22], [28], [31], [32],
[37], [38], [39], [40]. Em [3], os autores provaram que se f é uma fungao superlinear
com crescimento subcritico, entao para A > 0 suficientemente grande, o ntimero de
solugbes nao triviais do problema de Dirichlet para a equagao em (3) é pelo menos a
categoria ! de €.

Motivados pelos trabalhos citados, é natural que se pergunte, se o mesmo tipo
de resultado é valido para o problema com o campo magnético. Assim, seguindo [3]
vemos que os autores apresentam uma resposta positiva a essa questao. Desta forma
os mesmos relacionaram o nimero de solugoes para o problema (Py) com a topologia
do conjunto §2, quando o parametro \ é suficientemente grande.

No Capitulo 1, seguindo [25], enunciamos e provamos um Lema de Concen-
tracao-Compacidade (Lema 1.2), que caracteriza a falta de compacidade da imersao
de DY*(RYN,C) em L* (RN, C). Tal lema para o caso A = 0, pode ser visto em Willem
[44]. Sua utilidade aparecera no Capitulo 3.

No Capitulo 2, seguindo [3], vemos que o campo magnético ndo desempenha
papel algum sobre o nimero de solucao de (3) em 2, e portanto um resultado do
mesmo espirito de [9] é vélido. Usando resultados da teoria de categoria de Lusternik-
Schnirelman, estudamos a multiplicidade de solucao para o problema

(—iV—A(£>)2u+u = f(lul?)u, em Q,

A (P)

u = 0, sobre 02,

onde A é um parametro positivo, 2y := AQ, @ C RN ¢ um dominio limitado, N > 3,

A€ C(Q,RY) e f e CHR) satisfaz:
(fo) f € CHRF,RY);
(f1) f(s) =0paras<0e f(s)=o(l) na origem;

(f2) Existe g € (2,2%) tal que

tim L)

5—+00 3((1*2)/2

lim f(s)

5—+00 3((1*4)/2

e =0

Veja o Apéndice C para detalhes sobre catq(f2).
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(f3) Existe 6 > 0 tal que

0
0< §F(s) < sf(s), paracada s> 0,

onde F(s) := fos f(t)dt;
(f1) f'(s) > 0, para cada s > 0.
Sendo mais preciso provaremos o seguinte

Teorema 0.1. Existe \* > 0 tal que, para cada X > N\*, o problema (Py) tem pelo

menos cat(2y) solugdes fracas ndao triviais.

Na prova aplicaremos métodos variacionais, teoria de categoria e a técnica intro-
duzida por Benci e Cerami [8]. Consiste em fazer comparagoes precisas entre a categoria
de alguns subniveis de energia do funcional associado e a categoria do conjunto §2.

Afim de obter essas comparacoes, precisaremos fazer um estudo cuidadoso do
comportamento de alguns niveis minimax relacionados com o problema (Py).

No Capitulo 3, retomamos o estudo do problema em [8] no contexto de equagdes
nao lineares na presenca do campo magnético. Estamos interessados em estimar, via

categoria, a quantidade de solugoes do problema

1 2
(—,V — A) utrku = |ulP?u em €,
i ()

u = 0 sobre 01,

onde k é uma parametro real positivo, 2 C RY ¢ um dominio limitado, N > 3, 7 ¢ a
unidade imagindria, A : Q — RY uma aplicacio continua e p € (2,2*). Observamos
que (P,) pode ser escrito na forma do problema (2) fazendo v(z) = (1/k)Y P 2u(x) e
h = 1/k. Portanto, o método apresentado no Capitulo 2 se aplica ao problema (P);
assim, se k é suficientemente grande, obtemos a mesma conclusao do Teorema 0.1.
Por outro lado, tal como em [8], veremos que para cada k fixo, se p estiver préximo

de 2%, podemos estimar o nimero de solugdes do problema (P,) em termos da teoria
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de Categoria e da topologia do dominio. Mais especificamente, estudamos o seguinte

resultado:

Teorema 0.2. Eziste uma fungio p : [0,+00) — (2,2%) tal que para todo p €

[D(k),2%), o problema (P,) possui, pelo menos, catq(S)) solugoes nao triviais.

Para a prova desse teorema, bem como ja mencionado, procederemos de maneira
semelhante a demonstragao do Teorema 0.1

No Apéndice A, enunciamos e demonstramos alguns teoremas, entre eles estd
a desigualdade diamagnética, que foi bastante ttil para demonstrarmos o Lema de
Concentragao-Compacidade (Lema 1.2) no Capitulo 1. Além disso, complementamos o
apendice com resultados de Teoria da Medida, com o intuito de facilitar o entendimento
do mesmo.

No Apéndice B, verificamos a diferenciabilidade do funcional energia associado
ao problema (P,) e motivamos a defini¢ao de solugao fraca, mostrando o porqué de
considerar as solugoes do problema como sendo os ponto criticos do funcional energia.

Para finalizar, no Apéndice C, enunciamos resultados de categoria, ferramenta
principal deste trabalho, e Homologia. Acreditamos que com esses apéndices, o leitor

venha a ter uma melhor compreensao ao longo desta dissertacao.
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Capitulo 1

Preliminares

O proposito desse capitulo, que foi fundamentado no artigo de Arioli e Szulkin
[25], é apresentar um lema de concentragao-compacidade, que serd bastante tutil no
Capitulo 3. Aqui iremos assumir conceitos e resultados da Analise Funcional, dos
Espagos de Sobolev e da Teoria da Medida e, quando necessario, destacaremos resul-
tados auxiliares que estarao presentes nos apéndices.

A primeira secao introduz o operador de Schorodinger A 4 e o espacgo Df, onde A
é um campo magnético. Na secao seguinte, fazendo uso da desigualdade diamagnética
(ver Apéndice A) mostraremos uma imersao que sera bastante importante para provar
o lema citado inicialmente e para o resto do trabalho. Finalizamos este capitulo com
a prova de uma versao do lema de Concentracao-Compacidade com a presenca de um

campo magnético.

1.1 Operador A4, Espacos Dif e H}

A seguir expomos o operador de Schrodinger com o objetivo de motivar a defini¢ao
de dois espacos de Hilbert que possuem a presenca do campo magnético A, e, quando
necessario, faremos referéncias para uma melhor compreensao.

Uma discussao sobre o operador de Schrodinger A 4, definido como
2
2
GLV - A(:B)) U = —h2AT — ThAV\D + AP — ?mdim,

pode ser encontrada em [29, Capitulo XV] e [33, Apéndice A], onde 4 : Q@ — RY ¢
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Capitulo 1. Preliminares

o potencial magnético, 2 é dominio em RY, & é a constante de Planck, i é a unidade
imagindria, ¥ : R x RY — C ¢ a funcao de onda e f é o termo nao linear. No
entanto, fazendo algumas simplificacoes no tipo de solucoes que procuramos, conforme

mencionado no inicio da introducao, obtemos
A u = —Au+ 2iAy. Vu + |Ay[u + judiv(Ay), =€ Q

onde

(—=iV — A u = Ay u

e A > 0 é um parametro em R. Claramente, quando o campo magnético A = 0, temos
(—iV)*u = —Au.

Agora, passamos a definir os espacos que iremos trabalhar nesse capitulo. Seja © um

subconjunto de RY. Definimos

Vau:=(V+iAu ou Vy:=V +iA (1.1)

H,(O,C) :={ue L*(©,C);|Vau| € L*(O,R)}

e para N > 3,
DY*(O,C) = {u € L* (0,C); |V u| € L*(O,R)},

onde 2* := 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev (para A = 0, consulte Willem
[44]). Ambos HY(©,C) e DY*(O,C) sio espacos de Hilbert com produto interno,
respectivamente,

/ Vau - Vv + uvdx
e

/ VAU . VAvdx. (1.2)
S}

Pela Segao 2 de Esteban e Lions [22] e Teorema 7.22 de [30], C3°(©,C) ¢é denso
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Capitulo 1. Preliminares

em HY(0,C) e D;*(O,C). (Em [22], D}*(O,C) tem sido definido como o fecho de
C°(©,C) com relagao a norma correspondente ao produto interno em (1.2)). Supo-
nha u € H4(O,C). Pela desigualdade diamagnética (veja Apéndice A da dissertacao),
lu| € H'(©,C), e portanto u € LP(O, C) para qualquer p € [2,2*].

Observagao 1.1. Supondo A € L2 (RY RY) onde « = N, se N > 3 e a > 2, se
N = 2. Se © é um subconjunto de R com medida finita, entao as normas dos espacos
H(©,C) e H'(O,C) sao equivalentes. Para mais detalhes, o leitor pode ver Arioli e

Szulkin [25, Lema 2.3 |.

Observacgao 1.2. Neste capitulo definimos V 4 como em (1.1), no entanto, nos préximos
capitulos, faremos algumas modificagoes em V 4, para poder fazer corresponder com o

operador de Schrodinger A 4.

1.1.1 Um resultado de Imersao Compacta

Como pode ser observado em [44, Lema 1.9], temos a imersao compacta D2 (RY, R) —

LP

loc

D (RN, C) e vale

(RY,R) para todo p € [1,2*). Seguindo [25, Lema 2.6], ndo é diferente para

D*(RY,C) — LV

loc(RN7 C)

Sendo mais preciso, temos:

Lema 1.1. (Lema de Imersao) Seja A € L? (RY,RY) e suponha u, — wu em

DY*(RN, C). Entdo, existe uma subsequéncia de (u,), verificando
(i) u, — uem L} (RN, C), para qualquer p € [2,2%);
(ii) wn(z) — u(x) g.s. em RY.

A conclusdo é a mesma se u, — u em H}(RY, C).

Demonstracao. Dividiremos a prova em dois casos, a saber, u =0 e u # 0.
Caso I. u = 0.
Sejam Re(u,) e Im(u,) as partes real e imagindria de w,. Entao, u, — 0 em

1,2
D;*(RY,C) se, e somente se,

Re(u,) = 0 em DF*(RY,C) e Im(u,) =0 em DY*(RY,C)

16



Capitulo 1. Preliminares

Pela observagao A.1 (ver Apéndice A),
DRV, K) — L¥(RY,K), K=C ou R,
de onde segue que u,, — 0 em L* (RY,C), e
Im(uy), Re(u,) = 0 em L* (RY C). (1.3)

Como (Im(uy)), (Re(uy)) sao limitadas em Dy*(RY, C), temos, pelo Teorema A.1 e

pela desigualdade diamagnética,

9Bt = [ (lRe)lP < [ [9aRe(u)f <2
RN RN RN

/ \VIm(u,)* < C?
RN

ou seja, que (Im(uy,)), (Re(u,)) sdo limitadas em D'?(RY, C). Passando se necessério

a uma subsequéncia, (Im(u,)) e (Re(u,)) convergem fraco em DV?(RY, C), digamos,
Re(u,) — v, e Im(u,) — vy em DY*(RY C) (1.4)
e, por imersdo continua DY2(RY,C) — L¥ (RM,C), obtemos
Re(up) — v1 e Im(u,) — vy em L? (RY C). (1.5)

Por isto e (1.3) segue pela unicidade do limite fraco que v; = 0 e v = 0. Con-
sequentemente, por (1.4), u, = Re(u,) + ilm(u,) — 0 em DM2(RY,C). Portanto, por

imersao compacta, a menos subsequéncia, obtemos (i) e (i).

Caso II. u # 0.
Basta definir v, := wu, — u. Logo, v, — 0, e argumentando como no caso anterior,
obtemos (i) e (ii), e o resultado segue. O

17



Capitulo 1. Preliminares

1.2 Lema de Concentracao-Compacidade para o Espaco
D'”

No que segue estudaremos a falta de compacidade da imersao de D5*(RY,C)
em L% (RY C), que sers 1til no Capitulo 3 desta dissertacio, quando abordamos um
resultado paralelo ao encontrado em Willem [44, Lema 5.23.]. Seguindo as linhas de
Arioli e Szulkin [25, Lema 3.1] tratamos de um Lema de Concentragao-Compacidade
com a presenca de um campo magnético A nao trivial. O caso real com A = 0 pode
ser encontrado em Willem [44, Lema 1.40].

Com o objetivo de complementar a leitura do lema e sua demonstracao, reserva-
mos o Apéndice A para suprir possiveis duvidas de notacoes, defini¢oes e ainda serd
bastante 1util recordar a desigualdade diamagnética, Teorema A.2.

Por simplicidade estamos denotando || - || pey) = || - |-

Lema 1.2. Suponha N > 3 e A € L2 (RY,RY). Seja (u,) € DY*(RN,C) uma

loc

sequéncia tal que

(i) u, —u em DY*(RY,C),

(i) [Valun —w)? = p em M(RY),
(iii) |u, —u|* = v em M(RVN),

(iv) u, = u q.s. em RY,

Defina

foo := lim hmsup/ |V aun|?dr e vy := lim hmsup/ | |* da.
R=00 nooo Jig|>R R=00 nsoo Jiz|>R
Entao,
(1) W2 < 5 ull.
(2) v3* < S \n
(3) hinﬁsogplwunb Vaulz + lull + proe,

(4) limsup |up |5

n—oo

A I+ .

2% —

18



Capitulo 1. Preliminares

Além disso, se u = 0 e ||v||>* = S7Y|u||, entdo u e v sdo medidas singulares e estdo

concentradas em um unico ponto.

Demonstrag¢ao. A prova sera dividida em dois casos, u = 0 e u # 0.
Caso I. u = 0.
Recordando a definigao de V 4, temos que para todo h € C5°(RY,R) (ou h € C°(RY, C)),

/ |V a(huy)Pde = / IV (huy,) + i Auph|*dx
RN RN
= / |h(Vu, + iAuy) + u, Vh[*dx
RN

= / |hV Aty + u, Vh|*dx
]RN

S 2 A R
RN RN

+2Re (/ VAun.huthdx) ,
RN

ou seja,

/ IV ()P = / (WY a2 + [unVA|?)dz + 2Re / B,V s Vhdz. (1.6)
RN RN

RN

(O leitor pode observar que para quaisquer a,b € C*, tem-se |a + b|*> = |a|® + [b]> +
2Re(a.b). Além disso, [,y Re(a)dr = Re ([yn adz)).

Afirmagao 1.1. Para todo h € C°(RY, R), tem-se

/RN |V a(huy,) Pdz — /}RN \h|?du, n — oo. (1.7)

De fato, por (i), e como do Lema 1.1, vale a imersdao compacta Df(RN, C) —

(RY,C), temos u,, — 0 em L? (RN C), e desde que supp(h) C Bg(0) := Bg, onde

loc

L2

loc

Bp indica a bola aberta de centro na origem e raio R > 0, segue que

/ U ||V h|*dx :/ |un || VR|?dz < C’/ |u, |*dz — 0, (1.8)
RN Br

Br

quando n — oo, e combinando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, obtemos
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Capitulo 1. Preliminares

também

Re ( / hunVAun.Vhdx)| < ’ / hanvAun.Vhdx) (1.9)
RN RN
< C’Co/ |||V Aty | d
RN

1/2 1/2
< CCO</ \unE) (/ \vAunF) (1.10)
Br Bgr

onde Cy, C' sao constantes que limitam h e Vh, e é bom observar que para qualquer

z € C, tem-se |R(z)| < |z|. Logo, fazendo n — oo em (1.9), temos

1/2 1/2
Re (/ hanVAun.Vhda:> < CO,y (/ |un]2) (/ ]VAunlz) — 0, (1.11)
RN Br Br

desde que (u,) é limitada em D}*(RY, C). Temos ainda pelo item (ii),

/\hvauanx%/ B2y (1.12)
RN RN

(ver no Apéndice A, definicao de convergéncia fraca em M (RY)). Consequentemente,

aplicando (1.8)-(1.11)-(1.12) em (1.6), obtemos

/ IV a2z — / IRV 4uun 2z + / unVh|2dz +
RN RN RN

+2Re (/ hu‘nVAun.Vhda:> —>/ \h|?du,
RN RN

que segue a afirmacao. Além disso, combinando respectivamente as desigualdades de

Sobolev e a diamagnética, vemos

2/2*
</ \hun\Z*dx) —|yhun|\;g51/ yvmunu?dxgslf IV a(huy) 2dz,
RN RN RN

ou seja,

2/2*
(/ \hun|2*dx) gs—l/ |V a(huy,)*dx. (1.13)
RN RN
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Portanto, fazendo n — oo em (1.13), segue de (iii) e da Afirmagao 1.1

2/2%
(/ yh|2*du> gsl/ \h|2dp,  h € C°(RY R).
RN RN

Agora, considere a sequéncia (h,) C C5°(RY,R) dada por

o (2) 1, se |z|<mn,
n\T) =
0, se |z|>n+1,

(1.14)

onde 0 < h,(z) < 1 para todo x € RY. Note que, h,(z) — 1, quase sempre em

RV, |k, (2)| < 1, para todo n € N e [on dv = v(RY) < oo (lembre-se que p e v sdo

medidas finitas), de onde, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

os seguintes limites

/ \hnIQdV—>/ ldv = |jv||
RN RN

/ hal? da — / Ly = .
RN RN

Assim, por (1.14), temos em particular que
2/2*
([ ) <57 [ P
RN RN

Il < S7Hull,

e, por (1.15)-(1.16)

que segue (1) do Lema, para u = 0.

Seja 1r € C°(RM,[0,1]) tal que

1, se |z| > R+1,

Ur(x) =
0, se |z|<R.

Entao, mais uma vez combinando as desigualdades de Sobolev e diamagnética,

2/2*
( / |¢Run|2*dx) <57 [ Vatmu)dr
RN RN

21
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que nos conduz a

Afirmagao 1.2.

2/2
lim sup (/ W)Run|2*dx> < St limsup/ |V a2 % da (1.18)
RN RN

n—oo n—oo

De fato, por um calculo similar feito antes da Afirmacao 1.1, temos

IV a(Vrun) > = [WrV atn|* + [unVor|? + 2Re (Y1, V A, . VUR)

implicando

/ V(g 2 — / VRV atnl2d + / Vbl +
RN RN RN

+2Re ( ¢RﬂnVAun.V¢Rdx> . (1.19)

RN

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder e recordando a definicao da

funcéo 1 e ainda sabendo que (u,) é limitada em D5*(RY, C), obtemos

‘Re (/ uni/)RV@/JR.VAundx>‘ < ’/ |un||¢R||V¢R||VAundw‘
RN |z|<R+1

IN

|1/1R\oo|V1/1R|oo/ |, ||V Aty | d

|z|<R+1

1/2 1/2
C (/ \un\Qd:c) (/ \VAun|2dx) — 0,
|z[<R+1 || <R+1

(RY,C), onde C = [¥g|oc| VUR|so, €,

IN

2
quando n — oo, uma vez que u,, — 0 em Lj,,

obtemos também

og/ 2 Vibn|2dz = / |2V 2
RN |z|<R+1

< \VwR\go/ |, [Pdz — 0.
|z|<R+1

Neste caso, aplicando os dois ltimos limites em (1.19), verifica-se

limsup/ |VA(¢Run)|2dleimsup/ VRV A, |2d. (1.20)
RN RN

n—oo n—oo
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Portanto, de (1.17) e

2/2*
lim sup (/ |¢Run|2*d:c) <
n—00 RN

que verifica a afirmacao.

Observe agora que

/ |V s, | 1dx
|z|>R+1

/ |up|? dx
|z|>R+1

ou melhor,

/ |V,4un|2.1dm§/ |V,4un|2@/1]2%da:§/ |V qu, |*da
|z|>R+1 RN |z|>R

/ | |? d < /
|z|>R+1 RN

Entao, segue de (1.21) que

lim hmsup/ IV qu, [*dr <
|z|>R+1

R—o0 psoo

e pelo Teorema do Confronto,

Moo := lim lim sup/
R—o0 nsoo |z|>R+1

(1.20) decorre

S~ lim sup / |V a(ru,)|?dx
RN

n—o0

= S_llimsup/ [YRY Aty |*dz,
RN

n—o0

/ |VAun|21pf{d:c§/ \VAun|2¢?%dx
|z[>R+1 RN

/ |V g, % da < / |V qu, |2 da
z|>R lz|>R

2* * * 2*
/ ot ;M/ a2 4 da =
|z|>R+1 RN
/ Pyt de < / > dx,
|z|>R |z|>R

(1.21)
2 dx g/ > dx. (1.22)
|z|>R
lim hmsup/ |V s, |25 da
R—o0  poo RN
= hm hmsup/ |V au,|*d,
R—=o0 pnooco |z|>R
IV au,|*dr = hm hmsup/ |V aun|*hdr.  (1.23)
—0  n—oo RN
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Observe ainda que

[ Vampar = [ 3V + [ (1= 039 P

Isto e (ii) acarretam

lim sup/ |V qu,*dz = limsup </ w%]VAunlgdx+/ (1—¢%)]VAun]2da:)
n—00 RN RN RN

n—o0

= limsup/ VE|V au, 2 dz + lim/ (1 — YRV qup|*dx
RN n—oo RN

n—0o0

= limsup wé|VAun|2dx+/ (1 —o3)dp,
RN

n—oo RN

ou seja,

limsup/ |V At |*dx = lim sup w?%]VAuanw%—/ (1 —¥%)dp. (1.24)
RN RN RN

n—oo n—oo

Fazendo R — oo em (1.24), e desde que ocorra (1.23), obtemos do Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue,

limsup/ \Vau,*’dz = lim limsup | 9%|Vau,|*dz + lim (1 —Y3)du
RN R R—o0

n—00 —00  p—oo RN RN
= Moo+ lim/ (1 —R)du
R—o00 RN
- uoo+/ 1 = pioe + 1]l
RN

o que prova (3) para u = 0. Para provar (4), vejamos inicialmente que por (1.22) e

usando o Teorema do Confronto,

Voo := lim limsup/ lup|? dr = lim limsup V% |up)? dr. (1.25)

—0  n—oo n—00 RN

Agora, se argumentarmos como na prova de (3) e usarmos (1.25) e desde que ocorra

(iii), segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

n—00 —X  pnoo

limsup/ |un|* " dz = lim limsup Y Jun|* dz + lim/ (1 —%)dv

= Voo V.
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Portanto, segue (4). Agora nos resta provar (2). Entao, de (A.3), obtemos

2/2
lim lim sup (/ leun\Q*d:c) < S lim hmsup/ IV a5 dz,
RN RN

R—0c0 nse0o R—o0 poo

e por (1.23) e (1.25), segue (2).
Caso II. u # 0.

Defina v,, := u,, — u. Entao,
v, =0 em DPRYN C) e |Vav > =, |v)> = v em M(@RY C), (1.26)

assim (1) é satisfeito também se u # 0, pois como ja mostramos, a desigualdade
correspondente é valida para (v,). De (i) e como a parte real Re : C — R de um

nimero complexo é uma aplicagao linear continua, temos

Re (/ VAun.VAudx) —>/ |V qu|*dx
2[>R o[> R.

e, consequentemente,

limsup/ IV qv,|?de = limsup/ \V qtty, — V qul?dx
|z|>R |z|>R

n—oo n—oo

= limsup / (|V aun|® + |V aul*)dxr — 2Re < VAun.VAudx>
n—00 |[z|>R |z|>R

= limsup / |V au, |2 da —i—/ |VAu|2dx—2/ |V qul?du,
n—00 |z|>R |z|>R lz|>R

= limsup/ IV au,|* — / |V qul*da. (1.27)
n—00 |z|>R |z|>R

Passando ao limite quando R — oo em (1.27) e aplicando o Teorema da convergéncia

Dominada de Lebesgue, ficamos com

lim limsup/ |V Av,|?dx = lim hmsup/ |V Atn|? = oo
|z|>R |z|>R

—0  n—oo R—oo pyoeo
Portanto,

oo = lim hmsup/ |V Av,|?dx. (1.28)
|z|>R

R—c0 ne00
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Como (uy,) é limitada em D5*(RN,C), temos por imersio continua Dy*(RY,C) —
L¥ (RN, C), que (u,) ¢ limitada em L* (R™,C), e pelo item (ii) do Lema 1.1, u,, — u

quase sempre em RY entdo, segue por Brézis-Lieb (ver [44, Lema 1.32.]),

lim (/ | |* da —/ |t — u|2*dx) = / lu|? d.
=0 \J|z|>R |z|>R |z|>R

Fazendo R — oo na expressao acima e usando mais uma vez o Teorema da convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos
lim lim (/ |up|? da —/ |vn|2*d$> =0,

2 dx. (1.29)

que conduz a

Voo = lim limsup / v,
r |o[>R

—X0  pnoo

Assim, argumentando como no Caso I para obter (2) usando a sequéncia (u,, ), podemos
obter (2) usando agora a sequéncia (v,,), uma vez que vale (1.26), (1.28) e (1.29). Resta

provar (3) e (4). Sejam 1r definida como antes e h := 1 — 1)5. Entao, notemos que

/ IV attn|*hdr = / \VA(vn—i—u)]Zhdx:/ |V avy, + V au|*hdx
RN RN RN

:/ |V av,|*hdz —i—/ |V qul*hdz + Re (/ hVAvn.VAudx) : (1.30)
RN RN RN

Como ocorre (1.26) e h € Co(RY) (ver Apéndice A), temos

/RN |V avp|?hdz — | hdp, (1.31)

RN

e, combinando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, podemos mostrar que o

funcional

T : DY(RN,C) — R
U, —  T(v,) := Re (/ hV pv,, - VAudx> ,
RN

pertence ao espaco (DY*(RN,R)). Desta forma, desde que v, — 0 em D;*(RN,C),
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temos

T(v,) — 0,

ou melhor,

Re (/ hVAvn.VAudx) — 0. (1.32)
]RN

Por consequéncia de (1.30), (1.31) e (1.32), decorre

/ IV s, |*hdr = / \VAvn|2hdx+/ |V qul*hdz + Re (/ hVAvn.VAudx)
RN RN RN RN
— / hd/H—/ h|V qul*dz,
RN RN

isto é,

lim \VAun|2hdx:/ hdu~|—/ |V au|*hdz. (1.33)
RN RN RN

n—oo

Novamente usando o lema de Brézis-Lieb,

lim (/ h|un|2*d$—/ h|un—u|2*dx> :/ h|u|?* dx (1.34)
n—00 RN RN RN

e, como ocorre (1.26), o limite em (1.34) torna-se

lim h|un|2*d1’:/ h|u|2*da?—|—/ hdv. (1.35)
RN RN RN

n—oo

Fixando R > 0 e tomando ¥ g como anteriormente, de (1.33) e (1.26) temos

limsup/ |V st |*hdz = limsup (/ ¢R]VAun]2dx+/ (1—@/JR)|VAun|2d$)

n—oo n—0o0

= limsup/ Vr|V au, |*dz + lim/ (1 — YR)|V au,|*dx
RN n—oo RN

n—oo
— timswp [ valVamPde+ [ (- vmdas [ (0 —on)lValde
RN RN

n—oo RN

e, quando R — oo e lembrando das defini¢oes de g € i, temos pelo Teorema da
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Convergéncia Dominada de Lebesgue,

limsup/ |V s, |*hdz = lim limsup levAuanx#—}%im (1 —vYr)dp +
RN —r 00

n—00 R—00 500 RN RN

+ lim (1 —Yg)|Vaul*dx
R—o0 RN

= uoo+/ dps + |V aulydz
RN

= Jtoo + [lpll + [Vaul3

Isto prova (3). A prova de (4), segue usando (1.35) e seguido as mesmas linhas para

obter (3), veremos que

limsup |u,|3. = lim limsup Urlun|* dz + lim / (1 —vr)dv +
n—o00 R—oo psoo JRN R—oo JpN
+ lim (1 —Yg)|u* do
R—o0 RN
= Voot V]l + Jul3:,

que nos conduz ao desejado.
Para finalizar a prova do lema, resta verificar que as medidas p e v sao concen-

tradas em um ponto singular. Suponhas que u =0 e ||v|| = S7!|u||. Recorde que de

1.14), dado h € C°(RY,R),
( 0

2/2*
(/ |hy2*dy) gsl/ |h|dps. (1.36)
RN RN

Da desigualdade de Holder,

2/N (N—2)/N
oo () ()™
RN RN RN
1/2 1/2*
(/ h2du> SIIMII”N(/ |h2*du) |
RN RN

e por (1.36), obtemos

1/2*
(/ h? du) < § V2 (/ h
RN RN

28
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Afirmagao 1.3. v(Q) = S72/2||u||*N=2u(€2), para todo 2 C RY mensurdvel

De fato, dado Q C RY mensuravel, defina

diam(2) }

Q, = {:c € Qid(, 99) > =5
n

observe que

Q, CQuiqg e 2, C, VneN.

Para cada n, defina também, 1,, € C§°(£2) dada por

1, se z€Q,

0, se z€ ()5,

wn(x) =

onde 0 < 9¥,(x) < 1, para todo =z € Q. Note que, ¥,(x) — xao(z), quase sempre

em RY, quando n — oo, donde seguem pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

[ waars [
RN ]RN

/ Iwn\2*du—>/ Ianz*duz/lduzu(Q).
RN RN Q

Disto e de (1.37), vemos que

1/2* 1/2*
([ aar) < s ([ i)
RN RN

e quando n — 0o, obtemos

Lebesgue,

Ydv = / ldv =v(Q),
Q

v(Q) < ST N (@)

= S22 |V 2u(Q), v CRY mensurdvel .

Para concluir a afirmacao, suponha que exista Qo C RY mensurdvel tal que v(£) <

S22 2p(S). Daigualdade ] = 5] (] := v(RY)), decorre

p(RY) = S7F 2|2 u(RY). (1.38)
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Por outro lado,

v(RY) = v(Q) + v(RV\Qp)
< STRIlPN T (o) + STl P (R o)

= STVl u(RY),
que conduz a uma contradi¢ao com (1.38). Afirmagao 1.3 junto com (1.14), implicam
1/2*
(/ |h|2*du) ][N < / h?dv, Vh € C°(RY R).
RN RN
Logo, definindo (¢,,) como anteriormente, temos
v QYVZyRMVN < p()Y? vQ c RY,
e, por consequéncia, para cada Q C RY com v(Q2) > 0, temos
V(RN )Y < (@) () = n(@)Y,

isto ¢, v(RY) < v(Q), entdo, v(RY) = v(Q) e da Proposicao A.4 (veja Apéndice A),
segue que as medidas i e v estao concentradas em um mesmo ponto singular. Portanto,

fica provado o lema. n
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Multiplicidade de Solucoes para a
Equacao de Schrodinger com um
Campo Magnético em um Dominio

em Expansao

Este capitulo é fundamentado no artigo em [3]. Discorreremos sobre resultados
da teoria de categoria de Lusternik-Schnirelman, que possui figura central em toda essa
dissertagao, para estabelecer a multiplicidade de solugoes para o problema

23N 2
(-iv-Aa(3)) e = fQuPpu em o

A (P)

u = 0, sobre 0,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, i a unidade ima-
ginaria, A > 0 é um parametro e (2, := A{2 é um dominio em expansao.
Sem perda de generalidade, vamos supor que 0 € 2, e fixemos 0s niimeros reais

R > r tais que B,.(0) C Q C Bg(0) e os conjuntos
QF = {z e RV dist(z,Q) <r}, Q :={z € Qdist(x,00) >r}

sdo homotopicamente equivalentes' a Q1. O campo magnético A € C(€,R") e a nao

!Para mais detalhes consulte o Apéndice C.
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linearidade f satisfaz as seguintes condigoes:

(fo) € CHRL,RY);

(f1) f(s)=0paras<0e f(s)=o(1) na origem;
(f2) Existe g € (2,2%) tal que

hm 2 0 e wm L)

§—00 s(q_2)/2 - 5—+00 s(q_4)/2 o

(f3s) (Ambrosetti-Rabinowitz) Existe 6 > 2 tal que

0
0< EF(S) < sf(s), paracada s> 0,

onde F(s) := [ f(t)dt;

(fa) f'(s) >0, para cada s > 0;

Por consequéncia de (fy) — (f2),

(F1) Dado € > 0, existe ¢. > 0 tal que, para todo s € R,
F(s)<etcls|™, F(s?) <es?+cls|,

e por (f3) resulta,

(F,) Existem constantes Cy,Cy > 0 tai que

F(s?) > Cy|s|? — Cy, Vs >0.

Pode-se observar que as condigoes (fy)—(f2) implicam em um crescimento subcritico
de f (condigao (F7)) de modo que podemos definir um funcional, associado ao problema
(Py). Ja a condigao (f4) permite uma caracterizagdo adequada do nivel do Passo da
Montanha para resolver o problema. A partir das condigdes (f1) — (f3), mostraremos

que o funcional tem a Geometria do Passo da Montanha. Além disso, tendo em vista
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o crescimento da fun¢ao f e a condigao (f3), verificaremos que o funcional associado
ao problema (P)) satisfaz a condigdo de Palais-Smale sobre a variedade Nehari (que
definiremos mais tarde) e, ainda, as condigbes s@o primordiais para mostrarmos que
todo ponto critico deste funcional restrito a variedade é ponto critico do funcional em
todo o espaco.

O principal objetivo desse capitulo sera provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Supondo que A € C(Q,RY) € limitado e f satisfaz (fo) — (f1), entdo
existe \* > 0 tal que, para cada X > \*, o problema (Py) tem pelo menos cato(f?)

solugoes fracas nao triviais.

Dissertaremos um pouco sobre o espaco em que o funcional associado ao problema
(Py) ficard definido e a variedade Nehari associada ao mesmo, na préxima segao. Na
segunda e terceira mostraremos, respectivamente, que o funcional satisfaz a condicao de
Palais-Smaile e verifica a geometria do passo da montanha, e na quarta segao verificare-
mos um resultado de compacidade restrito a variedade Nehari. A quinta e sexta secoes
retine as ferramentas essenciais para provarmos o resultado principal deste capitulo,

Teorema 2.1

2.1 Preliminares

Nessa se¢ao, estabelecemos algumas notagoes e apresentamos alguns fatos impor-
tantes que serao utilizados ao longo deste capitulo.
Um importante resultado que usaremos ¢é a existéncia de uma solugao positiva de

energia minima para o problema

~Au+u = f(u?)u, em RY,
u > 0, em RY, (Pso)
u € H' RN R),

isto é, existe uma funcio positiva w € H*(RY,R) verificando

Loo(w) =coo e L (w) =0,
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onde

1 ,
Loo(u) = 3 /RN(NuF + ul?)dx — /RN F(u)dz, Yue H'(RY R)

e Cs denota o nivel minimax do Passo da Montanha associado ao funcional L.

O teorema abaixo mostra a existéncia de uma solugao de energia minima para

(Poo).

Teorema 2.2. O problema (Py) tem uma solugdo positiva de energia minima.

Demonstracao. O leitor pode seguir a demonstragao em [19]. O
Para cada A > 0, denotaremos por /4, o espaco de Hilbert obtido pelo comple-

tamento de C'°(Q2,, C) com rela¢do a norma induzida pelo produto interno

(u,v)4, = Re < Va,u.Vav+ u@) : (2.1)

Qx

onde

VA)\U = (D114Au""7D1]Xv)\u)7 A)\() = A(//\)

Df;lx = —iaj—Ag\, para j=1,...N,

ou simplesmente

VA)\ = —iV — A)\. (2.2)
M

Mais ainda para a,b € CM, M € N, ab = Z a’.b, onde 7 -7 é a multiplicacdo usual
j=1

dos ntmeros complexos.

A norma induzida por (2.1) é dada por

1/2
fulles = ([ (P 1u)
Qx

Recorde a desigualdade diamagnética (Teorema A.2, ApéndiceA), para qualquer

u € D (RN, C), verifica-se

Vul(z)] < [Vau(z)l,  qs. em RY.
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Além disso, se u € DY*(RY,C), entdo |u| € HY(RY,R). O mesmo resultado para o

espaco IV4, continua valendo, ou seja, para cada A, tem-se
Vul(z)| < [Vau(z)], €y,

e, se u € Ey4,, entao |u| pertence ao espago H}(Qy, C). Para verificar isto, basta seguir
as linhas da demonstracao do Teorema A.2. Além do mais, pode ser visto no Apéndice

A a imersao continua

D} (RY,C) — LP(RY,C),

para cada p € [1,2*], e do Lema 1.1, a imersdo compacta, para cada p € [1.2%), em

dominio limitado. Assim, temos os respectivos resultados para o espaco E4,, a saber,
EA)\ — LP(Q)\,C),

continua, para cada p € [1,2*], e compacta para cada p € [1,2%).

Observacgao 2.1. Ressaltamos que se u nao for uma fungao complexa, entao por (2.2)
[Vau(@)* = | —iVu(z) — A(z/Nu(@)]* = [Vu(@)[* + [A(z/3) [ u() .

Logo,
Vu(z)? < [Vau(@)f’, Vo eRY.

Consequentemente, temos a imersao continua
E4, — HY(RYR).
Definicao 2.1. Uma funcdo u € E4, ¢ uma solucdo fraca do problema (Py) se
Re {/Q (Va,uVa,v+ut — f(|u]*)ud) dx} =0, YveE Ey,.
A

De (fo) — (f2), o funcional I, : E4, — R dado por

I(u) ;:1/9 (IV a,uf” + uf?) dx—%/ F(lu?)dz (2.3)

2 N
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estd bem definido. Além disso, Iy € C*(Ey4,,R) (veja o Apéndice B) com derivada
I (u)v = Re {/ (Va,uVa,v+uv — f(|u]?)ud) d:z;} . Yu,v € Eg,.
Qx

Consequentemente, as solugoes fracas de (Py) sdo precisamente os pontos criticos de
I, ?
Uma condigao necessaria para que u € 4, seja ponto critico de Iy em Ey, ¢ que

I{(u)u = 0. Esta condigao define a variedade de Nehari

M, = {u € Ex \{0}:; I (u)u = 0} . (2.4)

2.2 A Condigao de Palais-Smale

Lema 2.3. O funcional I, verifica a condicao de Palais-Smale, isto é, cada sequéncia

(un) C E4, para a qual

sup [I\(u,)| < 00 e I\(u,) — 0, (2.5)
neN

quando n — oo, possui uma subsequéncia que converge forte em Ey, .

Demonstracao. Seja (u,) C E4, satisfazendo (2.5). Passando a uma subsequéncia, se

necessario, podemos supor que existe d € R tal que
I\(u,) — d, quando n — oc.

A sequéncia (u,) ¢ limitada em Eg4,. De fato, para n suficientemente grande e desde

2Para detalhes sobre o porqué das solugoes fracas do problema (Py) serem os pontos criticos do
funcional I, o leitor pode ver o Apéndice B deste trabalho.
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que I, verifica a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz, segue que

L,
5[,\(“n>un

1
= S (ually, - / F(lufdz) — llualla, + / F(luP)luldz

1 1
= (5-7) i, + g A =5 [ PPy

1 1
> (5-5) i (2.6)

Usando (2.6), concluimos que (u,) é limitada em Ey4,, pois caso contrario, existiria

d+ 14 [lunllay, = Ii(un) =

uma subsequéncia de (u,,), ainda denotada por (u,), tal que
|unlla, = 00, n — oo,

de onde segue

1 1 d+1 1
——— | < 5— + —0, n—o00
200 7 Nunlll,  llunlla,

que contradiz com o fato de 6 > 2. Desde que Ej,, ¢ reflexividade, existem u € E4, e

uma subsequéncia de (u,,), ainda denota por (u,), satisfazendo

(@) wu, = u em Ej4,, quando n — oo,
(b) u, —u em LP(2,C) para p € [1,2*), quando n — oo,

(¢) wun(z) — u(xr) quase sempre em €2y, quando n — oo

(d) |un(z)] < h(x), para alguma h € LP(£2y,C).

Para concluirmos a prova, resta mostrar que (u,) converge forte em E,,. De fato,

obeservemos que

lin = ullay = (}(un) = I4(w) (w0 =) + Re ( | () f<|ur2>u><un——u>dx)
< () = B(0) (= )+ [Re ([ (71 f<|u|2>u><m>dx)1
< () = B (o =)+ | [ (Pt = Qo) =) 27)

Por outro lado, segue-se de (F}) e da imersao continua E4, < L%(Qy, C) que f(Jw[*)w €
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Lq%l(Q,\, C), para todo w € E4,. Por conseguinte, usando (b) e desde que

< 00,
q

q—1

sup | f ([un ), = f(Jul?)u
neN
obtemos pela Desigualdade de Holder,

[y = 2Py Go=ds| < [ 1Py = £l = ulds

Qa2 = F(uPa| | Jun = ul, =0,

IN

q—1

quando n — o0, ou seja,

| / (f ()t = F(Jul2)) (@ = )| = 0, 0 = ox. (2.8)
Qx
Além do mais, desde que I5(u) € (Eq4,)" e ocorram (a) e (2.5), segue-se

I (u)(u, —u) =0, n— o0 (2.9)

114 ()t — )] < Ty, vl = ullay =0, n—o0  (2.10)

e, portanto, aplicando (2.8)-(2.9)-(2.10) em (2.7), obtemos
|lun — ulla, =0, n — oo,

e segue o resultado. O

2.3 Existéncia de Solucao

Para garantir a existéncia de um ponto critico para o funcional Iy, verificaremos

que I, possui a Geometria do Passo da Montanha, isto é:

Lema 2.4. O funcional I, para cada A > 0, satisfaz:
(i) In(0) = 0 e exitem p,r > 0 tais que I)(u) > r com |ul|a, = p;

(i) Existe e € E4, com Ix(e) <0 e |e]|a, > p
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Demonstragao. Prova de (i). Decorre diretamente da definigdo de F' que I,(0) = 0.

De (F}), segue-se

q

1 € C
(W) = Sl = Slda, — Slull,.

Logo, aplicando em (2.11) as imersoes continuas
q 2

EA)\ — L (Q)UC), EA)\ — L (Q/\,C),

entao, existem constantes c, ¢ > 0 tais que
1, 9 EC. 9 Ce i g

1) = Sl = Slel, — Selul,.

Tomando € := 1/4c¢ em (2.12), ficamos
1
In(u) = Zllull’, = Cllull?,

Desde que 2 < ¢ e fixando p > 0 (p suficientemente pequeno) de maneira que

1, 1 1 1
—p?—=Cpl>-p* & - —Cpt™?> =
entao, obtemos
Lo L,
1) 2 gl = 50 =7 >0, para ulla, = .

mostrando (i).

Prova de (ii). Fixe ¢ € C5°(Q,,R)\{0} e observe que para t > 0

t2 1
Dite) = Slelfs, =5 [ P,
A

Como vale (F3),
F(s?) > Cyls]’ — Cy, Vs >0,

temos

12 - -
Bite) < el = G [ ftel'de + ol

Qx
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e, sendo 2 < 6, temos

I\(tp) — —o0, quando t — oo.

Por fim, basta fixar e = typ € Ey4, para t; suficientemente grande para concluirmos
que

L(e) <0 e fella, > p.
que verifica (ii). O
Como consequéncias do Lema 2.3 e Lema 2.4, para cada A > 0, existe uy € Ey,

tal que I)(uy) = by e I5(uy) = 0, onde

0 <by = inf max I,(v())

denota o nivel do passo da montanha do funcional I,. Usando (f;) e argumentando

como em Willem [44, Teorema 4.2.], obtemos que by pode também ser caracterizado

como
by = Inf maxD(tuy) = inf Iy(uy
ux€Ey, 120 ( ) uyEM ( )7
uy #0

onde M, ¢é a variedade Nehari definida em (2.4). Observemos que com esta caracte-
rizagao, I é limitado inferiormente em M. Além disso, seguindo os argumentos em
Willem [44, Lema 4.1.], para cada uy € E4, \{0}, existe um tnico ¢ = t(uy) > 0 tal
que

I(t = I(tuy).
Ataun) I?gaox NGDY)
A préxima proposi¢ao mostra a limitagao inferir do funcional em M.

Proposicao 2.5. Existe 0y > 0 independente de A tal que,
[ulla, = do e In(u) > o,

para todo u € M.

Demonstracao. Para qualquer u € M, temos
i, = [ (). (213)
A
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Por (F}), decorre, para qualquer & > 0,

. Fulul*de < elulzq, + ccluljq, < ellulll, + cCollull’, . (2.14)
A

onde C, é a constante de imersao E4, < LP(§2),C). Logo, combinando (2.13) e (2.14),
vermos

lull%, < ellully, +cCollullh,

e, sendo g > 2 e u # 0, tomando ¢ suficientemente pequeno, verifica-se

I ||2 > q12 =10, >0 (2.15)
U : . .
Ay = Cgcq 1

Agora observe, por (2.13) e (f2),

0
||u||?le > §/Q F(|ul?)dx. (2.16)

Consequentemente, de (2.15) e (2.16),

1 1 1 1 1 1
B = glull, -3 [ Pz (5-5) it = (3-5) & =

Finalmente, tomando §y = min{dy, J»}, segue o resultado. O

Uma vez que estamos com a intencao de considerar o funcional restrito a M),

temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.6. O funcional [ ,\} My satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Demonstracao. Seja (u,) C M, uma sequéncia satisfazendo

/
sup |In(un)] < 0o e (]A\MA) () — 0.
neN

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que

I\(u,) = d, quando n — oo.

Argumentando como na prova do Lema 2.3, (u,) C Ej4, ¢ limitada. Assim, existe
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u € E4,, tal que, a menos de subsequeéncia, u, — u em Fy, e, por imersao compacta
E4, — LP(Q,,C), Vpe|l,2Y),

u, — u em LP(Q,,C) para todo p € [1,2*). Por [44, Proposigdo 5.12.], para cada

n € N, existe uma sequéncia (7,) C R verificando

I} (1) — 0G (1) = (]A,M)’(un) = 0.(1), (2.17)

onde G : 4, — R é dado por

Gk(un) = / (|vAxun|2 + |Un|2)dx - f(|un|2)|un|2dx = ]g\(un)um
Qx Qx

de onde segue

Gl)\(un)un = 2/Q (|vAxun|2 + |un|2)dx - 2/9f(|“ﬂ|2)|un|2dx -2 o f/(‘un|2)|un|4dx7
A A

e visto que (u,) C M,, temos

lunl%, — / Pl )| Pl = 0
A

e, por consequencia,

Gl)\(un)un =-2 f/(|un|2)|un|4da7-
Qx

Usando a igualdade acima e (f4), segue pelo Lema de Fatou,

lim sup G\ (u,)u, = limsup (—2 f’(|un|2)|un|4dx)
Qx

n—o0 n—oo

= 2liminf [ f'(|un|*|un|*dx
n—oo Q)\

IN

—2 [ f'(Ju®|ul*dx < 0.
Qx

Afirmacao 2.1. limsup G (u,)u, < =2 [ f'(Jul*)|u|*dx < 0.

n—oo Qx

De fato, Se u # 0, segue a afirmacao por (f;). Caso contréario, se u = 0, entao
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up, — 0 em LP(Q,,C) para todo p € [1,2*) e da condi¢ao (F}), obtemos

0 <7< Jual, :/ Flunl?)|unPdz < g/ |un]2d:c+c€/ upfdz, (2.18)
Q Q Qx

que contradiz a Proposi¢ao 2.5 quando o lado direito da desigualdade em (2.18) tende
a zero, quando n — oo. Isto finaliza a prova da afirmacao. Logo, pela afirmagao, segue
por (2.17) que 7, = 0,(1). Neste caso, podemos novamente usar (2.17) e a afirmagao
para obter I}(u,) = 0,(1). Assim, (u,) é uma sequéncia (PS), para o funcional Iy
em E4,. A prova que (u,) possui uma subsequéncia que converge forte, é a mesma

encontrada no Lema 2.3. O
Como consequéncia dos argumentos acima, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.7. Se u é um ponto critico de I, restrito a variedade de Nehari M), entao

u ¢ um ponto critico nao trivial de Iy em Eg4, .

Demonstragao. Usando mais uma vez [44, Proposicao 5.12], existe o € R tal que

(2] 0y, ) (@)« = min |23 (u) — aGA ()], (2.19)

a€eR

onde Gy é dada como na prova da Proposicao 2.6. Por hipdtese,

([A\M), (u) = 0. (2.20)

Logo, por (2.19),
I (u) = oG\ (u). (2.21)

Segue de (2.21),
oG (u)u = 0. (2.22)

Como da prova da Proposicao 2.6, vale

G\(wu= =2 [ f'(lul*)ul'dz <0,
Qx

entdo, segue por (fy) e pelo fato de u # 0 que G4 (u)u < 0. Sendo assim, de (2.22),

a = 0, e novamente por (2.21), segue que I (u) = 0, que prova o desejado. m
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2.4 Um Resultado de Compacidade

Introduziremos agora algum tipo de limitacao associado a I,. Essa limitacao
é um funcional definido no espaco H'(RY,R). Mais especificamente, definimos J,, :

HY(RY R) — R, dado por

Tu(w) =5 [ (VeR +loP)iz =5 [ F(of)

R

com variedade Nehari e nivel do passo da montanha dados por, respectivamente,

Ny = {v € H'(RY,R)\{0}; J, (v)v = 0}

Coo 1= vér/{;;o Joo (V).

No que segue, veremos um resultado de compacidade restrito a variedade Nehari
N, que sera crucial em nossos argumentos. Para sua prova seguiremos argumentando

ao longo da demonstragao encontrada em Alves [2, Teorema 3.1].

Proposigao 2.8. Suponha que (v,) C N, é tal que Jo(v,) = cs. Entdo, ocorre um

dos casos a seguir:

(i) v#0ewv, » vem H(RY R) com v(r) > 0 quase sempre em RY, J(v) = co €
Joo(v) = 0;

(ii) Existe (y,) C RY com |y,| — oo tal que a sequéncia o, := v, (. +y,) converge fraco

para ¥ # 0 em H'(RY,R). Além disso, a funcao © tem a mesma propriedade de v em

(1) acima.

Demonstra¢ao. Assumindo a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz e desde Jo.(v,) —
Coo, segue argumentando como na Prova do Lema 2.3, que a sequéncia (v,) é limitada

em H'(RM R). Assim, passando se necessario a uma subsequéncia, podemos assumir

44



Capitulo 2. Multiplicidade de Solugoes para a Equacao de Schrédinger com um
Campo Magnético em um Dominio em Expansao

que existe v € H'(RY R) satisfazendo

(
(@) v, = v em H'RM R) quando n — oo,
(b) v, = v em L} (RN R) para cada p € [1,2*) quando n — oo,

loc

(¢) vu(z) = v(x) quase sempre em RY, quando n — oo,

(d) |va(z)| < h(z), paraalguma h € LP(Q,,C).

\

Usando o Principio Variacional de Ekeland, que pode ser visto em [44, Teorema 8.5],

mostra-se que (v,) o limite:

Afirmacao 2.1.
J (v,) =0 em (H'Y(RY R)).

Assumindo a Afirmacao por um momento, iremos dividir o estudo em dois casos,
a saber v #0 e v =0.
Caso I: v # 0.

Pela afirmagao,
| Jo an)ol < o (a)ll @y loll vy — 0, no— oo,
Além disso, podemos verificar que v € N. De fato, serd suficiente mostrar o limite

lim J. (v,)v = J, (v)(v). (2.23)

n—oo

Sabemos que v, — v em H'(RY R). Logo,

/ (Vv,.Vv + v,v)dx — / (|IVol* + |[v]*)dz. (2.24)
RN RN

Resta provar que

o) = | f@w— [ F@0? = () (2.25)

Caso contrério, existiriam uma subsequéncia de (v,,), ainda denotada por (v,), e g9 > 0

tais que
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[p(vn) — (V)| > €9, Vn €N. (2.26)

Dado 7 > 0; sendo K, := RV\B,(0) := B¢(0), entao, da desigualdade de Holder, da
condigao (F}), da imersao continua H'(RY R) < LP(RY R), para todo p € [2,2*] e

desde que a sequéncia (v,) é limitada em H!'(R™,R), segue

‘/ f(v vnvdx—/ f(v 2d:17 < / |f(vg)vnv|dz+/ | f(v*)v?|dx

IN

IN

|Vnl2,zc, V)25, + Chlva] T [0lq + 0[5, + CLlv]? &,

onde |[vp||mi@eyy < a. Agora, se tomarmos r suficientemente grande de modo que
ag, < £ Z’ veremos

[e(v) — ()| < . WneN. (2.27)

Por outro lado, como consequéncia de (fy), (¢), (F1) e (d), seguem
fvaPvav — f([v]*)v?, q.s. em B,.(0);

[f(Jval*)oav] < elva|lv] + celval?Jvallv] < ehlv] + ch™ | < eh® +c.h?, Vn €N

e observe que, o lado esquerdo da tltima desigualdade pertence a L'(B,(0)),R), pois

da imersao continua

HY(RM R) — LP(B,(0),R),

v € LP(B,.(0),R). Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, vemos
f(|vnPvpvde — f@*)v*dz, n— oo

B (0) B, (0)

Assim, existe ng € N tal que

‘/ F(lval*)vn — f(v2)v)dx’ < %0, vn > ng. (2.28)

46
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De (2.26)-(2.27)-(2.28) decorre

g < <pvn—

|
‘/ f(vg)vpv —/ fv 2dx‘ + ‘/ F(va))vpv — f(v?)0?)dx

T
que é uma contradi¢do. Concluimos que (2.24)-(2.25) conduz a (2.23), e por conse-
guinte,

1
Coo = jl\l/r_lof Joo < Joo(v) — EJ(;O(U)U,

implicando

A

1 1 1 1
e < 5 [ (VP +lP) =5 [ (oo =5 [ (Vo + o)+ G (oo
2 RN 2 RN 9 RN 0

_ (% . g) [ 9o+ oo+ [ G QoPel - 3P (o)l

Pelo Lema de Fatou,

(5-3) [0V +lufracs [ [§f<\v\2>|v|2—%F(\vﬁ]dw

_ <_> / (o) |odx + / (o) = ~F(jvf)da

1 .
- 5/ lim [f(|vn|*) |vn|*dz — F (Jun]*)]dz

RN n—oo

1
< liminf / ~[F (102 ondz — F(|vn|?)|de
RN 2

IN

Coo

n—oo

B 1 1Y\, . 2 21
= (5 ) it { [ 49u +podte [l - fE (s

1 1 1
< [ =—=)limsup / (|Vun|* + |vn]?)dz —i—/ F(vaP|vn)? = = F(Jva)?)]d
2 0 n—oo RN ]RN 2

= limsup J(vy,)

n—oo

COO?

de onde, decorrem

= (5= 5) [LOToR+loian s [ oI = 3Pl = Juto) (229
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. 1 1 2 1 2 2 1 2 _ 1 1 2
i [ (5 5) Mmooy + [ A0l = 3P uaNde] = (5= 5) IolBgeny +

1 2 2 1 2
+ [ G = 3F(oP)ds,

_ | | | 1 |
Afirmacio 2.2. l1m/ [Ef(|vn|2)|vn|2——F(|vn|2)]d:L‘:/ Lo =L P(lo2)]d.
n—oo Jpn 2 ry 0 2

De fato, por (f3), obtemos

1 1 1
0< 5f(|vn|2)|vn|2 - §F(|Un|2) <3 (f(lal ) onl* = F(Jva]?) - (2.30)
Além disso, como v,,v € N, temos, por (2.29),
1 1
/ S (foa)on]? = F(|al?) de = Joo(vp) = oo = Joo(v) = / S (f() o] = F(Jv]?) de,
RN 2 RN 2
(2.31)

quando n — oo. Note ainda, que (¢) e (fy) implicam

Qo) = 5 7Pl = SF(10P) as. em BY. (232

Portanto, (2.30), (2.31) e (2.32) permitem aplicar o Teorema da Convergéncia Domi-

nada Generalizada,

/ L (o) loalPdz — / L) = LP(uP)de, 0= oo,
RN 9 RN 9 2

provando a afirmacao.

Consequentemente,

nh_{glo HUnH?ql(RN) = HUH%F(RN)'
Isto e o item (a) implicam

7}1_{{.10 [[on — UH?ﬂ(RN) =0,
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ou seja, v, — v em H'(RY R). Logo, v satisfaz
J (0)=0 e Juo(v) = Ceo.

Caso II: v = 0.

Como (v,) € HYRY,R) é limitada, temos que existem [, M > 0 tais que

sup / lv,|?dz > M >0, Vné€N, (2.33)
Bi(y)

yeRN

pois caso contrario, terfamos

sup / v, [2dz — 0, n — oo,
yERN J By (y)

e por um resultado devido a Lions [44, Lema 1.21], vemos que

lim |op|*dz =0, Vs e (2,27). (2.34)
RN

n—oo

Da imersao continua H*(RY R) — L?(RY R), (v,) é limitada em L?(R™ R), e resulta

da condicao (F}) e de (2.34) que
/ f(vn ) |vn?dz < 8/ v, |2dx + cs/ |vp|?dx — 0, n — oo,
RN RN RN
mais ainda,
0 < < ol vy = / F(ltal®)oal2dz =0, 0= 00,
RN
que contradiz o fato de (v,) C N. Portanto, (2.33) é valido. Assim, podemos definir
d := liminf sup / v, |2dz > 0.
" yeRN JBy(y)

Como existe uma subsequéncia convergente de
2 _.
sup / |vp|“dx =: §,,
yeRN J By (y)
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que ainda denotaremos por (d,,), com J,, — ¢, temos

)
- < sup/ v |2dz,  Yn > ng
2 yerw Bi(y)

e, por conseguinte, para todo n > ng, existe y, € RV tal que

§
—~ </ v, |2 dx. (2.35)
2 Jiww

Temos que |y,| — oo em RY, quando n — oo, pois, caso contrario, existiria ¢ > 0 tal

que |y,| < ¢ para todo n € N. Entao (2.35) implicaria

)
0< =< / v, |2 da < / v, |2 dx.
2 Bi(yn) Biyc(0)

Fazendo n — oo na desigualdade acima e uma vez que valha (b), ficamos com

0
0< =<0
2 )

absurdo. Finalmente, definindo u,,(z) := v, (z+y,), da invariancia do RY por translagao,
seguem-se

Joo () = o € J (up) = 0, n — o0, (2.36)
e (uy) é limitada em H*(R™,R). Portanto, passando a uma subsequéncia, se necessario,
existe u € H*(RY,R), tal que
u, —u em H'(RY R). (2.37)
Repetindo o mesmo argumento usado no Caso I, uma vez que valem (2.36)-(2.37),
temos u,, — v em H'(RY R). Observe que u # 0 em H'(RY R), pois

4]
/ lup, |Pdx = / U (2 + yn ) |Pdr = / v, |2dr > =, (2.38)
Bi(0) Bi(0) Bi(ya) 2
e desde que é vélida a imersdao compacta H'(RY,R) < L?(B;(0),R), decorre de (2.38)
que
4]
— < lim |, |*da :/ lu|?dx.
2 n20 JBg0) Br(0)
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Logo, u # 0 em L*(RY R), e por consequéncia, u # 0 em H'(RN R). Além disso, u
satisfaz

JL(u) =0 e Jo(u) = oo

Assim, fazendo u := v, prova-se a proposicao.
Prova da Afirmacao 2.1. De fato, pelo Principio Variacional de Ekeland, existe

uma sequéncia (w,) C N, satisfazendo
Wy =+ 0,(1), Joo(wy) = oo € Jo(wyn) — v EL (W) = 0,(1), (2.39)
onde (v,) CR, e B, : HY(RY R) — R é dado por

Balw) = [ (VP +fuP)s = [ fluPluPds = Jyfw)
RN RN
e desde que (wy,) C N a condigao (fy) fornece
B () = —2 / (w2 wn] dz < 0. (2.40)
RN
E notavel, assim como na prova do Caso II, definirmos

¢ := liminf sup / lw,|* > 0.
Bi(y)

n—oo yERN

Logo, passando se necessario a uma subsequéncia, assumiremos que existe (y,) C RY

tal que

/ 2 > 2 (2.41)
By(yn) 2

e, serd til definir w,(z) = w,(z + y,) para todo z € RY. Assim, (w,) é limitada
em H'(RM R), pois (w,) o é. Logo, a menos de subsequéncia, existe @ € H'(RY R),
satisfazendo:

(
(@) W, —w em H'(RN R) quando n — oo,

(b) 1w, — w em L? (RN R) quando n — oo,

loc

(c) n(z) = w(x) quase sempre em RY, quando n — oo.
\
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De (2.41) e por (b)', temos

J
2

n—o0

< lim thFdx::u/z 1 2da.
By(0) By(0)
Consequentemente, 1 # 0 em H'(RY,R). De (fo) e (c)’, temos
Flln )l = f(l@)|o]*, as. em RY.
Sendo assim, do Lema de Fatou

ﬂwmwm_/1mﬂmmmﬁmgmm/fmﬁwﬁm
RN n—oo n—oo RN

RN

Isto, (2.40) e a invariancia de RY fornecem

lim sup E._(w,)w, = —2lim inf I (|wn]?)|w,|*dz < —2/ f'(Jw) || de,
n—oo RN RN

n—oo

ou seja,

limsup E._(w,,)w, < —2 /RN (o) |w[*dz < 0. (2.42)

n—oo
Assim, a menos de subsequéncia, E/_(w,)w, — [ # 0 e desde que (2.39) ocorra e

S (wy)w, = 0, temos v, = 0,(1). Logo,
J. (wy) — 0.
Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que

J (v,) = 0.

2.5 Comportamento Dos Niveis Minimax

Apresentaremos ferramentas indispensaveis para obtermos o principal resultado

do capitulo: precisaremos considerar o comportamento assintético de by e outros niveis
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minimax relacionados. No que segue, introduziremos estes demais niveis. Comecemos

por considerar o funcional Jy : H}(2),R) — R dado por

Ta(v) = %/QX(WUF of)dz — %/Q Flol?). (2.43)

Também definamos

C) ‘= vier/l\f/"A J)\(U),

onde N, é variedade associada a .Jy, isto é,
Ny = {v € Hy(, R)\ {0}; Jy(v)v =0} . (2.44)

Recordemos que R > 7 e B).(0) C Q) (r fixado) e definamos de forma andloga as

ternas

(I)\,W b)\,ra MA,T) € (J/\,r7 C)\,T7N)\,T‘) )

apenas substituindo 2, por B),(0) nas defini¢oes de
(I)\a b,\, M/\) € (‘])\’ C)\,N)\) y

em (2.3) — (2.4) e (2.43) — (2.44), respectivamente. Ressaltamos que estes funcionais,
bem como suas restricoes as variedades Nehari correspondentes, satisfazem a condicao
de Palais-Smale, pois basta argumentar como na prova do Lema 2.3 e da Proposicao
2.6.

No proximo resultado, apresentamos o comportamento assintotico do nivel mini-
max ¢y, quando A — oo, cuja a prova segue as linhas da demonstracao apresentada

em Alves [2, Proposigao 4.2 |. Sendo mais preciso temos:

Lema 2.9. O numero c,, verifica o seguinte limite:
lim ¢y, = cx.
A—00
Demonstragdo. Seja ¢ uma funcao em C°(RY R), 0 < ((x) < 1, x € RY satisfazendo

((z) =1, ze€B(0) e ((z) =0, ze€ B50).
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Para cada R > 0, consideremos a funcao

Cr(z) = ((z/R) e wr(z) = Cr(z)w(x),

onde w > 0 é uma ground state solution ou solucao de energia minima do Problema

(P.) (ver Teorema 2.2), isto é, uma fungao w € H'(RY,R) verificando
Jo(W) = € Jo(w)=0.

Argumentando como em [44, Lemma 4.1], existe um tnico ¢tz > 0 tal que tgwr € N .
Além disso,

Iar(trwg) = IglgoX Irr(twg),

e por consequeéncia,

Car = /{Pf J)\,T < J/\,’r(tRwR)a VA > 0.

A, 7

ou seja,

car < Iar(trwr), YA > 0.

Fazendo A — oo na desigualdade acima, obtemos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue

lim Sup Cx < lim sup J,\yr(tRwR) = lim J)\J(tR’LUR) = JOO(tRwR),
A—00 A—r00 A—00

lim tp = 1.
Ao

Afirmagao 2.2.

De fato, pela definigao de tg, temos J_(tgwg)trwr = 0, que acarreta

/ (|Vwgl* + |wg|*)dx :/ f(trwg?)|wg|*dz. (2.45)
RN RN
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Assim, para R > 1,

[ vun s waPids = [ fQtenPwnPds = [ fQtnul)uPds
RN Br(0) Br(0)
> [ ftno s
B1(0)
> [ ftnal)lafds, (2.46)
B1(0)

onde

a = minw(z) > 0.
2 <1

Note que (tg) ¢ limitada, pois caso contrario, se existir R, — oo com t, := tgr, — 00,
terfamos

f(tna®al* = 0o, n — oo, (2.47)

pois de (F») existem constantes C1, Cy tais que
F(s?) > Cys|” — Cy, Vs >0,

por consequencia,

Ciltnal® = Cy _ F([taal) _ 2 f(Itnal*)t5]al®
2 = 2 T4 2 ’

n

de onde, como 0 > 2, segue que

Cl|tna|9 — 02

— 00, n — oQ.
t2
n

Logo, combinando (2.46) e o Lema de Fatou, vemos

00 = liminf f(|t,a|?)a’dz < liminf
Bl(o) n—oo n—oo

f(tnal?)a*dr < liminf/ (|Vwg, |*+|wg, |?)dz,

ou seja,

[ (9un, P+ Jwn, Pz = s0. 0 o0,
R
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no entanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque

lim [ [V, 2+ [wn, [2)dz :/ (Vol? + [w)dz < 00, (2.48)
N RN

n—oo R

que é um absurdo. Portanto, (tg) é limitada. Deste modo,

lim tp = t.
o B

Mostraremos que ¢ # 0. Usando o mesmo tipo de argumento, suponha que exista

R, — oo com tr, — 0, quando n — co. De (F}), para todo € > 0 existe c. tal que
—2
()] <e+els|T.

Assim,

/ F(tr, w2, [Pde < & / g, P + A% / wp, fdr. (2.49)
RN RN RN

Por (2.48), wg, — w em H'(RY R) e, em particular (wp,) é limitada em H'(RY R)

e pela imersao continua
H'(RY R) — LP(RY,R), Vpe 1,27,

segue que (wg, ) é limitada em LP(RY R) para todo p € [1,2*] e, desde que tz, — 0 e

ocorra (2.49), obtemos

0< hminf/ |f(Itr,wr, |[})||wg, |*dr < limsup/ |f([tr, wr,|*)||wr, |*dz < eC, Ve >0,
RN RN

n—0o0 n—oo

onde C ¢ constante que limita (wg,) em L*(RY R). Logo, fazendo ¢ — 0 na desigual-

dade acima, segue que

lim [ | f(|tr, wr,[*)|lwr, [*dz = 0.

n—o0 RN
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Usando (2.45) e o limite acima, obtemos

lim (|Vwg, |* + |wg, |*)dz = 0.

n—oo RN

Por este limite e por (2.48), temos |w| = 0, que é um absurdo, pois w € N.

Do que foi visto tz — ¢ quando R — oo, segue entdo de (2.45) e (2.48) que

/ IVl + [wf?)dz = / F([fw]?) jwl*dr,
RN RN

Por outro lado, w € N, entao

/(IVw|2+|w|2)dx=/ Fw|?)|w|?dz.
RN RN

Combinando estas duas tltimas igualdades e desde que f é crescente, segue que t = 1.
Isto prova a afirmagao.

Pela Afirmacao 2.2,

lim Jo(tpwr) = Joo(w) = .
R—o0

Isto e recordando que limsup,_, . ¢\, < Joo(trwgr), obtemos

limsup ¢y, < coo- (2.50)

A—00

Por outro lado, usando a defini¢ao de cada um dos niveis ¢y, € ¢, temos desigualdade
Crr > Cooy A >0,

implicando

liminf ey, > coo. (2.51)

A—00
Logo, por (2.50) e (2.51),

lim ¢y, = cx.
A—00

Portanto, o lema fica provado. [
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Para cada x € RN e R > r > 0, denotemos por ¥, , o conjunto
2)\’1 = B)\R(.CL’)\E)\T(LU)

e definamos o funcional Jy , : H} (2., R) — R por

5 1 1
Ialv) = [ (VeP 4Pl [ F(uPyie (2.52)
A,z A,z

Simbolizamos por N, , a variedade Nehari associada a .J) ., isto é,

~

Ny = {U € HY(Saa R\ {0} J, ()0 = o} .

Para cada v € H'(RY R)\{0} com suporte compacto, considere a aplicacio

baricentro
/ zv|?dz
B(v) == JRY  VzeRV,
/ lv|?dz
RN

e defina o seguinte nimero
Ay, = inf {j,\yx(v); v E ./\AfA,m e f(v) = x} )
Por simplicidade, para x = 0 usaremos as notacoes

j,\ = j/\,Oa Yy = Z/\,Oa NA = NA,O

ay = a)po

Além disso, com um raciocinio analogo do Lema 2.3 e da Proposicao 2.6 obtém-se,
respectivamente que Jy| Hi(z,r) € bem como N Hi(sym)nN, Satisfazem a condigao de
Palais-Smaile, e usando o Principio Variacional de Ekeland, existe uma funcao u € N,
tal que

Ja(u) = ay (2.53)
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Lema 2.10. O numero a, satisfaz

Coo < liminf ay.
A+—00

Demonstracao. Seja v € N com f(v) = 0 e considere a extensao de v ao espago
HY(RY R) que se anula fora de X, ainda denotada por v. Claramente, v € Ny,
implicando que

~

Coo = }\Iflof Joo < Joo(v) = Jr(v).

Pela definicao de ay, temos

Coo S ay, YA>0,

portanto,

Coo < liminf ay.
A—00

Suponha, por absurdo, que

liminf ay = co.
A——+o00

Sendo assim, existe uma sequéncia (A,) C R com \,, — oo verificando

lim a), = Coo.
n—-+00

Consequentemente, desde que o infimo a,, é alcangado como pode ser visto em (2.53),

entdo, existe uma sequéncia (v,) C N,, satisfazendo

lim j,\n(vn) = lim a), = ¢ e B(v,) =0 VneN.

n—oo n—o0

Considerando novamente as extensoes como antes, podemos supor que (v,) C N e

como supp(v,) C Xy, , temos que v, — 0 quase sempre em RY. Além disso,

lim Joo(vn) = € B(v,) =0, VneN. (2.54)

n—oo

Neste caso, (v,) é limitada em H'(RY,R), pois caso contrario, existiria uma sub-
sequéncia de (v,), ainda denotada por (v,) com v, — o0, tal que, pela continuidade

de Jo, Joo(v,) — 00, que contradiz (2.54). Logo, v, — 0 em H'(RY R) e nio con-
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verge forte em H'(R™,R), pois caso convirja séria pra zero, que contradiz c,, > 0
(Joo(Un) = €0 # 0). Desta forma, decorre do item (ii) da Proposicao 2.8, que existe

uma sequéncia (y,) C RY, |y,| — oo tal que

Uy = wy(x —y,) + 0(x — yp) (2.55)

onde (w,) C HY(RY R) satisfazendo w, — 0 em H'(RY R) quando n — oo, e 0 €

H*(RY,R) ¢ uma fungao positiva verificando
Joo (D) = oo € JL(0) =0. (2.56)
Como funcional J, é invariante por rotagao, assumiremos que

yn:(y}”O,,O)

e a primeira coordenada satisfazendo y. < 0. No que segue, para melhor compreensao

definiremos os seguintes conjuntos

AT =3\, N Bar2(yn), Ay =S5, \Barp2(yn) e Ay =Xy \AT,

onde

ATUAT =%, e Al = AT

Recordando que o supp(v,) C X,,, podemos combinar (2.55) o fato de w,, — 0 em
H'(RY R), o Teorema da Mudanca de Variavel e o Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue para obtermos

lim lv,?dz = lim v, |2
n—o00 Ap n—o00 Bknr/2(y")
= lim lw, — 0|*dx

oo By, r/2(0)

= / |5*dz =: M > 0,
RN
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ou seja,
lim v, |2dz = M > 0. (2.57)

n—oo n
Al

Além disso, a invariancia do RY, e usando mais uma vez (2.55) e o Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lesbegue, vemos que

lim v, [2dz = lim v, |2dz = lim lw, — 9’ dx = / |52dx = M.
RN RN

n—oo 2)\ n—oo R n—oo

Isto e (2.57) implicam na igualdade

lim |Un| dx = hm/ v, |2dx = hm (/ |Un\2dx—/ |vn|2daz> =0. (2.58)

Afirmacgao 2.3.
/ PP < 227 (0 + 0,(1)).

Para provarmos a afirmacao ¢ suficiente verificar que ! < —\,7/2. De fato, dado

= (z',--,2V) € A3. Desde que |z — y,| < A\or/2 € y,, = (y,0,--- ,0), vemos
N
2t —yh < Ar/2 e Y I < (Mar/2) (2.59)
=2

Por outro lado, como x € Y, , temos
N —
P+ D12 = 22 = Aer, (@ & By, (0)),
=2
e pela segunda desigualdade de (2.59) decorre
N
[+ Qar/2) 2 3107+ [ = [al® > A,
j=2

b'> \,r/2, devido a primeira de-

que implica |z!'| > \,r/2. Note que nao ocorre x
sigualdade de (2.59) e y! < 0. Entdo nos resta apenas r' < —\,r/2, conforme foi

mencionado. Logo, por (2.57)

Y .Y
/ o Pdz < ”T/ (o 2dz + 0n(1) < 22 (M + 0, (1)), (2.60)
'iz 2 All\f 2
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e observe que

O:ﬁ(vn):/ x1|vn|2da::/ x1|vn\2dx:/ xllvnl2da:+/ ot v, Pdr.  (2.61)
RN S Ap A

n
2

Pela afirmagao e por (2.61) e uma vez que vale a desigualdade z' < —\,r/2 < \,R,

segue
0< —¥(M +0,(1)) + )\nR/An |vn [Pz,
5
isto é,
0 < 5=(M +0,(1)) < /A [0, d,
que contradiz (2.58). Isto finaliza a prova. O

2.6 Um Resultado de Multiplicidade

O préximo resultado é demonstrado seguindo as linhas da prova de Alves |2,

Proposicao 4.4].

Proposigao 2.11. O funcional .J,, associado ao problema (P,,), tem uma solucao de

energia minima, que é radialmente simétrica.

Demonstragao. Nesta prova denotaremos por J o funcional Jy . J& sabemos que o fun-
cional .J possui uma solugao positiva de energia minima, ou seja, existe v € Hg(By,(0))
tal que

J(v) =cr, = inf J(u) e J'(v)=0.

uG/\/)\T

Se v* ¢é a simetrizagdo de Shwartz de v (ver [27, pagina 259]), entdo v* é radialmente

simétrica e v* € H}(B»-(0),R) satisfazendo

/ |v*|*dx :/ lv2dz, (2.62)
B.(0) B(0)
/ Vo 2dx §/ |Vv|?da, (2.63)
B.(0) B.(0)

/ F(av")dz = / F(awv)dz, VYa >0, (2.64)
B.(0) By (0)
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uma vez que F”(t) > 0 para todo t > 0, assim F' é uma fungao convexa. Usando o fato

que v € N, temos

J' () =0

J(v) = max J(tv)

t>0

Argumentando como em [44, Lema 4.1], existe um tnico t* > 0 tal que t*v* € N, .

Assim, por (2.62), (2.63) e (2.64)

cny = inf J < J(t"0") < J(t'v) < max J(tv) = J(v) = ¢,

N)\J t>0 ’

ou seja,

J(t"v") = cay

Pela igualdade anterior, t*v* é um ponto critico de .J restrito a variedade Nehari N,

e, segue do Coroldrio 2.7 que é um ponto critico de J em HJ(By.(0),R). Assim,
J(tv*) =cy, e J(tv) =0.

]

Observacao 2.2. No que segue, denotaremos por uy, := t*v* a solucao de energia

minima dada na Proposi¢ao 2.11. Observar-se ainda que uy , satisfaz
J(“)\,T) =C\r = j{RfT J
Para A > 0 e r > 0 definamos a aplicacao ¥, : 2, — M, como

t)\’ eiTA,y(w)u)\J(‘gj — yD7 se T c B)\r(y)v
()] () =4 259
0, se z€Qy\ By(y),

onde uy, € Ny, uma fungio positiva e radial satisfazendo Jy ,.(ux,) = ¢, try € (0,00)
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é tal que ty e vOuy (|- —y|) € My e
N
Tay(T) == ZAj(%)xj, Vo eQ,, ==(2"2%- - 2")eRY.
j=1

No que segue, veremos duas propriedades importantes sobre a funcao V¥,, que

precisaremos para esta parte final deste capitulo, que sao

B(Wa(y) =y, VyeQy,

e o seguinte lema:

Lema 2.12. Para A > 0, temos

lim max |I,(¥x(y)) — cx| = 0.

A—00 yeQy

Demonstrag¢ao. Observa-se que é suficiente provar que dado uma sequéncia (\,) C R

tal que A\, — oo e (y,) C €2, qualquer,
I, (U, (Yn)) = Coo, quando n — 0o.

Serd til definir v, (z) := uy, »(|T—ynl|), se ¥ € By, (yn), vn(x) = 0, s x € RM\ By, (yn).
Como (uy, ) é radial satisfazendo Jy, ,(ux,r) = cxn,r € Uy € Ny, » C Nu, podemos
usar a invarianca do RY e o Lema 2.9 para obter

lim Joo(Un) = Cooy,  Jo(Un)vn =0 € Joo(tvn) < Joo(vn) = Crprs (2.66)

n—oo

para algum ¢ > 0. A primeira igualdade de (2.66), fornece a limitacao de (v,) em
HY(RN R), pois caso contrario, existiria uma subsequéncia de (v,), denotada ainda
por (v,), tal que, v, — oo e, da continuidade de Jo, Joo(v,) — 00 = Co, que um
absurdo. Assim, pela reflexividade de H'(RY,R), v, — v em H'(RY R) a menos de

subsequeéncia.
Afirmagao 2.4. O limite fraco de (v,) é diferente de zero.

De fato, desde que (v,) C HY(RY R) é limitada existem (g,) C RY [ > 0 e
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M > 0, tais que

n—0o0

lim sup/ v, [2dz > M > 0, (2.67)
Bl(?]n)

do contrério, usando um resultado devido a Lions em [44, Lema 1.21.]

lim lu,|* =0, Vs e (2,27,
RN

n—oo

e decorre da imersio H'(RY,R) — L*(RY R) que (v,) é limitada em L?(RY R) e, da

condigao (F7), para todo € > 0 existe ¢. > 0, obtemos

[ PP e [ P e [ oo
RN RN RN

quando n — oo, uma vez que v, — 0 em L4(RY R). Por conseguinte,
”Un”Hl(]RN,R) — 0 n — oo,

contrariando o fato de (v,) C N, neste caso é valido (2.67). Como v, — v em

H! (RY R), segue da imersao compacta

H,(RY,R) = PRV, R), Vpe (2,2),

rad

v, — v em LP(RY R), para todo p € (2,2*) e, além do mais, v,(z)? — v(z)? quase
sempre em RV e |v,|2 < h? € LP?(RN,R), logo, conclui-se (f,) é uma sequéncia
limitada em R, pois caso nao seja, a menos de subsequéncia, 7, — 0o quando n — 0o

e, usando (2.67) para n > ny

M
0< 5 < / v, [2d. :/ XBl(y*n)’Un’QdJ?
Bl(?jn) RN

Passando ao limite na desigualdade acima, segue do Teorema da convergéncia Domi-

nada de Lebesgue, que % = 0, que é um absurdo. Portanto, (,) ¢ limitada em RY,

digamos |7, | < C, para todo n € N. Assim, usando mais uma vez a desigualdade (2.67)
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e combinando com a convergéncia v, — v em L. (R™ R), obtemos

loc

0<M < / v, |2d
Bl(gn)

< lim v, [2da

= [
Bi1+c(0)

ou seja,

/ |v2dz > 0, (2.68)
Biyc(0)

ou melhor, v # 0. Desta forma, fica provado a afirmacao.

Em vista do limite em (2.66) e a Afirmacao 2.4, podemos usar Proposi¢ao 2.8
item (i) para concluir que v, — v em H'(RM R). Além disso, esta convergéncia é
quase sempre em RY e forte em L?*(RY R). Sendo assim, existe h € L*(RY R) de
modo que

v (2)] < h(z), qs. em z€RY.

No que segue, para simplificar os calculos denotaremos t, := t, € Up 1= Uy, -

nyYn

Agora, recorde que
Dy, () = (=0, = A) () e [Va,()F =D 1Da, ()P,
j=1

logo, para x €

Xz

Dh, [ @] = =iy [, ) @)] — 4G, w) )

= =iy [tne o (2 = gnl)] = AV ([ = g

n

T

— A (5 e o Oy (7 = )
yz - : iTA
= (A = ANl = yal) = 051l (@ = gal) [tre ™0 (),
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e usando a defini¢do de norma de um nimero complexo, vemos

2
2
y T
Va0 = funtle = 0 [J4 (3) = 4 (52) | +19ulle = wbP,
por onde segue
1 2 it (z) 2 1 2 9T (z) 2
e Qe —yaDla, = 5 | Vay, (e Ounla = yo))Pdo +
n n An
1 .
3 [ Igem (e = ya))Pdo
n An
1 2
Yn x
- = g ti|un(|x—yn|)|2 A(/\—> —A(/\—> dx
n An n n
1 )
+37 | (V@@ =)+ e Oun(lo = yal)F)da
n An
2
= / un(2)[?| A (y—”) —A <Z+y") dz +
B)\nr(o) )\n )\n
s [ (V@ + (o))
B/\nr(yn)
2
Yn 2+ Yn
— ol + [ P A( )—A( ) .
N N An An
ou seja,
2
1T x yn Z_'_yn
e Ay ( )Un(|$_yn’)”§hn < / | (2)? A()\ )—A( 3 ) dz +
By, »(0) n n
Hvnl3 v gy (2.69)
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Do célculo acima e visto que u,, € N}, ,, obtemos

1 1
D)) = 50, =5 [ (9P
An

2
= = un(2)FlAl =) A —=— || dz
2 BM,«(O)‘ < An An
1 v 2 Ad 1 F Hd
+3 (IV (tun (2))]" + [taun(2)[)dz — 5 (|(thun(2))")dz
Bi,+(0) B, (0)

2

t
= () + 2 / [t (2)]? dz
B)\nT(O)

2
Yn Z+ Yn
Al=])-A
()‘n) ( An )

2

2

13 Yn 2+ Yn

< ot 2 un,ZZA(—>—A( ) dz.
N 2 o |[un(2)| " "
ou melhor,
12 ’
Lo (U (y0) < ap + 2 lun(2)[?|A (y—") —A (Z + y") dz,  (2.70)
2 JB,,.(0) An An

Por outro lado, seguindo os célculos anteriores e como ¥, (y,) € M,,, segue da

desigualdade diamagnética,

I)\n(\IJAn (yn)) Z I)\n(ei’r/\nﬂ"(x)un(. - yn))
1

1
[ (V@ @R [ FuERe
By, (0) By (0)

AV

= J)\n,r(un> = Cxpyrs
isto é,
Logo, por (2.70) e (2.71),

2

tn
O < D (W, (Un) < 0nr + 5 lu(z)[?
B)\nr(o)

dz. (2.72)

2
Yn Z+Yn
Al=—=])-A4A

Mais ainda, como §* € €2 e ) ¢é limitado, existe yo € Q tal que

LN Yo quando n — oo,

An
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de onde, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para con-
cluir que

2

n + Yn
worfa (i) -4 (52)
o) =455

Tendo em maos o limite acima é suficiente verificar que (¢,,) é limitada, pois se isto é

dz — 0, quando n — oo. (2.73)

verdade, entao (2.72) junto com o Lema 2.9 nos conduz a
I, (¥, (Yn)) = €0, quando n — oo,

que é o desejado. Entao, nos resta provar que (t,) é limitada. Argumentando por
contradi¢ao, suponhamos que exista uma subsequéncia da (t,), denotada ainda por
(t,), tal que t, — oo quando n — oo. Recordemos que ¥, € M, , entdo pelo

Teorema de Mudanca de Variavel,

theiﬂnyn(.)un(' - yn)HiM = / f(|tnun(z)|2>|tnun(2>|2dz

B)\nr(o)
e por (2.69), obtemos
[ fwPlofae < [ pe Pl
Bi+c(0) Banr(yn)

=/ F(ltten (2)[2) 0 (2) [Pz
By, »(0)

= ol + / un(2)]2
B>\n7‘(0)

onde a bola By, ¢(0) pode ser vista como em (2.68). A limitagdo de (v,) em H'(RY R)
juntamente com (2.73) implicam que o lado direito da desigualdade acima é limitada.
Em contra partida, a condic¢ao (f3) implica que

lim f(s*) = 400

S—+00
e neste caso,

lim f(t2v2)v2 = 400,
n—oo
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pois v, — v quase sempre em RY. Desde que v, — v > 0 em H'(RY R) e ocorra

(2.73), obtemos pelo Lema de Fatou,

too = / lim f(|tnvn|2)|vn|2dxgliminf/ Flonl?)|on [2dz
B n—oo

1+ (0) V0 Bi+c(0)

2
. . n + Yn
< lim [fo, |2 1 A () —a(Z d
< Jim e+ Jim [ | (5 ) a
= ||U||§{1(RN,R)’
que contradiz o fato de v € H'(RY,R). Isto finaliza a prova. O

Dado y € €2y, temos que ¥, (y) € M,. Além disso, se estabelecermos

g(A\) == sup |[L(¥a(y))],

yEQ;

teremos que

g(A) = L(Wa(y), VyeQ,.

Neste caso, o conjunto

0)\ = {u c M)\;I)\(u) < g(>\)}

contém a funcao Wy (y), de onde segue Oy # ().
Antes de apresentarmos o préximo resultado, notamos que, dado qualquer u €

M., existe t,, > 0 tal que t,|u| € N,. Da desigualdade diamagnética,

Il sy < Nl = | (Pl
A

Definamos, para ¢t > 0, a fungao h,(t) := J\(tu). Como t,|u| € N, temos h! (t,) = 0.
Logo, a desigualdade acima implica que h,(1) < 0. Portanto, da condigao (fy), segue
que t, € [0,1].

O préximo resultado é o ponto chave quando queremos comparar a categoria de

2 com a do conjunto subnivel do funcional I}.
Proposicao 2.13. Existe A > 0 tal que B(u) € QFf, sempre que u € Oy e A > A

Demonstracao. A prova serd realizada por contradicdo. Suponha que existam as
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sequéncias (A,) C R, A\, — oo e (u,) C M,, tal que

I (un) < g(An),

com

T = fun) € QF .

Seja t, € [0,1] tal que v, := t,|u,| € N,,. Segue da desigualdade diamagnética e da
sequéncia (u,) C Oy que
In, (talun]) < Iy, (tnun) < max Iy, (taun) = Iy, (un) < g(An).

neN

Assim, a sequéncia (v,,) satisfaz
Up € N)xn) ﬁ(Un) = Tn ¢ Q:\:a J)\n(vn) < g(/\n)

Afirmagao 2.3. Fixando R > diam(Q), obtemos Q,, C >, .

Assumindo a afirmagao por um momento, nota-se que v, € H}(Xy, +,., R) (ver a
Observagao 2.1, no inicio deste capitulo). Como f(v,) = z,, temos

uma vez que Hj (3, ,R) e H}(Z), 2., R) sdo isometricamete isomorfos, de onde a,, =

aAnywn .

A definicao de g e o Lema 2.12, implicam

lim g(\,) = Coo-

n—oo

Desta forma, podemos usar (2.74) e o limite acima para obter

limsup ay, o < limsup g(A,) = ¢,
n—00 n—0o0

que contradiz o Lema 2.10.

Agora nos resta apenas provar a afirmacao. Fixando x € €2, e recordando que
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Tn & QO , percebe-se

1 1
)\—nCCGQ e /\—nxn¢9+.

Segue por definicao de QT que

| 1 1 >
—T— —x,| >,
An An

ou equivalentemente,

|z — x| > A\

Por outro lado, desde que = = \,y, para algum y € €2, podemos observar que

1
|l — x| = |z —PB(v)| = ‘x - —/ zlvp|*dz
O,

|Un|g,m

1
= — / )\ny]vnIde—/ zlvp|?dz
|Un 2,0, Q)\n Q>\n

A
_ _/ (y — 2/An)|on2dz
O,

|Un|§,mn

(2.75)

(2.76)

Além disso, y € Qe ﬁz € Q para algum z € ), . Logo, a igualdade em (2.76) implica

A
oool < 2 [yl
"U'I‘L|27Q)\n Q)\n
An z 9
< | suply— —llval*dz
lunl3.0, Ja,, nen An
A z
= —g—suply— | [ | fdz
|U"|279/\n neN An Qi

= A diam(Q) < A\, R.

Isto e (2.75) fornecem

x € By, r(n)\Bx,r(Tn) = Xx, -

Com isto, verificamos a afirmacao e a proposicao estd provada.

Como consequéncia do Lema 2.12 e da Proposigao 2.13, temos que
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Coroldrio 2.14. Existe A > 0 tal que
UL(Q2) C Oy e BOy) C O,

sempre que A > A

Proposicao 2.15. Se A > 0 é dado pela Proposcao 2.13, entao para cada A > )\ vale

cato, (Oy) > catq, ().

Demonstragao. Suponha cato, (O)) = n, isto é, existem subconjuntos fechados Ay, As, . ..

de O, satisfazendo:

® OA:A1UA2U"'UA7L;

o A, Ay, ..., A, sdo contrateis em O,.
Isto significa que existem h; C C([0,1] x A;,O,) e u; € A; fixo, tais que
hi(0,u) =w, hj(l,u)=u;,

para cada u € A;. Considere o conjunto

que sao fechados em €2, pois ¥, é continua, e satisfazem
U 1 0y) =By U---UB,.

Por outro lado, é claro que W;'(O)) C Q- e, pelo Corolrio 2.14 e da igualdade
anterior, temos

Q. =V, 1(0\)=B,U---UB,.

T

A partir da fungao g; : [0,1] x B; — Qf dada por

9t y) = B(h; (L, UA(y))),
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podemos concluir que B; ¢ contrario em Q. De fato, inicialmente notemos que
hj(t,®(y)) estd bem definida, poisset € [0,1] ey € B; = ¥, '(4;), entdao ¥, ' (y) € A;,

implicando que h;(t, U)(y)) € O,. Sendo assim, pela Proposicao 2.13,
B(hi(t, UA(y))) € 4, sempre que A > A

de onde segue que g; estd bem definida. Note que g; é continua paratodoj =1,2,...,n,

or ser composicao de funcoes 8, h; e ¥, que sao continuas. Agora note
» 1

9;(0,y) = B(h;(0,¥r(y))) = B(¥i(y) =y, Vye€B;

gi(1,y) = B(h;(1,Wx(y))) = B(w;), Yy € B;.

Por isto, B; é contratil em Q" para todo j = 1,2,...,n, implicando que
caty+(2,) < n = cato, (Oy).

Finalmente, usando o fato de Q} e € serem homotopicamente equivalente a 2 e

combinando as Proposigoes C.1 e C.5 seque que
cato(S2) = catq+(Q,) < cato, (0y),

completando a demonstracao. O]

Demonstragao do Teorema 2.1. Argumentando como na prova do Lema 2.3, po-
demos checar que I, satisfaz a condicao de Palais-Smale em O,. Assim, podemos
aplicar a teoria de categoria de Lusternik-Schnirelman, sendo mais preciso, Teorema

C.4 no Apeéndice C, para obter pelo menos cato, (O,) pontos criticos de I, e pela

oy
Proposigao 2.15, O,, possui pelo menos a catq(€2) de pontos criticos do funcional I, ‘ o,

Como no Corolario 2.7, cada um desses pontos criticos, é ponto critico do funcional I

sem restrigao, portanto, solugao fraca nao nula do Problema (Py). O
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Capitulo 3

Multiplicidade de Solucoes Para a
Equacao de Schrodinger com um
Campo Magnético: Poténcias

Proximas do Expoente Critico

Neste Capitulo discorreremos principalmente sobre resultados tratados em [4].
O capitulo anterior culmina na atencao de que o Teorema 2.1 fornece uma estima-
tiva do nimero de solugoes para uma equagao de Schrodinger envolvendo um campo
magnético externo. Aqui apresentaremos mais uma virtude dessas. Mais precisamente,

estudaremos multiplicidade de solugoes para o seguinte problema

] 2
(—.V — A) u+ru = |ulP?u em €,
i (Py)

u = 0 sobre 01,
onde k ¢ um parametro positivo, @ C RY é um dominio limitado suave, N > 3, i
¢ a unidade imagindria e p € (2,2%), 2* = 2N/(N — 2). Aqui assumiremos que o
campo magnético A € L>(Q, RY). E importante ressaltar que, o método apresentado
no Capitulo 2 se aplica ao problema (P,). Veremos que para k fixo, se p estiver
proximo de 2%, podemos comparar as estimativas do nimero de solugoes do problema
em termos da teoria de categoria e da topologia do dominio. Mais especificamente,

com isso queremos dizer :
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Teorema 3.1. Eziste uma fungio p : [0,+00) — (2,2%) tal que para todo p €

[D(k),2%), o problema (P,) possui, pelo menos, catq(S)) solugoes nao triviais.

Nosso intuito neste capitulo é provar esse teorema. Para isso, bem como ja

mencionado procederemos de maneira semelhante a demostracao do Teorema 2.1.

3.1 Preliminares

Antes de definirmos o que entendemos por solugao fraca para o problema (FP),
iremos estabelecer algumas notagoes. Comecaremos denotando por F um espago de
Hilbert real definido como o fecho de C2°(€2,C) com respeito a norma induzida pelo

produto interno

(u,v) 4 := Re{/ VAu~VAUd:r},
Q

onde

Vau = (Dyu, ..., DNu),

Dil = —z'@j—Aj, para j=1,...N,

ou simplesmente

V4= —iV — A (3.1)

A norma induzida por esse produto interno é

1

2
4 = (/ |VAu|2dx)
Q

Como provado no Apéndice A (Teorema A.2, desigualdade diamagnética), para cada
ueF,
IV|u|| < |Vaul, qsem RY

Consequentemente, temos

H|u|H2§/Q\V]uHQdazg/Q]VAu\Qd:U, Vu € E, (3.2)
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onde || - || denota a norma do gradiente para H{ (€2, C), a qual, pela desigualdade de
Poincaré, é equivalente & norma de H{ (€2, C). Além disso, por (3.2), |u| € H}(Q,C).

Logo, através das imersoes continuas e compactas
H}(Q,C) = L*(Q,C), se[1,27;
H)(Q,C) = L¥(,C), se€ 1,29,
respectivamente, segue as imersoes
E— L°(Q,C), sell,2;

E— L°(Q,C), sell,2 (3.3)
que também sao continuas e compactas.

Defini¢ao 3.1. Diremos que u € E é uma solugao fraca para o problema (P,), se
Re {/(VAUVAU + Kuv — \u]pZu”U)da:} =0 YveE.
Q

A ideia, agora, é associar solugoes fracas de (P, ) a pontos criticos de um funcional

apropriado, definido em E. O funcional associado a (P), Ix,0 : £ — R, é dado por

1 1
Lapalt) = 5 [ (Vauf + s’y = > [ o vue

o qual, esta bem definido pela imersao de Sobolev e pela desigualdade diamagnética.

Temos, I, € C*(E,R), com derivada, dada por

K,p,S2

' a(u)v = Re {/(VAUVAU + Kuv — |u|”_2uv)dx} , Yu,veE.
Q

Assim, cada ponto critico de I, o é uma solucdo fraca do problema (FP).
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3.2 A Condigao de Palais-Smale

Proposicao 3.2. O funcional I, , o satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, isto ¢, cada

sequéncia (u,) C E, para o qual
d:=sup |l pa(u,)| < occe [;7P7Q(un) -0 (3.4)
neN

quando n — oo, tem uma subsequéncia que converge forte em FE.

Demonstracao. Seja (u,) C FE satisfazendo (3.4). Passando a uma subsequéncia, se

necessario, podemos supor que
Lipa(un) = d e I o(u,) =0 n— oo.
Por isto, (u,) é limitada em F, pois para n suficientemente grande, obtemos
|15 .0 ()| < [lunlla

e existe C' > 0 tal que
| Lep2(un)| < C.

Portanto,

Ctllunlla = Tapalun) = I, 0(tn)un

1
p
1 2 2 Lo 1 2 2 p
= (GOl ) = )z — L ([ al? + )~ )t
Q p P \Ja
1 1 1 1
< |\z—- un2+(———)//<;u2
(53 ) 1w+ (5-5) [
1 1
= (3-3) Il

que implica (u,) ser limitada. Assim, pela reflexividade do espago E, existe u € F
tal que u,, — u em E. Consequentemente, pela imersao compacta (3.3), u, — u em

LP(Q2,C), para cada p € (2,2%). Resta mostrar que u,, — v em E. Para isto, note que
tn = 3 = (i = w0 = ) = il = (s uha — (w00 — s (3.5)
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Note também que de (3.4)

el = Lol = [ wlufde+ [ fu,Pds

_ on(l)—/Q/f|un|2dx+/9|un|pdx, (3.6)

—(Up,u)s = —Re{/VAun-VAudx}
0
= I ,q(u,)u+ Re {/ (Ku,u — |un|p—2unu)d:v}
o
= o,(1) + Re {/(/{unu - ]un]p_Qunu)da:} (3.7)
0

e, além disso,
(u,u, —u)s = Re {/Q Vau - mdx} = 0,(1), (3.8)
pois basta definir v,, ;== u,, — v e o funcional linear ' : F — R como sendo
F(v,) := Re {/QVAU'mdiU} ,

de onde segue combinando as desigualdades de Holder e Cauchy-Schwarz que F' € E’

e, por consequencia, desde que u,, —u — 0 em FE, temos

Aplicando (3.6)-(3.7)-(3.8) em (3.5), obtemos

lw, —ully, = on(1) —//i|un|2dx—|—/ |un|pdx+Re{/(kuna— \un\p2unﬂ)d:c}
0 0 Q
= o,(1) + Re {/ [t P2 U (g, — 1) — Kt (U — u)]dx}
Q

IN

on(1) + /Q[|un|p_2un.(un —u) — Ky (u, — u)]dx

on(l)—i—/Q +I€/S;

IN

| [P 22 (1 — ) Up,.(Uy, — u)|d. (3.9)
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E claro, se definirmos h(u,) := |un|P2u, € q := p/(p — 1), entdo h(u,) € LU, C) e

teremos pela desigualdade de Holder, quando n — oo,

P20 @=0)de < fptan)laatin ~ ulya
Q
< Sug \h(un)|g0ltn —ulpo — 0 (3.10)
ne
e
/ Up- (U — u)‘dm < Nun|galtn — ulpa — 0, (3.11)
Q

uma vez que u, — u em LP(Q),C) e (u,) seja limitada em L4(2, C). Portanto, usando

(3.10) e (3.11) em (3.9), provamos a convergéncia
|lun, —ulla =0 n— oo,

que ¢é o desejado. O]
Proposicao 3.3. O funcional I, , o satisfaz a geometria do passo da montanha, isto é,
i) I;p0(0) =0 e exitem p,r > 0 tais que I, o(u) > r com |lul|la = p;

ii) Existe e € E com I, ,0(e) < 0e [le|l4a > p.

Demonstracao. Primeira Geometria. Claramente da definicao do funcional, temos

I, ,a(0) = 0. Note que

1 K 1
Lipa(u) = §HWQ‘F§W@@‘—5WP@

vV

1 1
s~ -l

1 C
> Sl =l

onde C' provem da imersao continua de E em LP(€,C). Desde que 2 < p podemos

fixar p > 0 (p suficientemente pequeno) de maneira que

1, 1 1 1
PP —CpP > —p* & =~ —CpP 2>~
o O e = >

80



Capitulo 3. Multiplicidade de Solugoes Para a Equagao de Schrédinger com um
Campo Magnético: Poténcias Préximas do Expoente Critico

Entao, segue que

1 1
Lipo(u) = Zllull’y = 7p° =7 >0, para |ulla = p;

mostrando (i) do Passo da Montanha.

Segunda Geometria. Fixe p € C5°(2,R)\{0} e observe que para ¢t > 0
ate) = Sleli + el - Sleta
Sendo 2 < p, obtemos
L. pa(pt) = —oo, quando t — oo.
Por fim fixamos e = tgp € E para ty suficientemente grande que teremos
Lipa(e) <0 e |efla>p,

que verifica (ii) do Passo da Montanha. O

Segue das Proposicoes 3.2 e 3.3, que para todo p € (2,2*) e k > 0, o problema

(Py), tem uma solucao nao trivial u € E tal que
Lipa(u) =bepa e I, o(u) =0,

onde by, denota o nivel do passo da montanha de I, ,o. Além disso, como em [44,
Teorema 4.2],

b Q= inf 1 Qlu
KD, UEMHYP,Q KyP, ( )7

onde

Mipo = {u € E\{0}; [}, o(u)u = 0}

¢ a variedade Nehari associada ao funcional [, ,o. A proximo resultado nos garante

uma limitacao inferior para o funcional sobre a variedade Nehari.

Proposigao 3.4. Para cada u € M, , q, existe § = d(p) > 0, independente de xk > 0,
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tal que
/(|v,4u|2 +RfuP)de > 6 e Ioyolu) >0 (3.12)
Q

Demonstragao. Para qualquer u € M, ,, o, temos
/(|VAu]2+fi\u|2)dx :/ ulPdz, (3.13)
Q Q

e segue da desigualdade diamagnética que

el = [ VlalPds < [ [VauPda

Q Q
< /[|VAU|2 + kluf* — |ulP]dx —1—/ \ulPdx
Q Q

= [;7p,ﬂ(u)u+/]u|pda:
Q

_ / P dz. (3.14)
Q
Por outro lado, segue da imersao continua H; (9, C) — LF(Q2,C),
[ tupdz <cp [ 91y = el (3.15)
Q Q
onde C, ¢é a constante de imersao. Assim, de (3.13)-(3.14)-(3.15), verificam-se
/(|VAu]2 + k|u|?)dz :/ \ulPdz > H|u|H2 e ||[ul|| = C’g/@_p) =: §1(p),
Q Q

de onde segue

/(|VAu|2 + klu|*)dz > 62
Q

1 1 1
Lepalu) = E/Q(|VAU|2+/<;|U|2—|u|p)dx+§/Q|u|pdx—z—9/ﬂ|u|pdx

1 1 1
(1 1)/uv 2 4 wlul)d
= [=—- u klu|*)dx
2 p)Jg 4
Z (l_l) 5%
2 p
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isto é,
1 1
IR,p,Q(U) Z (§ — 5) (5% = (52.
Tomando ¢ := min{dy, J2}, obtemos as desigualdades. O
Proposicao 3.5. O funcional I,{yp,Q’ satisfaz a condicao de Palais-Smale.

K,p,82

Demonstragao. Seja (u,) C M, , o uma sequéncia satisfazendo

)l(un) 0.

d:=sup|] Uu,)| < 0o e (I ’
u€§| H,pﬂ( n)' K,D,82 Mrp. 02

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que
L. pa(u,) = d, quando n — oo. (3.16)

Ressaltamos que é suficiente provar o limite

!

ep0(Un) = 0, quando n — oo,

visto que, vale (3.16) e argumentando como na prova da Proposigao 3.2, a sequéncia
(u,) admite uma subsequéncia que converge forte em F.

Por [44, Proposicao 5.12.], para cada n € N, existe A, € R tal que

() = MG () = (Tepaly, ) () = 0a(1), (3.17)

onde

Gropsa(itn) = I\ ottty = /

(|V atn|* + K|un|*)dz — / U, |Pdex,
Q

Q

de onde segue

G o)ty = 2/9(|vAun|2  kfun|?)dz — p/ﬂ lup [P

e, desde que (u,) C M, ., temos

/(|vAuny2 + ifun[2)d = / [Pz
Q Q
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e, por consequeéncia,

Grpalunn = 2| [ (Vawf + it~ [ funpde] + 2= p) [ funps
Q Q Q
= 20+ (2—p) /(|V,4un|2 + Klu,|?)dx
Q

= (2—-p) /Q(!VAUAQ + K|up|?)dz.
Por outro lado, a Proposicao 3.4, fornece-nos
o (Un)tn = (2 —p) /Q(\VAunl2 + K|u,|*)dr < (2 — p)d? < 0.
Passando ao limite superior, quando n — oo na expressao acima, obtemos

limsup G’ (up)u, = L # 0.

K,p,S2
n—oo

Isto e (3.17), implicam que A, — 0, quando n — oo. Novamente por (3.17),

f/f,p,Q(un) = )‘nG:@p,Q(un) + On(l) — 0, n — oQ0.

Portanto, o funcional I, , o restrito a variedade de Nehari M, , o, satisfaz a condicao

de Palais-Smale. O

Como consequéncia dos argumentos da demonstracao acima, temos o seguinte

resultado.

Corolario 3.6. Se u ¢ um ponto critico de I, ,q restristo a M, , o, entao u é um

ponto critico nao trivial de I, o em F.

Demonstra¢ao. Novamente por [44, Proposigao 5.12.], existe A € R tal que

=min||[ ), o(u) = AG, ,o(u)l, (3.18)

* AER K,P,

/
|(terel s, ) @

onde G é dada como na prova da Proposicao anterior. Por hipotese,

/
(IH,p,Q‘MH,p,Q> (u) = 07
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logo, por (3.18),
T o(u) = AG., o (u) (3.19)

Segue de (3.19),
NG q(w)u =0

’P:

Como sabemos pela prova da Proposi¢ao anterior que G, » o(u)u < 0, temos que A = 0.

Novamente por (3.19), obtemos I} o(u) = 0, que é o desejado. O

K

3.3 Comportamento dos Niveis Minimax

Nessa sec¢ao, assim como no Capitulo 2, o comportamento assintético dos niveis
minimax que iremos apresentar serao ferramentas indispensaveis para obtermos o prin-
cipal resultado do capitulo. Comecemos por considerar para cada s € [2,2*] e K > 0, 0

nuamero

[V + Py
ma(k,s,Q) = inf =

weE\{0} 2
(/ |u|5dx>
Q

/(|Vu|2 + kful)dz
m(k,s,Q) = inf

we HL(Q,C)\{0}
</ ]u|sdx>

Entao, S := m(0,2*,Q), onde S é amelhor constante de imersao H{ (9, C) — L* (Q,C),

e também consideramos

que independe de Q e k. Além disso, seguindo a demonstracao em Arioli e Szulkin [25,

Teorema 1.1], temos

Lema 3.7. Para cada k > 0, vale

ma(k,2°,Q) =m(0,2",Q) = S.

Demonstragdo. Inicialmente poremos m4(k,2*,Q) =: S, e mostraremos que S < S.
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De fato, pela desigualdade de Sobolev

S|lu

2
0 < [ IVlE, Vi € DPO.R) (0}, (3.20)

; o € por (3.20), segue pela desigualdade diamagnética,

/ V]2 / V]2 + luf? / 1V ] + Rluf?

|u |u %Q N |u gﬂ 7

Desde que £ > 0, |uf3. o = ||ul

(3.21)

2
2% 0
ou seja,

[ 19l +
S < 2L

|u %Q ’

ou melhor, S é uma cota inferior para o conjunto

/<|vAu12 + wful)da
(9]

|u

;u € EN\ {0}

2
2%.Q

Portanto, segue pela definicdo de infimo que S < S. Para provar a outra desigualdade,
definiremos as seguintes funcoes
N-—2

) =V -2 (5 ) (3:22)

2 Ja?

e us(x) = p(x)Us(x), onde ¢ € C3°(€2,[0,1]), ¢ = 1 em By/5(0) e ¢ = 0 fora de B;(0).

Entao,

V(eU) 2o = |Vu.|? =SN2 4L O0@EN?) e |u.
2,0 2,0

sa=5"2+0(N),  (3.23)

(ver [44, p.g.35]). Desde que u. é limitada em L? (Q,R) e u. — 0 quase sempre em
Q, u. — 0 em L* (2, R) quando ¢ — 0, por Brézis Lieb (ver [44, Lema 1.32]). Por
consequéncia, u? — 0 em L?/?(Q,R). Portanto, usando a desigualdade de Hélder
adequadamente, segue

/ kuldr — 0, & — 0. (3.24)
Q
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Analogamente,

(/M&é%& e — 0. (3.25)
Q

Agora note que |V au.|* = |Vu.|? + |Au|* (lembre-se que u. é uma fungao real). Seja
d > 0 qualquer. Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, segue de (3.23)-(3.24)-(3.25) e

pela defini¢ao de infimo,

Ol e [ (90 AP+ )
S <28 - = =2 < S+0.
|ue 2% Q |ue

2
2+,
Desde que § é qualquer, concluimos que S < S. Portanto, S = S. O]

Observagao 3.1. Argumentando como na demonstracao do lema anterior, prova-se
que S = S, quando se tem, E = Df(RN, C), trocando k por um potencial V' > 0 em
Lgéz(RN, RY) e A € LY (RN RY), veja Arioli e Szulkin [25, Teorema 1.1].

No que se segue, para o desenvolvimento da teoria, veremos outros lemas.
Lema 3.8. Seja b, s o nivel do passo da montanha do funcional I, ; o. Entao, para

5> 2,

1 1 s
Y 0)73. 2
b.s.0 (2 s) ma(k,s, Q) (3.26)

Além disso, para s = 2%, temos
1 .~
b,€72*,Q - NSQ . (327)

Demonstragao. Inicialmente, provaremos a desigualdade

1 1

(5 - g) mA(li,S, Q)ﬁ S bH,S,Q'

De fato, se u € M sq, temos |ul2q = [,(IVaul? + slu|*)dz. Logo,

al) = (5= 1) [ (900l 4 sfufya (3.28)
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Note que

s—2

ma(k,s, Q) < /Q<|VAU|2 + e = (/Q(\VAu]Q + R|U|2)d$> S (3.29)

Aplicando (3.28) em (3.29), obtemos

(1 — 1) mA(fi, S, Q)ﬁ < IH,S,Q(U)'

2 s

Portanto, tomando o infimo em u € M, , o, verificamos

1 1 s
<§ — g> ma(k,s, Q)2 < b.sq. (3.30)

Para provar a outra desigualdade, tomemos (u,) € E \ {0} tal que

/(|V,4un|2 + Klu,|?)dx
Q

5 — ma(k,s,Q), n— oo, (3.31)
’un’s,ﬂ
e argumentando como em [44, Lema 4.1], existe um unico ¢, := t,, > 0 tal que
tully, € M, s €, por conseguinte,
1 1 »
bn,s,Q S ]n,s,ﬂ(tnun) = 5 - |tnun|5 Q- (332)
s ;

Observe que

/ (IV At ? + lun ) / IV altntun) 2 + Kltattn]2)de
Q _ Q

|tnun|§a
= - = t u 5_2
nPlun2g — rinles

e, usando (3.31)-(3.32), ficamos

mA(K'a S, Q) —

/Q(lvAu”P—i_’i‘“nF)dx 55;2 (1 1)(322)

|un|§,ﬁ
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ou seja,
a2 /1 1 ——
ma(k,s, Q) > b0 (5 — ;) ,

ou melhor,

L1 (k,s,Q)52 > b

—— — ) ma(k,s, Q) 5.0

9 s A y 9y = ,8,02
Isto e (3.30) prova (3.26). Portanto, prova-se o lema. O

O préximo resultado é um lema chave para estabelecer a relagao entre b, s e
N . .
%S 2 quando s < 2*. Para o caso em que s = 2%, o lema anterior fornece a igualdade

1 o
b,€72*7Q = NS 2.

Lema 3.9. Dado qualquer x > 0, temos o seguinte limite

oz

1
lim by .0 = —5 (3.33)

s—»2* N

Demonstracao. Fixe k > 0. Note que pela desigualdade de Holder para 2 < s < g < 2*
e u € E\{0},

q—s ]_ —2(qg—s) 1
ulso < Qs Julgo = —5—[Q 7w < (3.34)
! |u|39 |U|§Q
Multiplicando (3.34) por [, (|Vaul* + £|u|*)dz, obtemos
/(\VAU|2+fi]u|2)dx s /(|VAu]2+/f\u|2)dx
5 > Qw2 > . (3.35)
|U|S,Q |u|q7Q

Afirmacao 3.1. O conjunto {mau(k,s,2);s € (2,2*)} é limitado.

De fato, tomando ¢ = 2* em (3.35) e o infimo para u € E \ {0}, encontramos,

pelo Lema 3.7,
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[ 090 + wluf?) o v [ (FauP 4 kluf)s
Q —2(2" —s Q

|Q| 2%s

v

e (TGP 4 Rl
> Q| inf £ 5
uweB\{0} lu 5.0

—2(2%—s)

— Q7S

Note que o lado direito da expressao acima é uma cota inferior para o conjunto

{fQ<|vAU’5‘;‘QK‘U|2)dl‘; ueE\ {0}} .

Logo, segue pela definicao de infimo que

—2(2%—5)

ma(k,s,Q) > S|Q 7. (3.36)

Por outro lado, fazendo s = 2, em (3.35) e usando argumento similar, verificamos

(¢—2)

mA(’{vcb Q) S |Q| a mA(KJ72aQ)‘

Mais ainda, trocando s por ¢ na desigualdade acima,

2)

ma(r,5,Q) < Q15 ma(k, 2, Q). (3.37)

Entao, por (3.36) e (3.37), segue a afirmagao. Existem, entao,

sup ma(k,s,Q) =M e inf ma(k,s Q)= m.
5€(2,2%) 5€(2,2%)

Afirmacgao 3.2. M =S5S=m

De fato, por (3.36),

—2(2%—5s)

M>m> limi2nf Q785 =85 (3.38)
s—2*
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Suponha, por contradigdo, que M > S. Seja ¢ € (0,M —S). Pela definicao de

ma(k, s, Q) e devido ao Lema 3.7, exite 0 # v € E, tal que

/(|VAU|2 + k|v|?)dz
Q

2
2% Q)

=S+

< may(k,2%,Q) +

DN ™
| ™

lv

Por outro lado, como a fungdo s — |v|sq ¢ continua, existe 5§ € (2,2*) tal que para

cada s € [5,2%), temos

/(|vAu|2 + wlol?)da /(|vAv|2 + wfol?)da
Q Q

|U|§Q - v 39

<

£
>

Assim, para cada s € [5,2%),

/(|vAv|2 + wfol?)dz /(|vAv|2 + wlol?)da
< Q (9]

malr s T
8 6 b b
< S+-+-<M,
< +2—|—2

isto é,

M =limsupma(k,s,Q) < S+e< M,

S—2*
que é uma contradi¢ao. Deste modo S = M, e por (3.38), S = M > m > S, ou seja,

M = m = S que prova a afirmacao. Desde que a afirmacao é verdadeira, seguem do

Lema 3.8,
h?i)s;*lp besa = hrsiszl*lp [<% — %) ma(k, s,Q)sL} = %Sg
e
lisrgiz{lf bsa = hg%{lf [(% — %) mA(H,s,Q)sil’} = %Sg,
ou seja,
Jipbesn = 377
Como queriamos. O
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Observagao 3.2. Segue dos Lemas 3.8 e 3.9,

lim bn,s,Q = bn,Z*,Qa
S—2*

que é uma espécie de continuidade para o nivel b, s o em 2%,

O préximo resultado é um dos ultimos utensilios a fim de alcangarmos o teorema
principal. Mas antes precisamos de algumas defini¢oes, notacoes e resultados. Sem
perda de generalidade podemos supor que 0 € 2. Sejam r > 0 tal que B,.(0) C Q e os

conjuntos
Qf = {2z e RY;dist(z,Q) <r} e Q. :={z € Qdist(z,00) > r}

sao homotopicamente equivalentes ! em €.
No que segue, para qualquer k > 0, p € (2,2*), consideremos o funcional J, ,, :
H}(B.(0),R) — R dado por

1 1

Jope () = & / (Yl + wlul?)de — - / ulPde, Vu € H(B,(0),R).
2 /. (0) P JB.(0)

Por [44], J,.,» € C?*(H}(B,(0),R)). Seu nivel do passo da montanha, serd denotado
pOT Cy p,r, satisfazendo

c = inf J U
e = 0 (),

onde

Nocpr = {u € Hy(B(0), R\ {0} 5 T, (w)u = 0}

¢ a variedade Nehari correspondente. Além disso, J,,», bem como J,,, , satis-

T‘Nfi,p,r
fazem a condicao de Palais-Smale, e usando o Principio Variacional de Ekeland, existe
~ i, _ , -~
uma fungao positiva ey, € Ny, tal que Jop,r(trpr) = Copr € Ji, (Unpr) = 0,
ou seja, o funcional J,,, tem uma ground state solution u,,,, que é radialmente

simétrica (veja Proposicao 2.11).

Argumentando como nas demonstracoes dos Lemas 3.8 e 3.9, temos, para cada

1 Veja Apéndice C.

92



Capitulo 3. Multiplicidade de Solugoes Para a Equagao de Schrédinger com um
Campo Magnético: Poténcias Préximas do Expoente Critico

k >0, B,(0) C RY, tomado

m(k,p,r) :=m(k,p, B.(0)),

que

1 1

_p_ . 1 ~
Cr,p,r *= Crp,B.(0) = (5 - 1_7) m</£7p7 BT(O>)p_2 e plLHQl* Crpr = NS . (339>
Consequentemente, segue do Lema 3.7
I ~ lim by o = 5% (3.40)
pi)llgl* Clﬁ?,pﬂ" - pl{gl* kP, — N ° :

N
Seja 1,(x) = ZAj(y)xj, para z = (z1,%2,....,on) € 2. Procedendo como em
j=1

[44, Lema 4.1], existe um dnico nimero t,,, > 0 tal que
b€ MUy (| - —Y|) € Mypa- (3.41)
Agora defina a fungao @, : Q07 — M, , o como

tipy €™y, (|l —yl), se x e B.(0),
(@upl)a) = § e ) v (3.4
0, se ze€Q\ B (0),

Como prometido vejamos o seguinte lema e sua prova.

Lema 3.10. Para x > 0 fixo,

1. In (I)n - _S? - 0
pLH;* ;relgi_( (P p(y)) N |

Demonstragao. Fixe k > 0. Comegamos notando que para quaisquer sequéncias (y,,) C

Q- e (p,) C[2,2%) tal que p, — 2%, temos

1
L pn 2 (Prp, (Yn)) — NS%, quando n — 0. (3.43)
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De fato, para simplificar, escreveremos

tpnam = tny,  Lopno =1 Iny  Prp. (Yn) = Pr(Yn) € Unp,r = Up.
Observe que, por defini¢ao de Vy4, ®, e 7, segue

Va(e™n @y, (z—y,)) = —i[iVry, (2)uu(z — yu)e™ @ + @V, (v — y,)] +
—A(2)em @ (@ — )
= A(yn)un(r — yp)e ™ — iV, (z — y,)e ™ @) +
—A(z)e ™ Ouy (z — y,,)
)

= [(A( n) — A(@)un(x — yn) — iVu,(x — y, )] oiTun (@)

e, por consequeéncia,

" 2
Vale™ Dy (x — y,))

2 2 2
= [ItAtn) = A@)|funtw = g0)[* + | Vn (o = )] (3.4
uma vez que, 1, nao ¢ uma funcao em C e

|e”yn(gc)|2 =1

Logo, por (3.44) aplicando o Teorema da Mudanga de Varidvel e, desde que valha (3.41)

e J“:pnﬂ'(““) = cli,pn,r, ObtemOS

L@a)) = 5 [[(VaBl) + i) e = [ [0, do

2
= b A ) — Al PPl +
B;-(0)
+2 ) ) tPn ,
e L e
n JB,(0)

© +yn) — AYn) *|unl*dz + T, o (tin)
)

IN

 +yn) — A(Yn) *|unl*dz + s,

2 JB.(0)
|
B;-(0)
/ A
B;-(0)

NS NS
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isto é,

1 (@(yn) <

_—1/ A@ 4+ 90) — Alya) Plunldz + npr (3.45)
2 JB.(0)

Por outro lado, pela desigualdade diamagnética,
I(Pn(yn) = In(tneiTyn(.)un(x —Yn)) > In(eiTyn(.)un(' — Yn))
1 . ,
=5 / IV A (e @, (2 — y,) Pda + k| @uy, (2 — y,)[Pda
Q

1 ,

= [ ey o = g s
Pn Jo

1

—/’ Vlun (@ — yo)|Pd + &lun(z — yo)|Pde
2 JB.(yn)

v

1
—— |un (2 — yn) [P da
Pn By (yn)

1

= —/ |V, (2)|*dz + k|u, (z)[*dx
2 JB.0)

1
- [un ()P dx

Pn JB,(0)

= J/{,pn,r(un) = Ci,pn,r>
ou seja,
In(q)n(yn)) > Jﬁ,pn,r(un) = Ci,pn,r (3‘46)

De (3.45) e (3.46), temos

t
Copnr < Ln(Prlyn)) < 5/ o |A(x + yp) — A(yn)|2|un’2d9€ + Coo - (3.47)
B,(0

Assim, por (3.40), é suficiente provar que

t2

|A(z + yn) — Alyn) [*|un*dz = 0,(1). (3.48)
2 JB.(0)

Comegamos mostrando que u,, — 0 em H{(B,(0),R) e (t,) é uma sequéncia limitada.
De fato, como u,, € N, » 6 tal que Jy . (Un) = €y p, r, temos

1 1
Copr = Jepalun) = (5 — L / (Vi + lun[?)da,
2 B, (0)

DPn
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ou de outra forma,

1 o1\!
/ (IVun|* + Klun|?)de = ¢, p, » (— — —) . (3.49)
B, (0) 2

Pn
Logo, de (3.40) e (3.49), a sequéncia (u,) C Hj(B,(0),R) ¢ limitada. Assim, passando
a uma subsequéncia, se necessario, existe v € H}(B,(0),R) tal que

(
(@) u, —v em H}(B,(0),R), quando n — co

(b) u, —v em LP(B,(0),R), para cada p € [2,2*), quando n — oo (3.50)

(¢) up, > v q.s. em B,.(0), quando n — oo
\

Por hipétese, (u,,) é uma solucao de

—Au, + Kku, = uPl em B,(0)

u, = 0, sobre 0B,(0)

Consequentemente, para qualquer ¢ € C§°(B,(0),R),

/ (Vu, V¢ + ku,pde = / ubr~Yepd. (3.51)
B, (0) B, (0)

Fazendo n — oo no lado esquerdo da igualdade em (3.51), segue por (3.50) que

/ (Vu, V) + kupp)de — (VoV + kvy)dxde. (3.52)
B:(0)

B (0)

, N .. _2% _ .
Desde que (uP»~1) é uma sequéncia limitada em L7 1(Q R) e uP»~! — v2 ~! quase
n Y n

sempre em (2, segue por Brezis-Lieb que uP»~t — v?"~! em L%(Q, R). Logo,

[t [ e we CxB,0).R)
(0) B(0)

e, em particular

/ ubr~pdr — v Ypdr, Yy € HY(B,(0),R).
(0) Br(0)
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Novamente fazendo n — oo em (3.51), segue de (3.52) e pelo limite acima que

/ (VoV + koy)de = / v "Mpdr, Yy € HY(B,(0),R).
B (0)

B, (0)
Portanto, v € H}(B,(0),R)\{0} é uma solugao do problema

~Au+rku = vl em B.(0)
u = 0, sobre 0B,(0)

Afirmacgao 3.1.
v=0 em B,(0).

De fato, inicialmente observe que
—Au = av,

onde a := v*' 72 — k € L"/?(B,.(0),R). Logo o Teorema de Brezis-Kato implica que
v € LP(B,(0),R). Neste caso v € W*P(B,(0),R) para 1 < p < oo, de onde segue pela
teoria da regularidade eliptica que v € C%(B,(0)) N C'(B,(0). Como a bola claramente

¢ um dominio estrelado ? com relacao a origem, e considerando

g(u) == 0¥ — ko,

temos
K

A v ]. *
Fv) / Fls)ds = 507" — 07 € I'(B,(0), R),
0
logo, a Identidade de Pohozaev (veja [43, Teorema B.1]), fornece-nos

N —2 1 N . N
—/ |Vol*dz + —/ V|’ - odo = — v dr — vidz,
2 J(o 2 JaB.(0) 2* /. (0) 2 JB,0)

2 Um dominio suave Q de RY ¢ dito estrelado em relacdo a um ponto zy € €, se dado = € 09,
temos que o produto interno (x — xg) - n, > 0, onde 7, denota o vetor normal unitdrio exterior a 9f
em .
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ou melhor,

N - 2 * 1 N * N
—_— / v? d;v—kc/ vidw +—/ |Vo|*v-odo = —*/ v dp— " vdu,
2 +(0) - (0) 2 Jos,(0) 2* JB.(0) 2 JB.o

ou seja,

1
Ii/ vidr + —/ |Vv|*v - odo = 0. (3.53)
B, (0) 2 JaB,(0)

Ha dois casos a serem analisados, a saber k = 0 e k #£ 0. E claro que para k # 0, (3.53)

acarreta v = 0 sobre B,.(0) e segue a afirmagao. Agora, para xk = 0, (3.53) torna-se

/ Vol - odo = 0.
9B,.(0)

Entretanto, B,(0) é estrelado, entdo v-o > 0 sobre 0B,(0). Desta forma Vv = 0 sobre

0B,.(0), e por conseguinte, aplicando a identidade de Green,

/ Avdx = / @ds = / Vv -ndS =0,
B (0) 9B, (0) on 0B,(0)

e do problema (P) segue

0= —/ Avdr = / v e,
B-(0) Br(0)

implicando que v = 0 sobre B,(0), provando a afirmacdo. Por consequéncia, u, — 0

em H}(B,(0),R). Usando mais uma vez (3.41), verificamos a igualdade

/ |VAe”y”(“”)un(a: — yn)|2da: + K|u,(z — yn)|2dx = / " |(A(yn) — A(:L')|2|un(:1: — y)[Pdx +
Q Br(yn

T / (Vatn( — ). + Kl (@ — o) P)da
By (yn)

No entanto, por uma mudanca de variavel, ficamos com

/Q IV ac™ D, (o — o) P+ klun (e — o) Pde = / | JAG) = A ) o) +
(0

+/ (|Vun(2)]? + K|un (2)]?)dz. (3.54)

B;-(0)
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Por outro lado,

=2 / uaPrde = [ e ol peda
B, (0) tn JB.(0)

1 T,

= = [the' ™ u, [P da
tn B, (0)
1 Ty, (€) D

= = [tpe ™ Py, (2 — y,) [Prda
b B
1 .

= t—Q/|tne”y"(z)un(a:—yn)]p"dx (3.55)
n JQ

e, desde que

/ 1B, () e = / (1Y 4o (1) + 1B (1)),
Q Q

uma vez que ®,(y,) € M, . o, decorre de (3.55)

1 , .
w2 [ e = o [V e~ )P + ez — )
B (0) n JQ

Isto e (3.54), implicam

/BT(O) |(A(yn)—A(z4yn) | Jun ()| d:lH—/ (|Vun ()" +E|u, (x)]?)de = 2~ / || o,

[ (0) ” (0)

ou ainda,

/ (Aly) — A+ ) Plun () Pz = (2272 — 1) / (Vi ()2 + lun () P,
~(0) ~(0)

pois, u, € Ny p, . Por (3.49), ainda temos

1 1

/BT(O) [(Alyn) — Az + yo) Plun(@)Pde = (7% = 1) (5 - p—n) Copr-  (3.56)

Note que por (b) e desde que A € L>®(Q,RY),

/ I(A(yn) — A(z + yn)|*|un(z)Pdz — 0,  quando n — oo
B, (0)

S

S

. Consequentemente, passando ao limite quando

e, recorde que lim,, o Cxp,.r = %

n — oo em (3.56), deduzimos que ¢, — 1. Portanto, de (3.47), segue (3.43), via Teo-
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rema do Confronto. Como o argumento pode ser aplicado para qualquer subsequéncia

de (u,), o limite desejado ¢é vélido. O

3.4 Estimativas Envolvendo a Aplicacao Baricentro

No que segue, provaremos uma proposicao que sera bastante ttil para demonstrar-

mos o Teorema 3.1. Para tanto, faremos uso da funcao baricentro, 8 : M, , o — R,

/:p|u ¥ da

Bu) = W

Alem disso, para provar o préximo resultado, aplicaremos o Lema de Concentracao-

definida como

Compacidade (Lema 1.2, Segao 1.2)

Lema 3.11. Seja x > 0 fixo. Se (v,) C M, ,q € tal que

/(|v/wn|2 + wfvn|?)dz
Q

|Un

— S,

D
2.0
entao dist(B(vy,), ) — 0, quando n — oo.

Demonstracao. Argumentando por contradicao, suponhamos que existam sequéncias

(Un) C My pa € n, — 0 tal que

/(|v,4uny2 + wfvn|?)dz
9]

<S+n, com B(v,) ¢ Q.

|vn, %Q
Seja wy, := vy /|vn|2+ 0. Entdo,
|Wnlaro =1, lim |Jw,|e g =1
n—oo
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e (w,) estd em DY*(Q,R) e é limitada, pois

/|VAvn|2dx
[t = do
Q |Vn 2%.Q

/(|vAun|2 + wfvn|?)dz
Q

U

IN

2
2%.Q

IN

S+,

IN

S+ 1.

Assim, por reflexividade de DI{X’Q(Q,R), passando a uma subsequéncia, se necessario
existe u € DF*(Q, R) tal que w, — u em DY*(Q,R) e w(z) — u(z) quase sempre em
Q. Além disso, usando novamente a limitacio da sequéncia (w,) em Dy*(Q,R) e, se

definirmos v,, = w,, — u, vemos que
IV aun|? € LY R) e |u,|* € LYQ,R),

e, mais ainda, ambas sequéncias sao limitadas em L!'(Q,R). Consequentemente, apli-
cando o item (a) do Teorema A.3, exitem medidas finitas positivas p, v € M(Q) veri-

ficando, a menos de subsequéncia
Vavn? = p e o] = v em M(RY).

Em resumo, a menos de subsequéncia, temos

(
(@) w, = u em D}L{Q(RN,R), quando n — oo,

(b) |Vaw, — Vaul*> = p em M(RY), quando n — oo,

(¢) |wp, —ul* = v em M(RY), quando n — oo,

[ (d) wn(2) = u(x) quase sempre em 2, quando n — oo,

onde, quando necessario, estenderemos por zero as fungoes u e w,, em € e continuaremos
denotando as extensoes por u e w,, respectivamente. Sendo assim, segue do Lema 1.2

(Lema de Concentragao-Compacidade) que (w,,) verifica
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(i) limsup [Vaws|3 = [Vaulz + ull; (4o =0, pois supp(w,) C Q)

n—oo

3 = lul3 +lIvll; (ve = 0, pois supp(w,) C Q)

5« = limsup |w, |3 = |u

n—o0

(i) 1= 7}1—2}0 |wy,

(ifi) ]2 < S|l

Combinando as desigualdade de Sobolev e diamagnética,

/ |V 4v,|*dw
RN

|Un

S = S|w,

2 < / |V!wn|]2da:§/ IV w2 —
RN RN

/RN(WAW + wfon[?)dz

|vn

2
2*

<S5+ Ny,

2
2*

ou seja,

S < / |V aw,|*dx < S+,
RN

Fazendo n — oo nesta desigualdade, vemos que |V w,|3 — S e o item (i) torna-se

S = |V aul3+||i||. Novamente combinando as desigualdades de Sobolev e diamagnética,

Slu

RN
Sendo assim, aplicando esta desigualdade em (i), logo por (iii), temos

S =Vauly + llpll > Slul3. + S|v|**

= S[IP + [l

2*]2/2*}

2*

ou seja,

S = S|P + [u

2*]2/2*]

2

ou melhor, desde que S > 0,

0 < ||w|P* + Jul3]* < 1. (3.57)

Segue de (ii), que |ul3, ||| devem ser iguais a 0 ou 1. De fato, consideramos trés casos:

Caso I: 0 < |ul3. <1le0< || <1
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Como 2/2* < 1, temos

*

* / * *
IS T A e

implicando

2l < I + uf3]”? <1,

1=u

que é uma contradicao.
Caso II: ||v]| = 0.

2. =1 e por Sobolev, S.1 < |V|u||3. Por outro lado, recordando o item

Neste caso |u
(i), vemos que

S=|Vauls +lpll = [Vauly > [V]ul[3

Consequentemente,

S = |Vlull3,

isto é, a constante de sobolev S é atingida, que é um absurdo, pois 2 # RY, veja em
[44, Proposicao 1.43].

Caso III: ||v| = 1.

Por (3.57), u =0 e ||v]|** > S~Y|u||, pois,

S = Julye + vl > Julse = S7Hlull < 1= p7*2/2 = S7H|ull < llv]7*

Por isto e (iii), temos

]l = S~ lul

e como u = 0, segue pelo Lema de Concentragao-Compacidade, que a medida v esta
concentrada em um tnico ponto y € RY. Afirmamos que y € €2, pois caso contrério,

existiria n > 0 tal que Bag,(y) N Q = ). Considere p € C°(RY,R) tal que
=1 em B%n(y) e p=0 em B (y).
Agora, se observamos (c¢) com u = 0 e supp(w,) C 2, seguem os limites

2z :/ pdv;
RN
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2*:0

lim olwy,
n—oo RN

e, por consequencia,

lw,|* = v =0 em M(RY),

que é um absurdo. Para concluir a prova do lema, é preciso definir duas func¢oes. Sejam
[ € Co(RY,RY) e T € Co(RM,R), tais que em uma vizinhanca de Q, ' = Idgy e T = 1.

Sendo assim, obtemos

/x|vn]2*d3: /az\wn 2 dx / z|w, |* da / '(z)|w,|* dx
Q _ Jo _ JrN _ Jry

/|vn 2 da /|wn ¥ da / |w,

Q Q RN

2 da Y (z)|w,|?* dx
RN
Fazendo n — oo na igualdade acima, e desde que a medida v é concentrada em um

B(Un) =

ponto singular y € Q e T,T" € Cy, segue-se de (c¢) com u = 0,

z)|w,|* d x)dv ['(x)dv
B(un) = Ju TN ] e S ™ vetuputinn :%

ou seja, B(v,) = y € QF. Logo, a dist(f(v,),2") — 0, contradizendo o fato de que

B(v,) & QF. Portanto, finalizamos a prova do lema. O

Proposicao 3.12. Para x > 0 fixo, existem (k) > 0 e p*(k) € (2,2*) tais que, se
ueMgpnelalu) < %S% +e(k), para p € [p*(k),2*), entdo S(u) € Q.

Demonstracao. Fixe k > 0. Pelo Lema 3.10, para p suficientemente proximo de 2*, o

conjunto

1
{u € Mucp,2i Lopau) < NS% + 5(/{)}

é nao vazio. Para provar a proposicao argumentamos por contradi¢ao. Suponha, por
absurdo, que o resultado seja falso. Entao, existem sequéncias (p,), (£,) e (u,), com

Pn € (2,2%), e, > 0 € u,, € My, o, tais que p, = 2%, ¢, = 0, quando n — oo e

1
Lipnolin) < 5% +en, com Blun) &9 (3.58)
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Por outro lado, recordando que

vl

1
lim ¢ = lim b =—9
Nn—00 Ki»p’l’u," n—00 Kﬂpn:Q N

(veja (3.40)), obtemos

o : 1~
11711r_1>1or01f L p,a(uy) > nh_}lgo b pn.2 = WS 2,
Isto e (3.58) implicam
Loy . . I x
NS 2 < hél’_l}g}lf L pa(uy,) < hin_)s;ip Ly, 0(uy) < NS 2,
ou melhor,
o : I~
hggggf L pna(un) = hin_)SOlip Ly, o(ty) = NSZ;,
ou seja,
. 1 ~
nhﬁr{.lo L pna(un) = NS 2, (3.59)
Como u, € M, ,, o, temos
/ (IV atn]? + K[un|2)da: = / fup [P dz, (3.60)
Q 9)

que verifica

1 1
i) = (5 =2 ) [(¥a0P + sl P

Isto e por (3.59),

lim [ (|Vaun|* + 6lu,|?)de = 5.

n—oo
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O limite acima e (3.59), fornecem

/ﬂvﬂmﬁ+m%fmx /ﬁvmmﬁ+mmﬁmx
lim Z% = lim

n—00 U 2 n—00 2
a2, g (/|VMM|+KWA) )

1—2

- MH(/|VMm|+KWJ) > "
n—oo

2
oF

= 2

= 9,

isto é,

{éqvﬂwﬁ+ﬂmﬁam:
lim

oo |Un|;2;n Q

=3 (3.61)

Note que pela desigualdade de Holder para2 < p<q¢<2*eu € FE,

—2(9—=p) 1
[ulp < 1925 ulyq = —5—19 < (3.62)
|! Julp,
Multiplicando a desigualdade anterior por [,(|V aul?* 4 £[u|?)dz, ficamos com
/qvﬂm+ﬁmwmx . )/uvmw+%mﬁmx
> [Q w22 (3.63)
|u|12;Q |u|39
Logo, tomando ¢ = 2* em (3.63), temos
L/uvAm2+mmPym . h/qvAm2+mmy)
2 Z ‘Ql > ¢ 2 )
|u|p7Q |u 2*7Q
ou ainda,
st ) /(]VAu\z + klul*)dx /(]VAU|2 + klul*)dx
Q=2 5 > 20 - , (3.64)
|U|p,9 u 2% 0

Consequentemente, fazendo p, — 2* quando n — oo em (3.64), obtemos de (3.61) que

/(|VAun|2+/£|un|2)dx
< lim 2%

T n—oo |u’2mQ

/(|VAun|2+/<|un|2)dm
lim sup =%

n—00 ’un

2
2¢.0
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ou ainda,

/(|v,4un|2 + ifun ?)da
Q0

lim sup <&S. (3.65)

n—00 ’un

2
2¢.0

Por outro lado, desde que

/(|vAun|2 + kfun[2)dz
Q

|,

S <

Y

2
24,0

temos que

(|V atun|?* + K|up|*)dx

S < lim inf/Q

n—00 ‘un

(3.66)

2
2% Q

Combinando (3.66) e (3.65), chegamos que

/(|vAun|2 + wfun|?)da
lim <% =3,

n—o0 |un %*79

onde contradiz o lema anterior, devido fato de que f(u,) ¢ Q. Portanto a proposigao

esta provada. O

Comentdrio: nessa demonstragao, seguimos o que foi feito em [4], a menos de
um desvio na metade do argumento, onde provamos o Lema 3.11 usando o Lema 1.2.
Vale ainda ressaltar que com isso os calculos na prova da Proposicao 3.12 reduziram-se.
Acreditamos que Alves, Nemer e Silva em [4] nao tinham o conhecimento do lema na

forma que apresentamos.

Como consequéncia da Proposicao 3.12, para qualquer x > 0 fixado, considere

e(k) > 0. Defina

e o conjunto

itp,Q = {U’ € Mn,p,ﬂ; ];g,p7Q(U) S 5*} .

Corolério 3.13. Para x > 0 fixo, existe p(k) € (2,2*) tal que, para cada p € [p(k), 2*),

Crp(Q) C M5, 0 ¢ BIME, 0)C 27

K,p, 82
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Demonstrac¢ao. Dado y € Q0 e k > 0 fixo, segue do Lema 3.10,

1
Lip (P p(y)) < NS +e(k) =€,

implicando ®,,,(y) € Mip’g. A outra inclusao, segue da Proposicao 3.12, pois dado

ue M, g, tem-se
u € M, verificando I, o(u) <

Portanto, B(u) € Q. O

3.5 Resultado de Multiplicidade

Nesta secao, iremos provar o principal resultado deste capitulo, Teorema 3.1.
Para isto, faremos uso de um resultado de multiplicidade de pontos criticos que envolve
categoria de Lusternik-Schnirelman, veja Apéndice C, e uma proposi¢ao logo a seguir,
que unidos com resultados ja estudados neste capitulo, serao de grande importancia

para obtermos o desejado.

Proposicao 3.14. Para x > 0 fixo, existe p(k) € (2,2%) tal que, para cada p €
[5(), 2°), tem-se

cata () < catpper (M ,0)-

Demonstragao. Suponha cat o« (M, o) =n, isto é, existem subconjuntos fechados
*,p,Q D5

A Ay, A, de ME , satisfazendo:

K,p,S2

o M =AUAU---UA,;

K, p,S2

e*

o Ay, Ay, ..., A, sao contriteis em M5 q.

Isto significa que existem h; C C([0,1] x A;, MS ) e u; € A; fixo, tais que

hij(0,u) =u, h;(1,u) =u,,

para cada u € A;. Considere o conjunto



Capitulo 3. Multiplicidade de Solugoes Para a Equagao de Schrédinger com um
Campo Magnético: Poténcias Préximas do Expoente Critico

que sao fechados em €2, pois @, , é continua, e satisfazem

dLME ) = B U---UB,. (3.67)

K,p ;P82

Por outro lado, ¢ claro que &L (M5 ) C Q. e pelo Corolario 3.13 e por (3.67), temos

Q =0 (M ) =B U---UB,.

r K,p ;D82

A partir da deformacao g; : [0,1] x B; — Q. dada por

9;(t,y) = By (t; dwp(¥))),

podemos concluir que B; ¢ contrario em €. De fato, inicialmente notemos que

hj(t, @ p(y)) estd bem definida, pois se t € [0,1] e y € B; = ®_1(A;), entao @, (y) €

A;, implicando que h;(t, ®.,(y)) € M%, . Sendo assim,
hi(t, @up(y) € Mypa € Lupo(hi(t, Dnp(y))) <€
Pela Proposicao 3.12,
Bhy(t, up(y))) € Q75 p € [p(K),27),

de onde segue que g; estd bem definida. Note que, g; é continua para todo j =

1,2,...,n, por ser composicao de fungoes 3, h; e @, , que sao continuas. Agora note

95(0,y) = B(h;(0,Pup(y))) = B(Pp(y) =y, Vy€ B

e
9i(L,y) = B(h;(1, Pwyp(y))) = B(wy), Vy € B,

Portanto, B; é contratil em € para todo j = 1,2,...,n. Portanto,
cato(S2) = catq+(Q,) <n = CatMiTp,g< )

e a proposicao esta provada. O
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Demonstracao do Teorema 3.1. Argumentando como na prova da Proposigao 3.2, po-

demos checar que I,  satisfaz a condicao de Palais-Smale em M, o. Assim, podemos

aplicar a teoria padrao Lusternik-Schnirelman, sendo mais preciso, Teorema 5.20 em

[44], para obter pelo menos cat Mf:pg( s ) pontos criticos de I, e pela

Q’Ms* Q?
Ksp,
Proposicao 3.14, prg, possui pelo menos a catg()) de pontos criticos do funcional

]n7p7Q| e - Como no Coroldrio 3.6, cada um desses pontos criticos, é ponto critico
K,p,Q2
do funcional I, , o em todo o espago, portanto, solugao fraca nao nula do Problema

(P.). 0
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Nesse apéndice, nosso intuito é de apresentar resultados que facilitem a leitura

no Capitulo 1 e dos demais capitulos.

A.1 Derivada do Valor Absoluto

No que segue-se, argumentando como em [30, Teorema 6.17 | temos:

Teorema A.1. Seja u € WH(RN,C). Entdo, |u] € WYP(RN C), com

(Re(x)VRe(x) + Im(x)VIm(z)), se u(x)#0,
(V]u)(x) = § ()] . (A1)
0, se u(z)=0,

onde por simplicidade denotaremos Re(u(zx)) := Re(z) e Im(u(x)) := Im(z), que sao

as partes real e imagindria de u(x), respectivamente. Em particular, se u € uma fun¢ao

real,
Vu(x), se u(x) >0,
(Vlul)(z) = —Vu(x), se u(z) <0, (A.2)
0, se u(z)=0.
Assim, |V|ul|| < |Vu| ¢.s. se u é uma fun¢ao compleza e |V|u|| = |Vu| se u é uma

funcao real.

Demonstracao. No que segue, provaremos apenas o caso complexo. De fato, que

lu| € WHP(RN,R), segue diretamente da definicao de WHP(RY, C), uma vez que
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u € WHP(RN C). Note que

2

1
|V |ul|* = m(ReVRe—i—[mV[m) < |Vul?, g.s. em RY. (A.3)

Para cada € > 0 defina

2432+ sH2—¢, se (s1,s 0,
Ge(s1,82) = ( ! 2) (s51,52) # (A.4)

0, se (s1,s2)=0.

Entao,
Si

aiGa ) =
| (51,52)] (62 + 5% + s2)1/2

<1, i=1,2 (A.5)

Assim, pela regra da cadeia (ver [30, Teorema 6.16]) , a fungao h.(z) := G.(Re(z), Im(x))
estd em WHP(RY, C) e para ¢ € C°(RY,R), temos

Re(dRe) + Im(Oi1
/( Or)hedz = — /¢ah d:zc—/d) “l 526++|u|ﬂ)11(/2 ™ e, (AS)

Como por (A.4) h. < |u| para todoe >0 e

‘ ReVRe+ ImVIm

1
< |—(ReVRe+ ImVIm)| < s. RN
(2 + [u[2)1/2 ‘ = ‘M( eVRe +ImV m)‘ <|Vul, gs. em

e, desde que as duas fungoes (A.4) e (A.5) convergem pontualmente, quando ¢ — 0,

entao de (A.6), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesque, obtemos

/Q (0:0)|uld = — /Q ¢ﬁ(Re(8iRe) + Im(0,Im))dx

que segue o resultado. O]

A.2 Desigualdade Diamagnética

No que segue, o proximo resultado trata-se de uma desigualdade que relaciona
os operadores V e V4 , que por sua vez serd de suma importancia ao longo deste
trabalho, uma vez que, os problemas que iremos estudar terao sempre a presenca do

campo magnético A.
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Teorema A.2. (Desigualdade Diamagnética ) Sejam A : RY — RY em L2 (RY)
eu € HYRY,C) (ou ue DR, C)), entdo |u| € H'(RV,R) (resp.|u| € DRV, R))
e

IV|u|(z)] < |Vu(x) +iA(x)u(z)], g¢s em RY (A.7)

Demonstragao. A prova segue os argumentos que pode ser visto em [30, Teorema 7.21].
De fato, desde que u € L7 (RY,C) e A; € L7 (RN, C), paracadaj =1,2--- , N , entao
escrevendo Vu = V qu — iAu, onde Vu € (L?(RY,C))", segue pela Desigualdade de
Holder que Vu € (L, (RN, C))N. Logo, u € H'(RY,C). Fazendo p = 2 no Teorema

A1, para cada j = 1,2,..., N, temos

(0,ul)(x) = ful (A8)
0, se u(x)=0,
onde
U 1
Re (W@u) (x) = @] (Re(x)0;Re(x) + Im(x)0;Im(x)) .
Desde que i
Re (%z’Aw) = Re (tA;|u|) =0,
(A.8) pode ser substituido por
Re o 0; +1Aj)u | (x), se wu(x)#0,
(8;]u])(z) = <|u|( ) ) @) @) (A.9)
0, se u(x)=0.
Agora, se u € L*(RY,C)\{0}, entdo de (A.9), temos
@) = [Re (0 +idu) @)
< | (m(aj + Z'Aj)u) (+)]
= [Qju(x) +iAu(z)],
ou seja,
1(0|u])(x)| < |0;u(x) +iAu(x)|, paracada j=1,2,...,N, (A.10)
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o que prova (A.7). Finalmente, desde que ocorra (A.7) e u € HL(RY, C), segue que

/ |0;|u|*dz S/ |0;u + iAjul’dr < oo,
RN RN

isto ¢, 0;lu| € L*(RY,R) para cada j = 1,2,..., N. Portanto, |u| € H'(R",R) O

Observacao A.1l. Pela desigualdades de Sobolev e pela Desigualdade Diamagnética,

vale a seguinte imersao continua
DY(RY,K) — L (RY,K), K=C ou R.

Além disso, se  C RY tem medida finita e u € Df(Q, C), entao, segue da imersao
continua L? (Q,C) — L3*(,C) que u € L*Q,C) N L?(Q,C) e por interpolagao,
decorre a imersao

DY (Q,C) — LP(Q,C), Vpe 1,27

A.3 Teoria da Medida

Nesta secao, definiremos um espaco vetorial M(RY) no qual os elementos sao
medidas e em seguida introduziremos um tipo de convergéncia em M(RY) afim de
entendermos melhor as hipétese do Lema de Concentragao-Compacidade.

O texto a seguir foi baseado em Folland [23] e Willem [44].

Definicao A.1. Seja Q um subconjunto aberto do RV e defina

K(Q) :=={f € C(Q); supp(u) CC Q}

BC(Q) = {f € C();|flo = sup |f ()] < oo}

O espago Cy(f2) é o fecho de K(2) em BC(£2) com respeito a norma uniforme. Uma
medida finita em 2 é um funcional linear continuo em Cy(€2). A norma de uma medida
finita 1 é dada por

lull = sup {u, f).
(ke

114



Apéndice A. Resultados Auxiliares

Definigao A.2. Seja p uma medida de Borel em RY e A um subconjunto de Borel de

RY. 11 é chamada regular exterior em A se
p(A) == inf{u(U); A C U,U aberto},
e é chamada regular interior em A se
p(A) :=sup{u(K); K C A, K compacto}.

Se 1 é regular exterior em todos os borelianos, p1 é chamada regular.

Definicao A.3. Uma medida de Radon em RY ¢ uma medida de Borel que é finita
em conjuntos compactos, regular exterior em todos os borelianos e regular interior em

todos os conjuntos abertos.

Denotaremos o espaco das medidas de Radon com sinal por M(RY) (Respecti-
vamente M*(RY), o espaco das medidas positivas de Radon, isto é, as medidas p tais
que (i, f) >0, para todo f € Co(RY) com f >0 ).

O dual de Cy(RY) é o espacgo de todas a medidas de Radon M(RY) com norma

el meyy = |1l (RY) (A.11)

onde |u| é variagao total de p (ver [23]). Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao A.4. Dizemos que (p,) C M(RY) converge fracamente para p € M(RY)

no sentido das medidas, e escrevemos ji,, — i, se

<Mn7 f) — </JJ7 f>7 vf € C()(RN)J

isto é,

fdpn = | fdp, Vf € Co(RY).
]RN

RN
Observagao A.2. Segue do Teorema da Decomposicao de Jordan (veja [23, Teorema
3.4]), que se a variacao negativa de p for nula, entao, a norma em (A.11) sera dada por

HNHM(RN) = M(RN)-
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A demonstragao do proximo resultado pode ser visto em [43].

Teorema A.3. Seja (f,) C LY(RY,R) com

/ |fulde < C, VneN.
RN

Entdo, a menos de subsequéncia, existe i € M(RY) positiva tal que, j,, = | foldr — p

em M(RY).

Definicao A.5. Sejam j e v duas medidas de Borel em RY. Dizemos que i e v sdo
mutuamente singulares, ou que p é singular v (ou caso contrério), se existem conjuntos
disjuntos A e B na o-algebra de Borel B tais que RY = AU B e u(A) = v(B) = 0.

Neste caso, escrevemos (o L v.

Proposicao A.4. Seja v uma medida de Borel em RY verificado a propriedade:
AeB com v(A)>0=vRY)=yv(A). (P)
Entdo exite y € RY tal que v({y}) >0 e

v({y}) se yeA
0 se y¢&A.

v(A) =
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Apendice B

Diferenciabilidade do Funcional 7 e

Motivacao de Solucao Fraca para o

Problema (P))

O objetivo desse apéndice é mostrar a diferenciabilidade do funcional I, e explicar

o porqué de definirmos a solucao fraca do problema P, como uma fun¢ao que satisfaz
Re (/ Va,u.Va,v+uv — f(|u|2)uv> =0, VYve Ey,. (B.1)
Q

Inicialmente, enunciaremos uma proposi¢ao e em seguida dois lemas, para podermos

concluir que o funcional I, é diferenciavel.

Proposicao B.1. Sejam (X, || -||) um espaco normado e I : X — R um funcional
verificando:

oI
a()
oI
()
ol ol
(i) =~ (un) = =~
a(-) (")
Entao, I € C*(X,R) com

(u) : X — R existe para todo u € X ;

(u) € X';

(u), em X', desde que u,, — u em X.
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Para provarmos os lemas seguintes precisaremos da Proposicao B.1.

Lema B.2. Seja (H, (-, ), C) uma espago de Hilbert com || - || sendo a norma associada

ao produto interno (-, -), entao o funcional G : H — R dado por
1
Glu) = 5 Jul?
pertence a C*(H,R) com

G'(u)v = (u,v) + (v,u), Yu,v € H.

. . oG .
Demonstragao. Observe que a derivada Gateaux — (u) existe para todo u,v € H,

v
pois para t € R,
Gt ) =Gl 1 (P = el?) 1 (Pl + ) + (v, 0)
t—0 t t—0 2 t t—0 2 t

Logo,
oG

%(v) = (u,v) + (v, u).

Considere (u, v)+ (v, u) como uma candidata a derivada Fréchet, para tal, basta mostrar

que

i Glutv) = Glu) — ((uv) + (v, u))

lof|—0 [|v]]

= 0. (B.2)
Note que

G(u+v) = Gu) = ((u,v) + (v.u) _ 5(llu+ vl = [Jull* = ((v,0) + (v, u)))

o] - [v]]

1
= 31l
que nos conduz a (B.2), quando ||v|| — 0. Logo, G é Fréchet diferenciavel com
G'(u)v = (u,v) + (v, u).

Para verificar que G € C*(H,R) considere u,, — u em H, e veja que pela Desigualdade

de Cauchy-Schwarz,

|G (un)v = G'(w)o] = [(un =, 0) + (v, un — u)] < 2fun — ul[fJo].
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Donde resulta

sup |G’ (up)v — G'(u)v| < 2||lu, — u|| = 0,
llvll<1

quando n — oco. Portanto,
1G" (un) — G'(u)|| 1 — 0.

Mostrando que G’ é continua. Assim, G € C'(H,R). O

Lema B.3. Seja ¢ : E4, — R dado por
wlw) = [ P(uP)ds,
195}
onde F(s) = / f(t)dt. Entao, v € C*(Ea,,R) com
0

' (u)v = f(uPuvdr, Yo € Eg,.
Q

Demonstragdo. Observamos primeiro que 1 estd bem definida, pois F(|u|?) é men-

suravel para todo u € Ey,, e da condicao (f5) vale
[F(Jul)| < elul® + cclul?, Yu € Eq,.

0
Logo, podemos calcular —w(u), para todo u,v € F),

ov

(P + tof?) = P(luf?) do

ov t—0 t =0 Jo, t

(B.3)

o At to?) = F(juf?)
t )
t

entao, do Teorema do Valor Médio, existe
0, € [|ul?, Ju+ tv)*]

tal que
F(lu+tv?) = F(lul?) = £'(67) (Ju + tv]* — [uf?).
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Logo,
F(lu+ tv]?) — F(|u]? t2|v|* + 2t Re(u.v)
o U 0P) = FR) _ gy (PO 20 -

e, fazendo t — 0 em (B.4), obtemos

. . ) _

11_{% he = 2f(|u|”)Re(u.v).
Além disso, usando novamente (B.4) e por (fs),

he| = 2‘f<e§) ‘t!v|2 + 2Re(u.17)‘
< 2e+ el )|l + 2lulo] |

Note que o lado direito da desigualdade acima pertence a L'(€2y, C), desde que
0] < 2uf* + [v]*

para t suficientemente pequeno. Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lesbegue,
lim [ hdzr =2 [ f(|ul*)Re(u.v)dx,
t—0 N Oy
ou melhor,
lim [ h(z)dr =2Re ( f(|u|2)uvdx> . (B.5)
t—0 Qs Qy

Desta forma, de (B.3) e (B.5), obtemos

0
a—w(u) = 2Re ( f(|u|2)u17dx> )
v Q)

ou seja, (u) : B4, — R, existe para todo u € E,,. Iremos mostrar agora que
oY
a(-)

que ocorra (fs), por um calculo vemos que

o

u) € E', . Para cada u € F4, é claro que u) € linear e, para v € F), desde
AA A

o)

20|

IA

[ 1) el
Qx

< elulag,vlo, +celulfg, [vlg0,, (B.6)
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Usando as imersoes continuas
EAA ‘—>L2(Q)\,(C>, EAA ‘—>LP(Q)\,(C),
existem constantes C, C' > 0 tais que

’U|2,QA < CHUHAA € ’U|q,9>\ < UHUHAM Vo € EAA' <B7>

Aplicando (B.6) em (B.7), obtemos

20|

IN

Clulaayllvlla, + Clulgg, lvll.a,

< Clfolla,,

de onde segue que ——(u) € E; . Resta provar que

()

%
a(:)

oy

(un) — m(ﬂ) em Ej

ou seja,

sup |22 () - 22

n 07
o<1 Qv v ()] =

quando n — oo. De fato. Sejam (u,) C Ea, e u € E4, com u, — u em Ey4,. Note

que, pela Desigualdade de Hélder,

o) = 52 )| < 2|l — ()

q—1’

o @)
Agora, se definirmos o operador de Nemytskii, (veja [44, Teorema A.2]),
Nf : Lq(Q)\, (C) — Lq%ql (Q)\, (C)

como sendo

Ny(u) = f(lul*)u
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continuo. Da imersao Ea, — LP(Q),C), temos u,, — u em LP(Q2,,C). Assim,

Ny(up) — Ny(u) em La1(Qy,C),
ou seja,

Flual®) = f(Jul*) em L7(Qy,C). (B.9)
Portanto, usando (B.8) e (B.9),

% ()

ov

_
ov

sup (u)‘ —0, n—oo.

llvl<1
De onde concluimos que ¢ € C'(Ey4,,R) com

‘Z—f(u) — 2Re ( . f(|UI2)uvd$) :

Provando assim o Lema. ]

Por consequéncia dos Lemas B.2 e B.3, o funcional energia I : £4, — R dado

por

1 1
D=3 [ (9auP +uP)de =5 [ F(uf)is

é de classe C'(FE4,,R) com a seguinte derivada

I (u)v = Re (/ Vau.Va,v+uv — f(\u]g)uvdx) :
Qx

A demonstragao de que I € C*(E4,,R), com segunda derivada

I (u)vh = 2Re (/Q[vmh Va4 h@]dx) 9Re (/Q[f'quy?)Re(uﬁ)u@ + f(!u\z)h@]d;c> 7

¢ analoga.
Observando a forma da primeira derivada de I é facil checar qual deve ser o
produto interno do espaco F4, a ser escolhido; de fato, o produto interno que tomamos

é (-,-) : B4, x E4, — C dado por
(u,v)4, = Re (/ [Vau-Va,v —i—u@]dw) . Yu,v € Ejy,.
Qx
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Além disso o numero (u,v)4, € R, para todo u,v € E4,. Assim, podemos considerar

E 4, como um espaco de Hilbert sobre o corpo dos reais.

B.1 Motivacao de Solucao Fraca para o Problema

(Py)

Seja u : 2y — C uma solucao do problema

<—iV—A(£>)2u+u = f(luP)u, em Q)

A (Pr)
u = 0 sobre 0,

Suponhamos que Ay := A(z/\) € C(Qy,RY). Defini-se o operador de Schrédinger
como

(—=iV — Ay)? = —Au + 2iA5.Vu + | Ay 2u + iudiv(A)).

Sejam wuq,us : {2y —> R as partes real e imaginaria de u respectivamente. Entao, u é

solugao no sentido classico de (Py) se, e somente se,

—A(Ul + ZUQ) + (ul + ZUQ) + 214,\V(U1 + ZUQ) + |A)\’2(U1 + ZUQ) +

Hi(uy + dug) + div(Ay) = F(|ul?)(uy + ius). (B.10)
Temos de maneira equivalente a (B.10), as igualdades, respectivamente,

— Auy +uy — 2A5. Vg + |Ax|Pur — uadiv(Ay) = f(Ju*)us (B.11)

— Au1 + uo + 2A,\.Vu1 + ’A,\’QUQ + uldiV(A)\) = f(’u‘z)UQ <B12)

Na forma fraca, u € E4, é uma solugdo de (P)) se, para todo w € E,, (B.11) e (B.12)

fornecerem

/ [Vu1Vw + ugw — 2wA Vg + | Ay [Puiw — u2wdiv(AA)}dx = f(ul®)uiwdz
Q Q
’ ’ (B.13)

123



Apéndice B. Diferenciabilidade do Funcional I, e Motivacao de Solucao Fraca para o
Problema (Py)

/ [VusVw + usw + 2w A\Vuy + [AyPuow + wywdiv(Ay) ] de = f(Jul®)uswdz.
» > (B.14)
Vale ressaltar que pela desigualdade diamagnética, uy,us € H(2, C) (ver Observacao
2.1, inicio do Capitulo 2), e Ay € C(£2y,C) é uma aplicacao limitada. Recordem que
no Capitulo 2, definimos solugao fraca de u do problema (Py) como uma fungao que

satisfaz

Re (/ Va,u.V a0+ uv — f(\u|2)uv> =0, Yve Ey,. (B.15)
0

No que segue, veremos que as duas defini¢oes de solucao fraca sao equivalentes. Para

isto, notemos que

(—idju — A}) - (—i0jv — Alw) = jud;v + wdjudl — iuAl0;0 + [AJPuv, Vji=1,2,...n

e pela definicao de V4, dada no Capitulo 2,

Vau-Vau = > [0ud;v + ivAld;u — iuA{00 + [A]]un]
j=1

= V(up +iug) - V(v1 + ivs) + i(vy — ivy) A\V (ug + ug) +

—i(uy + iug) ANV (v1 — iva) + [Ax]* (w1 + dug) (vg — ivg) =
= Vuy - Vv — Vuy - Vog +i[Vuy - Vg + Vug - Vg | +

+va A\Vuy — v1A\Vug + i[v1 A\Vuy + v A\Vug| +

+ug AzVuy — ug A\Vuy — i[us AxVus + ui AyVouy] +

+|A)\|2[U1U1 + ’LLQUQ] + Z'|A)\|2[UQ’U1 — Uﬂ)g].
Logo,

Re (VAAu . VAAU) = Vu; - Vuy — Vuy - Vg + 03 A\Vu; — v AzxVusg +

— ulA)\VUQ + uQA,\Vvl + |A,\|2[U11)1 + UQUQ].
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Aplicando a igualdade acima em (B.15), obtemos

0 = Re (/ Va,uVa,v+uv— f(|u]2)m7)
Q
= / [Vul - Vv, — Vug - Vug + 1943V, — v1A\Vug — w1 AyVouy +
Qx

Fuy ANVuy + | AxP[urvy + upvs] + (uvr + ugve) — f([ul?) (urvy + ugvy) |dz,
ou ainda,

/ [Vuy - Vuy + |Ax|ugv; + uvy — Vg - Vg + [ Ay [Pugvs + ugveds =
Qx

/ [0 AxVuy — up AyVuy + v1 Az\Vug + uy A\Vuy + f(Jul?) (urv; + ugwy)]da. (B.16)
Qx

Observamos que (B.16) implica em (B.13) se tomarmos v; = w, vo = 0 e aplicarmos
o Teorema do Divergente ao Campo usvi Ay, juntamente com o fato que u satisfaz a
condigao de fronteira; por sua vez, (B.16) implica (B.14) se tomarmos v; = 0, v; = w e
usarmos o Teorema Divergente ao campo ujwA, de forma andloga. Para a reciproca,
basta somarmos (B.13) e (B.14), tomando w = v; em (B.13) e w = vy em (B.14), e
aplicarmos mais uma vez o Teorema do Divergente aos campos ujva Ay e ugvi Ay.
Chamaremos atencao para o fato, de pela definicdo (B.15), nao ser necessario
exigir mais do que a continuidade da funcao A,. Além disso, analogamente motiva-se

a definicao de solucao fraca para o problema P,
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Apéndice C

Resultados de Homologia e

Categoria

Este apéndice ¢ destinado em especial a resultados do Capitulo 2, Proposicao

2.15 e do Capitulo 3, Proposicao 3.14.

Definicao C.1. Seja X um espaco topoldgico. Duas aplicacoes f,g : X — X sao
chamadas homotdpicas, se existe uma aplicacao continua h : [0,1] x X — X tal que

h(0,-) = f e h(1,-) = g. Dizemos que h é uma homotopia entre f e g.

Definicao C.2. Sejam X, Y espagos topolégicos. Uma aplicagao f: X — Y é uma
equivaléncia homotopica se existir uma aplicagao g : Y — X tal que as compostas
foge go f sao homotopicas as identidades de X e Y, respectivamente. Diremos,

entao, que X e Y tém os mesmo tipo de homotopia.

Proposigao C.1. Para r > 0 suficientemente pequeno Q2 e 2 sdo homotopicamente

equivalente a ().
Demonstragao. O leitor pode consultar [21, Proposigao 2.3.3] O

As seguintes definicoes, notagoes e resultados envolvendo Categoria de Lusternik-

Schnirelmann podem ser encontrados em [44, Capitulo 5].

Definicao C.3. Um subconjunto fechado A de um espaco topologico X é denominado

contratil se existe h € C([0,1] x A, X) tal que para cada u,v € A,

h(0,u) = u, h(l,u) = h(1,v).
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Apéndice C. Resultados de Homologia e Categoria

Definicao C.4. Seja X um espaco topolégico e A um subconjunto fechado de X. A
categoria de Lusternik-Schnirelmann de A em X, é o menor inteiro n tal que existem

n subconjuntos fechado Ay, Ay, -+, A, de X satisfazendo:
(a) A=Ul_ A,

(b) Aj, As, ..., A, s@o contrateis em X.
Notation C.2. Denotamos a categoria de A em X por caty(A).

Proposigcao C.3. Sejam A e B subconjuntos de um espago topologico X. A categoria

satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se A C B entao catx(A) < catx(B);

(11) Catx(A U B) < Catx(A) —+ catX(B);

Agora iremos enunciar um resultado de multiplicidade de pontos criticos envol-

vendo categoria, o qual aplicaremos na demonstracao dos Teoremas 2.1 e 3.1.

Teorema C.4. Sejam X um espago de Banach, ¢ € CY(X,R) e V ={v € X;¢(v) =
0} tais que ¢'(v) # 0, para todo v € V. Seja ¢ um funcional tal que ¢ € C(X,R).
Se ¢|V ¢ limitado inferiormente e satisfaz a condigao (P.S). para todo ¢ € [infy ¢,d],

entao ¢|V tem um minimo e ¢ tem pelos menos cat¢d(gbd) pontos criticos de gb‘v, onde

¢?:={u € V;¢(u) <d} eV uma variedade.
Demonstragao. Veja [44, Teorema 5.20]. O
O préximo resultado envolve Homotopia e Categoria.

Proposicao C.5. Sob as mesmas hipéteses da Proposicao C.1, temos
cato(2) = catq+(92,).

Demonstragao. O leitor pode consultar [26, Lema 3.6] ]
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