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Resumo

No comeco do século passado, S. Bernstein provou seu celebrado teorema, o qual
1 - . ,ﬁ . t . P R?) D d tN
assevera serem os planos os tnicos graficos inteiros e minimos em R®. Desde entao,
um dos topicos de pesquisa de grande importancia na teoria de imersoes isométricas
sa0 as possiveis extensoes desse teorema para dimensoes maiores ou para outros es-
pacos ambiente. Os esforcos consignados por escrito nesta dissertacao sao devotados
a segunda vertente. Vamos considerar hipersuperficies completas, conexas, orientaveis
L 1. —n+1 . . .
e com curvatura média constante, ¢ : X" 9 M, isometricamente imersas em um
. . —n+1 n n 2 . .
produto Riemanniano da forma M =R x M", em que M"™ é uma variedade Rie-
manniana conexa e completa, para as quais sempre escolheremos um campo de vetores
suave, normal e unitario N, globalmente definido em ¥". Com o propésito de estudar
a geometria de uma tal 3", lancaremos mao da anélise de duas fungoes naturalmente
relacionadas a ela, a saber: a funcdo altura vertical h := (7”)‘2 e a funcao dngulo
vl . . ——n+1
n = (N, 0;), em que J; representa o vetor unitario que determina em M uma fo-
lheacao de codimensao 1 por slices totalmente geodésicos M]* := {t} x M"™. A partir
de restricoes apropriadas sobre essas funcoes e suas derivadas, aliadas a exigéncias

bastante razodveis sobre a geometria de M e sobre os autovalores do endomorfismo

il



iv
de Weingarten associado & orientagdo N, empregaremos métodos analiticos (essencial-
mente, os principios do maximo devidos ao Omori e ao Yau) para assegurar que X" seja
(isométrica a) um slice. No caso particular em que ¥ é um grafico inteiro sobre M™,
e, X" = 3¥"(u) = {(u(x),z) € M e M™}, para alguma fungio u € C*(M),
mostraremos que um controle adequado da norma do gradiente de u em M™ é suficiente
para que tenhamos u = f ou, equivalentemente, " = M, para algum ¢, € R.

Palavras-chave: Problemas tipo-Bernstein, produtos riemannianos, principios

do maximo.



Abstract

In the beginning of past century, S. Bernstein proved his celebrated theorem
which asserts that the planes are the only entire minimal graphs in R3. Since then, one
of research topics of greatest interest into the theory of Isometric Immersions are the
possibles extensions of this theorem either to higher dimensions or to other ambient
spaces. The efforts registered in writing in this dissertation are devoted to the second
perspective. We will consider complete connected orientable constant mean curvature
hypersurfaces ¢ : X" & T isometrically immersed in a Riemannian product space
of the form M =R x M" (M™ being a complete connected Riemannian manifold),
for which we will always chose a smooth normal unitary vector field NV globally defined
in X". With the purpose of studying the geometry of such a ¥", we will analyze two
functions naturally related to it, namely, the vertical height function h = (7TI)|Z and
the angle function n := (N, 0;) (here 0, stands for the unitary vector field which deter-
mines in 3" a codimension-one foliation by totally geodesic slices M := {t} x M".
After imposing appropriated restrictions on these functions, combined with very rea-
sonable requirements on the geometry of M"™ e on the eigenvalues of the Weingarten

endomorphism associated to the orientation given by N, we will apply analytic techni-
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ques (essentially, the maximum principles due to Omori and Yau) to ensure that X" is
(isometric to) a slice. In the particular case in which ¥" is an entire graph defined on
M™ de. X" =Y"(u) = {(u(z),z) € Mz e M™}, for some function u € C*°(M),
we will show that an adequate control over the norm of the gradient of u is enough to
ensure that u =, or, equivalently, X" = M, for some t, € R.

Keywords: Bernstein-type problems, Riemannian products, maximum princi-

ples.
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I modi in cui ignoriamo qualcosa sono altrettanto e forse pitt importanti dei modi in
cui lo conosciamo. Vi sono modi del non sapere — sbadataggini, disattenzioni,
dimenticanze — che producono goffaggine e bruttura; ma di altri — la svagatezza del
giovinetto di Kleist, la spezzatura incantata di un bambino — non ci stanchiamo mai
di ammirare la compiutezza. [...] Vi sono, dunque, modi riusciti di ignorarsi e la
bellezza & uno di questi. E possibile, anzi, che sia proprio il modo in cui riusciamo a
ignorare a definire il rango di cio che riusciamo a conoscere e che I'articolazione di
una zona di non conoscenza sia la condizione — e, insieme, la pietra di paragone — di
ogni nostro sapere. [...] Epistemologia e scienza del metodo indagano e fissano le
condizioni, i paradigmi e gli statuti del sapere, ma per come sia possibile articolare
una zona di non conoscenza non vi sono ricette. Articolare una zona di non
conoscenza non significa, infatti, semplicemente non sapere, non si tratta soltanto di
una mancanza o un difetto. Significa, al contrario, tenersi nella giusta relazione con
un’ignoranza, lasciare che un’inconoscenza guidi e accompagni i nostri gesti, che un
mutismo risponda limpidamente per le nostre parole. O, per usare un vocabolario
desueto, che cio che ci é piu intimo e nutriente abbia la forma non della scienza e del
dogma, ma della grazia e della testimonianza. L’arte di vivere ¢, in questo senso, la
capacita di tenersi in armonica relazione con cio che ci sfugge. Anche il sapere si
tiene, in ultima analisi, in rapporto con un’ignoranza. Ma lo fa nel modo della
rimozione o in quello, piu efficace e potente, della presupposizione. Il non sapere é cio
che il sapere presuppone come il paese inesplorato che si tratta di conquistare,
I’inconscio € la tenebra in cui la coscienza dovra portare la sua luce. In entrambi i
casi qualcosa viene separato, per poi essere compenetrato e raggiunto. La relazione
con una zona di non conoscenza veglia, al contrario, a che essa resti tale. E non per
esaltarne 'oscurita, come fa la mistica, né per glorificarne ’arcano, come fa la
liturgia. E nemmeno per riempirla di fantasmi, come fa la psicanalisi. Non si tratta
di una dottrina segreta o di una scienza piu alta, né di un sapere che non si sa. E
possibile, anzi, che la zona di non conoscenza non contenga proprio nulla di speciale,
che, se si potesse guardarvi dentro, s’intravedrebbe soltanto — ma non € certo — un

vecchio slittino abbandonato, soltanto — ma non é chiaro — il cenno scontroso di una

ix
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bambina che ci invita a giocare. Forse non esiste nemmeno una zona di non
conoscenza, esistono soltanto i suoi gesti. Come Kleist aveva capito cosi bene, la
relazione con una zona di non conoscenza ¢ una danza.

Giorgio Agamben, Nudita.

Nosotros (la indivisa divinidad que opera en nosotros) hemos sofiado el mundo. Lo
hemos sonado resistente, misterioso, visible, ubicuo en el espacio y firme en el tiempo;
pero hemos consentido en su arquitectura tenues y eternos intersticios de sinrazén
para saber que es falso.

J. L. Borges, Avatares de la tortuga.

As luzes do casario, aos poucos se apagaram.

Somente no alto de um sétao brilha uma lampada;

E, através da janela, se vé um jovem estudante,

— Cabelos despenteados, caidos sobre a testa;

Esta lendo: estuda um teorema de geometria.

Joaquim Cardozo, Visdo do dltimo trem subindo ao céu.
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Introducao

No comego do século passado, S. Bernstein [11]| provou seu celebrado teorema
(modificado por E. Hopf [41]), o qual assevera serem os planos os tinicos graficos inteiros
e minimos em R3.! Desde entdo, um dos topicos de pesquisa de grande importancia na
teoria de imersoes isométricas sao as possiveis extensoes desse teorema para dimensoes
maiores ou para outros espacos-ambiente. Nos anos subsequentes, houve um crescente
interesse no estudo de hipersuperficies imersas em um produto warped R x ; M™, o que
corresponde a segunda vertente oriunda do resultado de Bernstein. Neste contexto,
assinalamos o artigo seminal de U. Abresch e H. Rosenberg [1] que generaliza o teorema
de Hopf para produtos riemannianos (nos quais f = constante) homogéneos. No que

tange as superficies minimas nestes espacgos produto, esse artigo é de grande relevancia,

1]J. Simons [64] provou um resultado que, combinado com alguns teoremas de E. de Giorgi [37] e
W. H. Fleming [31], fornece uma prova da extenséo do teorema de Bernstein para R", com n < 7. No
entanto, E. Bombieri, E. de Giorgi e E. Giusti [13] surpreendentemente mostraram que esse teorema
ndo vale para n > 8. Desde entdo, um interessante topico de pesquisa em Andlise Geométria tém
sido as possiveis extensoes do resultado de Bernstein para dimensoes maiores ou para outros espacos-
ambiente. Uma contribui¢do notével foi dada por J. Moser [48], que mostrou que os hiperplanos sao
os Unicos graficos inteiros e minimos de R™ tais que o gradiente da funcao correspondente tem norma
limitada. Mais surpreendentemente ainda, D. T. Hieu e T. L. Nam [39] mostraram que o teorema de
Bernstein ¢ verdadeiro para G x R, que é R"*! com a densidade mista euclidiana e gaussiana. De
forma precisa, eles provaram o seguite: O grifico ¥ de uma fungdo u(z1,...,z,) = Tpy1 sobre G™
é Hy—minimo se, e somente se, ele € um hiperplano x, 11 = a, i.e., u € constante. (Aqui, G™ € o

n z|? .
espaco Euclidiano R™ com a densidade probabilistica gaussiana e~/ = (2?)’56*%, conhecido como

espaco de Gauss, e Hy—minimo quer dizer que a curvatura média ponderada Hy := H + (Vf,N) é
identicamente nula, em que N é o campo unitdrio normal a ¥.) Para uma demonstracido bastante
elegante do teorema de Bernstein em R3, veja [23]. Para uma ndo menos elegante do teorema de

Bernstein-Calabi (uma versao Lorentziana do resultado de Bernstein), veja [55]. Veja também [2].
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se levarmos em consideragao o trabalho anterior de H. Rosenberg [56], que mostrou
que, quando M? ¢ uma superficie completa com curvatura Gaussiana nao negativa, um
grafico inteiro e minimo em R x M? é totalmente geodésico. Portanto, neste caso, o
grafico & um slice horizontal ou M? ¢ um R? plano e o grafico é um plano inclinado.
Algum tempo depois, L. J. Alias, M. Dajczer e J. Ripoll [5] generalizaram o
resultado de H. Rosenberg [56] para graficos inteiros de curvatura média constante
imersos num espaco riemanniano munido de um campo de Killing. A seguir, J. M.
Espinar e H. Rosenberg [29] classificaram as superficies de curvatura média constante
em R x M? segundo o infimo de suas projecoes horizontais. C. P. Aquino e H. F. de
Lima [6] aplicaram o conhecido principio do maximo de H. Omori [50] e S. T. Yau
[66] para obter resultados de rigidez concernentes a graficos verticais completos em um
produto riemanniano R x M™, cuja fibra M™ é ou isométrica a S ou é plana.? Em [45],
H. F. de Lima e U. Parente obtiveram um teorema tipo-Bernstein em R x H". Como
aplicacao de seu resultado, eles estudaram a unicidade de graficos verticais completos
com curvatura média constante em tal espago. H. Rosenberg, F. Schulze e J. Spruck
[58] mostraram que um grafico inteiro minimo com fungao altura nao negativa em um
produto riemanniano R x M", cuja fibra M™ é completa com curvatura de Ricci nao
negativa e curvatura seccional limitada inferiormente, deve ser um slice. Em [43], H.
F. de Lima, usando uma extensao do teorema de Stokes-Yau devida a A. Caminha,
provou que em um produto R x M"™ cuja fibra M™ tem curvatura de Ricci nao negativa,
os gréaficos inteiros que tém segunda curvatura média limitada inferiormente e norma
do gradiente da funcao correlacionada integravel a Lebesgue em M™ sao totalmente
geodésicos; em particular, se a curvatura de Ricci de M™ é positiva, entao tais graficos
sao slices. C. P. Aquino, H. F. de Lima e E. A. Lima Jr. [7] fizeram uso do referido
principio do méaximo generalizado de Omori-Yau e da férmula de Bochner a fim de obter
resultados de rigidez em em produto riemanniano R x M™ e apresentaram um exemplo
nao trivial de um grafico vertical com curvatura média constante em R x H2. Mais
recentemente, H. F. de Lima, E. A. Lima Jr. and U. L. Parente |44] trabalharam com

. L. . . . . —n+1
hipersuperficies completas e two-sided imersas em um produto riemanniano M =

2No Teorema 2.7 desta dissertacdo, apresentamos um resultado um pouco mais geral, obtido a
partir deste de Aquino e de Lima.
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R x M", cuja fibra M™ tem curvatura seccional limitada inferiormente, e mostraram
que controles adequados na norma do gradiente da funcao altura e no comportamento
da fungao angulo, aliados a certas condi¢oes geométricas (quais sejam, a curvatura
média nao mudar de sinal — em particular, ser constante — e segunda curvatura média
limitada inferiormente), sdo suficientes para assegurar que hipersuperficies imersas em
M sio slices.

Dillen et al. estudaram superficies de angulo constante imersas em um espago
produto R x M?, especificamente aquelas superficies para as quais o campo unitario
normal faz um angulo constante com a dire¢ao tangente a R (veja, por exemplo, [25],
[26] e [27]). Estendendo tais estudos, E. Garnica, O. Palmas e G. Ruiz-Hernandez [36]
estabeleceram que hipersuperficies completas, com angulo e curvatura média constan-
tes, imersas em um produto Rx M", cuja fibra M™ tem curvatura de Ricci nao negativa,
devem ser ou totalmente geodésicas ou parte de um cilindro sobre uma hipersuperficie
de curvatura média constante imersa em M".

Os esforgos consignados por escrito nesta dissertacao sao devotados a segunda
vertente. Vamos considerar hipersuperficies conexas, completas, two-sided e com cur-
vatura média constante, ¢ : X" G WH, isometricamente imersas em um produto
riemanniano da forma M = R x M " em que M"™ é uma variedade riemanniana
conexa e completa, para as quais sempre escolheremos um campo de vetores suave,
normal e unitario N, globalmente definido em »". Com o propésito de estudar a
geometria de uma tal X", lancaremos mao da andlise de duas funcoes naturalmente
relacionadas a ela, a saber: a funcdo altura vertical h := (7”)’2 e a funcao dngulo

e, . . —n+1
n = (N, 0;), em que J; representa o vetor unitario que determina em M~ uma fo-
lheagao de codimensao 1 por slices totalmente geodésicos M;* := {t} x M™. A partir
de restrigoes apropriadas sobre essas funcoes e suas derivadas, aliadas a exigéncias
bastante razodveis sobre a geometria de M" e sobre os autovalores do endomorfismo
de Weingarten associado a orientacdo N, empregaremos métodos analiticos (essencial-
mente, os principios do maximo devidos ao Omori e ao Yau) para assegurar que X" é
(isométrica a) um slice. No caso particular em que ¥" é um grafico inteiro sobre M™",

Le, X" = X"u) = {(u(z),z) € M ize M"™}, para alguma fungio u € C*(M),
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mostraremos que um controle adequado da norma do gradiente de v em M™ é suficiente
para que tenhamos u = {o ou, equivalentemente, > = M, para algum ¢, € R.

O texto estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 — Brevissima
excursao pela Andlise Geométrica, estabeleceremos o arcabouco analitico que seré uti-
lizado na obtencao dos resultados dos demais capitulos. No Capitulo 2 — Resultados
principais, baseado em [6, 7, 44|, vamos nos dedicar ao estudo de hipersuperficies X"
isometricamente imersas em um produto warped R x s M". Finalmente, no Capitulo 3
— Graficos verticais inteiros, tecido a partir dos resultados de [6, 7, 43, 44, 49], lidaremos

com graficos verticais inteiros em produtos riemannianos.



Capitulo 1

Brevissima excursao pela Analise

(Geomeétrica

1.1 Produtos warped semi-riemannianos

Nesta secao, introduziremos o conceito de produto warped semi-riemanniano e
estabeleceremos alguns resultados concernentes as curvaturas seccional e de Ricci desse
ambiente. O estudo da geometria de espacos da forma R x; M™ é particularmente
proficuo e relevante em decorréncia do fato de esses espacos possuirem naturalmente,
como veremos, um campo conforme e fechado — o campo 0.

Recordamos que um tensor métrico sobre uma variedade suave M ¢ um 2 —
—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, ¢ nao-degenerado para todo
ponto p € M. Uma wvariedade semi-riemanniana é um par (M, g), em que M é uma

variedade suave e g = (-,-) ¢ um tensor métrico de indice! constante sobre M.

Definicdo 1.1 (PRODUTO WARPED SEMI-RIEMANNIANO) Sejam (M, gn) e (N, gn)
variedades semi-Riemannianas e seja f : M — R uma funcdo suave e positiva. O

produto warped M = M X ¢ N € a variedade produto M x N munida do tensor métrico

g =7"(gum) + (f om)’0*(gn), (L.1)

!Sejam X um espaco vetorial real e 8 uma forma bilinear sobre X. Recordamos que o indice de 3

é, por definicdo, a maior dimensao dos subespagos Y < X tais que B}ny é negativa-definida.
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em que T e 0 sao as projecoes sobre M e N, nesta ordem. Fxplicitamente, denotando
por (-, YM e (-, )N as métricas de M e N, respectivamente, se v e w sio tangentes a

M x N em r = (p,q), entdo

<U7 w)r = <d7rr(v)7 dﬂ-r(w»ﬁ/l + fQ(p) <d0r(v)7 do‘r(w»é\f

A variedade M € dita a base de M = M Xt N e a variedade N, a fibra.

Se f =1, entao M Xy N é simplesmente a variedade produto. Nosso objetivo é

expressar a geometria de M em termos da funcdo warping f e das geometrias de M e

N.

Observacao 1.1 Assim como no caso de uma variedade produto, as fibras {p} x N =
7~ Y(p) e as folhas M x {q} = 07*(q) sdo subvariedades semi-riemannianas de M, e a

métrica warped € tal que se verificam as sequintes condigoes:

(i) Para cada ponto q € N, a aplicagdo 7r|MX{q} € uma tsometria sobre M.

1) Para cada ponto p € M, a aplicagcao o € uma homotetia positiva sobre N,
{p}xN
com fator de homotetia 1/ f(p).

(iii) Para cada ponto (p,q) € M, a folha M x {q} e a fibra {p} x N sdo ortogonais
em (p, q).

Com efeito, para cada ponto ¢ € N, a aplicacao 11, := W{Mx{q} M x {q} - M é
um difeomorfismo. Além disso, para cada ponto r = (p,q) € M x {q} e para todos

x,y € T, (M x {q}) < T, M, temos

(@), = (dm(2),dm(y))," + f*(p)(dov(2), dor(y),
= (d(T,)p(2), d(Tg)p (1)),

pois d(I1y), = dm,|,, (ixiqy) €O € constante na folha M x {q}, logo induz em T,,(M x{q})
a aplicagao linear nula. Isso prova (i). De maneira andloga, podemos demonstrar (ii):
basta considerarmos, para cada p € M, o difeomorfismo ¥, 1= a{{p}xN :{p} x N = N.

A condigao (iii) é consequéncia imediata da definicao do tensor métrico g dada em

(1.1).
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Vetores tangentes as folhas serao ditos horizontais, vetores tangentes as fibras
serdo ditos werticais. Denotaremos por nor a projecio ortogonal de T,M,r = (p,q) €
M, sobre seu subespaco horizontal T, (M x {q}) = T,M e por tan a projegao sobre o
subespaco vertical T, ({p} x N) = T, N. Pelo item (iii) da Observag¢ao 1.1, temos

(T, ({p} x N))* = T.(M x {q}).

Portanto, para campos de vetores verticais V, W em M, a formula
a(V,W) = nor VW,

em que V denota a conexdo de Levi-Civita de M, fornece o tensor de forma de todas
as fibras.

O espaco dos campos de M = M Xt N que sdo levantamento? de campos de M
(respectivamente, N) sera denotado por .Z(M) (respectivamente, .Z(N)). E claro que
ZL(M) ¢ um C55(M)-modulo, em que C59(M) é o anel das funcdes C*(M) que sio
levantamento de funcdes C°(M). De modo similar, Z(N) é um C3(M)-mdbdulo, em
que CP(M) & o anel das fun¢des C=(M) que sdo levantamento de fungoes C°(N).

A relacao do produto warped para com a base M é quase tao simples quanto
no caso especial do produto semi-riemanniano; a relacao para com a fibra N, por seu

turno, geralmente envolve a funcao warping f.

Lema 1.1 Sejah € C>(M). Entdo o gradiente do levantamento hor em M = M x ;N

¢ o levantamento para M do gradiente de h em M.

Demonstragao. Dado um vetor vertical v, temos que (grad(hon),v) = v(hom) =
dr(v)(h) = 0, pois dr(v) = 0. Logo, grad(h o 7) é horizontal. Agora, dado um vetor

horizontal x, temos
(dr(grad(hom)),dr(x)) = (grad(hom),x) = x(hom) = dr(x)h = (grad h, dr(x)).

Assim, em cada ponto de M, dr(grad(how)) = grad h, i.e., grad(ho) é mrelacionado
a grad h em M. [ |

Proposicao 1.2 Se X,Y € L(M) e V,IW € Z(N), entio:

2Veja, por exemplo, [52], p. 24-25.
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(i) VxY € o levantamento de VY em M;
(it) VxV =VyX = (X(fom)/fom)V;
(iii) nor VyW = o(V,W) = —((V,W)/f o m)grad(f o m);

(iv) tan VyW € Z(N) € o levantamento de VYW em N.

Demonstracgao.

(i) A formula de Koszul® para 2(VxY, V) se reduz a

uma vez que [X,V] = [Y,V] = 0. Como X e Y sdo levantamentos a partir de
M, (X,Y) & constante nas fibras. Sendo V vertical, temos V(X,Y) = 0. Mas
[X,Y] é tangente as folhas, logo (V,[X,Y]) = 0. Portanto (VxY,V) = 0, para
todo V € Z(N), donde VxY é horizontal. O resultado segue, entdo, do fato de

cada II; ser uma isometria.

(ii) VxV = Vy X, pois [X,V] = 0. Esses campos de vetores sido verticais, pois, por
(i), (VxV,Y) = —(V,VxY) = 0. Todos os termos na formula de Koszul para
2(VxV, W) se anulam, a excecio de X (V,W). Pela defini¢io do tensor métrico
warped, (V, W)@ = f(0)*(Vy, W)™, Escrevendo f em lugar de f o, temos
(VW) = f2((V,W)Mog). A expressao entre parénteses no lado direito da tltima

igualdade é constante nas folhas, as quais X é tangente. Assim,
X(V,w) = X [fP(V,IW)"oo)]
= 2fXf((V,W)" o 0)
= 2(Xf/)(V,W).

Portanto, VxV = (X f/f)V.

3Em Geometria Diferencial, prova-se o seguinte resultado: Seja (M, (-,-)) uma variedade semi-
riemanniana. Entdo existe uma inica conexao V em M, dita a conexdo de Levi-Civita de M, que é

simétrica e compativel com (-,-). Essa conexdo é caracterizada pela formula de Koszul,
2TYW, X) = V(W, X) + W (X, V) = X(V,W) — (V,[W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]),

para todos X, V,W € TM. Veja, por exemplo, o Teorema 11 & pagina 61 de [52].
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(iii) Por (ii),
oW X) = — (1T X)

= —(W.(Xf/NHV)
= (Xf/HV,W).

Pelo Lema 1.1, X f = (grad f, X), em M como em M. Assim, para todo X,

(VyW, X) = —(((V.W)/[)grad f, X).

(iv) Como V e W sdo tangentes a todas as fibras, em uma dada fibra tan Vy W é
a derivada covariante aplicada as restricoes de V e W aquela fibra. O fato de
tan Vi WV e VW serem o—relacionados segue, entdo, do fato de as homotetias

preservarem as conexoes de Levi-Civita.
|

Corolario 1.3 As folhas M x {q} de um produto warped M = M x ¢ N sao totalmente

geodésicas e as fibras {p} x N sao totalmente umbilicas.

Observacao 1.2 Em wvirtude do Lema 1.1, nao deverd haver confusdo, se simplifi-
carmos a notacdo escrevendo h e grad h em lugar de h o e grad(h o ), respectiva-
mente. Igualmente com o intento de simplificar a notacao (e levando em consideragao
a Proposicao 1.2), doravante escreveremos X para designar tanto um campo de vetores
X € X(M) quanto seu levantamento X € £ (M), assim como denotaremos por V
tanto V € X(M) quanto V€ L (M).

Exemplo 1

(i) Uma superficie de revolu¢io é um produto warped, as folhas sendo as diferentes
posicoes da curva rotacionada e as fibras os circulos de revolucdo. FExplicitamente,
se M € obtida pela rotacdo de uma curva plana C em torno de um eivo em R3 e
f:C — R dd a distincia a esse eizo, entdo M = C x; S*(1).

(ii) R3\ {0} como um produto warped: em coordenadas esféricas, o elemento de linha

de R3\ {0} ¢

ds® = dr? + r*(dv* + sin® 9dp?).
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Fazendor = 1, obtemos o elemento de linha da esfera unitdria S®. FEvidentemente
R3\ {0} ¢ difeomorfo a RT x S? sob a aplicagio natural (t,p) <> tp. Assim, a
formula para ds* mostra que R®\ {0} pode ser identificado com o produto warped
RT %, S?. Em R3\ {0}, as folhas sio os raios partindo da origem e as fibras sao

as esferas S*(r),r > 0. Mais geralmente, R™ \ {0} € naturalmente isomélrico a
Rt x, St 1.

(iii) Os modelos de espago-tempo standard do universo sio produtos warped, bem como
0s modelos mais simples de vizinhancas de estrelas e buracos negros. (Veja, por
exzemplo, os capitulos 12 e 13 de [52].)

(iv) O espaco hiperbdlico H"+! ¢ isométrico aos produtos warped Rx +R™ e R X coqn JH™.
(Veja o Ezemplo 4.8 de [46]. Uma isometria explicita entre H'™ e R x +R" pode

ser encontrada em [4].)

O problema é expressar a curvatura de um produto warped M = M X ¢ N em
termos de sua funcao warping f e das curvaturas de M e N.

Para um tensor covariante A em M, seu levantamento A para M é simples-
mente seu pullback 7*(A) sob a projecio 7 : M — M. No caso de um (1, s)—tensor
A X(M) x - x X(M) = X(M), se vy,...,v, € T.M,r = (p,q) € M defi-
nimos A(vi,...,v,) como sendo o vetor horizontal em r cuja projecio em T,M é
A(dr(v1),...,dr(vs)). Essas definicoes ndo envolvem nenhuma geometria, logo con-
tinuam validas, mutatis mutandis, para levantamentos de V.

Sejam RM e RN os levantamentos para M dos tensores curvatura de M e N.
Como a projecao 7 ¢ uma isometria em cada folha, R d4 a curvatura de cada folha.
A assercao correspondente vale para RV, uma vez que a projecao o é uma homotetia.
Como as folhas sdo totalmente geodésicas, RM coincide com o tensor curvatura R de
M em vetores horizontais. A assercdo correspondente para RY e R, contudo, falha,
pois as fibras sao, em geral, apenas umbilicas.

Se h € C*®°(M), o levantamento para M de Hessh sera denotado por H". Ele
concorda com o hessiano do levantamento h o7 geralmente apenas em vetores horizon-

tais.

Proposicdo 1.4 Seja M = M X ¢ N um produto warped com tensor curvatura R. Se
XY, Ze L(M) eUV,W e ZL(N), entao:
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(i) R(X,Y)Z € L(M) ¢ o levantamento de RM(X,Y)Z em M;
(ii) R(V,X)Y = (H/(X,Y)/f)V, em que H ¢ o Hessiano de f;
(iii) R(X,Y)V = R(V,W)X = 0;
(iv) R(X, V)W = ((V.W)/f)Vxgrad f;
(v) RV, W)U = RY(V.W)U — (V£ V)LV, U)W — (W, U)V}.
Demonstracao. Veja a Proposicio 42 as paginas 210-211 de [52]. |
Agora, considere a curvatura de Ricci Ric de um produto warped, escrevendo

RicM para o levantamento (pullback por ) da curvatura de Ricci de M, e similarmente

para Ric.

Corolario 1.5 Em um produto warped M = M X¢ N, com d:=dimN > 1, sejam
X, Y horizontais e V,W werticais. Entao:

(i) Ric(X,Y) = Ric™(X,Y) — (d/f)H! (X,Y);
(ii) Ric(X,V) = 0;

(iii) Ric(V,W) = Ric™(V, W) — (V,W) f#, em que

Af (VL V)
ff==""4(d-1) 1~
7 (d—1) 7
e Af € o laplaciano em M.
Demonstracao. Veja [52], p. 211. [ |

1.2 Hipersuperficies

Comecemos por recordar a seguinte

Definicao 1.6 Sejam (M", g) uma variedade riemanniana e (Mnﬂg,g) uma variedade

P ¢ uma imersio (i.e., ¥

semi-riemanniana. Uma imersao isométrica i : M™ — M
¢ uma aplicagao suave e sua diferencial é injetiva em todo ponto x € M) que satisfaz
V*g = g. Por simplicidade, denotaremos os tensores métricos de M e M pelo mesmo
simbolo (-,-). Diremos que (M) C M é uma hipersuperficie se p = 1, i.e., se a

codimensao da imersao ¢ for igual a 1.
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Seja uma imersao isométrica ¥ : X" — M Sempre podemos considerar
localmente um campo suave de vetores normais e unitérios, i.e., um campo suave de
vetores £ € TS+ definido numa vizinhanga U de cada x € ¥" tal que (¢,,&,) = 1 para
todo y € U.* (De fato, existem apenas duas possiveis escolhas para £.) Se X € T,% e

Y € T, entao a formula de Gauss é dada por

VxY = VxY + (A4 X, Y)E, (1.2)

em que A¢ : TY <= & o endomorfismo de Weingarten (ou o operador de forma). Por
outro lado, como & é um vetor normal unitario, temos (Vx¢&,€) = 0, donde V& = 0

para todo X € T'M. Logo, a formula de Weingarten é dada por

Vxé=—AX, VX € TY. (1.3)

Observacao 1.3 Doravante, nesta dissertacao, todas as hipersuperficies 1 : X" —

+1 . . L 4
M com as quais lidaremos serao supostas conezxas e orientdveis. Ademais, supore-
mos que foi fitada uma orientacio N (i.e., um campo suave normal e unitdrio, global-

mente definido em 3") e denotaremos simplesmente por A = Ay o endomorfismo de

Weingarten associado a N. Identificando X" com sua imagem por 1, (X") C M”H7

vamos nos referir a hipersuperficie ™. Assim, a curvatura média H de X" € dada por
1
H = —traco(A).
n

O tensor curvatura R de uma hipersuperficie ¢ : 3" — M 6 dado por

R(X,)Y)Z =Vxyv1Z — [Vx,Vy] Z,

em que [-,-] é o colchete de Lie e XY, Z € TY. A equacao de Gauss, que descreve
o tensor curvatura R de X" em termos do endomorfismo de Weingarten e do tensor

curvatura R do ambiente Mnﬂ, ¢ dada por

R(X.Y)Z = (R(X,Y)2)T + (AX, 2)AY — (AY, Z)AX,VX,Y,Z € TS.  (1.4)

4Aqui, como de praxe nos textos de Geometria Diferencial, TS e TS denotam, respectivamente,
os fibrados tangente e normal de ¥". As quantidades com L sobrescrito dirdo respeito aos elementos
de TY+. Para defini¢des e detalhes, sugerimos ao leitor que veja [18], [24] ou [42].
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1.3 A anilise do laplaciano

Estamos, finalmente, em condicoes de descrever nosso objeto de interesse, a saber:
hipersuperficies ¢ : X" ¢ M isometricamente imersas em um produto Riemanni-
ano da forma M = R x M™, em que a fibra M"™ é uma variedade riemanniana.
Diremos que uma tal hipersuperficie X" é two-sitded se seu fibrado normal for trivial,
0 que, neste caso, é equivalente & existéncia de um campo suave normal e unitario
N, globalmente definido em X" (e est4 em concordancia com a delimitacio que fize-
mos na secao precedente acerca das hipersuperficies com as quais trabalharemos; cf.
Observagao 1.3).

Com o proposito de estudar a geometria de uma tal >", lancaremos mao da
analise de duas fung¢oes naturalmente relacionadas a ¥": a funcdo altura h := (7y) ’2 e
a fungao dngulo n := (N, 0;), em que 0, representa o vetor unitario que determina em
M uma folheagao de codimensao 1 por slices totalmente geodésicos M[* := {t} x M
(cf. Corolario 1.3). Em suma, procuraremos respostas satisfatorias para a seguinte
questao: Sob que restrigoes sobre as fungoes altura e dngulo (e sobre as geometrias de
X" e de M"™), uma hipersuperficie completa ¢ : X" & M deve, necessariamente,
ser um slice?

Nesta segao, estabeleceremos os resultados analiticos que empregaremos no estudo

das funcoes altura e angulo.

1.3.1 O principio do maximo de Omori-Yau

Em 1967, H. Omori [50], estudando imersdes em espagos euclidianos, provou o

seguinte resultado:

Seja M uma variedade riemanniana completa e conexa, com curvatura sec-
cional limitada inferiormente. Se f € uma funcao suave sobre M limitada

superiormente, entao, para todo € > 0, existe um ponto p € M, tal que:

sup f — f(p) <,

IVf(p)| <e



Capitulo 1. A anilise do laplaciano 19

Hess f(p)(X, X) <€, VX € T,M, |X| = 1.

A abordagem de Omori, no entanto, é assaz complicada e tem o incoveniente de
envolver apenas o hessiano. Em 1975, S. T. Yau [66], obteve um principio de méximo
mais simples, envolvendo o operador de Laplace-Beltrami, para variedades completas
com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Mais precisamente, Yau provou este

teorema:

Sejam M uma variedade riemanniana completa e f € C*(M) limitada
superiormente. FEntao, para todo p € M, existe uma sequéncia de pontos

(pr)ken C M, tal que:
lim f(px) = sup f,
k M

2(f(pr) = f(») + 1)pp(pr)

Vel = k(pp(pr)? + 2) In(pp(pr)* + 2)

2(f(px) — f(p) + D(pp(pe) K (px) + 1)
k(pp(pr)? + 2) In(pp(pr)? + 2)
A(f(pe) = f(p) + Dpp(pr)
k2(pp(pr)? + 2)[In(py(pr)? + 2)]2

em que p,(x) = d(p,x) € a distancia a partir de p.

Af(pr) <

Nesta secao, apresentaremos uma demonstragao desse teorema e obteremos, como
corolério, o seguinte resultado, a que nos referiremos como o “principio do maximo
generalizado de Omori-Yau” e que serd fundamental para provarmos os resultados do
proximo capitulo:

Seja M uma variedade riemanniana completa cuja curvatura de Ricci é

limitada inferiormente. Se f é uma funcdio de classe C*(M), limitada

superiormente em M, entdo existe uma sequéncia de pontos (px)ren C M,
tal que:

lim f(px) = sup fo [V f(p)[ =0 e 1imksup Af(pr) <0.
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O cut locus

Precisaremos do conceito de cut locus, introduzido para superficies sob o nome ligne de
partage por H. Poincaré em 1905 e para variedades Riemannianas por J.H. Whitehead
em 1935.

Sejam M uma variedade riemanniana completa, p € M e v : [0,+00) — M uma
geodésica normalizada com (0) = p. Sabemos que se 7 > 0 é suficientemente pequeno,
entao d(v(0),v(7)) = 7, ie., 7’[077} ¢ uma geodésica minimizante. Ademais, se 7‘[0,701
nao ¢ minimizante, o0 mesmo acontece para todo 7 > 7. Por continuidade, o conjunto
dos ntimeros 7 > 0 para os quais d(v(0),v(7)) = 7 é da forma [0, 79] ou [0, +00). Isso

motiva a seguinte

Definicao 1.7 (PONTO DE MINIMO & CUT LOCUS) Sejam M uma variedade rieman-

niana completa e p € M. Denotemos por UM o fibrado tangente unitdrio de M,

| | U,
peEM
em que UM = {u € T,M : |u| = 1}. Dado u € U,M, seja 7, : [0,+00) = M o raio

geodésico normalizado, ,(t) = exp,(tu). Se
7(u) := sup{t: %‘[0 g € uma geodésica minimizante} < 400,

entao diremos que v,(7(u)) é o ponto minimo de p na dire¢ao u. O cut locus de p, que
denotaremos por Cut(p), € o conjunto de todos os pontos de minimo de p, em todas as
diregcoes u € U,M.

Observagao 1.4 Se M ¢é compacta, entao Cut(p) # 0 para todo p. [Com efeito,
dado p € M, seja p, a funcao distdncia a partir de p. Sendo imagem continua de M, o
congunto p,(M) C R é compacto e, portanto, limitado. Seja u € U,M. Se nao existisse
ponto minimo na dire¢do u, entdo p, o 7y, : [0,+00) — R seria tal que p, oy, (t) =t
para todo t € [0,+00). Assim, esta seria uma funcao ilimitada com imagem contida

no compacto p,(M). Absurdo.] A reciproca € verdadeira.

Exemplo 2

(i) EmR™ e H" (cada um munido de sua métrica candnica), existe uma tinica geodé-
sica normal minimizante ligando dois quaisquer pontos dados. Logo Cut(p) = (),

para todo p.
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(ii) Se M é completa, simplesmente conexa e tem curvatura seccional ndo-positiva,
seque do teorema de Hadamard que M ¢ uma vizinhanca normal de cada um de
seus pontos. Por consegquinte, se p € M e u € U,M, entdo v,(t) = exp,(tu) é

minimizante em [0, 4+00), donde inferimos que Cut(p) =0, para todo p € M.

(iii) Para o cilindro S' x R munido da métrica candnica, se p = (€0, z), entdo
Cutp = {(e’wOJr”),z) A R} ¢ a linha vertical “oposta a p”. Note que p nao

tem pontos conjugados.

(iv) Para S™ com a métrica euclidiana, Cut(p) = {p}, em que p = —p € o ponto

antipoda de p. Note que D é também o primeiro ponto conjugado de p.

Observacao 1.5 Uma variedade riemanniana compacta M para a qual o cut locus de
todo ponto p € M se reduz a um unico ponto é chamada uma variedade Wiedersehen.
Um resultado devido a L. Green assevera que as superficies (dim M = 2) Wiedersehen
sao isométricas as esferas. Esse resultado foi generalizado por M. Berger e J. Kazdan®

para o caso em que dim M ¢é par e por C.T. Yang® para o caso em que dim M € impar.

Proposicao 1.8 Suponhamos que ¥(7y) € o ponto minimo de p = ~(0) ao longo da

geodésica normalizada ~v. Entao:
i) ou y(10) € o primeiro ponto conjugado de p ao longo de v;
' ] mei t ugado d l d
(ii) ou existe uma geodésica o # 7y, de p a y(19), tal que L(o) = L(7).
(Aqui, L(-) denota o comprimento de uma curva.) Reciprocamente, se (i) ou (ii) se

verifica, entao existe T em (0, 7o), tal que ¥(T) € o ponto minimo de p ao longo de .

Demonstragdo. Veja a Proposigao 2.2 as paginas 296-297 de [18]. |

Corolario 1.9 Se g € Cut(p), entdo p € Cut(q).

Demonstracgao. Se g é o ponto minimo de p ao longo de 7, entao v é minimizante
entre p e q. Segue que a “geodésica oposta’ —vy é também minimizante entre ¢ e p. Pela
Proposicao precedente, ou g é conjugado a p, ou existe uma geodésica o # v, ligando
p a q, tal que L(o) = L(y) = d(p,q). Em ambos os casos, o ponto de minimo de ¢
ao longo de —v nao ocorre depois de p. Como L(—~) = d(p, q), concluimos que p é o

ponto de minimo de g ao longo de —~. |

®Veja J. L. Kazdan, An isoperimetric inequality and wiedersehen manifolds. In: S. T. Yau (ed.),
Seminar on Differential Geometry, Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1982, pp. 143—

157.
6Veja C. T. Yang, Odd-dimensional wiedersehen manifolds are spheres, J. Diff. Geometry, 15

(1980), 91-96.
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Corolario 1.10 Se g ¢ Cut(p), entdo existe uma Unica geodésica minimizante ligando

pagq.

Demonstracao. Pelo teorema de Hopf e Rinow, existe uma geodésica minimi-
zante 7y : [0,7] — M com y(0) = pe v(7) = q. Se existisse outra geodésica minimizante
o # v ligando p a ¢, entdo, pela reciproca da Proposicao 1.8, existiria 7 € [0, 7] tal que
~(7T) é o ponto minimo de p ao longo de v. Como g ¢ Cut(p), teriamos 7 < 7. Mas,

entao, 7 nao seria minimizante em [0, 7]. Contradigao. [ |
Observacao 1.6 E possivel mostrar que a fun¢io 7: UM — RU {400}, definida por

7(p,u) = To, € Ypu(T0) = exp,(1ou) € Cut(p),
7 400, sep nao tem ponto de minimo na direcao u,

é continua. Um coroldrio disso é que Cut(p) é um subconjunto fechado de medida zero
em M.

Fixemos um ponto p € M. O cut locus esta profundamente relacionado & suavi-

dade da funcao distancia a partir de p,

pp: M — R
z = ppx) =d(p, ).

Sabemos que p, ¢ uma funcao continua. Contudo, nao ¢ dificil ver que p, nao é suave

em M. De fato, p, nunca é suave em p! Neste contexto, temos a seguinte

Proposicao 1.11

(1) pp € de classe C* em M \ (Cut(p) U {p}), e seu gradiente Vp,(q) em q € M \
Cut(p) U {p}) € dado por

Vop(@) = 7,4(p(q)),

em que 7Yy, denota a inica geodésica minimizante de p a q parametrizada pelo

comprimento de arco. Em particular, |Vp,(q)| = 1.

(ii) Suponha que existem pelo menos duas geodésicas minimizantes normalizadas li-

gando p a q. Entao p, nao € diferencidvel em q.
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Demonstragao. Veja a Proposicio 4.8 as paginas 108-109 de [59]. [ |

Observacao 1.7

(1) O conjunto dos pontos q satisfazendo a hipdtese de (ii) é denso em Cut(p). Como
Cut(p) € um subconjunto fechado de M, isso fornece a sequinte caracterizacdo do
cut locus: Cut(p) € o fecho do conjunto de todos os pontos de M que podem ser
ligados a p por pelo menos duas geodésicas minimizantes. Pode-se provar que se
q pode ser ligado a p por pelo menos duas geodésicas minimizantes, entao pf) nao
possut derivada direcional em q para vetores na direcao dessas duas geodésicas.

Fsses dois fatos, combinados, implicam o sequinte resultado (Teorema 2 de [65]):

Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensao n. Assuma
que eziste um ponto p € M tal que pf) possui derivadas direcionais em
toda a M. Entao M € difeomorfa a R™.

(i) Usando a formula da sequnda variagdo, é possivel calcular o hessiano de p, em
M\ (Cut(p) U {p}). Em particular, podemos provar o seguinte (veja [59], p.
109-110):

Se v :10,7] — M € uma geodésica normalizada partindo de v(0) = p
que nao intersecta Cut(p). Se 7o € (0,7] e X € TyzyM € ortogonal a

v (10), entao
(Hess pp)v(To)(X7 X) = <J7 J>W(TO)7

em que J € o dnico campo de Jacobi ao longo de v tal que J(0) =0 e

J(To) = X.

Se v : [0,7] — M & uma geodésica normalizada ligando p a x, definimos (veja

[66])

K () = min {”_1 5 / T<<—t>2Ric<v’<<>>d<}.

o \ T —t (t—t

Esta quantidade K, (z) é bem-definida, uma vez que

ﬁ[(é—t)? Ric(+(())d¢ < S sup Ric(y’(g))/;(g_tfdg

(7 —1)? ¢cefon]
T—1 .
= T suwp Rie(v(0))
¢elo,7]

donde
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K,(z) > min {”‘1 (T;t) sup Ricw(o)}.

“tefor] | T—1 B ¢elo,7]

O minimo no lado direito da ultima desigualdade existe, pois a expressao entre chaves
é uma fungao ¢(t), continua em [0,7) e tal que lim, .- g(t) = +o0.

Caso z € M \ Cut(p), seja v a tnica geodésica minimizante ligando p a z. Defi-
nimos K (x) := K,(z). Caso contrario, pomos K (z) := inf, K, (z), em que o infimo é
tomado sobre todas as geodésicas minimizantes v ligando p a x.

O préximo lema coleciona alguns fatos sobre a quantidade K que acabamos de

definir.

Lema 1.2
(i) Para todo x € M \ Cut(p), temos que Ap,y(x) < K(x);
(ii) Se a curvatura de Ricci de M ¢é limitada inferiormente, entdo

sup K(z) < oc.
zeM

Demonstracgao.

(i) Sejam 7 : [0, p,(z)] — M a geodésica minimizante ligando p a x e Ji,..., Jo_1
os tnicos campos de Jacobi ao longo de v que se anulam em ~(0) e tais que
Ji(pp(z)) = eilpp(x)), i = 1,....,n — 1, em que {ey,...,ep_1,6, = 7'} € um
referencial ortonormal e paralelo ao longo de 7. Como J;(0) =0 e (J;,7). =0,

i=1,...,n—1, temos’

(Hess pp)a(Jiy Ji) = (J}, Ji)as

TCf. Observagio 1.7—(ii).
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donde

n

App(z) = Z<V6inp7 €i)e
i=1

n—

= Z<Veinp7 €i)e
i=1

n—

— Z(Hess Pp)z(€i,€:)

n—

— Z(Hess op)a(Jis Ji)

n—1

i=1

Por outro lado, pela equacgao de Jacobi,

<‘]i//7 J%> = _<R(7,7 Ji)/yla JZ)

Assim,
Pp(z) , , , ,
D 2) = [ QL) = (RO I I
0
Pp(x)
= [y G
0
Pp(l")
= [y
0
Logo,
n—1
App(x) =Y Loy (i ).
=1

Fixado 7y € [0, py(z)), se f : [0, pp(x)] — R é dada por

0, se 0 <t < 7,

t—To0
pp()=T0"

se o <t < py(x),

entdo f é seccionalmente suave e tal que f(0) = 0e f(p,(z)) = 1. Como (J;,7') =

0, V; := fe; € um campo de vetores seccionalmente suave ao longo de v, com
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(Vi,7) = 0, Ji(0) = Vi(0) = 0 e Ji(py(2)) = Vi(pp(x)) = €i(pp(x)). Aplicando o

lema do indice, é facil ver que

n—1 1 pp(z) o
Appla) € s [ P Rie ()

Basta, por fim, tomarmos o minimo em 7y € [0, p,(z)) , 70 = pp(z) .

Podemos supor que Ricy; > C, em que C' < 0 é uma constante a ser escolhida
posteriormente. Se « : [0,7] — M é uma geodésica normalizada ligando p a x,

entao

Ky(x) < min {”_1 C)2 [(c—t)?dc} (1.5)

te[0,7] T—t_(T—t
. [n—=1 C(r—1)
= — . 1.6
Jgas,e]{T_t 3 } (1.6)
Estudemos a funcao
n—1 C(r—1t)
ot t) = — t .
frtm =t -2 g

n—1

Derivando, obtemos f'(t) = aoE + % Assim, os pontos criticos de f sao

3(n—1)
C

t1:7'— —

E facil ver que

f/(t) <0<«=tec (—OO,tl) U (tg, ‘|‘OO)

e que

fl(t) > 0=t € (t,ty), t # 7.

Portanto, ¢; ¢ um minimo global para f| (_oor): Lomando |C| suficientemente

)
grande, temos 0 < ¢; < 7. Como lim; ,,- f(t) = +o0, segue de (1.5) que K, (x) <

f(t).
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Lema 1.3 Seja v : [0,7] — M wuma geodésica minimizante, tal que v(0) =p e (1) €
M \ Cut(p). Entao existe um aberto % contendo I' := ~([0,7]) tal que, para todo

x €U, hd em % no mdzrimo uma geodésica minimizante ligando x a p.

Demonstragao. Podemos supor que v esteja normalizada. Por contradicao, se
nenhum tal % existir, para todo j € N, existiria x; € M, tal que lim; d(z;,I') = 0 e x;
¢ ligado a ¢ por pelo menos duas geodésicas minimizantes distintas, digamos «; e 3;,
com |a,(0)] = |1(0)] = 1.

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que existem 7y €

0,71 ev,w e U,M, tais que
(7] ) pVL, q

limz; = (1), lim a’(0) = v, lim 3;(0) = w.

Pela continuidade da func¢ao distancia, para t € [0, 7o), temos que v,(t) = exp,(tv)

e 7w (t) = exp,(tw) sdo geodésicas minimizantes ligando p a (7).
Ha dois casos a considerar.

I Caso: v # +/(0) ou w # +/(0). Suponhamos, sem perda de generalidade, que
v # 7/(0). Entao (1) € ligado a p pelas geodésicas minimizantes distintas v e 7,.
Logo, pela Proposigao 1.8, existe 7 € (0, 7] tal que v(7) é o ponto minimo de p ao

longo de +, contradizendo nossas hipdteses.

II CAsO: v =w =~/(0). Entao

li]m exp,(10(0)) = exp,(107/(0)) = lijm exp,(1055(0)).

Como v é minimizante e v(7) € M \ Cut(p), novamente pela Proposicao 1.8, temos
que y(79) nao é conjugado a p ao longo de v e, portanto, 797/(0) ndo é um ponto
critico de exp,,. Logo exp, é injetiva numa vizinhanga de 799'(0), de modo que, para j

suficientemente grande, teremos 7oa;(0) = 70/3;(0). Contradigao. [ |
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O teorema de Yau e seus corolarios

Teorema 1.12 (YAU [66]) Sejam M wuma variedade riemanniana completa e f €
C?*(M) limitada superiormente. FEntao, para todo p € M, existe uma sequéncia de
pontos (pr)rken C M tal que
lim f(pe) = sup f (1.7)
k M

2(f(px) — f(p) + D)pp(pr)
k(pp(pr)? + 2) In(pp(pr)? + 2)

IV f(pe)l = (1.8)

2(f(px) — f(p) + 1) (pp(pr) K (pr) + 1)
k(pp(pr)? + 2) In(pp(pr)? + 2)
A(f(pr) — f(p) + Dpp(pr)

k2 (pp(pr)? + 2)2[In(py(pr)? + 2)]*

em que py(x) = d(p,x) € a distancia a partir de p.

Af(pr) <
(1.9)

Demonstracao. Para k € N, definimos
fl@)—flp) +1
[In(py(x)? +2)]%

Obviamente, gy é continua e, se f(z) < C para todo z € M, entao

C—f(p)+1
[In(pp()? +2)]%

gr(x) ==

gr(z) <

)
de maneira que

limsup gg(x) <0. (1.10)

pp(®)—+00

AFIRMACAO. g¢; assume seu maximo (absoluto) em algum p;, € M.

Com efeito, como gi(p) > 0, segue de (1.10) que existe R > 0 tal que p,(z) > R =

k() < gr(p). Como Bg(p) é limitado e fechado e M é completa, o teorema de Hopf

e Rinow garante que Bgr(p) é compacto. Por continuidade, gy assume um maximo

pr € Br(p), o qual &, portanto, um méaximo global. Em particular, f(py)—f(p)+1 > 0.

Agora, h& dois casos a considerar.
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I CAso: pp € M\ Cut(p). Se v € T, M, como (omitindo x por simplicidade)

In(p2 +2)]*  [k(p2+2)In(p2 + 2)} .
obtemos, em py,
0= Vg, = Vi - 2(f = flp) + 1)valzil' (1.12)
[ln(pg +2)]* [k:(pfO +2) In(p2 + 2)]
Como |Vp,(pr)| = 1, obtemos (1.8).
Para o calculo do laplaciano, a equagao (1.11) nos da
o) = D et
[In(p2 +2)]*  k(p2+2) [In(p2+2)]*
_2{ppu(f)vley) + (f — flp) +1) [v(/);;)2 + ppv(v(pp))]} (113
k(p2 +2) [In(p2 +2)]* 7 '
A(f = f(p) + D)ppu(py)® (1 2
— (- +1+In(p2+2)).
(o3 + 22 [in( +2)] (41wt )
Portanto, em py,
0> Ag=—L 400V, Vi) e
(In(p2 +2)]%  k(p3+2) [In(p2 +2)] "
2(f = f(p) + (A + p,Apy)
(1.14)

k(2 +2) (2 + 2)]
4(f = f(p) + 1)p2
k(p2 + 2)2 [In(p2 + 2)]

1
(% +1+1In(p) + 2)) .

Novamente usando que |Vp,(pi)| = 1, segue de (1.12) que, em py,

2(f = f) + Dpp
2+ 2) In(p2 +2)

<Vf7 Vpp) =

Substituindo essa expressao em (1.14) e usando o Lema 1.2—(i), obtemos a desigualdade

(1.9).

II Caso: p, € Cut(p). Entdo p € Cut(py). Se 7 é uma geodésica minimizante
parametrizada pelo comprimento de arco ligando px, = v(0) a p, tal que p é o ponto de

minimo de py ao longo de 7, entao ¢ ¢ Cut(py) para todo ¢ € T', ¢ # p, pr. Fixando um
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tal ¢ = v(7), pelo Lema 1.3, podemos tomar um aberto % D I', em que I = ~([0, 70]),
tal que, para todo x € %, h4 no maximo uma geodésica minimizante ligando q a x.
Denotemos por p, a funcao distancia a ¢ na variedade % . Temos que p, é suave
numa vizinhanga de py, pois p, ¢ Cut(q) U {¢q}. Da defini¢do de distancia, inferimos
que pg(x) > p,(x), para todo x € % .
Definimos gy, :  — R por

fl@) = flp)+1
{In [(pg(x) + pp(q))? + 2]} *

AFIRMAGAO. g atinge seu maximo em py.

LT EU.

gr(z) =

De fato, como g5 assume seu maximo em py, temos, para todo x € %, que

f(pe) = f(p) +1
{In [(pg(pr) + pp(q))? + 2]} *
fpe) — f(p) +1
)

ar(pk) =

v

)
{In[(5y(x) + pp(0))* + 2}
(Na altima desigualdade, usamos que p,(z) + pp(q) > py(z) + pp(q) > pp(x).) Logo,
Vii(pe) =0 e Agi(pr) < 0.
Note que a diferenca entre as expressoes de g, e g ¢ a troca de p,(z) por p,(z)+
pp(q). Como p,(q) é constante, um céalculo semelhante aquele que nos conduziu a

expressao (1.11) mostra que, para v € T, % , e omitindo z por clareza, temos

v(ag — U(f)
o {In 3 + ppl(a)] + 2}
_ 2(f = f(p) + 1) (Pq + pp(2)) Vg |
k[(Bg + pp(@))? + 2] {In [Bg + pplq) + 2} 5+

Assim, em py,
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v(f)
{In [py + pp(9)] + 2}%
. 2(f = f(p) + D)(pqg(pr) + pp(0))VDy(pr)
k[(Pa(pr) + pp(9))? + 2 {1 74 (p) + pp(q) + 203+

Como |Vp,| = 1, obtemos

0=0v(gy) =

2(f(pr) = f(p) + 1)(Dg(pr) + pp(q))
K [(g(pr) + pp(@))? + 2 In [(pg(p) + pp(a))* + 2]

IV f(pe)| =

De p,(pr) = py(pr) e da continuidade da funcdo distancia d : M x M — R, fazendo

q — p, seque que

2(f(pr) — f(p) + 1)p(pr)
k(pp(pr)? +2) In(pp(px)? + 2)

que ¢ precisamente (1.8). De maneira similar, obtém-se (1.9).

Wf(pk)’ =

Para provar (1.7), é suficiente mostrarmos que limsup f(pg) = sup,, f. Se isso

nao fosse verdade, entao existiriam § > 0 e T € M, tais que

f(@) > limsup f(px) + 0,

donde

f@) > fpx) +0/2, (1.15)

para todo k sufientemente grande.

Se pp(pr) — 00, quando k — oo, entdo

f@—fp)+1 _ floe) = flp) +1
In(pp(T)? +2)]%  [In(pp(p)? + 2)]*
quando p,(pr) > pp(x). Isso contradiria a definicao de py.

9(T) = = gr(Pk),

Se, para alguma subsequéncia de k, (pg) convergisse para um ponto zg, entao, de

(1.15), teriamos
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f(@) = f(m) + /2. (1.16)
Como
) = flp) + 11 — f(x) — f(p) +1, quando k — oo,
[In(pp(2)* + 2)]*
temos
J@ =W Ly~ p) +1— /4, (1.17)
[In(pp(z)* + 2)]*
para j suficientemente grande. De
fpe) = f(p) + 1; — f(zo) — f(p) +1, quando k — oo,
[In(pp(pr)? + 2)]*
segue que
flao) — fp) +1> TP SO L, (1.18)

De (1.16), (1.17) e (1.18), decorre que

flz) = fp) +1

_15/4 > f@) — f(p)+ 1
ipGer+2pf O

> f(wo) — f(p) +1+46/2
f(pr) — f(p) +1

[In(pp(pr)? + 2)]7

>

+6/4,

1.e.

flx)—fp) +1 - f(px) — f(p) +1

[In(pp(x)? +2)]*  [In(pp(pr)? + 2)]
novamente uma contradigao.

Bl
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Teorema 1.13 (PRINCIPIO DO MAXIMO DE OMORI-YAU) Seja M uma variedade ri-
emanniana completa cuja curvatura de Ricci é limitada inferiormente. Se f € C?(M)
é limitada superiormente em M, entdo eziste uma sequéncia de pontos (pg)rken C M

tal que
lim f(pr) = sup fo Im[Vf(p)[=0 e limksup Af(pr) <0.

Demonstragdo. Caso f atinja maximo em M (em particular, se M for com-
pacta), o resultado é trivial: de fato, basta tomarmos p* € M tal que f(p*) = sup,, f
e pr = p, para todo k € N. Caso contrario, fixemos p € M, e seja (px)ren C M uma
sequéncia satisfazendo (1.7), (1.8) e (1.9), cuja existéncia ¢ assegurada pelo Teorema

1.12. Entao, pondo C; := sup f, de (1.8), segue que

20 —fp)+ 1) pplpe) 1
V)| < 3 oy ()2+ 2 In(py ()2 + 2)
< A+ 11

k V2 2’
donde

lim |V f ()] = 0.

Como a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente, existe, pelo Lema 1.2,
uma constante (positiva) Cy, tal que K(py) < Cy, para todo k € N. Dai e de (1.9),

inferimos que

2C1—f(p) +1) Capplp) +1 1

k pp(pk)* +2  In(pp(pr)? +2)
Mq—ﬂm+w( %m>), 1

k? Pp(Pk)? + 2 In(pp(pr)? +2)
20Ci = fp)+ 10 Ci—fp)+1
= k1n 2 2k2In*2

Af(pr) <

em que C'3 é uma constante positiva, de modo que
limsup A f(pg) < 0.
k

|
No caso em que f € C*(M) ¢ uma fungio limitada inferiormente, aplicando o

Teorema 1.13 a funcao — f, obtemos o seguinte
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Corolario 1.14 Seja M uma variedade riemanniana completa cuja curvatura de Ricci
¢ limitada inferiormente. Se [ € C*(M) ¢é limitada inferiormente em M, entio eziste

uma sequéncia de pontos (px)reny C M tal que
lim f(pr) =inf f, Im[VF(pe)| =0 e liminf Af(py) > 0.

Corolario 1.15 (CHENG-YAU [21]) Seja M wuma variedade Riemanniana completa,
com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Se f : M — R é uma funcao nao-
negativa de classe C2, tal que Af > af? para algum par de mimeros a > 0 e > 1

(em particular, se f for subharménica), entio f = 0.

Antes de passarmos & demonstragao do Corolario 1.15, recordamos as seguintes
expressoes para o gradiente e o laplaciano de uma funcao F' = pof, em que f € C>®(M)

e :S5 CR — R é&uma fungao suave:

VE =g (N)Vf, AF=¢()Af+¢"(HIVF (1.19)

Demonstracao do Corolario 1.15.

Definimos F' := ¢ o f, em que

p:te Ry — T ERL, Ai=——>0.

1
(1+1)
Usando as formulas em (1.19) e o fato de que ¢(t) > 0, para todo t € R, obtemos

" (f)

AF = (f)Af + ¥I0E

IVFI%,

de modo que

©"(f)
@' (f)?

VI +AF = ¢ (f)AS.

Agora, é facil ver que

v Q%) - (Ajl) w%t)'

Assim,
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(35 ) 977 = 281 = aoln)™*as

fﬁ
Z CY)\W

_ o\
- M(Hf) ’

em suma,

A+ 1 £\’
(T) IV = fAf > a) <—1 +f) : (1.20)

Como F ¢, claramente, limitada inferiormente (F' > 0), seja (px)reny C M uma sequén-
cia minimizante para F' no sentido de Omori-Yau, cuja existéncia é assegurada pelo

Corolario 1.14. Avaliando ambos os lados da deseigualdade (1.20) em p; e fazendo

donde limy, f(px) = 0. Ora, como limy F'(px) = infy; F' e o é estritamente decrescente,

k — oo, vemos que

limy f(px) = sup,, f. O resultado segue. [ |
Inspirados na prova do Corolario 1.15, se acrescentarmos as hipoteses deste coro-

lario a hipotese de f ser limitada superiormente, entao podemos estender o resultado

para o caso em que = 1. Mais precisamente, temos o seguinte

Corolario 1.16 Seja M uma variedade riemanniana completa cuja curvatura de Ricci

¢ limitada inferiormente. Se f é uma funcio de classe C?, ndo-negativa, limitada

superiormente e tal que Af > cf, para alguma constante ¢ > 0, entao f = 0.

Demonstracao. Definimos F': M — R* por F(z) =1//1+ f(z). Se A>0¢
tal que f(x) < A, para todo x € M, entdo

1 1
0< < =F<1.
V1I+A " J1i+f -

Ademais, note que F' = ¢(f), em que ¢ : t — 1/4/1 +t. Entdo

~-Vf  —Ff
L+ 2

VE=¢/(f)Vf =5
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ie.,

Vf=_-VF.

Por outro lado,

—Af 3|IVF|?
o " 2 __
AF = 2 (f)Af+90 (f)|Vf| — 2<1 ‘|‘f)3/2 (1 _|_f>3/5F6’
ie.,

FAF = %IF‘*Af + 3|V F|?,
ou ainda,

F*Af =6|VF|* —2FAF.

Seja (pr)ren C M uma sequéncia minimizante para F no sentido de Omori-Yau. Entao,
avaliando ambos os membros da tltima igualdade em py, fazendo &k — oo e levando em
consideragao que F' é limitada, obtemos limy, [F(pg)*Af(pr)] = 0. Como F(py) - 0,
segue que limg Af(py) = 0. Dai e de Af > cf, decorre que lim f(py) = 0. Ora,

lim f(xy) = sup f. |

Observacao 1.8 Seja M uma variedade riemanniana completa. Diremos que o prin-
cipio do mdzximo (forte) de Omori-Yau vale para M se, para qualquer funcdio f €
C?(M) limitada superiormente (respectivamente, inferiormente), for possivel obter uma
sequéncia de pontos de M satisfazendo as trés condicoes do Teorema 1.18 (respectiva-
mente, Coroldrio 1.14). Um tal sequéncia serd dita wma sequéncia maximizante (res-
pectivamente, sequéncia minimizante) para f. Note que o Teorema 1.13 estabelece uma
condi¢cao suficiente para a validade do Omori-Yau, qual seja, a de que a curvatura de
Ricci de M seja limitada inferiormente. Em seu belo opusculo [54], S. Pigola, M. Ri-
goli e A.G. Setti provaram que a validade do Omori-Yau depende menos da curvatura
de Ricci (e mesmo da geometria) de M do que os resultados apresentados nesta se¢ao

nos levariam a crer. Mais precisamente, eles provaram o sequinte

Seja (M, (-, -)) uma variedade riemanniana e suponha que existe uma fun¢ao

C? nao-negativa v satisfazendo as exigéncias a sequir:
v(z) = 400 quando x — o0,

A >0 tal que |Vv| < AvY?  fora de um compacto,
3B >0 tal que Av < Bu'?GWY)Y?  fora de um compacto,

em que G € uma funcao suave em [0, 4+00) satisfazendo:
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(G1) G(0) > 0;
(G2) G'(t) >0 em [0,400);
(G3) G(t)7"/* ¢ L' (+o0);

. 1/2
(G4) limsup,_,, % < +o00.

Entdo, dada qualquer fungdo v € C*(M) com u* = sup,; u < +00, eriste

uma sequéncia (Tg)reny C M com as seguintes propriedades:

(0Y1) u(zy) > u* — 1;
(0Y2) |Vu(zy)| < 1
(0Y3) Au(xy) < 1

para cada k € N. Se substituirmos a ultima exigéncia sobre a func¢do v por

3B >0 tal que Hessv < BuY2GWY*Y2(..)  fora de wm compacto,
no sentido de formas quadrdticas, obteremos, em lugar de (OY3), a sequinte
conclusao mazis forte

Hess u(xy) < %(, ).

Ezemplos especialmente significativos de fungoes satisfazendo (G1) — (G4)

sao dados por
N 2

QQ:{HOMW», t>1,

j=1
em que 0" denota o j—€éstmo iterado da funcao logaritmo. As duas pri-

meiras condi¢oes sobre a fungao v implicam que (M, (-,-)) é completa.

Exemplo 3 Uma variedade na qual nao vale o principio de Omori-Yau. Seja M o
plano R? com a métrica g = dr*+h*(r)db6?, em que h € C*([0,+00)) € tal que h(r) >0

parar >0 e
hr) r, se0=r=1,
r) =
3r2e™ . ser > 3.

A métrica g € suave e completa. Definimos f: M — R por

o) = /0 " (% /0 th(s)ds) dt.

Entio f € C?*(M), supy, f < +oo e Af = 1. Em particular, nao existe nenhuma

sequéncia (pr) em M tal que limsup, Af(py) < 0. Parar > 3, a curvatura gaussiana

de M ¢é dada por
h"(r) 2 2
K(r) = — =—1(9 18 —
0=~y =~ (1 2.

donde K(r) — —oo quando r — +00.
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1.3.2 O principio do maximo de Hopf-Calabi

Lema 1.4 Se f,g: (M,g) — R sdo fungoes C? tais que f(p) = g(p) e f(x) > g(x),

para todo x prorimo de p, entao

Vi) = Vgp),
Hess f(p) > Hessg(p),
Af(p) > Ag(p).

Demonstracao. Se (M, g) C (R, can), entdo o resultado é simples calculo. Em
geral, tomando uma geodésica o : (—¢,¢) — M com «(0) = p, podemos usar essa

observacao para foa e go«a, a fim de ver que

df (a’(0)) = dg(c/(0))
Hess f(a/(0),a/(0)) > Hess g(a'(0),a'(0)).

Claramente, isso implica o lema, se fizermos v = &(0) percorrer todos os v € T,M. R
Desse lema decorre que uma fungao f : M — R de classe C? tem Hess f(p) > B,
em que B é uma aplicacao bilinear simétrica em 7,M (ou Af(p) > a € R) se, e somente

se, existe uma func¢ao f.(z), definida numa vizinhanca de p, tal que

(i) fe(p) = f(p);

(i) f(z) > fo(x) em alguma vizinhanga de p;
(iii) Hess fe(p) > B — € g‘p (ou Afe(p) > a—ce).

As proximas defini¢oes visam dar sentido a esses fatos (reproduzi-los, se assim podemos

dizer) quando f é apenas uma fun¢do continua.

Definigao 1.17 (FUNGCAO-SUPORTE) Seja M uma variedade riemanniana. Uma fungao-
suporte para uma funcao continua f em um ponto xo € M é uma funcao g de classe
C?, definida em uma vizinhanga de xq, tal que g(zo) = f(x) e g(x) < f(x) nessa

vizinhanca.

Definigdo 1.18 (SUB/SUPERHAMONICIDADE NO SENTIDO DE FUNGOES-SUPORTE)
Sejam M uma variedade riemanniana e f € C°(M). Seja a € R. Diremos que Af > a
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em xo no sentido de funcgoes-suporte se, para todo € > 0, existir uma funcao-suporte

[ = fuoe de [ em xq tal que
AfZa—e,

em que, nesta ultima ocorréncia, /A denota o operador de Laplace-Beltrami. Diremos
que Af > a se Af > a em todo v € M. Uma funcao continua f com Af > 0

(respectivamente, Af < 0) serd dita subharmonica (respectivamente, superharmonica).

Teorema 1.19 (PRINCIPIO DO MAXIMO DE HOPF-CALABI [14, 40]) Sejam M™ uma
variedade riemanniana conexa de dimensaon e f € C°(M) uma fungdo subharménica
(no sentido de funcées-suporte). Entao f nao atinge mdzimo em M", a menos que f

seja constante.

A demonstracao que apresentaremos é devida a J. Eschenburg e E. Heintze [28].
(Veja também [19, 20, 59].)

Demonstragao. Seja p um méaximo local, de tal maneira que f(p) > f(x) para
todo x proximo de p. Tomemos uma pequena bola coordenada normal Bs(p), e vamos
supor que exista um ponto z € dBs(p) tal que f(p) > f(z). Entao, por continuidade,
f(p) > f(2') para 2’ € 0Bs(p) suficientemente proximo de z. Consideremos um sistema
de coordenadas normal {z'}?" , tal que z = (4,0,...,0). Ponhamos ¢(z) = z' —
d((z*)? 4 -+ + (2™)?), em que d é um ntimero tao grande que, se y € dB;(p) e f(y) =
f(p), entao ¢(y) < 0. Note que

0

Vo= o= 40

Seja 1) 1= ¢ —1. Entdo Ay = (a?|Vo|?> +al¢)e®. Logo, para a suficientemente

grande, Ay > 0. Ademais, ¥(p) = 0. Assim, para p > 0 suficientemente pequeno,

(f + 1)y, < F@), (f + 1)) = f(p).

Por conseguinte, f + u1 tem um méaximo interior em algum ponto ¢ € Bs(p).
Se f = fq.e € uma funcao-suporte para f em ¢ com Af > —¢, entdo f + i é
também uma funcao-suporte para f+ u em q. Para € suficientemente pequeno, temos

que A(f—l— pp) > 0. Como f + putp tem um méaximo local em ¢ e

Frwb < f+up, (f+m)(q) = (f + wb)(q),
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segue que f + p) tem um maximo local em ¢. Isso é uma contradigao, uma vez que
o Hessiano de uma funcao em um ponto de maximo é negativo semi-definido, logo seu
traco ¢ < 0.

Portanto, o conjunto de pontos nos quais f atinge um méaximo é aberto e fechado

e, por hipotese, coincide com toda a variedade. [ |

1.3.3 A férmula de Bochner

Teorema 1.20 (BOCHNER [10, 12]) Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimen-
sio n e seja f € C*(M). Entao

%A\Vﬂz — Ric(Vf, Vf) + (VF,V(AF)) + [Hess f[2. (1.21)

Demonstragdo. Fixemos p € M, e seja {E;}, um referencial ortonormal em

uma vizinhanca U C M de p, geodésico em p. Entao, em p, temos

%A‘Vﬂ? = % Z(Hess IV f1?) (B, E;)

_ % S E(E(VE V) = Y BV VL)
) ¢ (122)
=2 (VEVeVLVH+Y VeV

= (Ve VeV, V) +[Hess f|*

Agora, para X € T M, temos que

Y (R(E, X)Vf E)=> (VxVeVf—VeVxVf+ VeV E, E). (1.23)

[ 7

Como o referencial é geodésico em p, temos que Vx E;(p) = 0 e, dai, em p,

)

D AVxVB V[ E) = X(Vi V[, B) = X(Af) = (X, V(A])). (1.24)

Novamente em virtude de o referencial ser geodésico em p, junto com o fato de Hessf
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ser um operador linear auto-adjunto, obtemos, em p,
(Ve VXV =V VI E) = E(VxV[ E) = (VxV [, VgE)

— Ve,V [E; X])
=E(Ve V[, X)
— (Vg Vf, Vg, X - VxE) (1.25)
=(Vg, VeV X)+ (Ve Vf, VgX)
—(VE V[, Vg X)
= (Vg Ve Vi X).

Substituindo (1.24) e (1.25) em (1.23), obtemos

Y AR(E, X)Vf, E) = (X, V(Af) =) (Ve VeV, X)

% %
ou, ainda,

Z<ininVf, X) = Ric(X, V) + (X, V(Af)).

(2

Basta tomar X = V f na tltima relagdo e substituir o resultado em (1.22). |

Observacao 1.9 Em [34], a formula de Bochner é deduzida da sequinte identidade
para 1-formas diferenciais:

((DxDy — DyDx)a)(Z) = a(R(X,Y)Z),

quaisquer que sejam os campos X,Y,Z em (M,g) e a 1—forma «. Aplicando essa
formula a o = df, obtemos

DDdf(X,Y,Z)— DDdf (Y, X, Z) = df (R(X,Y)Z).
Tomando tracos com respeito a X e a Z e observando que
DDdf(X,Y,Z) = DDdf(X,Z,Y)
(pois df € fechada), vemos que
trioDDAf (Y) = —dAf(Y) 4+ Ric(Vf,Y).
Por outro lado, Dx|df|* = 2g(Dxdf,df), donde

D% yldf | = 2g(Dxdf, Dydf) + 2g(Dx Dy df, df).
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Tomando o traco, obtemos
1
_§A|df|2 = ‘DdfF + tri2DDAf (V f).

A formula desejada seque, bastando para isso eliminar o termo DDdAf(V f).

Combinaremos o principio do maximo de Omori e Yau (1.13) e a formula de
Bochner (1.20) para obter a seguinte extensao do teorema de Liouville, devida ao S.

T. Yau ([66]).

Proposicao 1.21 Seja M™ uma variedade riemanniana completa, com curvatura de
Ricci nao negativa. As tnicas fungoes harmonicas limitadas inferiormente em M™ sao

as constantes.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que infy; f > 0.

Para a > 0, definimos uma funcao g : M — R por

z) = flo) 1.26
g9() NIDEY] (1.26)

Da definicao de g e das propriedades do grandiente, segue que

S / A .\
VIViE+a VP ap?

Usando div(hX) = (Vh, X) + hdivX e a formula de Bochner (1.21), obtemos que

(1.27)

Ag = _<V‘Vf‘2,Vf> Af 3f|VIVf]22
\Vf; a2 NP ra (VI + ) .
- W{!Hessf!2 +(VAF, V) +Ric(V,V )}

Como, por hipotese, Af = 0 e Ricy; > 0, segue que

(VIVFZL V) | 3fIVIVIPP f
Ag < — VIRt THVIP o) VP a>3/2!Hessf]2_ (1.29)

Tomando o produto interno de (1.27) com V f e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos
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VIVSA V) 2 VI
RIS < ?{wgnw—ﬁ}. (130
De (1.27), vem também que
SAIVIVAPE  3VIVIE+a| SV [
AV P +a)p? f 2|V f? + )2 .
B\ N -
N f VIV2+a

Multiplicando ambos os lados de (1.29) por ¢ e usando (1.26), (1.30) e (1.31),

obtemos

Vgl VS VI IV /]

Ag <2 - 3| ————+|V

929 = <\/2Vf2—|—a |Vf|2+a>Jr <\/|Vf|2+a+| g') (1.32)
f

"R aprte
Portanto,
fIV f][Hessf| > V/]

Agora, dado x € M com Vf(x) # 0, escolhemos uma base ortonormal {e;}! ,
2
de T, M tal que e; = Vf(x)/|V f(z)|. Usando a desigualdade <Zlf:1 ci> <kYF . &,

obtemos, em =,

n n n n 2
Hessf?= 3" 12> Y =i+ Y 2z fid (Z f)
=1 =2 =2

ij=1
[

-1

(1.34)

1 n
:f121+m(ﬁf—f11):f121+n :n_1f121‘

Tomando o produto interno de (1.27) com ey, temos

PN \ 7 I {7\ A7 ) NN\ D 17 11 1

VIVIP+a  (VIE+a = NP +a (VSF+a)
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e, daf,

SIV | ful IV /] IV /]

Combinando (1.34) e (1.35), obtemos

FIVfI[Hessf| IV /]

(ViF a2\ (m— 'V9’> - 139
De (1.33) e (1.36), temos

v n V/]
2 _ _
que implica
Vel 2
(1.37)

v/l (,/ 8| Vg + 1+ 3|Vg2 — A)
N ~ /8|y Vg2 — gAg

Seja, agora, (pr) C M uma sequéncia minimizante para g no sentido do Omori-

Yau. Dado € > 0, existe kg € N tal que

Volpr)| <€, —g(px)Ag(pr) <€, Yk 2 k.

Dai e de (1.37), temos

n_o_ V] (,/ \/1+9e+3e2>
n—1 |Vf|2+a

V/] Vi€
\/|Vf|2+a ,/_ﬁ—\/1+9e+3e2'

Fazendo € — 07 na desigualdade precedente, encontramos que

V/]
VIV +

implicando

lim sup

lim sup

(Pk) =0
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Portanto, existe k; € N tal que

V/]

V2
VI ) <X vk sk
NI+ a(pk) ) 1
e, assim, |V f(pr)|* < a,Vk > k;. Ora,
f(px) fpk) _ inf f
9\Pk) = > > , Yk Z k.
P NPT Vaa C vaa =l
Como g(px) — inf g, segue que inf g > 1\’}% Portanto,
2
VIOl VIVI@P e 1 1 V2
f () f(p) g(p) ~ infg ~ inf f
Fazendo a — 0%, obtemos que |V f(p)| = 0, para todo p € M. [ |

Exemplo 4 Com o auzilio do principio do mdzximo de Hopf-Calabi e da Formula de

Bochner estabeleceremos o sequinte resultado, devido a Myers e a Cheng:

Seja (M, g) uma variedade riemanniana completa cuja curvatura de Ricci
satisfaz Ricyr > (n — 1)k = Ricgn(x). Entao diam(M) < 7/\/k, e a igual-
dade vale se, e somente se, (M,g) € isométrica a S"(k).

Necessitaremos desta

Proposi¢do 1.22 (COMPARAGAO DO LAPLACIANO) Sejam M completa e p € M.
Denote por r(x) := d(p,z),x € M, a funcao distancia a partir de p. Se Ric(v,v) >
(n — 1)k, para todo v € UM, entao, em M \ (Cut(p) U{p}), temos

(n — 1)y/k cot(y/kr), se k>0,
Ar<Afr=4¢ (n—1)/r, se k =0, (1.38)
(n — 1)y/—rcoth(y/—kr), ser <O0.

Aqui A* denota o operador de Laplace-Beltrami na variedade Riemanniana simples-

mente conexa M (k) com curvatura seccional constante k.

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO 1.22. Aplicando a formula de Bochner
(1.21) a fungao f(x) = r(z) em M\ (Cut(p) U {p}), onde r € suave e |Vr| = 1,
obtemos

0
(5 5) =
or’ or
Sejam A1, ..., )\, 0s auto-valores de Hessr, i.e., 0os autovalores da aplicacao linear

[Hess r|* + %(AT) + Ric 0

auto-adjunta
vi— V,Vr.
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Como Vr(x) = (%)x = ’y;(x), em que vy € a unica geodésica normalizada ligando p a
x, temos
VVTVT = 0.

Seque que um dos auto-valores, digamos Ay, € zero. A desigualdade de Cauchy-Schwarz

dd
(87 _ (agolbes ) Qut 4P 0 e o
n—1 n—1 n—1

Como Ric(Vr,Vr) > (n — 1)k, obtemos a desigualdade de Riccati

Ar): 9
%+E+(n—1)ngo. (1.39)
Definimos
\/LE sin(y/kt), se k>0,
sn(t) == ¢ t, se k=0,
\/L_? sinh(v/—kt), ser <0,
a@yzﬁﬁﬁ
T sng ()
e

wn(t) = (7’L - 1)Ctn(t)'

Note que 1, satisfaz a equagao de Riccati,

w2
n—1

YL+ +(n—1)k=0.
Sejam x € M\ (Cut(p)U{p}), v a dnica geodésica minimizante ligando p a x, v := ~'(0)
e p(t) = Ar(v(t)). Observe que ¢ satisfaz

g02

o + 1+W—Dm§0
Por outro lado, como

n—1

Ar =

+O(r), quando r — 0, (1.40)
r

i.e., p(t) ==L +O(t), existe ro < d(v) tal que

p(t)?
n—1

+(n—1)k>0, Vte (0,r). (1.41)

Assim, levando em considera¢ao a desigualdade (1.39), obtemos

/

—
i+ (n =1k

>1 em (0,19).
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Por integracao, obtemos

t _y
/ > ds >t, Vte (0,r,
0 Z5+(n—1)K

donde

t
arc cty, ( il )1) >t, Vte (0,7.

n —

(Aqui arc ct,, denota a fun¢ao inversa de ct,.) Dai,

p(t) < (n = Dcte(t) = Pu(t), € (0,70].

Pomos
to:=sup{0 <t <7(v): o<1, em (0,1)}.

Se tg = 1(v), obtemos (1.38). Se ty < 7(v), entao (ty) = V.(to) €, assim,

ﬁ(ﬁﬂf +(n—1)k= w;(_tof +(n—1)k > 0.

Mas, entao, (1.41) vale em (0,tq + €) para algum e > 0 e, portanto, o(t) < 1.(t), para
todo t € (0,ty + €), 0 que contradiz a defini¢ao de tg. Logo, p(t) < 1.(t), para todo
t € (0,7(v)). Em M(k), a desigualdade (1.39) é, na verdade, uma igualdade. Como
A"r satisfaz (1.40), temos A" () = (). |

Passemos ao resultado prometido:

DEMONSTRACAO DO RESULTADO DE MYERS E CHENG. A primeira parte do
teorema € jd bastante conhecida. Provaremos a parte da rigidez. Podemos supor que
k= 1. Sejam p,q € M tais que d(p,q) = w. Denote por r e T as fun¢oes distancia a
partir de p e q, respectivamente. Pela desigualdade triangular, temos r+17 > 7, € a
igualdade vale para qualquer x € M\ {p, q} que pertenca a uma segmento ligando p e q.
Defina f :=r+7—m. Entao f > 0. Como 7 > m—r, temos cot T < cot(m—r) = — cot r.

Seque dai e da Proposicao 1.22 que
Af < (n—1)(cotr+cot7) <O0.

Assim, f € uma funcdao super-harmoénica que atinge seu minimo em M. O Teorema
1.19, aplicado a funcao —f, garante que f = 0. Consequentemente, r +7 = m, e
qualquer geodésica normalizada partindo de p encontra q a uma distincia w. Logo,
Cut(p) = {q} e Cut(q) = {p}. Em particular, r e 7 sdo suaves em M \ {p,q}. A
partir dai, € possivel provar que Hessr = cot(r)ds®_, em M \ {p,q} e que g = dr* +
sin(r)ds?_,. Ora, esta iltima condi¢io implica que M deve ser (isométrica a) S™ (veja,
por exemplo, [53], p. 136—137, 270-272 e 284-285). [ ]
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1.3.4 O laplaciano das fungoes altura e suporte

. =n+l . .. . L. —_
Seja M~ uma variedade semi-riemanniana conexa com métrica g = (-,-) de
indice ¥ < 1 e conexao semi-riemanniana V. Para um campo de vetores X € T'M, seja
e(X) = (X, X).

—n+1 , ..
Um campo de vetores V em M é dito conforme se

para alguma funcio ¢ € C®(M), em que £ denota a derivada de Lie da métrica de
M. A funcdo ¢ é chamada de fator conforme de V.
Como Ly (X) = [X, X] para todo X € TM, segue do caréter tensorial de Ly que

V € T'M & conforme se, e somente se,
(VxV,Y) + (X, VyV) = 2p(X,Y),

para todos X, Y € T'M. Em particular, V' é campo de Killing relativamente a g se, e
somente se, ¢ = 0.
. . ~ . . n —mn+1 .

No que segue, consideraremos imersoes riemannianas ¥ : 2™ — M | ou seja,
. ~ . . . . , n —n+1
imersoes de uma variedade suave n—dimensional, orientavel e conexa, X" em M | tal
que a métrica induzida g = ¥*(g) faz de X" uma variedade riemanniana, com conexao
de Levi-Civita V. Orientamos X" pela escolha de um campo de vetores normal e
unitario N, e sejam A o endomorfismo de Weingarten e H = (etrago(A))/n a curvatura
média correspondentes.

O resultado a seguir apareceu pela primeira vez em [60], no contexto riemanni-

ano. Em [9], A. Barros, A. Brasil e A. Caminha generalizaram-no para o contexto

lorentziano. Apresentamos aqui a versao unificada que pode ser encontrada em [17].

Teorema 1.23 (Proposigdo 2.1 de [17]) Seja M uma variedade semi-riemanniana
de dimensao n + 1 que admite um campo de vetores conforme V', com fator conforme

¢ € C°(M), e seja ) : X" — M uma imersgo riemanniana. Se n:=(V,N), entdo
An = —en(V,VH) — en{Ric(N, N) + [A]*} = n{eHp + N(p)}, (1.42)

em que € = ¢(N), VH ¢ o gradiente de H na métrica de X", Ric € o tensor de Ricci
—n+1

de M e |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A.
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Demonstragao. Fixemos p € 3", e seja {E£;}!, um referencial ortonormal em
uma vizinhanca de p em X", geodésico em p, e tal que, também em p, AFE; = \;E;, i =
L...,n (ie., {Ei|p} ¢ uma base ortonormal de T,M formada por autovetores de A,
com autovalores {)\;}). Estendemos E; a uma vizinhanga de p em M de tal forma que

VnE;i(p) = 0. Podemos escrever
Entao

n= <N7 V> = Ez(ﬁ) = <szN7 V> + <N7szv>
= —(AE;,V)+(N,VgV),

donde

An = ZE,(EZ-(n)) =— ZEAAEZ-, V) + Z E{(N,Vg,V)

o o o (1.43)
== (VR AE, V) =2 (AE,VpV)+> (N,VpVsV).
Agora, derivando AE; = Zj hi; E; com relagao a F;, obtemos em p
Y (VeAE,V) =Y Ei(hy){E;,V)+ Y (VeE;,V)
i i\ i
= a;Ei(hi) + €> (ViE;, N)(V,N)
o o (1.44)
= Z ajEi(hij> + € Z h?JT]
2% 2%
= Z OéjEZ'(hZ'j) + €77|A|2.
2%
Usando que AE; = \;E; em p, temos que, em p,

A fim de computar o ultimo somatorio de (1.43), note que a conformidade de V'

da
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para todo k. Derivando a relacao precedente na direcao de F;, temos
<invNV7 Ez> + <vNV7 vE1E2> + <szN7 szv> + <N7 szszv> =0.
Contudo, em p, temos

(VNV,VEE) = eVNV,(VEgE;, N)N)=e(VyV,\;N)

= eNe(N,N) = N\,

(VE N,V V) = =X\(E;, Vg V) = =X,
donde
(Ve VNV, E;) + (N, Vg Vg V) =0. (1.46)
Por outro lado, como
[N, Ei] (p) = VNEi(p) — Ve N(p) = MEi(p),
segue de (1.46) que

<E<N7 EZ)V7 Ez>p = <szvNV - vaEZV + v[N,El]‘/> Ez>p
= _<N’ szszVh? - N<sz‘/’ Ei)p + <v/\iEiV7 Ei>P

e, portanto,
D (N, VEVEV), = —nN(p) + enHep — Ric(N, V), (1.47)
Finalmente,
Ric(N,V) = ) oRic(N,e;) + enRic(N, N)
J
= Y (R(E;, Ej)E;, N) + enRic(N, N)

4,J

e

(R(E;, E;)E;,N), = (Vg,VgE —VEgVgEi,N),.
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Dai,
Ric(N, V), Za] Zaj hi;) + enRic(N, N),,.

Segue de (1.49) que

Z(N, Vi VEV),=— nN(p)+enHp — V' (enH)

' (1.48)
+Z a;E;(hi j) — enRic(N, N).

Substituindo (1.44), (1.46) e (1.48) em (1.43), obtemos a desejada formula (1.42). ®

Exemplo 5 (Corolario 1 de [32]) Seja M uma variedade Riemanniana de di-
mensdo (n + 1), admitindo um campo de Killing K. Seja ¢ : X" % M wma hi-
persuperficie compacta e orientdvel, com campo normal unitdrio N e curvatura média

constante H. Suponha que

Ric(V,V) = —nH?, WV € UM.

Se a fungao dngulo n = (N, K) de ¢ nao muda de sinal em X", entao X" € invariante
pelo grupo de isometrias a um pardmetro de M determinado por K ou X" € umbilica
e M tem curvatura de Ricci nio positiva Ric(N, N) = —nH? na N—direcéo.

Demonstragao. Nao hd perda de generalidade em supormos que n > 0. Note
que (K,VH) =0, p =0 e, por (1.42),

Ric(N, N) + |A]* > Ric(N, N) +nH? > 0.

Seque do Teorema 1.23 que An < 0. Como M é compacta, decorre do teorema de Hopf
que n = constante e, assim, An = 0. Logo, n = 0 ou Ric(N,N) + |A]> = 0. No
primeiro caso, concluimos que K € um campo vetorial em X", donde X" € invariante

pelo grupo de isometrias a um pardmetro determinado por K. No sequndo caso, teremos
|A|? = nH? = —Ric(N, N), e a igualdade |A|?> = nH? implica que X" é umbilica. M

Exemplo 6 (Corolario 2 de [32]) Seja M’ uma variedade Riemanniana de dimen-
sao 3. Seja M? uma superficie completa, conexa, simplesmente conexa e de curvatura

. 4 -3
média constante H imersa em M, tal que

Ric(V,V) > —2H?, YV € UM.

Seja K um campo de Killing em M e suponha que a func¢iao n = (N, K) ndao muda de

sinal em M?. Se
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(i) M? tem o tipo conforme do disco ou da esfera, ou
(ii) M? tem o tipo conforme do plano e |K| é limitado em M?,

entao M € wvariante pelo grupo de isometrias a um pardmetro de M’ determinado
por K ou M? é umbilica e M tem curvatura de Ricci nio positiva Ric(N, N) = —2H?
na N—direcao.

Demonstracdo. Se M? é a esfera, entdo este exemplo se reduz ao anterior.

Consideremos que M? ¢ do tipo conforme do disco. Suponhamos que n < 0. Entdo
Ay = —(Rie(N, N) + |AP)y > —(Ric(N, N) + 2H)n > 0;

logo n € subharmonica. Portanto, se n = 0 em algum ponto de M?, entio n = 0
pelo principio do mdzximo e, dai, M? € invariante por K. Vamos provar que o caso
n < 0 nao pode ocorrer. Por contradicdo, suponhamos que n < 0 em M?2. Temos, pela

equacao de Gauss,

|A]? =4H? - 2(K — K),

; - = . -3
em que K € a curvatura gaussiana de M? e K € a curvatura seccional de M~ . Da

expressao para o laplaciano de n fornecida pelo Teorema 1.23, obtemos

An —2Kn+ (Ric(N,N) + 2K + 4H?)n = 0. (1.49)

Considerando {Ey, Ex} um referencial ortonormal local em T'M, obtemos

(N,E\)N,Ey) + (R(N, E;)N, Ey) + 2(R(E,, E;)Ey, Ey)
(N, E1)N, Ey) + (R(E1, E3)Eq, Es)

+(R(N, E2)N, Ey) + (R(Es, E1)Es, Ey)

= Ric(E)) + Ric(Ey).

Ric(N,N) +2K =

7 7
_ (® 7

Entao
Ric(N,N) + 2K +4H?* > 0.

Contudo, (1.49) contradiz o Coroldrio 3 de [30], que estabelece que quando K € a
curvatura gaussiana de uma métrica completa e conforme no disco unitdrio, nao existe
solugdo ndo positiva de (1.49) se Ric(N, N) + 2K +4H? > 0.

Finalmente, vamos supor que M? = R? (conformemente) e que |K| é limitada
em M?. Entdo n € limitada e subharmonica em R2. Decorre que n = constante.
Entdo An = 0, donde (Ric(N, N) + |A]>)n = 0. A conclusdo segue como no exemplo

precedente. [ |
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Sejam, agora, M™ uma variedade riemanniana n—dimensional, orientével e co-
nexa, I C R um intervalo e f : I — R uma funcao suave positiva. Consideremos o

produto warped M = X ¢ M™ munido da métrica

(v, )y = e((drr(v), drr(w)) + (f o 71)(p)*((dmar (v), dmas (w)),

em que € = —1 ou € = 1 para todo p € M e para todos v,w € TPM, e mr e my denotam

as projecoes sobre I e M, respectivamente. O campo de vetores
V= (fomn)o,

¢ conforme e fechado (no sentido de que sua 1—forma dual ¢ fechada), com fator
conforme ¢ = f’, em que a linha denota derivacao com respeito a t € 1.

Se ¢ : X" — M & uma imersdo riemanniana, com X" orientada pelo campo
de vetores normais e unitarios N, temos que € = €(0;) = €(NN). A proposi¢do seguinte

restabelece o Teorema 1.23 nesse contexto.

Proposigao 1.24 (Proposicao 3.1 de [17]) Seja M=l X ¢ M™. Nas notagoes

do Teorema 1.23, se " tem curvatura média constante H, entao
An = —en{Ricy(N",NT) + (n — 1)(In f)"(1 — (N, 0,)%) + |A]*} —enH f', (1.50)

em que Ricy, denota o tensor de Ricci de M™ e N7 = dmpr(N).
Demonstragao. Antes de mais, n = (V, N) = f(N,0;) e segue de (1.42) que
An = —en{Ric(N, N) + |A]} = n{eH f'+ N(f")}.

Agora, N(f') = ef"(N,d;) = €(f"/f)n. Por outro lado, como N = N + (N, ;)d;,

segue do Corolario 1.5 que

Ric(N,N) = Ric(N',NT) + (N, 9,)*Ric(9,, 6;)

= Ric(NT,NT) —¢(NT,NT) {f? +(n—1) (fj? } - ”]J: (N, 0,)

= Rie(N',NT) - {‘% +(n— 1)@} —(n—1) (f7/>,<N,at>2

(usamos que (N7, NT) na tltima igualdade). Assim,
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An = —ep {Ric(NT,NT) — {f?ﬂ + (n — 1)<f/)2} —(n—1) (fTI)/ (N, at>2}

—67]|A\2 —€n {Hf’ + 7?]}

= —en{Ricy(NT,NT) + (n — 1)(In £)"(1 — (N,0,)*) + |A]*} —enHf".

Proposicao 1.25 (Proposigao 3.2 de [17]) Na notagao precedente,
Ah = (In f) (h){en — |Vh|*} + enH (N, 0;), (1.51)

em que H denota a curvatura média de " com relacao a N.

Demonstragao. Como h = 7r1|2, temos

Vh = V(m‘z) = (Vm)" = €0,
= Eat— <N,at>N,

em que V denota o gradiente com relacio a métrica do espaco-ambiente e ()T denota
a componente tangencial de um campo de TM em X". Agora fixe p € M,v € T,M e
seja A o endomorfismo de Weingarten associado a N. Escrevemos v = w + €(v, )0},
em que w € TPM ¢ tangente a fibra de M passando em p. Por repetidos usos da

Proposicao 1.2, obtemos

vvat = vw&g + €<’U, Gt)vaﬁt = vwﬁt
= (nf)w=(nf)(v——e0v,)d,

donde
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V.Vh = V,Vh—e(Av,Vh)N
= V,(e0; — (N,0,)N) — e(Av, Vh)N

= e(In f)'w —v((N,9,))N + (N, ;) Av — e(Av, Vh)N

= e(Inf)w+ ((Av,8;) — (N, V,0.))N + (N, ;) Av — e(Av, Vh)N

= e(Inf)w+ ((Av,d,) — (N, (In f)w))N + (N, 9,) Av — e(Av, VR)N
= e(In f)w + e(In f) (v, ) (N, 8,)N + (N, d,) Av

= e(Inf){v— (v,0,)(ed, — (N,8,)N)} + (N, d,) Av

= (Inf)(ev —€(v,0])Vh) + (N, 0,) Av
= (Inf)'(ev — (v, Vh)Vh) + (N, 8,) Av.

Agora, fixando p € X" e uma base ortonormal {e;} de T,%, obtemos

n

Ah = tr(V?h) =) (VVh,e;)

= Z((ln ) (ee; — (e;, VR)Vh) + (N, 0;) Ae;, €;)
= (Inf){en —|Vh|*} + (N, 0,)tr(A)
(In f){en — |Vh|*} + enH (N, 0;).

1.4 Os tensores de Newton

Nesta secao, vamos definir as curvaturas médias de ordem superior de uma hi-
persuperficie, bem como os tensores de Newton e os operadores diferenciais lineares de
segunda a eles associados. Daremos destaque ao operador quadrado de Cheng-Yau, que
desempenhard um papel fundamental na demonstracao do resultado de integrabilidade
contido na Secao 3.2.

Dada uma imersao isométrica ¢ : X" 4 MnH, seja A o endomorfismo de Wein-

garten associado & escolha de um campo normal unitario N € TY+ que determina a
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orientacao de X". Associados a A, temos os n invariantes algébricos S,, 1 < r < n,

dados pelas igualdades

det(t] — A) = (=1) 8",
r=0

em que Sy = 1 por definigdo. Quando {e;} ¢ uma base de T7,,% formada por autovetores

de A,, com autovalores (ou curvaturas principais) correspondentes {\g}, temos
Sr = Or(/\la BRRR )\n)v

em que 0, € R[Xy,...,X,] é 0 r—ésimo polindmio simétrico elementar nas n indeter-

minadas Xi,...,X,, ie.,

Sr: Z )\21)‘1r

11 <...<lp

Para cada 0 < r < n, a r—ésima curvatura média H, de X é definida por

<6m:&.
.

i=1

é a curvatura média de X" e, quando r = n,

Em particular, quando r = 1,

Hn = )\1 T )\n
é a curvatura de Gauss-Kronecker.

Observacao 1.10 As curvaturas médias de ordem superior cumprem,
2
HY > Hj 1Hj,

para todo 1 < j < n — 1. Ademais, caso ocorra a igualdade para r = 1 ou algum
1 <r<mncomH. 1 #0, temos \y = --- = \,. Fssas desigualdades sao conhecidas
como desigualdades de Newton. Veja, por exemplo, a Proposicio 1 de [15] e o Teorema
51 de [38].

Usando restricoes apropriadas sobre as r—curvaturas, muitos autores tém obtidos
interessantes resultados de rigidez. Por exemplo, L. J. Alias, A. G. Colares e A. Brasil
Jr. [3] provaram que uma hipersuperficie tipo-espaco e fechado imersa numa variedade

. , . =+l .
conformemente estaciondria M (c), de curvatura seccional constante ¢, e que possua
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curvaturas H, e H..1 constantes (ndo nulas), para algum 1 < r < n — 1, deve ser
totalmente umbilica. No caso Riemanniano, o trabalho de S. Montiel e A. Ros [47]
nos oferece uma bela caracterizacao de esferas totalmente umbilicas como as unicas
hipersuperficies fechadas mergulhadas em H" ', R"™ ou num hemisfério aberto de
S*t e que possuem alguma curvatura H, constante.

Vamos restringir nossa aten¢do ao contexto riemanniano (o que jd se apercebe

da auséncia de € na defini¢ao de H,.).
Para cada 0 < r < n, definimos os tensores de Newton
P.:TY <
pondo Py =1e, paral <r <mn,
P, = 51— AP,

onde I : TY < é o operador identidade. Associado a cada P,, temos o operador

diferencial linear de segunda ordem L, : C*°(X) <, dado por
L.(u) = traco(P, o Hessu), € C™(X).

Em particular, Lo(u) = traco(Hessu) = Au.

Uma indugao trivial mostra que

T

Po=> (-1Y8,_;A,

§=0
de modo que o teorema de Cayley-Hamilton assegura que P,, = 0. Ademais, como cada
P, ¢ um polinomio em A para cada r, cada P, é um operador auto-adjunto que comuta
com A, para todo r. Logo, se B = {e;} é uma base que diagonaliza A em p € ¥, entao
B também diagonaliza P, em p. Note ainda que, se escrevermos Ae; = \;e;, para todo

i, e denotarmos por A; a restrigdao de A ao subespago span{e;}* < T,%, entao

i
D)

det(tl — A;) =Y (=1)*S(A4;)t" 1k,

i
o)

em que

Sk(Al) - Z )‘j1 e )\jm.

1<j1 << <
‘71"“7.]777.7574
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Com essas notacoes é facil ver que

e, dai (cf. Lema 2.1 de [8]),

traco(P,) = (n —1)S, = b, H,;
traQO(APr) = (T + 1)Sr+1 = err-i-l;
traQO(AQPr) = 518T+1 - (7“ + Q)SrJrQ = R%HHT+1 - br+1Hr+27

em que b, = (r + 1)(7»11) =(n—7)(})

—n+1 , . . . .
Quando M é uma variedade riemanniana com curvatura seccional constante,

H. Rosenberg [57] provou que
L,(u) = Div(P,Vu),

em que Div denota a divergéncia de um campo vetorial sobre ™.

Voltemos nossa atencao para o tensor P;. Note que
Pr=nHI - A. (1.52)

O operador diferencial linear de segunda ordem naturalmente associado a P; é

chamado de operador quadrado de Cheng-Yau |22] e é dado por

O:C®(%) «
(1.53)
f > Of = traco(P o V2f),

em que V2f : TY + denota o operador linear auto-adjunto metricamente equivalente

ao Hessiano de f e é definido por

(V2f(X),Y)=(Vx(Vf),Y), X YT

Considerando em ™ um referencial ortonormal local {Ey,--- , E,}, de (1.53)

segue que
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0f

Ademais,

div(PL(V f))

em que

n n

> (P(VEV]),E) =) (Ve V] Pi(E))

i=1 =1
n

Z<VP1(Ei)Vf, E;) = traco(V*f o Py).

=1

n n

= Y UV P)V),E)+ > (P(VE V), E)

i=1 i=1

= (Div P, Vf)+0f,

n

Div P, := trago(VP,) = Z(VEPl)(EZ)

i=1

Por outro lado, de (1.52) temos

(VxP)Y =n(VH,X)Y — (VxA)Y, VXY €TS.

Assim, tomando um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,} em X" obtemos

Div Py =nVH +» (V5 A)E;.

=1

Usando a equagao de Codazzi, para X € T3, obtemos

Dat,

(Ve A)E, X) = (Ve A)E;, X)

(Div P;, X)

= ((VxA)E;, E;) + (R(X,E;)E;,N)

= ((VxA)E;, E;) — (R(N,E;) X, E;).

n

n(VH,X) = (Ve AE,X)

n(VH,X) — S (VxAE, E;) + i(E(N, E)X,E)

n{VH, X) — traco(VyxA) + Ric(N, X).



Capitulo 1. Os tensores de Newton

60

Temos, ainda,

traco(VxA) =n(VH, X).

Portanto,

(Div Py, X) = Ric(N, X).
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Resultados principais

Comecemos por registrar dois lemas cujas conclusoes, uma vez estabelicidas, serao

tratadas como argumentos canonicos e empregadas tacitamente a partir de entao.

Lema 2.1 Sejam M, N wvariedades riemannianas, N conexa, com M C N. Se M ¢é

completa, entao M = N.

Demonstragao. Consideremos os espagos métricos (M, dy) C (N,dy), em que
dy € a distancia riemanniana induzida pela métrica Riemanniana em N e dy é a
distancia riemanniana induzida por dy em M. Em virtude do teorema de Hopf e
Rinow, (M, dys) ¢ um espago métrico completo. Temos que M é um subconjuto aberto
de N. Afirmamos que M é, também, fechado em N. A conclusao decorrera, entao, da
conexidade de N. Se M nao fosse fechado, existiria pg € Bd M \ M. Assim, existiria
uma sequéncia (p,) C M, tal que p, — po segundo a distancia dy. Contradigao. [ |

O préximo lema contém as restricoes que faremos sobre as geometrias da fibra

M™ de um produto M =R x M" e da hipersuperficie X" & M

Lema 2.2 Seja M"™ uma variedade riemanniana cujas curvaturas seccionais Kyy sao
tais que Ky > —Ky, para alguma constante Ko > 0. Seja ¢ : X" & R x M™ uma
hipersuperficie two-sided completa, com curvatura média constante e sequnda curvatura
média limitada inferiormente. Entdao a curvatura de Ricci de X" € limitada inferior-

mente.
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Demonstragao. Denotemos por Rics, a curvatura de Ricci de X™. Para conve-
niéncia do leitor, recordamos que a equacao de Gauss, por intermédio da qual podemos
descrever o tensor curvatura de ¥ em termos do tensor curvatura R de R x M, é dada

por

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (AX,Z)AY — (AY, Z)AX, X,Y,ZecT%. (2.1)

Consideremos um campo vetorial X € T2 e um referencial ortonormal local
{Fy,...,E,} CTX. Segue da equagao (2.1) que
Rics (X, X) =Y (R(X, E)X, E;) + nH(AX, X) — (AX, AX). (2.2)
i=1

Por outro lado, em virtude do Corolario 1.5, temos

<E<X7 E)X, E;) = (Ru(X", E) X", Ef)m (2.3)
= Kn(X* ED(X X Vil BL B — (XL EDR),
em que X* =X — (X,0,)0; e Ef = E; — (E},0,)0; sao as projecoes de X e E; sobre
M e Ry; e Kj; denotam, respectivamente, o tensor curvatura e a curvatura seccional
de M.

Como estamos supondo que K; > — Ky, para alguma constante Ky > 0, somando

a relagdo (2.3) em i = 1,...,n, obtemos

Z(E(X, E)X, E;) > —Ko((n — DIX|* = [VAPIX[* = (n — 2)(X, Vh)?)

> (n— 1)Ko(1 — |VA|?)|X|? (2.4)

> —Ko(n —1)| X%

para todo X € T.

De (2.2) e (2.4), vemos que a curvatura de Ricci de X satisfaz a seguinte estimativa

2 p2H?
4

H
Ricg(X, X) > {(n — 1)Ko(1 — |VR|?) — ‘AX L e

X|? 2.5
. XP, o (29)
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Fazendo, agora, uso da seguinte relacao algébrica

|A]? = n®H? — n(n — 1)H,, (2.6)

de (2.2) inferimos que nossas restricoes sobre H e Hy asseguram que a curvatura de

Ricci de X" é limitada inferiormente. [ |

2.1 Resultados de rigidez

Seja ¢ : X" & R x M"™ uma hipersuperficie two-sided, com curvatura média
constante H. Definimos a funcao argumento de X" como sendo a funcao suave 6 :
¥" — [0, 7] dada por

0 = arccos .

Recordamos que o gradiente e o laplaciano da fungdo altura h = 7g|,, de X" sdo

dados por

Vh=(Vrg) =09 =0, —nN. (2.7)

Ah = nHn, (2.8)

em que 1 = (N, 0;) é a funcdo angulo de X", definida com relagdo ao campo normal e

unitario N que da a orientacao de X". O laplaciano de n é dado por

em que Ricy; é o tensor de Ricci da fibra M™, N* é a projecao do campo vetorial N
sobre TM e |A| é a norma do endomorfismo de Weingarten.

O teorema a seguir é a pedra fundamental desta dissertacao.

Teorema 2.1 (Teorema 1 de [7]) Sejam M™ uma variedade riemanniana completa
cujas curvaturas seccionais Kyy sao tais que Ky > Ky, para alguma constante Ky €
Ry, ey : X" & R x M™ uma hipersuperficie completa e two-sided, com curvatura
média constante H e sequnda curvatura média Hy limitada inferiormente. Se a funcado
argumento de 1 € tal que 0 < 0 < /4 ou3mw/4 < 0 < 7, entao X" € um slice {to} x M".
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Demonstragao. Pela formula de Bochner (cf. Teorema 1.20), temos

1
5A|Vh|2 = |[V?h|® + Ric(Vh, Vh) + (VAh, Vh), (2.10)

em que V2h : TY <= denota o operador linear auto-adjunto, metricamente equivalente

ao Hessiano de h, dado por

(V2h(X),Y) =(Vx(Vh),Y), X, Y €T

Segue de (2.2) e (2.4) que

Ric(Vh, VA) > (n — 1)Ko(1 — |[VA|2)| VA2 + nH(A(Vh), Vh)
— (A(Vh), A(Vh))

(2.11)
> (n—1)Ko(1 — |Vh|?)|Vh|? +nH{A(Vh), Vh)
— |APVR.
Por outro lado, como H é constante, por (2.7) temos
VAR =nHVn. (2.12)

Agora, veja que

X(m) = X(N,8) = (VxN,0) + (N, V)
= —(A(X),8) = —(A(X),8/)
(X A@])) = —(X, A(VA),

para todo X € TY. Note que usamos que Vxd; = 0, para todo X € TS (cf. Proposicio
1.2). Dai,

Vi = —A(Vh). (2.13)

Consequentemente, de (2.12) e (2.13), obtemos
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VAh = —nHA(Vh). (2.14)

Temos, ainda, que

0 = Vx0 =Vx(9 +1N)
== 7X8:+7X77N

= Vx0 4 (AX),0] )N +nVxN + X(N,0,)N,

qualquer que seja X € TY (fizemos uso da formula de Gauss). Como, claramente,

(A(X),8]) = X (N, d,), concluimos que

Vx(Vh) =Vx(9]) =nA(X).! (2.15)
Dai, temos
IV2h|? = |A*n*. (2.16)
Usando, finalmente, que
VA =1 -7, (2.17)

podemos rescrever (2.16) da seguinte forma

IV2h|?> = |A]> — |VA[2| A% (2.18)

Substituindo (2.11), (2.14) e (2.18) em (2.10), obtemos

1
5A|Vh|2 > (n— 1)Ko(1 — |[VR)|VA*> + |A]*(1 — 2|VA[?). (2.19)

Levando em consideracao nossa hipotese sobre a fungao angulo, 6, de ¢, de (2.17) e de

(2.19) vem que

!Note que, a partir dessa relagdo, podemos obter diretamente (i.e., sem o auxilio da Proposigio
1.25) a expressdo (2.8) para o laplaciano de h.
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1
iA‘VhF > (n—1)Ko(1 — |Vh|?)|Vh|. (2.20)

Seja (pr)reny C X uma sequéncia de pontos, tal que

lilgn IVh|*(pr) = sup [VR|* e limsup A|VA[*(pr) < 0.
D k

Note que ¢ de fato possivel escolher uma tal sequéncia, uma vez que o tensor de Ricci
de X é limitado inferiormente e que |VA|* < 1/2. Avaliando as aplicagdes em ambos

os lados da desigualdade (2.20) em pj e tomando o limsup em k, obtemos

0 > limsup A|VA[*(pr) > (n — 1) Ko(1 — sup |VA|*) sup [VA|* > 0. (2.21)
k D >

Novamente em virtude de nossa hipotese sobre 6, inferimos de (2.21) que supy, |[Vh|? =

0. Logo, h é constante ¥ e, assim, ¢(X) é um slice {t} x M", para algumt € R. H

Observacao 2.1 Seja M"™ como no Teorema 2.1. Como M™ ¢é completa e tal que
Ky > Ko > 0, seque do teorema de Bonnet que M™ é compacta. Se acrescentarmos a
hipdtese de compacidade de 3™ (fato que serd constatado a posteriori), podemos oferecer
outra demonstracao do Teorema 2.1. Na verdade, sob essa hipdtese adicional, podemos

provar um pouco mais, a saber:

Seja M™ uma variedade riemanniana completa cujas curvaturas seccionais
sao limitadas inferiormente por uma constante Ky € R,.. Seja ¢ : X" 3
R x M™ uma hipersuperficie completa, compacta e two-sided. Suponha que a
curvatura média e que a funcao dngulo nao mudam de sinal em X". Entao

Y € um slice mergulhado My, para algum ty, € R.

Com efeito, sabemos que o laplaciano da fungao altura h é dado por Ah =nHn. Como
H e n nao mudam de sinal em 3", o mesmo acontece com Ah. Aplicando o teorema

de Hopf a funcao h, concluimos que h = tq, para algum ty € R.

Teorema 2.2 (Teorema 2 de [7]) Seja M™ uma variedade riemanniana completa,
com curvaturas seccionais nao negativas. Seja v : X" ¢ R x M™ uma hipersuperficie
completa e two-sided, com sequnda curvatura Hsy limitada inferiormente. Se a funcao

argumento de 1 estd longe de w/2, entao ¥(X") é minima.
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Demonstragao. Substituindo (2.2), (2.11), (2.14) e (2.18) em (2.10) e levando

em consideracao que a fibra M" tem curvatura seccional nao negativa, obtemos

%A|Vh|2 > |A]%(1 — |Vh|?) = (A(Vh), A(Vh)). (2.22)

Assim como na demonstragao do Teorema 2.1, nossas restricoes sobre H e Ho,
junto com a hipotese de que M™ tem curvaturas seccionais > 0, nos permitem aplicar
o principio do maximo de Omori e Yau (cf. 1.13) a func¢ao |Vh|?. Seja (pr)reny C 2"

uma sequéncia maximizante para |Vh|? no sentido do Omori-Yau. Temos

lim IVIVR|*(py)| = 0. (2.23)

De (2.13), (2.17) e (2.23), obtemos

lillgn In(pr) A(Vh)(pr)| = 0. (2.24)

Ora, nossa hipotese sobre o angulo, 6 de i) garante que existe uma constante positiva
9, tal que n > 9. Assim, de (2.24) vem que

lim [A(V ) (pi)] = 0. (2.25)

Combinando (2.17), (2.23) e (2.24), obtemos

1
0> limsup S AIVAP (pe) 2 lim |AP(pe)(1 — [VAF (pr)) 2 lim [AP(pe)0". (2:26)

Como |A|*> > nH?, segue de (2.26) que

1
0 > lim sup §A|Vh|2(pk) > nH?6* >0,
k
donde H =0, i.e., ¢ é minima. [ |
Corolario 2.3 Sob as hipdteses do Teorema 2.2, temos:

(i) se h atinge mdximo em X" (em particular, se ¥" é compacta), entdo X" é um
slice {to} x M™;
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(ii) se h é limitada inferiormente em 3™ e se o tensor de Ricci de X" € ndo negativo,
entdo X" € slice {to} x M".

Demonstragao. Sabemos que, sob as hipoteses do Teorema 2.2, 1) ¢ minima.
Sabemos, igualmente, que Ah = nHn. Assim, Ah =0, i.e., h é harmonica em »". Os
itens (i) e (ii) seguem, entdo, nesta ordem, do principio do maximo de Hopf-Calabi (cf.

Teorema 1.19) e do resultado de Liouville-Yau (cf. Proposigao 1.21). |

Teorema 2.4 (Teorema 1 de [44]) Seja M =R x M™ um produto riemanniano,
cuja fibra M™ tem curvaturas seccionais Ky tais que Ky > — Ky, para alguma cons-
tante Ko € Ry, e seja v : X" M uma hipersuperficie completa e two-sided, com
H constante e Hy limitada inferiormente. Suponha que a funcao dngulo n de X" estd

longe de zero e que sua funcao altura h satisfaz uma das sequintes condigoes:

Q@
Vh]? < ——|A]? 2.27
VP < AP (2.27)
para alguma constante 0 < a < 1; ou
n
Vh)* < ———H”. 2.28
VHE < R (2.28)

Entio X" ¢ um slice de M.
Demonstragao. Podemos supor que infn > 0. O laplaciano de i é dado por

An = —(Ricpy (N*, N*) + |A]*)n. (2.29)

m r hipé urvatur ionais Ky, r a is que Ky > —
Como, por hipotese, as curvaturas seccionais K, da fibra M" sao tais que K, > — K,

para alguma constante Ky € R, é facil ver que

Ricy (N*, N*) > —(n — 1)Ko|N*|> = —(n — 1) Ko(1 — n?) = —(n — 1) Ky|Vh|.
Assim,

An < —(JA]? — (n — VK| VAP, (2.30)

Se a fungdo altura de X" satisfaz a condigdo (2.27), entdo dessa condicdo e de

(2.41) segue que
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An < —(n—1)|An. (2.31)

Seja (pr)keny C X" uma sequéncia minimizante para 7 no sentido do Omori-Yau.
Por conseguinte, como estamos supondo que o operador de Weingarten A é limitado,

de (2.42), passando a uma subsequéncia se necessario, obtemos

0 < liminf An(py) < —(1 — @) lim [A]*(pe) infy <0,

donde limy, [A]*(pr) = 0 e, consequentemente, por (2.27), limy |VA|(p) = 0. Portanto,
de (2.17) concluimos que infy,n = 1, logo n = 1.

Recorde que

AP = n*H? = n(n — 1) Hy = nH* + n(n — 1)(H* — Hy). (2.32)

Se supusermos agora que a func¢ao altura de X" satisfaz a condigao (2.28), entao, de

(2.41) e (2.32), obtemos

An < —n(n —1)(H? — Hy)n. (2.33)

Seja (pr)ren C X" uma sequéncia minimizante para 7 no sentido do Omori-Yau. Entao

0< limkinf An(pr) < —n(n — 1) liminf(H? — Hy)(py) i%fﬁ <0.

Dai, passando a uma subsequéncia se necessario, temos que limy(H? — Hy)(py) = 0.

Ademais, como H é constante, de (2.32) vem que

lim |A*(pr) = nH>. (2.34)

Como |A]? = 37, M2, em que \; sao os autovalores de A, novamente passando a uma
subsequéncia se necesséario, para todo 1 < ¢ < n, temos que lim \;(px) = Af, para

alguns A7 € R. Motivados por isso, pomos

——H2 =) NN

i<j
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Note que H = 1/nY_; \;. Portanto, H> = Hy e \; = H, para todo 1 <1i < n. Seja
{E;} um referencial ortonormal local de autovetores, associado aos autovalores {\;} de
A. Podemos escrever Vh = ). h;E;, em que cada h; é uma funcao suave em £". Uma

vez que

V’? = _A(Vh>7

temos que

0 = 11m|V77| (p) = hm|A (Vh)? th M) (p

_ K275 72 12 2(
= Z()\z) hlgnhi(pk)—H Zhinhi (D),

passando a uma subsucessdo, se preciso. Se H = 0, segue imediatamente de (2.28)
que X" é um slice de M7 Se H? > 0, entao, para todo 1 < ¢ < n, temos que
limy A\;(pr) = 0, donde limy, |VA|(pr) = 0. Ora, por (2.17),

inf 7 = limn(py) = 1.
Logo n =1 em X" e, assim, X" é um slice. [ |

Corolario 2.5 (Corolario 2 de [44]) Seja X" uma hipersuperficie completa e two —
sided de R, com curvatura média constante e curvatura escalar limitada inferior-
mente. Se o fecho da aplicacdo de Gauss de X" estd contido num hemisfério aberto de

S™, entao X" € minima.

Observagao 2.2 Apresentaremos outra demonstracdo da primeira parte do Teorema
2.2. Podemos supor que supsn < 0. Definimos & : ¥" — R por £ = (1 + 7).

Obviamente, tal & € limitada em X". Temos que

A& 2|Vn)* 4+ 2(1 +n)An
= 2|V = 201 + p){Rica (N*, N*) + | A}
—21 (1 + ) Ricar (N*, N*) ~2q(1 + )| A
N~
>0 >0 >—(n—1)Ko|Vh|?
—29(1 + ) (—alA[?) — 2n(1 + )| AP
= 29(1+n)(a — 1)|A]?
0.

v

v

vV



Capitulo 2. Resultados de rigidez 71

Seja (pr)keny C X" uma sequéncia mazimizante para & no sentido do Omori-Yau. Pelas

estimativas precedentes, temos, passando a uma subsucessao se necessdario, que

0 > Tim sup A&(pe) > lim(2(a — (1 + )| AP) (o) > 0.
k

Da, limy, |A]*(pr) = 0 ou limy(1 +n)(px) = 0. O primeiro caso reduz-se ao sequndo,
pois limyg |A|?(pr) = 0 implica, levando em consideracio (2.27), limy |[Vh|*(px) = 0,
donde limn?(p,) = 1. Como n < 0 em ", seque que limg(1 +n)(px) = 0. Assim, esta

dltima condi¢ao deve necessariamente valer. Ora,

lim(1 + 7)(px) = 0 = 0 = lim(1 + n)*(px) = lim & (py) = s%pg.

Uma vez que & > 0, inferimos que £ =0 em X", i.e., n = —1. Logo X" € um slice.

Neste ponto, convém observarmos que a condi¢ao de a funcao angulo n de uma
hipersuperficie %" ndo mudar de sinal é mais fraca que a condi¢ao de %" ser localmente
um grafico. Assim, no que segue, suporemos a primeira condicdo, em virtude da qual
podemos sempre supor que n < 0, e é isso que faremos, salvo méncao explicita em
contrario.

Por bem da heuristica, passaremos pelo proximo resultado antes de chegarmos
ao Teorema 2.7, no qual ofeceremos uma melhoria no controle imposto sobre a funcao

angulo no Teorema 5.1 de [6].

Teorema 2.6 Seja M =T x M um produto riemanniano, em que I C R é um

. . 4 . —n+1
intervalo e a fibra M™ € isométrica a S™ ou € plana. Seja ¢ : X" M uma

hipersuperficie, com sequnda forma fundamental limitada e curvatura média constante.

Se a funcao dngulo de X" estd longe de zero e, além disso, satisfaz a sequinte estimativa
n < AP -1, (2.35)
entao X" € um slice.

Demonstragao. Podemos escolher a orientacao de ¥" de tal maneira que sua
funcao angulo satisfaga —1 < 7 < 0. Desse modo, como por hipotese n é limitada longe

de zero, teremos supy, 77 < 0. Definimos uma fungao ¢ : X" — R por

= 1+n)?



Capitulo 2. Resultados de rigidez 72

Claramente, tal ¢ é limitada em ". Temos

A¢E = 2|Vn* +2(1 +n)An

= 2|Vn|? — 2(1 + n){Ricg: (N*, N*) + |A|*}n.

Note que Ricga(N*, N*) = (n — 1)|N*|? = (n — 1)|V|?. Assim,

Ag = 2|V —2(1 + n){Ricss(N*, N*) + [A["}n
= 2|Vn* =21+ n){(n — DIVA[* +|A]}n
= 2|V + {(n = DIVA* + [AP}(| VL] — ).

Veja que

VAP =& =(1—n*) = (1+n)"=(1—n") = (1+2n+7°)

2.36
=2n(1+n). (2:36)
N N——
>0 >0
Por conseguinte, temos
A& = {(n = 1)|VR] +APH(IVA* = ). (2.37)

Seja, agora, (pr)ren C X" uma sequéncia maximizante para £ no sentido do

Omori-Yau. Avaliando ambos os lados de (2.37) em py, e fazendo k — oo, obtemos

lim [((n — DIVA]® + [AP)(IVA[* = §)] (pr) = 0.

Dai,
lim((n — 1) VAP + |AP)(p) = 0

ou

lin([VAI? = €)(px) = 0.
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No primeiro caso, concluimos que limy, | A|?(py) = 0, donde, por (2.39), limy, n(py) = —1.
No segundo, recorremos a (2.36) para concluir que limg(1 4 1)(px) = 0. Em ambos os
casos, inferimos que limy (pi) = 0. Ora, limy £(px) = supy, €. Sendo £ uma fungao nao
negativa, devemos necessariamente ter ¢ = 0, o que implica n = —1. |

Uma analise cuidadosa da demonstracao precedente nos conduz imediatamente &

seguinte extensao do Teorema 2.6:

Teorema 2.7 Seja M =T x M um produto riemanniano, em que I C R é um
. L . . —n+1

wntervalo e a fibra M"™ tem curvatura de Ricci ndo negativa. Seja v : X" & M  wma
hipersuperficie, com sequnda forma fundamental limitada e curvatura média constante.

Se a funcao dngulo de X" estd longe de zero e, além disso, satisfaz a sequinte estimativa

n < AP -1, (2.38)
entao X" € um slice.
Corolario 2.8 Seja v : X" ¢ R uma hipersuperficie, com curvatura média cons-

tante H e curvatura escalar R limitada inferiormente. Se a funcao dngulo de X" estd

longe de zero e, além disso, satisfaz a sequinte estimativa

n<—-1-n(n—1)R, (2.39)

entao X" € um hiperplano.

Observacao 2.3 Quando a curvatura H nao € necessariamente constante, mas apenas
limitada e com sinal definido, entao € possivel mostrar que H ndo pode estar global-
mente longe do zero. Mais precisamente, temos o sequinte resultado, cuja demonstracao
serd apresentada mo prorimo capitulo:
Seja M =R x M™ um produto riemanniano, cuja fibra M™ tem cur-
vaturas seccionais limitadas inferiormente, e seja v : X" G M uma

hipersuperficie two — sided e completa, contida num slab,
[thtg] X Mn, tl,tg GR,

de M. Suponha que a funcao dngulo de X" estd longe de 1 ou de —1.
Se Hy € limitada inferiormente e H € limitada e nao muda de sinal em X",

entao infy, H = 0. Em particular, se H € constante, entao X" € minima.

Averiguemos o que acontece quando uma hipersuperficie faz um angulo constante

com a R—direcao.
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Teorema 2.9 (Teorema 15 de [36]) Sejam M" uma variedade riemanniana com
curvatura de Ricci nao negativa e ¢ : X" & R x M™ uma hipersuperficie imersa que
faz um dngulo constante com o campo vetorial 0; tangente 4 R—diregao. Se X" tem
curvatura média constante, entao X" € totalmente geodésica ou € parte de um cilindro

sobre uma hipersuperficie de curvatura média constante imersa em M™.

Demonstracgao. Por hipotese, o angulo 7 entre X" e 0, é constante. Se n = 0,
entdo J; é tangente a X", i.e., X" é folheada pelas linhas integrais de 0;, que sao
geodésicas em R x M"™. Por transversalidade, a interse¢ao de X" com um slice M
é (isométrica a) um hipersuperficie de ¥". Como 0, é globalmente tangente a %",
podemos reconstruir X" a partir dessa intersecao e seguindo o fluxo de 0;, obtendo o
cilindo referido no enunciado do teorema. Como ¥" tem curvatura média constante, o
mesmo devera acontecer com esse cilindro.

Se n # 0, entdao X" é localmente o grafico de uma funcao f : U C M — R.

O Teorema 2.3 de [35] estabelece que |V f| = ¢, uma constante. Por outro lado, a

curvatura média H do grafico de f é dada por

. \Y
H = div VS .
VIFHIVEE
Como X" tem curvatura média constante e o gradiente de f tem norma constante,

segue que Af = divV f é uma fun¢do constante. Pela formula de Bochner,
1
§A|Vf|2 = (Vf,VAf) = Ric(Vf, V) — [Hess f|?,

e pela hipotese sobre a curvatura de Ricci de M™, concluimos que Hessf se anula
identicamente. Como Hessf(X,Y) = (VxVf,Y), temos que Vf é um campo paralelo
em M".

Isso implica que as hipersuperficies de nivel L; = f~!(t) de f sao totalmente
geodésicas em M™; logo {t} x L; é totalmente geodésica em Rx M™ (pois cada {t}x M" é
totalmente geodésico em R x M™). Concluimos que X" é folheada pelas hipersuperficies
totalmente geodésicas {t} x L.

Por outro lado, sabemos que o campo vetorial

1
N:—/—1+]Vfﬁw(at_vﬁ
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d4 uma orientacdo para o grafico de f (na qual n > 0). Como |V f| é constante,
podemos escrever N = A\, — AVf, em que A\ = (1 + |[Vf3,)"/2 Segue que N ¢é
paralelo, por ser a soma de dois campos paralelos e, portanto, que X" é totalmente

geodésica. m

2.2 Aplicacoes no espaco hiperbdlico

O proposito desta secao é estabelecer o resultado a seguir e, a partir dele, derivar
algumas aplicagoes no espago hiperbolico.

Teorema 2.10 (Teorema 3.4 de [6]) Seja M =T X M™, em que I CR ¢ um

intervalo, um produto warped, que satisfaz a sequinte condicao de convergéncia

Ky > Sl;p(f2 —ff) (2.40)

e cuja fibra M™ tem curvatura seccionais nao negativas. Seja 1 : X" G M uma
hipersuperficie completa e two — sided, com segunda forma fundamental limitada e

curvatura média constante. Suponha que X" estd contida num slab de M e que

!/

0<H< igff? (2.41)

Se a funcao altura de X" satisfaz

) £ B
IVh|* <« (igf 7 H) : (2.42)

para algumas constantes positivas o« e 3, entao " € um slice.

Precisaremos de um resultado analogo ao Lema 2.2.

Lema 2.3 Seja Mt =1 X¢ M"™, em que I C R ¢ um intervalo, um produto warped
que a satisfaz a sequinte condi¢ao de convergéncia (2.40), em que Ky denota a cur-
vatura seccional da fibra M™. Seja ¢ : X" & M uma hipersuperficie completa, com
curvatura média e sequnda forma fundamental limitadas. Se a funcao f"/f € limitada

em X", entao a curvatura de Ricci de X" € limitada inferiormente.

Demonstracao. Denotemos por Ricy o tensor de Ricci de X" e consideremos
X € TY e um referencial ortonormal local {F1, ..., E,} de T'Y. Revisitando os calculos

feitos na demonstragao do Lema 2.2, temos que
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nH 2H2

2

Ricg (X, X) > Z (X, E)X, E;) — 'A X2

Assim, como por hipotese H e A sdo limitadas, vemos que Ricy (X, X) serd limitada
inferiormente se, e somente se, _,(R(X, E;) X, E;) o for.

Lancando mao das propriedades do tensor curvatura, obtemos

R(X,E)X = R(X*,E)X*+(X,0)R(X* ENO,+ (E;,0,)R(X*,0,)X
+ (X, 0)(E;, 0)R(X*,0,)0; + (X, 0,)R(0y, Ef) X*
+ (X, 0)*R(0y, E})0; + (X, 0,)(Ey, 0,)R(0y, 0;) X*
+ (X, 0)*(E;, 0,)R(0;,0,)0,,
em que X* = X — (X,0,)0; e Ef = E; — (E;,0:)0; sao as projegdes dos campos de

vetores X e Fj;, respectivamente, sobre a fibra M.

A Proposicao 1.4 nos fornece

(i) R(X*, E;)o; =0

(i) R(X*,0)X* = —R(D, X*)X* = —|X*|2L20, = —(|1X]? = (X, 0)*) Loy
(i) R(X*,0)0 = £X* = L(X — (X,0,)0,);
(iv) R(D,, E)X* = (E;, X*) L0, = (X, Bi) = (X, 0)(E;, ) 57 0;

=

(v)

(vi) R(0y,0;) =0

(04, E})0, = —R(E;,0)0, = — L B} = ~ (B, — (E;,0)0);

Ademais, temos

STRCCEIXE) = DX BN )~ ffé"|X|2
“}'3 (VA2 = (n — 1) X]?

+(n—2) (W—_ff) (X, Vh)2

f2
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Desse modo, usando também que Vh =9, = 8, — (N, ;) N, temos que

I\ 2
ROCEDXT = RulX,EDX° - (L) (xpE - 0B )

7\ 2 f’ 2
i 2 ; e °E;
e (%) weweoa+ (L) o

_ (?)2 (X, ENX,0,)0, — (?)2 (Ei, 0)(X, 0r) X.

Um calculo simples mostra que

SR EOX B = 45 30 KX, ED) (X = (Vh BPIXP)

2

_% S Ku(X*E;) (X, E)? + (X, Vh)?)
+% > Ku(X*, E))(X, Vh) (X, E;)(Vh, E).

Logo, usando a condi¢ao de convergéncia (2.40), e através de outro célculo sim-

ples, obtemos

11
f

f//

D (R E)X, B 2 = X2,

i

(n = IVAP)IX]* 2 =(n — 1)

donde se infere que Ricy é limitada inferiormente, como afirmado. [ |

Demonstragao do Teorema 2.10. Definimos a seguinte aplicacao

g:x — R
p = g(p)=f(1+(N,0))p).
Como estamos a supor que X estd contida num slab de I x; M, existe uma constante

positiva C' tal que ¢ < C' em X.

Calculando o laplaciano de g com o auxilio das Proposicoes 1.24 e 1.25, obtemos
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Ag= — (RiCM(N*a N*) —(n— 1)W|VM2) FN, 0
+ (M) VA + ng —nH f’

+ (nHf — fIAP)(N,8,).

Por outro lado, gragas a condicao de convergéncia (2.40), um calculo direto nos fornece

a seguinte estimativa

(n—1)

Riear(N*, V) 2 =

sup(f')* = £ ") IVh["

Logo, como (N, d;) < 0, obtemos

Ag > (M) |Vh|2 +n(fj:)2 _an,+ (an/ o fIA\2)(N,8t>.

Consequentemente, como por hipétese K, < 0, segue que

Ag=n L _nHP 4 (nHS — FIAR)(N, D).

()
f

Sabemos que |A|> > nH? Dai e da estimativa precedente, por intermédio de um

calculo simples, obtemos

Ag>n <f7 - H) (f' + HF(N,0,)).

Suponhamos agora, a partir de (2.41), e por contradi¢ao, que H < infx(f’/f). Assim,

Aanigf%(igf?—ngZ%igf“’%(igf7—]{) et

Pelo Corolario 1.15, devemos ter g = 0. Logo, (N,9,) = —1, o que implica que X" é
um slice. Contudo, um slice M tem curvatura média constante igual a (f'/f)(t). Isso
nos da uma contradi¢do. Dessa maneira, H = infx(f’'/f) e, por (2.42), ¥™ é um slice.
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Observacao 2.4 O Teorema 2.10 pode ser visto como uma extensao do Teorema 3 de

[46]

Em [46], S. Montiel provou os resultados que colecionamos na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.11 Seja M"', n > 1, uma variedade Riemanniana completa munida

de um campo fechado, conforme e nao-trivial X. Entao:
1. O conjunto Z(X) formado pelos pontos de M nos quais X se anula é discreto.

2.0 campo unitdrio N = X/|X| definido no conjunto aberto e denso M' = M™+1\
Z(X) satisfaz
VNN =0, VN = %u se (u, N') = 0.

4. A distribuicao de dimensiao n D definida em M’ por
p€ M = D(p)={veT,M"":(X(p),v) =0}

determina uma folheacao umbilica F(X) de codimensao um que é orientada por
N. Ademais, as funcoes | X|, Div X e X¢ sao constantes nas folhas conezas de
F(X) e cada folha tem curvatura média constante H = — Div X/(n + 1)|X]|.

5. X tem no mdzrimo dois zeros e as alternativas a sequir sao as unicas possiveis,
correspondendo respectivamente aos casos em que X tem um, dois ou nenhum

zero em M™HL:

(i) M"™ ¢ um espago euclidiano com uma métrica rotacionalmente invariante,
i.e., M = R" ¢ q métrica, em termos de coordenadas polares (z = rp)

em R"™1\ {0} =R, x S", ¢, a menos de homotetias,
dr® + f(r)2do?,

em que do? é a métrica de curvatura constante e igual a um 1 em S™ e f €
a restri¢do positiva a Ry de uma funcdo suava impar com f'(0) = 1. Além
disso, o campo X € dado por X(r,p) = f(r)p parar € R, ep e S" C R*!

e as folhas da folheagao F(X) sao as esferas centradas na origem r = rq.

(1) M™ é uma esfera com uma métrica rotacionalmente invariante, i.e., M =
S™*! e a métrica, em termos das coordenadas polares (x = acosf + psin6)
em S"™\ {a,—a} = (0,7) x S", em que a € S™™' € arbitrdrio e S® € o

equador ortogonal a a, € dada, a menos de homotetias, por

do* + f(0)do?,
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em que [ € a restricao a (0,7) de uma funcao periddica impar, de periodo
27, com f'(0) =1 e sem zeros em (0, 7). Ademais, o campo X ¢é dado por
X(0,p) = f(0)(asinf — pcosb), para cada 0 € (0,7) e p € S* C S*H.
Neste caso, as folhas de F(X) sao as pequenas esferas de S™™' paralelas ao

equador S™.

(i) O recobrimento riemanniano simplesmente conexo de M é um produto
warped R x; P", em que P" ¢ uma variedade Riemanniana completa e
stmplesmente conexa, de dimensao n, e f é uma funcao positiva definida
em R. Ademais, o grupo I' de automorfismos isométricos é um subgrupo de
Iso(R) x Iso(P™). Neste caso, a fun¢ao f € invariante pelas translag¢oes na
projecio de I' em Iso(R), o campo X ¢é determinado como sendo a projegao
de f(5)0s(sp), para todo s € R e todo p € P", e a folheagcdo F(X) consiste
nas projegoes dos slices {s} x P", s € R.

Os espacos hiperbolicos H* podem ser pensados como uma classe de hipersu-
perficies no espago de Minkowski. De fato, denotando por (-, -) a métrica canonica de

Lorentz de indice 1 em R"*2, temos que cada componente conexa da hiperquédrica

{p e R"™: (p,p) = -1},

munida da meétrica induzida, é uma variedade riemanniana completa e simplesmente
conexa com curvatura seccional constante e igual a —1. Com essa representagao para

H"*!, nao é dificil acreditar que
X(p)=a+{a,p), pecH",

para um vetor a € R"*2 fixado, prové campos conformes e exatos que sdo qualitativa-
mente distintos, de acordo com o carater causal do vetor a. Assim, cada X origina uma
folheagao F(X) de H" ! por esferas, quando a ¢ um vetor tipo-tempo; por horoesferas,
quando a é tipo-luz; e por hiperplanos hiperboélicos totalmente geodésicos, quando a
é tipo-espaco. A primeiro situacdo corresponde a um caso particular da Proposicao
2.11-5(i), em que se tem a métrica rotacionalmente invariante dr? + f(r)do?, com
f(r) = sinhr. A segunda situacao é um caso particular da Proposi¢ao 2.11—-5(iii), por-
que, desse ponto de vista, H""! pode ser considerado como o produto warped R x ; R"

com f(t) = €' para cada t € R. A terceira situagdo corresponde a da Proposi¢ao
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2.11-5(ii) e descreve H" ! como R x ;R", com f(t) = cosht para cada t € R. Uma iso-
metria explicita entre o modelo do semi-espaco para H"*! e o produto warped R x .« R"
¢ dada como segue. Seja M =R X ¢ M™ um produto warped. A familia de hipersu-
perficies M; := {t} x M constitui uma folheagdo de M por folhas totalmente umbilicas

de curvatura média constante

H(t) = (Inf)'(t) = (f'/1)(®)-

Seja s : R — J a aplicagdo dada por s(t) = s(0) = fot fHu)du, em que J = s(R).
Entao a variedade produto warped R x  M™ é isométrica a variedade produto J x M™,

munida da meétrica conforme

(o) =N (s)(ds® + (- har), com A(s) = f(t(s)),

por meio da isometria 7(t,p) = (s(t),p) que reverte a orientagdo, ji que reverte a
orientacao na direcao do campo 9;. Temos que H"™! = R x . R", uma vez que 7 é uma
isometria entre R x . R™ e H" no modelo do semi-espaco.

Neste contexto, do Teorema 2.10 obtemos a seguinte extensao do Teorema 5.2 de

117].

Corolario 2.12 (Corolario 4.1 de [6]) Seja ¢ : X" & H"™' uma hipersuperficie
orientdvel, com campo normal unitdrio N, sequnda forma fundamental limitada e cur-
vatura média constante 0 < H < 1. Suponha que a funcio X" > p — (N,0;)(p) tem
sinal definido em X". Se X" estd contida entre duas horoesferas e sua fun¢ao altura
satisfaz

Vh* < a(1 - H?),

para algumas constantes positivas a e 3, entdo X" € uma horoesfera.

O corolario precedente é mais exatamente um escolio da demonstragao do Teo-
rema 2.10. De fato, é suficiente notar que, sob as hipoteses desse corolario, os calculos
feitos na referida demonstracio, nos permitem concluir que H? = 1, logo H = 1, e como
|Vh|? < a(l — HP), segue ¥" ¢ uma horoesfera. Convém enfatizarmos que, para nao
sermos conduzidos a uma longa digressao sobre o espaco hiperbélico, por horoesfera,
entedemos simplesmente um slice {t} x R" da representacio R X R™.

Para a representacao R Xcoen¢ R™ de H" !, obtemos o seguinte
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Corolario 2.13 (Corolario 4.2 de [6]) Seja ¢ : 3 & H"™ uma hipersuperficie ori-
entdvel, com campo normal unitdrio N, sequnda forma fundamental limitada e curva-
tura média constante H. Suponha que a fung¢ao X" > p— (N, 0;)(p) tem sinal definido

em X". Suponha, ainda, que X" estd contida entre duas hiperesferas e que
0<HKL irzlf(tanht).
Se a funcao altura de ¥ satisfaz
IVh|? < a(irzlf(tanht) — H)?,

para algumas constantes positivas o e [, entdo X" € uma hiperesfera. (Aqui, por

hiperesfera, entendemos um slice {t} x R™ da representacio R X oent R™ de H™ L)

Fazendo uma anélise da demonstracao do Teorema 2.10, vemos que a hipdtese de
3™ estar entre dois slices ¢ uma condicao suficiente para garantir que tanto f quanto
f" sao limitadas em ¥". Como nos modelos warped de H"! temos f = f”, ¢ suficiente
garantirmos que a funcao warping f é limitada. Consequentemente, considerando mais

uma vez H"™' = R x. R", obtemos a seguinte extensao do Teorema 5.1 de [17].

Corolario 2.14 (Corolario 4.3 de [6]) Seja ¢ : X" & H"™' uma hipersuperficie
orientdvel, com campo normal unitdrio N, sequnda forma fundamental limitada e cur-
vatura média constante 0 < H < 1. Suponha que a funcio X" > p — (N,0;)(p) tem

sinal definido em X". Se a funcao altura de X" € tal que
h <C —1In(1+ (N,0)),

para alguma constante C, e |Vh|* < a1l — H?), para algumas constantes positivas o e

B, entao X € uma horoesfera.

Observacao 2.5 No Coroldrio 2.1/, o termo —In(1 4+ (N, ;) deve ser interpretado
como +oo quando (N,0;) = —1.
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(Graficos verticais inteiros

O estudo da geometria de hipersuperficies imersas em um espago riemanniano
constitui um classico e proficuo tema na Teoria de Imersoes Isométricas. Um dos
mais celebrados resultados desse ramo é, sem duvida, o teorema de Bernstein [11]
(modificado por Hopf [41]), o qual estabelece que os tinicos graficos inteiros e minimos
em R? sdo os planos.

Algum tempo depois, J. Simons [64] provou um resultado que, combinado com
alguns teoremas de E. de Giorgi [37] ¢ W. H. Fleming [31], fornece uma prova da
extensao do teorema de Bernstein para R"™, para n < 7. No entanto, E. Bombieri, E.
de Giorgi e E. Giusti [13] surpreendentemente mostraram que esse teorema nao vale
para n > 8. Desde entdo, um interessante topico de pesquisa em Analise Geométria
tém sido as possiveis extensoes do resultado de Bernstein para dimensoes maiores ou
para outros espagos-ambiente. Uma contribui¢do notével foi dada por J. Moser [48],
que mostrou que os hiperplanos sao os tinicos graficos inteiros e minimos de R™ tais
que o gradiente da funcao correspondente tem norma limitada.

Este capitulo é devotado ao estudo de graficos inteiros
X'u) i=A{(u(z),z) ;e e M"} CR x M", we C®(M).

Essencialmente, empregaremos o principio do méaximo de H. Omori [50] e S. T. Yau

[66] e a expressdo dada pela Proposigao 1.24 para o laplaciano da fungao dngulo de uma
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hipersuperficie " isometricamente imersa em R x M™ para obter resultados de rigidez
para os referidos graficos. Averiguaremos o que acontece quando a curvatura nao é
necessariamente constante e discutiremos um resultado de integrabilidade (é bastante
natural nos voltarmos para L'(M) quando queremos obter, via métodos analiticos,
informacgoes sobre a geometria de uma variedade riemanniana nao compacta M").
Finalmente, apresentaremos dois resultados do tipo-Moser, o segundo dos quais é, em

certo sentido, uma extensao do resultado original de Moser.

3.1 Graficosem R x M

Consideremos 2 C M™ um dominio (i.e., um aberto conexo). Toda fun¢do u €

C*(Q2) determina um grafico sobre {2 dado por
YMu) = {(u(z),z) ;2 € Q} CR x M™.

Dizemos que o grafico é inteiro quando €2 = M™.

Seja X"(u) = {(u(z),z) : x € M"} C R x M™ um grafico inteiro. A funcao
g:(t,x) ERXM" — g(t,x) =t —u(z) € R & tal que X"(u) = g~ (0). Seja p € X" (u).
Dado v € T,"(u), tomemos uma curva suave « : (—e¢,€) — X"(u) tal que o(0) =p e

a/(0) = v. Temos
d

:%(goa)(t) = 0.

t=0

v(g)

Como v(g) = (v, Vg), inferimos que Vg(p) L v, para todo v € T,¥"(u). (Aqui, como de
praxe nesta dissertacao, objetos assinalados por U dizem respeito ao espaco-ambiente
R x M™.) Por outro lado, se escrevermos v = (AJ, w), em que w € T, M™, g = mp(p),

entao

v(g) = Ad(g) +w(g)
= A w(u)
= (0, v) — (Du,w)
= (0; — Du,v),
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em que Du denota o gradiente de u em M"™. Portanto, como p € ¥™(u) é arbitrario,

Vg(u(x),z) = 8,5’ — Du(x), Yxe M",

(u(z),z)

e o campo de vetores unitarios

1

VT, Moo

d4 uma orientacao para Y"(u) na qual temos n > 0. Daf e da relagao n* = 1 — |Vh/|?,

N(z) = — Du(zx)), xe€ M", (3.1)

segue que

Dul?
Vh2:|—M. 3.2
Vi = T 1D, (3:2)

Apesar de ser corriqueira em Geometria Diferencial a identificagao de um objeto
com sua imagem por uma imersao suave — e, de fato, foi isso que até agora fizemos
e continuaremos a fazer sistematicamente —, em certas ocasioes é essencial ser preciso

com a notacao empregada. Todo grafico pode ser visto como a imagem da imersao

r,:Q—Rx M" dada por

para qualquer curva diferenciavel v : (—e,€) — M™ com «(0) =z e ¢/(0) = v. Entdo

dl,(v) = %(u(a(t)),a(t)) = (v,dug(v)) =v+ <Du(:z7),v>M8t‘

t=0

(u(a).2)’ (3.3)

A partir da expressao obtida para dI',,, comprovamos imediatamente que I',, é, em
verdade, uma imersao. Por outro lado, também a partir dai podemos obter a expressao

geral da métrica induzida em Q por ¥"(u). Para v,w € T, M, temos

(v,w) = (dT,(v),dl,(w)) = (v, w)p + (Du(x),v)y(Du(x), w),
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i.e., a métrica induzida sobre {2 da métrica Riemanniana do espaco ambiente R x M™
via ¥"(u) é dada por

(1) = () har + du?.
E imediato, entdo, que um grafico inteiro é completo, se M o for, pois

<X7X> = <X7X>M + <DU7X>?M > <X7X>Ma

e, assim, curvas divergentes na métrica original de M"™ também o serao na nova métrica.
Vamos empregar a imersao I',, para calcular o operador de forma de X" (u). A formula

de Weingarten estabelece que, dado qualquer campo vetorial X € T'M, temos

Var.x)N = —dT,(AX). (3.4)

Calculemos Vdpu(X)N . Tendo em conta as propriedades bésicas da conexao de Levi-

Civita e denotando & := 9, — Du, temos

Var.x)N = Var,(x) (éﬁ) = %vdru()()f +dl',(X) (%) €. (3.5)

Por um lado, também temos

vdFU(X)f = v(XJr(Du,X)at)(at - DU) = —DxDu,

em que D denota a conexao de Levi-Civita de M e, por outro lado,

1 1 <DxDU, Du)M
A, X) | = | =X —m—— | =—
*(jg) (ﬁ T \Duﬁw) (L+ [Duf, )7
Substituindo as duas tltimas expressoes em (3.5), obtemos

— DxD DxDu, D
Voo N = — xDu  (DxDu, U>M(8t_Du)' (3.6)

VI+|Du2, (14 [Dul3,)%?

Da equacao 3.3, deduzimos que

dT.(AX) = AX + (Du, AX) 0. (3.7)

Substituindo (3.6) e (3.7) na identidade (3.4) e identificando as partes tangentes, final-

mente obtemos que
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1 DxDu,D
ot popy PxDwDuy g, (3.8)

CV1+IDuB, (1 + |Dul3)32

para qualquer campo vetorial tangente X sobre €.

Seja, agora, {E1, ..., E,} um referencial ortonormal local de TM (com relagao a
métrica (-,-)ps). Tomando tragos relativamente a esse referencial na expressao (3.8),

obtemos que a fun¢do curvatura média H, de um grafico X"(u) é dada por
nH, (1 +|Dul3,)*? = (1+ [Duli) AMu — |Dul3, D*u(Du, Du),

em que AM e D? representam, nesta ordem, os operadores laplaciano e hessiano so-
bre (M™,(-,-)ar). Esta tltima expressdo pode ser reescrita de modo mais condensado
usando o operador divergéncia. Assim, a curvatura média de X" (u) é dada pela seguinte

equacao

D
nH, = Div [ ———0 |, (3.9)
V' 1+ |Dul3,

em que Div denota o divergente na fibra M".

3.2 Um resultado de integrabilidade

Em 1976, S. T. Yau [67] obteve a seguinte extensao do teorema de Hopf:

Proposicao 3.1 Sejam M™ uma variedade riemanniana de dimensao n, completa e
orientada, e u : M — R uma fun¢ao suave. Se u é subharmoénica (ou superharmonica)
e [Vu| € LY(M), entio u é harménica. Aqui, L'(M) denota o conjunto de todas as

fungoes f: M — R que sao integrdveis no sentido de Lebesgue.

A ferramenta essencial para a demonstracao do supracitado resultado é a se-
guinte extensao do Teorema de Stokes para variedades Riemannianas e nao compactas,

também devida a S. T. Yau[67]":

! Esboco da demonstracdo. Seja r a funcdo Lipschitziana definida em M™ que a cada ponto faz
corresponder a distancia a partir de um ponto fixado p. Para cada R > 0, seja B(R) a bola de raio R
centrada em p. Aproximando a funcdo r, podemos encontrar uma func¢io suave ndo negativa gg tal que:
(1) Exceto, possivelvemente, para um numero finito de ¢t < R, g]}l(t) é uma hipersuperficie regular e
compacta; (2) |dgr| < 3/2 em g5' ([0, R]); (3) 95" (t) C B(t+1)\ B(t—1) para t < R. Por outro lado,
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Seja M™ uma variedade riemanniana de dimensao n, completa e nao com-
pacta. Sew € Q"1 (M) é uma (n—1)—forma diferencial integrdvel em M™,

entao eriste uma sequéncia (B;);en de dominios em M", tal que B; C Biy1,
M = Usz €
hm/ dw = 0.
(] Bz

Com efeito, fazendo w = iy, dY, em que u € C*®(X), vy, € a contragdo na
direcao do gradiente de u e dX é o elemento de volume de >, obtemos imediatamente
a Proposicao 3.1.

Seguindo as ideias desenvolvidas por Yau, A. Caminha [16] mostrou a seguinte

Proposicao 3.2 Seja X um campo suave definido numa Riemanniana n—dimensional
M™, completa, nao compacta e orientada. Suponha que Div X nao muda de sinal em
M" e que |X| € LY(M). Entao DivX = 0.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que Div X > 0 em
M™. Seja w a (n — 1)—forma diferencial em M dada por txdM, i.e., w é a contracao
de dM na direcao do campo vetorial X € TM. Se {FEi,...,E,} é um referencial
ortonormal em um aberto U C M, com formas duais {wy,...,w,}, entdo

exdM = (=1 "X, By A= ABi A Ay,

i=1
Uma vez que as (n — 1)—formas wy; A -+ AW; A -+ Aw, sdo ortonormais em Q"~1(M),

temos
n

W =) (X, E)? = |X],

i=1
donde |w| € L'(M). Ademais, dv = d(txdM) = (DivX)dM. Existe, pois, uma
sequéncia de dominios B; C M tal que M = U;B;, B; C B;y1 e

/ (divX)dM :/ dw — 0.
Bi Bi

"R "R
temos que fggl([o’m) [dgrllw] = [, (fggl(t) |w|) dt. Segue de (2) que [; (fggl(t) |w|> dt <3/2 [, |w|.
Assim, para algum R/2 <t < R em que ggl(tR) é uma hipersuperficie regular e compacta, temos
que [, 1,y lwl < 3/R [}, |w|. Do teorema standard de Stokes e da tltima desigualdade, inferimos
R

que

j:q];l([07tR]) dw’ < fggl(tR) lw] < 3/RfM |w|]. Da propriedade (3) de gr, concluimos, entao, que
M"™ = U;g;7 ([0, t]) e que lim; fg—l([o‘ti]) dw =0. Q.E.D.
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Como Div X > 0 em M, concluimos que Div X = 0. [ ]
Nesta secao, seguindo o espirito dos resultados de integrabilidade discutidos até

aqui, estabeleceremos o seguinte

Teorema 3.3 (Teorema 1.1 de [43]) Seja X" (u) = {(u(z),z) : © € M"™} um grdfico
vertical inteiro em R x M™, com curvatura média limitada. Suponha que uma das

sequintes condicoes é satisfeita:
(i) M"™ tem curvatura de Ricci negativa e Hy € ndo negativa em 3" (u);

(11) M™ tem curvatura de Ricci positiva e Hy € nao positiva e limitada inferiormente
em X" (u).

Se |Du| € LY(M), entdao X"(u) é um slice {tq} x M™.

Antes, contudo, de passarmos a prova deste teorema, precisamos de uma expres-
sao apropriada para o operador quadrado de Cheng-Yau (cf. Se¢do 1.4) da fungio
altura. Essa expressao sera crucial para a prova.

Recordamos que

VxVh=nAX, VX €eTS. (3.10)

Levando em consideracao que
trago(A o P;) = n(n — 1)Hs,

em que Hy = ﬁé& denota o valor médio da segunda func¢ao simétrica elementar Sy
dos valores do operador de forma de X", da expressao para o operador quadrado de

Cheng-Yau dada em (1.53) e de (3.10), obtemos

Oh =n(n — 1)Hy(N, ). (3.11)

Demonstracdo do Teorema 3.3. Suponhamos que (i) é satisfeita. Observe
que se A é a segunda forma fundamental da imersao, entao seus autovalores sao fungoes
continuas em X" (u). Segue da definicdo de P, que |Py| é limitada em X"(u), sempre

que a norma |A| for limitada em >"(u). Portanto, como

|A]? = n?H? —n(n — 1)H,,
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das hipoteses de que a curvatura média é limitada e de que Hs é nao negativa, inferimos

que existe uma constante C' > 0, tal que |P;| < C em X"(u). Dai,

|P((Vh)| < |P||Vh| < C|VH]. (3.12)
Consequentemente, de
Dul?
h 2 — | M
VAl 1+ |Dul3,

e de (3.12), vemos que a hipotese |Du| € L'(M) assegura que |P(Vh)| € L'(X).
Por outro lado, em virtude das equacdes (Div P;, X) = Ric(N, X), para todo
X € TY (cf. Segao 1.4), e Vh = 0, — nN, temos

(Div P, Vh) = Ric(N, Vh)
= Ric(N, ) — (N, 9,)Ric(N, N),

em que Ric denota o tensor de Ricci de R x M™. Assim, levando em consideracao que

R(X,Y)Z = Ry (X*,Y*) 2",

para quaisquer campos vetoriais X,Y,Z em R x M"™, em que R,; denota o tensor
curvatura da fibra M™ e X* = X — (X, 9;)0; é a projecao do campo vetorial X sobre
M™ (cf. Corolario 1.5), obtemos

(Div Py, Vh) = —(N, ;) Ricp (N*, N*), (3.13)

em que Ricy; é o tensor de Ricci da fibra M™.
Portanto, das equagoes Div P (Vf) = (Div P,V f) + Of, para toda f € C*(%)
(cf. Se¢ao 1.4), (3.11) e (3.13), obtemos

DiVPl = <D1VP1,Vh> + Oh
(3.14)
= (N, 0;)(n(n — 1)Hy — Ricp (N*, N¥)).
Agora, como a fungao angulo (N, 9;) tem sinal estrito em X" (u), nossas hipoteses sobre

a curvatura de Ricci da fibra M™ e sobre o sinal de Hy garantem que divP;(Vh) nao
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muda de sinal. (Note que se (ii) for satisfeita, ainda se pode dizer o mesmo sobre a
invariancia de sinal.)

Podemos aplicar a Proposi¢ao 3.2 para concluir que Div P; = 0 em ¥"(u). Retor-
nemos a (3.14). Como o sinal de Ricy; é estrito (negativo, no caso com que estamos a
lidar), inferimos que N* é identicamente zero em X" (u), i.e., X™(u) é um slice {to} x M™.
|

Para o caso de graficos inteiros minimos, da prova do Teorema 3.3 obtemos a

seguinte extensao fraca do teorema de Bernstein classico:

Corolario 3.4 (DA DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.3) Seja X"(u) um grdfico ver-
tical interro e minimo em RxXM™, com sequnda curvatura média limitada inferiormente.
Suponha que M" tem curvatura de Ricci nao negativa. Se |Du| € L' (M), entao X" (u)
¢ totalmente geodésica. Em particular, se a curvatura de Ricci de M™ € positiva, entao
Y"(u) € um slice {to} x M".

Quando o espaco ambiente é o espaco euclidiano R"™!, o Corolario 3.4 assume a

seguinte configuracao:

Corolario 3.5 Os unicos grdficos inteiros e minimos Y™ (u) em R™ com curvatura

escalar limitada inferiormente e tais que |Du| € L*(R™), sdo os hiperplanos.

Observacao 3.1 Um grdfico vertical inteiro ¥"(u) & R x M"™, com curvatura média
constante H e tal que |Du| € L'(M), é necessariamente minimo. Com efeito, temos
que o laplaciano da fungio altura de X" (u) € dado por Ah = nHn. Escolhendo para
YX"(u) a orienta¢ao dada em (3.1), com respeito a qual n > 0, vemos que Ah ndo
muda de sinal em X"(u). Em virtude de (3.2), temos que |Du| € L'(M) implica
|Vh| € LY(X(u)). Podemos, entao, aplicar a extensdo do Teorema de Hopf com a qual
iniciamos esta se¢ao para concluir que h € harmonica em X" (u). Retornando a relagdo
Ah = nHn, inferimos que H = 0.

3.3 Um pouco de heuristica

Os dois resultados a seguir (Teoremas 3 e 4 de [7]), achamos por bem inclui-los
a fim de deixar transparecer o processo heuristico que nos conduziu aos teoremas da

proxima secao.
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Teorema 3.6 Seja M™ uma variedade riemanniana compacta com curvaturas Secci-
onais positivas. Seja X"(u) ¢ R x M™ um grdfico inteiro sobre M"™, com curvatura
média constante e segunda curvatura média limitada inferiormente. Se |Dul|y < 1,

entao u = tgy, para algum tg € R.

Demonstragdo. Considere ¥"(u) com a orientacdo dada por (3.1). Sabemos

que

D 2

|Vh‘2 — | u|M2 )
1+ |Dul3,

Assim, |Duly < 1 implica |[VA[? < 1. Como ¥"(u) ¢ completo, podemos invocar o

Teorema 2.1, o qual nos permite concluir que u = tj, para algum ¢, € R. [ |

Teorema 3.7 Seja M™ uma variedade riemanniana compacta com curvaturas Secci-
onais positivas. Seja X™(u) ¢ R x M™ um grdfico inteiro sobre M"™, com curvatura
média constante e sequnda curvatura média limitada inferiormente. Se |Duly € limi-

tada, entao Y."(u) € minimo. Ademais, se u > 0, entao u = ty, para algum to > 0.

Precisaremos do seguinte

Lema 3.1 (Teorema 1.3 de [58]) Seja M™ uma variedade riemanniana completa
com curvatura de Ricci nao negativa e curvaturas seccionais K, > —Ky, para alguma
constante nao negativa Ky. Seja S um grdfico inteiro e minimo em M X R com funcao
altura uw > 0. Entio S = M x {c}, para alguma constante ¢ > 0.2

Demonstragao do Teorema 3.7. Das relagoes [Vh|? =1—n%e

D 2
|Vh|2 — ’ U‘M2 7
1+ |Duly,

vemos que a hipotese de |Dulys ser limitada implica que o angulo de 3" (u) esta longe

de 1 (equivalentemente, o argumento de X" (u) estd longe de 7. Entao, podemos aplicar

2Esbogo da demonstracido. Seja S um grafico inteiro e minimo com funcdo altura u > 0. Seja
(1,...,2,) um sistema de coordenadas locais para M com métrica correspondente o;;. A métrica
induzida em S é entdo g;; = (X;, X;) = 04; + w;u;. De acordo com o Corolério 4.4 de [58], [Du| <
C, globalmente em M (Du denota o Laplaciano de u em M). Portanto, a métrica induzida g;; é
uniformemente eliptica e o laplaciano A® em S, dado por A = divS(DS-) = ﬁDi(\/ggiij-) =
g D;D;, em que D denota a derivada covariante em M, g = det(g;;) e (¢¥/) é a inversa de (g;;), é
um operador uniformemente eliptico em forma de divergéncia. Por translacao, podemos supor que
infp; u = 0. Assim, dado € > 0, existe um ponto p € M com u(p) < e. Aplicando a desigualdade
de Harnack (Teorema 7.4 de [63]), para todo R temos que supp, ) u < Cinfg, ) u < Ce, para uma

constante uniforme C independente de R. Fazendo R — oo e entao € — 0, vemos que v = 0. Q.E.D.
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o Teorema 2.2 para concluir que ¥£"(u) é minimo. Ademais, se u > 0, entao, pelo Lema
3.1, devemos ter u = ty, para algum ¢y > 0. [ |

O proximo teorema, o ultimo desta seccao, talvez tenha seu lugar de direito entre
os resultados do capitulo precedente. No entanto, por causa dos interessantes corolarios

que dele decorrem para o estudo de graficos, decidimos alocé-lo aqui.

Teorema 3.8 (Teorema 3 de [44]) Seja M =R x M"™ um produto riemanniano
cuja fibra M"™ tem curvaturas seccionais limitadas inferiormente, e seja i : X" m
um hipersuperficie completa e two-sided que estd contida entre dois slices de M

Suponha que +1 ¢ {n(p) : p € E”}P. Se Hy € limitada inferiormente e H € limitada e

nao muda de sinal em X", entao infy, H = 0. Em particular, se H é constante, entao
X" € minima.

Demonstracao. Antes de mais, note que estamos sob as hipoteses do Lema 2.2,
0 que nos assegura que a curvatura de Ricci de X" é limitada inferiormente.

Agora, suponhamos por exemplo que H > 0 em X". Recorde que Ah = nHn.
Considere (pg) C X" tal que

0 > limsup Ah(px) = nlimsup(Hn)(pk).
k k

Também temos

0 = lim [Vh(px)[* = 1 = limn*(p)-

Logo, se supusermos por exemplo que —1 nao pertence ao fecho da imagem de 7,
obtemos limy n(px) = 1. Consequentemente,
0 > limsup Ah(px) = nlimsup H(px) > 0,
k k
e, assim, concluimos que

limsup H (px) = 0.
k

(Se 1 nao pertence ao fecho da imagem de 7, entao limy n(py) = —1 e, assim, 0 >
lim supy, Ah(pg) = —nlimsup, H(px) = nliminf, H(pg) > 0.)

Se H <0, entao seja (gx) uma sequéncia de pontos de X" tal que

0< limkinf Ah(qr) = nlimkinf(Hn)(qk).
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Supondo novamente que —1 nao pertence ao fecho da imagem de 7, obtemos
0< limkinf Ah(qr) = nlimkinf H(qx) <0.

(Se 1 nao pertence ao fecho da imagem de 7, entdo lim;n(py) = —1 e, dai, 0 <
liminf, Ah(q,) = —nliminfy H(gx) = nlimsup, H(g) < 0.) Portanto, também neste
caso concluiremos que infy;, H = 0. [ |

Em 1959, R. Osserman [51| respondeu uma conjectura de Nirenberg, mostrando
que se uma superficie minima e completa X2 em R?® ndo é um plano, entdo a imagem
da aplicacdo normal de Gauss de X2 ¢ densa na esfera unitéria S?. Mais geralmente,
H. Fujimoto [33] provou que se a imagem da aplicacdo de Gauss de uma superficie
deixa de conter mais que quatro pontos, entao essa superficie € um plano. Gracas ao

resultado de Osserman, decorre do Teorema 3.8 o seguinte

Corolario 3.9 (Corolario 4 de [44]) As tnicas superficies de R® completas, two—sided
e de curvatura média constante, com curvatura Gaussiana limitada inferiormente, con-
tidas entre dois planos e tais que ambos os polos de S* — que sao ortogonais aqueles

planos — nao estao no fecho da imagem da aplicacdo de Gauss, sao o0s planos de R3.

Por outro lado, o exemplo da Secao 3.5 mostrard que a hipotese de X" estar
contida entre dois slices de R x M™ é necessaria no Teorema 3.8, a fim de concluirmos
que a curvatura média de ¥" nao pode estar globalmente longe de zero. Ademais,
observe que o cilindro circular horizontal € C R? satisfaz quase todas as hipoteses do
Corolario 3.9, exceto a que exige que nenhum dos poélos de S?, ortogonais a €, pertenca
ao fecho da imagem da aplicagdo de Gauss N de ¥. Na verdade, € ¢ ilimitado em
todas as direcoes nas quais N é isolada.

Em virtude do Lema 3.1, o Teorema 3.8 também fornece este

Corolario 3.10 (Corolario 5 de [44]) Seja M"™ uma variedade riemanniana com-
pleta com curvatura de Ricci nao negativa e curvatura seccional limitada inferior-
mente. Seja X" (u) & R x M™ um grdfico inteiro de uma funcao suave e nao negativa
u € C®(M), com H constante e Hy limitada inferiormente. Se u é limitada, entao

u = to, para algum tg € R.
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Ainda do Teorema 3.8, desta vez combinado com o Teorema 1.2 de [58]?, obtemos

0 seguinte

Corolario 3.11 (Corolario 6 de [44]) Seja M™ uma variedade riemanniana com-
pleta e recorrente, com curvatura de Ricci nao negativa e curvatura seccional limitada
inferiormente. Seja X" (u) C R x M™ o grdfico inteiro de uma fung¢io u € C(M),
com H constante e Hy limitada inferiormente. Se u € limitada, entao u = ty, para
algum ty € R.

Observacao 3.2 I. Salavessa [62] provou que quando a fibra M™ é completa e ndo
compacta, um grifico inteiro X" (u) em R x M™ com curvatura média constante H é

minimo, se a constante de Cheeger h(M) da fibra M"™ se anula. Recordamos que

. A(OD)

em que D percorre todas as subvariedades abertas de M™ com fecho compacto em M™
e bordo suave, e V(D) e A(OD) sao o volume de D e a drea de D, respectivamente,
calculados na métrica de M™.

Retornando ao contexto do Teorema 2.4, observamos que a condi¢ao de o dngulo
n da hipersuperficie 3" estar longe de zero assequra que X" é, de fato, (localmente) o
grifico X" (u) de alguma fun¢ao u € C*°(M). Se (2.28) vale, de (3.2) e (3.9) vemos

que o argumento de Salavessa nos permite obter que

nHV (D)

Vu
anV:/diV — | dV
/D D (x/l—i—]VuP)

Vu n
- v Vaa< [ — " HAWGD),
£D<\/1+Wu!2 l/> (n — 1)Ky (0D)

em que v € o vetor unitdrio normal que aponta para fora de OD. Isso fornece a sequinte

estimativa para a constante de Cheeger da fibra M":

vnn—1)Ky < h(M).

3Dizemos que uma variedade M™ tem a propriedade do semi-espago se os slices M™ x {t} sdo as
unicas hipersuperficies minimas propriamente imersas em M"™ x R;. M™ é dita recorrente se para
qualquer aberto limitado () # U S M™, toda fun¢do harmonica limitada em M™ \ U é determinada
por seus valores de fronteira. O Teorema 1.2 de [58] estabelece o seguinte: Seja M™ uma variedade
riemanniana completa e recorrente, com curvaturas seccionais limitadas |K,| < Ky, para alguma

constante Kq. Entao M™ tem a propriedade do semi-espaco.
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Ademais, recordando o operador de estabilidade ¥ = —A — Ric(N, N) — |AJ%,

uma hipersuperficie X com curvatura média constante H € dita estdvel se

/E(fo)f >0, VfeCi)

Note que, sob a referida hipotese do Teorema 2.4, a hipersuperficie é um slice e, por-
tanto, Ric(0;, 0;) = 0 e |A]* = 0. Logo, neste caso, vemos que a hipersuperficie minima

é estdvel.

3.4 Resultados tipo-Moser

Os resultados desta se¢do compoem o paper [49].

Teorema 3.12 Sejam M"™ uma variedade riemanniana compacta com curvaturas sec-
cionais positivas e X" (u) ¢+ R x M™ um grdfico inteiro sobre M™, com curvatura média
H constante e sequnda curvatura média Hy limitada inferiormente. Se |Dul|y < C,

para alguma constante C' > 0, entdo u = ty, para algum tg € R.

Teorema 3.13 Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura de
Ricci nao negativa e X™(u) & R x M™ um grdfico inteiro sobre M™, com curvalura
média H constante e sequnda curvatura média Hy limitada inferiormente. Se |Duly <

alA|, para alguma constante o > 0, entdao u = ty, para algum ty € R.

Demonstracdo dos Teoremas 3.12 e 3.13.  Sabemos que ¥X"(u) é uma

variedade completa e que o campo unitario

Ne——r (3,—Du

V14 |Dul3,

d& uma orientagao para X(u) com relagdo a qual temos 0 < n < 1. Considerando X" (u)

com essa orientacao, definimos uma funcao limitada e suave g : ¥"(u) — R por

Temos

e, usando a Proposicao 1.24,

Ag = e"{—|Vn|* + (Ricyr (N*, N*) + |A]*)n}.
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E imediato que N*T = nVu e |Vul?> = (N*, N*);;. Aqui, estamos levando em consi-
deracdo que a fungdo altura h de X(u) ndo é senao a func¢do u vista como uma fungao
em Y(u). Da expressao para o campo N, obtemos

[ Dul},

Vuf> = —— 2 (3.15)
1+ |Dul%,

A norma do endomorfismo de Weingarten A de ¥(u) satisfaz a seguinte identidade
algébrica
|A]? = n®H? — n(n — 1) Hy,
donde inferimos, uma vez que por hipétese H é constante e Hs ¢é limitada inferiormente,
que sup,cx () |A(p)]* < +oc.
Como existe uma constante positiva C' tal que |Du|y < C (no contexto do
Teorema 3.13, podemos tomar C' = asup,cs, |[A(p)[?), de n* =1 —[Vul® e de (3.15),

vem que

1
> >0
'=iree

Note que estamos sob as hipoteses do Lema 2.2, o qual assegura que a curvatura

(3.16)

de Ricci de ¥"(u) é limitada inferiormente. Existe, pois, uma sequéncia de pontos

(Pr)ken C E"(u), tal que limy g(px) = supg ) 9. limy [Vg(px)| = 0 e limsup, Ag(py) <

0. Consequentemente, temos

0 > limsup Ag(px) = lim e"P) (Ricar (N*, N*)|A[*)7(p)
k
> einfpez(u)n(p) . hll;n(Rlcjw(N*, N*)‘AP)(pk) . 1g(f )T](p) (317)
pEL(uU

> 0.
Agora, suponha que as curvaturas seccionais de M sao limitadas por uma cons-

tante positiva 5. Entao, neste caso,
Ricy (N*, N*) > B|Vul.
Consequentemente, como (3.16) garante que infpex ) n(p) > 0, concluimos que

lim [Vu(pi) | = 0.
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Dai e de 7> = 1 — |Vul|?, segue que n = 1, i.e., u = t,, para algum t, € R.

Finalmente, supondo que M™ tem curvatura de Ricci ndo negativa, de (3.17) vem
que limy |A(pg)| = 0. Logo, como por hipOtese existe uma constante positiva o tal
|Dulyr < aA|, de (3.15) inferimos que limy |Vu(pg)|? = 0. Assim, também neste caso,

temos u = ty, para algum ¢, € R. [ |

3.5 Coda

Finalizemos com um exemplo. No que segue, consideraremos o modelo do semi-
espago para o espaco hiperbolico de dimensao 2, i.e., H? = {(z,y) € R? : y > 0}
munido da métrica (-, )2 = (da?® + dy?) /y>.

Neste ambiente, estudemos a fungao suave u : H* — R dada por u(z,y) = a-Iny,

para uma constante nao nula a € R. Seu grafico é
Y2 (u) ={(a-Iny,z,y) : y >0} ¢ R x H>.
Temos Du(z,y) = (0,ay) e, portanto, |DulZ, = a®. Ademais, a func¢io altura h de

¥%(u) satisfaz
2

Dul?
|Vh|2 _ ‘ ’sz — a .
1+ [Dulf, 14 a?

Logo, a fun¢ao angulo n de ¥"(u) com relagao a orientagao (3.1) é dada por

1
= V1i+a2

Em particular, >"(u) tem argumento constante

1
f = arccos | —— ) .
(\/1 +a2>

Afirmamos que Div = Div, —%dy, em que Div, denota a divergéncia em R%2. Com
efeito, note que {yd,,yd,} é um referencial ortonormal global em H?. Seja X € TH?.

Temos

DivX = <Vy8xX, yag;> + <vyayX7 y8y>
= y2(<v81X7 ar) + <v8yX7 8y>)
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Pela formula de Koszul, temos

—(0x, [X, Ou]) + (X, [0s, 0]) + (O, [0r, X])

= X (%) + %(895, [0z, X1)o.

Logo

1

X /(1
(Vo,X,0,) = " (V9. X,0.)0 + o) (—2) .

Analogamente, obtemos

1., X (1
(Vo,X,0,) = EW@,X’ Iy)o + 5 (E) :
Portanto,
. . 9 1
Div(X) = Divo(X)+y X | —
Y
) 2
= Divg(X) — =Xy
Y
2
= Divo(X) — —dy(X),
Y
donde

2
Div = Divy ——dy.
Y

Dessa identidade que relaciona as divergéncias em H? e R? e de (3.9), seque que

2H7 = r*y? Agu — y° (yQ(u) + uy\Dou\g),

em que as quantidades com o zero subscrito dizem respeito a (R?, (-, )can),

r:\/1+|Du|1%12:m



Capitulo 3. Coda 100

Q(u) = Uz, + 20Uy Uy Uy + uiuyy.
Substituindo u(z,y) = a - Iny, obtemos

a

H=—«—
2v/1 + a?

e, como 7 é constante,

0=An=—(A] = [Vh[*)n

e, assim,

AP = .

Ademais, da identidade algébrica |A|> = n?H? — n(n — 1)H,, vemos que Hy = 0 em
¥2(u). Mas Hy = Ao, em que Aj, Ay sdo os autovalores de A. Assim, considerando

9 = usan u = =5 =75 m 1=
A2 = 0 e usando que H = 21122 = 21 ohtemos A

a
V1+a2’®

Observacao 3.3 Em [61], 1. Salavessa provou que para cada ¢ com |c| € [0,n — 1], a
funcdo u : H" — R dada por

S ) (sinh )"~ 'dt

/ \/1 — mhr 5= [ (sinh ¢)"— 1dt>
1
r(z) =In + 2] ,
1 — ||

é suave em H", e ¥"(u) C H" x R tem curvatura média constante dada por |H| =

dr,

em que

lel
=

Em particular, se n =2 e ¢ =1, u pode ser escrita como

r(z) 1
= / —(coshr — 1)dr
0 2
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