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Resumo

Neste trabalho, como uma aplicacao adequada do bem conhecido Principio do
Maximo Generalizado de Omori-Yau, obtemos resultados relativos a rigidez para hi-
persuperficies tipo-espaco completas imersas na metade H"™! do espaco de De Sitter
S'* que ¢ chamado de steady state space. Por outro lado, usando uma isometria
equivalente para o modelo H""!, estenderemos nossos resultados a uma familia maior
de espacgos-tempos. Por fim, estudaremos também a singularidade de graficos verticais
inteiros nesses espacos-tempos ambiente.

Palavras-chave: Variedades de Lorentz, Steady State space, hipersuperficies

tipo-espago, Gréficos verticais inteiros.
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Abstract

In this work, as a suitable application of the well known generalized Maximum
Principle of Omori-Yau, we obtain rigidity results concerning to complete spacelike
hypersurfaces immersed in the half %! of the de Sitter space S}, which models the
so-called steady state space. Moreover, by using an isometrically equivalent model for
H" L, we extend our results to a wider family of spacetimes. Finally, we also study the
uniqueness of entire vertical graphs in such ambient spacetimes.

Keywords: Lorentz Manifolds, Steady State space, spacelike hypersurfaces, en-

tire vertical graphs.
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Introducao

Nos tltimos anos, o estudo de hipersuperficies tipo-espago no espago de Lorentz-
Minkowski L™ tem sido de interesse substancial, tanto nos aspectos fisicos quanto
matemaéaticos. De um ponto de vista fisico, o interesse é motivado pelo seu papel no
estudo de diferentes problemas em relatividade geral (veja também [12],[5] e [25]). De
um ponto de vista mateméatico, as hipersuperficies tipo-espago também desempenham
um interessante papel devido suas boas propriedades tipo-Bernstein. Por exemplo,
veja R. Aiyama em [24] e Y. L. Xin em [31], simulténea e independentemente, caracte-
rizaram os hiperplanos tipo-espaco como sendo as tnicas hipersuperficies tipo-espaco
completas com curvatura média constante no espaco de Lorentz-Minkowski "2 cuja
a imagem pela aplicacao normal de Gauss estd contida em uma bola geodésica do es-
pago hiperbdlico n-dimensional H" (veja também B. Palmer,[10|, para uma primeira
versao mais fraca deste resultado). Em J. A. Aledo e L. J. Alias, [16], entre outros
resultados interessantes, caracterizaram os hiperplanos tipo-espaco em L"™! como as
tnicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média constante, que sao
delimitadas entre dois hiperplanos tipo-espaco paralelos.

Tal como para o caso do espaco de De Sitter ST, Goddard,[5], conjecturou que,
Conjectura (Goddard — 1977). As unicas hipersuperficies tipo-espago, completas e
com curvatura média constante do espaco de De Sitter sio as totalmente umbilicas.

Em 1988, Montiel [25] justificou que a conjectura de Goddard era falsa, por
provar a existéncia de alguns cilindros hiperboélicos que sao o produto de um espago
hiperbolico com uma esfera. Fles sao hipersuperficies tipo-espaco, completas e com
curvatura média constante do espaco de De Sitter que nao sao totalmente umbilicas.

Como veremos abaixo.

Exemplo 1. Considere a hipersuperficie tipo-espago contida no espago de De Sitter
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S dada por
M={reSi™/ —al+ai+ - +a} =—sinh’r},

onde r € um numero real positivo e 1 < k < n. M™ € isométrica ao produto Rieman-
niano HF(1 — coth® r) x S**(1 — tanh®r) do espaco hiperbilico k-dimencional e uma
esfera (n-k)-dimensional de curvaturas seccional constante 1 — coth®r e 1 — tanh?r,

respectivamente. Além disso, a aplicacao

1
Np)=—po,---, Pk, 0,...,0) + tanh
() Sinhrcoshr<p Pr )+ tanh7p

parap € M™ fornece um campo de vetores normal unitdrio em M™. Assim, pela fomula
de Gauss e Weingarten o operador A determina um endomorfismo associado a N e
verifica-se que A tem dois autovalores distintos, isto €, cothr e tanhr com mutiplici-

dades k e n — k, respectivamente. Entdao, M™ tem curvatura média constante
1
H = —[kcothr + (n — k) tanh ]
n

e consequentemente, M™ nao € umbilica. Além disso, pode ser verificado que

4(n—1)

1
H? = (ﬁ[cothr + (n — 1) tanh7])* > —
A igualdade ¢é atingida quando k =1 e coth?r =n—1 o que obriga n > 2. Além disso,
4(n—1)

n2

sek=1en>2 entao H* leva todos os possiveis valores na faiza | ,00 ).

No entanto, a intuicao de Goddard nao estava errada. Mais de uma década apos a
conjectura, usando uma féormula integral semelhante a chamada féormula de Minkowski
em geometria Riemanniana, Montiel [27] mostrou que
Teorema (Montiel — 1988). As unicas hipersuperficies tipo-espago compactas, com-
pletas do espago de De Sitter com curvatura média constante sao as totalmente umbi-
licas.

Embora sendo falsa, em sua forma original, a conjectura de Goddard motivou uma
grande quantidade de trabalhos de varios autores que tentam responder positivamente
a conjectura sob hipoteses adicionais apropriadas.

Em 1987, Akutagawa [20] mostrou que a conjectura ¢ verdadeira quando

0<H?<1 mnocaso n=2;

4(n—1)

0< H? <
n2

no caso n > 3.

Além disso, J. A. Aledo e L. J. Alias,[17], mostraram que uma hipersuperficie

tipo-espaco completa em S}t tal que a sua imagem pela aplicacio de Gauss esta
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contida em uma geodésica do espaco hiperbdlico é necessariamente compacta. Como
uma aplicacao do seu resultado, eles também concluiram que a conjectura de Goddard
¢é verdade sob o pressuposto de que a imagem hiperbodlica da hipersuperficie é limitada.

Neste trabalho, nos dedicamos as hipersuperficies tipo-espaco completas com cur-
vatura média limitada imersa no H"*!, metade do espaco de De Sitter, chamado steady
state space(cf. capitulo 2). Uma importéancia de considerar o H"™! vem do fato que,
em Cosmologia, H* é o modelo estado estacionério do universo proposto por H. Bondi
e T. Gold, [13], e F. Hoyle,[11]|, quando se olha para um modelo do universo que tem
a mesma aparéncia, nao s6 em todos os pontos e em todas as diregoes (ou seja, espa-
cialmente isotropico e homogéneo), mas também em todos os tempos (cf. [30], segao
14.8, e [11], secdo 5.2).

Relacionadas ao nosso trabalho, A. L. Albujer e L.J. Alias,|6], provaram que se
uma hipersuperficie tipo-espago completa com curvatura média constante é limitada no
infinito do steady state space H"™!, entdo a sua curvatura média deve ser identicamente
igual a 1. Como conseqiiéncia deste resultado, concluiram que toda superficie tipo-
espaco completa com curvatura média constante em H?3, que é limitada no infinito, é
uma superficie "flat" (plana) totalmente umbilica.

No capitulo 1, apresentaremos as notacoes e resultados preliminares que iremos
utilizar no decorrer do nosso trabalho. No capitulo 2, apresentaremos a defini¢ao do ste-
ady state space H" ™! e a existéncia de um campo de vetores normal unitario tipo-tempo
conforme fechado que determina em H"*! uma codimensao 1 por uma folheacao de hi-
perplanos tipo-espaco. No capitulo 3, motivados por algumas obras descritas acima,
como uma aplicacao adequada do bem conhecido principio do maximo generalizado
de H. Omori,[15], e S. T. Yau, [28|, obteremos resultados de rigidez no staedy state
space H"™!. Em primeiro lugar, através de uma restricao imposta no angulo hiperbo-
lico normal da hipersuperficie (isto ¢, o angulo hiperbolico entre a aplica¢do de Gauss
da hipersuperficie e o campo de vetores unitario tipo-tempo que determina em H"™!
uma codimensdo 1 por uma folheagdo de hiperplanos tipo-espago, veja Capitulo 2),

provaremos o seguinte teorema (cf. Capitulo 3, Teorema 3.3).

Teorema 1. Seja 1) : ¥ — H" " wma hipersuperficie tipo-epago completa e limitada

no infinito futuro de H"'t, com curvatura média limitada 1 < H < «, para alguma
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constante a.. Se o dngulo hiperbolico normal 0 de X satisfaz cosh 0 < infy, H, entao X"

€ um hiperplano e a imagem hiperbdlica é exatamente uma horosfera.

No capitulo 4, munindo uma variedade produto M = I x M™ com a mé-
trica (4.1), obtemos uma importante classe de variedades de Lorentz que possuem um
campo conforme. Apresentaremos o espago-tempo tipo Steady State —R x.« M™ que é
uma familia mais ampla de espago-tempo GRW e provaremos o seguinte teorema (cf.

Capitulo 4, Teorema 4.6).

Teorema 2. Sejam M" uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
nao negativa e ¢ : X" — —R X, M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa e
limitada no infinito futuro de —R X, M™, com curvatura média limitada 1 < H < «,
para alguma constante a. Se o angulo hiperboélico normal 6 de " satisfaz cosh <

infy, H, entao X" é um slice M;", para algum ¢t € R.

Finalmente, a partir da definicao de Gréfico vertical inteiro em —R x . M", apre-

sentaremos a prova do seguinte teorema (cf. Capitulo 4, Teorema 4.9).

Teorema 3. Sejam M" uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
nao negativa e seja X"(u) um grafico vertical tipo-espago inteiro limitado no infinito
de —R X M"™ e com curvatura média limitada 1 < H < «, para alguma constante «.

Se
|Dul3,. <e* (1 —sup L
- w(w) H*
entao X" (u) é um slice.
Esse trabalho de disserta¢ao teve como base o artigo (2|, intitulado por: On

Rigidity of Spacelike Hypersurfaces Immersed in the Steady State Space, publicado em

2012 na Publicationes Mathematicae Debrechen.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas notagoes e resultados preliminares que
utilizaremos nos proximos capitulos. Para maiores detalhes indicamos as referéncia [9]

e [23].

1.1 Tensores em Variedades

A idéia de tensor é uma generalizacao natural da idéia de campos de vetores, e o
ponto importante é que, analogamente aos campos de vetores, os tensores podem ser
derivados covariantemente.

No que segue, indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe
C*> em M e por C*°(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M. Além
disso, convem observar que X(M) ¢ um modulo sobre C*°(M), isto ¢, X(M) tem uma
estrutura linear quando tomamos como "escalares" os elementos de C*°(M).

Definicao 1.1. Uma 1-forma V em uma variedade suave M é uma funcao que a cada

ponto p € M associa um elemento V,, no espago cotangente T,(M)*.

As um-formas (ou 1-forma) em uma variedade suave M sao objetos dual para
campos de vetores. Dado um ponto p de M o espago dual T,(M)* de um espaco
tangente T),(M) é chamado o espago cotangente de M em p. Os elementos de T,,(M)*,
as vezes chamados covetores, sdo aplicagoes lineares de T,(M) em R.

Assim, V atribui um ntmero para cada vetor tangente e é linear nos campos de

vetores em cada ponto. Se V é uma 1-forma em M e X é um campo tangente em M,
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denotemos por VX a funcao de valor real em M cujo valor em cada ponto p é o valor
de V, em X,. Uma l-forma V ¢é suave desde que VX ¢ suave para todo X € X(M).
Seja X*(M) o conjunto de todas as 1-formas suaves em M. No contexto acima, vale
observar que X*(M) é um moédulo sobre C*°(M).

As defini¢oes a seguir abrangem os dois principais casos que precisamos: o modulo
X(M) ao longo de C*°(M) e o espago vetorial T,(M) sobre R. Para o que segue,

Vi,..., Vs denotam modulos sobre um anel K e o conjunto
Vi X X‘/SZ{(UIV")’US); Uiema 1§Z§$}7

munido com as operagoes usuais de soma e multiplicacao por elementos de K é um
modulo sobre K chamado produto direto.

Se W é também um modulo sobre K, dizemos que a fungao
A Vix...xV,—>W

é K-multilinear quando A é K—linear em cada entrada. Se V' é um modulo sobre K,

consideremos o conjunto
Vi={f:V=>K; f é& K- linear}.

Munido com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por elementos de K, obtemos
que V* é um modulo sobre K chamado maodulo dual de V' ou simplesmente dual de V.

Quando V; =V para todo 1 <1 < s, escrevemos

Vi=s=Vx...xV.
~—

S vezes

Definigao 1.2. Para inteiros v > 0 e s > 0 (ambos nao nulos) uma fung¢io K-

multilinear
A: (V) x V=K

¢ chamado um tensor do tipo (r,s) em V. Quando r = 0 escrevemos A : V® — K e de

maneira andloga, quando s = 0 escrevemos A : (V*)" — K.

Denotemos por
TWV)={A: (V') xV* =K, A & K—multilinear}, (1.1)

o conjunto do todos os tensores do tipo (r,s) em V.
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Com as operagoes usuais de soma de funcoes e a multiplicagao por elementos de
K, obtemos que T%(V) é um modulo sobre K. Um tensor do tipo (0,0) sobre V é

simplesmente um elemento de K.

Defini¢ao 1.3. Um campo tensorial A em M é um tensor sobre C°(M)-mddulo. As-

sim, se A é um campo tensorial do tipo (r,s) em M entao
A:X"(M)" x X(M)* — C>(M)

€ uma fungao C*°(M)-multilinear.

Observagao 1.1. Observemos que se 01,... 0" € X*(M) e X1,..., X, € X(M) entao
AB',...0", X,,...,X,): M =R

¢ uma funcao suave, onde 0" ocupa a i-ésima entrada contravariante e X; a j-ésima

entrada covariante.

De maneira analoga ao definido em (1.1), denotemos por T%(M) o conjunto de
todos os tensores do tipo (r,s) sobre M que ¢ um moédulo sobre C*(M). Quando
r=s=0 temos TH(M) = C>(M).

A proxima definigdo nos mostra uma maneira de fazer o produto tensorial entre

dois tensores.

Definigio 1.4. Sejam A € (M) e B € T7,(M). Entio A® B € Ts"i;:(M), dado por

(A B)(0Y,...,6m,0" .0 X1, X, Xegt, -, Xopo)
= A0, ... 0", Xy, .., X)) -BO 0 X, X )
€ um campo tensorial chamado produto tensorial de A e B.

Observagao 1.2. Quandor’ = s' =0 entao B € uma fungao f € C*°(M) e definimos

AR f=f®A=fA

Assim, se A também ¢ do tipo (0,0), o produto tensorial se reduz a multiplica¢ao
usual em C*(M). Em geral o produto tensorial ndo é comutativo, mais a frente
veremos uma definicao na qual produto tensorial se torna comutativo.

O exemplo abaixo nos da algumas interpretagoes as quais permitem identificar

1-formas e campos com tensores.

Exemplo 2. (Identificagoes)
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1. Seja w uma 1-forma suave sobre a variedade M. Entdo a funcao
A:X(M)— C(M)

dada por A(X) = w(X) é C®°(M)-linear. Portanto, A é um campo tensorial do
tipo (0,1) em M. Assim todo campo tensorial do tipo (0,1) é dado de maneira

unica como uma 1-forma e escrevemos
X5(M) =TV(M).
2. Seja V um campo vetorial suave sobre M. Entao a fung¢ao
VX' (M) — C™®(M)

dada por V(0) = (V') é C°(M)-linear. Portanto, V é um campo tensorial do
tipo (1,0) em M. Assim todo campo tensorial é dado de maneira unica como um

campo vetorial e escrevemos
X(M) = To(M).
3. Se A:X(M)* =X(M) é C(M)— multilinear, defina
A XN (M) x X(M)* — C™(M)

como sendo

A0, Xq,..., X)) =0(A(Xy,..., X)), VOeX* (M) e X; € X(M), 1<i<n.
Observe que A ¢ C>(M)-multilinear e portanto A é um campo tensorial do tipo
(1,s) em M.
Defini¢ao 1.5. Os tensores do tipo (0,s) sao chamados de covariantes enquanto os
tensores do tipo (r,0) sao chamados de contravariantes.
Como haviamos dito na Observagao (1.2), a condi¢do a qual o produto tensorial
é comutativo é quando A é contravariante e B covariante e vice-versa.

Observagao 1.3. No contexto acima vale observar que um campo tensorial A € TH(M)
possui um valor A, em cada ponto p € M, especificamente, a funcao
A, (T,M)")" x (T,M)* — R
definida da sequinte forma: se o', ..., a" € (T,M)* evy,...,vs € T,M entdo
Ay(at, A v, ) = AGY 0T X, X)) (p),

onde 0',....0" € X*(M) e X1,...,Xs € X(M) sao tais que 0'], = o' (1 <i<7)e
Xilp=v; 1 <7 <)

E facil verificar que A, é R-multilinear. Entao A, é um tensor do tipo (r,s) em

T,M. Assim, podemos considerar A € TL(M) como um campo suave que associa a
cada ponto p € M o tensor A,.
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Definiremos agora uma importante operacao que por meio de uma aplicagao di-
ferenciavel entre M e N, qualquer tensor covariante em N pode ser puxado de volta

para M.

Definicao 1.6. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplica¢ao
diferencidvel. Se A € TUN), com s > 1, considere

(¢"A)p : (T,M)* = R,

dada por
(¢*A)P(U17 s 7,08) = A¢(P)(d¢p(vl)v ) d¢p(vn))’

para quaisquer vy, ...,vs € T,M e qualquer p € M. Entao ¢*A é chamado "pullback”
de A por ¢.

Pela linearidade e multilinearidade das respectivas aplicacoes
dpp : TyM = To)N e Agp) - (T N)” = R,

obtemos que (¢*A), : (T,M)* — R ¢ R-multilinear. Assim (¢*A), ¢ um tensor do tipo
(0,5) em T,M. Portanto ¢*A € T(M) e convém observar que no caso em que s = 0

temos ¢*A € TH(M) = C=(M), e neste caso definimos
p*A=Aope C®(M).

O proximo Lema, nos fornece algumas propriedades importantes do pullback.

Lema 1.1. Sejam M, N, P wvariedades diferencidveis, f € C>®(N) e considere as
sequintes aplicagoes
¢o: M — N, ¢p: N— P.

Entio
1. ¢*(df) = d(¢™f);
2. ¢* : TU(N) — TO(M) é R— linear para cada s > 0 ¢ ¢*(A® B) = (¢*A) @ (¢*B);
3. (Y o) =" o TYP) = TYM).
Demonstragio. 1. Se p € M entio usando a Regra da Cadeia temos que
d(@"f)p = d(f © &)p = df s(p)(dpp) = ¢"(dfp)-

Como p foi escolhido arbitrariamente, seque que d(¢*f) = ¢*(df).
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2. A R-linearidade de ¢* é consequéncia da ultima defini¢ao.

Sejam A, B € TUN) e se vy,...,v5, w1, ..., ws € T,M entao,

(AR B) (v, ..., 05, W1, ..., W)
= (A® B)(dg(v1),...,do(vs), dp(wr), ..., d(ws))
— AW, db(vs) - Bld(wy), .., db(w,))
= (¢"A)(v1,...,vs) (@"B)(wy, ..., wy)
= (0"A) R (¢*B)(v1, ..., 05, w1, ..., Wy).
Segue que ¢*(A® B) = (¢*A) ® (¢*B).
3. Primeiramente observe que ¢ o ¢ : M — P e dado A € T2(P), entao
YA€ TUN) e * (47 A) € TUM).
Consideremos vy, ...,vs € T,M, dai
(po@) A)(vr,...,u5) = Ald(o@)(vr),....d¥ o ¢)(vs))
= A(dy(dg(v1)), . ., d(¥(de(vs))))
(V" A)(do(v1), - .., d((vs)))
= ("W A))(v1,. .., 0s)
(" o ™) A)(vy, ..., vs).

Segue que (Yo ¢)*A = (¢p* 09p*) A, para todo A € T(P), de onde concluimos que
(o) =g oy
]

Existe uma operacao chamada contra¢iao que transforma tensores do tipo (r, s)
em tensores do tipo (r — 1,5 — 1). A definigdo geral deste tipo especial de tensores

segue do seguinte lema.
Lema 1.2. Euxiste uma unica fun¢ao C°°(M)—linear
C:IT(M)— C*(M),
chamada (1,1)-contragao, tal que €(X ®@0) = 0(X), para todo X € X(M) e € X*(M).
Definiremos agora o Tensor Derivagao e veremos algumas de suas propriedades
que serao usadas no desenvolvimento do nosso trabalho.

Definicao 1.7. Um tensor derivacao ® em uma variedade diferencidvel M é um con-

junto de fungoes R—lineares
© = 97 T(M) = TL(M) (5 > 0),

tal que para quaisquer tensores A e B em (M) e toda contragio €, tem-se
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1. D(A® B) = (DA)® B+ A® (DB);
2. D(E(A)) = €(DA).

Definida desta maneira, ® é R-linear, preserva o tipo do tensor, obedece a regra do
produto e comuta com contragoes. Para uma fungao f € C*°(M) temos fR A = f- A,
assim D(fA) = (Df)A+ f(DA),equando t = s =0,se D =D : C*(M) — C>*(M)
¢ uma derivagdo em M, entdo existe um tnico X € X(M) tal que ©f = X f, para
qualquer f € C*®(M).

A formula de Leibnitz ©(A® B) = (9A) ® B+ A® (D B) pode ser reformulada
da seguinte maneira.

Proposigao 1.8. (Regra do Produto) Seja © uma derivagao em M. Se A € T(M)

entao

DA, ...,0", X1,...,X,) = (DA ,...,0", X1,...,X,)

r

+ Y AW DO 0 X LX)

+ Y AW 0 X DX, X,
j=1

Demonstracao. Por simplicidade, facamos r = s = 1 e afirmemos que

A0, X) =T(A® 0 X),

onde € é a composta de duas contragoes.

Com efeito, seja & = (x',...,2™) um sistema de coordenadas local em M. Entdo

A®0O® X tem componentes A;Qle.
Como A(0, X) = >, . A0, X7 temos,

DA, X)) = DEARIX)=CD(AR0® X)
= CDARIRX)+EARDIRX)+ (AR IR DX)
= (DA, X)+ A(DO, X) + A9, DX).

a demonstracao do caso geral segue deste. O

Usando a Proposicao 1.8, para um tensor A com r + s > 2 obtemos
(DA)O,...,0", X1,...,X,) = DA®OG',...,07,X1,...,X,))

— ) A@',... D0, 07 Xy, X)
=1

= ) A@',.. 07X, 0K X).
j=1
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Pode ser mostrado que DA € TH(M) e © : TL(M) — TL(M) é uma derivagao em M.
Defini¢ao 1.9. SeV € X(M) entdo a derivagio Ly tal que

1. Ly(f) =V(f), ¥V feCx(M)

2. Ly(X)=[V,X], VX €X(M),
€ chamada Derivada de Lie com relagao a V.

Observacgao 1.4. Veja que

Ly(fX) = [V fX]=V({X) - fX(V)
= V(NX+ V(X)) - fX(V)=V()) X+ f[V. X]
= V(NHX + fLv(X),
para todo X € X(M) e qualquer f € C*(M).

Assim, Ly esta bem definida, ou seja, € um tensor derivacao.

1.2 Variedades Semi-Riemannianas

Nesta secao, apresentaremos algumas resultados relevantes inerentes a Variedades

Semi-Riemanniana, que faremos uso no decorrer do nosso trabalho.

1.2.1 Formas Bilineares Simétricas

No que segue, V sera sempre um espaco vetorial de dimensao finita. Como

sabemos, uma forma bilinear b : V' x V' — R é uma aplicagao que satisfaz:
1. blau,v) = ab(u,v) = b(u,av), Vu,veV;
2. b(u+ w,v) = b(u,v) + b(w,v) e b(u,v+ w) = b(u,v) + b(u,w), Vu,v,weV.
Além disso, b é dita simétrica se b(u,v) = b(v,u) Y u,ve€ V.
Definicao 1.10. Uma forma bilinear simétrica b em V é
1. positiva definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) > 0;

2. negativa definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) < 0;

3. nao degenerada se b(v,w) =0 para qualquer w € V' implicar v = 0.
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Analogamente, define-se forma bilinear simétrica semi-definida trocando as desi-
gualdades estritas por > e <, respectivamente. Além disso, se W C V' é um subespaco
de V, a restrigao b‘vaw denotada por b|W, é ainda simétrica e bilinear.

Definicao 1.11. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V' € o maior inteiro

que denota a dimensao do subespago W de V' tal que b|W € negativa definida.

Assim 0 < v < dimV e v = 0 se, e somente se, b é positivo definido. A funcao
q:V — R dada por ¢(v) = b(v,v) é chamada a forma quadrdtica associada de b. Em
alguns casos é mais conveniente trabalhar com ela do que com a propria b, e nao ha

perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarizagao

1

b, 0) = 5alu+v) = alw) — (v))
Se eq,...,e, ¢ uma base para V, a matriz n x n (b;;) = b(e;, e;) é chamada matriz de
b relativa a base eq,...,e,. Uma vez que b é simétrica, esta matriz é simétrica.

Lema 1.3. Uma forma bilinear simétrica € nao degenerada se, e somente se, a matriz

relativa a uma base (e portanto a todas) € invertivel.

Demonstracao. Seja ey, ..., e, uma base para V. Se u € V, entdo b(u,v) = 0 para todo

v € V se, e somente se, b(u,e;) =0 para ¢ =1,...,n. Uma vez que (b;;) é simétrica,

b(u, Gi) =b (Z U;€j, 6i> = Z Ujb<€j, 62‘) = Z bijuj.
J J J

Assim b é degenerada se, e somente se, existem ntmeros nao todos nulos ug, . . ., u, tais
que Zj biju; =0 parai=1,...,n, isto é, b é degenerada se, e somente se, (b;;) para

i=1,...,n formam um conjunto linearmente dependente, ou seja (b;;) é singular. [J
Definicao 1.12. Um produto escalar g em um espaco vetorial V é uma forma bilinear
simétrica e nao degenerada sobre V.

Note que o produto interno é um produto escalar positivo definido. Quando

V = R", temos o produto interno candnico definido por

u-v = E U;V;.
i

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém
alguns fendmenos novos surgem quando ¢ é indeterminado, isto é, g(v,v) = 0, mas
v # 0.

O préximo exemplo nos mostra que mudando o sinal do produto escalar usual do

R? temos um exemplo de produto escalar indefinido.
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Exemplo 3. Defina g : R? x R? — R dado por
g(u,v) = uv; — ugs.

Observe que g é simétrica e bilinear. Considerando a base {(1,0),(0,1)} do R?, temos

pelo lema (1.3) que g é nao degenerada. Assim, g é um produto escalar indefinido e a

sua forma quadrdtica associada é dada por q(v) = u? — u3.

Definiremos agora tensor métrico e o que vem a ser uma variedade de Lorentz.

Definicao 1.13. Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é uma apli-

cacao suave

g : M — IYM)
p 9p : T,M xT,M — R
(u,v) — gp(u,v)

tal que,
1. gp(u,v) = gp(v,u), Yu,vel,M
2. gp(u,v) =0, VwveTl,M, implica u=0;
3. ind(T,M) = ind(T,M), VY p,q€ M.

Definicao 1.14. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidvel M

munida com um tensor métrico g.

O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M &
chamado indice de M. Note que 0 < v < n = dim(M). Se v = 0, entdo M ¢é uma
variedade Riemanniana. Neste caso, cada g, ¢ um produto interno em 7, M. Quando

v=1en > 2 entao M é dita uma variedade de Lorentz.

Notagao 1.15. Denotemos por g = (,) o tensor métrico. Assim podemos escrever
g(u,v) = (u,v) € R, para todos u,v € T,M e g(U, V)= (U, V) e para U,V € X(M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo
g(UV)=(UV)=>_ g;UV.
]

De fato, se £ = x!,..., 2™ é um sistema de coordenadas em U C M entdao as compo-
nentes de g em U sao

gij = (0;,0;), Vi=1...,n.
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Assim, se V =37,0'0; e U =) 40, temos que
g(U.V) ZngZU]

Como g é nao degenerada temos que em cada p € M a matriz (g;;(p))nxn ¢ invertivel
e a sua inversa é denotada por (¢“(p))nxn- A formula usual para a inversa de uma
matriz nos garante que as fungoes g;; sao suaves em U. Além disso, como g é simétrica,
entdo g;; = gj; e consequentemente g = ¢/*, para quaisquer ¢ = 1,...,n. Finalmente,
em U, o tensor métrico g pode ser escrito como
g = Zgijdwi ® da’.
]

Assim, se U,V € X(M) temos

g(UV) = > gylda' @ da?)(U, V)
= Y gyda'(U)-da? (V)

ij

ij

Exemplo 4. Seja M = R". Para cada p € M temos que T,M € isomorfo a R". Assim,

se (xl,...,a™) € um sistema de coordenadas usuais do R™, entio

(Up, Vp) E u'v’,

. n _ 19, — Jo. )
define um produto interno em R", onde u, =, u'd; e v, =Y _;v’0;. Desta maneira,
R"™ munido com esta métrica nos dda uma variedade Riemanniana chamada espaco

Fuclidiano n—dimensional.

Um outro exemplo.

Exemplo 5. Seja v um inteiro tal que 0 < v < n. Entao R™ munido com o tensor

_ E:zz E:JJ
up,vp— UV + u'v

Jj+v=1

metrico

de indice v nos dd uma variedade semi- Riemanniana R}, chamado espago semi- Euclidiano.

Observe que R} = R", e paran > 2, R} € o espaco de Lorentz-Minkowsk: n-dimensional.

Fixando a notacao

—1,se 1<1<y;
€ =
+1l,se v+1<j5<n,
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entao o tensor métrico de R? pode ser escrito como
g= E €dr' ® dz'.
i

Defini¢ao 1.16. Seja M wuma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (,).

Dizemos que v € T,M €
1. tipo-espago se (v,v) >0 ouv =0;
2. tipo-tempo se (v,v) < 0;

3. nulo se (v,v) =0 ev #0.

O conjunto {v € T,M; (v,v) =0, v # 0} de todos os vetores nulos de T,,M
é chamado cone nulo em p € M. Quando M é uma variedade de Lorentz, os vetores
nulos sao chamados de tipo-luz.

Para cada p € M, seja

g : T,M — R

v qv) = (v0),

a forma quadrética associada ao produto escalar (,). Temos que ¢ determina (,). Mas

observe que
o(fV) = (fV.fV) = fAV.V) = fq(V),

para qualquer V € X(M) e toda f € C*°(M). Assim, temos que ¢ ndo é C°°(M)-linear

e portanto nao é um campo tensor.

1.2.2 A Conexao de Levi-Civita

Sejam V e W campos de vetores em uma variedade semi-Riemanniana M. O
objetivo desta se¢ao é mostrar como definir um novo campo vetorial Dy W em M, cujo
valor em cada ponto p € M é taxa de variagao de ¥ na direcao de V,. Fazemos isso
naturalmente no espago Euclidiano com a derivada de um campo em relagao a outro.

Para o nosso contexto vamos introduzir o conceito de conexao.
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Definigao 1.17. Sejam u',...,u™ as coordenadas naturais de R" com 0 < v < n. Se

VeW =%, W' sio campos de vetores em R, o vetor

v’

DyW =" V(W)
€ chamada a derivada covariante de W na diregao de V.

Agora definiremos a conexao.
Definicao 1.18. Uma conexao V em uma variedade M € uma fun¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)
satisfazendo, para quaisquer V., W € X(M),
1. VyW é C®(M)-linear em V;
2. VyW é R-linear em W ;
3. Vy(fW) = fVyW + V()W para toda funcao f € C(M).

Assim, VyW € chamada a "derivada covariante” de W na diregao de V' com respeito

a conexao V.

Observe que o axioma (1) nos diz que Vy W é um tensor em V, entdo dado
veT,M, ovetor V,W € T,M, esta bem definido e denotamos por (Vy W), onde V &
um campo tensorial tal que V, = v. O axioma (3) nos diz que VW nao é um tensor
em W.

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca
da métrica podemos identificar campos com 1-formas.

Proposigao 1.19. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Se V. € X(M) seja V*

uma 1-forma em M tal que
Vi(X)=(V,X), VXeX(M).
Entao a funcao
f @ X(M) — X*(M)
Vio— (V) = V(X)) =(VX)
é um isomorfismo C®(M)-linear de X(M) para X*(M).
Demonstragao. Primeiramente observemos que f é C°°(M)-linear, pois é dada por

uma 1-forma que ¢ C*°(M)-linear. Para mostrar o isomorfismo, basta mostrar que a

aplicagao é uma bijecao, uma vez que ja temos a linearidade.
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1. f é injetora.
De fato, seja f(V) = f(W), entdo

(V,X) = (W,X), X exX(M).

Logo
(V. X)y=(WX)=(V-WX)=0cV =W,

uma vez que X € X(M) é qualquer e a métrica é ndo degenerada.

Portanto f é injetora.

2. f é sobrejetora.

E necessério exibirmos um V € X(M) tal que
0(X)=(V.X), VX eX(M).

A unicidade é dada pelo item (1). Mostraremos que podemos encontrar um
tal campo V' em uma vizinhanca coordenada U arbitraria. Seja € X*(M),
entdo podemos escrever § = Y. 6;dz" em U e tomemos V € X(M) dado por

V =3.,970,0;. Entao, desde que (g*) e (gi;) sdo matrizes inversiveis, temos

(V,0r) = <Z > Zgj(g
_ Zgﬂezgﬂc - ZG (Lk — 0, = 0(0)).

Portanto f ¢é sobrejetora. O]

O proximo resultado nos diz que se uma conexao v/ é simétrica e compativel com

a métrica em M entao a conexao é tnica. E o que diz o teorema

Teorema 1.20. (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma

unica conexao V tal que
1. [V,W] =VyW = Vy V; (simetria)
2. X(V,W) =(VxV, W) +(V,VxW), VX VW eX(M). (compatibilidade)

V € chamada a conexao de Leuvi-Civita de M, e é caracterizada pela "Formula de

Koszul”

AVyW, X) = VW, X)+W(V,X)— X(V,IW)
— (V. [W. X]) + (W, [V, X]) + (X, [V, W]).
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Demonstra¢ao. Suponha que V é uma conexao em M satisfazendo os axiomas (1)
e (2) do teorema acima. Do lado direito da formula de Koszul, usemos o axioma
(2) nas trés primeiras parcelas e o axioma (1) nas trés ultimas. Com isso, alguns
pares irao ser cancelados o que nos levara a 2(Vy W, X). Assim, V satisfaz a formula
de Koszul, portanto se tal conexao existe ela ¢ tnica. Para a existéncia, considere
F(V,W,X) como o lado direito da formula de Koszul. Para campos V, W fixados,
um céalculo direto mostra que F & C°°(M)-linear e portanto ¢ uma l-forma. Pela
Proposigao (1.19), existe um tunico campo vetorial, que denotaremos por VW, tal
que 2(Vy W, X) = F(V,W, X) para todo X € X(M). Nao é dificil verificar que F
satisfaz os trés axiomas da defini¢do (1.18), a simetria e a compatibilidade com a

métrica. Usando a unicidade, mostramos a existéncia da conexao. O

1.2.3 Campos Conformes

Defini¢ao 1.21. Uma campo vetorial tangente Y € X(M) € dito um campo conforme

se a derivada de Lie da métrica Lorentziana com respeito a Y satisfaz

£Y<a> = 2¢<7>7

para alguma funcao suave ¢ € C°(M).

O resultado que mostraremos agora caracteriza os campos conformes.
Lema 1.4. Um campo Y € X(M) é conforme se, e somente se,
(VyY, W) +(VwY, V) = 26(V, W),
para quaisquer V,W € X(M) e para alguma fun¢ao suave ¢ € C°(M).
Demonstragao. De fato, sendo Ly um tensor derivagao pela Proposigao 1.8), temos

(Lyg)(V.W) = Ly(V,W)
= Y(V.W) = (Ly(V), W) = (V. Ly (W))
= (WWV, W) +(V.VyW) = ([Y, V], W) — (V. [Y, W])
= (WWV, W) +(V,VyW) —(Vy V. W)
+ (VyY, W) = (V,VyW) + (V,VyY)
= (VyY, W)+ (VyY, V).

Logo, pela definigao (1.21), temos

para quaisquer V, W € X(M). ]
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Como consequéncia do Lema acima, temos que se a fun¢ao conforme ¢ é identi-

camente nula, Y é dito um campo de Killing.

Definicao 1.22. Numa variedade semi-Riemanniana M, um campo conforme K é
dito fechado se para qualquer V- € X(M) temos Vy K = ¢V, onde ¢ € uma fungao

suave em M.

Observe que a definicao acima equivale a dizer que a 1-forma dual wg de K é

fechada, isto é, a derivada exterior de wg é identicamente nula.

1.2.4 Curvaturas

Definicao 1.23. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de

M € a aplicacao

R : XM} —  xX(M)
(X,}/,Z) — R(X,Y,Z) = —VXVyZ+Vvaz+V[X7Y]Z.

Uma vez que fixados os campos X, Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura
R(X,Y') dado por

R : X(M) —  X(M)
Z — R(X,Y)Z =R(X,Y,Z).

Observe que o tensor curvatura é linear em relacao a aditividade e trilinear em
relagdo ao produto com elementos do anel C*°(M). Além disso, o tensor curvatura
satisfaz as seguintes propriedades 7777 (veja, por exemplo, [31], Proposi¢ao 3.36).

Proposicao 1.24. Com as notagoes acima, para quaisquer X, Y, Z, W € X(M),
1. RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;
2. (RIX,Y)Z, W)+ (R(Y, )X, W) + (R(Z, X)Y,W) = 0;
3. (R(X,Y)Z, W) =— (R(Y,X)Z,W);

4. (R(X,Y)Z, W) =— (R(X,Y)W, Z);

B

(RIX,Y)Z,W) =(R(Z,W)X,Y).

A equgao do itens (i) é conhecida como identidade de Bianchi. Definiremos agora

a curvatura seccional a qual esté intimamente relacionado com o operador de curvatura.
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Lema 1.5. Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. FEntao

_ (R(z,y)z,y)
Bew) = geyp— @y

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
Demonstracao. Para qualquer duas bases de o podemos relaciona-las pelas equagoes

v = ar + by,
w = cx + dy,

onde o determinante dos coeficientes ad — be é diferente de zero. Um calculo mais

aprofundado mostra que

(R(v,w)v, w) = (ad — be)*(R(z,y)z,y),

([o]?|w]* = (v, w)*) = (ad = be)*(J2*|y|* — (2, y)*).
Portanto K(v,w) = K(z,y). O
Definicao 1.25. Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T, M,

o numero real K(z,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamada a

curvatura seccional de o em p.

Dizemos que uma aplicagao multilinear F' : T,(M)* — R ¢ tipo-curvatura se ela
satisfaz todos os itens da Proposi¢ao 1.24. Assim, se F(z,y,z,y) = 0 para quaisquer

z,y € T,M tais que 0 = span(x,y) é um plano nao-degenerado, entao F = 0.
Lema 1.6. Seja F' uma fungao tipo-curvatura em T,M tal que

F(z,y,2,y)

Koy = ) — o

sempre que o = span(x,y) € um plano nao-degenerado. Entao,
(R(z,y)z,w) = F(z,y, 2,w),
para todos x,y, z,w € T,M.

Demonstracao. Como a diferenca de fungoes tipo-curvatura também é tipo curvatura
definimos A(z,y, z,w) = F(z,y,z,w) — (R(z,y)z,w). Por hipotese, A(x,y,z,y) =0
se 0 = span(x,y) é um plano nao degenerado de T,M. Assim pela observagao feita

antes deste corolario, A = 0. O
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Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a fungao cur-
vatura seccional é constante. O préximo resultado nos fornece uma férmula para R

quando K é constante.

Corolario 1.26. Se M tem curvatura seccional constante C, entdo

R(z,y)z = C({z,7)y — (2,y)x).

Demonstragao. Observe que definindo F(z,y,z,w) = C({z,z){y,w) — (z,y){z,w)),

temos que F' é uma funcao tipo-curvatura em cada ponto, e

F(:L‘, Y, T, y) = C(<l‘, .’L‘> <y7 y> - <l’, y>2
Se 0 = span(x,y) é um plano nao-degenerado, entao

F(x,y,z,y)
(x, 2)(y, y) — (z,9)*

K(z,y)=C=

e o resultado segue do lema anterior. O

1.2.5 Imersoes Isométricas

-—m . . . ., . . ~
No que segue, M™ e M sao duas variedades diferenciaveis de dimensao n e m
respectivamente. Quando nao houver possibilidade de confusao, denotaremos simples-

mente por M e M, respectivamente.

. ~ . —m . . L. . .
Definicao 1.27. Sejam M"™ e M~ variedades diferencidveis de dimensoes n e m res-
pectivamente com m > n. Dizemos que a aplicagiao x : M — M € uma imersao se a

aplicagao diferencial dx, : T,M — Tm(p)W € injetiva para todo p € M.

O ntmero £k = m — n é chamado codimensao de x. Uma imersao x : M — M
entre duas variedades semi-Riemannianas com métricas (, ) e (, )57, respectivamente

¢ chamada imersao isométrica se

(w, ) = {day(w), day(v))gr,

para todo p € M e u,v € T,M.
Observamos que se z : M — M é uma imersao e (, )37 ¢ a métrica em M, podemos

definir uma métrica (, )y, em M pelo pullback.
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Seja x : M — M uma imersdo isométrica. Em torno de cada ponto p € M,
existe uma vizinhanga U C M tal que x‘U ¢ um mergulho sobre z(U). Assim podemos
identificar U com a sua imagem z(U), isto ¢ x é localmente a aplica¢ao inclusao.

Assim, podemos considerar o espago tangente de M em p com um subespago do

espaco tangente de M em P € escrevemos
TPM = TpM D (TpM)La

onde (T,M)* ¢é o complemento ortogonal de T, M em T,,M.

Definicdo 1.28. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana com a conexio de Levi-
Civita V e x : M — M uma imersao isométrica. Entdo dados campos vetoriais
X, Y € X(M), temos que

VxY = (VxY)" + (VxY)*t

E seque da unicidade da conexdo de Levi-Civita que (V)" é a conexdo de Levi-Civita

de M e denotamos por V.

Assim obtemos a Formula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), XY cX(M),
a qual define uma aplicacao
o X(M) x X(M) — X(M)*

chamada a Segunda Forma Fundamental da imersao x.

Proposigao 1.29. Se X|Y € X(M), entio a aplicagio a : X(M) x X(M) — X(M)*
dada por a(X,Y) = VxY — VxY ¢ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Observe que pelas propriedades da conexao, segue que « é linear na

primeira entrada e na segunda entrada. Para a simetria, basta ver que

a(X,Y)—aY,X) = VxY -VxY -VyX +VyX
= (VxY = VyX)+ (VyX — VyxY)

= [X,Y]+[Y,X]
= [X,)Y]-[X,Y]
- 0,

onde usamos o fato de que quando restritos a M os campos sao iguais e segue o
resultado. O]
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Consideremos agora campos de vetores X € M e £ € X(M)*, e denotemos por

A¢X a componente tangencial de — Vx&, isto é,
AcX = — (VxOT.
Uma vez que para cada Y € X(M)
0=X({Y)=(Vx&Y) + (£ VxY),
pela formula de Gauss, temos
(A X,Y) = (a(X,Y), 6).

Em particular, a aplicagio A : X(M) x X(M)*+ — X(M) dada por A(X,§) = A X ¢é
bilinear sobre C>°(M). Assim, a aplicacao A¢ : X(M) — X(M) é linear sobre C>°(M)
e também auto adjunta, isto é, (A:X,Y) = (X, A;Y) para todos X,Y € X(M). A
aplicacao A é chamada Operador de Forma ou Operador de Weingarten da imersao x.

Nao ¢ dificil ver que a componente normal de V¢, que é denotada por (Vx€)*,
define uma conexao compativel com o fibrado tangente normal TM*. Dizemos que

V+ é a conexdo normal de x, e obtemos a formula de Weingarten
Vxé=—AcX + VxE.

Agora, usando a formula de Gauss e Weingarten, obteremos as equagoes basicas

das imersoes isométricas para o nosso interesse: a equacao de Gauss e Codazzi.

Proposicao 1.30. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Sejam R e
R os tensores curvatura de M e M respectivamente, e o o operador de forma de M.
Entao para XY, Z, W € X(M) temos

1. (Equagao de Gauss)
(RIX,VZ, W) = (R(X,Y)Z,W) + {a(X,W),a(Y, Z)) — (X, Z),a(Y,W));
2. (Equagao de Codazzi)
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y. Z) = (Vya)(X, Z);
Demonstracao. 1. Pela definicao de tensor curvatura

E(X, Y)Z = —7XVYZ +7Y7XZ +V[X7Y]Z,
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entao

—vayZ = VX(VYZ — Oé(Y, Z)) = —VXVYZ —vx&(}/, Z)
= —VxVWZ—a(X,VyZ) - VxalY,2)
= —VxVWZ —a(X,VyZ) + AuyyX — Vxa(Y, 2),

de maneira analoga encontramos,

VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) = Aux2)Y + Vya(X, Z),

V[X,Y]Z = V[X,y]Z —|— O./([X, Y], Z)

Somando os termos acima temos

—VxVyZ+VyVxZ +v[X,Y]Z = —VxVWwZ —a(X,VyZ) + Asy, ) X
— Vxa(Y,Z) + VyVxZ +a(Y,VxZ)
— Aax.2)Y + Vya(X, 2)
+ VixyiZ + o([X,Y], Z),

o que implica

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z — CY(X, VYZ) + Oé(Y, V)(Z) -+ Aa(y’z)X — AQ(X7z)Y
— Vxa(Y,Z)+ Via(X, Z2)+ o([X,Y], 2), (1.2)

fazendo produto escalar com um campo W € X(M) qualquer, temos

(RIX,Y)Z, W) = (RX,Y)Z,W) —{a(X,VyZ),W) + (a(Y,VxZ), W)
+ <Aa(Y,Z)Xa W> - <A0l(X,Z)§/7 W> - <V)L(O‘(Y7 Z)? W>
+(Vya(X, Z),W) + (a([X, Y], 2), W),

logo

(RX,Y)Z,W) = (RX,Y)Z,W)+ (Aay.yX, W) — (Aax. )Y, W),
mas
(Aar,) X, W) = {a(X, W), a(Y, Z)) e (Auxn)Y, W) = (oY, W), a(X, Z)),
e portanto

(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z),a(Y,W)).
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2. Antes de mostrar esta equagao faremos uma pequena observagao. Uma vez que
a: X(M)xX(M)— X(M)* é um campo, pelo exemplo (2) podemos vé-lo como

um tensor, isto é,
a: X(M) x X(M) x (X(M)*)* — C>™(M).

Pela Proposic¢ao (1.19) sabemos que na presenca da métrica podemos identificar
campos com 1-formas, assim a : X(M) x X(M) x X(M)*+ — C°>°(M) & um tensor

do tipo (0, 3) cuja diferencial covariante é o tensor
Va: X(M) x X(M) x X(M)* x X(M) — C>®(M)

do tipo (0,4) em M.
Diante do exposto acima, dados X,Y, Z € X(M) e n € X(M)*, temos pela regra

do produto para tensores,
(Vg‘(a)(}/’ Za 77) = X(a(}/a Za 77)) - OZ(VX}/, Za 77) - Oé(}/, VXZ7 77) - O{(Y, Z7 VX/U>7

mas

(Vxa)(Y, Z,n) = (Vxa)(Y, Z),n),

entao
(Vxa)(Y, Z),n) = (Vxa(Y, Z),n) — (a(VxY, Z),n) — (Y, VxZ),n). (1.3)
De maneira analoga encontramos

(Vya) (X, 2),n) = (Vya(X, Z),n) — (a(Vy X, Z),n) — (a(X, Vy Z),n). (1.4)

Por outro lado, fazendo o produto escalar com um campo qualquer n € X(M)*+

na expressao (1.2), obtemos

<R(X7 Y)Z7 77> = <R(X7 Y>Zv 77> - <C¥(X, VYZ)777> + <Oé(Y, VXZ>777>
+ (Ao, Xsm) — (Aax,2)Ysm) — <V)L(04(Ya Z),m)
+ (Vya(X, Z),n) + (([X, Y], Z),m),

(RXY)Z2)hm) = — (a(X,VyZ),n) + (Y, VxZ),n) = (Vxa(Y,Z), )
+ (Vya(X, 2),m) + (a([X,Y], Z),n).

Ainda neste contexto, podemos reescrever a expressao acima como

(RX.Y)Z) ) = — (a(X,VyZ),n) + (Y, VxZ),n) — (Vxa(Y.Z)n)
+ <VXJ}C¥(X, Z)vn> + <06(VXY, Z>777> - <C¥(VYX, Z>777>>
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substituir as expressoes (1.3) e (1.4) na mesma, e concluir que
(RX,Y)Z)" ) = (Vxa)(Y, Z),n) — (Vya)(X, Z),n).

Como n € X(M) foi escolhido arbitrariamente segue o resultado.
O

Corolario 1.31. (da Equacdo de Gauss) Se {X,Y} € uma base para um plano tangente
nao degenerado de M gerado por X,Y € T,M, entao

— B (a(X,Y),a(X,Y)) — (a(X, X), a(Y,Y))
K(X,)Y)=K(X,Y)+ XY= (X.7)? ;

onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M respectivamente.

Demonstragao. Observe que fazendo X = Z e W =Y na equagao de Gauss (1.30),

temos que
(R(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X,Y) + {a(X,Y),a(Y. X)) — {a(X, X),a(Y,Y)),

uma vez que | X|?|Y]?* — (X,Y)? # 0 temos

(RXY)XY) _ (RXY)X)Y) | (a(X,Y),a(Y,X)) - (a(X,X),a(Y,Y))
[XPIY]P = (X, Y)?  [XPY] = (X,Y)? [ X]PY? = (X, Y)? ’

o que implica

<a(X’ Y),Oz(X, Y)) - <a(X> X),Oz(}/, Y))

K(X,Y)=K(X,Y)+ IXP2[Y]2 — (X,Y)?

]

Se a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante C, entéo
para todos X, Y, Z, W € X(M) podemos reescrever as equagoes de Gauss e Codazzi da

seguinte maneira:

1. Equagao de Gauss
(R(X,Y)Z,W) = C({Z X){Y,W) = (2,Y)(X,W))

+ (a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y, W));

2. Equacao de Codazz
(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z).
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1.2.6 Orientagao Temporal

Seja V' um espago vetorial Lorentziano, isto é, um espaco vetorial munido de um

produto escalar de indice constante igual a 1. Considere o conjunto
T={ueV; (u,u) <0}
Para cada u € T defina
Cu)={veT; (uv) <0}
o qual é chamado o cone temporal de V' contendo wu.
Temos o seguinte lema.
Lema 1.7. Sejam u,v € T. Entao,
1. O subespago {v}* € tipo-espaco e
V = span{v} @ {v}*.
Consequentemente, T € a unido disjunta de C'(v) e C(—v);

2. [{v,w)| > |v||w|, onde |[v| = (—(v,v))"/?, valendo a igualdade se, e somente se, v

e w sao linearmente dependentes (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa);

3. Sev € C(u) para algum u € T,w € C(u) se, e somente se, (v,w) < 0. Conse-
quentemente

weC)svellw) < Clh) =Cw).

Demonstragao. 1. Afirma-se que span{v} é nao degenerado, isto é, a métrica de V
restrita a span{v} é ndo degenerada, com indice igual a 1. Com efeito, sendo v

um vetor tipo-tempo, temos que
ind (span{v}) =1 e (v,0) =— 3%

para algum $ € R, f > 0. Agora dado u € span{v}, entdo u é escrito como

u = av, onde a € R. Logo se
0= (u,v) = (av,v) = a{v,v) = — af?,

entdo a = 0. Logo u = 0 e portanto, concluimos que o subespago span{v} é nao

degenerado, o que mostra a nossa afirmacao.

Sendo span{v} um subespago nao degenerado com indice 1, temos que

V = span{v} ® span{v}* = span{v} @ {v}*+
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1 =ind (V) = ind (span{v}) +ind ({v}*) = 1 +ind ({v}).
Assim, ind ({v}') = 0 e portanto {v}* ¢ tipo-espaco.
Afirmemos agora que
T =C(v)UC(—v),
onde esta uniao ¢ disjunta.

De fato, se z € T entao z € V e (z,2) < 0. Como V = span{v} & {v}+ entdo
z=av+w,coma€R, a>0ewe {v}t. Logo,

(z,v) = (av +w,v) = (av,v) + (w,v) = —afS>.

Se a > 0 entdo (z,v) < 0, e neste caso, z € C(v). Agora se a < 0 entao (z,v) > 0.
Equivalentemente (z, —v) < 0 e neste caso, z € C(—v). Reciprocamente, se
z € C(v) UC(—v) entdo z € C(v) ou z € C(—v). Se z € C(v) entdo z € T e
(z,v) <0. Se z € C(—v) entao z € T e (z,—v) < 0. Em qualquer caso, z € T e
portanto 7 = C(v) U C(—v).

2. Escreva w = av + @, com a € R e @ € {v}*. Sendo {v}! tipo-espago entdo
(w,w) > 0. Como w € T entdo (w,w) < 0. Assim

(w,w) = {av + ¥, av + B) = a*(v,v) + (D, D),

logo
(v,w)* = (v,av+@)* = ((v,av) + (v,@))* = a*(v,v)”
——

= a2(v,v> ’ <U7U> - (<w’w> - <ﬁ}7 U/}>)<U’U>
= <'LU, 'U}> <U7 U> - <ﬁ77 7:(7> <U7 ’U>
———
>0 <0
<w7 w) <’U, U> = (_<w7 w>)(—(v, U>)

= |w’|vf?,
uma vez que, — (W, W) (v, v) > 0.
Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (W, w) = 0, isto é w = 0. Assim,

a igualdade acontece se, e somente se, w = av.

u

3. Como C’(

i ’) = C(u), assumiremos que u é um vetor unitario tipo-tempo.
U

Assim, escrevendo v = au + 7 e w = bu + W, com a,b € R* e v,w € {u}* temos
que, como u,v € T entdo (v,v) < 0 e (u,u) < 0. Logo
0> (v,v) = {au+70,au+70) = a*(u,u) + (V,7)
= —a*(~ (uu) + [0 = — @’Juf® + [0

= —a+ >
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Com um calculo analogo encontramos que
0> (w,w) = — b* + |o]%.
Entao
jal > [v] e o] > |al,
logo
(v,wy = (au+70,bu+ ) = ab(u,u) + a{u, w) + b{v,u) + (v, W)
= —ab+ (v,).

Agora como v, w € C(u) temos
0> (v,u) = (au +v,u) = alu,u) = — a,

e seque que a > 0. Analogamente 0 > (v,u) = — b = b > 0, e assim ab > 0.

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz classica para v, @ temos

<U7w> = —ab—l—(&ﬁ?)ﬁ—ab—k“ﬁ,ﬂm
< —ab+ |v]|w| < — ab+ |al|b|
= —ab+ab=0.

Portanto, w € C'(u) se, e somente se, (v, w) < 0.
]

Definicao 1.32. Seja M uma variedade de Lorentz e T uma fungiao em M a qual
corresponde a cada ponto p € M um cone tipo-tempo T, € T,M. Dizemos que T €
diferencidvel quando para cadap € M existem uma vizinhanga U dep e V € X(M) tais
que V(q) € Ty, YV q € U. Uma tal fungao diferencidvel € dita uma orientagao temporal
de M. Se M admite uma orientacao temporal entdao dizemos que M € temporalmente

orientado.

O proximo resultado nos fornece uma maneira de mostrar que uma variedade é

temporalmente orientada.

Proposicao 1.33. Uma variedade Lorentziana M ¢é temporalmente orientada se, e

somente se, existe um campo K € X(M) tipo-tempo globalmente definido em M.

Demonstrag¢ao. Se K € X(M) é tipo-tempo entdo, defina
Tp = C(K(p)),

e observe que 7, é diferenciavel e determina uma orientagao temporal em M.
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Reciprocamente, seja 7 uma orientacao temporal em M. Como T ¢é diferenciavel
em ponto p € M, existe uma vizinhanca U de M na qual o campo de vetores tipo-tempo
Ky esta definido, tal que Ky (q) € 7T;, para todo g € U. Assim, obtemos uma cobertura
{U,} de M e campos de vetores tipo-tempo Ky, tais que Ky, (q) € T, para g € U,.

Seja { fo} uma particao diferenciavel da unidade subordinada a cobertura {U,}

e considere o campo

K=Y fKy,.

Temos que K esta bem definido pois em cada ponto de M a soma em « € finita. Além
disso

(K(q),K(q)) = <Z fol@) Ky, (9),) fﬂ(Q)KUg(Q)>
o E

= Y fal@) f3(0) (K, (9), Ku, (),
B

como Ky, , Ky, € 7T, entdo, pelo item (3) do Lema (1.7), temos

(Kuv.(q), Kus(q)) <0,

e como a soma das f,(q) é igual a 1, entao deve existir um indice « tal que f,(gq) > 0.

De maneira analoga obtemos f3(q) > 0. Logo

(K(q), K(q)) <0.

Uma vez que ¢ é um ponto arbitrario de M, temos que K é um campo de vetores em
M tipo-tempo. O

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a escolha
de uma aplicagdo T como na Defini¢ao (1.32), ou de um campo vetorial tipo-tempo

X € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientagao temporal para M.
Observagao 1.5. Seja T uma orientacao temporal para M e K € X(M). Entao,

1. se K(q) € T, para todo q € M, dizemos que K aponta para o futuro;

2. se —K(q) € T, para todo q € M, dizemos que K aponta para o passado.

Sendo X € X(M) uma orientagio temporal para M, seque do item (3) do Lema (1.7)

que um campo vetorial tipo-tempo K sobre M,
1. aponta para o futuro se, e somente se, (K, X) <0;

2. aponta para o passado se, e somente se, (K, X) > 0.
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.~ . ~ ——n+1 . . .
Definicao 1.34. Uma imersao suave x : M™ — M de uma variedade n-dimensional
conexa em uma variedade de Lorentz (n + 1)-dimensional € dita uma hipersuperficie
tipo-espaco quando a métrica induzida pela imersio x em M"™ for Riemanniana. F

neste caso denotemos a métrica de M e M por {,).

Uma vez escolhida a orientagao temporal da hipersuperficie tipo-espago imersa
num espaco-tempo, = : M" — Mnﬂ, denotaremos por NN essa escolha e também
denominaremos N como sendo a Aplicacao Normal de Gauss de M.

Seja x : M™ — M a hipersuperficie tipo-espaco dada acima. Como s6 existe
uma dire¢ao normal, deixaremos de escrever o subindice em A para denotar a diregao
normal. Com excecdo da métrica, denotaremos por V e R a conexdo de Levi-Civita e
o tensor curvatura de M, respectivamente e por V e R a conexdo de Levi-Civita e o
tensor curvatura de M respectivamente.

Entao dados X,Y € X(M), é facil ver que a formula de Gauss é dada por
VxY =VxY — (AX,Y)N. (1.5)

Por outro lado, uma vez que N é um campo unitério e normal, temos (VxN, N) = 0,
e portanto VxN = 0 para todo X € X(M). Assim, podemos escrever a formula de

Weingarten como
VxN = — AX. (1.6)

Usando o fato que a(X,Y) = — (AX,Y)N, podemos ver que a equacao de Gauss pode

ser escrita como
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX,Z)AY + (AY, Z)AX,
e a equagao de Codazzi por
(R(X,Y)N)T = (VxA)Y — (VyA)X, (1.7)

onde por defini¢ao

(VxA)Y = Vy(AY) — A(VyY).

No caso em que a curvatura seccional de M é constante C, as equacoes de Gauss e

Codazzi sao, respectivamente

RX,Y)Z = C({(Z, X)Y —(Z,Y)X) — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX
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(VyA)X = (VyA)Y.

1.2.7 Alguns Operadores Diferenciaveis

Estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano e Lapla-
ciano para variedades semi-Riemannianas. O referencial E, ..., E, sempre denotara

um referencial ortonormal em um ponto p € M.

Defini¢ao 1.35. O gradiente de uma fun¢ao f € C°(M), o qual denotaremos por
Vf, € um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df € X*(M).
Assim
(V£.X) = df(X) = X(f), VX €X(M),

Em termos de um referencial ortonormal
(Vf, E;) = df(E;) = E;(f),

n

e sendo Fi,...,FE, uma base ortonormal, podemos escrever Vf = Z(Vf, E)E; e

i=1
portanto

Vf= Z Ei(f)E;.

Definigao 1.36. Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia do
campo X como a funcao divX : M — R dada por

divX = trago(Y (p) — Vy X (p)), p € M.
Assim em um referencial ortonormal podemos escrever
divX =Y (Vp X, E).

Definicao 1.37. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O Hessiano de f,
denotado por Hessf, € o campo tensorial Hessf : X(M) x X(M) — X(M) dado por

(Hess[)(X,Y) = (Vx(V/[),Y).

O proximo resultado, nos da algumas propriedades do Hessiano.



Capitulo 1. Variedades Semi-Riemannianas 39

Lema 1.8. O Hessiano de f € um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico tal que
(Hess[)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)f, VXY eX(M).

Demonstragao. Nao é dificil mostrar que Hessf é C°°(M)-linear em cada entrada.
Desta forma, Hessf é um tensor do tipo (0, 2).
Como (Vf,Y) =Y (f), temos que

XY(f) = X{VLY)=(Vx(V[).Y)+{(V[),VxY)
= (Hessf)(X,Y) +((Vf),VxY)
= (Hessf)(X,Y)+ (VxY)f, VXY € X(M). (1.8)

Para a simetria, vamos usar a definicao dos colchetes. Observe que por um lado
(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y (X)),

mas por outro lado usando a simetria da conexao de Levi-Civita, temos
[XLYI() = (VxY)f = (Vv X)f,

dai
XY (f) = (VxY)f =Y(X(f) — (V¥ X)f.

Assim pela equagao (1.8) temos
(Hessf)(X,Y) = Y(X(f) — (VyX)f = (Hessf)(Y, X), ¥ X,Y €X(M).
O que conclui o Lema. O

Definicao 1.38. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos o operador
Laplaciano de M, A : C*°(M) — C>(M) por

Af = traco(Hessf), ¥ f € C°(M).
Observe que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

Af = Zei((Hessf)(Ei),Ei>
= div(Vf).

Lema 1.9. Sejam M™ uma variedade Riemanniana com métrica g = (-,-) e conexdo
de Levi-Cwita V, h : M" — R uma fungao em C*(M) e ¢ : R — R uma func¢ao
em C*(R). Entao
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1. V(¢oh) =¢'(h)Vh;
2. A(poh) =¢"|Vh|2+ ¢/ Ah.

Demonstragao. (i) O gradiente de uma fungado é o campo metricamente equivalente a

diferencial dessa funcao. Dessa forma,
(V(goh),X) = d(¢goh)(X)=¢(h)dh(X)
= ¢(h)(Vh, X) = (¢/(h)Vh,X),
para qualquer X € X(M). Portanto, V(¢ o h) = ¢/(h)Vh.
(ii) Temos

n

A(poh) = tr(Hess(poh)) = Z (Ve V(poh),e)

= ¢'(h) Y (Ve Vhe) + > el(d () (Vh,e)

=1 =1

= F(h)Ah+ (V(¢/(h), Vh)
= ¢'(h)Ah+ ¢" (Vh,Vh)
= ¢'|Vh+ @Ak,

onde usamos o item (i) nas desigualdades acima.

1.2.8 Produtos Warped

Em um produto semi-Riemanniano B x F', o tensor métrico definido sobre a
mesma ¢ dado por 75(g9p) + 75(gr) onde 7} e 5 s@o as projegoes de B x F sobre B e
F, respectivamente. Uma rica classe de métricas em B X F' pode ser obtida "torcendo"
homotéticamente a métrica produto, como veremos a seguir (para maiores detalhes

ver [30]).

Definicao 1.39. Suponha que B e F' sejam variedades semi- Riemannianas, e considere
f >0 uma funcdo suave em B. O produto warped M = B x; F ¢ a variedade produto
B x F munida com o tensor métrico

g ="mp(gs) + (f omB)’mp(gr).

Observe que se f = 1, temos a variedade produto semi-Riemanniana B x F'.
Chamamos B a base de M = B x ¢ F e F a fibra. Nosso objetivo agora ¢ expressar a

geometria de M em termos da fungao warped f e da geometria de B e F.
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Como no caso do produto warped semi-Riemanniano, nao é dificil mostrar que
as fibras {p} x F = 75'(p) e as folhas B x {q} = 75'(q) sdo subvariedades semi-

Riemannianas de M.

Observagao 1.6. A métrica warped € caracterizada por:
1. Para cada p € F, a aplicacao 7rB| Bx{q) ¢ uma isometria sobre B;

2. Para cada ¢ € B, a aplicacao 7TF| (DIxF ¢ uma homotetia positiva sobre F' com
L. L
fator homotético 0k

3. Para cada (p,q) € M, a folha B x {q} e a fibra mp sao ortogonais em (p, q);

{p}xF

Os vetores tangentes as folhas sao chamados horizontais enquanto os tangentes
as fibras sao ditos verticais.

Fungoes, vetores tangentes e campos de vetores em F' e em B, podem ser levan-
tados para B x F usando a projecoes mp e mg, constituindo assim, fungoes, vetores e
campos em B x F. Denotamos por H(B) o conjunto dos levantamentos horizontais
e por V(F') o conjunto dos levantamentos verticais. Notemos que H(B) e V(F) sao
subespagos vetoriais de X(B x F'). Além disso, se X € H(B) e V € V(F), nao é dificil
verificar que [X, V] = 0.

Proposicao 1.40. Seja o produto warped M = B X ¢ F. Considerando X,Y € H(B)
e VW e V(F), temos

1. VxV € H(B) € o levantamento de VxV em B;

— — X
2. VxV =VyX = —;f)v.
Demonstragao. 1. Pelo item (iii) da observagdo (1.40) e usando o fato de que

(X, V] =0=[Y,V], a formula de Koszul (1.2)
2(VxY,V) = X{Y,V)+Y(V,X) - V(X,Y)
— (X, [, V]) + (Y, [V, X)) + (V. [X, Y]),

se reduz a

2(VxY, V)= -V(X,Y) - (V,[X,Y]).

Por outro lado, como X,Y € H(B) entao (X,Y) é constante nas fibras, e como
V € V(F) temos que V(X,Y) = 0. E assim, 2(VxY,V) = 0, para qualquer
V € V(F), isto é, VxY é um campo horizontal. Agora, pelo item (i) da obser-
vacio (1.6), segue que VxV € H(B) ¢ o levantamento de VxV em B.
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2. Como 0 = [X,V] = VxV — VyX entdao VxV = VyX e estes campos sdo
verticais, pois pelo item (7) temos que

(VxV,Y) = X(V,Y) = (V, Ty X) =0,
Seja agora W um campo vertical a F', logo a férmula de Koszul (1.2)

2AVAV, W) = X(V,W)+V(W,X) - W(X,V)
— (X, [V, W) + (V, [W, X]) + (W, [X, V),

reduz-se a 2(VxY,V) = X(Y,V).

Por outro lado pela definicao da métrica warped,

VW) = (0+V,0+W)ee
= (0,0)5 + f2(p)(Vy, Wy,

escrevendo f = f ompg temos que
(V.W) = f((Vy, Wo)r o Tr).
Observando que (V,, W,)r o mp é constante nas folhas onde X ¢é tangente, temos

X(V,W) = X((Vy, Wy)r omr)
= 2/ X(N)((Ve, W) o mp)

2X
— Z (v wr o)
- 2wy,
f
Assim,
(Vv = x(vw) = = ww),
Sendo a métrica nao degenerada e W € V(F') qualquer, segue que
VxV =VyX = @V

]

De posse dos conhecimentos descritos acima, passemos a descrever algumas pro-

priedades importantes de uma classe de variedades de Lorentz do nosso interesse.

Defini¢ao 1.41. Sejam (F",g) uma variedade Riemanniana completa de dimensdo
n > 2, I CR um intervalo aberto de R munido com a métrica —dt* e f € C(I x F)



Capitulo 1. Variedades Semi-Riemannianas 43

uma fung¢ao positiva. A wvariedade produto M= g X ¢ F' munida com a métrica

Lorentziana g dada por
g =m(=dt*) + f(m)mi(g),

onde Ty e g denotam, respectivamente, as projecoes sobre I e F, € dita um espaco-
tempo de Robertson-Walker Generalizado (GRW). Isto €, um espago-tempo GRW
(MTLJrl
warped f.

g) € um produto warped com base (I, —dt?), fibra Riemanniana (F,g) e fungdo

O campo vertical, a% é por definicao o campo de vetores tipo-tempo na direcao

que contém [. Para simplificar a notagao, denotemos a% por 0; e g por (,).

Proposicao 1.42. Seja (M”“g) um espago-tempo GRW com base (I, —dt?), fibra
Riemanniana (F™,g) e fun¢io warped f. Entdo o campo K = f(7;)0, € X(M) ¢é
conforme fechado, tipo-tempo globalmente definido em M, onde 7y : M — I denota a

projecao sobre 1.
Demonstragao. Identifiquemos f = f(m;). Entao
<K’ K) = <f8t)fat> = f2<atuat> = _f2 < O)

isto é, K ¢ tipo-tempo.
Por outro lado, (0}, 0;) = —1, dai

0= 0,(0y,0,) = 2(V,0,,0,),

e pelo item (i) da Proposigao (1.40) temos V,0; = 0. Logo qualquer V € X(M) pode
ser escrito como V' = —h0; + Vg, onde h € C*(M) e Vp € V(F) e pelo item (ii) da
Proposigao (1.40)

VvK = V_pno4vi(fO) = —hVp,(f0) + Vi (f0)

= —hfVs0; — hdy(f)0; + fﬁ}(f)

= —fho+ fVe=f(=hd,+Vi)=fV.

Vr

Logo para quaisquer V, W € X(M), temos
(Vv K. W) +(V.ViwK) = (fV.W) + (V. f W) = 2f (V.W),

de onde concluimos que K é conforme e fechado segundo a defini¢ao (1.22). O
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O Steady State Space H" !

O principal objetivo desta secao ¢ definir o Steady State space H"™! e apresentar
alguns resultados que serao usados nos proximos capitulos. Iniciaremos com a defini¢ao

e algumas propriedades do espaco de De Sitter S'*.

Seja "2 o espago de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional (n > 2), que é o
espaco vetorial real R"*? munido com a métrica Lorentziana definida por

n+1

<U7 w> = E ViW; — Un42Wn+2,
=1

Vo, w e R
A hiperquédrica (n + 1)-dimensional

St ={p e L™ (p,p) = 1},

formada por todos os vetores unitérios tipo-espaco de L"*2, munida com a métrica

induzida de L."*2 é chamado o espaco de De Sitter.
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Figura 2.1: O espago de De Sitter no caso tridimencional.

A métrica induzida de L"*?2 faz de S7"! uma variedade de Lorentz com curvatura
seccional constante igual a 1.
Afirmamos que S' ¢ uma variedade de Lorentz com curvatura seccional cons-

tante igual a 1. De fato, considere a funcao f : L"*? — R, definida por

f(p) = (p,p),

e note que S"™ = f71(1), isto ¢, SP*! é uma variedade de Lorentz.

Consideremos agora K e K as curvaturas seccionais de S'™ e "2 respecti-
vamente. Entdo, dados p € ST™', n(p) € (T,ST™)* e Ei, ..., E, 1 um referencial
ortonormal que diagonaliza o operador de Weingarten A, = A de S"™*1 em p, isto &,
AE; = NFE;,i=1,...,n+ 1, onde \; sao os autovalores de A, cuja existéncia do refe-
rencial ortonormal F, ..., E, 1 segue do fato de A ser simétrico. Agora, pela equagao

de Gauss, Proposicao (1.30), temos

K(E;, E;) = K(Ei, E;) + (a(Ei, E), o(Ej, Ej)) — (B, Ey), o(Ei, Ey)),  (2.1)

mas

<04(Ez‘, Ez‘)ﬂ7> = <AE1'; Ez> = )‘i<Ei7 Ez) =\,
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logo, a(E;, Ei) = \in.
De maneira analoga obtemos «(Ej, E;) = A\jn e a(E;, E;) = 0.

Assim, da equagao (2.1), segue que
Seja p € L' tal que p = Y, u'd;. Como (p, p) = 1, temos que

0= X(p.p) =2(Vkp,p).

Mas
Vip =Y X(u)d =X, VXexSH,

o que implica (X, p) =0,V X € X(S?™). Assim, p é ortogonal ao De Sitter.
Considerando N = —p, e usando a formula de Weingarten (1.6), temos que para
qualquer v € T,S+
Av =~V ,N =—-VoN =V’p=u.

Desta maneira S?H ¢ uma variedade totalmente umbilica com \; = ... =\, = 1.

Sendo a curvatura seccional de L"*? constante e igual a zero, segue da equa-
¢ao (2.2) que K(E;, E;) = 1. Pela linearidade podemos estender para todos os campos
tangente a ST

Além disso, se p € SI, temos
T,(St*) = {v € L% (v, p) = 0}.

Veja que €,,49 = (0,...,0,1) ¢ um campo de vetores tipo-tempo unitario e globalmente
definido em L"*2, determinando assim, uma orientacao temporal em L""2. Logo, dada
uma, hipersuperficie tipo-espaco no espaco de De Sitter z : M"™ — SiT! s Ln+2
podemos escolher um tinico campo normal unitario de vetores tipo-tempo N ao longo
de M™ apontando para o futuro em L"*2, isto ¢, (NN, e,42) < 0. Deste modo, podemos
assumir que M™ é orientada por N. De agora em diante denotaremos por V°, V e V
as conexoes de Levi-Civita de L"*2, S"™' e M™, respectivamente. Entdo a formula de

Gauss e Weingarten de M™ em S} < "2 sdo dadas respectivamente por

VoW = VW —(V, W)z (2.3)
= VyW — (AV,W)N — (V, W)z
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A(V)=—VyN = — Vyz, (2.4)

para todos V, W € X(M).
De fato, para a formula de Weingarten observemos que como (W, N) = 0, temos

pela compatibilidade da conexao, que
0=V({W,N) = (VyW,N) + (W, VyN) = (VyW,N) = — (W,VyN).
Por outro lado
(AV, W) = (a(V, V), N) = (V5 — Ty, N) = (Vo W, N) = — (W, Vo),

como a métrica é nao degenerada, segue que AV = — V{, N, analogamente mostra-se
que AV = — Vyuz.

Portanto
A(V)=— VyN = — Vyux.

Para a formula de Gauss, observemos que podemos decompor o espago tangente

do espago de Minkowski como

T,L""? = T,M" & span{N} @ span{r}.
Logo, para campos tangente a M, temos

ViW =VyW +cN +dz, c,deR (2.5)
Fazendo produto escalar com N na expressao (2.5) obtemos

(ViW,N) = (VyW,N) + (¢N,N) + (dz, N).
Mas pela férmula de Weingarten (2.4)
0= V(W,N) = (5, N) + (W, Vo N) = (V5W,N) = (W, AV).

Como

(VyW,N)={(dz,N)=0 e (¢cN,N)y=c(N,N)=—¢
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temos que

c=— (AV,W).

Com um raciocinio analogo encontramos d = — (V, W) e portanto pela expressao (2.5)

concluimos que
VW =VyW — (AV,IW)N — (V. W)zx.

Agora, seja a € L2, a # 0 um vetor nulo apontando para o passado, isto &,
(a,a) =0 e (a,en9) >0, onde €,,5 = (0,...,0,1).

Entdo a regido aberta do De Sitter S7™! dada por,
H' = {z € ST (z,a) > 0},

é chamada Steady State Space.

Figura 2.2: O Steady State Space no caso tridimencional.
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Agora, como dim(T,Si™) = dim(T,H"™) =n+1, Vo € H" segue que
T, (ST = T,(H™") = {v € L™ (v, 2) = 0}.

Observe que H" ! é estendivel, uma vez que H"! é isométrica a um aberto de
)
S e por isso é ndo-completo (em verdade, H"*! é apenas uma metade do De Sitter).

A sua fronteira, como um subconjunto de S}, é a hipersuperficie nula
1
{x € ST (x,a) = 0},

cuja a topologia ¢ equivalente a de R x S*~1 (cf. [27], pag. 126).

Como vimos no capitulo anterior, uma imercao suave 9 : ¥* — H"! de uma
variedade compacta 3" é dita uma hipersuperficie tipo-espago se a métrica induzida
por ¥ é uma mética Riemanniana em >". Neste contexto, existe um tnico campo de
vetores normal unitario tipo-tempo N globalmente definido em " apontando para o
futuro, isto &, (N, e,19) < 0. Ao longo deste trabalho vamos nos referir a N como sendo
a aplicacao de Gauss de X" apontando para o futuro. A funcao curvatura média de
uma hipersuperficie tipo-espaco 3" é definida como

H=——tr(A
~r(A),

onde A representa o Operador de Forma de X" com respeito a aplicacao de Gauss N
apontando para o futuro.

Consideremos, em H"™!, o seguinte campo
Kz)=K=a—(z,a)x.

O campo de vetores K definido acima pertence a X(H"*!) e é um campo tipo-

tempo. Com efeito,
(K(z),z) = (a — (a,z) x,x) = (a,z) — (a,z) (x,x) = (a,z) — (a,z) = 0.

Logo K € X(H"™).
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Para verificar que K é tipo-tempo, veja que
(K(x),K(x)) = (a—(x,a)x,a— (x,a)x)
= (a,a) —2{(a, (x,a) ) + (x,a)* (z,z)
= —2{(a,2) (x,a) + (z,a)’ (z, )
= —2(x,a)>+ (z,a)”
= (r,a)*(1-2)
= — (z,a)”.
Como (z,a) > 0, segue que (z,a)” > 0, donde — (z,a) < 0. Portanto (K(z), K(z)) < 0,
e assim K é um campo tipo-tempo.
Por outro lado, denotando V a conexdo de Levi-Civita de H"*', temos pela

formula de Gauss (2.3)
VK =VvK —(V,K)x

Dai,
v\/’c = VV]C - <V, ]C> i
= Viy(a—(z,a)z)+ (V,a— (z,a)z)x
= Vya—Vy((z,a)z)+ (V,a)z — (z,a) (V,z)x

= (o Vye=V(z,qgr+(V,a)r—(r,0)(V,2)z

a)
—{z,a) V —(Vya,z)x — {(a, Vi) z + (V,a) x
YV —(Via)x+ (V,a)x

) V.

Além disso, VX, Y € X(H"™!), temos que

(VxK,Y)+ (X, VyK) = —2(z,a)(X,Y)
= 20(X,Y),
onde ¢ = — (z,a). Mostrando que K ¢ um campo conforme fechado em H"*1.

Definicao 2.1. Dizemos que uma distribuicao D € involutiva quando dados quaisquer
pares de campos de vetores X e Y definidos em um subconjunto aberto de M tais que
X,,Y, € D, tem-se [X,,Y,]| € D,.
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A seguinte proposigao foi apresentada pela primeira vez por Montiel (cf. [26],
Proposigao 1) e afirma que o Steady State space pode ser folheado por hipersuperficies

totalmente umbilicas isométricas ao R".

Proposicao 2.2. Seja H"', n > 1 uma variedade de Lorentz dotada de um campo
tipo-tempo IC conforme e fechado. Entao a distribuicao n-dimensional D definida em
H™ L por

p € H" = D(p) = {v € T,H": (K(p),v) = 0}

determina uma folheagio F(KC) tipo-espago de codimengdo 1 orientada por K. Além

disso, as folhas de F(K) sio as hipersuperficies totalmente umbilicas de H" !
L(1) = {z € 7™ (w,a) = 7},

T € R e >0 que sao isométricas ao R™. Mais ainda, L™(T) possui curvatura média

constante igual a 1 com respeito ao campo normal unitdrio

_ —K(z) 1
- |K(=)

x € L™(7), onde |K(x)| = (— (K(x), K(z)))

N,

)

|
F = (2,0} = (w,a) =7,

Demonstracao. Mostremos inicialmente que D definida em H"*! por
p € H" — D(p) = {v e T,H"™; (K(p),v) = 0}

determina uma folhea¢ao F(K) tipo-espago de codimengao 1 orientada por K.

De acordo com a Definigdo (2.1), mostremos que a distribuicao D, definida acima, é
involutiva. Considere X e Y duas se¢oes suaves em D definidas em uma vizinhanca
aberta U C H"™'. Seja p € U tal que X,,,Y, € D(p). Devemos mostrar que o colchete
de Lie é uma secao suave de D.

De fato,

(X, Y. K(p)) = (VxY(p) — VyX(p),K(p))
= (VxY(p),K(p)) - (VyX(p).K(p)),

como X,,,Y, € D(p), temos que (X, K(p)) = (Y,, L(p)) = 0, logo pela compatibilidade
da métrica,

0= X, (%, K(p)) = (VxY.K) (p) + (Y. VxK) ()

0=Y,(X,, K(p)) = (VyX,K) (p) + (X, VyK) (p),

dai, como K é fechado, por (1.22), temos

(X, Y,1.K(p) = —(Y(p),VxK(p)) + (X (p), VyK(p))
= —9(Y(p), X(p) +¢(X(»),Y(p) =0,
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logo [X,,Y,] € D(p). Como p € U é arbitrario, segue que D é involutivo. Portanto pelo
Teorema de Frobenius, (cf. [18]), D é completamente integravel, isto ¢, existe uma
(tinica) folheagao F(K) de dimensdo n e de classe C™ em H"'! tal que TF(K) = D,
a qual é orientada por K (pela propria defini¢ao de D) e é tipo-espago (pois K é tipo-
tempo).

Agora mostremos que as folhas L"(7) de H""! sdo isométricas ao espago Eucli-

diano R™. Para tanto, definamos a seguinte aplicac¢ao v, : L"(7) — R"™ dada por

. T+ <CL, 60><£L’, €0> T
¢T($) =T <a’ 60>2 a <CL, €0> €o,
onde a € L"*? ¢ um vetor tipo-luz tal que (a,eq) > 0 e eg = (1,0,...,0). Observemos

que v, é diferenciavel e mostremos que 1, é um difeomorfismo, para isto definamos a
candidata a inversa ¢! : R® — L"(7) dada por

T {a,e0)?(1 — (z,z)) + 12

<a, 60) e + a.

1 o
Y (z) =2+ 27(a, eo)?

Note que ¢! ¢ diferenciavel e estd bem definida uma vez que (¢7!(z),a) = 7, para
todo x € R e provemos entdao que 1, o =t = -t oth, = id.

De fato, para a primeira parte observemos que para todo x € R"

(- 1(2), €)= <:1:'+ : T et (a,e0)*(1 — (z,z)) +72a,60>

a, ep) 27 (a, €)?
T e+ ({0 )+

() + s enen) + (LT )
R Y e Ry
N (a, eq) + 27 (a, eq) (26)

e também que
T+ <a’7€0><w;1($)7 60> _ <a7 60>2(1 — (x,x)) + TQG
(a,e)? N 27(a, eg) ' (27)

Entao, de (2.6) e (2.7) temos

€o

-1 — () — T+<aa€0><¢;1($)760>a T
s w) = o) - ( )-%

(a,e0)? , €0)

para todo x € R".
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Para a outra parte, vejamos que

(W (x), () = (r,z)—2 (T + (a, e) (z, €0>) (z,a) — 27(x, ep)

<a> 60>2 <a, 60>
T+ (a, e0)(z, e0) \ 21 (T + {a,ep){z, en)
72 . 27(x, eg) B T2
+ <a7 €0> <€0, 60) =1 <CL, €0> <CL, 60)2 (28)
e que
<(l, 60>2<1 — <¢T(‘T)7 1/JT(ZE)>> + 72 T+ <.T, 60><CL, 60>a
27(a, eo) “= (a, €)? : (2.9)

Entao, de (2.8) e (2.9) obtemos

T, 4 (w1 = (Un(a), U (@) + 7

v (e (@) = Yo(z) + et foda)s )
_ e, T
(a,e0)? (a, eq)
T (2, e0)*(1 = (¥r (), s (2)) + 72
' (a, 60>60 * 27 (a, eo)? a
_ L _TH{me)(re) T4 (weo)ae)
N <Cl,€0>2 + <a’ 60>2

Portanto 1, é uma bijecao diferenciavel, isto é, um difeomorfismo.
Mostremos agora que 1, preserva a métrica. Dado v € T,,L"(7), existe uma curva
a: I CR— L"(7) tal que a(0) =p e o/(0) = v. Entao

W) = Glwoa)n)
d (a(t) T+ {a,e0){a(b), eo)a T )60)

dt (a, eq)? {a, e -0
_ o, T (a,eo)<v,eo>a
(a,eq)? ’
logo
(A0 (0) () (0) = (o= TN o TN g,

uma vez que (a,a) = (v,a) = 0.

Logo, pela identidade de polarizacao, obtemos que

(d(thr)p(u), d(¢r)p(v)) = (u, v),

para quaisquer u,v € T,L"(7), de onde concluimos que 1, é uma isometria.
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Finalmente mostremos que L"(7) possui curvatura média constante igual a 1 com

respeito ao campo normal unitario

—K(x) 1

N, = =x— —a,
|K(2)] T

v € L"(7), onde |[K(x)| = (= (K(x), K(2)))2 = ((,a)*)2 = (x,a) = 7.
Com efeito, basta mostrar que a curvatura média H,, da inclusao do Steady State
Space no De Sitter, com relagao ao campo N, é constante igual a 1. Primeiro observe

que como x € H", tem-se que x € T, H""!, donde
(v,2) =0 = (v,a),Yv € H"™ (2.10)
e pela formula de Gauss
VN, = V,N; +a(v, N,).

Dai, como z € (T,H"*1)*, temos
(v, N;),z) = (A%, N;) = (=Vyz, Ny ),
donde
a(v,N;) = —(Vox,N;) x, (2.11)

onde A° é o operador de Weingarten da imersdo de ST em L"+2,
Assim, pela fomula de Weingarten e pelas equagdes (2.10) e (2.11), para todo

v € T,H" com z € H", temos

~Av=V,N, = V°N,— (VoN,)" = VN, — alv,N,)
= VN, +(Vox,N.)x =V.N, + (v,N;) x
1
= VON, =Vi(z— ;a)
1
= Vyx——-Vya=V,x
T

—= ”U’

pois Voa =0e Vox = v, Vv € T, H".
Logo,
Av = —v,Yv € T,H" !

e portanto,

1
H, = ——tr(A) =1,vr > 0.
n
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L)

Figura 2.3: O Steady State Space folheado no caso tridimencional.



Capitulo 3

Teoremas de Rigidez em "1

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre rigidez de hipersuperficies
tipo-espago " imersas no Steady State Space quando a curvatura média de " é
limitada, isto é, 1 < H < «, para alguma constante «. Para tanto, usaremos o

principio do méaximo generalizado devido a H. Omori, [15] e S.T.Yau, [28].

A seguinte defini¢do ¢ devido a A. L. Albujer, [6].

Definicao 3.1. Dizemos que uma hipersuperficie tipo-espago X" em H" L € limitada

no infinito futuro se existe T > 0 tal que
() C {z e H" ' (z,a) <7}
e dizemos que limitada no infinito passado se existe T > 0 tal que

Y(X) C {x e H" ' (x,a) > 1}

Dizemos que X" € limitada no infinito se € limitada no infinito futuro e no infinito

passado.

Pela defini¢ao acima, ¥" é limitada no infinito se existem 0 < 7 < 7 tal que ¥ (%)
esta contida entre as folhas L™(7) e L™(T) .
Observemos que a aplicacao de Gauss N de uma hipersuperficie tipo-espaco X"

imersa no Steady State Space H""! pode ser vista como uma aplicacao
N:Y" — o
tomando valores no espaco hiperbélico

H" = {z € L"*? (z,2) = —1, (z,2) > 0},
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onde a € L™ ¢ um vetor nulo apontando para o passado como definimos no capitulo
anterior. Neste sentido, a imagem N(X) é chamada a imagem hiperbélica de 3™.
Definicao 3.2. Uma horoesfera é uma hipersuperficie com curvatura média constante

igual a 1 em H™ ' e pode ser descrita como uma esfera Euclidiana em ]Ri“ tangente

a OH"™ ou como uma hiperplano Euclidiano horizontal {z, 1 = cte} em H" L.

Notemos que todas as horosferas de H"*! podem ser vistas no modelo de Min-

kowsk, da seguinte forma:
L(p) = {z € H"™; (x,a) = p},p > 0.

Neste sentido, considere o &ngulo normal hiperboélico 8 de " como sendo o angulo
hiperbodlico entre a aplicacao de Gauss N de " apontando para o futuro e o campo
de vetor unitéario tipo-tempo v = %, onde |[K| = y/— (K,K). Em outras palavras, o
angulo 6 ¢é tal que

coshf = — (N, v).

Agora para estabelecer outros resultados, sera necessério estabelecer o conhecido

principio do méximo generalizado apresentado por H. Omori, [15] e S.T.Yau, [28].

Lema 3.1. (Principio do Mdazimo Generalizado)
Seja X" uma variedade Riemanniana n-dimensional completa com curvatura de Ricci
limitada inferiormente e u : X" — R uma func¢ao suave a qual é limitada superior-
mente em Y. Entao existe uma sequéncia de pontos {px} em X" tal que

lim u(py) =supu, lim |[Vu(pr)|=0 e lim Au(pg) <0.

k—o0 ) k—ro0 k—ro0
Teorema 3.3. Seja v : X" — H"™ wma hipersuperficie tipo-epago completa e
limitada no infinito futuro de H™, com curvatura média limitada 1 < H < «, para

alguma constante o. Se o dngulo hiperbolico normal 6 de ¥ satisfaz cosh 6 < infy H,

entao X" € um hiperplano e a imagem hiperbolica é exatamente uma horosfera.

Demonstragao. Recordemos que a equacao de Gauss de X" em H"! descreve a cur-

vatura de 3", denotada por R e, em termos do operador A, é dada por
(R(X,Y)X,Y) = (X, X) (Y, Y)=(X,Y)’=(AX, X) (AY, Y)+(AX,Y)* VX, Y € X().

Agora, veja que se { F;} é um referencial ortonormal em X(3) e X € X(3) com | X| =1,



Capitulo 3. 58

temos

Ries(X.X) = 3" (R(X.E)X. )
S (XLEY  (AX.X) (A, B) + (AX, B
— n- zn: (X,E)* — (AX, X) Zn: (AE:, E;) + Zn: (AX, E;)?

= n—|X[+nH(AX,X) + |AX]*.

Logo,
Rics(X,X)=n—1+nH (AX, X) + |AX|? (3.1)
Como o 2 1y
0<|AX + 22212 — |AXP 4 nH (AX, X) + ”4 ,
temos Hx 2 2
AXP +nH (AX, X) = |AX + == = ——.
Logo, de (3.1)
HX 2[2
Ries (X, X) :n—1+\AX+”2 2 - "4 ,
donde
2H2
Rics(X,X)>n—1— - : (3.2)

Assim, desde que supomos 1 < H < «, para alguma constante «, segue de (3.2) que

n?a?

Ries(X,X) 2 n —1— =,

isto é, Ricy, é limitada em >".

Agora seja u : X" — R uma funcao suave dada por

u(p) = (¥(p),a), Vpe X"
Veja que o gradiente de u é dado por
Vu=a',

onde a' denota a componente tangencial de a ao longo de ¥".

De fato, primeiro veja que Vu é um campo de X(X) tal que

(Vu(p), X) = duy(X) = X(u(p)), VX € X(X).
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Dali,

(Vu(p),X) = X @(),a) = (Vx¢¥(p),a) + (¥(p), Vxa)
(Vxv(p),a) = (X(¥(p)),a)
= <X,aT> = <aT,X>,

de onde segue que
Vu=a'.

Agora, pela formula de Gauss (2.3), desde que a € L"2, obtemos
a=a' —(N,a) N+ (ap,a)y = Vu— (N,a) N+ (1,a) ¥
e, pela formula de Weingarten (2.4), V. X € X(X), temos
Vx(Vu) = Vx(a+ (N,a) N — (¢, a) )

= VXCL+<N,Q>VXN—<Q/J,(Z>VXZZJ
= —(N,a) AX —uX.

Além disso, o Laplacino da fungao u em 3" é dado por
Au = div(Vu) =tr(Vx(Vu)) =tr(—(N,a) AX —uX)
= —(N,a)tr(AX) —utr(Id(X))
= nH (N,a) — nu.
Da equagao (3.3), temos

Vul* =

Vu,Vu) = {(a+ (N,a) N — (¢p,a) ,a + (N,a) N — (1, a) 1)
CL,CL> + <N’ CL>2 - <77Z}7a>2 + <N7 (Z>2 - <N7 CL>2 - <¢>a>2 + <1/J,CL>2

(3.3)

(3.5)

Desde que a € L"™ é um vetor nulo apontando para o passado e N aponta para o

futuro, temos
(N,a) > 0.

Como supomos que X" é limitada no infinito futuro de H"*! e a curvatura de

Ricci em ™ é limitada, pelo Lema (3.1), existe uma sequéncia {p;} em X" tal que

lim w(py) =supu, lim |Vu(pg)|=0 e lim Au(px) <O0.
k—00 ) k—00 k—o0

Consequentemente, desde que a funcao curvatura média H é limitda em ", existe uma

subsequéncia {py; } de {px} tal que {H(py,;)} ¢ convergente. Da equacdo (3.5) e como

limy 00 u(px) = supy, u, temos que

0= Jim [Vu(py)* = lim ((N.0)" = (ulpi,))?).

—00
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Dai, pelas propriedades de limite,

supu = lim u(py,) = (N, aq) . (3.6)

» J—00

Agora da equagoes (3.4) e (3.6), temos

0 > lim Au(py,) = lim (nH(p,) (N, a) — nu(pi,))
j—o0 j—00
= nsupu(lim (H(py,) — 1) > 0.
» J]—00

Desde que supgu > 0, devemos ter lim;_,(H(py;) = 1. Logo infy H = 1. Como
1 < coshf < infy H = 1, tem-se cosh = 1, isto é, o angulo hiperbdlico normal 6 de
¥ é zero. Portanto, X" é um hiperplano L™(7), para algum 7 > 0. Além disso, da

equagao N, =1 — %a, obtemos

1
(N,a) = (N,,a) = <77/} - —a,a> = (¢,a) =T.
T
Assim, concluimos que a imagem hiperbolica de 3" é exatamente a horosfera

L, ={r e H"" (2,a) = 7}.

Figura 3.1: Esbogo geométrico no caso tridimencional.
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A seguinte observagao é uma justificativa para a escolha da hipotese H > 1.

Observacao 3.1. Seja v : X" — H"™ uma hipersuperficie tipo-espago completa
2y/n—1
n

com média H (nao necessariamente constante) tal que |[H| < ¢ < , onde ¢ € uma

constante real positiva. Entao X" € compacta. De fato, de (3.2) seque que

n?c?

Do Teorema de Bonnet-Myers " € compacta. Entretanto, se X" € limitada no infinito
futuro de H™*!, entao X" € difeomorfa ao R™, em particular,H"*' nao possui nenhuma
hipersuperficie tipo-espago compacta(sem limite)(Cof.[6], Lema 1). Além disso, observe
que @ <1 para n > 2. Por outro lado, levando em conta a classificagao das hiper-
superficies tipo-espago totalmente humbilicas do espago de De Sitter(Cof.[25], Exemplo
1), seque do principal teorema de [20](Teorema 1) que ndo existe hipersuperficies tipo-
espaco completa totalmente umbilica com curvatura média 0 < H < 1 imersa no Steady
State Space. Portanto, motivado por este resultado, é natural restrigirmos nossa ate¢ao

para as hipersuperficies tipo-espaco imersas no H"™ com curvatura média H > 1.

Observagao 3.2. Seja ¢ : ¥ — H"™ uma imersao tipo-espago de uma variedade
compacta X" com fronteira covera 0% contida no hiperplano L"(T), para algum T.
Suponha que 1) tem curvatura média constante H > 1. Do Teorema 7 de [27] e levando

em conta a nossa escolha da orientacao de ™, obtemos
0<(N,a) < HT (3.7)

Consequentemente de N, = x—%a, x € L, e (3.7), concluimos que o dngulo hiperbdlico

normal 0 de X satisfaz

1

coshf = —(N,v) < —(N,N,) =—(N,a) < H.
T

Do Teorema 3.3, obtemos o seguinte resultado

Corolario 3.4. Seja v : X" — H"™ uma hipersuperficie tipo-espago completa li-
mitada no infinito de H™™, com curvatura média limitada 1 < H < «, para alguma
constante a. Suponha que a imagem hiperbolica N(X) estd contida no fecho de um
dominio interior limitado pela horosfera L,. Se £ < infs H, onde 7 > 0 € tal que
(¥(p),a) > 7 para todo p € X", entao X" € um hiperplano e a imagem hiperbolica é

exatamente uma horosfera.

Demonstra¢ao. Desde que v é um campo apontando para o futuro, temos que o angulo

hiperbolico normal € de ¥ é tal que

a>:®<N,a>.

cosh = —(N,v) = — (N, —v) :_<N’w_ <¢1a>
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Como supomos que (X)) esta "acima"do hiperplano L"(7), isto é, (¢(p),a) > T para
todo p € X", temos

1
coshf < —(N,a).

-
Agora, pela hipotese feita sobre a imagem hiperbolica, tem-se (N, a) = (N(p),a) < p,

logo
coshf < P <inf H.
T by
Aplicando o Teorema 3.3, temos o resultado desejado. O

Observacao 3.3. Seja ¢ : ¥° — H" ! uma imersao tipo-espago de wma variedade
compacta X" com fronteira convexa 0% contida no hiperplano L"(7), para algum T > 0.
Pela Observagao (3.2), concluimos que a imagem hiperbolica de X" estd contida no

fecho do dominio interior limitado pela horosfera L,, com 2 < H.
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O Espaco-tempo tipo Steady State

Neste capitulo, apresentaremos o Steady State Space como um espago-tempo
de Robertson-Walker Generalizado(GRW). Para tanto, apresentaremos inicialmente

alguns resultados inerentes ao (GRW).

4.1 Espaco-tempo de Robertson-Walker Generalizado

A fim de descrever algumas propriedades importantes de uma classe de variedades
de Lorentz que possuem um campo conforme, seja M" uma vriedade Riemaniana
conexa n-dimensional(n > 2), I C R um intervalo e f : I — R uma fungao suave
positiva. Na variedade produto M =TI x Mn sejam 7y e my as projecoes de [ x M"
sobre I e M, respectivamente. A partir dos tensores métricos (-,-);, = dt* e g = (-, "),
temos uma classe particular de variedades Lorentziana obtida, munindo a variedade

produto ! pelo tensor métrico g = (-, -),, dado por

(v,w), = = ((mr)wv, (m1)sw) + (f 0 m1)*(p) {(mar)sv, (mar)aw) (4.1)

para todo p € M e todo v, W E TpM.

Definicao 4.1. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional, (n >
2), I C R um intervalo aberto munido da métrica —dt* e f € C*(I) uma fungao
positiva. A variedade produto I x M™ munida do tensor métrico g definida pela equgdo
(4.1) é chamada um espago de Robertson- Walker Generalizado (GRW), e serd denotado
por M = —Ix s M™. Quando M™ tem curvatura seccional constante, entao —I x y M"

¢ chamada um espago-tempo de Robertson- Walker (RW).

A seguir apresentaremos algumas propriedades de campos de vetores em um

espaco GRW, que serao importantes para o nosso objetivo.
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Observagao 4.1. Dado X € X(M), tem-se [ X, 0] = 0, onde 0; € um campo de vetores

tipo-tempo na diregao de I. De fato, seja {t,x1,...,x,} um sistema de coordenadas em
Wnﬂ:—[xfl\/[”. Assim, seh € C*°(M) e X =), «;0;, onde 0; = 3 i=1...n
entao

o(X(h) = at(z a;0;(h)) = Z I (c;0;(h))
= D [0(@)(@i(h)) + :04(0:(h)) ]

Como «; nao depende de t entio 0y(a;) = 0. Pelo Teorema de Schwarz de R™, obtemos
Oi(X(h)) = X(9,(h)).

Portanto, [X,0,] =0

Quando X for um campo de vetores na fibra Riemaniana M"™ de um espaco GRW
M = 1 x # M™ dizemos que X é um campo horizontal. Por outro lado, os campos
na direcao temporal sao chamados de campos verticais. Neste sentido o campo de
vetores tipo-tempo na direcao de I ,0;, ¢ um campo vertical.
Proposigao 4.2. Sejam M= X M™ um espago GRW e X € X(M), ou seja,

X € um campo horizontal. Entdo
1. Vx0, =V X = fT’X,

2. vatat.

Demonstracao. (i) Mostremos inicialmente que Wxat, 8t> = 0. De fato, pela Formula
de Koszul, temos

2<vxﬁt,5t> — X <8t,3t> —f—@t <8t,X> - &g <X, 8t>

- <X7 [8t7 at]> + <at7 [athD + <at7 [Xa 8t]> .
Com excegao dos termos (0, [0, X]) e (0, [ X, 04]) todos os outros sdo nulos, neste caso
a equacao acima se reduz a
2 <vXat7 at> = <ata [ata X]) + <8t7 [X) 8t]> :

Como o colchete de campos ¢ anti-simétrico, isto ¢, [X,Y] = —[Y, X], VX,Y € X(M),
temos <ant, 8t> = 0. Logo, Vx0, é horizontal. Segue da Observacao (4.1) e da
simetria da conexdo afim de M que Vx0, = Vy,X. Agora, para mostrar que V x0, =
f?/X , seja Y um campo horizontal. Assim, novamente pela Formula de Koszul, temos
2(Vx0,Y) = X(9,Y)+0,(Y,X)-Y (X,0)

X> [ab ]) + <8t> [Yv X]> + <Y> [X> at]>

Y7 > <8t’ [Y7 X]>
Y,

—{
= 9,(
Y, X),

I
&
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onde usamos novamente a Observacao (4.1) e o fato do campo [X,Y] € X(M) ser

ortogonal a 0t. Da definicao da métrica em WH, Equacao (4.1), temos que
2(Vx0,Y) = 0u(f*(X,Y)y),
uma vez que (77).(X) =0, VX € X(M). Assim, desde que 0;((X,Y),,) = 0, entdo
_2f'f?

2(Vx0,,Y) =0,(f*) (X, V), =2f0,(f)(X,Y),, = 7 (X,Y),, -

Novamente, pela definicio de métrica em 3", temos (X)Y) = f2(X,Y),,, logo

(Vx0,,Y) = <f7X,Y> : (4.2)
Para o caso geral, seja Z € X(M) qualquer. Como Z = Z* — (Z,0,) 9;, onde Z* =
(ma1)+(2), entio
<vX6t7 Z> = <vXata Z*> - <Z7 at) <vX8ta 8t>

= (Vx0,2") = <7X Z*>

/!

(o)
f

onde usamos a equagao (4.2) e o fato que <vX8t,8t> = 0. Como Z ¢ arbitrério e

g = (,")g+ € nao-degenerada segue que

/

Vx0 = ?X .
Finalmente mostremos que Watat, 8t> = 0. De fato, pela compatibilidade da métrica,
obtemos
<Vaﬁt, 8t> = 0, (04, 0p) — <73t8t, 3t> ,
donde

(Vo,0,,0) = %&(—1) =0. (4.3)
Por outro lado, se X ¢ um campo horizontal qualquer, temos
(V0,01 X) = 0,((0, X)) — (0, Vo, X) = ({0, X) — <at, f7x> .
Como (0;, X) = 0, temos
(V,0r, X) = 0. (4.4)

Segue de (4.3) e (4.4) que V5,0, é horizontal e vertical, isto é, V5,0; é nulo. O
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Uma imersao suave ¢ : ¥ — —I Xy M"™ de uma variedade conexa n-dimensional
" é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se métrica induzida via ¢ é uma métrica Rie-
manniana em X", a qual denotaremos também por (-, ). Neste sentido, H = —%tr(A)
é a curvatura média de »".

Agora, para cada t € I vamos orientar a fibra Riemaniana(tipo-espago) M;* =
{t} x M™, chamado de slice, pelo campo de vetor normal unitéario 0.

Uma propriedade interessante dos espagos GRW é que a fibra Riemanniana(slice)
M = {t} x M™ quando orientada pelo campo J;, sua curvatura média H; é a mesma
para cada t.

O proximo resultado é devido a L. J. Alias, A. Romero e M. Sanchez, [22| e

garante que M tem curvatura média constante igual a H = fTI(t) com respeito ao
campo 0.
Proposicao 4.3. Sejam M= X ¢ M™ um espagco GRW. Se orientarmos os slice

f'(0)

M = {t} x M™ com o campo Oy, entao a curvatura média H(t) de M} € igual a T

para qualquer t € I.

Demonstragao. Seja {e;} um referencial ortonormal em p. Pelo item (i) da Proposicao
(4.2), temos

n

H(t) = ——Z(Aei,eﬁp:%

=1 7

_ %Z (Ve O, €i), = %g <%(If))ei’ 6i>p

n

<(V€iN)T> €i>p

para todo t € [ O

Observemos que, como 0; € um campo de vetor unitério tipo-tempo globalmente
definido no espaco-tempo ambiente, existe um tnico campo de vetor normal unitario
tipo-tempo N globalmente definido na hipersuperficie tipo-espago " o qual esta na
mesma orientagao temporal com 0;. Agora, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Lema (1.7) item (ii), obtemos

(N,8,) < —=1<0
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em X",

Vamos nos referir ao campo de vetor normal unitario N apontando para o futuro
como sendo a aplicacao de Gauss da hipersuperficie tipo-espaco X". No contexto do
espaco-tempo RW, temos a seguinte definicao:

Definicao 4.4. Seja ¢ : ¥ — Mt =1 X ¢ M™ uma hipersuperficie tipo-espaco,

onde N denota sua aplicagao de Gauss. Chamamos de dngulo hiperbolico normal de

X" a aplicagao diferencidvel 0 : ¥ — [0, +00) definida por

coshf = — (N, 0;) > 1. (4.5)

Como no capitulo anterior, dizemos que uma hipersuperficie tipo-espaco ¥ :
¥ — —I xp M™ é limitada no infinito futuro de —I xy M™ se existir t € I tal
que

P(X) C {(t,x) € =1 xp M™;t < t}.

Analogamente, dizemos que X" & limitada no infinito passado de —I xy M™ se existir
t € I tal que
V(E) C{(t,x) € =1 xy M™;t >t}

Finalmente, dizemos que X" ¢ limitada no infinito de —I xy M"™ se ¢ limitada no
infinito passado e no infinito futuro de —I x; M". Em outras palavras, ¥" ¢ limitada
no infinito de —I xy M™ se existem t < ¢ tal que ¥(X) esta contido entre os slices M}’
e M.

Sejam M um espaco de GRW e ¢ : ¥" —» M uma hipersuperficie tipo-
espago. A funcdo h : ¥" — [, definida por h(t,z) = (77 o ¢)(t,x) = t, é chamada
funcdo altura de X com respeito ao campo de vetor unitario ;.

Sejam V e V os gradientes com respeito as métricas de I x § M™ e X", respec-
tivamente. Agora, dado X € X(X), temos que o gradiente de 7; em I x; M™ & dado
por

(Vrr, X) = X(mr) = X" (1) — (X, 0,) 0y(mp) = = (X, D) ,

de onde segue que

V= -0, (4.6)



Capitulo 4. Espago-tempo tipo Steady State 68

de (4.6), obtemos que o gradiente de h em ¥" é dado por
Vh= ()" =-9] =—-0,— (N,9,) N. (4.7)
Agora, de (4.6) e (4.7), obtemos
IVh|? = (N,8,)* — 1 =cosh®0 — 1, (4.8)

onde | - | denota a norma de um campo de vetor em %"

A formula que aparece no lema seguinte é um caso particular de um resultado

obtido por L. J. Alias e A. G. Colares (cf. [21], Lema 4.1).

Lema 4.1. Seja v : X" — —1 Xy M™ uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um
espago-tempo GRW, com apliccio de Gauss N. Entao, denotando por h = (my o) a

funcao altura de 3", obtemos

Ah = —(nf)'(h){n+ |Vh|’} —nH (N,d,).

4.2 Espago-tempo tipo Steady State

Nesta seccao mostraremos que o Steady State Space H"! também pode ser
expresso isometricamente equivalente ao espago-tempo RW —R x. R™. No tocante,
apresentaremos alguns resultados de rigidez de hipersuperficies tipo-espaco imersa em

—R X, M™ e, por fim, alguns resultados de graficos verticais inteiros em —R x . M™.

A seguinte proposigao é devido a A. L. Albujer e L. J. Alias, ([6], segao 4), e mostra
que podemos considerar uma extensao natural do Steady state space H" ! = —Rx +R™.

Em particular, temos

¢(L"(1)) = {ln7} x R"

¢*(NT) = at'

Proposicao 4.5. O Steady State Space H" ™' € isométrico ao GRW — R x. R" que

¢ o espaco Buclidiano R™ munido da métrica Lorentziana

()= —dt? +e*(da? + ... +da?).
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Demonstragao. De fato, sejam b € L""2 um vetor nulo tal que {a,b) = 1 e a seguinte
aplicacao ¢ : H"™! — —R x. R" dada por

o(p) = (1og(<p, W sz; . b>a) |

Veja que ¢ é diferencidvel e que dado v € T,H"™! existe uma curva diferenciavel
a: I — H" tal que a(0) = p e o/(0) = v. Entao

d

d6y(v) = (60 a)(t)

t=0

i (1ost(ataton.a,

(e d (a() = (6la(t). b - (6la).ba
- (Gestsemnan| 5 ( SO )

Assim, obtemos

(doy(v), ddy(v)) = <p—1a>2<v,v>, Ve T,HM.

Pela identidade de polarizagao concluimos que

(déy (1), dby(v)) = (p,1a>2 (w,0), Yo e TyH™, (4.9)
isto é, ¢ preserva métrica.

Pela equagao (4.9) ¢ preserva a métrica, assim d¢, é injetora, isto é, o determi-
nante da matriz Jacobiana da transformacao linear d¢, ¢ nao nulo, logo pelo teorema
da aplicacao inversa ¢ é um difeomorfismo local. Como ¢ é injetora, concluimos que a
aplicacao

¢ H"T — p(H") C —R xo R”

¢ uma isometria.

Mostremos agora que ¢(H" 1) = —RxR". Com efeito, como a fungao logaritmo
¢ sobrejetiva temos que ¢(H"™!) = —R x, A", onde A" é um aberto do R™. Mas
munindo H"™! da parametrizagao y : R x L"(7) — H""! temos que para algum
7 > 0 fixado a aplicagdo ¢, : L™(1) — A" é uma isometria. Por outro lado, sabemos
pela Proposi¢ao (2.2) que a aplicagdo ¢ : L"(7) — R"™ é uma isometria. Logo,

como a composicao de isometrias ainda é uma isometria, segue que a nova aplicacao
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g=¢r,op7t : A" — R™ é uma isometria. Sendo A" C R"™ um conjunto aberto,
obtemos que A" = R" e portanto ¢(H"™') = —R x.« R" de onde concluimos que H"**
é isométrico a —R x . R™. (]

Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional e considere o espago-
tempo GRW
—R Xz M™.

Vamos nos referir a tal familia mais ampla de espagos-tempo GRW como sendo os
espagos-tempo tipo Steady State. Por exemplo, quando M™ é o n-Toro plano, obtemos
o cuspide do espago de De Sitter, como definido em [12].

Neste sentido, aplicando um procedimento similar ao aplicado na prova do Teo-
rema 3.3, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 4.6. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccio-
nal nao negativa e : X" — —R X« M™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa e li-
matada no infinito futuro de —Rx . M™, com curvatura média limitada 1 < H < «, para

alguma constante a. Se o dngulo hiperbolico normal 6 de X satisfaz cosh § < infy H,

entao X" € um slice M}, para algum t € R.

Demonstracao. Pelo Lema 4.1 e da equagao (4.5), obtemos

Ah = —n—|Vh]*+nH(N,d) = —n — |Vh|* +nH coshf
= n(Hcoshf — 1) — |Vh|*. (4.10)

Por outro lado, como supomos que a curvatura média H ¢é limitada, segue de [6] (equa-

gao (16))

n?H?
1

uma vez que a curvatura seccional K,; é nao negativa. Logo, a curvatura de Ricci de

Rics(X,X)>n—1—

(4.11)

3" é limitada inferiormente. Assim, desde que supomos X" limitada no infinito futuro
de —R x. M", aplicando o Lema 3.1 para a fun¢ao h, obtemos uma sequéncia {py}

em X" tal que

k—o0

lim h(py) =suph, lm |[Vh(pg)|=0 e lim Ah(pg) <0.
k—o00 N k—o0
Consequentemente, desde que cosh > 1 em X", de (4.10) obtemos

0> lim Ah(py,) = lim n(H (pi,) cosh® — 1) > n(lim H(py,) — 1) >0,
para alguma subsequéncia {py, } de {px}. Entao lim; ,., H(py;) = 1 e, dai, infy H = 1.
Assim, pela hipotese feita sobre o angulo hiperbolico normal 6 de ¥", concluimos que
coshf =1 em ¥". Portanto, ¥" é um slice M;", para algum ¢t € R. O]
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Observagao 4.2. Do Lema 7 de [6], vemos que se o espago-tempo tipo Steady State
—R X M™ admite uma hipersuperficie tipo-espaco completa " a qual € limitada no
infinito futuro, entao a fibra Riemanniana M™ € necessariamente completa. Por outro
lado, supondo que M™ tem curvatura seccional nao negativa e que a hipersuperficie
tipo-espago X" tem curvatura média limitada, pela inequagao (4.11), obtemos que a
curvatura de Reci de X € limitada inferiormente. Consequentemente, como na Ob-
servagao (3.1), temos que a curvatura média H de X" satisfaz |H| < ¢ < 2T\/ﬁ’
onde ¢ > 0 conclutmos que X é necessartamente compacta. Neste caso, o ambiente
espago-tempo tipo Steady State é necessariamente espacialmente fechado (isto €, sua

fibra Riemanniana é compacta; veja [22], Proposi¢io 3.2).

Definigao 4.7. Seja M? uma superficie Riemanniana. Uma fungio f € C®(M) é
dita subharmonica se Af > 0. Dizemos que f € superharmonica se —f € subharmo-
nica. Além disso, dizemos que M ¢é parabdlica se M? ndao é compacta e toda funcao

subharmonica negativa € constante em M?.

O seguinte resultado é devido a A. Huber, [4].

Lema 4.2. (A. Huber) Toda superficie Riemanniana completa ndao-compacta e com

curvatura Gaussiana K nao-negativa é parabolica.

No caso 3-dimensional ou quando n = 2 no Teorema 4.6, obtemos o seguinte
resultado de rigidez sobre superficies tipo-espaco completa de curvatura Gaussiana

nao-negativa.

Teorema 4.8. Sejam M? uma superficie Riemanniana completa com curvatura sec-
cional nao negativa e 1 : ¥? — —R X M? uma superficie tipo-espago completa de
curvatura Gaussiana nao-negativa, com curvatura média H > 1. Se o dngulo hiperbdlico

normal 0 de 3* satisfaz cosh® < H, entao ¥? € um slice M?, para algum t € R.

Demonstragao. Pelo Lema 1.9, item (ii), temos
Ne " = e "(|Vh|> — Ah). (4.12)
Aplicando o Lema 4.1, desde que Ah = 2(—H (N, 8;) — 1) — |Vh|?, obtemos

Ne ™" = e™(|Vh|> = Ah)
= e M(|Vh]*+2H (N,0,) +2+|Vh*)
= 2e7"(|Vh]* + 1+ H(N,3,)). (4.13)

Assim, de (4.5), (4.8) e (4.13), temos

NAe™" =2e7"(cosh?# — 14+ 1 — H cosh @) = 2e~" cosh §(cosh § — H).
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Pela hipotese feita sobre o angulo hiperboélico normal 6 de 2, temos que Ae™" < 0,

isto ¢, e™" & uma funcdo superharménica positiva em 3. Além disso, como n = 2, a

curvatura de Ricci de Y2, coincide com a curvatura Gaussiana K de X2. Pela inequacao
(4.11), Ky, > 0. Assim, pelo Lema 4.2, $? é parabélica. Portanto, h é constante em
32, isto ¢, ¥2? é um slice M7, para algum t € R. O

Observagao 4.3. Na Proposi¢ao 13 de [27], S. Montiel prova que quando X" é uma
hipersuperficie tipo-espaco completa imersa com curvatura média constante H > 1 em
S"H supondo que a imagem hiperbdlica de " estd contida no fecho de um dominio
interior limitado por uma horosfera, entao obtemos que H = 1. Quando n = 2, do prin-
cipal teorema de [20](veja também [19]), isto implica que %% € uma superficie umbilica

e a 1magem hiperbdlica é exatamente uma horosfera.

4.3 Graficos verticais inteiros em —R X M"

Seja 2 C M™ um dominio conexo de M™. Um grdfico vertical sobre ) é determi-

nado por uma funcao suave u € C*(£2) e é dado por
YMu) = {(u(z),z);z € Q} C —R x M".
A métrica induzida em €2 da métrica Lorentziana no espago ambiente via >" é
(,) = —du® + €™ () - (4.14)

O grafico é dito inteiro se 2 = M". Podemos ver, sem grande dificuldade, que um
grafico ¥"(u) é uma hipersuperficie tipo-espaco se, e somente se, |Dul|3,, < e2*, onde
Du denota o gradiente de u em ) e |Du|yn~ sua norma, com respeito a sua métrica
(, ) em €.

Observe que pelo Lema 3.1 em [22], no caso onde M"™ é um variedade simplesmente
conexa, cada hipersuperficie tipo-espago completa " limitada no infinito de —R x .« M™
é um gréfico tipo-espaco inteiro em tal espaco. No entanto, em contraste com o caso
de graficos num espago de Riemann, um grafico tipo-espago inteiro num espago-tempo
Lorentziano nao é necessariamente completo, no sentido de que a métrica Riemanniana
induzida (4.14) nao é necessariamente completa em M".

Neste contexto, usando as idéias de 7], obtém-se o seguinte resultado nao-paramétrico:

Corolario 4.9. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura sec-

cional nao negativa e seja X" (u) um grdfico vertical tipo-espago inteiro limitado no
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mfinito de —R X M™ e com curvatura média limitada 1 < H < «, para alguma

constante «. Se
1
|Dul3m < e (1 — sup —) , (4.15)

entao X" (u) € um slice.

Demonstragao. Primeiro, veja que pelas hipoteses do teorema, ¥"(u) é uma hipersu-

perficie completa. Na verdade, de (4.14) e da desigualdade de Calchy-Schwarz, obtemos

(X, X) = —(Du, X)3,, + (X, X)

Vv

—|Dul3n | X3 + € (X, X) pp
= (" = |Duljn) (X, X)pa

para todo campo de vetor tangente X em X" (u).
Assim, de (4.15), obtemos

(X, X) > e*sup — (X, X)yn > (X, X)ym

2 infz;(u) u

para a constante positiva ¢ = e SUPs; () % Isto implica que L > \/cLym, onde

L e Lyn denotam o comprimento de uma curva em ¥"(u) com respeito as métricas
Riemannianas (,) e (, ), respectivamente. Como consequéncia, como M" é completa
por hipdtese, a métrica induzida em >"(u) a partir da métrica de —R X« M™ também

é completa. Por outro lado, temos que

onde N* denota a projecao de N sobre a fibra Riemanniana M™. Consequentemente
da equagao (4.7) e (4.16), obtemos

N*" = —(N,9,) Vh, (4.17)
e temos também

IVh|? = e (N*, N*) 1 jn - (4.18)

Além disso, com um calculo simples verificamos que
e 1
N = (&t - Du) .
Vet — |Dul3,. et

Assim, de (4.16), (4.17) e (4.18), obtemos

| Dulfyn

VA2 = e
e — [ Dul3n

(4.19)

Portanto, levando em conta as equagoes (4.8) e (4.19), e usando hipotese (4.15), ga-

rantimos que cosh # < infy, H, e o resultado segue do Teorema 4.6. O
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Seguindo as mesmas idéias da prova do Teorema 4.9, obtemos também um versao

nao-paramétrica do Teorema 4.8.

Coroléario 4.10. Sejam M?* uma superficie Riemanniana completa com curvatura sec-
cional nao-negativa e seja X2(u) um grdfico vertical tipo-espago inteiro limitado no
infinito de —R X M?. Suponha que X*(u) tem curvatura Gaussiana néio-negativa e

curvatura média limitada H > 1. Se

" 1
|Du|?\42 S 62 (1 — ﬁ) s

entao X2(u) é um slice.

Observacao 4.4. Em A. L. Albujer, F. E. C. Camargo and H. F. de Lima,[8], foi
obtido resultados referentes a singularidade para hipersuperficies tipo-espago completa
com curvatura média constante imersa em um espago-tempo RW. Como aplicagdo de
tais resultados de singularidade para o caso de grdaficos verticais em um espago-tempo

RW, eles também obteram resultados nao-paramétricos de rigidez.
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