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Resumo

Neste trabalho provamos a existéncia de um atrator global para o fluxo gerado

pela equagao de evolugao

ou
a(x,t)—l—u(m,t):/RNJ(:U—y)f(u(y,t))dy—l—h, h>0, xzeRY teR,

no espago LP(RY, p). Também obtemos uma estimativa para o tamanho do atrator e

exibimos um funcional energia para o fluxo gerado por essa equacao.



Abstract

In this paper, we prove the existence of a global attractor for the flow generated
by equation

2 1) (e, ) = / S —y)(Fuly, D)y +h, h>0, zeRY, tcR,
RN

in the weight space LP(RY, p). We also give estimates on the size of the attractor and

we exhibit an energy functional to the flow generated by this equation.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético da equagao de evolugao

ou(z,t)

5 Fulet) =T (fou)(wt) +h, ()

onde u é uma funcio real sobre RY x R, h é uma constante positiva, J € C1(RY) &
uma funcao par, nao negativa com suporte na bola de raio 1 e centro na origem de RY

e o simbolo "+" na equacao acima denota o produto convolucao em R¥ isto &,

(Teo)a) = [ I =iy

A equagao (1) foi deduzida por Wilson e Cowan, [28|, para modelar a atividade neural.
Em (1), u(z,t) denota o potencial da membrana na posigao x, no tempo t > 0; a funcao
J representa a conexao dos neur6énios na posi¢ao x e posi¢ao y; a fungao f representa
a taxa na qual os spikes neurais sao gerados e a constante h representa um estimulo
externo aplicado uniformemente em todo campo neural (veja, por exemplo, [9], [11],
[12], [18], [19], [20], [21], [22], [23] e [28]).

Os principais objetivos desta dissertacao consistem em: mostrar a existéncia e
semicontinuidade superior de atratores globais para o fluxo gerado pela equagao (1),
no espago de fase LP(RY, p), e exibir um funcional energia que decresce ao longo das
solugoes de (1), generalizando assim resultados de [22] e [23].

E valido salientar que parte dos resultados expostos nesta dissertacdo constitui-
ram um artigo de pesquisa o qual foi publicado no periédico internacional Differential
FEquations and Dynamical Systems, (veja [19]).

Esta dissertagao esta organizada como segue: no Capitulo 1, seguindo as refe-
réncias [10], [15], [26] e [27], apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares.

No Capitulo 2 mostramos a existéncia de um atrator global para a equagao (1). Para
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isto, usamos as mesmas técnicas utilizadas em [18], [22] e |23]. No Capitulo 3 prova-
mos algumas estimativas e a semicontinuidade superior dos atratores. No Capitulo 4,
motivados por funcionais de [11] e [20], exibimos um funcional energia que decresce
ao longo das solugoes de (1) e ilustramos nossos resultados com um exemplo concreto.
Finalmente, no Apéndice, exibimos alguns resultados classicos que de alguma forma

foram utilizados neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo seguindo referéncias classicas como [10] e [27], apresentamos alguns
conceitos e resultados sobre semigrupos continuos e seguindo as referéncias 2], [7], [15]
e |26] apresentamos resultados sobre existéncia e unicidade de solugao de equagdes

diferenciais ordinarias em espacos de Banach.

1.1 Nocgoes de Semigrupos de Operadores Continuos

Nesta secao introduzimos a terminologia de um C"-semigrupo em um espaco de

Banach X.

1.1.1 Semigrupos Continuos

Defini¢ao 1.1. Sejam X um espa¢o de Banach e RT = [0,00). Uma Familia de
operadores (ndo necessariamente lineares) T'(t) : X — X, t > 0, € dita um C"-
semigrupo, r > 0, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) T(0) = I, isto é, T'(0)x = x para todo x € X,

(1)) T(t+s)=T(t)T(s), parat,s >0,

(113) T(t)x € continua em t e x com derivadas de Fréchet em x, até a ordem r, para

(t,x) e RT x X.

No caso particular onde cada T'(t), t > 0, é linear, dizemos que {T'(¢),t > 0} ¢é

um semigrupo linear.

11
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Para qualquer x € X, a érbita positiva por x, v"(x), é definida como
vH(x) ={T(t)z,t = 0}.

Uma orbita negativa por x é uma fungao ¢ : (—oo, 0] — X tal que
(i) ¢(0) = ,

(ii) para qualquer s < 0, T'(t)p(s) = ¢(t + s), para 0 <t < —s.

Uma o6rbita completa por x é uma fungao ¢ : R — X tal que

(i) ¢(0) = =,

(ii) para qualquer s € R, T'(t)¢(s) = ¢(t + s), para t > 0.

Observacao 1.1. Como a imagem de T(t) pode nao ser todo o X, dizer que existe
uma orbita negativa ou completa por x pode impor restrigoes em x. Também, T(t) pode

nao ser injetiva, entao se existe um orbita negativa ela pode nao ser unica.

A orbita negativa por x, v (), é definida como a unido de todas as orbitas

negativas por x, entao

(@) = H,b),

onde

H(z,t) = {y € X; tal que existe uma orbita negativa por z definida

por ¢ : (—o0,0] = X com ¢(0) = x e ¢(—t) = y}.
A o6rbita completa por x, y(z), é definida por
V(@) =7 () UyT(2).

Para qualquer subconjunto B C X, definimos

v(B)=Jr @), B =Ur @) e 2B) =]

reB z€EB zeB

como as respectivas orbitas positiva, negativa e completa por B.

1.1.2 Conjuntos Invariantes

Nesta subsecao exibimos alguns conceitos e propriedades de alguns conjuntos

invariantes sobre um semigrupo 7'(t).
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Defini¢ao 1.2. Para qualqguer B C X, definimos o conjunto w-limite de B, w(B), e
o conjunto a-limite de B, a(B), como

wB)=UT®B, «aB)=JHB.1).

s>0t>s s>0t>s

Observacao 1.2. Dado B C X, w(B) € caracterizado como seque: y € w(B) se, e
somente se, existem sequéncias x,, € B e t,, — oo tais que T(t,)x, — y, quando n —
co. Semelhantemente, o conjunto a(B) pode ser caracterizado como seque: y € a(B)
se, e somente se, existem sequéncias y, — y em X et, — 400 tais que z, = T(t,)yn €

B, para todo n.
De fato, seja

veUT®)B.

s>0t>s

Dai
pelJT(t)B, Vs>o0.

>s
Assim, para cada s > 0, t
Jp,, €T(t)B, tal que ¢, — ¢, para qualquer ¢ > s.

Em particular, para s = 0,

Jn, € T(1)B  tal que ¢,, — ¢,
tome o = T'(1)xy, com x; € B. Para s =1,

J ¢, €T(2)B tal que ¢, — ¢,
escolha, @1 = T'(2)xq, com zo € B. Para s = 2,

3o, €T(3)B tal que pn, = o,

tome, ps = T(3)xz, com z3 € B. Continuando com este procedimento, obtemos
sequéncias =, € B et, = n € N tais que T(t,)r, — ¢, com t, — oo, quando
n — 0o. Logo ¢ € w(B). Reciprocamente, suponha que exitam sequéncias x,, € B e

t, — oo tais que T'(t,)x, — ¢, quando n — oo. Como t,, — oo podemos tomar uma
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subsequéncia de (t,), a qual continuamos denotando por (t,), tal que ¢, > n para todo

n € N. Assim

¢ € {T(t,)r, para n >0}.

Sendo x,, € B, segue que

peT(t,)B para n>0.

Como qualquer subsequéncia de T'(t,,)x, converge para ¢, obtemos

e €T(t,)B para n>s,
para qualquer s € NU{0}. Ou seja,

pelJTt)B

t>s

para qualquer s € NU {0}. Logo

Y E ﬂ UT(t)B.

s>0t>s

Portanto, ¢ € w(B). Analogamente se prova a caracterizagao de a(B).
Definig¢ao 1.3. Dizemos que um conjunto B C X atrai o conjunto C C X sob T(t) se
d(T'(t)C,B) — 0, quando t— oo,

onde

d(T(t)C, B) = sup inf ||T'(t)x — y||x.
zeC YEB

Definigao 1.4. Dizemos que um conjunto S C X € invariante por T(t) se, para

qualquer x € S, existe uma drbita completa por z, vy(x), tal que y(x) C S.

Observagao 1.3. Dizer que S € invariante € equivalente a dizer que T(t)S = S, para

todo t > 0.

De fato, suponha que S é invariante. Parat = 0 é 6bivio que 7'(0)S = S. Suponha

t > 0. Para x € S, existe uma orbita completa ¢ : (—o0,00) — S tal que

p(0) =z e T(r)p(s) = (T + ),

paraT > 0eseR. TomeT=tes=0. Assim
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ou seja, T'(t)x € S. Logo T'(t)S C S. Para ver que S C T'(t)S, note que para = € S,

tomando 7 =t e s = —t, obtemos

Tt)p(=t) = ¢(0) = T(H)p(=t) = z.

Logo S C T'(t)S. Portanto T'(t)S = S, para t > 0.
Reciprocamente, suponha que T'(t)S = S para todo t > 0 e seja z € S. Entao

existe 1 € S tal que

T(1)x; = .

Como x; € 5, existe o € S tal que
T(l)[L‘Q =T,

e assim por diante. Se xg = x, obtemos uma sequéncia (z,) de pontos de S tal que

T(1)(xps1) = zn, para n>0. (1.1)
Usando (1.1), temos
T(n)x, = TQ)---T(1)z,
—_————
n—Vvezes

= T(1)--T(1) 20y
N—————
(n—1)vezes
— TA)--T1) 2ps

————
(n—2)Vvezes
= X.

Defina ¢ : (—o0,00) — X por

T(t)x, set>0
Tn+t)z, se te[-n,—n+1), n=12...
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Sejan € N tal que s € [-n,—n +1). Se t > —s, entdo

T(t)p(s) = TH)T(n+ s)x,

Se s € [—k, —k + 1], entao
p(s) = T(k+s)z
= T(k+s)T(1)zr

= T(k+1+s)zr

= T(k+j+ 8)Tkj,
para j € {0,1,2,...}.
Sen>kej=n—k, entao
o(s)=T(n+s)x, se se€|[—k,—k+1).
Agora se t < —s, entao existe k € N tal que
0<k<n—-1 ¢ —-1<7<0
tal que
—s=t+k—rT. (1.2)
Entao,
Tt)p(s) = TH)T(n+ s)x,
= T(t+s+n)x,
= Tn—(k—1))z,.
Dai, usando (1.2) e que n = j + k, com j = 1, obtemos
T(t)e(s) = T(L+k—(k—7))21ek
= T(7+1)xgs

= T(14+k+t+s)Tps.
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Observando que por (1.2), t +s € [—(1 + k), —k), segue da definigao de ¢ que
T(1+k+t+s)ze =pt+s).

Proposicao 1.5. Seja B um subconjunto de X para o qual w(B) € compacto e w(B)
atrai B, entao w(B) € invariante. Se B é conexo, entiao w(B) é conexo. Se w(B) C B,

entao w(B) = (V50 T(t)B.

Demonstragao. Suponha que w(B) é compacto e atrai B. Se w(B) = (0, nao ha o
que provar. Entdo podemos supor que w(B) # (). Primeiramente mostraremos que

T(t)w(B) C w(B), para todo t > 0. Seja x € T'(t)w(B), entao
x =T(to)xg, paraalgum t5>0exg€ w(B).
Dai, existem sequéncias (z,) C B e t, — oo tais que
T(t,)x, — x9, quando n — oo.
Sendo T continua, segue que
x = T(to)zo

= T(to) lim T(t,)x,

n—o0

n—oo

entdo = € w(B). Portanto

T(t)w(B) C w(B).
Por outro lado, dado y € w(B), existem sequéncias y,, € B e s, — 00 tais que

T($p)yn — y, quando n — oo.

Como s,, — 0o, dado k > 0 existe ng € N tal que s,, > k, para todo n > ng. Considere
o conjunto

H =A{T(sp — k)xn, n > ng}.

Como w(B) é compacto e atrai B, existe uma subsequeéncia s,, — 0o e z € X tal que

T(sn; — k)yn; — 2, quando j — oo,
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Assim, z € w(B). Note que
T(S”j)ynj = T<Snj —t+ t):ynj
= T(t)T(sn; = t)Yn,-

Mas,
T(sn,)Yn; =y e T)T(sn, —t)yn;, — T(t)z,

quando n; — oo. Entao

y="T(t)z.
Logo y € T'(t)w(B) e consequentemente
T(t)w(B) D w(B).

Das inclusoes acima obtemos a invariancia de w(B).
Sendo B conexo, provemos que w(B) é conexo. Suponha que w(B) nao é conexo,

entao existem abertos Ay, A, tais que
AiNAy; =0, w(B)CAUAy, wB)NA#0, i=1,2.
Como w(B) é compacto, existe € > 0 tal que
w(B)® C A1 U A,

onde w(B)¢ é a e-vizinhanga de w(B). Por hipotese, w(B) atrai B, entao existe ty > 0
tal que
Vit> to, T(t)B C CU(B>8 C A1 U AQ.

Sendo w(B) N A; # () e T(t)B conexo, existem sequéncias (t,) e (t,),
t, —+0o0 e t, — oQ.
que podemos supor t,,t, >ty e t, < t, tais que
T(t,)BC A e T(t,)B C As,

para qualquer n. Mas Ay N Ay, =0 e T(t) ¢ continuo, entao existem ¢, < s, < t,, €
(z,) C B tais que
T(Sn>$n ¢ A1 U Ag,
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para qualquer n. Mas

T(sp)on C7*(B),

entdo T'(s,)x, possui subsequéncia convergente, isto &, T(s,)x, — = € (A3 U Ay)e.
Absurdo, pois

Finalmente, sendo w(B) invariante e w(B) C B, temos
w(B)=T(t)w(B) CT(t)B, Vt>D0.

Assim

w(B) C[)T(t)B.

>0

Por outro lado, note que

T(k)BC | JT(t)B, ¥k >0,

t>k
logo
(TxBc(JTM1)B,
k>0 k>0 t>k
ou seja,
()7 (k)B C w(B)
k>0
Portanto,

]

Proposicao 1.6. Se B C X ¢é um conjunto nao vazio tal que v*(B) é compacto, entdo
w(B) € nao vazio, compacto, invariante e atrai B. Se, além disso, se B € conexo entdo

w(B) € conexo.

Demonstracao. Temos

Note que,
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sendo X um espaco métrico completo, segue que,

AUrws

s>0t>0

¢ compacto e nao vazio. Provemos agora que w(B) atrai B. Suponha, por contradicao,

que isso nao ocorra. Entao existe € > 0, t, — oo e x,, € B tal que
d(T(tp)xn, w(B)) > €. (1.3)

Temos que,

{T(tn>xmn > 0} C 'V+(B)7

ja que y+(B) é compacto, existem subsequéncias (¢,) e (z,) tais que
T(t,)x, =y € w(B).
Fazendo n — oo em (1.3), obtemos
d(y,w(B)) > e.

Absurdo, pois y € w(B).
Portanto, pela Proposicao 1.5 concluimos o resultado.

[]

Definigao 1.7. Seja T'(t) : X — X um C"-semigrupo para algum r > 0. O semigrupo
T(t) € assintoticamente suave se, para qualquer conjunto B C X, nao vazio, fechado

e limitado para o qual T(t)B C B, existe um conjunto compacto J C B tal que J atrai

B.

Proposicao 1.8. Se T'(t) € assintoticamente suave e B € um conjunto nio vazio em X
tal que v+ (B) é limitado, entao w(B) € nao vazio, compacto, invariante e w(B) atrai
B. Se B ¢ conezxo, entao w(B) € conexo. Em particular, se para algum x € X, v (x)

¢ limitado, entao y*(x) € compacto e w(x) € nao vazio, compacto, conexo e invariante.

Demonstragao. Provemos inicialmente que w(B) é compacto. Para isto, seja = €

T(t)yT(B), entao z = T(t)y, com y € v (B). Dal,

y € U v (x) =y € v (x0), para algum o € B.
reB
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Entao

y = T(tg)zo, para algum to > 0.

Assim, ja que

Obtemos,

rert(w) = re | Jy(@),
z€eB

ou seja, x € yH(B). Logo T(t)y*(B) C v"(B). Sendo T'(t) continuo, segue que

Tty (B) C vH(B).
E mais, sendo T assintoticamente suave, existe J C W tal que J atrai B. Assim,
d(T(t)B,J) < e, quando t — o0. (1.4)
Seja x € w(B), entdo existem sequéncias (z,) C B e k, — 0o, tais que
T(kp)x, — x, quando n — oo.

Por (1.4), segue que x € J, isto ¢, w(B) C J. Como w(B) é fechado e J é compacto,
entao w(B) é compacto.
Provemos agora que w(B) atrai B. Suponha, por contradigao, que w(B) nao atrai

B. Entao existe um ¢ > 0, uma sequéncia t, — oo e pontos y, € B tais que
d(T(t,)yn,w(B)) > &, quando n — 0. (1.5)
Como J atrai B e J é compacto, podemos assumir que
T(t,)yn — z € J, quando n — 0.

Logo existem sequéncias y, € B e t, — oo tais que T(t,)y, — z, entdo z € w(B).
Contradigao com (1.5). Portanto w(B) atrai B.
Como w(B) é compacto e atrai B, pela Proposi¢ao 1.5, w(B) é invariante. E se

B ¢é conexo, entao w(B) é conexo. O
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1.2 Dissipatividade de Semigrupos

Nesta segao revisamos algumas propriedades sobre dissipatividade de um semi-
grupo. Alguns resultados nao serdao demonstrados mas tais demonstragbes podem ser

encontradas, por exemplo, em [10].

Defini¢ao 1.9. O semigrupo T(t) é dito ponto dissipativo (compacto dissipa-
tivo)(localmente compacto dissipativo)(limitado dissipativo) se existe um con-
gunto limitado B C X que atrai cada ponto de X (cada compacto de X )(uma vizinhanga

de cada compacto de X )(cada conjunto limitado de X ) sobre T(t).

Defini¢ao 1.10. Para um C"-semigrupo T(t), t > 0, um conjunto compacto invari-
ante A € dito conjunto compacto invariante maximal se todo conjunto compacto
invariante do semigrupo estd em A. Um conjunto invariante A é dito um atrator glo-
bal se A é um conjunto compacto invariante maximal que atrai os conjuntos limitados

B C X. Em particular, w(B) € compacto e pertence a A.

Teorema 1.11. Se T'(t) : X — X, t > 0, € um C"-semigrupo e existe um conjunto
compacto nao vazio K que atrai os conjuntos compactos de X e

A=THEK,

>0

entao
(i) A € independente de K;
(11) A € mazimal, compacto e invariante;
(i1i) A atrai conjuntos compactos de X ;
(iv) Se T(t) € assintoticamente suave, entio se C € qualquer subconjunto de X tal que

yH(C) € limitado, entao A atrai C.
Demonstracao. Seja H C X um conjunto compacto. Entao
d(T(t)H, K) — 0, quando t — co.

Assim y*+(H) é compacto e w(H) C K. De fato, seja ¢ € w(H), entdo existem

sequéncias x,, € H e t, — oo, tais que d(T'(t,)zn, ) — 0. Temos

d(o, K) < d(¢, T(tp)xn) + d(T(tp)xn, K), ¥V n € N.
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Calculando o limite, segue que

d(p, K) =0

Logo ¢ € K, ou seja, w(H) C K. Sendo K compacto, em particular, temos w(K) C K
e 7T (K) compacto. Pela Proposigao 1.6, w(K) é compacto, invariante e atrai K. E

Pela Proposicao 1.5,

w(K) =[T(HK.

t>0

Note também que K atrai compactos de X, entdo w(K) atrai compactos de X. Se K;

é outro conjunto compacto que atrai compactos de X, entao pelo que foi feito acima
w(K;) Cw(K) C w(ky),

pois w(K7) e w(K) atrai compactos de X. Assim A = w(K) ¢ independente de K, &
maximal e atrai compactos. Isto prova (i), (ii) e (iii).

Para provar (iv), considere C' um subconjunto de X tal que v*(C) é limitado. Note

que T(t)yH(C) C vT(C). Com efeito, seja = € T(t)yT(C), entdo z = T(to)y, com

to >0 ey e ~yH(C). Assim existe uma sequéncia y, € v (C), tal que y, — y. Dai,

x = T(t)y
= 1O It

= lim T(t)y,.
n—oo

Como (T'(t)y,) C v(C), existe uma sequéncia em y*(C') que converge para x. Entao

x € yH(C). Sendo T'(t) assintoticamente suave, existe um compacto K C y+(C) que

atrai y+(C). Em particular K atrai v7(C), entdo A atrai v(C). O

Lema 1.1. Se T'(t) : X — X, t > 0 € assintoticamente suave e T(t) € compacto

dissipativo, entao existe um compacto invariante que atrar compactos de X.
Demonstragao. Ver [10] O

Lema 1.2. Seja T'(t) : X — X, t > 0, um semigrupo assintoticamente suave e ponto
dissipativo.

(i) Se a orbita de qualquer compacto é limitado, entao T(t) € localmente compacto dis-
stpativo.

(i1) Se a orbita de qualquer conjunto limitado € limitado, entao T(t) é limitado dissi-

pativo.
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Demonstragao. (i) Seja B um conjunto limitado fechado que atrai pontos de X e
U={z€B; v"(z) C B}.
Entéo U atrai pontos de X e 4+ (U) é limitado, pois U C B e v*(U) C B. Note que
T(t)y™(U) c ™ (U).
De fato, seja = € T(t)y*(U), entao

x € T(to) | )" (2), to>0.

zelU

Entao x € T(ty)y" (x¢), para algum zo € U. Assim
x=T(to)T(t)xyg, com t>0.
Dai

r=T{ty+t)ze = z€~ (20

= x€ U v (z).

Ou seja, © € y7(U). Sendo T assintoticamente suave e T(t)y"(U) C ~*(U), entao
existe um compacto K C U tal que K atrai U. Como U C U, em particular K atrai
U. E mais, U atrai pontos de X. Entao K atrai pontos de X. Logo o conjunto K atrai
ele mesmo, entdo v (K) é relativamente compacto. Se J = w(K), entao J é compacto
invariante e atrai pontos de K, isto conclui a prova de (i).

Para provar (ii), suponha agora que a 6rbita de qualquer compacto é limitado.
Primeiramente vamos provar que existe uma vizinhanga V' de J tal que (V) é limi-
tado. Suponha que nao, entao existe uma sequéncia z; € X (€ J) e uma sequéncia de
nimeros reais t; — oo e um y € J tal que z; — y e |T'(¢;)z;| = oo, quando j — oo.

Entao {z;, j > 1} é compacto, com
’7+({5L'j, jZ 1})

ilimitado, pois |T'(¢;)z;| — oo, isto contradiz a hipotese. Assim, existe uma vizinhanca
V de J tal que (V) é limitada. Como J atrai pontos de X e T é continua, para

x € X existe uma vizinhanga O, de z e um ¢, € R tal que

T(t)0, C ™ (V)
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para t > to. Ou seja, v7(V) atrai O,. Para qualquer compacto H C X, existe uma

cobertura finita aberta {C1,...,C,} tal que

rela

=1

Pelo que foi feito acima, para cada
n
x € U Cl,
=1

existe uma vizinhanca O, de x tal que v*(V) atrai O,. Logo " (V) atrai uma vizi-
nhanca de um conjunto compacto. Portanto, T'(t) é localmente compacto dissipativo.
Como, por hipodtese, as érbitas de conjuntos limitados ¢é limitado, entao as 6rbitas de
conjuntos compactos é limitado. Pela demonstra¢ao acima, 7'(t) é localmente com-
pacto dissipativo, em particular, T'(t) é compacto dissipativo. Pelo Lema 1.1 existe um
conjunto compacto invariante K que atrai os compactos de X. Definindo
A=THK,
>0
temos que A é limitado e, pelo Teorema 1.11, dado qualquer conjunto limitado C € X

tal que v7(C) ¢é limitado, entao A atrai C. Portanto T'(¢) é limitado dissipativo. [

Teorema 1.12. Se T'(t) : X — X, t > 0, € assintoticamente suave, ponto dissipativo

e orbitas de conjuntos limitados € limitadas, entao existe um atrator global A.

Demonstracao. Pela demostracao do Lema 1.2, existe um compacto K que atrai os

compactos de X. Definindo

A=THE,

t>0

pelo Teorema 1.11, A é compacto invariante maximal e dado qualquer conjunto limitado

C' C X tal que y7(C) é limitado, entao A atrai C'. Portanto, A é um atrator global. [

A existéncia de um conjunto atrator implica em T'(t) ser assintoticamente suave.

Mais precisamente, temos o resultado abaixo, retirado de [24].

Teorema 1.13. Seja T'(t) : X — X, t > 0 um semigrupo e A um atrator global, entao

o fluxo, T(t), € assintoticamente suave.
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Demonstracao. O resultado segue da existéncia do atrator A. De fato, seja B um
conjunto limitado fechado e positivamente invariante, entao BNA # () pois do contrério
d(T(t)B,A) > 0, ja que B ¢é fechado e A é compacto. Mas sendo B limitado e
positivamente invariante isso nao ocorre pois A atrai B. Ja que AN B é um fechado
contido em compacto, segue que ele é compacto.

Além disso, se C' € um conjunto limitado, para todo € > 0, existe 5 > 0 tal que
T(t)(CNB) C (AN B)E, para todo t > ty, onde (AN B)® é a e-vizinhanca de AN B.

Com efeito, sendo A um atrator, para todo £; > 0, existe 5 > 0 tal que, para
todo t > to, T(t)C C A®, entao T'(t)(C'N B) C At N B. Portanto, é suficiente provar
que (A N B) C (AN B)® para algum &, conveniente.

Como (A\ (AN B)2) ¢ compacto e (A\ (AN B)2)N B = (), existe e, > 0 tal que

d((A\ (AN B)z),B) > e,.

Assim, para cada ¢ > 0, escolha £, = min{35,;}. Entao, escrevendo

= (A\ (ANB)2)U (AN B)2,
obtemos
ATNB = [(A\(ANB)2)* NBJU[((ANB)2)" NB]
= [((ANnB)2)* N B]
c (ANnB)y*NB
c (AN B).
Portanto quando C' = B, temos que AN B atrai B. O

Definicao 1.14. Seja B um subconjunto de X e U um conjunto aberto contendo B.
Dizemos que B € absorvente em U se a orbita de qualquer conjunto limitado de U
entra em B apds um certo tempo, ou seja, dado By C U, By limitado, existe t; > 0
tal que T(t)By C B, para todo t > t1. Também dizemos que B absorve os conjuntos

limitados de U.

A existéncia de um atrator global A para um semigrupo 7'(¢) implica na existéncia
de um conjunto limitado absorvente. De fato, dado € > 0, seja V. a e-vizinhanca de A.

Entao, para qualquer conjunto limitado By C X, temos

d(T(t)By, A) — 0,
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quando t — oo. Assim, existe t(g) > 0 tal que

d(T(t)By, A) < =, para t>t(e),

DO | ™

ou seja, T'(t)By C V. para t > t(e). Portanto A é um conjunto limitado absorvente.
A reciproca da afirmacgao acima sera verdadeira, ou seja, existéncia de um con-
junto limitado absorvente implica na existéncia de um atrator global, se adicionarmos

pelo menos uma das duas seguintes hipoteses:

(h1) Os operadores T'(t) sao uniformemente compactos para ¢ grande, isto é, para

todo conjunto limitado B existe ¢y tal que

SRAGL

t>to

é relativamente compacto em X.

(h2) X é um espago de Banach e para todo ¢, temos T'(t) = Ti(t) + T2(t) onde os
operadores T7(t) sao uniformemente compactos para ¢ suficientemente grande e

para todo conjunto limitado C' C X,

re(t) = sup ||Tx(t)p||x — 0, quando t — oc.
pel

Embora a hipotese (h2) implique na hipotese (h1), vamos demonstrar a existéncia
de atrator global assumindo cada uma dessas hipoteses separadamente. Para isto,

precisamos dos seguintes lemas:

Lema 1.3. Suponhamos vdlida a hipdtese (h2). Se (p,) € limitada e t, — oo, entdo
To(tn)pn — 0 e Ti(t,)pn € convergente se, e somente se, T(t,)p, converge (e terd

limites iguais).
Demonstragao. Pela hipotese (h2), segue que
0 < || To(tn)enllx < re(tn) = sup T2 (tn)el|x-
pe

Sendo (¢,) uma sequéncia limitada, entao (¢, ) esta contida em um conjunto limidado

C C X. Calculando o limite, obtemos

0 < lim ||T5(tn)en||x < lim r.(t,) = 0.
n—00 n—o0
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Assim

Sobre a segunda parte do lema, observe que, pelas propriedades de somas de sequéncias,

lim T(t,)e, = lim Ti(t,)e, + im Ty(t,)en,
n—oo n—oo

n—oo

ou seja,
25, Tltn)ion = g Tilln)on
Portanto, T1(t,)p, converge se, e somente se, T'(t, )y, converge. O

Lema 1.4. Se o semigrupo T(t), t > 0 satisfaz (h1) ou (h2), entdo, para qualquer

conjunto By limitado e nao vazio de X, w(By) € nao vazio, compacto e invariante.

Demonstragao. Se a hipotese (hl) for verificada, este lema segue direto da Proposic¢ao
1.6. Suponha agora que apenas a hipotese (h2) seja verificada. Usando o Lema 1.3,

temos que w(By) ¢ igual ao conjunto

wl(Bo) = ﬂ U Tl(t)BO,

s>0T>s

pois dado ¢ € w(By), existe uma sequéncia ¢, € By e uma sequéncia t,, — oo tais que
T(t,)en — ¢, quando t — oo.

Devido ao Lema 1.3, Ti(t,)y, também vai convergir para . Note que a caracteriza-
¢ao de conjunto w-limite também pode ser aplicada para caracterizar os elementos de
w1 (By). Dai ¢ € wy(By), provando que w(By) C wy(By). A inclusdo contraria ¢ analoga.

Note que os conjuntos dados por m sao nao vazios, fechados e diminuem
(no sentido de inclusao) quando s cresce. Além disso, pela hipotese (h2), temos que
m ¢ compacto para t, suficientemente grande. Dai w(By) é nao vazio e
compacto.

Mostraremos agora que w(By) ¢ invariante, isto é, T'(t)w(By) = w(By). Primei-
ramente, tome ¢ € T(t)w(By) dada por ¥ = T(t)p, ¢ € w(By). Existem sequéncias
on € By e t, — oo tais que, usando as propriedades de semigrupos e de limite de
sequéncia,

T)T (L) on =Tt +tn)pn — T(t)p = 1.
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Assim ¢ € w(By), mostrando que T'(t)w(By) C w(By). Tome agora ¢ € w(By). Para

t, —t >0, temos

T(t, —t)on = Ti(t, — ) + To(t, — t)pn.

Pela hipdtese, como o conjunto dos pontos da sequéncia T} (t, — t)p, € relativamente

compacto, existird uma subsequéncia convergente,
Ty (tn, — t)n, — 1 quando n; — 0.

Como Ty(t,, — t)pn, — 0 (pois é uma subsequéncia da sequéncia Ty(t, — t)p, que

converge para 0), temos que
T(t,, —t)n, — ¥, quando n; — 0.
Dai ¢ € w(By) e

T(t)) = lim T(O)T(ta, — t)on, = @ € T(t)o(By).

concluindo que
T(t)w<80) = W(Bo).

ou seja, w(By) ¢é invariante. O

Lema 1.5. Seja U um conjunto aberto, convexo e conexo e seja K C U um conjunto
invariante compacto que atrai compactos sob o semigrupo T(t), t > 0. Entdo K é

conexo.

Demonstragao. O fecho convexo de K (ver Apéndice A), convK = B, é compacto (veja
[1], Teorema 5.35, p.185), conexo e esté contida em U, portanto K atrai B. Suponha
por absurdo que K nao seja conexo. Dai existe uma cisao nao trivial de K, isto é,
existem A; e Ay taisque A;NK #0, A;NK #0, K C AjUAy e A;N Ay = (. Como

K C B e K é invariante, temos que
K=T({t)K CT(t)B.

Dai AANT#)B # 0 e Ay,NS(t)B # (. Como B é conexo e a imagem de aplicagoes
continuas de dominios conexos é também conexa, segue que T'(t)B é conexa. Dai A;UA,

nao cobre T'(t)B, portanto, para todo n € N existe z,, € T'(n)B tal que x,, € AJUA,. Se
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a hipotese (h1) for valida, esta sequéncia seré relativamente compacta. Por outro lado,
se somente a hipotese (h2) for vélida, escrevemos z,, como z,, = T1(n)y, + Ta(n)y,.
Pela hipotese (h2) e pelo Lema 1.3, a sequéncia T}(n)y, sera relativamente compacta
e Ty(n)y, — 0, implicando que z,, ¢ uma sequéncia relativamente compacta. Como K
atrai o conjunto dos pontos de z,,, vai existir uma subsequéncia de x,, que converge para

um ponto x € K. Este ponto x nao pertence a A; U Ay, contradizendo a hipotese. [

Estamos finalmente prontos para mostrar quando a existéncia de um conjunto

absorvente implica a existéncia de um atrator.

Teorema 1.15. Seja X um espago métrico e T(t) : X — X, t > 0, um C"-semigrupo
para algum r > 0. Suponha que T(t) satisfaz a hipdtese (h1) ou a hipétese (h2) e
suponha que existam um conjunto aberto U e um subconjunto limitado B de U tal que
B absorve U. Entao o conjunto A = w(B) € o atrator compacto mazimal em U que
atrai os conjuntos limitados de U. Mais ainda, se X € um espag¢o de Banach e U €

convexo e conero, entao A também serd conexo.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que a hipétese (h1) se verifica. Como (J,-,, T'(t)B
é relativamente compacto, temos pela Proposigao 1.6 que w(B) é nao vazio, compacto
e invariante. Suponha, por contradigao, que A nao seja um atrator, ou seja, que para

algum limitado By de U, T'(t)By nao se aproxime de A, ou seja,
d(T(t)By, A) - 0, quando t — oo.
Dai existe um 0 > 0 e uma sequéncia t,, — oo tal que
d(T(t,)By, A) >0, V n.
Dai, para cada n € N existird um b,, € By tal que

A(T ()b, A) > 2 > 0.

| S

Como B ¢ absorvente, T'(t,)By estara contido em B para n suficientemente grande.
Portanto, T'(t,)b, estara contido em B para todo t, > t,,, para algum t¢,, > 0. Pela
hipotese (hl), a sequéncia T'(t,)b, é relativamente compacta. Dai existe uma sub-

sequéncia convergente tal que

B = lim T(ty)bp, = Hm T(tn, — tng)T(tng )b,

n;—00 n;—00
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Como T'(t,,)b, € B, segue que f € w(B) = A, ou seja,
d(T(tp,)bn,, A) — 0,

o que contradiz a hipdtese de A nao ser atrator. Mostraremos agora que A é maximal.
Seja A’ um atrator limitado tal que A C U. Dai, como A’ é invariante e B é um conjunto
absorvente, temos que para um t suficientemente grande, A" = T(¢t)A’ C B. Dai
A= w(A") Cw(B) = A, mostrando que A’ C A, ou seja, A é maximal. A conexidade
de A segue do Lema 1.5, concluindo a demonstracao para o caso de supormos a hipotese
(h1).

Suponha agora que apenas a hipotese (h2) se verifica. Pelo Lema 1.4, w(B) = A
é nao vazio, compacto e invariante. Mostraremos que A é um atrator. Suponhamos
entao, por absurdo, que A nao seja atrator, ou seja, que para algum limitado By de U,
d(T(t)By, A) # 0 quando t — oco. Dai existe um 6 > 0 e uma sequéncia t,, — oo tal
que

Dai, para cada n € N existira um b,, € By tal que

A(T(t)bn, A) > 2 > 0,

| S

Como B ¢é absorvente, T'(t,)By estara contido em B a partir de um t¢,. Portanto,
T(t,)b, estara contido em B a partir de um ng suficientemente grande. Pela hipotese
(h2), a sequéncia Ti(t,)b, ¢ relativamente compacta. Dai, pelo Lema 1.3, T'(t,)b,, ¢
uma sequéncia relativamente compacta, portanto existe uma subsequéncia convergente
tal que

= lm T(t,,)b, = Um T(t,, — tsn,)T (tny)bng-

n;—00 n—oo

Como T'(t,,)bn, € B, segue que 5 € w(B) = A, ou seja,
(T (tn,)bn;, A) =0,

contradizendo a hipotese, mostrando que A = w(B) ¢, de fato, um atrator. Os re-
sultados sobre a conexidade que faltam para concluir este teorema seguem do Lema

1.5. [l
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1.3 Sistema Gradiente e Semicontinuidade Superior

Nesta se¢ao definimos sistemas gradiente e apresentamos alguns resultados sobre

semicontinuidade superior.

1.4 Sistema Gradiente

Defini¢ao 1.16. Seja T'(t) : X — X, t > 0, r > 1 um C"-semigrupo. Uma fungao

continua V : X — R é chamada um funcional de Lyapunov se:
(i) V() € limitado inferiormente;

(i) V(z) — oo, quando |z| — oo;

(1) V(T (t)x) € nao crescente em t para cada x € X;

(tv) Se x € tal que T(t)x esta definido parat € R e V(T'(t)x) = V(x) para t € R,

entiao x € um ponto de equilibrio, isto €, T(t)x = x, para todo t > 0.

Defini¢ao 1.17. Dizemos que um semigrupo T(t) : X — X ¢ fortemente continuo

se

lim ||T(t)x — =0
para cada x € X.

Definigao 1.18. Um C"-semigrupo fortemente continuo T'(t) : X — X, t >0, r > 1,

€ um sistema gradiente se:
(i) Cada orbita positiva limitada € precompacta;
(11) Existe um funcional de Lyapunov para T'(t).
Para melhor entendimento da defini¢ao, demonstramos o seguinte resultado:

Proposicao 1.19. Seja T'(t) : X — X, t > 0, um C"-semigrupo e E o conjunto dos
pontos de equilibrio de T'(t). Se T(t) é um sistema gradiente, entdo w(x) C E, para
cada x € X. Se v~ (x) € uma orbita relativamente compacta, entio a(x) C E para

reX.
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Demonstragao. Seja T'(t) um sistema gradiente, entao existe um funcional de Lyapunov
V : X — R. Sendo 7" (z) relativamente compacta, o conjunto {V(T'(t)x),t > 0} é

limitado inferiormente, ou seja, existe ¢ € R tal que
c<V(T(t)x), Vt>0 e VzeX.
Sendo V (T'(t)x) nao crescente, seque que
V(T(t)) — c,
quando t — 0o. Pela Proposicao 1.6, w(z) é compacto e invariante. Considere T'(t)y,
comt > 0ey € w(x), entdo existe t,, — oo tal que T'(t,)r — y. Dali,
TT (t,)x — T(t)y,
sendo V' continua, obtemos
V(T ()T (tn)x) — V(T (t)y).
Assim

V(T(t)y) = lim V(T(t)T(t,)x)

n—o0

= lim V(T(t +t,)x)

n—+00
= ¢

isto &, V(T'(t)y) = c parat € R e todo y € w(z). Em particular, para ¢ = 0, temos
V(y) = ¢. Logo, V(T (t)y) = V(y). Sendo V um funcional de Lyapunov segue que y ¢é
um ponto de equilibrio. Portanto y € E.

Suponha que v~ (x) é uma 6rbita relativamente compacta, com x ¢ E. Novamente
pela Proposicao 1.6, a(z) é compacto. Seja y € a(x), entao existe ¢, — —oo tal que
T(t,)z — y, quando n — oo. Tome ¢, tal que t,, —t,_1 > 1, para todo n. Entao, para

qualquer t € (0,1), sendo V(T'(t)z) nao crescente,
V(T(t,—1)z) <V (T(t, +t)x) < V(T(t,)x),
para todo n. Dali,
V(T (tn+t)z) = V(y),
quando n — oo. Como
V(T'(tn + t)x) = V(T (t)y),

quando n — oo. Segue que V(T'(t)y)) = V(y). Portanto y € E. O
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1.4.1 Semicontinuidade Superior
Suponha A um espago métrico, X um espaco de Banach e que, para cada A\ € A,
TN : X=X

¢ um C"-semigrupo com T'(¢, \)x continua em ¢, A\, x. Se para cada A € A, {T'(t,\),t >
0} é assintoticamente suave, entdo para qualquer conjunto fechado limitado B C X
para o qual T'(t,\)B C B, t > 0 existe um conjunto compacto K,(B) C B tal que
K (B) atrai B sobre T'(t, \).

Definicao 1.20. Dizemos que a familia de semigrupos
(T(tN), t>0}, AeA,

€ coletivamente assintoticamente suave, se

U K\(B)

A€A

é compacto.

A prova do teorema abaixo é obtida de maneira analoga a prova do Teorema 2.5.2

de [10].

Teorema 1.21. Suponha T'(t,\) : X — X, t >0, é um C"-semigrupo para cada X\ € A
e suponha existir um conjunto limitado B C X independente de A tal que B atra:
conjuntos compactos de X sobre T(t,\). Se a familia de semigrupos € coletivamente
assintoticamente suave, entdo o conjunto compacto invariante maximal Ay de Ty €

semicontinua superiormente em A, isto €,
d(A)\,A)\O) — O, A — )\0.

Teorema 1.22. Suponha T'(t,\) : X — X, t >0, € um C"-semigrupo para cada \ € A
e existe um conjunto limitado B que atrai pontos de X sobre T(t,\) para cada A € A
e, para qualger limitado U, o conjunto
v=UUrenu
AEA >0
€ limitado. Se a familia de semigrupo € coletivamente assintoticamente suave, entdo

familia de atratores globais € semicontinua superiormente em .
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Demonstracao. Suponha que H seja um conjunto compacto de X. Entao A, atrai H,

para cada A € A. Sendo cada A, limitado, entao

V= UUnwmA

AEA >0

é limitado. Note que, para cada A € A,
T)\(t)A)\ = A,\, t>0.

Assim

V=|[]JA,

AEA

atrai H. Logo, V' é um conjunto limitado que atrai os compactos de X. Pelo Teorema

1.21 A, é semicontinua superiormente. [

1.5 Teorema de Existéncia e Unicidade em Espacos

de Banach

Nesta segao, seguimos resultados de [2], [7], [15] e [26], os quais sao repetidos aqui
para deixar o texto mais didatico.

Considere, em um espago de Banach X, a equagao diferencial

T = f(t,x), (1.6)
sendo

FiIxX — X

(t,x) = f(t ),

onde f é uma func¢ao continua, I C R e & denota a derivada de x com relagao a variavel
t.
Uma fung@o continuamente diferenciavel ¢ : I C R — X é dita solugao de (1.6)

no intervalo I se:

1. o grafico de ¢ em 1, isto &, {(t,¢(t));t € I} esta contido no dominio de f;

2. %(ﬁ(t) = f(t,¢(t)) para todo t € I.
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O problema de Cauchy para (1.6) com condi¢oes iniciais (o, o) ¢ denotado por
T = f(t,l'), .le(to) = T, (to,xo) el xX (17)
Lema 1.6. O problema (1.7) é equivalente a equagdo integral

a:(t):xo—i—/t F(5,2(s))ds. (1.8)

Demonstragao. De fato, integrando de tq a t ambos os lados de (1.7), temos

/t:at(s)ds _ /t:f(s,x(s))ds.

Dai, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

x(t) — z(ty) = /t f(s,z(s))ds.

Portanto,

z(t) = xo —{—/t f(s,z(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.8) temos

d d d [*
Ja(t) = —ato) + - /t f(s,z(s))ds.

Logo,
= f(t,z(t), x(ty) = xo.

O

Quando X = R", temos o classico Teorema de Picard que garante existéncia e unicidade

para (1.7). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.23 (Teorema de Picard). Seja Q2 = I, X By, onde I, = {t; |t — to| < a},
By = {z; ||z — xo|| < b}. Suponha f: Q :— R™ continua e lipschitziana na sequnda
varidvel. Se |f| < M em Q com M € R, entio existe uma e somente uma solugao de

(1.7) em I, onde, o = min{a,b/M}.
Demonstragao. Veja |25]. O

No que segue, discutiremos um resultado que generaliza o Teorema de Picard.
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Teorema 1.24 (Existéncia Local). Sejam X um espago de Banach e (t, o) € R x X.
Suponha que numa vizinhanga do ponto (to, x¢) a funcao f é continua em t e satisfaz

a condi¢ao de Lipschitz na sequnda varidvel, isto €, existe M € Ry tal que

1t x) = f(Ey)ll < Mz —y. (1.9)
Entao existe uma vizinhanca de ty tal que o problema de Cauchy

T = f(t,I)7

l’(to) = Xy,

(1.10)

tem uma unica solucao.

Demonstragcao. Seguimos nesta demonstracao a idéia dada por Daleckii e Krein em
[7]. Como f é continua em ¢, fixado n > 0 ¢ 2 € X tal que ||z — x¢|| < n, entdo dado

& > 0 existe € > 0, tal que
1f (t.x) = f(to,2)|| <& (1.11)

sempre que |t — to] < e. Usando a hipotese de f ser Lipschitz na segunda variavel,

temos

1 (& 2) = f (& 2o)l| < Mz — ol < M. (1.12)
Note que, pela norma da soma
12, 2) = (to, zo) || = [|(£ = to, = — wo)|| = |t = to| + [l — zol| <&+, (1.13)

Usando (1.11) e (1.12), obtemos

L (t2) = f (o, xo)ll = (1 (82) = (8, 20) + f (t,20) — [ (to, %o
1f (&, 2) = f (& zo)ll + ILf (2, 20) = f (2o, 20) |
< Mn+E&.

IN

Portanto, fazendo 7 = Mn + &, segue que

1f (& x) = f (to, zo)|| < 7,

sempre que

H(t,l’) - (to,l’o)” <e+ n,
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isto é, f & continua numa vizinhanca de (to,zo), por conseguinte f ¢ limitada nesta

vizinhanca (veja [13] Teorema 2 p.225). Logo, existe M; > 0 tal que

1f (t,2)]| < My < oo. (1.14)

Agora, seja o = min (g, M%) e denote por C, (X) espago de Banach das fun¢oes

continuas = que sao definidas para |t — tg| < a assumindo valores em X, ou seja,

r:ifto—a,to+a — X

t — x(t)

COo11 norma

lall = sup lz(t)]]. (1.15)

[t—to|<a
Seja
B, = {z € Ca(X) : [z — mo| < n}.

Seja T' um operador sobre B, dado por
t
(Tz)(t) = xo +/ I (s,z(s))ds.
to

Note que T'(B,)) C B,,. De fato, dado x € B,, temos que

(Tz)(t) — x| < abM;. (1.16)
De (1.15) e (1.16) temos
IT2 — 2ol = sup [[(T)(t) — o
[t—to| <«
S O./Ml‘
Logo,
Ui
Tx — < —M; =n.
1T 950”’_M1 1=1
Portanto,

T:B,C X =B,

Para simplificar a notagao, vamos supor que t > t;,. Para t < t; a demonstragao é

analoga.
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Para x; e 2y em B,, da hipétese de f ser Lipschitz, temos

|(Te2)(t) — (T B < / 1F (5,22(5)) — f (s,21(5)) s
< / Mza(s) — 1(s) | ds

t
< [ Mlz.—ajas
to
Logo,
[Tws(t) = Tar(®)l] < M(t — to)las — 2all (1.17)

Estimando agora a composigao ||(T%x2)(t) — (T%z)(t)|| e usando (1.17) obtemos

1T (Tx)(t) = T(Tz) ()] = ‘v[%f@%TwﬂS»-—f(S#TxﬂSNME

< [ 15 T = f (5. T (o)) s

IN

/t M||(T2)(s) — (T1)(s)||ds
< / MM(s — to)||z2 — a1 ||ds

t
= Mg — i / (s — to)ds
to

(t —t9)?

< M?
- 21

llx2 — 4.
Dali,

@2)0) - (o) < w2y

Seguindo este procedimento, para a n-ésima composigao, teremos
mn n 1 n n
I(T"22)(t) = (T 2) ()} < —M"(t — to)" w2 — 2]

Portanto,
(Ma)"

[(T"22) — ()l < 220

llz2 = 4.

(Ma)"
n!

Como, para n suficientemente grande, 0 < < 1, pois n! cresce mais rapidamente

do que (Ma)™, segue que o operador 7' possui um tnico ponto fixo, isto é, existe um

tnico z € B, tal que (T'z)(t) = x(t). Logo,

z(t) = xo + /tf(s,x(s))ds e x(ty) = wo.

Portanto, pelo Lema 1.6 segue que z(t) satisfaz (1.7). O
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Observacao 1.4. O Teorema 1.24 afirma apenas a existéncia de solugoes em uma certa
vizinhanga do ponto ty, mas, tendo construido uma solugao no intervalo [to — 8, to + 6],
podemos tentar estender um pouco mais adiante. E ébvio que podemos continuar tal
procedimento indefinidamente se, por exemplo, as condi¢oes (1.9) e (1.14) sao satis-
feitas para todo t e x € X com mesmas constantes M e M. Em particular se as
condigoes (1.9) e (1.14) estao satisfeitas para todo t € [a,00), ||[x — x| < n, para
algum o € R, e a solugio x de (1.6) € tal que ||x(t) — xo|| < mo < 7, entdo podemos

estender indefinidamente quando t — oo.

Se impusermoss exigéncias de carater global sobre f, podemos conseguir solucoes

globais sem hipdtese prévia no seu comportamento (veja [7]).

Teorema 1.25 (Existéncia Global). Suponha que exista um dominio [a,b] x X em que
a funcao f € continua em t e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz na sequnda varidvel.
Entao para todo (to,x¢) € [a,b] x X, o problema de Cauchy (1.10) possui uma unica
solugao ¢ : [a,b] — X tal que x = ¢(t) .

Demonstracao. A prova é analoga a prova do Teorema 1.24. Basta notar que:

1. a hipotese do teorema implica na limitagdo de f em [a,b] x S, onde S é um

subconjunto compacto arbitrario de X, e que

2. o papel de B, é feito pelo espago C(X), das fungbes continuas z : [a,b] — X
munido da norma

)l = sup [lz(2)]]-

te[a,b]

Portanto, segue-se o resultado. O]

Observacao 1.5. Note que no caso da equagio (1.6) ser auténoma, ou seja, f ndao
depende explicitamente de t, entao f € continua em t para todo t € R e, portanto, os
Teoremas 1.24 e 1.25 se aplicam. Em particular, se f € globalmente Lipschitz, temos

que existe uma unica solugao global do problema de Cauchy (1.10),(veja [2]).

Para o caso particular de sistemas auténomos, temos o cléssico resultado, devido

a Cauchy, Lipschitz e Picard, dado abaixo:
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Teorema 1.26 (Cauchy-Lipschitz-Picard, [6]). Sejam X um espago de Banach e F :

X — X uma aplicagao tal que
[F(z) = Fy)l < Llz —yll, Vz,y e X (LeRy).

Entao, para todo xg € X, existe x € C' ([0, 00), X) tal que

@ = @) (1.18)
z(0) = xp.

Demonstragdo. Pelo Lema 1.6, resolver (1.18) ¢é equivalente a achar z € C* ([0, 00), X)

tal que
t
(1) = 20 +/ F(a(s))ds. (1.19)
0
Defina,
E = {z € C'([0,00), X) : supe ™||z(t)|| < oo},
t>0

para alguma constante k£ > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmacao 1: E é um espago de Banach com a norma
|z|le = supe ™ ||z()]l, Kk > 0.
>0
De fato, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em E. Dado £ > 0, existe ng € N tal que
|Zm — Tnlle = sup e ™|z (t) — 2,(t)|| <&, para m,n > ng. (1.20)
>0
Dai,
e M|z (t) — zn(t)|| <&, paratodo m,n >ng, t>0. (1.21)

Para cada t € [0,00), fixado, segue de (1.21) que a sequéncia (x;(t), xo(t),...) é de

Cauchy em X. Assim, existe 2! € X tal que

t

z,(t) = 2 quando n — 0.

Defina
z:[0,00) = X,

tal que
z(t) = 2" = lim z,(¢), Vt>0.

n—oo
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Observe que = € E e x,, - x em E. De fato, comegamos notando que, como x,, ¢ uma
sequéncia de Cauchy em E, z,, é limitada em E. De fato, fixando ¢ = 1, existe ng € N
tal que se n, m > ng entao

|Tm — znlle < 1,
ou seja, se n > ng entao

Hxno - anE <1,

o que mostra que a sequéncia é limitada por max{||zo||g, -, [|Tne—1||E, || ZTne |l & + 1}

Dai, existe uma constante ¢ > 0 tal que

lzalle = supe™|lz.(t)]
t>0

< c.
Por outro lado, pela definicao de supremo, temos

e Mzl < supe™||lz, (1]
t>0

= |lznlle.
Daf,
e Ml (t)] < e,

para todon € N, ¢t > 0 e k > 0 fixo. Passando ao limite nesta ultima desigualdade,

quando n — oo, obtemos

Donde,

2]z = supe™|z(t)]| <,
>0
portanto, € E Para concluirmos a afirmacao é suficiente verificarmos que

x, — x, uniformemente em [0, 00).

Para isso, note que, dado € > 0 existe ny € N tal que

3

5 (1.22)

[m(t) — zn(t)]| <

para todo m,n > ng e qualquer ¢ € [0,00). Entao, fazendo m — oo em (1.22)

concluimos que, para n > ng

lz(t) = za(®)ll < 5 <,
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para todo t € [0, 00), ou seja x,, — x uniformemente em [0, 00).

Além disso, para todo x € E, a funcao

t
(@) (1) =0+ [ Flals)s,
0
pertence a E. De fato,

1. a continuidade de ® segue do fato de termos uma soma de fungoes continuas.

2. mostraremos que [|®(z)||g < co. Com efeito,

|2(@)lle = supe ™[ (Dz) (1)

t>0

Millzg + /OtF(x(s))ds

= supe
t>0

Dai,

kt

/Ot F(a(s))ds|.

A primeira parcela do lado direito desta tltima desigualdade claramente é finita.

|®(z)||g < sup e ™| zo|| +supe”
>0 £>0

Para mostrarmos a finitude da segunda parcela, comegamos observando que,

[ Ftsnas

Mas, usando a desigualdade triangular, temos

sup e M

t>0

<supe / |1 F(x(s))]|ds.

[ 1R = PO+ FOlds < [ 1P - FO)lds+ [ 1FO)]ds

e usando a propriedade de F' ser lipschitziana (com constante de Lipschitz L) no

primeiro termo apoés a desigualdade, temos

[1reols < [ Liatsias+ [ 1Fo)as

Como [|F(0)|| ndo depende de s, segue que

/0 |F(e(s)ds < / Lljx(s)lds + |FO)].

—kt (

Multiplicamos a expressao acima pelo ntimero positivo e onde k sera deter-

minado posteriormente) obtemos,

t
[Nl < [ L+ FO)
0
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Dai

t
/ IF(x |ds</0 Lektekseks|o(s)l|ds + e | F(O) . (1.23)

Considere o conjunto
G={e™[FO)lt; t=0}.

1E©]

Este conjunto ¢ limitado superiormente por . Com efeito, considere a fungao

g :10,00) = X definida como

g(t) = e ™||F(0)]t.

Derivando com relacao a t, temos,

J() = |F(0)|| _ekUFm)Htk,

o que implica que g tem um maximo local em t = % Como a fungao g esta definida
em um dominio conexo, ¢ continua, ¢'(t) > 0, para todo ¢ < 1 e ¢'(t) < 0, para
todo t > + , segue que este maximo é global, implicando que G é um conjunto
limitado superiormente. Portanto sup G existe e é finito, o qual denotamos por

m.

Dai, aplicando o sup em ambos os lados de (1.23) temos

¢
supe” / | F(x(s))|lds < supe_kt/ Le Fteksehs|| 2 (s)||ds 4+ m.
0

t>0 t>0

t
= LHxHE/ e Meksds +m
0

t
= L||:E||Ee_kt/ e ds +m
0

t

1
= LHZEHEB_kt [E€k5 +m

0
kt

c ! +m
k k

1 e—kt
= Llels | - | +m

— Lliaflge™ [

Portanto,

supe” / | F(z(s))]|ds < LHxHE— +m < 0.

£>0



Afirmacgao 2: Se escolhermos k£ > L, ® ¢ uma contracao.

De fato,

1@ (z(s)) — @(y(s))l

<

léwuw»—mmmws

J

IF((s)) = Fly(s)ds
ALW@%w@WM
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Daf, multiplicando ambos os lados por e~* e procedendo como em (i), obtemos

|0(z) - 2()[e < 2]l - ylle.

Portanto, se k > L, ® é uma contracgao, logo possui um tnico ponto fixo x, o qual

satisfaz (1.19) e consequentemente satisfaz (1.18).

Unicidade: Sejam x e Z, duas solugoes de (1.18). Sendo

p(t) = llz(t) — z(t)],
temos, por (1.19),
p(t) = Hﬁ«“t(t) —z(t)]]
<
< L[ |x(s)—=

Logo,

t
o(t) < L/ o(s)ds, V,t>0.
0

Portanto, a unicidade segue do Lema de Gronwall.

]

Lema 1.7 (Lema de Gronwall). Sejam u,v funcées continuas nao negativas em [a, b]

tais que para o > 0 satisfazem a desiguadade

u(t) <« +/ v(s)u(s)ds, t € [a,bl.

u(t) < a exp (/abv(v)) ds.

Entao

Em particular, se o =0, entao u = 0.

(1.24)



Demonstracao. Suponha a > 0. Seja

Note que,
Derivando w, obtemos

Usando a expressao dade em (1.24), obtemos
w'(t) < v(t)w(t).
Usando (1.25) podemos escrever a ultima expressao na forma

w'(t)
o ) < w(t).

Integrando de a ate t, obtemos

[ a5 [ospts = inus)

w(s)

t t
< / v(s)ds

= ln(w(t))—ln(w(a))g/ v(s)ds

= In (Z}’((i))) < /atv(s)ds
= In (#) < /atv(s)ds.

“Aplicando” exponencial em ambos os menbros, obtemos

? < eap (/:v(s)ds) |
w(t) < a exp (/atv(s)ds) |

Se o = 0, sabemos que o resultado ¢ valido para todo o’ > 0. Isto é,

u(t) < o (/:v(s)ds) .

lim u(t) < lim o exp ( / tv(s)ds) = u(t) < 0.

a’—0 a’—0

Logo

Fazendo o/ — a = 0, obtemos

Sendo u(t) nao negativa segue que u(t) = 0, para todo ¢ € [a, b]. Portanto u = 0.

46
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Proposicao 1.27. Sendo F : X — X Lipschitz, ou seja, existe M > 0 tal que
|1F(z) = F(y)l| < M|z —yll,
entio a solugao de ' = F(x) € continua com rela¢ao a condigdo inicial.

Demonstrac¢ao. Sejam x(t, o) e x(t,x1) solugoes de 2’ = F(z) com condigdes iniciais

T e x1, respectivamente. Entao

t
|zt o) —a(t, x)]| < [lwo — 24| +/ |F'(x(s, 20)) — F(x(s,21))]|ds
t
i’
<l =il + [ Mifa(s. ) = (s, )]

to

Logo, usando o Lema de Gronwall,

|2 (t, o) — x(t, 21)|] < Me™"[|xg — 21]].

[
Observacao 1.6. Quando a funcao F' ¢ da forma
F(z) = —Az + f(x),
onde A € L(M), a solugio de x' = F(x) € dada por
x(t, o) = e A0y 4 /t e A f(x(s))ds (1.26)
to

De fato, multiplicando por et, temos
ey’ 4 M Ax = M f(x).

Note que

d
%(6At$) — eAt:l?/—i—eAtAL

assim

d t _ t
S(eM) = M f(2),

Integrando ambos os membros, obtemos

/t: %(eAsI)dt = /t e F((s)) .

to
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Daz,
t
ety — eMogy = / e f(x(s))dt.
to

Logo
¢
x(t) = e~ Alt=to) +/ e_A(S_tO)f(x(s))dt.

to

A equagao (1.26) é chamada de formula de variacdao das constantes.

Observagao 1.7. Definindo a familia de operadores

T : X > X
x— T(t)z,

onde T'(t)x = ¢(t,x), sendo p(t,x) a solugao de ' = F(x) que vale xy quando t = ty,

define um C°-semigrupo. De fato, comegamos observando que
T0)x = ¢(0,2) =2z, VrelX.
Logo T'(0) = 1. Ja que, por unicidade de solugao,

@(t + s, [L’) = Qp(tv 50(87 .77)),

seque que

T(t+s)x=T({t)e(s,x) =TH)T(s)x, VYre X,

ou seja,

T(t +s) = T(t)T(s)

Além disso, usando a Proposi¢ao 1.27, obtemos que T'(t)x é continua.



Capitulo 2

Existéncia de Atratores (Globais para

Campos Neurais

Neste capitulo, seguindo as técnicas de [22] e [23], estudamos a existéncia de um

atrator global para o fluxo da equacao de campos neurais em R”.

2.1 Introducao

Consideramos a equagao de evolugao nao-local

ou(x,t)
ot

= —u(z,t) +J* (fou)(x,t)+h, h>0, (2.1)

onde u(x,t) ¢ uma fungdo real definida em RY x R,, h ¢ uma constante positiva,
J € CY(RY) é uma fungao nao negativa par de suporte na bola de centro na origem e
raio 1, e f é uma fungao nao negativa nao-decrescente. O simbolo * acima denota o

produto convolucao em RY, dado por

(eu)a) = [ I = pyaty)dy.

A equagao (2.1) foi deduzida por Wilson e Cowan, para modelar a atividade
neuronal. A fungao u(z,t) denota o poténcial da membrana na posicio z € RY e no
tempo t > 0. Realisticamente, NV ¢é igual a 1, 2 ou 3, mas nao restringimos os calculos a
estes casos pois todas as estimativas sao também validas para N > 3. A funcao conexao
J(x) determina a ligacao entre os elementos na posi¢do x e na posigao y. A funcao

nao negativa e nao-decrescente f(u) da a taxa de atividade neural correspondendo a

49
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um nivel de atividade u. Os neurénios no ponto x sao ditos ativos se f(u(x,t)) > 0.
O parametro h denota um estimulo externo aplicado uniformemente em todo o campo
neural.

Uma solugao de equilibrio de (2.1) é uma solugao que é constante com relagao a

t. Assim, se u é uma solucao de equilibrio de (2.1), entao
—u(z)+ J* (fou)(x)+h=0.

Logo u satisfaz

u(x) = J* (fou)(x) + h.

Em particular, se ug é uma solugao de equilibrio constante, temos que ug satisfaz

ug = ||J|| 2 f(uo) + h.

2.2 Boa Posicao

Nesta segao provamos que, se f for Lipschitz, o problema de Cauchy dado por
(2.1) esta bem posto em LP(RY, p), com solugdes globalmente definidas. Para isto,

vamos assumir as seguintes hipoteses sobre as fungoes f e p:

(H1) a fungao f : R — R ¢é Lipschitz, isto é, existe k; > 0 tal que
[f(z) = f()| < kale —yl, Yo,y € R. (2.2)

(H2) p: RY — R ¢ uma funcdo integravel, par, positiva com [y p(z)dz =1 e existe

uma constante K > 0 tal que

sup {p(z) :z € RN, |z —y| <1} < Kp(y), VyeRY.

De (2.2), obtemos
[f@)] < kafz =yl + [ f(y)]

Em particular,

|f(2)] < kalx| + 2, (2.3)

onde ko = |f(0)].
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Consideramos o fluxo gerado por (2.1) no espago LP(RY p), definido por

D®" ) = {ue L@ [ luoPpta)ds <400,
RN
CcOoIm norma
1/p
s = ( [ o) 2.4)

Note que com a norma dada em (2.4), a fun¢ao constante igual a 1 satisfaz,

1/p
Llr@n ) = </RN 1p(x)p(x)dx>

- ()"

= 1.

O Correspondente espaco de Sobolev W*P(RY p) de ordem superior é o espago das fun-

goes u € LP(RY, p) que tem derivadas até a ordem k que estao também em LP(RY, p),

) 1/2
L2(RN ,p)) .

Observacgao 2.1. Como protdtipo para a fungao p temos, para o caso unidimensional,

pla) = —(1+0%),

com norma
d'u
oxt

k
HUHWM(RN,p) = (Z

=1

onde a hipdtese (H2) é vilida com K = 3, (veja [2] e [18]).
Lema 2.1. Suponha que vale a hipdtese (H2), entdo
[T * ul| Lo ) < Kl/pHJHLlHUHLP(RN,,O)-

Demonstrag¢ao. Sendo J limitado e de suporte compacto, (J * u)(x) estd bem definida

para u € Lj (RY). Temos entdo

1Tl v ) = /R N u)(@)Pp()da
Como
(e = [ I =ty

segue que

p

p(x)dz

1 sl = [ N[ 9=ty
RN RN

/RN (/RN |J (- y)!!ﬂ(y)!dy>pp(x)dx.

IN
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Usando que

1
T+ =1, (2.5)

obtemos
p
il < [ ([ 16 =005 = P atlan ) ol
Pela desigualdade de Holder, obtemos

HJ * uHI[)/p(RNW) S

/. (( [e—wia) ([ e wimors) 1/p>pp(:c)dx

= [ ([ e =l ) teds
11" [ 1=l plo.

IN

Denotando a bola fechada de centro y e raio 1 por Bly, 1], segue que

1l < I [ ([ s@ptwids)luw Py
RN Bly,1]

[Fils / ( / J(z) sup p<x>dx> fu(y) Pdy.
n Bly,1] z€[y,1]

IN

Por (H2), temos

o) |uy) P / J(2)dudy. (2.6)

Bly,1]

-1
15 ey < KIVIE [
RN

Note que

/ J(z)dx < J(z)dx
Bly,1]

RN

= Ml (2.7)
Assim, de (2.7) e (2.6), segue que

1 sl < KNI [ o)luto)Pdy
RN
— K1 ful

P
Lr(RN p)°

Portanto,

[T ul oy p) < KYP || |l o -



Observacgao 2.2. Sob a hipétese (H1), para cada u € LP(RY, p) temos
| (f ow)(x)] < k(S |ul)(x) + ko[ ]|
De fato, por (H1), existe ko > 0 tal que

|f(2)] < kx| + ke

Dat,
| % (fou)(z)] = y)(f ou)(y)d ‘
g/ (u(y))|dy
< [ =l + kldy
= [ =l + [ T phdy

= kl/ J(z —y)|uly |dy—|—k:2/ J(x—y

= k(o Jul) (@) + Ko
Proposicao 2.1. Suponha que valem (H1) e (H2). Entdo a fun¢ao
Flu)=—u+Jx*(fou)+h
¢ globalmente Lipschitz em LP(RY, p).

Demonstracao. Pela desigualdade triangular, obtemos
[ F'(u) — F()|| @y p) < o —ul[ze@y o) + || * (fouw) = J* (f ov)||rmn -
Note que, pela linearidade da convolugao,
#(fou)=Jx(fov)=Jx[(fou)—(fouv)]

De (2.8) e (2.9), obtemos

1F(u) = F)l| @y ) < o = ull o o) + 17 % [(f o w) = (f 0 0)]l Lo p)-

Pelo Lema 2.1, segue que,

1F(u) = F )| o@ ) < [0 = ull oy )+ K21 |[(f o) = (f 00) [ 1o )

23

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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Mas
170w = (o 0lya,y = [ 170w = (F o0)olu)dy

Por (H1),

1 ou) = (oM, < [ Uluts) = o)ty
= 1 [ Il — o) o)y

= Bllu—vll},, (2.11)

RN, p)

De (2.10) e (2.11), obtemos

[1F(u) = F@)]|r@~ ) [lw = vllzoy ) + K21kl lu = vl o )

IN

= (1+ K[|kl = vl o ),

ou seja, F' & globalmente Lipischitz em LP(RY, p), com constante de Lipschitz M =

1+ KY?||J|| ks O

Observagao 2.3. Sendo o lado direiro de (2.1) uma fungao Lipschitziana em LP(RY | p),
pelos resultados de EDO em espago de Banach, conforme o Teorema 1.26, seque que
o problema de Cauchy associado a (2.1) estd bem posto em LP(RY,p), com solugdes

globalmente definidas.

2.3 Existéncia de um Atrator Global

Nesta se¢ao provamos a existéncia de um conjunto compacto, invariante, maximal
A C LP(RY, p) para o fluxo de (2.1), o qual atrai cada conjunto limitado de LP(RY, p).

Para isso, além de (H1) e (H2), vamos assumir as seguintes hipoteses adicionais :
(H3) a fungao f é limitada, isto é, existe a > 0 tal que

[f(2)] <a, VazeRY (2.12)

(H4) J tem derivadas parciais limitadas com

sup / 0, (x —y)dy < S
]RN

zeRN

para alguma constante 0 < S <ocez=1,---,N.
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Daqui em diante denotaremos por S(t) o fluxo gerado por (2.1), que é dado pela

formula de variacao das constantes por

S(t)u = e tug + /t eI % £(S(s)u) + h]ds.

0
Lema 2.2. Suponha que valem (H1), (H2) e (H3) e seja R = aK'/?||J||p1 + h. Entdo
a bola de centro na origem de LP(RY, p) e raio R+ ¢ ¢ um conjunto absorvente para o

fluro S(t) em LP(RY, p) para qualquer € > 0.

Demonstragao. Seja u(x,t) a solugdo de (2.1) com condigao inicial ug em um conjunto

limitado (por exemplo B(0,7)). Pela formula da variagdo das constantes, temos
t
u(r,t) = e tug(z) + / e T % (fou)(z,s) + hlds.
0
Dali,

(-, )] o p) =

e fug + /t e~ T % (fou)(-, s) + hlds
0

LP(RY p)

t
< i + | [ oo + s
0

LP(RN ,p)

t
< e fuollirmr ) + / e 9T 5 (f 0 u)(-, ) + Bl oy s
0
t
< e |uol| Lo @ ) +/ e (=) (|| (f o w)(-, $)||zo@n ) + |l | Lo ) ds.
0

Pelo Lema 2.1, segue que

(-, )] Lr@np) <

t
< e H|uol| Lo @y p) +/ e (=9 (Kl/pHJHLle(u('y8))||LP(RN,p) + h) ds. (2.13)
0

Mas, sendo f limitada, conforme a hipotese (H3), segue que

1l D ogn ) = /If(U(ﬂS’S))Ipp(w)dx

< /app(:r;)dx
_ / o(x)dz

= ad*.
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Assim de (2.13), obtemos

IN

t
(-, D) e @y p) e ||uol| ey p) +/ e (79 (aKl/pHJHLI +h) ds
0

t
= ¢ llunl oy ) + (@EVP|| T[] + D) / e g
0
= e uollzoey ) + (@K1 + h).

||u(':0)||Lp(1RN,p)
€

Dai, para ¢t > In ( ), segue que |[u(-,1)|[prmy ) < R+e. O

Lema 2.3. Suponha que valem as hipdteses (H1) - (Hj). FEntao, para cada n > 0,
existe t,, tal que S(t,)B(0, R+¢) tem uma cobertura finita por bolas em LP(R™ | p) com

TaL0 MEnor que 1.

Demonstragao. Pelo Lema 2.2, segue que B(0, R + ¢) é invariante. Como as solugoes
de (2.1) com a condigao inicial ug € B(0, R + ¢) ¢ dada, pela formula da variagao das

constantes, por
t
u(z,t) = e tug —I—/ e (T % (f ou))(z,s) + hlds,
0
esCrevemos,
¢
v(z,t) = e tup(x) e w(z,t) = / e (T % (f ou))(x, s) + h]ds.
0

Dado n > 0, é possivel encontrar ¢(n) tal que,

n

t Z t(n) = |’U<'7t)HLp(RN,p) S 5
De fato,

||U('7t)||LP(RN,p) = 6_t||u0||LP(RN,p)7
para

> (QHUOHLP(RN,;;)) ’
n

temos

2[|ugll N
ln( L:(]R .p)
e

) : ||u0HLP(RN,p)

IN

o (-, t)”LT’(RN,p)
n

2(|uo |LP(1RN,p)
n

5"

HUOHLP(RN,/J)



Agora, usando (H3), obtemos

W*Uw%@%mw>=4;UMhm@@W@

Assim,

Dai

- /RN
/RN (/RN J(z = y)|f (uly

IN

[, 9=ty

)dx

p

p(x)dx

>ndy) p(z)de

g(éN(aRNﬂx—yMQYp@Mx

[ (@l pia)da

awnuoiéNwax

(
(allJ]zr)"

% (f o w)(-, $)l|o@n ) < all ]|

t
lw(, Ollo@y ) < /06(tS)(HJ*(fOU)(wS)HLp(RN,p)

IN

t

/ e a|| T 1 + h)ds
0

< allJ||p + .

Por outro lado, por (H3), temos

jw(z,

wrs/’tswuﬂmu@HMS

=L
oo
(a/ J(x dy+h>d

e (t=9) (a|l|J||r + h)ds

J(x —y)f(u(y,t))dy

IN

IN

c\\\\

< allJ|[r + h.

Além disso, diferenciando w(z,t) com respeito a x;, para t > 0,

ow

Ox;

¢
(x,t) = / e 99, Jx (fou)(x,s)ds, i=1, -,
0

+ |2l oy ) ds

‘+h]ds

Iz — 9| (uly, M@+@d

temos

N.

o7

(2.14)

(2.15)
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Assim

¢
Ow —(x, t)‘ < / e 9|0, J * (f ou)(x, s)|ds.
ox; 0

Mas, usando (H4), obtemos

.7+ (foue )] < [ alo.dlz=yldy
RN
< aS < oo,
entao segue que,
ow t (t—s)
(, )| < [ e aS ds < aS < oc. (2.16)
8$i 0

Agora escolhemos [ > 0 tal que

(2.17)

r-l>|3

(r-1)/p*
@t + ) ([ 0= oo @) <
R

onde xpjo, denota a fungao caracteristica da bola B[0,[]. Entao, usando (2.14), (2.15)
e (2.17), obtemos

10 = xmon) - O,y = [ 10~ xewa)e)ule, D pla)da
= [ 10 = xman)@Plee o).

Usando a desiguadade de Holder e (2.15), segue que

1L = xBo4) Dw )l @y )

= [ e 016 10 = xatoa) @), O o)
RN
1/p , (»—1)/p
< ([ wtrots) ([ 10 xmoa @ lute. oo )
) (»—1)/p
)l ( [ 0= e /<p—1>|w<x,t>|pp<x>dx)
] -1/
< (allJlln + ) ( 10 =@l /<p-1><a||J||L1+h>pp<a:>da:)
RN
) (p—1)/p
(|l + b ( 10 =@ /@-”p(x)dx)
RN

< I
=1

De (2.15) and (2.16), segue que a restri¢ao de w(-, ) a bola B[0,!] é limitado em
WP(B[0,1]) (por uma constante independente de uy € B(0, R + €) e de t), portanto
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o conjunto {xppyw(:,t)} com w(-,0) € B(0, R + ) é um subconjunto relativamente
compacto de LP(RY, p) para qualquer ¢ > 0 e, com isso, pode ser coberto por um
ntimero finito de bolas com raio menor que 7.

Portanto, sendo

U’(7t) = ’U(',t) + XB[O,l}w('vt) + (1 - XB[O,Z])w<'7t)7

segue que S(t,)B(0, R + €) tem uma cobertura finita por bolas de LF(RY, p) com raio

menor que 7, e o resultado esté provado. O

.

Teorema 2.2. Considere as mesmas hipdteses do Lema 2.3. Entdo A= w(B(0,R)) é
um atrator global para o fluro S(t) gerado por (2.1) em LP(RY,p), o qual estd contido

em uma bola de raio R.

Demonstracao. Ja sabemos que o conjunto w-limite é um conjunto fechado e invariante.
Provemos que A é um conjunto compacto. Com efeito, pelo Lema 2.2, o conjunto A

esta contido na bola B(0, R) em LP(RY, p), ou seja,
A C B(0,R).
Operando com S(t), obtemos
S(t)AcC S(t)B(0,R), para t>0.
Sendo A invariante pelo fluxo S(t), segue que
S(t) A=A, para t>0.

Dai,
AcC S(t)B(0,R), para t>0.

Pelo Lema 2.3, dado n > 0, existe ¢, tal que A tem uma cobertura finita por bolas de
LP(RY, p) com raio menor que 1. Como 7 > 0 é arbitrario, segue que a medida de nao
compacidade de A é zero, isto é, a(A) = 0 (veja Apéndice A). Pelo Lema A.2, A é
relativamente compacto. Sendo A fechado, segue que A é compacto. Provemos agora
que A atrai os conjuntos limitados de LP(R¥, p). Seja D um conjunto limitado, sendo

B(0, R) um conjunto absorvente, existe to > 0, tal que

S(t)D c B(0,R), Yt>t,.



60
Entao

w(D) C A.
De fato, seja z € w(D), entdo existem sequéncias (z,) em D e t, — oo tais que
S(tn)zn — z quando n — oco. Para t,, > ty, temos
S(tn)zn € B(0, R).
Note que, quando n — oo,
S(tn)S(to)Zn — S(to)Z

Por outro lado,

S(to)z = S(to) lim S(t,)z,
= nh_>r1010 S(to)S(tn)zn
n—oo

= z.
Assim, existem (S(tp)z,) uma sequéncia em B(0, R) e t,, — oo tais que
S(tn)S(to)zn — 2.

Entao, por defini¢do, z € A. Portanto A é um atrator global para o fluxo S(t) gerado
por (2.1). O

Observagao 2.4. Note que, em particular A € um conjunto limitado, que atrai cada
conjunto limitado B de X . Portanto, por defini¢io, S(t) € limitado dissipativo. Além

disso, seque dos Teoremas 1.18 e 2.2 que o semigrupo S(t) € assintoticamente suave.



Capitulo 3

Limitacao e Semicontinuidade

Superior dos Atratores (Globais

Nesse capitulo encontramos uma estimativa uniforme para o atrator, cuja exis-
téncia foi provado no Teorema 2.2. Além disso, estudamos a semicontinuidade superior

desses atratores com relagao as variagoes de J.

3.1 Resultados de Limitacao

Vimos no Teorema 2.2 que o atrator global A esta contido na bola de centro na
origem de LP(RY, p) e raio R = aK» |.J|| 1 + h. Nesta segdo provamos resultados de

limitagao para o atrator em outros espagos.

Teorema 3.1. Considere as mesmas hipoteses do Teorema 2.2 e que existe uma cons-

tante positiva M tal que p(z) < M, para todo x € RN. Entao o atrator A ¢ limitado

p(x)) < oo} :

Demonstracao. Seja u(z,t) uma solugao de (2.1) em A. Entao, pela formula da varia-

em

ou(x)
Ox

c3@) = fue @) (sup utolote) + sup

zERN zeRN

¢ao das constantes,

u(z,t) = e 0y(2, 1) +/ eI T % (f ou)(z,s) + h]ds. (3.1)

to

Pelo Teorema 2.2, segue que ||u(-,t)||o@n~ ) < R, onde R = aK/?||J||11 + h. Fazendo

61
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to — —o0, obtemos

u(z,t) = / e T % (fou)(z, s) + hlds, (3.2)

—0o0

onde a igualdade em (3.2) ¢ no sentido de LF(RY, p).
Usando (3.2) e (H3), obtemos

lu(z,t)] < /t e T % (f ou)(x,s) + h|ds

—0o0

/_; e ( [ =)l dy + h) s

t
/ e~ (=9 (a J(z —y)dy + h> ds

t
- / ™ al[ S|z + h)ds

—0o0

IN

IA

= allJ||tr + h.
Desde que p(z) < M, para todo x € RY, segue que

sup |u(z,t)|p(x) < M(a|| || + h).

zeRN

Agora, usando que J € CHRY), de (3.2), segue que u(z,t) ¢ diferencidvel com

relacio a z;, 1 =1,...,N, e
t t
% = 8(3:» / e T % (fou)(x,s) + hlds

- / =92 (4 (f o w)(z,5) + h] ds

—00

B
_ [ < Jx—)f(u(y))dy—kh)}ds
L5

y>f<u<y>>dy] s

RN 890,
— / ~=9(9,,.J * (f o u)(x,s)|ds. (3.3)

Dai, usando (H3) e (H4) e procedendo como na prova do Lema 2.3, obtemos

t
%' < [ e (fouin)ds

—00

< ad.

Assim, usando novamente que p(r) < M para todo € RY, obtemos

ou(z,t)

X

p(x) < aSM.

z€RN

Isto conclui o resultado. O
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Observagao 3.1. Se supormos que J € C"(RY), entio o atrator A ¢ limidado em

Cr(RY).

Teorema 3.2. Supondo as mesmas hipoteses do Teorema 2.2, entao o atrator A per-

tence a bola || - ||oo < 7, onde r = al|J||11 + h.

Demonstragao. Seja u(z,t) uma solucao de (2.1) em 4. Entao, como visto em (3.2),
t
u(z,t) = / e T % (fou)(z,s) + hlds,
onde a igualdade acima ¢é no sentido de LP(R¥ p). Dai, usando (H3), obtemos

lu(z,t)] < / e_(t_s)“J x (fou)(x,s)|+ hlds

—00

t
< [ (a1 s

—00

t
:/ re 9 ds = r.

O que prova o teorema. 0

3.2 Semicontinuidade Superior

Uma questao natural a ser examinada é a dependéncia desses atratores em relacao
a fungao J presente em (2.1). Denotaremos por A; o atrator global cuja existéncia foi
provado no Teorema 2.2.

Nessa se¢ao, provamos que a familia de atratores é semicontinua superiormente
em LP(RY p), com relacio a funcio J em Jy, com J € CYRY) ndo negativa, par e

com suporte na bola B[0, 1].

Lema 3.1. Supondo (H1),(H2) e (H3), o fluzo S;(t) € continuo com relagao as varia-
¢oes de J, na L'-norma, em Jy, uniformemente para t € [0,b] com b < oo e u em um

congunto limitado.

Demonstragdao. Seja u € LP(RY, p). A solugio de (2.1) com condigdo inicial u é dada,

pela formula da variagao das constantes, por

S(t)u = e 1Sty )u + /t e [T % (f o S(s)u) + h]ds.

to
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Sem perda de generalidade, podemos supor que to = 0. Entao,
t
S;(t)u = e ug +/ eI % (f o Sy(s)u) + h]ds.
0

Seja Jo € CY(RY) uma funcao par, ndo negativa, com suporte na bola B[0,1], b > 0
e D um conjunto limitado em LP(RY, p), por exemplo a bola B(0,R). Dado ¢ > 0,

queremos encontrar § > 0 tal que
HJ — J0HL1 <) = HSJ(t)U — SJO(t)UHLp(RNJ)) <eg,

para t € [0,b] e u € D. Primeiramente, observe que, sendo D limitado, existe C' > 0

tal que D esta contido em um bola de raio C' e centro na origem de LP(RY p), ou seja,
D c B(0,C).
Tomando
M = max{R,C},

segue que

[u( )| @y py <M, YueD.

Temos ainda,

1S (t)u — Sy ()ul| @ p) =

/o eI 5 (f © S5(s)u) + hlds / e x (f © Suy(s)u) + hlds

Lr (&N p)

< [T (0 Saoh) — dox (5 0 Sl .
Somando e subtraindo o termo
Jo* (f oSy(s)u)
obtemos

1550 — S (O)ull o <
< [T = I (0 Sus))+ dox 1 o Suls)u = F o Si(Sillar

t
< /0 e~ [|I(J = Jo) * (f 0 Sy ()| oz
+|[Jo * [f 0 Sy(s)u — f o Sy (s)ulllown ] ds.



65
Pelo Lema 2.1, obtemos
1S (t)u — Sgo(t)ul|Lr@n ) <

t
< / e CIKYP|T = Jol| a1 £ © Sy (s)ul| o) +
0

+ K'Y ol ]| f o Ss(s)u — f o Sy (s)ull o p)ds. (3.4)

Usando (H3), obtemos
|[f o SJ(S)UHLP(RNW) <a (3.5)

e, usando (H1), obtemos
1f 0 Sy(s)u— foSu(s)ullremn p) < kil|Ss(s)u — Sy (s)ullemy - (3.6)
Logo, de (3.4), (3.5) e (3.6), segue que

1S (t)u — Sgo () ul|Le@n ) <

< aKY?||J — Jo|| /t e 9)ds +
0

T /0 Kook ()t — S (5)ul [ s

< aK'?|[] = Jo||or + /Ot e KV Jol | kal 1S5 (s)u — Sy (8)ul | Logn ) ds.
Multiplicando ambos os membros por ef, obtemos

1Sy (t)u — Sy ()l oy ) <
< etaKYP||J — Jo||2 + /Ot e KP|| Jol |1 kS (s)u — Sy (8)ull Logrn ) ds.

Pelo Lema de Gronwall, segue que

1S, u = S (O)ul|Lr@n ) e

IN

< aKY?||J — Jo||preE Il kit

pois t € [0, b]. Logo escolhendo

g
K Ype(KYP|Jol 1ki+1)b”

segue que

1T = Jollpr < 6 = [[Ss(t)u — Sy (O)ull @ ) < &,

0 que prova o lema. O]
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Teorema 3.3. Suponha as hipdteses do Lema 3.1. Entao a familia de atratores Ay é

semicontinua superiormente com respeito a J em Jy.

Demonstragao. Pelas hipoteses do teorema, para todo J € C'(RY), suficientemente
proximo de Jy na L'-norma, nao negativa, par, com suporte em BJ0, 1], o atrator, Aj,

dado pelo Teorema 2.2, esta na bola B[0, R] em LP(RY, p). Assim

JAs c Blo.R].

Como Ay, ¢ um atrator global e B0, R] ¢ um conjunto limitado, entdo dado ¢ > 0,

existe t* > 0 tal que
Sy (t)BJ0, R] C A7’ (3.7)

para todo t > t*, onde Af,(/f ¢ a S-vizinhanca de Aj. Do Lema 3.1, temos que S;(t*)
é continua em Jy, uniformemente para v em um conjunto limitado e ¢ em compacto.

Assim, existe 0 > 0 tal que
* * E
||J — J0||L1 <d= HS(](t )’LL — SJO(t >u||Lp(RN7p) < §,V u e B[O,R] (38)
Mostraremos que se
[|J = Jollpr <6 = A; C A5,
De fato, seja u € A;, como Aj; é invariante,
S(t)A; = Ay,
entao
v=>S(—tu € A,.
Pelo Teorema 2.2,
Ay C B[O, R].
Entao, por (3.7), obtemos
Sy(t)v € A2,
e por (3.8),
1S5 (87 )0 = S5 ()| o ) <

DO M

Assim, por (3.7) e (3.8),

u = SJ(t*)SJ(_t*>U = Sj(t*)’U S .ASO.



Dai,

[|J — Dol <0 =d(A;, A;) <e.

Portanto A; é semicontinua superiormente.
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Capitulo 4

Existéncia de um Funcional Energia e

um Exemplo Concreto

Neste capitulo exibimos um funcional energia que decresce ao longo das solugoes

de (2.1) e damos um exemplo concreto para a fungao f.

4.1 Funcional Energia

Nesta secao, para exibimos um funcional energia que decresce ao longo das solu-
goes de (2.1), além das hipoteses (H1), (H2), (H3) e (H4), vamos considerar a hipotese

(H5) abaixo, a qual foi assumida também em [11] e [20]:

(H5) a fungao nao decrescente f tem derivada positiva e assume valores entre 0 e a

/08 ft(r)ar

Motivados por funcionais energia de [9], [11] e |20], definimos o funcional F :

LP(RY, p) — R por

satisfazendo, para 0 < s < a

< L < 0.

Observacao 4.1. O funcional em (4.1) pode assumir valores £oo.
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De fato, considere o caso em que todo o campo é homébgeneo com potencial da

membrana constante ug e estimulo externo, h, também constante. Entao

Assim o funcional F'(ug) é da forma

f(uo)
F(ug) = /n [—%f(uo) /RN J(x —y)f(uo)dy +/0 f(r)dr — hf(uo)] dx

= / ) [—% / =gy + / " - hf(Uo)] da

_ /}RN [_@HJHLI LGy hf(uo)] dz, (43)

onde
f(uo)
Gy = / ft(r)ar.
0

Como o que esté dentro dos colchetes em (4.3) é constante, F'(ug) pode assumir

+o00.

Agora vamos supor que
[ 1t = s(ulds < .
RN

com ug dado em (4.2), o que implica que a taxa de atividade neural no nivel u converge
para o repouso, quando x — +oo (isto sempre ocorre, por exemplo, em campo com
regiao de excitagao finita, (veja [11]), no qual o estado do campo tende para um estado

de equilibrio, quando |z| — oc.

Observagao 4.2. Note que das hipéteses (H1) e (H5) seque que o funcional F dado
em (4.1) estd sempre bem definido no subconjunto M C LP(RY, p) dado por

M = {u e LP(RY, p); |Ju — uol| 1y < 0o}
Seja 1y uma solugao de equilibrio de (2.1), que é dado implicitamente pela equagao
ug(x) = (J x (fou))(x) + h. (4.4)

Defina
Uz, t) =u(z,t) —ug e g(U)= f(U+ug)— flup). (4.5)
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Entao a equagao (2.1) pode ser reescrita da forma

oU (z,t)
ot

=—U(x,t)+ J*(goU)(x,t). (4.6)

De fato, substituindo (4.5) em (4.6) segue que
du(z,t)  Juo(x)

o o = (1) +up(x) + " J(x —y)(f(u(y, 1)) — fluo(z)))dy,
ou seja,
8“5;? ) _ —u(z, t) + up(z) + /RN J(x —y) f(uly, t)dy — /RN J(x —y) f(uo(z))dy

= —ule,t) + T # (fou(a,t) + uolw) — T * (f o uo(a)).

Por (4.4), obtemos

ou(z,t)
ot

= —u(z,t)+ J * (fou)(x,t) + h.

Para a equagao (4.6), definimos o funcional

9(U())
cw)= [ | [—égwm) [, 7= wawiar+ [ gl<r>dr] de. (47)

Assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja U(-,t) uma solugao de (4.6). Entao, sob as hipdteses (H3), (H5)
e (H6), temos

dG(U(z,1)) , Qu(z,t)\>
— = . f(u(x,t)) (T) dx < 0.

Demonstracao. Sendo g(U) = f(U + ug) — f(uop), da equagao (4.7), obtemos
6) = [ |5+~ ] [ e A0 + ) - Sy

9(U(z))
+ / g H(r)dr| dx.
0
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Usando que U = u — ug, g(0) = 0 e o fato que f~! e g~! difere apenas por translagao,

que é uma isométria, segue que

f(u(z)) F(U(z)+uo)—f(uo) g(U(=))
/ f’l(r)dr :/ f’l(r)dr :/ g’l(r)d'r.
f( 0 0

ug)

Por (H5) e (H6), segue que |G(U)| < co. Além disso,

Sewen = [ g (2L0) b

Com efeito, derivando (4.7) sob o sinal de integragao, temos

_%g(U(:{;,t)) o — 220w p s <g(U(x7t>)39(U(l‘,t))>] e

RN ot g
ou seja,
T2 /RN /RN v ag([gf’ D) s
_ §/RN /RN (= y)g(U(z,t 89(U§3,t))dydx+AN U(xat)gg((gf’t))d;c.
Como
/]RN /RN T—y)g D gy = /RN /RN ) g(Ua(f/ D i
seguie que
dG(I;‘t(-,t)) _ /RN /RNJ 89(%:,t))dydm+AN U(gj’t)@g((fa(;:,t))dér
- /RN|: Ulz y)g(U(y,t))dy] de
- /RN Ula,t)+ J goU)(xt)]de
— /RN (2, t)+ J*(goU)(z,t)] ¢ <U(xat))aUéj’t)dx,
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Por (4.6), obtemos

dGU(.t) _ /RN (U, 1)) (aU(x’t>)2dx.

dt ot

Agora, usando (4.5), chegamos em

GO [ [rwen s~ S] (2 Gy,
= = [ ireon (M ’f))gd:c
Pela hipotese (H5) o resuldado segue. O

Observacao 4.3. Pelo Teorema 4.1, seque que o funcional dado em (4.7) é de fato

o funcional energia que age como um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado pela

equagao (4.6).

4.2 Exemplo Concreto

Nesta seg¢ao exibimos um exemplo concreto para a funcao f, o qual satisfaz as
hipoteses assumidas em nossos resultados.

Seja f : R — R dado por

Temos que e™® > 0, para todo z € R, entao
1<1+e™™.

Assim |f(z)] < 1. Logo (H3) ¢é satisfeita com a = 1.
Agora, note que
! 671
= ——->- > 0.
f ([E) (1—}-6_96)2
Como

l<(1+e®)?<4, VreR,

segue que

<(1+e®)? <1

Ny

Assim, |f'(x)| < 1. Logo (H1) vale com ky = 1.
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Para verificar (H5), note que

<1 e fl(x):—ln(l_x).

T

0<

1+e=®

/ —ln(l_x> dx
0 T

Finalmente, temos que a hip6tese (H6) ¢ satisfeita no subconjunto de LP(RY, p) dado

Assim, para 0 < s <1,

<In 2.

por M = {u € LP(RY, p); [|u — uol| g1 mny < oo}
De fato, sendo f Lipschitz com constante k; = 1, dado u € M, obtemos
[ lrtute) = sl < [ Jute) - wo)] < .
RN RN
Portanto os resultados das se¢oes anteriores sao validas para o caso particular de

(2.1) dado por

ou(x,t) 1




Apéndice A
Medida de Nao Compacidade

Nesta secao exibimos algumas definicao e resultados que, de alguma forma, sao
usadas no decorrer de todo texto. Alguns resultados nao serao demonstrados aqui, mas
tais demonstragoes podem ser encontradas em [4], [5], [16] ou [17].

Ao longo de toda essa se¢ao, a menos de mengao explicita, X denota um espaco

de Banach.

Definicao A.1. Um subconjunto E C X ¢ relativamente compacto, ou precom-

pacto, se Eé compacto.

Definicao A.2. Um subconjunto E C X ¢ totalmente limitado se, para todo € > 0,
existe uma familia finita de bolas By, Ba, ..., B, C X com, diam(B;) =¢,i=1,...,n,

tal que
Ecl|/B.
i=1

Teorema A.3. Um subconjunto EE C X € totalmente limitado se, e somente se, E €

relativamente compacto.
Demonstragao. Veja [17]. O

Definicao A.4. Se M e S sao subconjuntos de X e € > 0, entdo o conjunto S €

chamado de uma e-rede de M se para qualquer x € M existe y € S, tal que
|z —yl| <e.

Se o conjunto S for finito, entio a e-rede S de M ¢é chamada de uma e-rede finita.
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Definicao A.5. Um subconjunto E C X € dito covexo se para todo x,y € E temos
A+ (1=NyeE, VAe(0,1).

Teorema A.6. A intersecdo arbitrdria de uma familia de conjuntos convexos € um

conjunto convezo
Demonstragao. Veja [14]. O

Definicao A.7. Seja F' C X. A intersecao de todos os conjuntos convexos que contém

F é chamado envoltoria convexa de F' e denotaremos por conv(F).

A combinagao convexa de elementos de F' é um elemento da forma
)\133‘1 + ..+ Anxn,

onde

m€F, N >0i=1..n Y \=1

Vamos escrever cvz(F') para denotar a combinacdo convexa de todos os elementos do

conjunto F'.

Definicao A.8. Seja Q C X um conjunto limitado, a medida de nao compacidade

de Kuratowski de ), denotado por a(Q), € definida por

a(Q):inf{5>0: QCUSi, S; C X, diam(S;) < e, izl,...,n}.

i=1

Teorema A.9. Se X é um espaco vetorial sobre um corpo F' e E, Fy,...,E, sao sub-
conjuntos convexo de X e F' C X, entao

(i) cvx(E) C E

(11) conv(F) = cvx(F)

i=1 =1 =1

Demonstragao. Para demonstramos (i) basta mostrar que para qualquer n > 2, x; € E,

Ai >0ed " A\ =1, temos

Mz + ...+ A\, € E.L
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Provemos por inducao. Para n = 2, temos

1,82 € E, M, A>0 e M+ =1
assim A\ = 1 — A\;. Sendo E convexo,

M1+ Aowg = Mxy + (1 — Ag)xg € E.

Suponha valido para n > 2 e provaremos para n + 1. Temos

n+1
B €E, N>0i=1..n+le Y N=1
i=1

Temos dois casos: Se

D AN=0=X=0i=1...n
=1

Logo,
/\11’1 + ...+ An+1$n+1 = Tp+1 c F.
Se
D N=A#£0,
i=1
entao
)\1 )\n
)\11’1 + ...+ )\n—l—lmn-I—l = A TZL‘l + ...+ Tl'n + )\n—i—ll’n-l—l-
Note que
- /\z )\ /\1 /\n
—=—-=1= — oo+ —2x, € FE,
izl b\ b\ h T+ + \ Ty €
Logo
AT+ A1 T = A ; Xil% + Mg 1Tny1 € B

Portanto, por indugdo, cvx(FE) C E. Para provamos (ii), sabemos que
F C conv(F),

entao, por (i),

cvz(F) C conv(F).

Mostremos agora que cvz(F') é convexo. Considere A € (0,1) e z,y € cvx(F'). Entao

existem n,m € N,

n n
v, € F,a; >0, (i=1,...,n), ComZaizle Zaixi:x
i=1 i=1
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e
y; € F,5; >0, (j=1,...,m), ComZszl e Zyjﬁj:y.
j=1 j=1
Note que,
DA+ (1=N8 = A ait(1-1)) 5
=1 7=1 =1 j=1
= A+ (1=
= 1
Dai,

A+ (1=XNy = Azaixi + (1 - /\)Zﬂjyj
i=1 Jj=1

= Z )\Oéi.fi —+ Z(l — /\)Bjij
i=1 j=1
como z;,y; € I, entao
Az + (1= Ny € cvz(F).

Logo cvx(F') é convexo. Como conv(F') é a intersegao de todos os conjuntos convexo

que contém F', entao

conv(F) C cvx(F).

Portanto

conv(F) = cvz(F).

Provaremos agora (iii). Considere

=1 i=1

S C conv ( EZ> )
i=1

E=0-E1+...+1-FE;+...40-E,CS,i=1,...,n.

Por (i), segue que

Note que

Assim

=1
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Para provamos (iii), basta mostrar que S é convexo. Considere A € (0,1) e z,y € S.

Temos
v, € E,a; >0, (i=1,...,n), comZai =1le Z%‘ﬂ%‘ =x
i=1 i=1
e
yi € E,8;>0, (i=1,...,m), comd Bi=1le Y yfi=y.
i=1 i=1
Considere
Sendo E1, s, ..., E, convexos, existe z; € E;, (i =1,...,n) tal que
Note que
dDvo= D A+ (1-X)p;
i=1 i=1
SO METE) o
i=1 i=1
Como
Zai =1 e Zﬁl =1,
i=1 i=1

entao

Z%’ = A+ (1=}

i=1

= 1.

E mais,

Az + (1 =Ny )\Zaimi—k(l—)\)Zﬁiyi
=1 =1

- i Aoyx; + i(l — \)Biyi
i—1 i=1

= Z A + (1 — ) By

i=1
n

= Z%Zi €5,
i=1

pois z; € F;, parat=1,...,n.
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Lema A.1. Seja QQ um subconjunto limitado de um espaco normado X. Entdo para

qualquer x € X

sup |z — y[| = sup ||z — 2||
yEconv(Q) z€Q

Demonstra¢ao. Sabemos que @ C conv(Q), entao

sup ||z —yl[ = sup ||z — 2|
yEconv(Q) 2€Q

Por outro lado, y € conv(Q), entdao, pelo Teorema A.9, existe z; € Q, \; > 0, (i =
L,...,n)talque > " N\ =ley=> " Nz, Dai,

rT—y = Z)‘ix_z/\ixi
i=1 i=1
i=1
Aplicando norma, obtemos

n
o=yl < D Adlle =il
1=1

< sup||z — z||.
zeQ@

]

Corolario A.10. Seja (Q um subconjunto limitado de um espaco normado X. Entao
diam(Q) = diam(conv(Q))

Demonstracao. Temos que

diam(Q) = sup |z —y]|.

z,yeQ
Pelo Lema A.1,
sup [lz —y|[= sup |[lz -yl
T,Y€Q z,y€conv(Q)

Logo
diam(Q) = diam(conv(Q)).
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Lema A.2. Seja QQ, Q1 e Qo subconjuntos limitados de um espago métrico completo
(X,d). Entao

(1) a(Q) = 0 <= Q ¢ relativamente compacto;

(it) Q1 C Q2 = a(CQ1) < a(Q2);

(iii) o(Q) = a(Q);

(iv) (@1 U Q2) = max{a(Qy), (Q2)};

(v) (@1 N Q2) < min{a(Qr), a(Q2)}-

Demonstragao. Se a(Q) = 0, entéao para todo € > 0, ) esta contido numa unido finita
de bolas em X de raio €. Entao, por definicao, () é totalmente limitado. Logo, pelo
Teorema A.3, @ é relativamente compacto. Por outro lado, se @) é relativamente com-
pacto, novamente pelo Teorema A.3, o(Q) = 0. Assim (i) esta provado. A afirmagao
(ii) segue do fato que

a(Q) < diam(Q).

Para demonstrarmos o item (iii) note que, como @ C @, entdo, por (ii), a(Q) < a(Q).

Por outro lado, seja ¢ > 0, .S; conjuntos limitados de X com

diam(S;) <e, i=1,...,n e QCUSi.

=1

Assim
@CO&ZOE
Como a a
diam(S;) = diam(S;)

segue que

a(Q) < a(Q)
Portanto

a(Q) = a(Q)

Para provamos (iv), observe que

Q1 CQUQy e Q2 CQIUQ:.

Por (ii), segue que

a(@1) <a(@QiUQ) e a(Qq) < a(QrUQs),
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assim

max{a(Q1), a(Q2)} < a(Q1 U Q7).

Por outro lado, sejam
a(@) =5 e a(@)=r,

entao {5}, é uma cobertura finita de @); com

diam(S;) <s, i=1,...,m
e {T;}}2, ¢ uma cobertura finita de Q com

diam(T;) <r, j=1,...,no.
Seja p = max{s,r} e ng = ny + ng, considere

{Vadily = {8k} U{T,}"™

que é uma cobertura finita para ()1 U ()2 com

diam(Vy) <p, k=1,...,ng.

Assim
max{a(Q1), v(Q2)} > a(Q1 U Q2).
Portanto

a(Q1 U Q) = max{a(Q1),a(Q2)}.

Analogamente para provar (v), partimos do fato que

Q1NQ2C Q1 e Qr1NQ CQy,

entao, por (ii), obtemos

a(@QiNQ2) <a(@Qr) e a(@QNQ2) < a(Q2).

Portanto
a(Q1 N Q2) < min{a(Q1),a(Q2)}.

Assim fica provado o Lema. n
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Teorema A.11. Seja (X,d) um espago métrico completo. Se (F,) € uma sequéncia
decrescente de subconjuntos nao vazios, fechados e limitados de X, tal que a(F,) — 0,

entdo a interse¢io Fuo = (. F,, € um subconjunto nao vazio e compacto de X.

Demonstragcao. Temos que F,, ¢ um subconjunto fechado de X, pois é a intersecao

infinita de conjuntos fechados de X. Provemos que F,, é limitado. Note que
Fw CF,, Vn=12 ...
Dai,
a(Fy) < a(F,).

Calculando o limite quando n — oo, obtemos

lim a(F,) < lim aF),)

n—oo n—oo

= 0,

ou seja,

a(Fy) = 0.

Entao, pelo Teorema A.9, F, é relativamente compacto. Porém, sendo X um espago
métrico completo, F., é totalmente limitado, e consequentemente, F,, é limitado. Por-
tanto F,, ¢ compacto. Mostremos agora que F,, # (). Sejam z, € F, para cada

n=12...eX, ={x;,i>n}, paracadan=1,2,.... Note que

Xn+1CXn, Vn:1,2,

e mais,
X1:X1UX2U...UXn, n:1,2,...,
assim,
XHCXl, n:1,2,...
consequentemente,

a(X,) <a(Xy), n=12,....

Pelo Lema A.1, segue que

O./(Xl) = Oé(Xl U...u Xn)
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para cada n = 1,2,.... Por outro lado, X,, C F},. Logo

a(Xy) < alF,)

para cada n = 1,2,.... Calculando o limite, obtemos

lim a(X;) < lim o(F,)

n—o0 n—oo

= 0.

Assim, a(X7) = 0, ou seja, X; é relativamente compacto. Logo a sequancia (z,) tem

uma subsequéncia convergente, digamos, com limite z € X. Sendo F, fechado em X,
entao xr € F.

O



Apéndice B
Espaco LP

Nesta se¢ao exibiremos algumas definicao e resultados da Teoria da Medida, que

podem ser encontrados em [3] e [6]. Ao longo de toda essa segdo X denota um espago

de Banach.

Definicao B.1. Uma familia M de subconjuntos de X é uma o-dlgebra de X se:
(a) 0, X € M,
(b)) Ac M= A°e M,

(c) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos em M, entao ;- Ay.

Defini¢ao B.2. Uma fun¢io p: M — [0, 00] € uma medida se:

(a) n(0) =0,
(b) n(A) >0, para todo A € M,

(c) Se (A,) € uma sequéncia disjuntas de conjuntos em M, entdao

(U)o
n=1 n=1
Defini¢ao B.3. Sejam M uma o-dlgebra e p uma medida, chamaremos (X, M, ) de

um espago de medida.

Definicao B.4. Uma funcao f: X — R é mesurdvel se para todo o € R ao menos

um, dos conjuntos
{freX:f(z)>a}, {reX:[f(z)<a},
{reX:flz)<a} ou {zreX:f(x)>a}
pertence a M.
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Teorema B.5 (Desigualdade de Young). Sejam A e B nimeros nao negativos e 1 <

p < oo, 1 <q< oo verificando

Entao

Demonstragao. Seja 0 < o < 1 e considere a fungao ¢ : [0,00) — R dado por

o(t) = at —t°.
Temos
o) = a—at*?
1
= al(l- ia )
Note que
b 90/(1) =0,

e V(t)<0,para0 <t <1,
e ¢'(t) >0, para t > 1.
Segue que
p(t) > ¢(1), para t>0,
isto é,
at—t*>a—-1=>t"<at+1-—a.
Para a,b>0et =%, b+# 0, temos

2 a

a
b_2 < ab + (1 - O{),
assim
a® b < aa+ (1 - a)b.
Fazendo

1
a=—-,a=Ae b= B
p
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obtemos,
(Ap)l/p . (Bq)l/q < EAP + 13(1’
p q
isto é,
AP B
A-B< —+ —.
D q

]

Vamos denotar por L'(X, ), ou L'(X), ou simplesmente por L', o espago das

fungoes integraveis de X em R. Com norma

111 = 1AL z/X|f|du.

Definicao B.6. Sejap € R com 1 < p,q < co. Definimos o conjunto

LP(X)={f:X = R; f émesurdvel e |f|" € L'(X)}.

161l =171 = ( [ 1760 "

Teorema B.7 (Desigualdade de Hoélder). Suponha 1 < p < oo e seja f € LP, g € LA,

Com norma

onde
1
-+ -=1.
b q
Entdo, f-ge L' e

Lf - gllee < 1 fllee + Mlgllze

Demonstragao. Sejam f € LP e g € LY com ||f]||, # 0 e ||g||; # 0. Temos que o produto

f - g ¢ mensurével e da Desigualdade de Young com

L@ o)

e )
£l lgllq
obtemos
f@)] lg@)] _ |f(@)" | lg(z)]
< 7 T )
1l gl = pllflls  qllgllg
ou seja,

[f(@)g(x)] _ (@) lg(z)|
S p + q-
Sl lglle = pIAIE  allgllg
Dai, temos que f - g é integravel, isto ¢, f - g € L' e vale

: L[ |flPde 1 [ |gled
f - gl dug_flfl pu+_f|g| Iy
WA Tlglle 2 NfIE a lglld




o que implica,

Logo

JVrslan < (542 ) 171+ Nl
p gq

- gll < [1£1lp - [gllq-
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Apéndice C
Convolucao de Funcoes

Nesta secao definimos o produto convolugao de fungoes e estudamos algumas de

suas propriedades.

Definicao C.1. Dadas duas funcgoes reais com valores reais f e g, definimos o produto

/fx— y)dy,

para os pontos x tais que a integral exista, isto €, a func¢io y € R— f(z —y)g(y) seja

convolucao entre f e g pela expressao

integravel.

Proposicao C.2. O produto convolucao satisfaz as sequintes propriedades:
1 fxg=gxf[;
2. fx(g+h)=fxg+ fxh;
3. (fxg)xh=fx(gxh).

Demonstragao. Para verificarmos (i), fazemos a mudanga de variavel z = =z — y e

obtemos
(f*g)(x) = / £z — 1)9(y)dy

:/f 9z — 2)

= (g% f)(
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No caso da propriedade (i) temos,

[f * (g + h)]( /fm— [(g+h)(y

_ /fw— hy)dy

- /fx— dy+/f(:c—y)h(y)dy
= (fxg)(@)+ (f *h)(z).

Finalmente, usando (i) e o Teorema de Fubini, obtemos

(f % g) ¥ hl(x) = Au*m@—ymwmy

:tééggm@—y—@Wh@My
= /Rf(z) (/Rg(x—z—y)h(y)dy> dz
= [ 1) g = )i

= [(g=ma-2se)

— [(g*h)+ f)(x)

— [f (g @)
0 que justifica (iii). [
Teorema C.3. (Veja [8], p.242.) Se f € L'(R"), g € CY(R") e D,g for limitada,
entao f x g € CI(R) e Dx(f *g) =[x (D.g).

Demonstracao. Defina

Dai, pela regra de Leibniz, temos

¥'(z) = / 92(x — y) f(y)dy. (C.1)
R
Note que a integral em (C.1) converge uniformemente em —oo < x < +00, pois ¢, é

limitada e f € L'. Portanto,

Dy(f *g)(x) = ¢'(x)

_ /R gl —

= [(Dzg) * fl(2)
= [f*(D.9))(2).
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m
Combinando o Teorema C.3 com a Proposi¢ao C.2 é imediato o seguinte resultado:

Corolario C.4. Sejam f,g duas fungoes de classe C1(R) com f,g € L*(R) com D,f

e D,g limitadas. Entdo

Do(f*g) = (Dof) * g = (D2g) * f.

Teorema C.5 (Desigualdade de Young Generalizada, [8]). Sejam X = R™, C' > 0 e

1 <p < oo. Suponha g uma fungao continua em X x X tal que

SUP/ lg(x,y)|dy < C, sup|g(x,y)|dz < C.

Se f € LP(X), a funcao T'f definida por
1)) = [ o) sy
X
estd bem definida q.t.p., Tf € LP(X) e [|Tf|, < C|fll,-

Demonstracao. Suponha 1 < p < o0 e seja ¢ o expoente conjugado de p, isto é,

}D + % = 1. Entao, pela desigualdade de Holder
@l < | [ lotalas] | [ latwlisora

< ¢t | [l nlirwra]”

Elevando ambos os lados a poténcia p, integrando e usando Teorema de Fubini, temos

/X (ThH@)Pdz < C} /X /X 19(z, )1/ () Pdydz
< ot [ iy
Portanto,

14,1
ITfll, < CPrallflly

= Clifllp:

Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida de (T f)(x) converge
absolutamente q.t.p., de modo que o teorema esté provado paraocasol < p < oo. O
caso p = 1 & similar, porém é mais facil e requer somente a hipotese [ [g(z,y)|dz < C,

e 0 caso p = 00, somente a hipotese [, [g(x,y)|dy < C. O
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Teorema C.6 (Desigualdade de Young). (Veja [8], p.241.) Se f € L}(R) e g € LP(R),
entao fxg € LP(R) e

17 glly < W[ Fllllgllp-

Demonstragao. Basta aplicar o Teorema C.5 com g(z,y) = f(z — y). O
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