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Resumo

Nesta dissertacao sao descritas bases para as identidades polinomiais e os poliné-
mios centrais com involucao para a algebra das matrizes 2 x 2 sobre um corpo infinito
K de caracteristica p # 2, considerando-se a involugao transposta, denotada por ¢, e
também a involucdo simplética, denotada por s. E conhecido que, como o corpo K é
infinito, se * ¢ uma involugao em Ms(K), entdo o ideal de identidades (My(K), *) coin-
cide com (My(K),t) ou com (My(K),s). Consideramos também as algebras M, (E),
My, (E) e My 1(E) sobre corpos de caracteristica 0. Para as algebras M, (E) e My ,(E),
provamos que para uma classe ampla de involucoes as identidades polinomiais com
involugao coincidem com as identidades ordinérias, e para a algebra M; ;(FE) com a in-
volugao * induzida pela superinvolucdo transposta na superalgebra M, ;(K), exibimos
uma base finita para as x-identidades polinomiais.

Palavras-Chave: PI-Algebras, Algebras com Involucao, Identidades Polinomiais

com Involugao, Polinomios Centrais com Involucao.
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Abstract

In this dissertation we describe basis for the polynomial identities and central
polynomials with involution for the algebra of 2 x 2 matrices over an infinite field K
of characteristic p # 2 considering the transpose involution, denoted by ¢, and also
the symplectic involution, denoted by s. It is known that, since the field K is infinite,
if * is an involution on Ms(K), then the ideal of identities (My(K),*) coincides with
(Ms(K),t) or with (My(K),s). We also consider the algebras M, (E), My,(E) and
M, 1(E) over fields of characteristic 0. For the algebras M, (E) and My ,(E) we prove
that for a large class of involutions the polynomial identities with involution coincide
with the ordinary identities, and for the algebra M ;(£) with the involution * induced
by the transposition superinvolution of the superalgebra M, ; (K) we exhibit finite basis
for the *-polynomial identities.

Keywords: PI-Algebras, Algebras with Involution, Polynomial Identities with

Involution, Central Polynomials with Involution.
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Introducao

A Teoria das Algebras com Identidades Polinomiais, ou PI-Algebras (do
inglés Polynomial Identities), ¢ uma parte importante da Teoria de Anéis. A classe das
PI-Algebras é ampla e engloba as algebras comutativas, 4lgebras de dimensio finita,
algebras nilpotentes, entre outras. Além disso, o produto tensorial de duas PI-Algebras,
as subalgebras e imagens homomorficas de uma Pl-algebra e o produto direto de uma
familia de PI-algebras sao também &lgebras com identidades polinomiais.

As principais linhas de pesquisa envolvem a teoria estrutural das PI-dlgebras den-
tro da qual podemos destacar o Teorema de Kaplansky e a teoria combinatoria das
Pl-dlgebras, dentro da qual podemos destacar o Teorema de Amitsur e Levitsky. O
Teorema de Kaplansky afirma que qualquer PI-algebra primitiva é central simples e de
dimensao finita sobre seu centro, foi demonstrado em 1948 no artigo [26] onde o autor
introduziu o termo identidade polinomial. Dois anos depois, em [3], Amitsur e Le-
vitsky provaram, usando métodos puramente combinatorios, que o polindmio standard
de grau 2k ¢ uma identidade de grau minimo para a algebra das matrizes k X k.

Nos ultimos anos vérias generalizacoes do conceito de identidade polinomial tém
sido estudadas tais como: identidades polinomiais graduadas, identidade polinomiais
com trago e identidades polinomiais com involu¢do (ou *-identidades), sendo esta tl-
tima o objeto de estudo desta dissertagao. Kemmer utilizou identidades graduadas na
sua Teoria dos Ideais de Identidades em Algebras Associativas (indicamos [27] para
mais detalhes). As identidades com trago foram introduzidas por Razmyslov em [31]
e como consequéncia dos resultados obtidos deu uma nova demonstracao do Teorema
de Amitsur-Levitsky. Ja as identidades polinomiais com involug¢ao tém relacao com
as identidades polinomiais (ordinaria). Em |2|, Amitsur demonstrou que uma algebra

satisfazendo uma identidade com involugao ¢ uma PI-algebra.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Introducao 12

Muitos dos conceitos e resultados sobre algebras com identidades polinomiais tém
sido estudados no contexto das identidades polinomiais com involugdo. Em [21] a teoria
das representacoes do grupo hiperoctaedral é aplicada ao estudo das x-identidades
polinomiais de uma algebra com involugdo (R, %) sobre um corpo de caracteristica zero
e em [33] a autora estende um dos teoremas de Kemer para o caso de algebras com
involucao.

O problema de descrever as identidades de uma &algebra com involucao (R, x) foi
resolvido para alguns casos apenas, por exemplo, em |11] sdo descritas as identidades
com involucao da algebra de matrizes 2 x 2, sobre corpos infinitos de caracteristica
diferente de 2, considerando-se a involugao transposta e também a involugao simplética.
Em [16] sao descritas as identidades da algebra M; ; (E) com a involuc¢ao * induzida pela
superinvolugdo transposta na superalgebra M ;(K). Além disso é demonstrado que
para uma classe ampla de involugdes as identidades com involugao nas éalgebras M, (F)
e My, (E) sao as identidades ordinarias. Estes sdo alguns resultados apresentados nesta
dissertacao. Além das duas referéncias anteriores, apresentamos também a descricao
dos polinémios centrais com involugao para a algebra My(K) que foi dada em [9].

A dissertacao consiste em 5 capitulos e a seguir descreveremos como ela esté
organizada.

No primeiro capitulo, introduzimos varios conceitos fundamentais para o desen-
volvimento do trabalho. Decidimos incluir as principais defini¢coes e notacoes da PI-
teoria, para tornar a dissertacao mais independente de outras fontes. Mas para nao
exagerar muito no volume da dissertacao, optamos por omitir algumas demonstracoes
que podem ser consultadas nos livros [17], [19] e [20] e também na dissertacao [15].
Assim, introduzimos os conceitos de polinémio central, identidade polinomial, identi-
dade multihomogénea e multilinear, e por fim, apresentamos alguns resultados sobre
matrizes genéricas que sao importantes no desenvolvimento dos Capitulos 3 e 5.

No segundo capitulo, estudamos os fatos bésicos sobre algebras com involucao,
baseado no livro [32], nas teses [10] e [13] e no artigo [33]. Apresentamos os conceitos de
identidade e polindmio central com involugao e também a classificacao das involucoes
em algebras centrais simples. Além disso, fazemos um breve estudo sobre polindmios
x-proprios, estudo este importante no desenvolvimento de toda dissertacgao.

No Capitulo 3, considerando K um corpo infinito de caracteristica diferente de

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Introducao 13

2, apresentaremos a descrigao feita por Colombo e Koshlukov em [11], das identidades
polinomiais com involugao para algebra das matrizes de ordem 2. Os principais resul-
tados do capitulo descrevem bases das identidades com involucao para esta algebra.
Consideramos os dois tipos de involugao, a transposta e a simplética. No primeiro
caso, utilizamos métodos afim de diminuir o estudo para identidades polinomiais que
dependam apenas de variaveis simétricas, e em seguida definimos um operador L e
estudamos as tabelas admissiveis com o intuito de concluir o resultado, baseado nos
artigos [28], |29] e [34]. O segundo caso, resolve-se através da descrigao das identidades
fracas de My(K) feita em [29].

No Capitulo 4, como no capitulo anterior, K ser& considerado um corpo infinito
de caracteristica diferente de 2. Apresentaremos a descricao feita por Brandao e Kosh-
lukov, em [9], dos polindémios centrais com involu¢do para a algebra das matrizes de
ordem 2, considerando-se as involucoes transposta e simplética. Nestas descricoes sao
usadas ideias e resultados desenvolvidos no capitulo anterior.

Finalmente, no quinto capitulo, apresentamos a descri¢ao feita por Di Vincenzo
e Koshlukov, em [16], sobre as identidades com involugao das algebras M,,(E), My ;(E)
e M, 1(F) sobre corpos de caracteristica 0. Primeiramente, ¢ feito um estudo sobre
alguns conceitos que serao importantes no decorrer do capitulo, tais como superalge-
bras, superinvolugdo, entre outros, estudo este baseado no artigo [24]. Em seguida,
considerando-se as algebras M, (E) e My ,(E), provamos que para uma classe ampla
de involucoes as identidades polinomiais com involucao coincidem com as identidades
ordinérias. Por fim, consideramos a algebra M; ;(E) com a involugdo * induzida pela
superinvolugdo transposta na superalgebra M ;(K) e exibimos uma base finita para as
x-identidades polinomiais dessa algebra. Para isto determinamos algumas *-identidades
satisfeitas em (M 1(E), *) e consideraremos o T-ideal I gerado por estas identidades.
Em seguida, tomaremos o espaco dos polinomios multilineares x-proprios na algebra
relativamente livre K (X UY')/I, fixaremos um conjunto de geradores para cada um

desses espacos, provaremos que estes polinémios sao linearmente independentes modulo

T.(M;1(E)) e concluiremos que I = T, (M ;(E)).

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste primeiro capitulo, temos como objetivo estabelecer as notacoes, os conceitos
e resultados basicos necessarios que serao utilizadas nos demais capitulos deste traba-
lho. Vamos, inicialmente, falar sobre PI-algebras, que ¢ o nosso objeto fundamental de
estudo. Em todo o capitulo, K é um corpo qualquer, char K denotara a caracteristica
do corpo K e, a menos que se diga o contrario, todas as algebras e espacos vetoriais

serao sobre K.

1.1 Algebra

Definicao 1.1.1 Define-se uma K-dlgebra, ou simplesmente dlgebra, como sendo um
par (A;x), onde A é um espago vetorial e “«” € uma operag¢io em A que é uma aplica¢do

bilinear, ou seja, * : A x A — A satisfaz:
(i) ax(b+c)=axb+axc;
(i) (a+b)xc=a*xc+bxc;

(11i) (Aa)*xb=ax* (Ab) = Aa D),

para quaisquer a,b,c € A e X € K.

Na definicao acima, “x” chama-se produto ou multiplicacao. Em geral, denotare-
mos a * b, com a,b € A, simplesmente por ab. Definimos ajasas como sendo (ajas)as

e, indutivamente, ajas...a,_1a, como sendo (aiay...a,_1)a,, para a,...,a, € A.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. Algebra 15

Dizemos que um subconjunto S da algebra A é uma base se 5 é uma base de A como
espaco vetorial e definimos a dimensdo de A como sendo a dimensao de A como espaco

vetorial.

Definicao 1.1.2 Uma dlgebra A serd dita:
(i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
(ii) Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

(17i) Unitaria (ou com unidade), se existir 14 € A tal que 14a = aly = a, para todo

a€ A;

(iv) Algebra de Lie se valem a®> = aa = 0 e (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (identidade
de Jacobi), para quaisquer a,b,c € A. Observe que a®> = 0 implica que ab = —ba,
para quaisquer a,b € A. Dizemos que uma dlgebra de Lie € abeliana se ab = 0,

para quaisquer a,b € A.

Sendo A uma algebra unitaria e A € K, identificaremos A como sendo o elemento
Ala de A e o corpo K como o subconjunto {Al4 ; A € K} (subespaco de A gerado

pelo elemento 1,4). Apresentaremos agora exemplos importantes de algebras.

Exemplo 1.1.3 (Algebra das matrizes) Sendo K um corpo e n € N, o espago
vetorial M,,(K) munido de seu produto usual € uma dlgebra associativa com unidade
(a matriz identidade I,,). Destacamos nesta dlgebra as matrizes elementares E;;, que
possuem 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais. E fdcil verificar
que elas formam uma base para M,(K). De modo mais geral, se A é uma dlgebra,
consideramos o espaco vetorial M,(A) de todas as matrizes de ordem n com entradas
em A. O produto de matrizes em M, (A) € andlogo ao produto de matrizes com entradas

em K. Temos entio uma estrutura de dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.1.4 (Algebra de Grassmann) Sejam K um corpo e V o espago veto-
rial sobre K com base {ey,eq,€3,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra
exterior) de V , denotada por E = E(V'), como sendo a dlgebra associativa e unitdria
com base

{Lieieiy.. e 5 01 <o <...<igk>1},

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. Algebra 16

através do produto induzida pela relacao e;e; = —eje;, para quaisquer i,j € N. Desta-

camos em FE o0s subespacos:

EO = (1g,ei,e,...€, ; m épar, iy <ig < ...<ip)
e

EW = (e ey ...€;, 3 m €impar, iy <iy < ...<ip).

Claramente, E = E© & EW. Uma vez que e;e; = —eje;, temos

(eileiQ c. eim)(ejleﬁ ce €jn) = (—1)mn(€j1€j2 Ce ejn)(eileiQ ce eim),

para quaisquer m,n € N. Assim, podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € EO)
ex € B, e xy = —yx para quaisquer x,y € EY. Note que, se charK = 2, entio E ¢
uma dlgebra comutativa.

Considere E' o subespaco de E gerado por
{eileiQ...eim ,m GN,il <l < ... < Zm}

Temos que E', munido da operacao de E, é uma dlgebra chamada dlgebra exterior
sem unidade. Observe que E' = E'O @ ED | onde E'©) ¢ o subespaco gerado por

{€i€iy.. €, 5 m épar, iy <ig<...<ip}.

O proéximo resultado nos permite obter uma estrutura de algebra a partir de um

espaco vetorial.

Proposicao 1.1.5 Sejam A um espaco vetorial e [ uma base de A.  Dada
f B xp — A, exriste uma tunica aplicagao bilinear - : A X A — A tal que

uy - ug = f(ug,us) para quaisquer uy,us € 5.

Demonstracao: Veja a prova em [15], p.13. |

Assim, para definir uma estrutura de algebra em A basta definir o produto para
os elementos de uma base. Uma vez definido o produto, verifica-se que A é uma algebra

associativa se, e somente se, (v1v9)vy = v1(vv3), para quaisquer vy, vy, v3 € [3.

Exemplo 1.1.6 (Produto tensorial de algebras) Sejam A e B dlgebras. Recor-
damos que o produto tensorial dos espacos vetoriais A e B, denotado por A® B, € o
espaco vetorial gerado por {a @b ; a € A,b € B}. Os elementos da forma a ® b sdo

chamados de tensores e satisfazem:

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. Algebra 17

(i) (a1 + a3) @b = (a1 ®b) + (as @ b);
(i) a® (b +by) = (a@by) + (a @ by);
(i7i) Ma®b) = (Aa) ®b=a® (\b),

para quaisquer ay,as,a € A by, by, be B e e K.

E um fato bastante conhecido que se 31 e [y sio bases de A e B, respectivamente,
entdo o conjunto {u @ v ; u € B1,v € o} € uma base de A® B. Se V é um espago
vetorial e f : A x B — V' é uma aplicacao bilinear, entao existe uma unica transfor-
magao linear Ty : A® B — V satisfazendo T(a ® b) = f(a,b) (propriedade universal
do produto tensorial). Para maiores detalhes, veja [1], Capitulo 2.

Para definir uma estrutura de dlgebra em A® B, fixemos duas bases [y e fo de A
e B, respectivamente, e definamos (u3 @vy)(us®@ug) = ujus @v1v9, para todo ui, ug € By
e v1,v9 € Ba. Se A e B sao dlgebras associativas entdo A ® B, munido deste produto,
¢ uma dlgebra associativa, pela proposicao anterior. Além disso, se A e B sao dlgebras

com unidade, a unidade da dlgebra AR B ¢ 14 ® 1p.

Sendo A uma algebra associativa e a,b € A, definimos o comutador de a e b,

denotado por [a, b], e o produto de Jordan de a e b, denotado por aob, como sendo
[a,b] = ab— ba e aob=(ab+ ba).
De modo geral, definimos o comutador de comprimento n como sendo
lay,as,...,a,) = [[a1, ..., an1],an),
para a; € A. E facil verificar que
lab, c] = a[b, ] + [a, c]b, para a,b,c € A. (1.1)

Fazendo inducao sobre n podemos mostrar que:

n

l[a1as . . .an, ] = Zal @i ]ag, Clagy - ap, (1.2)
i=1

para cada a;,c € A.

Observacao 1.1.7 Caso a caracteristica do corpo seja diferente de 2, podemos definir

o produto de Jordan de a e b da sequinte forma:

aob=(1/2)(ab+ ba).

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. Algebra 18

Definicao 1.1.8 Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaco B de A é uma subalgebra de A, se é fechado com respeito a

multiplicacao, isto €, biby € B para quaisquer by, by € B;

(11) Um subespago I de A é um ideal (bilateral) de A se AI C I e IAC I, ou seja,

se ax,xa € I para quaisquer a € A ex € I.

Podemos definir ideias unilaterais. Um subespaco I é dito ideal a direita (respec-

tivamente a esquerda) se A C I (respectivamente AT C T).

Exemplo 1.1.9 Considere a dlgebra exterior E (Exemplo 1.1.4). Dado k € N, tome-

mos o subespaco Ey de E gerado por
{1,61‘161‘2...61‘1 ; <ig<...<y < ]{7}

Temos que Ey, ¢ uma subdlgebra de E de dimensdo 2F e é a dlgebra exterior do espaco

vetorial com base {eq,es,..., ex}.

Exemplo 1.1.10 (Centro de uma algebra) Seja A uma dlgebra associativa. O

conjunto
Z(A)={a € A; ax = za, para todo x € A}

¢ uma subdlgebra de A chamado de centro de A. E fdcil verificar que dado n € N,

Z(My(K)) ={\, ; A€ K} e que Z(E) = E©,

Sejam A uma éalgebra e I um ideal de A. Definimos uma relagao em A da seguinte
forma: Dados a,b € A, a é dito congruente a b modulo [ se, e somente se, a—b € I. Tal
relagdo serd denotada por a = b (mod I) oua =; b. O conjunto a+1 ={a+i; i €1}
¢ chamado de classe de equivaléncia de a médulo I e pode ser denotado por a.
O conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo I de A serad representado por
A/l

Considere o K-espaco vetorial A/I, com as operagoes soma e multiplicagao por
escalar usuais (@ +b = a+b e A\a = Aa, para todo A € K e quaisquer a,b € A),

podemos considerar a operacao multiplicacao

CAJTx AT = AT
(@,b) — a-b=ab.
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Como [ é um ideal, temos que esta opera¢ao estd bem definida e faz de A/I uma

4lgebra chamada Algebra Quociente de A por I.

Definigao 1.1.11 Sejam A uwma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A. Defini-

mos:

(i) Subalgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interse¢ao

de todas as subdlgebras de A que contém S (ou S U {14}, caso A seja unitdria).

(ii) Ideal de A gerado por S, denotado por Is, como sendo a intersecio de todos

0s ideais de A que contém S.

Claramente, da defini¢do anterior, K(.S) é a menor subalgebra de A que contém
S, e o ideal de A gerado por S é o menor ideal de A contendo S. Sendo A uma
algebra, dizemos que S C A gera A, como algebra, ou ¢ um conjunto gerador para
a algebra A, se K(5) = A. Além disso, A ¢é dita uma algebra finitamente gerada
se existe S C A, finito, tal que K(S) = A. Sendo A uma algebra associativa unitaria
e S um subconjunto ndo vazio de A, ndo ¢ dificil mostrar que K(S) coincide com o
subespacgo de A gerado por {1,s185...5,; n € N;s; € S} e o ideal de A gerado por S

coincide com o subespaco de A gerado por {asb ; a,b € A, s € S}.

Definicao 1.1.12 Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, se p(ajas) = p(ai)p(az), para

quaisquer ay,as € A. Se A e B possuem unidade, exigimos que p(14) = 1p.

Chamamos ¢ de monomorfismo (ou mergulho) se ¢ é um homomorfismo in-
jetivo, de epimorfismo se ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetivo, e de isomorfismo se ¢
é um homomorfismo bijetivo. Dizemos que ¢ é um endomorfismo de A, se ¢ é um
homomorfismo de A em A e que é um automorfismo de A se ¢ é um endomorfismo
bijetivo de A. Denotamos por End(A) e Aut(A) os conjuntos dos endomorfismos e auto-
morfismos, respectivamente, da élgebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B,
dizemos que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Denotamos o niicleo de ¢ por
Kerg ={a € A; p(a) =0} e aimagem de ¢ por Imp = {p(a) ; a € A}. E de facil
verificacao que Kery é um ideal de A e a Imyp é uma subalgebra de B.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomorfismos.
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Exemplo 1.1.13 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagio m: A — A/I,

definida por w(a) = a, € um epimorfismo de dlgebras chamado de projecao candnica.

Exemplo 1.1.14 Seja A uma dlgebra associativa e unitdria. Dizemos que um ele-

L= g~ 'a = 1. Vamos denotar

mento a € A € invertivel se existe a=' € A tal que aa”
por U(A) o conjunto dos elementos invertiveis de A. Tomando r € U(A), podemos

considerar a aplicacao

G:A —- A

v — CG(z)=r"tar

E facil verificar que esta aplicacio € um automorfismo de A, chamado de automor-

fismo interno determinado por r.

Exemplo 1.1.15 Seja A" uma dlgebra sem unidade. Consideremos o espago vetorial
A=KaA ={Na)| e K,aec A"}

Definimos em A o sequinte produto (A, a1)(Ag,az) = (M2, Ad1az + Aeay + ajas). O
congunto A munido deste produto é uma dlgebra associativa com unidade (1,0). A
aplicacdo ¢ : A' — A definida por ¢(a) = (0,a) é um monomorfismo. Dizemos que A

¢ obtida de A" por adjuncao da unidade.

1.2 Algebra Associativa Livre

Nesta secao construiremos as Algebras Associativas Livres, cuja importancia esta
no fato de serem os ambientes onde sao introduzidos o conceito de identidades poli-
nomiais e polinomios centrais utilizados em todo este trabalho. Comecaremos com a

definicao de Algebras Livres.

Definicao 1.2.1 Seja B uma classe de dlgebras e ' € B uma dlgebra gerada por
um conjunto X C F. A dlgebra F ¢é dita livre na classe B, se satisfaz a sequinte
propriedade universal: para cada dlgebra A € B e cada aplicacio h : X — A
existir um unico homomorfismo F — A estendendo h. Neste caso, dizemos que F ¢é
livremente gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade | X| do conjunto X

serd chamada de posto de F'.
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Exemplo 1.2.2 A dlgebra unitdria dos polindmios associativos e comutativo nas va-
ridveis xy, . . ., Ty, denotada por K[z, ..., x,], € gerada pelo conjunto X = {x1,...,x,}.
Sejam A uma dlgebra associativas, comutativas e unitdrias, a; € A e a aplicacdo ¢ :
X — A, o(x;) = a;. O homomorfismo ¢ : K[z1,...,x,] — A dado por ¢(f(xq,...,z,))
fla, ..., a,) estende p. Portanto, K|xy,...,x,| € a dlgebra livre livremente gerada pelo

conjunto X na classe de todas as dlgebras associativas, comutativas e unitdrias.

Agora construiremos uma algebra livre na classe de todas as algebras associativas
unitarias. A menos de mencao contraria, as algebras consideradas serao associativas
com unidade.

Seja X = {x1, x5, ...} um conjunto nao vazio e enumeravel cujos elementos iremos
chamar de varidveis nao comutativas. Definimos uma palavra em X de comprimento

n € N como sendo uma sequéncia finita z; x;, ... x;, e z;; € X. Quando n = 0, vamos

n
chamar esta palavra de palavra vazia, que denotaremos por 1. Dizemos que duas
palavras x;, @;, ... T, € T;, T, ... %j, Sao iguais se n =m e iy = ji, lg = J2, ..., iy = Jn.

Consideremos K (X) o espaco vetorial que tem como base o conjunto de todas as

palavras em X. Tal espago munido do produto (chamado de concatenagio)

m

(l'ilxig Ce ‘Iin)(lex,jQ Ce l’jm> =Ty Lig -« - LjyLj1Tjy - - - T

é uma algebra associativa unitaria e X gera K(X) como élgebra.
Os elementos de K (X), que chamaremos de polinémios, sdo somas (formais) de
termos (ou mondmios) que por sua vez sao produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X.

Proposicao 1.2.3 A dlgebra K(X) € livre, livremente gerada por X na classe das

dlgebras associativas unitdrias.

Demonstracao: Seja A uma algebra associativa com unidade e h : X — A uma

aplicagao qualquer. Para cada ¢ € N, denotaremos por a; a imagem de x; por h.

Consideremos agora a aplicagao linear ¢, : K(X) — A tal que ¢n(1) = 14 e
on(TiyTiy ... T;) = @iy, ... a;,. Temos que @, ¢ um homomorfismo de algebras e
é o unico satisfazendo py|x = h. [ |
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Observagao 1.2.4 A imagem de f(xq,2s,...,2,) pelo homomorfismo py, serd deno-
tada por f(ay,as,...,a,), ou seja, o elemento f(ay,as,...,a,) € obtido pela substitui-
cao das varidveis Ty, Ta, ..., T, pelos elementos ai,as, ..., a, no polindmio associativo
f(xthv s 7:En>'

1.3 Algebra Envolvente

Sendo A uma algebra associativa. Podemos obter uma nova algebra A~ munida

do produto [a;, as] = ajas — aza;. Com este produto A™) é uma algebra de Lie.

Definigcao 1.3.1 Diremos que uma dlgebra associativa A é uma adlgebra envolvente

para a dlgebra de Lie L, se L é isomorfa a uma subdlgebra de A,

Exemplo 1.3.2 Seja L uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A
dlgebra My(K) é uma dlgebra envolvente de L, pois a subdlgebra My(K) ™) gerada por
{E1, E1a} € isomorfa a L.

Definicao 1.3.3 Seja L uma dlgebra de Lie. Dizemos que a dlgebra associativa
U = U(L) é uma algebra universal envolvente de L, se L é uma subdlgebra
de U e U satisfaz a sequinte propriedade universal: para qualquer dlgebra associ-
ativa A e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — A7) existe um dnico

homomorfismo ¢ : U(L) — A que estende ¢.

Os préximos resultados serao titeis para o Capitulo 2, precisamente para a secao

2.4.

Lema 1.3.4 Se Uy e U, sdo dlgebras universais envolventes da dlgebra de Lie L, entdo

U1 ~ UQ.

Demonstracao: Sabendo que U; e U, sao algebras associativas (por definigao), po-
demos considerar ¢, : L — Ul(_) epy: L — Ug(_) os homomorfismos inclusées. Clara-
mente, ¢ e ¢ a0 homomorfismos de Lie e podemos tomar ¢, : Uy — Uy ey : Uy — Uy
as extensoes correspondentes. Observe ainda que (¢ 0)(x) = ¥y (x) = x, para quais-

quer x € L. Portanto, 1, o ¢y é um homomorfismo que estende a identidade e assim
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Y1019 = Idy,. De modo totalmente andlogo obtemos 5 01, = Idy, e concluimos que

Ul ZUQ. [ |

Teorema 1.3.5 (Poincaré-Birkoff-Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma tnica
(a menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U = U(L). Se L é um dlgebra
de Lie e o conjunto {e; ; 1 € I} € uma base de L ordenada por uma ordem no conjunto

dos indices I, entao U(L) tem uma base dada por
{eiy..oe, ;i1 < ... <ipp=0,1,..}
onde p =0 nos dd a unidade de U(L).

Demonstragao: Veja a prova em [19], p.11. |

Teorema 1.3.6 (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)™) gerada por X ¢é livre
na classe das dlgebras de Lie com X como conjunto de geradores livres. Além disso,
U(L(X)) = K(X).
Demonstracao: Inicialmente mostraremos que L(X) é livre na classe das algebras
de Lie. Considere G uma &lgebra de Lie e a aplicacao h : X — G, dada por
h(z;) = gi. Sejam A = U(G) e a homomorfismo inclusdo G < A, podemos considerar
o homomorfismo ¢ : K(X) — A que estende h. Obtemos entdo um homomorfismo
¢ K(X)©) — A de dlgebras de Lie e denotaremos por ¢ : L(X) — A a res-
trigdo de ¢ a L(X). Note que ¢(z;) = g; e X = {x; ; i € I} gera L(X). Portanto,
¢(L(X)) C G e obtemos um homomorfismo ¢ : L(X) = G, com ¢(z;) = g;.
Mostraremos, agora, que U(L(X)) = K(X). E imediato que L(X) C K(X).
Suponha agora que ¢ : L(X) — A) ¢ um homomorfismo de algebras de Lie, onde
A é uma algebra associativa. Seja ¢ : K(X) — A o tnico homomorfismo tal que
o(x;) = ¢(x;) = a;, 1 € I. Como p(x;) = ¢(x;) para todo z; € X e X gera L(X),
temos que ¢ é tnico que estende ¢. Portanto, U(L(X)) = K(X). |

1.4 Identidades Polinomiais

Sejam X = {x1,29,...} e K(X) a élgebra associativa livre com unidade livre-

mente gerada por X.
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Definicao 1.4.1 Sejam A uma dlgebra associativa e f = f(x1,22,...,2,) € K(X).
Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial de A (ou identidade polinomial
ordindria de A) se f(ai,...,a,) = 0, para quaisquer ai,...,a, € A. Neste caso,

diremos que A satisfaz a identidade f(xq,...,T,).

E imediato que o polinémio f = 0 (polinémio nulo) é uma identidade polinomial

para qualquer algebra A.

Observacao 1.4.2 Considere f(x1,2s,...,x,) € K(X). Entao f = f(x1,29,...,2,)
¢ uma identidade polinomial de A se, e somente se, [ pertence aos nicleos de todos os

homomorfismos de K(X) em A.

Definicao 1.4.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial f # 0, dizemos que A é

uma PI-algebra.

Denotaremos por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.

Sendo A e B 4lgebras, dizemos que A e B sdo PI-equivalentes se T(A) = T'(B).

Exemplo 1.4.4 Seja A uma dlgebra comutativa. Entao, [x1, 2] € K(X) € uma iden-

tidade polinomial de A. Em particular, toda dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.4.5 Seja A wuma dlgebra associativa de dimensao finita, digamos

dimA < n. Entao A satisfaz a identidade standard de grau n

STy, .oy Tp) = Z (=1)7Zo1) - - - Ton),

UESH
onde S, € o grupo simétrico das permutacéoes de {1,2,...,n} e (=1)7 € o sinal da
permutacao o € S,. Assim, toda dlgebra de dimensao finita é uma Pl-dlgebra. Em

particular, M, (K) é uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.4.6 (Teorema Amistsur-Levitzki) A dlgebra M, (K) das matrizes de
ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Para mais detalhes veja [20], pdyg.

16.
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1.5 Variedades de Algebra e Algebras Relativamente
Livres

Defini¢ao 1.5.1 Seja S um subconjunto de K(X). A classe V de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade (de dlgebras

associativas) definida por S.

Defini¢ao 1.5.2 Um ideal I de K(X) é um T-ideal se é invariante por todos os en-
domorfismos de K(X), ou seja, o(I) C I, para todo p € End(K(X)).

Proposicao 1.5.3 Se A é uma dlgebra, entao T(A) € um T-ideal de K(X). Recipro-

camente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe uma dlgebra B tal que T(B) = I.

Demonstragido: [ facil verificar que T(A) é um ideal de K(X). Resta mostrar
que T'(A) ¢é invariante por todo endomorfismo de K(X). Tomemos arbitrariamente
f = flz1,...,zn) € T(A) e p € End(K(X)). Note que se ¢ : K(X) — A ¢ um
homomorfismo qualquer de algebras, entao ¥(¢o(f)) = (¢ o ¢)(f) = 0, pois

Yop: K(X)— A

¢ um homomorfismo de algebras e f € T'(A). Portanto, o(f) € Kery e deste modo
p(f) € T(A).

Reciprocamente, dado I um T-ideal de K (X), consideremos a algebra quociente
B = K(X)/I e a projecao canodnica 7 : K(X) — K(X)/I. Se f € T(B), entdo
f € Kerm. Como Kerm = I, temos que T'(B) C I. Por outro lado, se f(z1,...,2,) € [

e g, 9o € K(X), entao f(g1,...,9.) € I edai f(g1,...,9n) = f(g1,--.,9,) = 0.
Assim, I C T'(B) e disso segue o resultado. |

E possivel mostrar que a intersecdo de uma familia qualquer de T-ideais ainda
¢ um T-ideal. Portanto, dado um subconjunto S qualquer de K(X), podemos definir
o T-ideal gerado por S, o qual denotaremos por (S)r, como sendo a intersegao de
todos os T-ideias de K(X) que contém S. Assim, (S)r é o menor T-ideal de K(X)

contendo S.

Observacao 1.5.4 (S)r € o subespago de K(X) gerado por

{hlf(gla"'agn>h2; hlahQagla"'gneK<X> efGS}
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Se V é uma variedade de algebras. Definimos o T-ideal da variedade V, denotado
por T'(V), como sendo a interse¢do de todos os T-ideais T'(A) com A € V. A variedade
de algebras definida por T'(V) é chamada de variedade gerada por V e denotada por
var(V). Se V = {A}, entao denotamos var()) simplesmente por var(A). Observe que

a variedade definida por S é igual & variedade definida por (S)r.

Exemplo 1.5.5 A classe de todas as dlgebras associativas € uma variedade, definida

pelo subconjunto S = {0} de K(X).

Exemplo 1.5.6 A classe de todas as dlgebras associativas e comutativas é uma vari-

edade, definida pelo subconjunto S = {[x1, x|} de K(X).

Definicao 1.5.7 Seja V uma variedade de dlgebra. Dizemos que uma dlgebra F' € 'V
¢ uma algebra relativamente livre de V se eziste um subconjunto Y (enumerdvel)
gerador de F tal que para toda dlgebra A € V e toda aplicacao p : Y — A existe um
unico homomorfismo ¢ : F — A que estende p. F € entao dita ser livremente gerada

por'Y . Além disso, a cardinalidade de'Y € chamada posto de F.

Exemplo 1.5.8 K(X) ¢é relativamente livre, livremente gerada por X, na variedade

Y =V({0}).

O teorema seguinte caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer va-

riedade.

Teorema 1.5.9 Seja V a variedade de dlgebras associativas definida pelo conjunto
S={fi;1€l} CK(X). SeY éum conjunto (nao vazio) e (S)r é o T-ideal de K(Y'),
entio A = K(Y)/(S)r € a dlgebra relativamente livre na variedade V, livremente gerada
porY ={g=y+(S)r; y € Y}. Além disso, duas dlgebras relativamente livres em V

de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracao: Sejam f;(xy,...,2,) € S e g1,§s, ..., gn elementos arbitrarios de A,

onde g] = gj + <S>T7 com gj € K<Y> Enta07 fi(glvg%‘ . 7§n) - fi(gl792>‘ .. 7gn) - 6
em A, uma vez que f;(g1,92, .-, 9n,) € (S)T. Logo, A € V.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. T-espacos e Polinémios Centrais 27

Resta provar a propriedade universal de A. Seja R € Ve ¢ : ¥ — R uma

aplicacao. Considere agora a aplicacao
0:Y — R
y — 0(y) =oy).

Seja 6, : K(Y) — R o homomorfismo de éalgebras que estende §. Como S C T(R) e

dai (S)r C Kerb,, temos que a aplicacdo

QllA — R

g — 0(9) =),

é bem definida e é o tinico um homomorfismo de algebras que estende ¢.

Suponha agora A; e A, relativamente livres em V, com conjuntos geradores livres
Y; e Y, de mesma cardinalidade. Sejam ¢ : Y; — Y5 bijetora, g e 7! se estendendo aos
homomorfismos p; : A; — As e g : Ay — Ay, respectivamente. Dai, (¢1092)(y2) = yo

e (p20¢1)(y1) = y1, para quaisquer y; € Y1 e yp € Ya. Logo, 1 = 902_1- u

1.6 T-espacos e Polinémios Centrais

Seja A uma algebra associativa com unidade, e considerando Z(A) o centro de A.

Defini¢ao 1.6.1 Dizemos que f = f(x1,...,2,) € K(X) é um polindmio cen-
tral para A se [ tem termo constante nulo e f(aq,...,a,) € Z(A), para quaisquer
ai,...,a, € A. Denotaremos por C(A) C K(X) o conjunto de todos os polinémios

centrais de A.

Observacao 1.6.2 De acordo com esta defini¢ao, dizer que f € um polindmio central
para A significa dizer que [f, g| € uma identidade polinomial para A, para todo polindémio
g € K(X). Seque que se duas dlgebras sao Pl-equivalentes, entao elas tém exatamente

08 mesmos polinémios centrais.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.6.3 As identidades polinomiais de A sao claramente polindmios centrais.

Chamamos esses polindomios de polindmios centrais triviais.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 1. T-espacos e Polinémios Centrais 28

Exemplo 1.6.4 Seja A= My(K). Entao f(z1,7s) = [11,22]* € um polinémio central

nao trivial de A.

Exemplo 1.6.5 Sejam K um corpo qualquer e E a dlgebra de Grassmann sobre K.
Temos que f(x1,x2) = [x1,x2] € um exemplo de polindmio central para E. No caso de

charK =p > 0, temos que g(x) = P € um polindémio central para E.

Definicao 1.6.6 Um subespago V de K(X) é dito ser um T-espago se (V) C V,
para todo ¢ € End(K(X)).

E fato conhecido que dado um subconjunto {g; ; i € N} de K(X), existe um
tinico endomorfismo ¢ de K(X) tal que p(z;) = g;, para todo i € N. Assim, dizer que
V' é um T-espago de K(X) significar dizer que V' é um subespago de K(X), tal que
flg1,...,9n) €V, para quaisquer f(xy,...,2,) €V e gy, ..., g, € K(X).

Exemplo 1.6.7 Todo T-ideal de K(X) é um T-espaco. O corpo K ¢é também um
exemplo de T-espago de K(X).

Podemos verificar que a intersecao de uma familia qualquer de T-espacos ainda é
um 7T-espaco. Assim, dado um subconjunto S de K(X), podemos definir V' = V(5), o
T-espago de K(X) gerado por S, como sendo a interse¢ao de todos os T-espagos
que contém S, ou seja, V(S) é o menor T-espaco que contém S. O proximo resultado

nos darad uma caracterizacao do T-espaco gerado por um conjunto.

Proposicao 1.6.8 Se S C K(X) eV =V(S), entao V € o subespaco de K(X) gerado
por

{flor,-- - 90) 5 FES,g1,..., 90 € K(X)}

Demonstracao: Comecemos observando que o conjunto definido acima é exatamente
igual a
(EndK(X))(S) ={e(f) ; ¢ € End(K(X))ef € S}.
Seja V1 o subespaco de K(X) gerado por (EndK(X))(S). Como S C V segue que
©(S) CV, para todo ¢ € EndK(X). Logo (EndK(X))(S) CV e portanto V; C V.
Por outro lado, como ¥(g) € (EndK(X))(S), para todo ¢ € EndK(X) e para
todo g € S segue que V; é um T-espaco com S C V;. Concluimos entao que V' C Vi, o

que conclui a demonstracao. [
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Observagao 1.6.9 Sejam S C K(X) e J o T-ideal gerado por S. Tomando

Sl = {xn-‘rlf('rla s 7$n)xn+2 ) f € S}

temos que J € exatamente o T-espaco de K(X) gerado por Sy. Assim, a partir de uma

base de um T'-ideal € possivel construir um conjunto capaz de gerd-lo como T-espaco.

1.7 Polin6mios Multihomogéneos, Multilineares e Pro-
prios

Os resultados apresentados nesta secao serao ferramentas basicas no decorrer de

todo nosso trabalho.

Defini¢ao 1.7.1 Sejam m € K(X) um mondmio e x; € X. Definimos o grau de m
em x;, denotado por deg,,m, como sendo o nimero de ocorréncias de x; em m. Um
polinomio [ € K(X) é dito homogéneo em x;, se todos os seus monémios tém o
mesmo grau em x;. Em particular, um polinomio em K(X) é dito multihomogéneo

quando € homogéneo em todas as varidveis.

Dado m = m(xy,...,z;) um monémio em K (X), definimos o multigrau de m
como sendo a k-upla (aq, ..., ax), onde a; = deg,,m. Sendo f € K(X) a soma de todos
os monoémios de f com um dado multigrau é chamado de componente multiho-
mogéneo de f. Quando f € K(X) possui uma tnica componente multihomogéneo,

dizemos que f é multihomogéneo.

Exemplo 1.7.2 O polinomio f(x1,x2,x3) = :Elxg + x2x1$§ ¢ homogéneo em 1, mas

nao € multihomogéneo.

Teorema 1.7.3 Seja K um corpo infinito. Se f =0 € uma identidade polinomial para
a algebra A, entdo toda componente multihomogéneo de f € também uma identidade
polinomial para A. Consequentemente, T(A) € gerado por seus polindmios multihomo-

géneos.

Demonstragao: Ver [20], p. 6. |
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Defini¢ao 1.7.4 Um polinomio f € K(X) ¢ linear na varidvel x; se x; ocorre com

grau 1 em todos os monomios de f. Em particular, f(x1,xq,...,2;) € K(X) ¢ mul-
tilinear se é multihomogéneo de multigrau (1,1,...,1). Neste caso f pode ser escrito
na forma

Z UoTa(1)Te(2) - - - Ta(k)y COM Qg € K.
oc€Sk

Denotaremos por P, o espago vetorial dos polinémios multilineares de K (X) nas
variaveis 1, ..., xz,. E facil observar que f = {Ze)To@) . .- Tom) ; 0 € Sy} € uma base

para P,.

Proposicao 1.7.5 Seja A uma K-algebra gerada por um conjunto B sobre K. Se
um polindmio multilinear f se anula sobre elementos de [, entao f é uma identidade

polinomial de A.

Demonstragao: Ver [20], p. 7. |

Exemplo 1.7.6 A dlgebra de Grassmann E satisfaz o identidade [z, xo, x3).

De fato, sejam e;, ...¢€;,,€j, ...€j, €€k ...e elementos da base de E. Observe
que

J— nm
{61'1 R T €jm] = (1 — (—1) )eil . €Z'n€j1 e €jm

Se lei,...e,ej...e;. ] # 0, entdo n e m sdo impares.  Consequentemente,
€iy €€y - ej, € BO edessa forma[e;, ...e; e ...¢€j ek .. ] =0, para qual-
quer v € N. Se [e;, ...€;, €5 ...€5,] =0, entdo [e;, ...€; ,€j ...€j € ... €] =0.

Além disso, concluimos que E é uma Pl-dlgebra.

Agora, observaremos um exemplo que ilustra o processo de multilinearizacao.

Para maiores detalhes sobre este método ver |23|, pag. 14.

Exemplo 1.7.7 Se f = 22, entdo g = (1 + 22)* — 22 — 23 = 2109 + 2971, que €

multilinear.
O proximo resultado é uma importante consequéncia desse método.

Teorema 1.7.8 Se charK = 0, entao [ = 0 € equivalente a um conjunto finito de

identidades polinomiais multilineares.
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Demonstracao: Pelo Teorema 1.7.3, f é equivalente ao conjunto de suas componentes
multihomogéneas. Assim, podemos supor que f = f(x1,x2,...,x3) é multihomogéneo.

Aplicamos a f o processo de multilinearizagao: se deg,, f = d > 1, entao escrevemos:

d

h = f(yl ‘|‘y2,372, S 7mn) = Zgi(ylay%l'% S 7xn)7
=1

onde deg,,g; = i, degy,g9; = d — i e deg,,g; = deg,, f, para todo t = 2,...,n. Assim
todos os polinémios g; = g;(y1, Yo, T2, ..., Ts), 1 = 1,...,d — 1 sdo consequéncias de f.

Note que para todo 1,

d
gi(ylayl,l‘g, Ce ,l’n) = (,)f(yl,l'g, . ,l’n).

4

Como charK = 0, teremos (f) # 0, portanto f é uma consequéncia de qualquer g;,

i=1,...,d—1. Aplicando inducao podemos completar a demonstracao. [ |

Corolario 1.7.9 Seja charK = 0. Se I é um T-ideal de K(X), entdo I é gerado por

seus polindmios multilineares.

Seja X um conjunto enumeréavel e bem ordenado, e considere o conjunto
ComX = {[zs, 24y, ..., 23] 5 k> 2,25 € X}

Sejam B = B(X) a subalgebra (com unidade) de K(X) gerada por ComX. Os polino-
mios de B sdo chamados de polinémios préprios. Defini-se B,,, = BNK(x1,...,Zy),
param=12,...,el, =BNPF,, paran=1,2,....
Caso A seja uma Pl-algebra, denotaremos por B(A), B,,(A) e I',,,(A) as imagens
pelo homomorfismo projecao de B, B,, e I';, em K(X)/T(A), respectivamente.
Consideremos a algebra de Lie L(X), dada na se¢do 1.3. Uma base ordenada

para L(X) consiste dos elementos
L1, X2y ey Ty UL, Uy ooy Uy -« -

onde {uy,us,...} € ComX. As incognitas precedem os comutadores e os comutadores
de comprimento n precedem os comutadores de comprimento k, com n < k. Dos

Teoremas 1.3.5 e 1.3.6, segue que K (X) possui uma base formada pelos elementos

v "M g, ko qom >0 (1.3)
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onde j; < j2 < ... < j,. Além disso, os elementos da base tais que n; = 0, para todo

i€{l,2,...,k} formam uma base para B(X) e se f = f(z1,...,2,) € K(X), entdo
f= Zaam“l:@” R (1.4)

onde g, € B,a, € K ea = (ay,as,...,a,), coma; > 0. Além disso, pela independéncia
linear dos elementos em (1.3), temos que esta maneira de expressar f é tnica (para

maiores detalhes ver [19], p. 43). Deste comentario, segue a seguinte proposicao.
Proposicao 1.7.10 Suponha que os elementos
T1,T2y ..., I:'ri17'ri2]7 ceey [xll, e 7l’lp]

formem uma base ordenada de L(X), onde os elementos x; € X precedem os comuta-

dores. Entao

1. O espago vetorial K(X) tem uma base formada pelos elementos

ai ,.a2 Aoy b c
SR NN Tl A 1 LR - 7 MR
onde ay,...,0n,b,...,c >0 e [z;,2;,] < ... < [2,...,2,) na ordenagdo da
base de L(X);
2. Os elementos desta base tais que a; = 0, para i = 1...,m, formam uma base

para o espaco vetorial B.

Proposicao 1.7.11 Se A é uma Pl-dlgebra associativa com unidade sobre um corpo
infinito K, entao todas as identidades polinomiais de A sequem de suas identidades
proprias. Se charK = 0, entdo todas as identidades polinomiais de A sequem de suas

identidade proprias multilineares.

Demonstragao: Ver [19], p.43. [

1.8 Identidades Estaveis, Elementos e Matrizes Ge-
néricas

Nesta secao faremos um estudo resumido sobre identidades estaveis, elementos
genéricos e matrizes genéricas, e introduziremos alguns resultados que serao uteis nos

Capitulos 3 e 5.
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Considere A uma algebra qualquer, C' uma algebra comutativa e a dlgebra AQxC.
Algumas das identidades polinomiais de A podem nao ser identidades para A ®f C.

Assim, segue a seguinte definicao.

Definicao 1.8.1 Seja f uma identidade da dlgebra A. Dizemos que f ¢ uma identi-
dade estavel de A, se para toda dlgebra comutativa C, f ainda é uma identidade para

ARy C.

" —x € uma

Exemplo 1.8.2 Se K ¢ um corpo com n elementos, entio f(x) = x
identidade para K, vista como dlgebra, mas nao € identidade para qualquer extensao
propria de K. De fato, basta tomar C uma extensao do corpo K com mais de n

elementos, logo c" # ¢, para algum c € C. Assim, para a € K ndo nulo,
fla®e)=(a@c)"—(a®c)=a"R" —a®@c=aR@ " —a®@c=a® (" —c)#0
Portanto, f nao € estdvel.

Lema 1.8.3 Se K ¢ um corpo infinito e A é uma K-dlgebra, entao toda identidade de

A € estdvel.

Demonstragao: Sejam f = f(xy,...,,) uma identidade polinomial de A, C' uma
K-algebra comutativa e A = A ®x C. Como K é infinito, podemos assumir que f é
multihomogéneo de multigrau (my,...,m,). Dados ai,...,a, € A devemos mostrar
que f(ay,...,a,) =0.

Suponha, inicialmente, que a1 = a; ® ¢q,...,a, = a, ® ¢,, com a,...,a, € Ae

Cly...,¢, € C. Como f é multihomogéneo, entao
flay,...;a,) = flar,...,a,) @™ ...c,™ = 0.

Supondo agora a; = by Rd;+bs®ds, . . ., a, = a,Xc,, pelo processo de multilinearizacao

teremos que,

f(dl,...,dn) = f(b1®d1,a2®CQ,...,an®cn)+f(bg®d2,a2®02,...,an®cn)

mi1—1
+ Zfi(bl®d17b2®d27a2®027"'7an®cn)7
=1
onde
mi1—1

f@i+yn,aa, . xn) — f(@, 22,000 20) — fUr, 20,000 20) = Z filxr,yr, 2, )

=1
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e degy, fi = i e degy,, fi = my —i. Como todo polinémio f; ¢ consequéncia multiho-

mogéneo de f segue da primeira parte do argumento que f(ay,...,a,) = 0. Por fim,
generalizando o argumento anterior para a; = Y a1; ® Ciiy .-, 0y = Y Gpi & Cpi, onde
a;j € A e ¢ € C sdo arbitrarios. Dai, escrevendo f(ay,...,a,) como uma soma de

expressoes da forma

9= 9(aij @ Cijr,- - Aigg, ® Cirjy)s
onde g = g(z1,...,xx) é consequéncia multihomogénea de f, novamente pelo argu-
mento inicial temos que f(as,...,a,) =0. [ |
Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo K. Considere {uy,...,u,}

uma base de A sobre K. Tome agora fj@ para: > 1,1 < 57 < m, variaveis comutativas
e assim podemos considerar K [53@] a algebra dos polinémios com coeficientes em K.

Construimos B = A ® K[fj(.i)], a algebra produto tensorial de A e K[fj(i)}.
Definicao 1.8.4 Os elementos

€0 =Y g, comi=12,...
j=1

sdo chamados elementos genéricos. A subdlgebra A de B gerada por €V, .

sobre K é chamada &lgebra dos elementos genéricos de A.

Teorema 1.8.5 Se K ¢ infinito, entio a dlgebra A é uma dlgebra relativamente livre
de posto enumerdvel na variedade V = V(A), isto ¢, A ~ K(X)/T(A), onde X é

enumerdvel.

Demonstragao: Sejam X = {r1,7,...} um conjunto enumeravel e ¢ : K(X) — A
o homomorfismo induzido pela aplicacio z; — £@, com i = 1,2, .... Demonstraremos
que Kerp =T(A).

Pelo Lema 1.8.3, teremos que T'(A ® K[f(i)]) =T(A), assim T(A) C Kerp.

J

Reciprocamente, suponha que ¢ = g(z1,...,2,) € Kerp, isto é,
g = gD ... &M) =0em A e sejam ay,...,a, elementos arbitrarios de A. Po-
demos escrever cada a; como combinagao linear de elementos da base {uy,...,u,} de
A, ou seja,

n
ai:Z)\;uj,com NN EeK

j=1
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Como K [gﬁ’] é uma algebra comutativa livre de posto enumeravel, qualquer aplicacao
fj(i) — /\gi) se estende a um homomorfismo K[ﬁ’](-i)] — K. Assim, devido & propriedade
universal do produto tensorial, o homomorfismo de algebras ¢ : A® K[fj@] — A, onde

V(EWD) =a;,i=1,2,...,m, estende a aplicacio:

uj®£j(-i) —>)\§-i)uj, paraj=1,...,nei=1,...,m.
Assim,
0=(g(eW,....£M) = g (EW),..., (™)) = glas, ..., an)
Como ay,...,a, sao elementos arbitrarios de A, ¢ = 0 é uma identidade para A e
Kerp =T(A). |

Um caso interessante é quando A = M, (K), a algebra das matrizes de ordem n
sobre K. Neste caso, escolhendo as matrizes elementares E;;’s como base de M, (K)

e K [fz(;)} a algebra dos polinémios com coeficientes em K, nas variaveis 5,5;), com t >
1,1 <4,7 <n, entao

M, (K) @x K[€)] ~ M, (K[€Y]),

ij

isso motiva a seguinte definigao.

Definicao 1.8.6 Sejam E;; as matrizes que formam a base candnica do espago vetorial

M,(K). As matrizes n X n

n

Ypr = fojr)EU, r = 1,2,...

t,j=1
sao chamadas matrizes genéricas de ordem n. A dlgebra Gen,, gerada pelas matizes

Y, € chamada dlgebra das matrizes genéricas de ordem n.

Corolario 1.8.7 A dlgebra Gen,, das matrizes genéricas de ordem n sobre o corpo
infinito K € a algebra relativamente livre de posto enumerdvel na variedade gerada por

M,(K). Ou seja, Gen,, ~ K(X)/T(M,(K)), onde X € enumerdvel.

Demonstragao: Ver [17], Proposi¢ao 1.3.2, pag. 13. [
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Capitulo 2

Algebras com Involucao

Neste capitulo iremos fazer um breve estudo sobre involugoes, estudar os con-
ceitos basicos sobre uma éalgebra com involucao, como também, iremos construir uma
algebra livre com involugao com o objetivo de apresentar os conceitos de identidades
e polindbmios centrais com involucao. Além disso, iremos classificar as involugoes em
algebras centrais simples afim de servir como embasamento teorico para os capitulos
posteriores.

Em todo o capitulo, K denotard um corpo de caracteristica diferente de 2 e, a

menos de mencao contraria, A denotard uma algebra associativa com unidade.

2.1 Conceitos Basicos

Nesta secao estudaremos o conceito de involucao. Vamos ver exemplos e

propriedades bésicas para algebras com involugao.

Definigao 2.1.1 Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que uma aplicagdo x : A — A dada

por a — a* é uma involucdo de A, se satisfaz:
(1) a** = a,
(2) (a+b)* =a*+ b,
(3) (ab)* = b*a”,

para quaisquer a,b € A.
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Escrevemos * para denotar uma dada involucao de uma algebra. As K-algebras

com involucao formam uma classe. Vamos chamar essas algebras de *-4lgebras sobre

o corpo K. Uma algebra A com involugao * é denotada por (A, *).

Observacao 2.1.2 Note que:

(i) Sendo x uma involugao em A, onde A € uma dlgebra associativa com unidade

temos que a-1*=1*-a=a e assim 1* = 1.

(ii) A involugao x € uma transformacao linear se, e somente se, x restrito ao corpo

K € a aplicacao identidade.

Seja Z(A) o centro da algebra A, ja foi mencionado que Z(A) é uma subalgebra
de A. Denotamos Z(A,*) ={a € Z(A) ; a* = a}.

Definicao 2.1.3 Diremos que x € do primeiro tipo se a involucao é uma transformacao

linear, caso contrdrio, dizemos que é do sequndo tipo.

Vejamos alguns exemplos de involugoes.

Exemplo 2.1.4 A aplicagao t : M, (K) — M, (K), definida por A® = transposta de A,

¢ uma involugdo do primeiro tipo em M, (K), chamada de involugao transposta.

Exemplo 2.1.5 A aplica¢ao s : My, (K) — My, (K), definida por

A B D' —-B'
C D —-Cct A

onde A, B,C,D € M,(K), é uma involugido do primeiro tipo em Ms,(K), chamada
de involucao stmplética.

Exemplo 2.1.6 Considerando My(C) como uma C-dlgebra, temos que * : My(C) —
M,y (C), definida por

*
Z1 29 21

23 24 2

€ uma involucdao do seqgundo tipo
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Observacao 2.1.7 Se x é uma involugcdo em A, entdo G, ={x € U(A) ; a*z =1} €
um subgrupo de U(A) (elementos invertiveis da dlgebra A). No caso A = M, (K), temos
U(A) = GL,(K), o grupo linear, e Gy = O,(K), o grupo ortogonal (logo, a involugao
transposta é também chamada de ortogonal). Se n € par, temos Gy = Sp,(K), o grupo

sitmplético.

-

Definicao 2.1.8 Dizemos que um elemento a € (A,*) € stmétrico se a* = a e é

antissimétrico se a* = —a.

Denotaremos por At ={a € A; a*=a}e A~ ={a € A; a* = —a}, os subes-
pacos de A dos elementos simétricos e dos elementos antissimétricos, respectivamente,
e teremos AT N A~ = {0}.

Observe ainda que:

(a+a")" =a*"+a=a+a*
e

*

(a—a*)*=a*—a=—(a—a").

Logo, a+a* € AT e a — a* € A~. Como a caracteristica do corpo K é diferente de 2,

podemos considerar que

a—+a* a—a*

(0+a)  (a—a)
2 2

a =

Portanto, A= AT @ A™.

Considerando A uma éalgebra, definimos a algebra oposta de A, denotada por A%,
como tendo a mesma estrutura aditiva de A, mas com multiplica¢ao na ordem reversa,
isto é, o produto entre a e a’ em A° serd a’a. Dai, dadas A; e A, algebras, dizemos

que uma transformacao linear

w3A1—>A2,

¢ um antihomomorfismo se ¢(ab) = ¢ (b)Y (a), para todo a,b € Ay. Se ¢ for um
isomorfismo de espacos vetoriais, dizemos que v € um antiisomorfismo, e se A; = A,,

chamamos v de antiautomorfismo de A;.
Observacao 2.1.9 (i) A aplicacdo

p: A — A%®

r — T
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¢ um antiisomorfismo se, e somente se, A e A sao isomorfos como espacos

vetoriais.

(ii) Uma involugao é um antiautomorfismo o tal que o = 1, ou seja, possui ordem

2.

Definicao 2.1.10 (i) Um homomorfismo com involugdo ¢ : (Ay, %) — (A2,n) € um
homomorfismo v : Ay — Ay tal que ¥(a*) =(a)", para todo a € A;. Nestas

condigcoes, dizemos que ¥ € um x-homomorfismo.

(ii) Dizemos que I é um ideal de (A,*) se I é um ideal de A e I* C I. Isto é

equivalente a dizer que I € um x-ideal de A.

Além disso, se I é um *-ideal, claramente (x) induz uma involugao sobre A/I por
(a + I)* = a* + I, e observe ainda que a aplicacdo candénica A — A/l é um
s-homomorfismo sobrejetivo, cujo nicleo é o x-ideal I. E facil verificar que o nucleo de

todo *-homomorfismo é um *-ideal.

2.2 Algebra Livre com Involucgio

Antes de falar sobre identidades e polindémios centrais com involucao devemos
definir a algebra associativa livre com involugao, ambiente importante para o desen-
volvimento dos capitulos posteriores.

Seja Z = {z : i € N} um conjunto enumeravel. Considere uma aplicacio sobre

7, dada por
R9j—1 — 294 e Roj =7 291

para todo 7. Claramente os conjuntos Z = {291 ; 1 € N} e Z* ={zy; i € N} sdo
disjuntos. Renomeamos as indeterminadas, escrevendo z; e z7, ao invés de 29,1 € 29,

respectivamente. Definimos assim um antiautomorfismo
x: K(Z,72") — K(Z,Z")

que estende a aplicagao acima.

Denotaremos K(Z,x) = K(Z, Z*). Claramente, z** = z, para todo z € Z U Z*.
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Além disso, sejam (A, n) uma algebra qualquer com involugdone h: ZUZ* — A
uma aplicagao qualquer. Para cada i € N, denotaremos por a; a imagem de z; por h,
analogamente por af a imagem de z7. Denotando agora por M, o conjunto de todos

0 a?" elemento

TRERE Zn

os monomios formados por elementos de Z U Z*, e considerando a
da n-algebra A, com 60; € {1,n}, para todo j € {1,2,...,n}, entenderemos a expressao
*n

(a? ... a%)" como sendo a imagem do monoémio (2] 2z

i1 in in "0

)", com x; € {1,%}, pela
aplicacao K(Z,*) — (A,n) que estende h, para todo [ € {1,2,...,n}. Como M, é
uma base para o espago vetorial K (Z, %), entdo podemos estendé-la naturalmente pela
involugao sobre a algebra associativa livre K(Z). Entao, pelo que foi discutido obtemos

o seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 K(Z, %) é uma dlgebra associativa com involugao livremente gerada

por Z.

Segue que a algebra K(Z,%) = K(Z,Z*) = K(z,z* ; z € Z) sera chamada de
dlgebra associativa livre com involucao gerada por Z sobre o corpo K e seus elementos

podem ser escritos da forma
0 0
flz1, o zn, 21ty 20Y) = g Qjozjy bz, onde 2 € Z, g € K oe 0, € {1, %}
5,0

Esses elementos sao chamados de *x-polindmios e cada *-polinémio pode ser escrito
como combinagao linear de elementos de M, que sao chamados x-mondmios.

Para um *-mondémio h, denotaremos por deg;(h), o numero de vezes que x; e z;*
aparecem em h. Por exemplo, para h = z1*12*19%, temos deg;(h) = 1,dega(h) = 3 ¢

deg;(h) = 0, para j > 3. Para um *-polinémio f,

deg'(f) = max{deg;(h) ; h é um *-monémio de f}

deg;(f) = min{deg;(h) ; ¢ um *-mondmio de f}.
Escrevendo f(z1,..., x4 11%, ..., 2%) tem-se deg'(f) = deg;(f) = 0, para todo 7 > t.
Definicao 2.2.2 Sendo f um x-polinomio, dizemos que f é:

(1) Homogéneo na i-ésima varidvel, se deg'(f) = deg;(f);
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(i1) Multihomogénea, se f é homogéneo em cada varidvel (que ocorre em f);
(111) Linear na i-ésima varidvel, se deg'(f) = deg;(f) = 1;

(iv) Multilinear, se f € linear em cada varidvel (que ocorre em f).

2.3 Identidades e Polin6mios Centrais com Involucao

Nesta secao faremos um estudo semelhante ao feito no Capitulo 1, Secao 1.4.
Iremos associar os principais conceitos e resultados do estudo feito anteriormente afim
de dar um embasamento teérico ao nosso trabalho. Em todo trabalho, vamos considerar
somente as involugoes do primeiro tipo, pois é conhecido que se * é uma involucao do
segundo tipo sobre as algebras das matrizes, entao todas as x-identidades sao ordinarias
(ver [32] Proposigao 2.3.39, p. 132).

Analogamente ao caso de identidade polinomial (PI) em uma &lgebra A, vamos
definir uma identidade polinomial com involugao ou *-identidade polinomial (x-PI) em

uma algebra (A, %) com involugao.

Definigao 2.3.1 Um x-polinomio f(z1,...,2n,25,...,25) € K(Z,Z*) € dito ser uma
identidade polinomial com involug¢ao ou, simplesmente, x-identidade polinomial (%-PI)

para uma x-dlgebra A, se f(aq,...,an,af,...,a%) =0, para quaisquer ay,...,a, € A.

’n

Diremos que uma *-PI f é uma *-PI especial se ao substituirmos as entradas z
por quaisquer elementos de A obtivermos uma PI no sentido ordinario, ou seja, se ao
fizermos zf = y;, e obtemos que f(z1,,...,2n,Y1,...,Yn) € uma identidade polinomial

para A.

Observacao 2.3.2 Dado qualquer polinémio podemos supor que todas as suas entradas
ou sao simétricas ou antissimétricas. De fato, caso apareca uma varidvel z que nao seja
sitmétrica, nem antissimétrica, podemos tomar a parte simétrica x = z + z* e a parte
antissimétrica y = z — z* de z e assim temos ainda z = (1/2)(z +y). Logo, podemos
substituir a varidvel z pela expressao (1/2)(x + y) e podemos fazer isto para todas
as varidveis que ainda nao foram reduzidas. Portanto podemos concluir a afirmacao

micial.
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No que foi mencionado na Observacao 2.3.2, levando-se em conta a decomposi-
¢cao da x-algebra em parte simétrica e antissimétrica, podemos considerar uma outra
construcao da algebra associativa livre com involucao. Considerando X e Y conjuntos
enumeraveis de letras (variaveis) disjuntos, onde reservamos as letras do conjunto X
para serem as variaveis simétricas e as letras do conjunto Y para serem as variaveis
antissimétricas, induzimos um isomorfismo de algebras com involucao entre K(Z, Z*)
e K(XUY). Assim usamos ambas as notacoes para denotar a algebra associativa livre
com involugao e quando quisermos falar de uma variavel que ainda nao foi reduzida
vamos utilizar o conjunto Z. Dizemos que um conjunto de variaveis S C X ou S CY

¢ x-homogéneo de K(X UY), se S ndo contém variaveis de X e Y simultaneamente.

Proposicao 2.3.3 Sejam xz; e y; da forma mencionada na Observacao 2.3.2. Um

polinomio f = f(x1,..., 2, y1,...,Ym) € uma *-identidade polinomial para a *-dlgebra
A se, e somente se, f(ai,...,a;,b1,...,by) = 0, para quaisquer ay,...,a; € A" e
bi,...,b, € A™.

Demonstracao: Dados ¢; € (A, %), entdo ¢; = a; + b;, com a;* = a; e b;" = —b.

Suponha, sem perda de generalidade, que [ > m. Entao, considere o homomorfismo

p: K(Z,x) — (Ax)
(zi+20)2=2 — a

(zi —2) 2=y — by

7

Por hipotese, f é uma *-identidade polinomial, entao

0 = o(f(x1, 191, Um))
= fle(@1),...,0@), W), - p(Ym))
== f(al,...,al,bl,...,bm),

para quaisquer a; € AT e b; € A™.
Reciprocamente, suponha que f(aq,...,a;,by,...,b,) = 0 e considere um

x-homomorfismo qualquer

o K(Z %) = (A, %)
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tal que a; = (1/2)(p(2z:) + o(2z%)) = (1/2)(e(z + z*)) = () e, analogamente,
bi = ¢(y:). Segue que

o(f(xr, o xnyn, o ym)) = fle(), - 0(@), o) - 9(Ym))
= f(al,...,al,bl,...,bm)
= 0.

Portanto, f € () Kery para qualquer *-homomorfismo ¢, ou seja, f é uma *-identidade

polinomial para a x-algebra A. [

Como charK # 2, é 1util considerarmos no decorrer de todo texto a algebra
K (Z, x) sendo gerada pelas variaveis simétricas X e as variaveis antissimétricas Y, ou
seja, K(Z, %) = K(X UY).

Dada uma x-algebra A, definimos
T.(A)={f € K(XUY); féidentidade para (A,x*)}

o conjunto de todas as identidades com involucao sobre a algebra A. Analogamente,
ao caso das identidades ordinérias, é facil verificar que T.(A) é um ideal bilateral de
K(XUY).

Além disso, se f = f(z1,..., 21, Y1, Ym) € Tu(A), dados g1, g2, . . ., g; elementos
simétricos e hqy,hs, ..., h, elementos antissimétricos de K(X U Y), entdo
flg1,--yg1,h1, ... hm) € Tiu(A). Dizemos que um endomorfismo ¢ de K(X UY) é
um *-endomorfismo se p(z;) é simétrico e ¢(y;) é antissimétrico para todo i € N (isto
é equivalente a dizer que ¢ comuta com ).

Assim, qualquer *-endomorfismo de K (X UY') é determinado pela aplicacao
K(XUY) - K(XUY)
Ti — Y
Yi — hi7
para qualquer z; € X, y; € Y e g;,h; € K(XUY), com g; simétrica e h; antissimétrica.

Os *-ideais com esta propriedade sao chamados de T,-ideais.

Defini¢ao 2.3.4 Um ideal J de K(X UY) é um T.-ideal se p(J) C J, para todo
x-endomorfismo ¢ de K(X UY) (ou seja, ¢ comuta com x).
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Claramente, as algebras associativas livres K(Z) (sem involugao) podem ser con-
sideradas como uma subdlgebras de K(Z, ). Particularmente, uma identidade polino-
mial ordinéria de uma certa algebra A, pode ser considerado como uma *-identidade
polinomial para algebra (A, x). Logo, T(A) C T.(A).

Agora, utilizando as ideias expostas em toda Secao 2.1 e os comentarios feitos
no Capitulo 1, Secao 1.6, estamos prontos para definir polinémios centrais para uma

algebra com Involucao.

Definicao 2.3.5 Sejam f = f(x1,...,Zn, Y1, -, Ym) € K(XUY) e (A, *) uma dlgebra
com involugao. Dizemos que f € wum polindomio central para (A,*) se

flar, ..., an,b1,...,by) € Z(A, %), para quaisquer a; € A e b; € A™.

Definigao 2.3.6 Dizemos que um subespaco J de K(X UY) é um T,.-espago se
o(J) C J para todo x-endomorfismo ¢ de K(X UY).

A definigdo acima equivale a dizer que f(g1,...,gn, 1,...,hm) € J para quais-
quer f(1,...,%n,Y1,--.,Ym) Pertencente a J, g1, ..., g, elementos simétricos e hy, ..., hy,
elementos antissimétricos de K (X UY"). Temos que o conjunto C(A, *) dos polindmios
centrais da algebra (A, *) é um T,-espago.

A demonstracao de que todo Ti-espaco e todo T,-ideal podem ser gerados por
um conjunto de polindmios multihomogéneos (caso K seja infinito) e multilinear (caso
char K = 0) s@o andlogas aquelas relacionadas com identidades e polindémios centrais

ordinérios.

2.4 Polinémio *-Proéprio

Nesta secao, falaremos de polinomio *-préprio e posto de um polinémio. Vamos

considerar um comutador de grau 1 como sendo simplesmente uma variavel de X UY.

Defini¢ao 2.4.1 Dizemos que um polinémio f € K(X UY) é x-proprio se f é uma
combinagao linear de produtos de varidveis antissimétricas sequidas por comutadores
de grau maior ou igual a 2. Denotaremos por B, o conjunto formado pelos polinémios

*-Proprios.
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Observando o que foi feito no Capitulo 1, Secao 7?7, consideremos uma base

ordenada de L(X UY') formada por

L1, T2, X3,...,Y1,Y2,Y3,...,U1,U2,U3, ...,

onde u; = (2, Ziy, - - -, 2], com z;; € XUY e k > 2. Temos entdo que existe uma base

de K(X UY) formada pelos elementos

n2 n mi ma m,
T xRy, g gy g, Py gy kg, my > 0.

Defini¢ao 2.4.2 Seja f um polinomio multihomogéneo em K(X UY). Escrevendo
f= Z 1" 2™ L " G

onde g, € um polindmio x-préprio, definimos o posto de f, denotado por r(f), como

sendo a maior n-upla a = (a1, as, ..., a,) na ordem lexicogrdfica.

Como f possui uma unica expressao na forma acima, temos que r(f) estd bem
definido. Note que, pela definicao, dizer que f é *-proprio, equivale a dizer que
r(f) = (0,0,...,0). E importante observar também que a ordem lexicogréfica ¢ uma
boa ordem no conjunto Nj = Ny x ... x Ny (Ny = NU {0}) e assim o principio da

inducao ¢ valido.
Exemplo 2.4.3 Dado um f € K(Y'), ou seja, polindmios formado apenas de varidveis
antissimétricas, entdo f € x-proprio.

Consideraremos agora o espago

'y = PN By,onde [,m > 0

ou seja, o espaco de todos os polinomios multilineares x-proprios em xi,...,x,
Y1, - -, Ym na algebra livre K(X UY'), espaco que sera importante no decorrer de todo
o Capitulo 5.

Vejamos agora um importante resultado do conceito de polinémio *-préoprio. Con-

sidere um polindémio multihomogéneo

f(asl, e Ty YLy - ,ym) = a:tlbl .. .xnb”g + Zaaaslal e 2" G, (2-1)
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onde o, o, € K —{0}, g e g, 580 *-proprios e a = (ay,...,a,) < (by,...,b,) =r(f) (na
ordem lexicografica). Observe que quanto maior a entrada a; na n-upla a, menor sera
o grau de x; em g,.

Como em g e em g, nao aparecem variaveis simétricas fora de comutadores, a

substituicao de z; por x; + 1 nao altera estes polinomios. Logo, tomando o polinémio

f=flxr+ 1, 29,...,Tn, Y1, -, Ym), teremos
b1 . b bn ai, . a an
f=alz+1)" a2, "g + E ag(zy + D) 2™ o 2, g
a
Observe que a componente de menor grau em z; deste polinomio é
_ b bn a2 an
fi=ax™ . x,"g+ Qa2 ... 2, gy
a

onde o somatorio é sobre todos os a’s tais que a; = b;. Observe também que para
a; = by, temos (ag, ..., a,) < (ba,...,by,)
Consideremos agora o polinémio fi(xy,z2 + 1,23,...,Zn, Y1,...,Ym) € tOmemos

a sua componente de menor grau em o, que é
f — b3 bn + .as an
2 = QT3 " ...Tp g [0 ... Ty ga
a

onde o somatoério é sobre todos os a’s tais que a1 = by e as = by. Temos que para a; = by
e ay = by vale (as, ..., a,) < (bs,...,b,). Continuando com esse processo, vamos chegar

ao polinomio f, = ag. A partir dessas ideias, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.4.4 (/18] Lema 2.1) Se A é uma dlgebra unitdria com involug¢ao sobre
um corpo infinito K, entdo B,NT.(A) gera T.(A) como T,-ideal. Se charK = 0, entdo
T.(A) € gerado pelo espago I';,,, N T,(A).

Demonstracao: Pelo Teorema 1.3.6, Capitulo 1, a algebra livre com involugao
K(X UY) ¢ a algebra universal envolvente da algebra livre de Lie, a menos de isomor-

fismo. Segue do Capitulo 1, Teorema 1.3.5, que o conjunto

k1

m k’!‘L .
{zP Py ™y T wn™ s Py g, Ty > 0}

¢ uma base para K(X UY), onde uy,us,... sdo comutadores em X UY tais que

up < ug < ---. Como K & um corpo infinito, suponha, sem perda de generalidade,
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que o polinoémio f = f(z1,...,2,y1, ..., Ym) € K(XUY) seja multihomogéneo. Como
para todo j, u; = u;(x1,..., 2, Y1, .., Ym) ¢ um comutador de comprimento maior ou
igual a 2 e os elementos de K sao ditos elementos simétricos. Assim, podemos observar

que

wj(xy + B, T Y1, e Ym) = (T, o, XL Y1, - - -, Um), PAra quaisquer J € K.

Segue que

f(xl + B? ey T Y1y e aym) = Zzzap,qm(xl + ﬂ)plePQ .. 'xlplqu1 .. 'qumgra
p q T

k1

onde g, = u** ... u,*. Utilizando o comentario feito antes da proposicao, temos que

E Qpgra? o x Py ynImge € T(A).
p1 Max

Repetindo o argumento e usando inducao, concluimos que

Fo=2_2 twartn™ . ym™gr € Tu(A).
q T

Assim, claramente f, € B, NT.(A), ou seja, B, N T, (A) gera T, (A). Caso charK =0,

podemos supor f multilinear, e dai segue o resultado. [

Observe que este processo de “eliminacao” de variaveis simétricas fora de comu-
tadores usado na proposicao anterior nao funciona para variaveis antissimétricas, uma
vez que a substitui¢ao de y; por y; + 1 nao define um x-endomorfismo de K(X UY'), ja

que ¥; + 1 nao é uma elemento antissimétrico.

Definicao 2.4.5 Se I é um T,-ideal de K(X UY'), denotaremos por I';,,,(I) o espago
vetorial L'y, /INTy . Por simplicidade de notagao, se I = T.(A), para alguma dlgebra

com involugao (A, %), escrevemos I, (A) em vez de Iy, (T (A)).

Corolario 2.4.6 Sendo charK =0 e I,J sao T,-ideais de K(X UY). Entao I = J

se, e somente se, I' (1) = T (J).
Demonstracao: Suponha que I = J, entao

Fl,m([> — Fl,m/[ N Fl,m - Fl,m/J N Fl,m - Fl’m(J)
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Reciprocamente, suponha que I';,,,(I) = I';,,(J) e consideremos o homomorfismo
projecao

Q : Fl,m — Fl,m(I)

Como Kerp =1NTy,, =JNI,, echarK = 0, Proposi¢ao 2.4.4, concluiremos que
I=J. ]

2.5 Involucao em Algebras Centrais Simples

Apresentaremos nesta secao conceitos e resultados importantes sobre algebra sim-
ples, com o objetivo de estudar a ideia de equivaléncia de involucoes. Como resultado
desse estudo, teremos a classificagdo das involugbes do primeiro tipo na algebra M, (K),
e assim, com a conclusdo desta se¢ao, deveremos considerar, na algebra M, (K), apenas

as involucoes transposta e simplética.

Definicao 2.5.1 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é simples, se {0} e A sdo os

seus inicos ideias. A € dita central simples, se A é simples e Z(A) = K.

Considere agora o automorfismo interno determinado por a € U(A), definido

no Exemplo 1.1.14, Capitulo 1.

Proposigao 2.5.2 (Skolem-Noether) Se A é uma dlgebra central simples de dimensao

finita, entao todo automorfismo de A € interno.

Demonstragao: Ver [32], pg. 152, Teorema 3.1.2. [

Consideraremos K um corpo infinito e A uma algebra central simples de dimensao
finita sobre K. Denotaremos por Inv(A) o conjunto das involuc¢oes do primeiro tipo

em A e (, o automorfismo interno de A determinado por a. Sejam *,J € Inv(A).
Lema 2.5.3 Se * = J(, para algum a € U(A), entio a* = a’ = *a.

Demonstracao: Temos a’* = a’/% = % = a7'aa = a e dai a’ = a*. Segue que para

x € A arbitrario temos

T = 1:** — (SU']C“)* — (aflia)* — a*x.]*<a*)—1 — a*a’lxa(a*)’l
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e assim a*a~! € Z(A). Como A é uma algebra central simples, entao existe A\ € K
tal que a* = Aa. Como a** = a, temos (\a)* = a, e daf \>a = a. Portanto, \? = 1.

Concluimos que A = +1. ]

Agora, iremos demonstrar um resultado conhecido como o Teorema de Albert,
que nos possibilitara caracterizar as involucoes de algebras centrais simples do primeiro

tipo.

Teorema 2.5.4 (Albert). Ewiste a € U(A), com a’ = a* = +a, tal que x = J(,.

Reciprocamente, se a € U(A) e a’ = *a, entio J(, € Inv(A).

Demonstracao: Como Jx* é um automorfismo de A, temos, pela Proposicao 2.5.2, que
Jx é interno, ou seja, Jx = (, para algum a € U(A), e dai * = J(,. Pelo lema anterior,

a* = a’ = da. Reciprocamente, tomando J; = J(,, com a € U(A) e a’ = +a, temos:

(i) 2" =a Y 2")a=aa ' 27a)’a =a a'2? (a7 a = a tava ta = x

(i) (zy)' =a Y ay)'a =a y/27a = a 'yl aa 2’ a = ylr o
(iii) Jy ¢é linear, pois J e (, sdo lineares.
Portanto, J(, € Inv(A). [

Defini¢ao 2.5.5 Diremos que * e J sao equivalentes se existir a € U(A) x-simétrico

tal que x = J(,.
Observando a definicao, discutiremos o seguinte teorema.

Teorema 2.5.6 (i) A definicdo é de fato uma relagcdo de equivaléncia.

(ii) A relagao dada na Defini¢ao 2.5.5 determina, no mdzximo, duas classes de equi-

valéncia em Inv(A).

(11i) Se x,J € Inv(A) e x = J(, para algum a € U(A) x-antissimétrico, entao x e J

nao sao equivalentes.
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Demonstragao: Afim de demonstrar (i) observe que as propriedades reflexiva e simé-
trica sdo imediatas. Para provar a propriedade transitiva, suponha Jy, Ja, J3 € Inv(A)

Jo

e a,as € U(A), com a;”t = ay e ay”? = ay, tais que

Ji = Jola, € Jo = J3(a,

donde segue que
Ji = JSCazCal = J3Ca2a1'

Dalf,

Ji

(aga1)”™ = ayax” = ayay” = aras” = aja,tasa; = asay

Logo, J, e J3 sao equivalentes.
Quanto a afirmacao (ii) suponhamos que Ji, Jo, J3 € Inv(A), com J; ndo equi-
valentes a Jo e J3 nao equivalente a J;. Afirmamos que J; e J3 estao na mesma

classe de equivaléncia. De fato, pelo Teorema de Albert, existem a;,as € U(A), com

Ji Jo

= ap = —ajp € CLQJQ

T = —Q9, tais que Jl = J2Ca1 [§] JQ = J3<a2. Dai,

aq = a3
J1 = J3C0,Ca, € (a2a1)”t = asay. Logo, existe (azay) € U(A) que é Jy-simétrico. Pela
Definigao 2.5.5, conclui-se que J; e J3 sao equivalentes.

Para a conclusao do teorema, basta provar o item (iii). Suponha, por contradi¢ao,
que * e J sejam equivalentes, ou seja, * = J(,,, com as* = ay. Por hipotese, x = J(,,,

com a;* = —ay, segue que
Cor = (J D)o, = T(JCay) = T5 = (JT)ay = Cay
Assim, (,, = (,, Tomando x € A arbitrario, temos que
aylza; = aytray = (aga; M)z = x(ay'ay).

Pela arbitrariedade de x, temos que (aga; ') € Z(A). Logo, deve existir A € K tal que

as = Aap. Donde segue que,
as" = (Aap)" = Aaj] = —Aa; = —as
o que é uma contradi¢ao. Assim, * e J nao podem ser equivalentes. ]
Vamos particularizar os resultados para a éalgebra das matrizes M,,(K). Consi-

derando a involugao transposta (t) e a involuc¢ao simplética (s), obteremos o seguinte

resultado.
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Corolario 2.5.7 Quando n € par, (t) e (s) sdo involugdes nao equivalentes de M, (K).

Quando n for impar, Inv(M,(K)) tem apenas uma classe de equivaléncia.

X X
Demonstracao: Suponha inicialmente n =2m e X = ! 2 € My, (K), com
X3 X4
Xy, Xo, X3, X4 € M,,,(K). Considere entao
X' X X4 =Xy
Xt 1 3 o X5 — 4 2
XQt X4t —th Xlt
_Imxm
Note que t = s(c, onde C = e ' = —C. De fato, observe que
[me 0

C € GL,(K). Logo,
X = CIX°C = X'

Portanto, pelo teorema anterior, item (iii), temos que (t) e (s) sdo involu¢des nao
equivalentes.

Supondo agora m um nimero impar e x € Inv(M,(K)) qualquer, temos que
t = *(p, para algum B € Gl,(K) tal que B* = £B. Suponha, por absurdo, que
B! = —B. Entao,

det(B) = det(B") = det(—B) = —det(B),

(a ultima igualdade segue do fato que n ¢ impar) de onde concluimos que det(B) = 0,
que é um absurdo, ja que B € GL,(K). Logo, B' = B.

Portanto, * é equivalente a (t), para qualquer * € Inv(A). [ |

Baseado neste tltimo resultado, segue a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.5.8 Seja A = M, (K). A classe de equivaléncia de (t) é chamada a
classe de involugdo tipo ortogonal e a classe de equivaléncia de (s) (quando n é

par) € chamado a classe de involugdo tipo simplética.

Seja F' uma extensao do corpo K. Considerando a algebra Ap = A ®k F e
flz1,...,x,) € K(X), segue do Lema 1.8.3 (Capitulo 1, Secao 1.8) que se f € T(A),

entdo f € T(Ar). Pode-se mostrar que isto vale para as algebras com involugao.

Lema 2.5.9 Seja a € GL,(K). Se K contém as raizes quadradas de todas os autova-

lores de a, entdo existe p(x) € K|x] tal que a = p(a)*.
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Demonstracao: Sejam «g,...,a, € K os autovalores distintos de a e considere a
decomposicao do espaco vetorial V = K™ como uma soma direta de autoespacos com
respeito a a. Assim, V = Vi @ Vh...® V,, onde V; = {v € V ; v(a — oyI,)™ =
0}. Para provar o lema, é suficiente encontrar os polinomios p;(z) € Klx] tais que
Vi(a—p;(a)?) = 0, para todo i = 1,2, ..., n. Pelo Teorema do resto chinés (ver [32] pg.
55), observando os polinomios (z — o)™, ..., (x — ay,)™", deve existir f(z) € K[X]
tal que
f(z)=pi(z) (mod (x —ay)™),i=1,...,m.

Dai restringindo a acao de a para o subespaco V;, podemos substituir V' por V;, e

assumir que para algum o € K e m = m;, temos
V(ia—a)™ =0.

Escrevendo b = a — « e considerando a expansao binomial, temos

o=
D=

1 .
(a+ ) +§of§b—

=

Como 0™ = 0, a expressao acima tem apenas m + 1 termos nao nulo. Substituindo b

por a — a e como « € K, temos

pla) = az + %of%(a —a) — %a%(a —a)*+... (m+1 termos)

[NIE

Dai, a2 = p(a), implica, p(a)? = a e substituindo a por z obtemos o polinémio

desejado. [ |

Concluiremos esta secao com a demonstracao do teorema que caracteriza todas

as identidades de involugbes do primeiro tipo da algebra M, (K).

Teorema 2.5.10 Sejam K um corpo infinito cujo a caracteristica é diferente 2 e x

uma involugao de M, (K), entdo
T(Mp(K),*) =T(My(K),t) ou T(M,(K),*) =T(M,(K),s),
e a sequnda possibilidade pode ocorrer apenas quando n for par.

Demonstracao: Suponha, inicialmente, que K seja algebricamente fechado. Pelo

Teorema 2.5.4, existe a € GL,(K) com * = t(, tal que a é simétrico ou antissimétrico.
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Suponha que a = a', ou seja, a seja simétrico. Como K é algebricamente fechado,
entao K deve conter as raizes quadradas dos autovalores de a e, pelo Lema 2.5.9, existe
p(z) € K[z] expressdo polinomial e p(a) = v tal que a = p(a)? = v*. Como a' = a,

temos

ou seja, v é simétrico. Além disso,

1 1

v* = a Wla = a tva = v.

Considere agora a aplicacao
Co+ (Mn(K),t) — (Mo (K), ).

Temos que ¢, é um isomorfismo de dlgebras com involugao. De fato, para z € M, (K),

sabendo que a = v? e que x = t(,, temos

1

Go(2) = v 2ty = v ezt a o = vato! = (v ) = (G (2))7,

isto prova o teorema para o caso a simétrico.
Suponha agora que a seja um elemento antissimétrico. Se n for impar, como
ja foi mencionado no Corolério 2.5.7, teriamos det(a) = 0, o que é uma contradicao.

Assim, podemos supor que a € GL,(K), com n par. Lembrando que ¢t = s(¢, onde

0 —1I
C= e , segue que
Lixm 0
* = tCa = SCCa
Como, C' = —C e a' = —a, teremos

(Ca)® = (Ca)fc’ = C(Ca)'C™" = Ca'C'C™" = Ca.

Em outras palavras, C'a é um elemento simétrico. Como na primeira parte da demons-

tracao, pode-se construir um isomorfismo
(M (), s) = (My(K), %)

de algebras com involucao, e isto completa a demonstracao quando K for algebrica-
mente fechado. Agora, seja K um corpo qualquer e K seu fecho algébrico. Como K é

infinito, é fato conhecido que toda x-identidade é estavel .
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Portanto, T'(M,(K), *) = T(M, (K), ).

Analogamente, (M,(K),j) e (M,(K),7) tém as mesmas *-identidade sobre K,
com j =t ou j = s. Consequentemente, temos que (M,(K),*) ~ (M,(K),j), com
j=touj=s. Concluimos que (M,(K),*) tem as mesmas *-identidade sobre K. Dai

concluimos a demonstracao. |

Segue imediatamente deste teorema e pela Observacao 1.6.2 que
C(M,(K),x) = C(M,(K),t), se x é equivalente a t, ou C(M,(K),*) = C(M,(K),s),
se % é equivalente a s. Assim, é suficiente estudar apenas os Ti-espagos C'(M,(K),t) e

C(M,(K),s).
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Capitulo 3

Identidades Polinomiais com

Involucao para a Algebra das Matrizes

de Ordem 2

Em [30], Levchenko exibiu uma base para as identidades polinomiais com invo-
lugdo da &lgebra das matrizes (My(K),*) sobre corpos com caracteristica 0. Neste
capitulo iremos apresentar o resultado obtido por Colombo e Koshlukov, em [11], o
qual determina uma base para o T,-ideal da algebra com involu¢ao Ms(K) sobre cor-
pos infinitos e de caracteristica diferente de 2. Utilizaremos também [13|, como base
para os estudos deste capitulo.

Pelo argumento dado no inicio da Secao 2.3 podemos nos restringir as involucoes
do primeiro tipo e pelo Teorema 2.5.10, ambos do Capitulo 2, ha apenas duas classes
de involugbes. A primeira classe é representada pela involugao transposta (t) dada por:

t
11 A12 a11 a9y

Q21 Q22 aiz2 a2

e a segunda classe é representada pela involuc¢ao simplética (s), dada por:

S

aix  G12 Q22  —012
Q21 A22 —ag21 A411
Em todo capitulo, K denotara um corpo infinito, cuja a caracteristica é diferente

de 2, o produto de Jordan seréa definido por a o b = (1/2)(ab + ba), e por simplicidade
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de notacao, iremos nos referir as variaveis como comutadores de grau 1. Recordamos
que as letras z; € X denotam variaveis simétricas e as y; € Y representam variaveis

antissimétricas.

3.1 Involucao Transposta

Nesta se¢ao estudaremos a construcao de uma base para o T,-ideal de (M (K), 1)
com involucao transposta, denotada por *.

Os seguintes polindmios sdo *-identidades de My (K):

Tk (3.1)
(Y12, 7]; (3.2)
(21, Ta[23, 24] — |71, W3] [T2, T4] + 11, 24][72, 73]; (3-3)
[y121Y2, T2] — Y1yo[w2, 21]. (3.4)

De fato, sejam X; = EMK)TeY, = € My(K)~.

d; ¢ a; 0

E facil verificar que os polinomios (3.1) e (3.2) sio *-identidades, uma vez que
1Yo = —asa1ly e assim estd no centro de My(K). Observe ainda que
[z, 22]* = —[x1, 22|, ou seja, [z1,x2] é um elemento antissimétrico. Logo, pela identi-

dade (3.1), temos

[[L’l, 1'2} [$3, 1'4] = [l’g, $4] [1'1, 1‘2].

Pelo Teorema de Amistsur-Levitzki, sq(x1, 2o, x3,24) € T(M3(K)), poderemos tomar

Xl,XQ,Xg,X4 c MQ(K)+ e assim
0 — S4(X17X27X37X4> - 2([X17X2HX37X4] - [X17X3] [X27X4] + [X17X4][X27X3]>7

como a caracteristica de K é diferente de 2, concluimos que o polindémio (3.3) é uma

x-identidade para Ms(K). Por fim, por simplicidade de notagao iremos denotar por
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“A” e “B” os comutadores [Y; X Y3, Xo] e Y1Y5[ X5, Xi], respectivamente, assim,
—ajciay  aijdiag by dy by dy —ajciay  ardias
ardias  —arbias dy ¢ dy ¢ ajdiay  —ajbiasg

—ajcia9by + ardiasdy  —ajciasds + ardiasce

ardiasby — a1brasds ardiasds — ajbrascy

—ajcia9by + ardiasds  aydyasbs — arbiasds

—a101a2d2 + ClldlCLQCQ a1d1a2d2 — CllblCLQCQ

Por outro lado, em B temos:

—Q1a9 0 0 —bldz — d1€2 + bgdl + dgCl
0 —a10a9 —bgdl — dgCl + bldg + d102 0
o 0 a1a2b1d2 + (Llagdlcg - a1a2b2d1 — a1a2d201
alagbgdl + a1a2d261 — a1a2b1d2 — a1a2d102 0 '

Assim, verifica-se imediatamente que o polindémio (3.4) é também uma x-identidade.
Denotaremos por I o ideal das *-identidades em K(X UY’) gerado pelas identi-
dades (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4), e seja R = K(X UY)/I a algebra relativamente livre

correspondente.

Observacao 3.1.1 Podemos verificar que os polinémios [x1,xs] e (z o y) sdo antissi-

métricos e que os polindmios [x,y| e (x1 0 x3) sao simétricos.

Observacao 3.1.2 O produto de Jordan e o comutador satisfazem a seguinte relacao

na dlgebra associativa livre:
[aob,c] =ao bl +bola,cl

Segue da x-identidade [y, y2] que [[z1,22],y] = 0 e [z1 0 y1,y2] = 0 em R. Desta

ultima identidade e da observacao anterior segue que

yio[z,y2] =0 (3.5)
em R. Expandido a *-identidade y; o [z,y2] = 0, obtemos y;xys = yoxy; € como
Y1YY2 = Y2yy1, concluimos que

Y12Y2 = Y221, (3.6)
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para qualquer z = (1/2)(x + y).
Por (3.5), em R, temos

[3/179673/2] = [yhil?]yz - yQ[ylaﬂf} = [3/1735]192 + [3/1795]3/2 = 2[3/171']3/2-

Logo,
[yhxayQ] - Z[ylal‘]yQ (37)

e pelas *-identidade (3.14), (3.6), (3.2) e (3.4), aplicadas nesta ordem, temos:

[y, w1, y2,00] = 2[yr, 2]y, 2]
= 2[y1x1Y2 — T1Y1Y2, To]
= 2([y1x1Y2, 2] — [T1Y1Y2, T2])
= 2([t1z1y2, 2] — [21, T2y1y2 — T1[Y1Y2, 22])
= 2([121y2, T2] + Y1y2[T2, 71])

= dy1yo[2, T1].

Logo,
(Y1, 21, Y2, T2] = 4y1ya|x2, T1]. (3-8)

Por outro lado, se aplicarmos a identidade de Jacobi, obtemos
(Y1, 21, Y2, T2] = [[y1, 21), [y2, T2]] + [y1, 71, T2, Y2
Observe que [yy, 21, To] € antissimétrico, logo [y1, 1, T2, y2] = 0. Assim,
[[y1, z1], [Y2, 2] = 4rya[wa, 24]. (3.9)
Observe ainda que

Hylaxl]7[y2vx2“ = 4y1y2[x2,x1]
= 2[[y1, 11]ys2, 9]

= 2[3/17 xl][y% xﬂ + 2[3/17 L1, IZ]yQ-

Segue de (3.9) que

(Y1, 1] [y2, 2] = 2y1ye[T2, 1] — [y1, T1, T2]Yo. (3.10)
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Lema 3.1.3 O ideal I contém o polinémio
[U7 X3, Ty, L1, 1'2] - [/07 X1, 22,3, .1'4],
onde v € um comutador antissimétrico com grau > 1.

Demonstracao: Seja v um comutador qualquer de grau > 1. Entao aplicando a

identidade de Jacobi obtemos
[V, 22, 1] = [v, 21, T2] + [v, [T2, 21]]- (3.11)
Sendo v um comutador antissimétrico, por (3.1), temos
[v, 29, x1] = [v, 21, 2] (3.12)
Segue das identidades de Jacobi e (3.8) que

[U7$17 €3, .T2,$4] = [Ua X1, T2,T3, 374] + [Uv X1, [.Tg, xQ]a 1’4]
- [U,$1,$2,$3,$4] +4?}[$37x2][$4,xl],
isto &,
[U,l’l,iﬂg,l@,l}l] = [U,$1,$2,$3,$4] +4'U[.I'3,SC2HCC4,Z'1]. (313)

Assim, das identidades (3.12) e (3.13) temos que

[V, 23, 24, 21, T2 = [0, 73,71, T4, To] + 4[24, 21][22, 23]
= [v, 21,23, T2, v4] + 40|24, 21][T2, T3]
= [v, 21, T, T3, 14] + 40|23, T3|[T4, T1] + V|14, 1] [20, T3]
Dai de (3.1), segue a igualdade
[U7 T3, T4y, 1’2] - [UJ L1,T2,T3, x4]'
[ |
Segue deste tltimo lema que podemos comutar os pares de variaveis simétricas
dentro de comutador antissimétrico, provocando no maximo uma mudanca de sinal.
Portanto, para qualquer comutador antissimétrico, podemos ordenar as entradas de tal

forma que as colocamos em ordem crescente. Consequentemente, seguem os seguintes

lemas.
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Lema 3.1.4 O seguinte polindomio pertence a I
[yla T1,...,Zn, ?/2} - [927%7 s 7xn7y1]
Demonstracao: Para o caso em que n é par, é trivial, pois [y;, x1, Z2, . .., z,| é antis-
simétrico para ¢ = 1,2, ou seja,
(Y1, 1, Ty - ooy Ty 2] = 0 = [y2, 21, X2, . .., T, Y1)

Assim, resta considerar o caso em que n é impar. Dai segue
Y1, 21, T, Y] = [T — Ty, T2, T, Yo

= [yix1, 29, ..., Tn, Yo — [T1Y1, T2y o o T, Yo

= yl[xlwx?a <oy T, 3/2] + [yla L2y, Ty, 92]5171

- xl[yhx% <oy Iy, 92] - [I’l, T, ... 71'717:1/2]3/1

= yl([$1,$27 cee ,flfn]yg - yQ[‘rhx% R ,l‘n]) +\[y17 Lo, ..., Ty, yQ] 1

0
— x|y, T, Ty Yo — ([T, 22, o Ty — yolXr, oy - ] ys
0
Pelas identidades (3.1) e (3.6), teremos
[yla L1y 7$n7y2] = y?([ajl;x% <. 7$n]yl - yl[ajla Zo,y ... 73371]) ‘1‘@2, XLy ...y Ty, yllxl
0
- 351\[y2, L2y Tp, yll—([$1,332, o Tplyr — [T, 20, 2] )Y
0

= (yo[z1, 22, ..., Tp, 1] + [Y2, T2, -, Ty Y1) 21)

— (z1[ya, o, .., Ty 1] + [T1, 22, - o, Ty Y1 ]Y2)

= [y2$17$27~-7$myl] - [$1927$27~-7$n>yl]

- [y271‘17---7$my1]'
Isto conclui a demonstracao do lema. [
Lema 3.1.5 O ideal I contém o polindomio

[, 1,z [yn, 24, w] = v, w2, 2 ]

onde v é um comutador antissimélrico com grau > 2, as varidveis x;, 1 = 1,...,2k e
xi, j=1,...,q, sao simétricas e k,q =1,2,....
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Demonstracao: Provaremos, inicialmente, a seguinte afirmacao
yz[yr, o1, .., g = yi2[y, 21, ..., 4], para z = x +y e para todo g € N.

De fato, provaremos por indugao sobre g. Para ¢ = 1 obtemos, pela identidade (3.6),

que

yz[yla 1’1] = YT — Yzr1y1
= WNRYT1 — Y1c1yY

= yizly, z1].
Supondo que o resultado seja véalido para ¢, provaremos que vale para g + 1.
VZ[Y1, X1y« oy Ty Tgi1) = VZ[Y1, 1y ooy Tyl Tg1 — VET g1 [Y1, T1,y - -+, Tyl
Por hipotese de indugao temos
VZ[Y1, L1, - o Tgy Tgp1] = Y12[0, T1, o, Ty T g1 — Y12Tg41 [V, X1, - -, T4

Assim, a afirmacao esta provada.
Agora provaremos o lema usando indugao sobre g e denotando y = [v, x1, . . ., o).

Para ¢ = 1, usando as identidades (3.2) e (3.5), tem-se:
ylyr, z1] = nly, 1),
Supondo que o resultado seja valido para ¢, provaremos que vale para g + 1. Observe
yly, 21, - xg T = ylyn, o, x]a o — Yz [y, 2, 2

Usando a afirmacao e a hipdtese de inducao obtemos o resultado.

Lema 3.1.6 Seja f € B, multihomogéneo. Entao f se escreve como f = fi+ fo+ f3,

onde f1, fo e f3 sao combinagoes lineares de polindmios das sequintes formas:
ULU . . . U2k; ULUDZ .. . U2+1; ULU2 ... URLW

respectivamente. Aqui 0s u;’s sao comutadores antissimétricos de grau > 1, e w €
um comutador simétrico de grau > 2. Além disso, entre os comutadores de grau > 2

aparece apenas uma varidvel antissimétrica.
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Demonstracao: Etapa 1: Pelaidentidade [y1, 21][y2, 2] = 2y192[22, 1] —[y1, 21, T2]yo,
o produto de dois comutadores simétricos, com grau > 2 pode ser escrito como uma
soma de produtos de comutadores antissimeétricos.

Etapa 2: Pela identidade y; o [z,9s] = 0, obtemos que os comutadores antis-
simétricos anticomutam com os simétricos de grau > 2, e por [y;,y2] os comutadores
antissimétricos comutam entre si.

Etapa 3: Se é dado um produto de varios comutadores antissimétricos e simé-
tricos, entao pela etapa 2 podemos reordena-los, a menos de sinal, de tal maneira que
os comutadores antissimétricos precedem os simétricos.

Etapa 4: Aplicando quantas vezes for necessaria as etapas 1 e 3. Concluimos
que

f=h+fa+f3

Resta mostrar que em cada um dos comutadores existe somente uma variavel
antissimétrica. Seja v um comutador que contém duas ou mais variaveis antissimétricas,
digamos que degu = 3. Se possui 3 varidveis antissimétricas, nao tem o que fazer, pela
x-identidade (3.1) segue que u = 0 em R. Supondo u = [y, 21, y2], podemos aplicar a
identidade

[y, 2, y2] = 2[y1, 2]ya. (3.14)

Suponha agora que o comutador u tenha grau > 4, ou seja, u = [w, yy, 2], onde z = ys
ou z =ux e dequw > 2.

Se w for antissimétrico, entao u = 0.

Se w simétrico, entdo podemos escrever w = [v,w;], onde v é um comutador
antissimétrico e w; é simétrico, ambos de grau > 1.

Aplicando a identidade (3.14), obtemos
[w,y, 2] = [v, w1, y, 2] = 2[[v,wi]y, 2].
Caso z = 1o, temos:
[w, y,y2] = 2[[v, w1y, yo] = 2[v, w1, oy = dyyalv, wi].

Caso zy = x, por

[yh Z1, y27372] = 491312[562, 551]7
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temos que

[w,y,x} = [anlayax] = 4vy[:v,w1].

Com isso, conclui-se a demonstragao. [

3.1.1 Matrizes Genéricas com a Involucao Transposta

Recordamos a definicao da algebra das matrizes genéricas, que foi dada na Secao

1.8, Capitulo 1. para o caso n = 2, a matriz genérica a, é dada por
0oy

5o

a, =

em que 55? e K[¢] = K[ﬁm] ,1,7=1,2,7=1,...,m. Denotaremos por Gen, a subal-

(]
gebra gerada pelas matrizes a, em MQ(K[@(;)

]). Entao, Gens é a algebra relativamente
livre na variedade de algebras definida por My(K).

Analogamente, baseado no artigo [18|, usando uma ideia similar & construgao das
matrizes genéricas podemos definir a involucao transposta x em Gens.

Seja (MQ(K[ﬁg)]), %) a algebra das matrizes de ordem 2 com entradas na algebra

dos polindmios

Klg) =KD, ij=1,2r=1,....m,
munida da involu¢do transposta. A &lgebra das matrizes genéricas (Geng,*) é

x-gerada por

(r) ()

X111 Xi2 r r r
Sp = , com Xz('j) = (1/2>(5i(j) + 552))7
(r) (r)
X12  Xo22
O C(r) I T
t, = ,com ¢ = (1/2)(&f3 - &),
—CM 0

Observe que s, e t,. sao geradores simétricos e o antissimétricos, respectivamente.
Entao s, = (1/2)(a, + a*,) e t, = (1/2)(a, — a*;), e de acordo com que foi feito
em [18], temos que (Geng, *) ¢ isomorfa a uma algebra relativamente livre na variedade

das algebras com involucgao determinada por (My(K), ).

Corolario 3.1.7 Sendo f = f1 + fo + f3, como no Lema 3.1.6, entao:
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(i) [ é uma identidade com involugao de My(K) se, e somente se, f1, fo e f3 também

8a0.

(ii) Se f € x-identidade para My(K), entio todo f; seque de algum fi', i = 1,2,3,

onde degf;’ < degf; e ;' depende de no mdzimo uma varidvel antissimétrica.

Demonstragao: Para provar (i) suponha que f = f(z1,...,2;,¥1,...,Ym) S€ja uma
identidade e vamos provar que fi, fo e f3 sao identidades. Tomemos s; e t; matrizes

genéricas, e avaliado f nestas matrizes temos

_ 10 0 —r _
f:f(sla--'aslvtlv"'7tm):pl' +p2 +f3a
01 r 0
I I
onde py,p; e r sdo polindmios nas varidveis {x};,¢*}, comi,j = {1,2} e k=1,2,... e
fn = falsi,...,st1,...,tn), para n = 1,23 Iremos determinar
fs = fa(s1,...,5,t1,...,tm). Se a quantidade de comutadores antissimétrico em um
A . a s g3 .,
polinémio do tipo 3 for par temos que f3 = p; - , Caso seja impar temos
a3 —T3
= Ty T4y .
que f3 =pa - , Ou seja,
—q4 T4
= rs 43 Ty —q4
f3=Dp3- + P ;
qs —T3 —q4 Ty

onde ps,ps,73,74,q3 € qu s30 polinémios nas varidveis {x};,¢*}, com 7,5 = {1,2} e
k =1,2,.... Observe que o polinomio f; quando avaliado sobre My(K') produz ape-
nas uma matriz escalar, por outro lado, f; produz uma matriz antissimétrica e f3
nos d4 uma matriz simétrica de trago zero. Como toda matriz pode ser decomposto
unicamente como soma direta desses trés tipos de matrizes, concluimos que se f é *-
identidade, entao f1, fo e f3 também sao. Como a reciproca é imediata, demonstramos

Provaremos (i7). Pelo Lema 3.1.5 e pelas identidades (3.2) e y; o [y, 1], podemos
escolher qual das varidveis antissimétricas colocaremos para fora dos comutadores e

ainda colocando-as na frente dos comutadores de grau > 2. Portanto, se

fi:fi(xl,...,xl,yl,...,ym) :07

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 3. Involucao Transposta 65

podemos assumir, sem perda de generalidade, que y; estd em comutadores e o restante

das varidveis antissimétricas estao fora dos comutadores, e assim

fi = ya2ys .. -Z/mg(yl,l’b ce 7351)-

Vamos novamente tomar as matrizes genéricas s; e t; e fazendo a avaliagao

fi(s1,.-.,s1,t1,. .., ty) obteremos P - g(t1,$1,...,5) = 0, onde P é uma expressao
0 (¢

obtida por colocar os y;’s em evidéncia, e substituindo-os por t; = " ,
—¢® 0

com i = 2,3,...,m, teremos detP = (¢®...¢™)2 #£ 0. Logo, P é inversivel, e como

Pg(t1, s1,...,5) = 0 concluimos que g(t1,s1,...,s) = 0. Como estamos tratando de

matrizes genéricas, temos que o lema esté provado. |

Lema 3.1.8 Sejam fs, f3 polinémios como no Coroldrio 3.1.7, que dependem de ape-
nas uma varidvel antissimétrica. Suponha que fo e f3 sao escritos como combinacdo

linear de comutadores de grau > 4. Entao, em R, temos

foly, 1, ... @) = aly,xiy, .oy ] +dygr(x, ..., x)
f3(yax1a oo 7$l) = ﬁ[yaxip cee 7*%.11] +4yg3<x17 s 7xl)

onde a, € K, i1 <...<1, eq egs sao polindmios do tipo f1 e f3, respectivamente

do Lema 3.1.6.

Demonstragao: Primeiramente, podemos supor sem perda de generalidade que a
variavel antissimétrica y aparece na primeira entrada dos comutadores. Considerando
o polinémio do tipo fs, obtemos o resultado requerido apenas utilizando a demonstracao
do Lema 3.1.3. Para polinémio do tipo f3, utilizaremos o Lema 3.1.4, e as identidades
(3.2) e (3.14), e ainda considerando v um comutador antissimétrico de comprimento

> 1, temos:

[V, 21,23, 25] = [v, 21,22, 23] + [V, 21, [3, T2]]
= [v, 21,29, x3] + 2[v, 21][23, 2]
= [v,x1,Te, T3] — 20[[x3, T2, 1]
= [v, 21,29, 23] + 2[[x3, 22|, 1]V

= [v, 21, T2, T3] + 2[x3, Ta, 21]V.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 3. Involucao Transposta 66

Desta forma, podemos reordenar as variaveis neste caso. Assim, concluimos a demons-

tracao. |

Neste proximo resultado, vamos utilizar as identidades (3.14), (3.8) e o Lema
3.1.5, mas de maneira diferente da que vimos utilizando, agora vamos utilizd-las para

aglutinar dois ou trés comutadores em apenas um comutador.

Proposicao 3.1.9 Sejam fi, fo e f3, como no Coroldrio 3.1.7, x-identidades para
My (K). Suponha que todo f; contém, no mdzimo, uma entrada com varidvel antissimé-
trica. Entao, em R, cada um dos fi,fs, f3 € consequéncia de algumas
x-identidades que nao dependem de varidveis antissimétricas. Assumindo que 0s po-
linomios f; nao dependem dessas varidveis e que degf; > 4, podemos rescrevé-los, em

R, da sequinte maneira:

(a) O polinomio f, é representado como combinacdo linear de produtos de dois co-

mutadores antissimétricos, onde um deles tem grau 2.
(b) O polindémio fo € uma combinagao linear de comutadores antissimétricos.
(¢) O polinomio f3 é uma combinagdo linear de comutadores simétricos.

Demonstracao: Pelo Lema 3.1.6, sabemos que f;, para i = 1,2,3 pode ser escrito
como combinagao linear de produtos de comutadores, e pelo Corolario 3.1.7 (ii), cada
produto depende no maximo de uma variavel antissimétrica, e que esta pode ser colo-
cada na primeira entrada do primeiro comutador, pelo Lema 3.1.4.

Consideramos primeiramente f;. Utilizando a identidade (3.8), temos
’U,1UQ[U, 131] = (1/4)[’1],1, Ty, U2, U]?

onde uq, us sao comutadores antissimétricos de grau > 2 e v é um comutador simétrico
de grau > 1. Como f; é combinacao linear de produtos de uma quantidade par de
comutadores antissimétricos, podemos escrevé-lo como combinacao linear de produtos
de dois comutadores antissimétricos. Dai, dividiremos em dois casos:

1° caso: f; nao depende de variavel antissimétrica. Logo, pelo Lema 3.1.5, pode-

mos fazer com que um dos comutadores tenha grau dois.
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2° caso: f1 depende de uma variavel antissimétrica, ou seja, fi = f(y,x1,...,x).

Usando o Lema 3.1.5, podemos rescreve-lo da seguinte forma

f1 = yfg((L'l, . ,:L'l).

Portanto, esta identidade é equivalente a uma identidade do tipo f5, a qual nao depende
de variaveis antissimétricas.

Consideremos agora um polinémio do tipo fo. Novamente pela identidade (3.8),
podemos rescreve-lo como combinagao linear de comutadores antissimétricos. Se fo
nao contém variavel antissimétrica, nao ha o que demonstrar. Suponha, entao, que fo

dependa de uma variavel antissimétrica. Pelo Lema 3.1.8, podemos escrevé-lo da forma

faly, 1, ..o @) = aly, xiy, ., ) +dyg (2, ..o, 2)

para algum polinémio ¢g; do tipo f; e « € K. Como f, é uma *-identidade para Ms(K),

podemos avalid-lo nos seguintes elementos:

0 —1 01
Y = (& X1:X2:...:Xl:
1 0 1 0
. 0 1
E facil verificar que [Y, X;,,..., X;. ] =0 = Q, com B = +2'. Por outro

lado, como ¢g; é um produto de comutadores que estid sendo avaliado em um mesmo
elemento, entdo temos que gi(x1,...,7;) = 0. Como a caracteristica de K ¢é diferente

de 2 e por () ser uma matriz invertivel, concluimos que o = 0. Logo,

fQ(ywxh s Jxl) = 4ygl(‘r17 s Jxl)'

Sabendo que a matriz Y ¢ invertivel, como foi feito no Corolario 3.1.7, concluimos
que gi(z1,...,7;) ¢ uma *-identidade. Portanto, fo(y,x1,...,x;) é equivalente a uma
identidade do tipo f; que nao depende de variaveis antissimétricas.

Para finalizar a demonstracao, consideremos o polinémio do tipo f3. Aplicando
a identidade (3.14) no comutador simétrico e em um dos antissimétricos, podemos
admitir, sem perda de generalidade, que f; pode ser rescrito como combinacao linear
de comutadores simétricos. Dai, pelo Lema 3.1.8 e seguindo a mesma ideia do caso de

polinémios do tipo f,, podemos concluir a demonstracao. [ |
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Corolario 3.1.10 Seja f € R. Se f é uma identidade para (Ms(K), %), entio [ seque

de algumas x-identidades que dependem apenas de varidveis simétricas.
Demonstracao: Basta observar o Corolario 3.1.7 e aplicar o proposicao anterior. H

Portanto, quando * é a involucdo transposta sobre Ms(K) podemos, apenas,
considerar os polinomios que dependem de variaveis simétricas. Até o final desta secao,

consideraremos apenas poliné6mios que dependem apenas de variaveis simétricas.

Definicao 3.1.11 Definiremos os sequintes subespacos de R:

1. Seja Fy o subespago de R gerado por produtos de dois comutadores antissimétri-

cos, onde um deles é de grau 2.

2. Seja Fy o subespaco de R gerado por todos os comutadores antissimétricos de

grau mator ou tgual a 4.

3. Seja F5 o subespago de R gerado por todos os comutadores simétricos de grau

mator ou tgual a 4.

3.1.2 O Operador L

Nesta se¢ao, estudaremos o operador L, estudo feito por Vasilovsky em [34], mas
agora sobre o espaco F| & F» @ F3.

Em [12], foi demonstrado que as identidades ordinéarias de Ms(K), para o caso
em que a charK = p > 3, sao geradas por

S4 = Z To(1)Lo(2)Lo(3)Lo(4)s

ogESy
hs = [[x1, x2] o [x3, 4], x5).

E, no caso em que p = 3, além dessas identidades temos ainda a identidade r¢, definida

por:
[z, 22] 0 (wov) — (1/8)([x1, u, v, x| + [21, v, u, xa] — [x2, u, 21, V] — [T2,v, 21, u]),

onde u = [x3, 4] € v = [z5, 6)-
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Observe que os polinémios s4, hs e rg pertencem a I. De fato, seja x; variaveis

simétricas e observe que s4 pode ser escrito da forma
Sq = 11, 22) 0 [x3, 24] — [T1, 23] 0 [T2, 4] + [71, 4] © [Ta, 23],
e pelo gerador [y;, y2| temos, modulo 1,
sy = 2([x1, xo)[x3, 4] — [21, T3] [T2, 4] + [71, T4][22, 23]),

que pertence a I. A identidade hs segue diretamente do gerador (3.2).
Para concluir, resta verificar que identidade rg esta em I. Como u,v sao comu-

tadores antissimétricos, segue da identidade (3.8) que

[T1,u,v,29] = —[u, x1,v,25] = —duv|xs,x]
= —dvu[zy, x1]
= —[v,21,u,x9]
= [z1,v,u,xq),
ou seja,
[T1, u, v, Ta] = [T1,v,u, T3] (3.15)

Observe que [zg,u, 1], [T2,v, 21| sd0 comutadores antissimétricos, e assim os dois ulti-

mos comutadores de rg se anulam em R. Consequentemente,

re = [v1,72] 0 (uow) — (1/4)[x1,u,v, 7]
— e () + (), 200,23

= [z, x2)uv + uv|xe, 1]
Logo, rg também se anula em R.

Observacao 3.1.12 Segue dos comentdrios feitos acima que as identidades ordindrias

de My(K) se anulam em R.

Isso nos motiva a definir o operador linear L(a,b), para a,b variaveis simétricas,

sobre o espaco Fy @ Fy @ Fj.
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Definicao 3.1.13 Sejam wy,ws varidveis simétricas ou comutadores e a,b varidveis

simélricas, entdo [wy,ws)L(a,b) é definido por:
(1/8)([wy, a, b, ws] + [w1, b, a, wy] — [we, a,w,b] — [we, b, ws, al).
Se wy e wy sao comutadores antissimétricos e deg(wy) = 2 entao definimos
(wywq)L(a,b) = wy(wyL(a,b)).

Verifica-se, utilizando o Lema 3.1.3 e usando a identidade de Jacobi, que para

quaisquer x1,xy,a,b € R varidveis simétricas, vale a identidade
(1, x9)L(a,b) = (1/4)[x1, z2, a, b]. (3.16)

Observe agora as seguintes identidades satisfeitas na algebra de Lie Sly(K') das

matrizes de ordem 2 e de traco 0, segundo [34]:

[x1, 29, 23] L(a,b) = [[z1,x2]L(a,b), xs]; (3.17)
[x1,a]L(x9,b) — [x9,a]L(x1,b) = (1/4)[x1,x2,b,al; (3.18)
[x1,29)L(a,b)L(c,d) = |x1,22|L(c,d)L(a,b). (3.19)

Observe inicialmente que:

[x1, 29, 3] L(a,b) = (1/8)([x1,x2,a,b,x3] + [x1,22,b,a,x3] — [x3,a, [x1, 23], b]
— [x3,b, [21, 22, a))
= (1/8)([x1,x2,a,b,x3] + [x1, 22, b, a, x3] — [[x3, a], [x1, 22|, D]
— [z, 0], [21, 2], a])
= (1/8)([x1,x2,a,b,x3] + [x1, 22, a, b, x3])
(1/4)([x1, z2,a, b, x3))

= [[x1,22]L(a,b), x3].
Além disso, usando a relacao

4(woy)oz—zo(yoz)=lzm1, (3.20)
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que vale para qualquer dlgebra associativa, obtemos

(21, 0] L(wa,b) — [w2,a]L(w1,b) = 1/4([w1, a,2,b] — [22,0,21,b])
= 1/4([[z1, @, x2) — |22, @, 21], b))
= [[(aows) 0w —ao(y0m)]
— [(aoxz)oxzs—ao (zy0ms)],b]
= [(aoxs)om — (aowy)oxs,b]
= (1/4)[z1, 72, 0,b]
= (1/4)[x1, 72,0, a).

Por fim, analogamente ao que foi feito na identidade (3.16), pode-se verificar que
[Uv ZL'Q]L(CL, b) = (1/4) [U’ T2, a, b]v
para qualquer v comutador simétrico e consequentemente

1/4)[x1, 22, a,b]L(c, d)
1/4)[[x1, z2,a],b]L(c,d)

[x1,29)L(a,b)L(c,d) =

(
(

= (1/16)[[x1, 22,a],b,c,d]
(1/16)[1, 22, a,b, ¢, d]
(1/16)[1, 2, ¢, d, a, ]

= [x1,29)L(c,d)L(a,b).

Temos entdo que identidades (3.17), (3.18) e (3.19) sdo satisfeitas em R. Assim, pelo
teorema principal em [34], que diz que todas identidades da algebra de Lie Sly(K) segue
de (3.17)-(3.19), concluimos entdo que todas as identidades de Sly(K) sdo satisfeitas
em R, desde que todas as variaveis sejam simétricas. Além disso, é fato conhecido
que todas as identidades de Lie da algebra das matrizes My(K) seguem do polindémio
standard sy, veja [22] ou [28].

Pela Observacao 3.1.12, obtemos imediatamente que se w; e wy sao comutadores
antissimétricos de grau maior ou igual a 2, entdo wy(weL(a,b)) = (w1 L(a,b))ws em R,
bastando usar a Defini¢ao 3.1.13, a identidades (3.16) e observar que (w;L(a, b)) é um

elemento antissimétrico. Do que foi discutido segue o seguinte resultado.
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Lema 3.1.14 A transformacao L é um operador linear bem definido em Fy @ F5 @ F3.

Note que precisamos utilizar o Lema 3.1.5 na verificagdo da boa definicao de L

sobre F}.

Proposicao 3.1.15 Assuma que f; € F;, com degf; > 4, para cada i = 1,2,3. Entdo,
em R, f; pode ser escrito da sequinte forma.

1. fi= Z ;[T T4, [T, T4y H L(aij, bij). Além disso, podemos supor que iy < iz,

7 J
13 <4, 11 <13, €1y <y,

2. fo= Z/Bi[xilaxig] HL(aij, bi;). Além disso, podemos supor que iy < is.

J

3. fg= Z YilTiy s Tiy, Tig] H L(aij, bij). Além disso, podemos supor que iy < iz < is.
( J

Em todos 0s casos a;j,b;; € X, ou seja, sao varidveis simétricas e o, 3,7 € K.

Demonstragao: Para demonstrar a primeira parte do lema basta utilizar as identida-
des (3.17), (3.18) e (3.19) que sdo satisfeitas em R. Assim, resta mostrar a desigualdade
entre os indices. Para o caso (1) pode-se escrever, a menos de sinal, que i; < iy e i3 < iy
e que iy < i3, esta tltima segue da identidade (3.1). Suponha, agora, que iy > i4. Entao

pela identidade (3.3) obtemos, em R, que:
[‘ril ) xi2] [35137 xi4] = _[xil ) xis] [xiau xiz] + [xil ) xi4] [‘Ti:w xiz]v

e os termos do lado direito satisfazem a condicao (1).

O caso (2) e (3) segue do que foi discutido. [

Pela identidade (3.19), concluimos que os operadores L(a,b) geram uma
subalgebra comutativa da algebra das transformacoes lineares de F; @ F5 & F3. Agora,
iremos fazer um breve comentario sobre o que sera feito mais adiante. Consideraremos
Fy & F5 & F3 como um modulo sobre a algebra comutativa gerada pelos operadores L.
Vamos encontrar os elementos que geram os F;’s. Posteriormente, mostraremos que
estes elementos, quando avaliados sobre as matrizes genéricas com involucao, sao line-
armente independentes. Disso concluiremos que a algebra R sera isomorfa & *x-algebra

relativamente livre determinada por (My(K), *).
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Agora, apresentaremos o conceito de identidade polinomial fraca para a algebra

M, (K), assunto que sera importante no decorrer desta segao.

Definigao 3.1.16 Seja f = f(x1,29,...,2,) € K(X). Dizemos que f € uma identi-
dade polinomaal fraca para o par (M,(K), Sl,(K)), onde SI,,(K) € a dlgebra de Lie
das matrizes de ordem n cujo o trago € zero, se f(ay,as,...,a,) = 0, para quaisquer
ai,as,...,a, € Sl,(K). Dizemos que f ¢é identidade polinomial fraca essencial

se f nao for uma identidade polinomial para M, (K).

Exemplo 3.1.17 O polinémio [23, xs] é uma identidade polinomial fraca essencial para
My(K). De fato, se A € My(K), entao x> — tr(A)x + det(A) € o polindmio caracte-
ristico de A. Supondo tr(A) = 0 segue, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, que A% =
—det(A)I, e portanto A% comuta com qualquer elemento de My(K). Porém tomando
FE11, Eyo elementos da base candnica de My(K), teremos que [EZ, Es] = E19 # 0, e

assim temos o resultado.

Os polinémios que consideramos sao *-proprios. Assim, ao calcular tal polino-
mio em My(K) podemos dispensar a componente escalar das respectivas matrizes.
Em outras palavras, se m; € My(K) e m;, = m; — [(1/2)tr(m;)]l> € Sly(K), entdo
f(my,...,m,) = f(my,...,ml), para todo polinémio f = f(z1,...,x,) € B, depen-
dendo apenas de varidveis simétricas. Portanto, f € B, é x-identidade para My (K) se,
e somente se, ele ¢ uma identidade fraca para o par (My(K), Sly(K)).

Por argumentos padroes podemos supor, sem perda de generalidade, que K ¢ um

corpo algebricamente fechado. Portanto, podemos tomar as matrizes

t 0 0 1 0 —1
eo = Iy, €1 = y €2 = y €3 =
0 —2 1 0 1 0
com i> = —1 em K. Observe que as matrizes acima formam uma base para o espaco

vetorial My(K) e e, ey e e, formam uma base para a algebra de Lie Sly(K). Note
ainda que

(x11€1 + T12€9 + I13€3)2 = —(xn2 + 1% + I132)€0
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De fato,
2
.CL'lli 0 0 .Tlgi 0 —XT13
+ + =
0 —$11i ill'lgi 0 .Tlgi 0
2
. . 2 2 2
T11? T120 — T13 117+ T12° + T13 0
T12? + 132 11 T11 + T192 + T13

Entao o par (My(K), Sly(K)) satisfaz as identidades [22,y] e [z oy, 2] (observe
que a segunda se obtém linearizando a primeira e multiplicando por 1/2). Como a
caracteristica do corpo é diferente de 2, entao as duas identidades sao equivalentes.
Aqui, identificaremos o corpo K como o centro de My(K), ou seja, K ~ Key =
{aey ; a € K}. Logo, em Sly(K), podemos definir uma forma bilinear ndo degenerada

da seguinte maneira:
(a,b) = aob, para quaisquer a,b € Sly(K).

Utilizaremos este mesmo produto interno, mas nos restringiremos ao espago ge-
rado por ey, e, ou seja, o espaco das matrizes simétricas.

Observe que se substituimos 1, ¥, a, b por matrizes de trago zero, segue de [34],
que

[1, 3] L(a,b) = [x1, 23] 0 (a0 D).

Aqui, (a ob) é o produto interno no espaco gerado por e; e es.

3.1.3 Tabelas Admissiveis

Nesta subsecao faremos um breve estudo sobre a descricoes das tabelas duplas.
Voltamos a lembrar que nos restringimos apenas as variaveis simétricas. Além disso,
pelo que foi comentado anteriormente, nossas variaveis também sao elementos da alge-
bra de Lie Sly(K).

Os invariantes do grupo ortogonal para o produto interno acima sao descritas em

termos de tabelas duplas (para maiores detalhes ver [14]).

Definicao 3.1.18 Uma tabela dupla é uma tabela
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Pun -0 Pimg | Q1 Gimy
T — p.21 o P2mg q?1 T Qomy :<A | B),
Per - Pkmy | k1 0 Qkmy,
onde my > mg > -+ > my, € Pij, ¢ S0 inteiros para cada v, .

Definiremos, agora, as i-tabelas, para ¢ = 0,1,2, que serao tabelas importantes

na associacao das x-identidades da algebra My (K).

Definicao 3.1.19 Dizemos que T é:
(i) O-tabela, quando todas as entradas de T sdao inteiros positivos e my > 2;
(ii) 1-tabela, quandomy > 2, p11 = 0 e as outras entradas de T sao inteiros positivos;

(iii) 2-tabela, quando my; > 2, p11 = —1,p1a = 0 e as oulras entradas sao inteiros

Positivos.
Associaremos a T um polindémio ¢(7") em R, da seguinte maneira:

Definicao 3.1.20 Seja T' = ( PLP2 o P | @ @2 am ) uma tabela com

apenas uma linha.

(1) Se T é uma 0-tabela, entdo

QO(T) = (1/4) Z (_1)0[1,1)1’ pr][xqg(l)’xqa(z)]L(xps’ xqa(g)) T L<xpm7 xqa(m));

O'GSm

(i1) Se T é uma 1-tabela, entao

o(T) = (—1/4) Z (_1)0[55%(1)’xqg(2>>$p2}[/(xp3v :BQO'(B)) - Ly, xqf,(m));

gESH
(iii) Se T é uma 2-tabela, entdo:
Sem =2, entao o(T) = (—1/4)[xq,, 4]

No caso em que m > 3, entao

90<T) = (_1/4) Z (—1)0[1'%(1),qu(Q)]L(l‘pg, mqa(g)) T L(xpnn 'Iqo'(m))'

0ESH
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No caso geral, seja Ty, T, ..., T} as sucessivas linhas de T'. Entao associamos

o(T) = p(Th)ly - - - 1y,

onde l; denota o produto de transformacoes lineares que comutam entre si, ou seja,

lj - Z <_1)0L(xpj1’xqja(1)) T L(xpjwﬂ ‘/Eq‘jo(m)>7 m =ms;.

O'ESm

Aqui, S,, denota o grupo simétrico agindo no conjunto {1,2,--- ,m} e (=1)7 é o sinal

de o € S,,.

Observando que

L(xpjﬂxq;'l) T L(mpﬂ ) x‘]jm)
det(L(xpjb,xqjﬁm)) = : : =1,
L(‘rpjm7 ‘I.(Iﬂ) T L(prjma :C(Ijm)
note que I; ¢ o “determinante” de uma matriz de ordem m onde L(xy,,, 2, ) estd na

entrada (a,b).

Lema 3.1.21 Suponha que T' € uma i-tabela, i = 0,1,2. Se my > 3, entao o(T) =0

em R.

Demonstracao: E suficiente demonstrar o lema para o caso de uma tabela T consis-
tindo de apenas uma linha e m; = 3, ja que no caso geral a tabela T' é associada a
o(T) = ¢(Th)ly- - - Iy, onde Ty & a primeira linha, e além disso, [v, z;, z;] = [v, z;, z],
para qualquer comutador antissimétrico v.
Dai, se T' = ( 1 23] 456 ) é uma O-tabela, entao
P(T) = (1/4) D (=1)[w1, 22][Tg, ) Ta0) | L3, T, )-
o€S3

Assim, aplicando a identidade (3.16) obtemos

o(T)

(1/16) Z (_1)0[1,1’ $2]|:xq0(4) ) xqa(s)vx?” xqa(ﬁ)]

o€ES3
= (1/16)[5517%2]([1’4,955,55371’6} - [$4,$671’3,$5] + [$5,$6,9€3,$4] +

+ [xﬁa Ty,T3, l’5] - [l‘57 Ty, T3, wﬁ} - [ZEG, Ty, T3, ..'['4])

(1/8)[x1, xa|([z4, x5, T3, T6) — [24, T6, T3, T5] + [T5, T6, T3, T4])

(1/8)[1’1,$2]<[$4,x5,$6,x3] - [I’4,$6,x5,$3] + [%5,1‘6,1’4,1’3]).
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Pela identidade de Jacobi, obtemos

o(T) = (1/8)[xy, xa][[x4, x5, 26| — [T4, T6, 5] + [T5, T6, T4], 23]
= 0.

Agora, seja T = ( 012|345 ) uma 1-tabela, entao
CP(T> - (_1/4) Z (—1)0[1‘%(3),:5%(4),xl]L(J}Q,ZL’qU(S)).
oES3
Aplicando, as identidades (3.16) e (3.17) obtemos

SO(T) = <_1/16) Z (_1)0[$qa(3)7IQG(4)’x27m(1(7(5)7x1]

o€ESs3

= <_1/16) Z (_1)U[mqg(3)7xqg(4)7xqg(5)7x27 xla]

o€ESs3
= (—1/8)([91737964,375,1'2,331] - [5173,1'57354@2,561] + [$4,$5,$3,$273¢1])-
Pela identidade de Jacobi, concluimos novamente que ¢(7') = 0.
Para finalizar, tomemos uma 2-tabela. Logo, T = ( -1 01 1] 2 3 4 >,
implicara

90(T> = (_1/4) Z (—1)0[13%(2),qu(3)]L(SL’1,JZ%(4))

oES3

= (_1/16) Z (—1)"[3:%(2),:5%(3),;1:1, xqa(4)]

og€ESs
= (—1/8)([3727$379€17$4] - [55'279547%1,1’3] + [3337334,$1,9€2]-

Analogamente ao que foi feito nos anteriores, obteremos ¢(7) = 0. Assim, concluimos

a demonstracao do lema. [ |

Definicao 3.1.22 A tabela dupla T €é chamada de (duplamente) standard se
Pij < Dijris Gij < Qij+1 € Dij < Qij < Diy1j, para quaisquer i,j que fazem sentido

nas desigualdades anteriores.

Observagao 3.1.23 Dado {z;; ; i > 1,1 < j < n}, denotando por V um K-espago
vetorial que tem como base o conjunto “de vetores genéricos” x; = (xy,. .., Tw), para

i > 1. Definimos sobre V- uma forma bilinear simétrica nao degenerada dada por

JIiOJ}j: E Lk jk-
k
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E fato conhecido (ver [14]) que a dlgebra de invariantes do grupo ortogonal O,, € gerada
pelo produto x;0x; e tem uma base indezado pelas tabelas standard T tal que m; < m.

Sel = ( Proc Pm | @ Gm ) consiste de um linha, entao o elemento
da base correspondente é T = det(x,, o Tq, )mxm-

Se as linhas de T sao 11,15, ..., T}, entao T="TTy...T.

Vamos aplicar a discussao feita na observacao anterior ao caso em que o espaco
vetorial é o espaco gerado pelas matrizes de ordem 2 simétricas e de trago zero. Observe
que o produto interno Sly x Sly — R definida é dado por uwov = (1/2)(uv + vu),
para quaisquer u,v € Sly(K), uma vez que (uv + vu) é uma matriz escalar. Assim,
mostraremos que os polinomios 7' tais que T é standard e m; < 2 sio linearmente

independentes.

Definicao 3.1.24 T ¢ chamada de admissivel se ¢ uma tabela duplamente standard
e o comprimento de sua primeira linha satisfaz m, < 2. Denotaremos por Adm o

conjunto de todas as i-tabelas admissiveis, i = 0,1, 2.

Antes dos resultados, iremos definir uma ordem no conjunto das i-tabelas duplas,

com ¢ =0,1,2.
Definicao 3.1.25 Seja T uma tabela dupla. Definimos:
(i) O contorno de T, denotada por m(T'), como sendo o vetor
m(T) = (my,ma, ..., myg),
onde m; representa o comprimento da respectiva meia-linha de T'.
(ii) A forma de T, denotado por p(T'), como sendo o vetor

p(T) = (p117p127“' yPimy, 11,4125+ 5 Gimg s P21, " 7q1€mk)

(iii) O contetddo de T, denotado por d(T'), como sendo o vetor
d(T) - (d,k, e ,d,l, do, dla dg, .. )

onde d; € o nimero de entradas de T' que sao igual a j, para j = £1,%£2, .. ..
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A ordem no conjunto das i-tabelas duplas, com ¢ = 0,1,2, serd dada da se-
guinte forma: sejam T e Ty duas i-tabelas duplas com o mesmo contetido, isto €,
d(T) = d(Q). Diremos que, T\ < Ty se m(T1) < m(Ty) na ordem lexicogrifica usual

ou caso m(Ty) = m(Ty) entao p(Th) > p(1z) também com a ordem lezicogrdfica usual.

Proposicao 3.1.26 Os polinomios {o(T) ; T € Adm} gera o espago wvetorial
FI®Fy® F3 de todos os polindmios x-proprios em R que dependem somente de varidveis

stmeétricas.

Demonstracdo: E suficiente mostrar que cada polinémio f, € Fj, é uma combinacao
linear de polinomios ¢(7}) para algumas i-tabelas standard T; € Adm.

Comecaremos com f; € Fy. Pela Proposicao 3.1.15, podemos escrever
fi= Zaigo(Ti), onde o; € K e T; sao 0-tabelas.

Pelo Lema 3.1.21, podemos assumir, sem perda de generalidade, que todas as linhas de
T; sao de comprimento menor ou igual a 2. Assim, é suficiente mostrar que todo ¢(T5)
pode ser escrito como combinacao de polinomios correspondentes a 0-tabelas standard.

Escrevendo T = T}, suponha que T nao seja standard. E facil ver que pode-
mos considerar que cada meia linha de T" pode ser colocada em ordem ascendente. Se
isto nao ocorrer e a respectiva meia linha nao é a primeira, podemos reordenar suas
entradas, provocando no maximo uma mudanga de sinal (vale lembrar que m; < 2).
Se a violacao ocorre na primeira basta aplicar a Proposicao 3.1.15. Além disso, se a
violagao das desigualdades da definicao de tabela standard ocorre abaixo da primeira
linha, podemos aplicar os argumentos de (|29], Lema 2.7) e expressar ¢(7") como uma
combinagao de tabelas maiores do que T, em relacao a ordenacao definida anterior-
mente.

Se por outro lado tivermos que py,. > qi., aplicaremos novamente a Proposicao
3.1.15. Portanto, o tinico caso a considerar é ¢, > ps,., com r = 1 ou 2. Mas isto
se resolve aplicando ([28], Lema 4.2, Proposigao 4.2) e as observagoes feitas antes do

Lema 3.1.14. Portanto ¢(7") ¢ uma combinacao linear da seguinte forma:

p(T) =" Bip(T3), B K, T; > T.
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Na sequéncia consideremos os polinomios ¢(7;) e as correspondentes tabelas T;.
Tratando-os da mesma maneira obteremos que as tabelas sao maiores que 7', em rela-
cao a ordenacao definida. Mas este processo deve acabar e assim todas as tabelas que
participam dessa combinacao devem ser standard. Note que o conjunto de todas as
tabelas standard com contetudo d é finito e, portanto, lidamos com um conjunto finito
de tabelas duplas.

Agora seja T uma 2-tabela. Como anteriormente, podemos supor que T nao é
standard e que a violacao do argumento standard é do tipo ¢, > po.. Neste caso,
procede-se da mesma maneira que o anterior usando o resultado para as identidades
da algebra de Lie Sl(K) em [34], Proposi¢do 2.1 em vez do argumento de [28].

O 1ltimo caso a considerar é quando 7' é 1-tabela, e como nos dois primeiros
casos, supomos que a violagdo é g1, > pa,. O caso é tratado usando novamente |34],

Proposicao 2.1. Assim, concluimos a demonstracao. |

Recordemos que I é o ideal das x-identidades gerado pelas identidades (3.1)-(3.4).
Vamos mostrar que [ = T'(Ms(K),*). Como I C T(Ms(K),*) é imediato que temos

um epimorfismo candnico
Yv:R=K(XUY)/I - K(XUY)/T(My(K),*)=R.

Portanto, pela Proposicao 3.1.26, a imagem do conjunto {p(T) ; T € Adm} gera
o espaco vetorial de todos os polinémios #-proprios em R, que dependem apenas das
variaveis simétricas. O teorema estara provado se conseguirmos mostrar que as imagens
dos polinomios ¢(T'), com T € Adm, sao linearmente independentes.

Aqui, faremos uso das identidades fracas para o par (My(K),Sly(K)). Pri-
meiro temos a identidade [z, z3]L(a,b) = [z1,29] 0 (a 0 b). Como consequéncia de

[x1 0 29, x3] = 0 obtemos [x1, 25| 0 x3 = x7 0 [x9, x3]. Observe que a identidade fraca
(21, @3] © [3, 24] = —4((1 0 3) (23 0 4) — (11 0 24) (22 0 25) = —4T,
vale para T = ( 1 2] 3 4 ) Com efeito, note que a identidade
[z,y,2] = 4[(yoz)ox —yo(z0x)],

para todo z,y, z € K(X), é valida para qualquer algebra associativa. Como (z 0 x5) é

um polindmio central para a algebra Sly(K), obteremos (x; o xg) 0 3 = (21 0 23) - x3.
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Segue que

(21, 22) 0 [w3,24] = 10 [w4, 23, 2]
= 4-x10[(r30X9) 0Ty — T30 (T2 0 T4)]
= 4-zy0[(r30x9)xy — 23(T2 0 14)]
= 2-[z1(x3022)xy — x173(22 0 T4) + (73 0 T2) Ty — T3(Tg 0 Xy4)11]
= 2-[(x124 + 2471) (25 0 T2) — (123 + T371) (X2 0 T4)]
= 4-[(x;0my)(r3029) — (21 03) (T2 0 24)]

= —4-[(xy0mx3)(xa0xy4) — (T1034)(T3072)] = —4T.
Como queriamos. Agora, iremos necessitar do seguinte lema.
Lema 3.1.27 Seja T uma k =0,1,2. Entdo valem as sequintes iqualdades em R.
(1) Quando T é uma O-tabela, p(T) = —27T;
(2) Quando T € uma I1-tabela, z o p(T) = —2T;

(3) Quando T ¢é uma 2-tabela, [x1,x0] 0 (T) =T.

Aqui serd usada a mesma notagao p(T) de seu correspondente polinémio em R assim

como suas respectivas imagens em R.

Demonstragao: A afirmagao (1) segue do que foi provado acima, ou seja, tomando a

igualdade [x1, 23] o |23, 24] = —4T, obtemos que

(1) = (1/4)[xr, wo]([as, z4] — [24, 25])]
= (1/2)([z1, z2][w3, 74])
= (1/2)([z1, m2] 0 w5, 24]) = —2T.
E assim fica provado para (1). Para provar a afirmacao (2), observamos que da identi-

dade fraca [z, xo]oxs = 1 0|x9, 3] segue a igualdade zgo|xs3, xo, 1] = [x0, 21]0|X2, T3],

que é também uma identidade fraca para (My(K), Slo(K)). Tomando T sendo 1-tabela,
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segue que

zoop(T) = (=1/4)x0 0 ([22, 73, 71] — [73, 72, 71])
= (1/2)xg o ([x3, 29, 71])
= (1/2)[o, 21] 0 (22, 73]

= 2T,

donde segue a afirmagdo (2). Para terminar a demonstragao do lema, resta a afirmagao

(3). Tomando T 2-tabela, segue que

[z-1,20] 0 p(T') = (—=1/4)([x-1, 0] 0 [2, x3]) = T.

O que conclui a demonstracao do lema. |

Teorema 3.1.28 As identidades (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) formam uma base das

x-identidades de My(K), onde * é a involugdo transposta.

Demonstragao: Pela Observacao 3.1.23, os polinémios T para T standard e m; <
2 sdo linearmente independentes em R. Pelo Lema 3.1.27 temos que os polinoémios
{o(T) ; T € Adm} sao linearmente independentes em R. Note que para uma O-tabela
T, o polindmio ¢(T') representa matrizes escalares em My(K); se T é uma 1-tabela,
©(T') nos fornece matrizes simétricas de traco zero, e para 2-tabela, ¢(7') nos fornece
matrizes antissimétricas em My(K).

Portanto, {¢(T) ; T € Adm} ¢ linearmente independente em R, e forma uma

base do espaco vetorial I} & Fy @ F3. Com isso concluimos o resultado. |

3.2 Involucao Simplética

Nesta se¢ao estudaremos a construc¢ao de uma base para o T,-ideal de (M3(K), s)
com involugao simplética. Aqui (s) serd denotada por *. Lembre que a involugdo

simplética ¢ dada por:

11 Q12 a22 —ai2

Q21 A22 —G21 Q11
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E facil verificar que os elementos simétricos e antissiméticos da dlgebra (M (K), *)

sao dados por

ap 0 : aip Qa2
0 an ao1 —a11
respectivamente.
E imediato que o polinémio

21, 2], (3.21)

onde z é uma variavel antissimétrica ou simétrica de K(X UY'), é uma *-identidade
para M>(K). Como na se¢do anterior, tomaremos R a éalgebra obtida por tomarmos
o quociente da &algebra livre pelo ideal das identidades com involucao gerado pela
identidade (3.21). Vale lembrar que estamos trabalhando com K sendo um corpo

infinito de caracteristica diferente de 2.

Teorema 3.2.1 Seja K um corpo. Entao as identidades polinomiais da dlgebra Ms(K)

com a involugdo simplética tém base que consiste da identidade (3.21).

Demonstracao: Seja f = f(x1,22,..., 2, Y1, Y2, - - ., Ym) uma *-identidade para My(K).

Como x; é um elemento central, para todo ¢ = 1,2,...,[, entao deve existir

g(y17y27 s aym)a tal que
f = xlrl*/EQT2 cee xl”g(yla Y2y ... 7ym)

onde 71,79,...,7r; sa0 inteiros nao negativos. Portanto, usando a mesma ideia do Co-
rolario 3.1.7(ii), podemos admitir que se f é uma *-identidade e multihomogéneo, uma
vez que K é um corpo infinito, entao ela depende somente de variaveis antissimétricas.

Por outro lado, os elementos antissimétricos de (My(K),*) coincidem com os
elementos de Sly(K), e portanto se f é uma *-identidade para Ms(K), entdo f também
¢ uma identidade fraca para o par (My(K), Slo(K)). Entao, pelo Teorema 3.2 de |29],

podemos escrever f da seguinte forma:
JWiv2, - Ym) = Zaiui[vi o wy, 4|1
i

onde o; € K, u;,t; e r; sao polinomios adequados e v; e w; sao comutadores de grau

> 2 que dependem apenas de variaveis antissimétricas. Agora observemos que

[y1, yol" = —[y1, y2]
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e dai, verifica-se , por inducao, que v; e w; também sao antissimétricos. Temos ainda

(y10y2)" = (1/2)(y1y2 + y1y2)" = (1/2)(y7y5 + yiys) = (1/2)(v1y2 + 4192) = Y1 0 42

Isto quer dizer que y; o Yo é simétrico. Este iltimo fato conclui a demonstracao. M
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Capitulo 4

Polinémios Centrais com Involucao
para a Algebra das Matrizes de
Ordem 2

Neste capitulo apresentaremos as descricoes dos polindmios centrais com involu-
¢ao para a algebra My(K), resultado obtido por Brandao e Koshlukov em [9], consi-
deramos, como no capitulo 3, apenas as involucoes transposta e simplética, para um
corpo K infinito de caracteristica diferente de 2. Para o desenvolvimento de tal estudo
recorreremos a alguns resultados desenvolvidos nos Capitulos 2 e 3.

Em todo capitulo fixaremos A = Ms(K) e o produto de Jordan sera definido por

aob=(1/2)(ab+ ba).

4.1 A Involucao Transposta

Nesta secao iremos estudar os polinémios centrais para a algebra A com a invo-

lucdo transposta. A involucao transposta é a aplicacao dada por

*

ail a2 11 Aa21
21 QA22 Q12 A2

e estudaremos a construcao de uma base para o T,-espaco dos poliné6mios *-centrais

da algebra (A, x).
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Observe que os seguintes polinémios sao *-centrais para a algebra A:

Y1Y2;
21 [y1y2> I]ZQE

21 ([x1, wo] (w3, T4] — |21, T3] [0, 4] + [21, 24][T2, T3]) 205

(4.1)
(4.2)
z1[y1, yo] 22; (4.3)
(4.4)
(4.5)

Zl([ylxly% $2] - 9192[@7%])227

onde os z;’s sao mondémios em X UY.
A partir de agora vamos denotar T(Ms(K),*) por I. Seja V o T.-espago de
K(X UY) gerado pelos polinomios (4.1),(4.2), (4.3), (4.4) e (4.5). O objetivo nesta

secdo € mostrar que C'(A,*) = V.
Lema 4.1.1 I CV C C(A,*).

Demonstracdo: A primeira inclusio é imediata. E suficiente demonstrar a segunda
inclusao. Observe que V = I + V}, onde Vj é o T,-espago de K(X UY') gerado por
y1y2. Observe que

0 a 0 b —ab 0
= € Z(A).
—a 0 -0 0 0 —ab
para quaisquer a,b € K, e dai segue que V; C C(A, ). Além disso, I C C(A,*). Logo,

a segunda inclusao esta provada. [

Lema 4.1.2 Para todon > 1, temos y1Ys . .. Yopn_1Yon € V.

Demonstracao: Iremos provar por inducao sobre n. Para n = 1 temos um elemento
da base de V, logo é imediato. Suponhamos entao que o resultado seja valido para
n > 1. E de facil verificacao que Yon11Y2nYonr1 € antissimétrico. Assim, substituindo
Yon POT Yoni1YonYont1 €M Y1Ys ... Yon_1Yon € V, por hipotese de inducao, obteremos

Y192 -« - Yon—1(Yon+1Yonyons1) € V. Segue da identidade [y, yo] que
Y12 - - Yon-1(Yons1YonYons1) = Y1¥2 - - Yon-1YonYoni1-  (mod I).

Substituindo yo,+1 POT Yon11 + Yont2, que é antissimétrico, podemos afirmar que

Y192 - - - Yon—1Y2n (Yont1 + y2n+2)2 cV.
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Mas, este tultimo polindmio é congruente moédulo I a

Y1Ya . .. y2n—1y2nyzn+12 + 2Y192 - . - Yon—1Y2mYont1Yont2 + Y1Y2 - - ~y2n—1y2ny2n+22'

Como o primeiro e o terceiro polindomios pertencem a V', entao

20192 - - - Yoan—1Y2nYon+1Y2nt2 € V.

E importante relembrar que a relagao
[arasy . .. an, | E ay...ai—1a;, claipy ... ap,

é valida para qualquer algebra associativa (ver comentario na igualdade (1.2), Se¢ao

1.1, Capitulo 1).

Lema 4.1.3 Todo comutador v de graun > 2 em K(X UY) pode ser representado

mddulo I como uma combinacao linear de produtos de comutadores das formas:
Yi [yi,inl,...,.Tik},kZl 5 [$i17-~~7xil]7l22- (46)

Demonstracao: Vamos usar indu¢ao no grau do comutador. Se v é um comutador de
grau 2, entdo v = [x;, z;],v = [z, y;] = —[y;, @] ou v = [y;,y;]. Como [y;,y;] € I e 08
demais tém uma das formas em (4.6), temos o resultado para o caso dos comutadores
com grau 2. Suponha que o resultado seja valido para comutadores de grau n > 2 e
tomemos v um comutador de grau n + 1. Temos que v = [w, z] ou v = [w, y|, onde w
¢ um comutador de grau n. Por hipotese de indugao, w é uma combinacao linear de
produtos wj - - - wy,, onde cada w; tem uma das formas em (4.6). No caso v = |w, z],

observemos que
[w, z] = [wywsy ... wy, x E Wy .. Wi (Wi, Wiy Wy

Como [w;, x| tem necessariamente uma das formas em (4.6), este caso esta concluido.

Ja no caso v = [w, y], basta observar que
[w,y] = [wws ... wy, Y] = wws . .. wY — ywiws . . . wy,

e ambos os termos do segundo membro da igualdade tém a forma desejada. |
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Pelo Lema 3.1.6, demonstrado no Capitulo 3, segue que para f € B, e multiho-
mogéneo temos, moédulo I, que f pode ser escrito como f = fi + fo + f3, onde fi, fo e

f3 sao combinacoes lineares de polinémios das seguintes forma:
UrUg . . . U2k; ULUZ ... U2k+1; UIUZ...ULW,

respectivamente, onde wu; sao comutadores antissimétricos de grau > 1, e w é um

comutador simétrico de grau > 2. Dai podemos demonstrar o proximo resultado.

Proposigao 4.1.4 Seja f € C(A, %) e x-préprio. Entao, f = f1 (mod I), onde f; €
uma combinacao linear de produtos de um niumero par de comutadores antissimétricos.

Além disso, f € V.

Demonstracao: Sejam fi, fo e f3 como no Lema 3.1.6, demonstrado no capitulo
anterior. Pelo Lema 4.1.2, fi € V e assim f — f; € C(A,*). Logo fo + f3 € C(A,*).
Como toda matriz antissimétrica em (Ms(K), %) tem trago zero e uy - - - ug, é central,
temos que fy sempre resultard em uma matriz de trago zero em (My(K),t), uma vez

que

a 0 0 —b 0 —ab

(Ul T u2n)u2n+1 = : =

0 a b 0 ab 0
Para ver que f3 resulta em uma matriz de trago zero, basta observar que w (comutador
simétrico de grau maior ou igual a 2) possui traco zero e que o produto de uma matriz
antissimétrica por uma simétrica de trago zero é também uma matriz simétrica de traco
zero. Segue entao que fs + f3 resulta em uma matriz de traco zero, além de ser central.

Logo, fo+ fs € I, 0o que nés da f = f; (mod I). Como f; € V e I CV, concluimos
que f=fi+ fot+ fyeV. |

Vamos, agora, estudar o caso geral. Para esse estudo vamos precisar dos po-
linébmios h,, que definiremos a seguir. O conceito de posto, introduzido na Definicao
2.4.2, no Capitulo 2, terd uma grande importancia na demonstracao do resultado prin-
cipal desta secao, pois através desta definicao obteremos uma reducao para polindmios

x-proprio e assim utilizaremos a proposicao anterior.
Definicao 4.1.5 Sejam z; varidveis em X UY. Definiremos h; € K(X UY) da se-
guinte forma: hy(z1,20) = 21 © 20, ha(2e,21,20) = 22 0 (21 0 20), e, indutivamente,

hn+1(2n+17 Zny ey R, Zo) = Zn+10© hn<zn7 ce 5 21, Zo)-
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Como (z10y;) é um polindémio antissimétrico, podemos facilmente concluir que se
up € antissimétrico e vy, ..., v, sdo simétricos, entao h, (v, ..., vy, ug) é antissimétrico,

para todo n > 1.

Lema 4.1.6 Sejam xq,...,x, varidveis simétricas e uy, ..., U, varidveis ou comuta-

dores antissimétricos, com m par. Entao,
TpTp_1 . LT UIU .« Uy = Py (T, Tyq oo, T, UL U - o Uy + S,

onde s € uma soma de polinémios da forma x;,;,...x; g, onde 0 < k <mneg éum

polindmio *-proprio. Além disso, x,Tp_1 ... ToT1UuiUs - Uy = s (mod V).
Demonstragao: Vamos usar inducao sobre n. Note que

rruy = (1/2)[x1, ug] + (21 0 uq) (4.7)

7

Dai zquy ... Uy = (1/2)[x1, urug . . .ty + hy(21, ur)us . . . Uy, € cOmo |1, ur|ug . .. Uy, é
x-proprio (podemos reordenar os termos usando a relacdo y; o [x,ys] = 0 valida em
I C V) o resultado é valido para n = 1.

Suponha, agora, que o resultado seja valido para n > 1, ou seja,
TnTp_1 ... ToT UL « . Uy = P (Tpy Tpp1 + o, T, UL ) U+« Uy + S
Multiplicando por z,+; em ambos os membros da igualdade, obtemos
Ty 1Tn T - T2TIULUS « « . Upy = Ty 1 P (T Tp1 oo, T, UL U+ o Uy + Ty 1S.
Observemos que, pela equagao (4.7), temos
Tp1hn(Tny ooy x1,u1) = (1/2)[@na1, An (@, - o 21, u1)] + B (T - - - 1, Ug).

Pela Definigao 4.1.5, h,,(zy, ..., x1,u;) € combinacao linear de produtos de uy, 1, .. ., .

Pela igualdade
n
l[aag . .. an, ] = E ay...ai—1a;, claipy ... ap,
i=1
podemos ver que [x,11, (2, ..., 21, u1)] € uma combinacao linear de produtos nos

quais aparecem no maximo n variaveis simétricas (que estdo em {xzy,...,z,}) fora do

comutador. Assim, podemos reordenar os termos usando a rela¢do ab = ba + [a, D]
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(se necessario) e mostramos que [,11, hy (T, ..., 21, u1)|us ... Uy € um somatorio de
produtos da forma x;, z;, . .. z;, g, onde 0 < k < n+1e g é um polindémio *-préprio. Ob-
servando agora que x,1s também é um somatorio de produtos da forma apresentada,
temos a primeira parte do resultado. Para obter a ultima parte do resultado, basta
observar que hy,(ZT,, ..., T1,U1)Us ... Uy, € V, uma vez que m é par e h,, é antissimétrico

(pelo Lema 4.1.2). [ ]

Observagao 4.1.7 Relembremos a defini¢ao de posto de f € K(X UU). Seja f um

polindmio multihomogéneo em K(X UY'). Escrevendo
f= Z Qa1 T2 . 2, " g
a

onde g, € um polindmio x-préprio, definimos o posto de f, denotado por r(f), como
sendo a maior n-upla a = (a1, as,...,a,) na ordem lexicogrdfica usual. Além disso,
dizer que f é x-prdprio equivale a dizer que r(f) = (0,0,...,0). Para maiores detalhes

ver Secao 2.4.

Teorema 4.1.8 O T,-espago C(A,x) € gerado pelos polinomios 4.1-4.5, ou seja,
C(A,x)=V.

Demonstracao: A inclusao V' C C(A, ) segue do Lema 4.1.1, bastando verificar a
inclusdo contraria. Seja f(z1,...,25,y1...,Ym) € C(A,*) multihomogéneo. Vamos
usar inducao sobre o posto de f.

Se r(f) = (0,...,0), entdo f é s-proprio e assim, pela Proposicao 4.1.4,
f € V. Suponha, entao, que r(f) = (by,be,...,b;) > (0,0,...,0) e que o resultado

seja valido para todos os polinémios de posto menor que 7(f). Segue que
_ b1,. b2 b ai,. az a;
f=awme? a7 g+ ) aar ™™ . " ga,
a

onde g e g, sdo polindmios *-proprios e a = (ay, az,...,q;) < r(f).

Como 1 é simétrico, temos que z; + 1 é simétrico e dai o polindmio
flxi+1, 2o, ... 2,1, ..., Ym) pertence a C'(A, x). Como K ¢ infinito, podemos conside-
rar apenas suas componentes homogéneas, que também pertencem a C(A, ). Tomando

a componente f(I) de grau minimo em 1, entdo

1 b b
O = qrob2 g + E Qe ... 1" g,.
a
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Aqui, a soma é dada sobre todo a tal que a; = by (observe que se substituirmos algumas
entradas z; por 1 em g,, entao g, se anulam, pois é x-propria).

Claramente, b > a, implica que (0,bs,...,b;) > (0,as,...,q;) onde a; = b;. Con-
siderando agora f(!) e repetindo o procedimento anterior, podemos tomar a componente

homogénea f® de grau minimo em xy:
2 b b a a
f( ) =ax3”...x'g+ g a3 .. " gy,
a

onde a soma ¢é dada sobre todo a tal que a; = by e ay = by. Continuando este processo
concluiremos que g € C(A, %), uma vez que f). = ag. Assim, pela Proposicio 4.1.4,
g deve ser congruente, moédulo I, a uma combinacao linear de produtos da forma
UUs . .. U, onde k é par e u; ¢ um comutador antissimétrico de grau maior ou igual &

1. Portanto,
f=v+ Zaaxlal co.m™g,  (mod I),

b2 xMuguy . . wy, para k par e u;

onde v é uma combinacao linear de termos 1 x5
definido como anteriormente. Aplicando, agora o Lema 4.1.6 e a relacdo ab = ba+ [a, 0]

(se necessario), podemos afirmar que

bo

oM 2% o Muguy . oupy = s (mod V),

com s sendo uma combinacao linear de x;“x5%...x;%q para algum polinémio
x-proprio q,¢; < b; para todote ¢y + ... +¢ < by + ...+ b. Portanto, f é con-

gruente, médulo V, a um polinémio f, com r(f) < r(f). Mas como f é central,

devemos ter f também central, ja que
f=f (modV)=f—feV CCAx),

Por hipotese de inducdo, f € V, donde segue que f € V. |

4.2 A Involucao Simplética

Nesta secao iremos estudar os polinémios centrais para a algebra A com a invo-

lugao simplética. A involugao simplética é a aplicacao s : A — A, definida por

aix aig 22 —ai2

Q21 Q22 —Q21 d11
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Recordemos que, com respeito a “s”, os elementos simétricos de A sao as matrizes
escalares e que os antissimétricos sao as matrizes de traco zero. O objetivo principal
na Secao 3.2 do Capitulo 3, foi provar que T'(A4, s) é gerado pelos polinémios [xq, xs] e
(21, y1]-

Denotaremos por W o Ts-espago em K (X UY') gerado pelos polindmios:

Ty 21[56171’2}22 ) 21[9517%]22- (4-8)

Imediatamente, T'(A,s) C W C C(A,s), uma vez que todo elemento simétrico de

(A, s) é s-central e os outros dois geradores de W sao s-identidades para A.

Teorema 4.2.1 O Ts-espaco C(A,s) é gerado pelos polinémios (4.8). Em outras pa-
lavras, C'(A,s) =W.

Demonstragao: Basta mostrar que C(A,s) C W. Seja f € C(A,s), temos que

f=Q2)(f+ )+ Q2)(F = F),

onde (1/2)(f + f*) é simétrico (central) e (1/2)(f — f*) é antissimétrico em K(X UY).
Como f e (1/2)(f+ f°) sdo centrais, temos que (1/2)(f — f°) deve ser também central.
Mas (1/2)(f — f°) resulta em uma matriz de trago zero, ja que é antissimétrico. Logo
(1/2)(f = f*) € T(A, 5).

Como T'(A,s) CW e (1/2)(f + f*) € W, concluimos que f € W. |
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Capitulo 5

Identidades Polinomiais com

Involucao para a Algebra M 1(E)

Neste capitulo, iremos considerar a algebra M ;(E), com involucdo * induzida
pela superinvolugao transposta da superalgebra M, ;(K), das algebras das matrizes de
ordem 2 sobre um corpo K, que sera definido mais adiante. Estudaremos aqui, as *-
identidades polinomiais, no caso em que a caracteristica do corpo é zero e descreveremos
um conjunto gerador para o ideal das x-identidades polinomiais desta algebra.

Consideraremos ainda a algebra das matrizes de ordem n sobre a algebra de
Grassmann F, denotada por M, (FE), provando que para uma certa classe de involu-
coes definidas sobre ela, qualquer *-identidade polinomial é uma identidade polinomial
ordinéria, e um resultado semelhante vale para a algebra M ,(E). Tal resultado foi
obtido por Di Vincenzo e Koshlukov em [16].

Em todo o capitulo, K(X UY') denotara a dlgebra livre com involugio sobre K
gerado pelos conjuntos das varidveis simétricas X e das variaveis antissimétricas Y.

Além disso, (a o b) = ab+ ba denotara o produto de Jordan.

5.1 Introducao

Nesta secao veremos alguns resultados que serao tteis no decorrer do capitulo.

Este estudo foi baseado no artigo [24].

Definicao 5.1.1 Dizemos que A ¢ uma superdlgebra se A for uma dlgebra
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Ls-graduada, ou seja, A=Ay ® Ay e A;A; C Aiyj para quaisquer i,j € Zs.

Observacao 5.1.2 Seqgue da definicao que se A = Ay ® Ay € uma superdlgebra, entao
Ay € uma subdlgebra(nao graduada) de A.

Se a € A;, entdo a é homogéneo de grau i, e escrevemos |a| = i. Os elementos
de Ay sao chamados pares e os elementos de A; sao chamados impares. Além disso,
uma superalgebra ¢ dita ser simples, se A% # 0 e nao possui ideal (graduado) proprio.

Seguem alguns exemplos de superalgebra.

Observacao 5.1.3 Dizemos que I € um ideal graduado de uma dlgebra graduada A,

se I € uma dlgebra graduada e I N A; = I;, para 1 =0, 1.

Exemplo 5.1.4 Qualquer dlgebra A tem uma estrutura natural de superdlgebra com

Ag=A e Ay = 0. Essa superdlgebra é chamada trivial.

Exemplo 5.1.5 A R-dlgebra dos numeros complexos C = R + Ri € uma superdlgebra

com Co=R e C; = Ri.

Exemplo 5.1.6 Seja V =V @ Vi uma espaco vetorial. Entao, é fdacil verificar que a
dlgebra associativa End(V') possui uma Zs-graduacio End(V) = End(V)o @ End(V);,
em que

End(V); ={p € End(V) ; o(V;) CViy}, para todo i,j € Zsy

Assim,
End(Vo)o € Vo, End(Vi)o € Vi, End(Vo): € Vi, End(Vi) €V

Supondo que dimVoy = n > 1 e dimV; = m > 1, onde n + m = dimV/,
podemos traduzir em linguagem de matrizes. Considerando By = {vi,vq,...,0,} €
B1 = {Vnt1,Uni2s .-, Unem} bases para os subespacos vetoriais Vo e Vi, respectiva-
mente, teremos = o U B1 uma base para o espago V. Assim, tomando ¢ € End(V),
pelo que foi argumentando acima, teremos po € (End(V))o e p1 € (End(V))1 tais que
© = o+ 1, e consequentemente podemos observar que para cada elemento da base

teremos

o)) = wolvi) + p1(vi)

= (al,z’UI +...+ an,z‘“n) + (an+1,ivn+1 +...+ an+m,ivn+m>-
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Caso v; € By, teremos que po(v;) € Vo e ¢1(v;) € Vi; caso contrdrio po(v;) € Vi e
©1(v;) € Vo, para todo i € {1,2,...,n+m}. Obtemos assim a superdlgebra M, ,,,(K),
cujos elementos sao matrizes quadradas de ordem n + m e a sua Zo-graduagao € de-

terminada do sequinte modo:

A 0
My (K)o = ; Ae My(K),D e M, (K) e
0 D
0 B
Mnm(K)l = a B € MnXm(K)>O € men(K)
C 0

Definigao 5.1.7 Seja A uma superdlgebra associativa. Uma superinvolugao sobre

A ¢ uma aplicacao linear Zso-graduada x : A — A que satisfaz:
(i) (a*)* = a, para todo a € A;

(ii) (ab)* = (—1)19b*a*, para todo elementos Zo-homogéneos a,b de Zo-grau |a| e

|b|, respectivamente.

Observacgao 5.1.8 Se x € uma superinvolucdo sobre A, entao a restricao de * para

Ag € uma involugao sobre Ag. Além disso, € facil verificar que 1* = 1.
Segue alguns exemplos de superinvolucao.

Exemplo 5.1.9 Seja V = Vo & Vi um espaco vetorial, onde dimVoy = n > 1 e
dimVy =m > 1. Seja (,) uma forma bilinear superssimétrica nao degenerada sobre V,
isto €, a restri¢ao de (,) a Vo é simétrica, e a restricao de (,) a Vi € antissimétrica
(em particular, m par, para maiores detalhes ver [25], Capitulo 10), e Vo e Vi sao

ortogonais. O endomorfismo adjunto ¢* de ¢ € End(V') é definido por:

(p(v),w) = (=1)A(v, " (w)).

Podemos verificar que a aplicacio p — ¢* define uma superinvolucao sobre
End(V), o qual é chamado de superinvolucao ortosimplética e denotaremos por
“08]?”.

Podemos traduzir em linguagem de matrizes. Seja H € M, (K) (respectivamente,

Q € M, (K)) a matriz associada com a restri¢ao de (,) para Vo (respectivamente, para

Vi). Note que H é uma matriz simétrica, Q) € antissimétrica, e claramente H e Q) sdo
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invertiveis. Assim, para uma base apropriada, € fdcil verificar que a superinvoluc¢ao

ortosimplética sobre M, ,,(K) € dada por

osp -1 t
A B H 0 A -B H 0
C D 0 Q C D 0 Q)
onde “t” denota a aplicacao transposta usual de matriz , H é uma matriz diagonal e
00 ... 01
00 ... 10
0o J
Q= , com J =
—-J 0
0 1 0 0
10 00

w[3

X

w[3

Exemplo 5.1.10 Podemos considerar a superdlgebra M, ,,(K). Defina a aplicagdo
trp : My n(K) = M, (K) da seguinte forma:

trp

A B Dt —Bt
C D ct A

E facil verificar que a aplicacao definida acima € uma superinvolucdo que chamaremos

({t »

de superinvolugao transposta, onde denota a matriz transposta usual.

Nesta secao iremos considerar o e ¢ um par de superinvolugoes definidos sobre as

superalgebras A e B, respectivamente. Entao a aplicacao * definida sobre
R=A®B = (Ay® By) @ (4, ® By),
tal que (@ ® b)* = a° ® b° é uma involugao sobre R.

Exemplo 5.1.11 Dada uma superdlgebra A = Ay & Ay, consideramos o produto ten-

sorial E® A. A subdlgebra
de E® A € chamado envelope de Grassmann da superdlgebra A.

Exemplo 5.1.12 Dada uma dlgebra Zs-graduada A = Aq @& Ay, definimos

a b
Ml,l(A) = d ) a,d € AQ,b,C € Al

C

E imediato que M, ,(A) é uma subdlgebra de My(A). Tomando agora os subespagos
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a 0 0 b
Ml,l(A)O = ) a,d € AO € Ml,l(A)l = ) b,C - A1
0 d c 0

de My1(A), temos My (A) = My 1(A)g & Mi1(A)y e My1(A)iMi1(A); C Myi(A)ig,
para quaisquer i,j € Zo. Assim, esta decomposicio define uma Zs-graduacio em
M, 1(A). E fdcil verificar que
My (A) ~ (M1 (K)o ® Ag) @ (My1(K)1 @ Ay).

Teorema 5.1.13 (/24]) As inicas duas superinvolugoes sobre My 1(K') sao trp e (trp)p,
onde p € o automorfismo de My 1(K) dado por p(ag + a1) = ag — ay (0 automorfismo
paridade).
Demonstracao: Seja * uma superinvolucdo em M 1(K), e seja {Eyy, o, Eo, Eo} a
base canonica de M ;(K). Observe que dado um X € M ;(K), idempotente, teremos
que

a 0 a 0 a’? 0

0 d 0 d 0 d?
logo a? = a e d*> = d. Segue dai que 0 = Ogy9 € 1 = 1oy, para Ej; e Ey sdo os Gnicos
elementos pares idempotentes de M ;(K). Além disso, se E ¢ idempotente, entdo E* é
também idempotente, uma vez que 0* = 0, 1* = 1. Para E1; e Es, existem exatamente

duas possibilidades:
(I) B}, = B, B3y = Ea;
(IT) EY, = E%, E3, = Ey;.
Podemos escrever em ambos os casos,
Efy =aFEis +ylEy e Ey =zE;+thy,

para z,y, z,t € K.
Impondo as condicoes necessarias para ser uma superinvolucao, obtemos:
By =FE; = (vB+yEn)
= al}, +yky
= w(vEip+yEyn) +y(zE1 +tEy)
= 2B+ 2yBy +yzEs + ytEy

= (:c2 +yz) B+ (z + t)yFa, (5.2)
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Ey = E3] = (zE19+tEy)"
= zE7, +tE3,
= z(zFE12 +yEos) +t(2E12 + tEy)
= zxFEis+ zybo +t2E15 + t2Fy

= ($ —+ t)ZElg —+ (Zy -+ tQ)Egl. (53)
Além disso, no caso (I) temos:

En=FE;, =

By = By, =

—1)(xtEyy 4 yzEq). (5.5)

Utilizando as equagoes (5.2) e (5.3), obtemos o seguinte sistema:

(

2 4+ yz = 1
xy + ty = 0
s . (5.6)
rz + tz = 0
2y + 2 =1

\

Segue das equacoes (5.4) e (5.5) que zy = —1 e tz = 0. Substituindo zy por —1 na
primeira e na tltima equagao do sistema (5.6) obtemos z* = t* = 2. Por fim podemos
multiplicar a segunda e a terceira equagoes do sistema (5.6) e chegaremos que —4 = 0,
o que ¢ um absurdo, uma vez que a caracteristica do corpo é zero.

No caso (II) temos:

EH = E;Q = (-1)(1’tE11 + yZE22>, (57)

EQQ = Erl = (—1)<Z’yE11 + tQZE22>. (58)
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Segue das equagoes (5.7) e (5.8) que xt = —1 e zy = 0. Substituindo zy por 0 na
primeira e na tltima equagoes do sistema (5.6), obtemos © = +1, ¢t = F1 e como y = 0

ou z = 0, observe que

O - O* - <E21E21)*
= _E§1E§1
= —(ZE12 + E21)(ZE12 + E21)

= :i:Z(EH + EQQ)

Assim, z = 0, e analogamente obtemos y = 0. Logo, existem duas possibilidades para

a superinvolugao *:

* *

Claramente, no primeiro caso * = trp é a superinvolucao transposta e no segundo caso

* = (trp)p é a composi¢ao de trp com o automorfismo paridade. |

Nesta secao iremos ainda fazer um breve estudo das algebras supercomutativas,
observando que elas estao fortemente relacionadas com a algebra de Grassmann. Co-

mecemos com a definicao de &lgebra supercomutativa e alguns exemplos.

Definicao 5.1.14 Dizemos que uma dlgebra Zs-graduada S = Sy & Sy € supercomuta-

tiva se ab = (—1)"“ba para quaisquer a € S;e b € S;.

De acordo com esta definicao, dizer que S é uma algebra supercomutativa equivale

a dizer que Sy C Z(5) e ab = —ba para quaisquer a,b € 5.

Exemplo 5.1.15 A dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior), com sua Zs-graduagao

natural E = Ey ® E; € um exemplo de dlgebra supercomutativa.

Exemplo 5.1.16 Se S = Sy & 51 € uma dlgebra supercomutativa e A é uma dlgebra
comutativa qualquer, entao A ® S € uma dlgebra supercomutativa. Para ver isto basta
observar que a decomposicio AR S = (A® Sy) & (A® S), define uma Zs-graduagio
em A®S e que AR Sy C Z(A®S) e xy = —yx para quaisquer z,y € A® Sy.
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Considerando a algebra

a b
M171<E): p 3 a,dEEOeb,c€E1 s
c

claramente M1 (F) é uma subalgebra de My(FE). A partir disso, definimos

A B
My (E) = ; A€ My(Ey), D € Mi(Ep), B € Myxi(E1),C € My (Eh)
C D
e utilizando mesmo argumento feito no Exemplo 5.1.12, é facil verificar que My ;(E) é

uma subalgebra de M (F) e que
M (E) ~ E(My(K)) = (Mg, (K)o ® Ey) ® (M, (K); ® Ey). (5.9)

Pela equagao (5.1), My (F) é um envelope de Grassmann de My, (K) = M (K).
Assim, se definirmos superinvolugao a e § sobre My (K) e E, respectivamente, teremos
que a involucdo v, 3 definida sobre My ;(£) induz uma involuc¢do em M; ;(E).

Para terminar essa secao introdutoéria, podemos considerar a aplicagao

¢ : (]\4-171(£?)7 *) — (Mlyl(E%O)
a b a b d c
— ¢ =

c d c d b a
onde * = *(p)pidy © © = Orpidy Sa0 involugoes induzidas sobre M, 1(E) pelo pares
((trp)p,idg) e (trp,idg) de superinvolugoes definida sobre My (K) e E, respectivamente.
Pode-se observar facilmente que é uma transformacao linear bijetiva e bem definida,
bastando observar que ¢(E11) = Ey, ¢(E12) = Eo, ¢(Fa1) = Eip e ¢(Ey) = Eu.

Assim segue que ¢ é a tUnica transformacao linear bijetiva com esta propriedade. Além

disso, temos

*

a d —b
¢ = ¢
c c a
a c
—b d
o
d c
b a
<&
a b
= ¢
c

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. Identidades com Involugao sobre M, (E) e M (E) 101

Segue por este argumento que ¢ ¢ um isomorfismo de &lgebras com involucao,
ou seja, (M (E),*) ~ (M;1(F),o). Portanto, estas duas algebras com involucao

satisfazem o mesmo T,-ideal.

5.2 ldentidades com Involucao sobre M, (E) e M ,;(E)

Seja (A, *) uma K-algebra associativa com involuc¢do *. Diremos que um elemento
a & um elemento *-homogéneo de A se a € AT U A™, entdo colocaremos |al. = 0, se

a€ A elal, =1, quando a € AT. Aqui 0,1 € Zo.

Observagao 5.2.1 (i) Sea,b sao elementos x-homogéneos de A, entao o comutador
l[a,b) = ab — ba € também x-homogéneo de A. Mais precisamente,

|[a,b]|« = |al« + |bl.. Mais geralmente, podemos observar que

(AT A+ [A A | C A e [AT A +[A, AT C AT

(i) De mesma maneira, se a,b sao elementos x-homogéneos de A, entdo o produto
de Jordan a ob = (ab + ba) é também x-homogéneo de A. Mais precisamente,

la o bl = |a|« + |bl« + 1. Mais geralmente, podemos observar que
ATo AT+ A 0 A" CAT ¢ ATo A"+ A 0 AT C A~

Considere agora L um espaco vetorial de dimensao infinita sobre K e seja F
a 4lgebra de Grassmann gerada por L. Consideremos primeiramente as involugoes
de M,(F) = M,(K)® E induzida pelo par (o, 3) de superinvolugbes definidas sobre
M, (K) e E, respectivamente. Assim, se m = ) E;;m;; € M,(E), onde E;; € M,(K)
é uma matriz canonica e m;; € E, definimos y(m) = > a(E;;)B(m;;). Antes de
relacionar as x-identidades das algebras M, (E) e My ,;(E) em uma certa classe de

algebras, iremos demonstrar o seguinte resultado.

Proposigao 5.2.2 Seja v = 7,5 a involugao induzida sobre M, (E) pelo par (o, B) de
superinvolucoes definidas sobre M, (K) e E, respectivamente. Se L € invariante sobre a
acao de 3, entdo qualquer x-PI de (M, (E),~) € trivial, isto €, f(x1,..., T, Y1, Ym)
pertence a T (M, (E),v) se, e somente se, f(x1,...,214m) € T(M,(F)).
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Demonstracao: Sendo charK = 0, podemos mostrar o resultado apenas para o
espaco dos polindmios multilineares. Tomando L = L_; & Ly, onde os subespacos L

e L_1 sao autoespacos associados a aplicacao linear . Mais precisamente,
Li={velL;v=vielL ,={vel;v=—v}

Assuma, primeiramente, que L; possua dimensao infinita. Fixemos uma base
B = {ej,ey ...} de L; dada por elementos simétricos em (FE,(3) e seja
E = {ej€i,.. €, ; ¢ € Njig < iy < --- < iy} a base da algebra de Grassmann
E'’ gerada por L;. Claramente, M, (FE) e M,(E") satisfazem as mesmas identidades
polinomiais. Assim, é suficiente provar que f(z1, -, 21 m) € T(M,(E")).

Portanto, se B é uma base de R = M,,(E’), precisaremos considerar o homomor-
fismo

S:K(X)—R
definido por S(z;) = r; € B, para todo i € N. Podemos assumir que r; = s;w;, onde
w; € & e s; € By, onde B, é alguma base de M,,(K) dada por elementos a-homogéneos
de M, (K). Observe que qualquer elemento w = ¢; ¢;, ...¢;, de £ é f-homogéneo em
E. Mais precisamente:

I, se¢q=0,1 (mod 4)
l€ieiy -+ €iy|p = (5.10)

0, seq=2,3 (mod 4)

Segue que qualquer r; é y-homogéneo e |1, = 1 + |s;]o + |wi|z. Como L; tem
dimensdo infinita, da equagao (5.10), podemos tomar ay,as, - , a4, € E de compri-
mento 4 e a1, a2, - .., 04, de comprimento 2, tais que qualquer elemento e; € B
ocorrendo em ajas . .. a;4, NA0 aparece na expressao w;, para todoi=1,...,[+m, e
além disso, |a;|g = 14 |r;|, parai =1,...,l e |a;|g = |ri|y parai =1+1,...,l+m, ou
seja, riay, . ..,ra; sao elementos simétricos e 11 1a;11, - - -, TLm1m Sa0 antissimétricos

em (M, (FE),~). Portanto,

flri, .. rem)aras . .. appm = f(ria, ..., Tem@iem) = 0.

Segue que f(ry,...,74m) = 0, como desejado.
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Analogamente, podemos supor que L_; tem dimensao infinita, e usando método
analogo obtemos o seguinte sistema de equacgao:
1, seq=0,3 (mod4)
€€y - .- € |p = (5.11)
0, seq=1,2 (mod4)
e o resultado segue, como no caso de L;. Como a reciproca ¢ imediata, concluimos a

demonstracao. [ ]

Observacao 5.2.3 O resultado anterior nao € vdlido se charK = p > 0, bastando
considerar a involucao B induzida sobre E pela aplicacao tdentidade de L. Neste caso,
Ly = L e e e, e, € antissimétrico se, e somente se, ¢ = 2,3 (mod 4). Portanto,
yP € uma identidade polinomial de (E, ), mas 2 ¢ T(E).

Com efeito, se charK = p > 0, podemos considerar uma involucao * induzida
sobre E por uma aplicagao identidade de um espaco vetorial L e, pelo que foi demons-
trado anteriormente, e; €, ... e;, € antissimétrico se, e somente se, ¢ = 2,3 (mod 4).

Além disso, observe que 1 ¢ E~. Assim, sew € E~, entaow =Y ;_, a;b;, com a; € K

g - FaP — A b .

e b; € um elemento da base de E~. Daiw? =3, ;. _ ai...qibi ... b,

Se r < p, entdao para cada termo b;, ...b;, pelo menos dois dos b;’s sdo iguais.
Portanto, b;, ...b;, =0, e teremos w? = 0.

Ser > p, entao

p E
w = Oéil...Oéipbil...bip
1<idy,. . ip<r
= E (077 Oéip E bi(r(l) N bin‘(p)
1<i1 <. <ip<r o€Sy
=0

Uma vez que,

Z Tigay +++ Lig(p)

o€Sy

é uma identidade para E' quando charK = p > 0 (Para maiores detalhes ver [15], pdyg.
42). Logo, y» = 0 € uma *-identidade para a dlgebra (E,*), quando * = Idg. Porém,

nao € identidade para E, bastando observar que 1%, = 1p.
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Pelo que foi mencionado na expressio (5.9), temos que My ;(E) & My, (K)®E,
onde M ;(K) é a algebra My ;(K) com a estrutura de superalgebra definida no Exem-
plo 5.1.6. Sejam a uma involugdo de M;,(K) e B uma involucao definida sobre £.

Assumimos que:
1. « preserva as componentes Zo-graduadas de My (K).
2. O espaco vetorial L é invariante sobre a acao de [.

Sob estas condigoes, a involu¢ao v, de My (F), induz uma involugdo sobre
My, (E) C My (E). Além disso, usando argumentos analogos aos da prova da Propo-

sicao 5.2.2, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 5.2.4 Seja v = 7o a involugdo induzida sobre My (E) pelo par («, )
de involugoes definidas sobre My (K) e E, respectivamente. Se o e [ satisfazem as
condigoes (1) e (2) anteriormente definidas, entdo vy induz uma involugao sobre My (E)
e qualquer identidade de My (E) € trivial, ou seja,f(x1,..., 21, Y1, ..., Ym) pertence a

T.(Mg,(E),v) se, e somente se, f(x1,...,ZTm) € T(My(E)).

Demonstracao: Basta tomar By, alguma base de M; ;(K), dada por elementos a-

homogéneos de M ;(K), e repetir todo argumento. |

5.3 Um Ideal de *-Identidades para (M (E), *)

Nesta secao determinaremos algumas x-identidades naturais que a algebra
(M;1(E),*) munida da involucdo * satisfaz e consideraremos o T.-ideal I gerado por
essas identidades. Consideraremos a involugao * = *(p)p.id,, onde (trp)p é a supe-
rinvolucao transposta composta com o automorfismo paridade sobre a superalgebra
M, 1(K) e Idg a superinvolugao identidade sobre E.

No decorrer do capitulo, consideraremos a algebra R = M ;1(E) e a involugao *

definida sobre ela por

a b d b

c d —Cc a
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E facil verificar que os subespacos dos elementos simétricos e antissimétricos de

R serao dados por

a b a O
Rt = cac€EybeE y e R = ca€ Ey,be by,
0 a b —a

respectivamente. Portanto, os seguintes polindmios sao x-identidades polinomiais de

R:

[1, 22]; (5.12)
Y1Y2Y3 — YsYayi; (5.13)
[v1, y2llys, yal- (5.14)

A proposicao seguinte tem uma lista de identidades polinomiais que sao satisfeitas
por (R, *). Sua verificacdo nao é tdo simples quanto as *-identidades (5.12), (5.13) e
(5.14), por isso foram listado separadamente. Mais precisamente temos o seguinte

resultado:

Proposicao 5.3.1 Os seguintes polinémios pertencem ao ideal T,.(R):

(1) [21, 91,92, ys] = 2(y1 0 ya) 1, ys);
(i) [y1, y2lo1[ys, ya] + [ys, yalza [y, vl
(iii) 2u1 (1, Y2, ys) + (21,91, y2, 3] + [y1, gl [0, ys] + [y, wsllan, o] + [y, ys] [z, 01 );
(i) 2[y1, yolys[zr, ya] + [y1, valw1, ys, yal;
(v) [21,31][x2, yo] + [21, w2l [w2, v ];
(vi) [z1, yall2, Y2, ys] — [21, Y2, 91 ][22, ys];
(vii) [y1, o] (w1, ys] 2, yal =y, yallwr, vel[w2, ya] = [v2, ysllw1, yallwe, yal+[ys, yal (21, 3] (22, 3]

Demonstracgao: E suficiente avaliar as indeterminadas x;, y; sobre os elementos:

Q; O a; 0
0 (67 c; —a;

que sao elementos simétricos e antissimétricos de R, respectivamente.
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Note que,
a; 0 a; 0 aj 0 a; 0
C; —a; C]' —aj Cj —aj C; —a;
a;a; 0 a;a; 0
Citj — @;Cj  AiQj Cja; — a;C;  a;a,
0 0
2<CiCL]’ - aicj) 0
a; O aj 0 a; 0 a; 0
YioY; +
ci —a; cj —a cj  —a, c; —ay
a;a; 0 a;a; 0
J I J
ciaj — aicj aiaj cjai — ajci CL]‘CI,Z‘
2CLZ'CLJ‘ 0
0 2&1'@]'
a; i a; 0 a; 0 a; i
XY ’ ’ i &
0 a; Cj  —ay Cj  —ay 0 Q;
Q;aj + ﬁiCj —ﬁiaj ;0 ajﬁi
OéiCj —ozz-aj CjOéi Cjﬁi — CLjOéi
ﬁz‘Cj —25¢aj
0 ﬁicj
Sendo E;; as matrizes elementares de My(K), temos que
Y3, Yj] = 2(cia; — aicj) Ean,
Y; @) Y} = 2aiaj(E11 + EQQ) = QCLZ‘CL]'IQ
€ [Xm ]] = @‘Cj(En + E22) - 2ﬁiGjE12 = 51'03']2 - 2@‘(le12'
Segue por inducao sobre n > 1, que
(X1, Y1, ..., Y] = (=2)""Bias ... an—1¢,(Er1 + Eao) + (—2)"Bray . .. anErg
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Agora, através de contas, basta verificar que todos os polinémios listados no enunciado
da proposicao sao realmente x-identidades polinomiais para R. Iremos aqui verificar

apenas a x-identidade (7ii) e o restante segue de verificagbes analogas. Seja
A - 2}/1[X17 }/27 Y3] + [Xh )/17 }/27 }/3} + [Y17 }/2][X17 Y3] + [}/17 }%][Xb }/2] + [}/27 Yé] [Xla }/1]

Observe que

a1 0 (—2)ﬁ1a203 4B1a2a3

2}/1[X17}/27}/E’)] = 2
@ —n 0 (=2)prascs
_ 9 (—2)Brarascs 431a1a0a3 .
201az2c1c5  —APhazazes + 2P1a1as¢3
0 0 Bick  —2Bax
Y, Yil[Xi, Y] =

2(cia; — a;c;) 0 0 Bicy
0 0

2(cia;Bick, — aicificy)  —4A(ciaiBiar — ac;Bay)
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Consequentemente,
4 - (—4)Brarascs 8Prarasas N 4B1a1a2c3 —8B1arazas
4Brazcics —8f1agazct + 4B arascs 2B1asc1c3  4Brajascs
0 0
+
2(01025103 - &1023103) _4(0161251@3 - G10251a3)
0 0
+
2(016135102 - @1035102) —4(01a351a2 - a10351a2)
0 0
+
2(coasfic — agesfrcr)  —4(cpasPrar — agesfBran)
0 0
4B asc1c3 —8(516@@301 - 51(11&203)
0 0
+
2(cragfic3 — arcaffics) —4(crasBras — ajcafras)
0 0
+
2(016135102 - @1035102) —4(01(1351&2 - Glc?ﬁlaz)
0 0
+
2(coazficr — agesPicr)  —4(caazBrar — azesfran)
Dalf,
0 0
A =
461&20103 —8(61a2a301 — 61a1a203)
0 0
+
2(—prascics + Prarcacs) —4(—Prasase; + Prajascs)
0 0
+
2(—516630102 - 516110203) —4(—51@261301 + 51a1@203)
0 0 0 0
+ =
2(Brascicy — Prageics)  —4(—=Prarascy + Brajascs) 0 0
Conclui-se que o polindmio (7i7) é uma *-identidade para a éalgebra R. [

Denotaremos por I o T,-ideal gerado pelos polinémios (5.12), (5.13), (5.14) e pelos
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polinémios listados na Proposicao 5.3.1. O nosso objetivo principal neste capitulo é

provar o seguinte teorema.

Teorema 5.3.2 O T,-ideal das x-identidades polinomiais da dlgebra com involugcao
(R, *) € gerado, como T,-ideal, pelos polinomios (5.12), (5.13), (5.14) e pelos polino-

mios listados na Proposi¢io 5.3.1. Em outras palavras, I = T.(R).

Antes de provarmos tal teorema, deduziremos algumas consequéncias dos gera-
dores de I. Para nos referirmos a essas consequéncias com facilidade, iremos dividi-las

em varios lemas. Denotaremos por (—1)” o sinal da permutagdo p € S,,.
Lema 5.3.3 Para toda permutacao o, 7 € S,, o ideal I contém o polindémio
[xo(l)v yT(l)] ce [xo(n)a yr(n)} - <_1)UT[x17 yl] cee [xm yn}

Demonstragao: Como [z,y] é um elemento simétrico para quaisquer z € X ey € Y,

pela x-identidade (5.12) teremos que

[:L‘O'(l)a y‘r(l)] cee [xa(n)a yT(n)] = [xla yafl(T(l))] cee [xna yofl(T(n))] (mOd I)

Observando, agora, pelo item (v) da Proposigao 5.3.1, temos

[Ty, Yr)] - - - [Totm), Yrm)] = (21, Yo 1) - - [T, Yo1(r ()] (mod T)

-1

= (1) Tz, v1]-.[Tn, Y] (mod I)
Ou seja,
[xa(l)a y‘r(l)] s [:Ea(n)> yT(n)] = (_1)07— [113'1, yl] <. [Inv yn] (mOd I)

uma vez que (—1)? 7 = (—1)°". Disso, segue o resultado. [

Lema 5.3.4 O ideal I contém o polindomio

[‘7;17y0(1)7 s JyO'(n)7y7L+1} - [‘rhyl? s 7yn7yn+1]7

para qualquer permutacao o € S,.
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Demonstragao: Sabemos que [z,y] é um elemento simétrico, para quaisquer x € X

ey €Y. Assim é suficiente mostrar que I contém o polinémio

[ID Y1, Y2, y3] - [‘Tla Y2, Y1, 93]

Pela identidade (7) da Proposigao 5.3.1, modulo I, temos que

[21, Y1, Y2, y3] = 2(y1 0 yo) 21, y3] = 2(y2 0 y1) w1, y3] = [21,y2, 91, 3],

de onde segue o resultado desejado. |

Observacao 5.3.5 Em toda dlgebra associativa A wvale a identidade
[al, a9 O (13] = [al, CLQ] O as + a9 O [al, CL3],
para quaisquer ay, as,az € A. De fato, basta observar que

l[a1,a2 0a3] = aj(agoagz) — (agoaz)ay
= ay(agas + azaz) — (asas + aszas)a;
= |a1,aza3] + [a1, azas)
= aglay,as] + a1, as]as + aslay, as] + [a1, aslas

= [ay,a9] 0 a3+ ag ofay, as).
Lema 5.3.6 O sequinte polinémio
2ya[zr, yi] + 2u1 [z, yo] + [0, 41, yo] + [0, w2, 1]
é um elemento de I.

Demonstragao: Sabemos que y; o yo ¢ um elemento simétrico. Pela Observacao 5.3.5

e a x-identidade (5.12), tem-se:

[T, y1) oy +y1 0 [T1,y2) = [x1, 01 0ya) €1

Observe ainda, pela igualdade ab = ba + [a, b] valida para qualquer algebra associativa,

temos que:

[$1ayl]y2 = [171:y17y2] + y2[x1,y1]

e [Z1, Yo2ly1 = [1, y2, ya] + 1]x1, ya).

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. Um Ideal de *-Identidades para (M;(E), *) 111

Logo,
2ya]x1, y1| + 2u1[z1, vo) + (1, Y1, Yo) + (21, Yo, tn] =
= ylry,y] + vz, ve] + [z, iy + (21, g2
= |21, yilye + velz, ] +ynlen, ye] + (21, Y2
= [z, y1) oy +yi o[z, Y2 = (w1, 0ya] €1,
donde segue o resultado. [

Lema 5.3.7 O ideal I contém o polinémio
dyrya[z, ys| = 2[y1, yal[1, ys] — [21, Y1, yo, y3)-
Demonstragao: Seja f = 4y1ya[z1, y3] — 2[y1, yal[z1, y3] — [¥1,y1, y2, y3]. Entao,

[ = dyyalry, ys] — 2(1ye — yoyr) (@1, ya] — [T1, Y1, Y2, Y]
= dyiyo[r1,ys] — 201901, Ys] + 292u1 (21, Y3] — [21, Y1, Y2, ]
= 2y192[®1, y3] + 29291 (21, ys] — 21, y1, Y2, Ya)
= 2(y1v2[z1,ys] + vy [z1, v3]) — (21, Y1, v2, 3]

= 2(?/1 03/2)[3%93] - [ﬂfl,yl,?/%y?’],

donde o resultado segue da x-identidade (i) da Proposigao 5.3.1. [

Lema 5.3.8 O sequinte polindmio pertence a I:

W2, ysl[z 1, Y1, ya] — (Y1, sl y2, yal + Y1, vel (21, ys, yal-

Demonstragao: Segue da *-identidade (iv) da Proposi¢ao 5.3.1, médulo I, que

[y2,y3][$1,yhy4] = —2[y2,y3]y1[$1,y4]7
[y1, ys)[T1, Y2, yal = —2[y1, yslye[z1, yal,

[ylqu][x17y37y4] = _2[3/17y2]y3[5517y4]-
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Colocando f = [y2, ?/3][%, Y1, y4] - [?/1, y3][$1, Y2, y4] + [yh 3/2][%7 Y3, y4] segue, modulo 1,

que
f o= =2([y2, yslyiz1, ya) — (w1, yslyelzr, yal + [v1, volys[z1, ya))
= —2([y2, yslyr — [y, ysly2 + [y1, v2lys) (21, ya]
= —2(Y2Ysy1 — YsYolh — V1YsY2 + Ysy1Ye + Y1Y2ys — Yol Ys)[T1, Y
= —2(Y2ysy1 — Y1UsY2 — Ysy2y1 + Y1Y2ys + Ysyiye — Yolr1Y3)[T1, Yal.
Pela *-identidade (5.13), temos que f € I, e dai segue o resultado. [ |

Lema 5.3.9 O ideal I contém o polindomio

[?Jl, 94} [331, Ys, yz]—[yl, 94] [331> Ya, y3]+[y2, y3][3717 Ya, yl]_[yla ys} [-%1, Y2, y4]+[y1, yz][ﬂfl, Y3, y4].

Demonstracao: Seja f o polinémio descrito acima. Aplicando o Lema 5.3.8 nas duas

ultimas parcelas moédulo I, obtemos

f= [y17y4][x1,y37y2] - [y17y4][561,y2,y3] + [y2ay3][xlay4ayl] - [?J2;y3][$17y17y4]~

Segue da identidade de Jacobi, que:

= [y yss vl = (21, y2, ys]) + (Y2, ysl (1, Yas v1] — (21, y1, v4])
= [y, ya]l1, [ys, vol] + [y2, ys] w1, [ya, 1]
= [y1, yalz1[ys, y2] — [y1, vallys, velz1 + [yo, yslz[ya, v1] — [yo, ysl[ya, vi] 2

= ([ylay4]x1[y3>y2] + [y2>?/3]$1[?/4,y1}) - [yl,y4] [y37y2]$1 - [?/27293}[3/4,91]551'

O resultado segue aplicando a *-identidade (5.14) e o item (iz) da Proposi¢ao 5.3.1. B

5.4 Os Geradores de [',,(])

Consideraremos nesta se¢cdo o espago vetorial I';,,,(I) de todos os polinoémios
x-proprios multilineares nas variaveis xq,...,x; € y1, ..., Y, na algebra relativamente
livie K(X UY)/I (para maiores detalhes ver Segao 2.4, Capitulo 2) e fixaremos um

conjunto de geradores de cada um desses espagos.
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Inicialmente, estudaremos o espaco Iy ,,, (1), ou seja, consideraremos os polinomios

f(y1,...,ym) dependendo apenas de variaveis antissimétricas.

Observacao 5.4.1 Em todo o texto, o sinal de circunflexo sobre uma varidvel signi-
ficard que a varidvel correspondente é omitida da expressao. Além disso, se f € I',,

denotaremos o elemento correspondente de I';,,,(I) da mesma forma.
Lema 5.4.2 O espaco 'y, (I) € gerado pelos polindmios

Yl - -Ym e ylu'yAiu-ym—l[yiaym}

para todo i =1,...,m.

Demonstragao: Observe, inicialmente, que

Wi, Ui Yk [Yas Yol = Wi s Yk Was Yb] + YelYi Y5 [Ya, Ub)-

Pela x-identidade [y1,y2][ys,ya] e sabendo que [y;,y;] ¢ um elemento antissimétrico,

temos que [y;, yj]yk[yaa y) € 1.

Como consequéncia, para qualquer permutacao o € .5, obtemos que
Yigay - Yoo Yas Y] = Yir + - - Yin [Yar yp]  (mod I).
Observe ainda que os polindémios do tipo
Wi yiloye = (viv; — vi¥:) © Yk
= (YiViUr — YsYiYr + YrYiV5 — YrYsYs)
(YiYy — YkYsYi — YiYiYe + YrYils)
sao consequéncia da x-identidade y1y2ys — Y3y211.

Por outro lado, considerando o polinémio f = ym[Ya, Ys] + Yal¥s, Ym| — Yo[Yas Ym),

temos que

f= UmYa¥s — Ym¥YslYa + YaYolYm = YaYmYs — YoYalm + YoYmYa
= YmYaYb — YoYaYm — YmYbYa + YaYbYm — YaYmYb + YoYmYa
e assim é uma consequéncia do gerador yiy2y3 — y3y2y1. Portanto, pela x-identidade

(Y1, Y2) (Y3, Ya] € Y1Y2ys — Ysyayr, 0 espago L'y, (1) é gerado pelos mondmios da forma

Yoo Ym €Y1 Yo -Up--Ym|Yas ), onde 1 < a < b < m.
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Podemos agora assumir que o ntimero [ de variaveis simétricas envolvidas em nos-
sos polinémios *-proprios é nao nulo e tais variaveis aparecem apenas nos comutadores
de comprimento > 2 (ver Definicao 2.4.1, Capitulo 2). Além disso, modulo I, eles
comutam, pelo gerador [y, zs].

Considerando o comutador [y, . . ., Yk, 2| e aplicando a identidade de Jacobi, pode-
mos escrever este comutador como uma combinacao linear de comutadores comecando

com a variavel x. De fato, observe inicialmente que pela identidade de Jacobi

[ylvy%x] = _[$ay1>y2] + [55792791]- (515)
Tomando agora o comutador [y, ..., Y, x|, obtemos
[ylw"vyk‘wr} = [ylv"'ayk—laykax]:_[xv [ylv"'ayk—l]vyk’]+[x7yk‘>[y17"'7yk’—1“

= [yla s ayk’—laxvyk] + Hxayk’L [yh B 7yk—1“-

Sabendo que [z, y;] € um elemento simétrico, temos que o resultado segue por indugao
sobre k.

Sabe-se que [z, y] é simétrico e [y, y2] é antissimétrico. Assim, podemos assumir
que qualquer comutador nao nulo [ry,ry,...,7,] € K(X UY)/I, onde os elementos

r; € XUY, possui no maximo uma variavel simétrica x. Para isto basta usar o gerador

[x1, 9] e observar que o comutador [z1,y1, ..., Yk, 22| € I. Por isso, podemos assumir
que [ri,ro,...,rn] = [*,Yi,---,Yi,_,), para alguma variavel simétrica = e variaveis
antissimétricas v;,, ..., _,- Caso o nimero de varidveis simétricas seja maior que o

nimero de variaveis antissimétricas, teremos que em algum comutador tera duas ou

mais variaveis simétricas. Portanto, obtemos que

I'y.(I) = {0}, para todo I > m > 0. (5.16)
Similarmente temos:
Lema 5.4.3 O espaco I';;(I) é gerado pelo polinomio [x1,v1] ... [z, .

Demonstracao: Claramente, pelo que foi argumentado anteriormente, teremos que

qualquer elemento de I';(I) é combina¢do linear de polinémios do tipo
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[To(1), Yr()] - - - [To@), Yr@), onde 0,7 € S;. Pelo Lema 5.3.3, temos que

[Ty, Yr)) - [Tom)s Yrm)] — (1) @1, 91] - - - [, yn)  (mod T),

para quaisquer o, 7 € S;, donde segue o resultado. [ |

Definimos, agora, alguns polinémios especiais para o espaco I,,. Sendo
m = k + [ com k > 0, para alguma permutacao o € Sk, definiremos os seguinte
polindmios:
Po = [T1,Yo(1), - - - Yokt 1)) [¥2: Yo(er2)] - - - [T0, Yor(r]-
Sem =1+ 1, para o € 511, definimos também o polinémio:

fo = yo(l){xh y0(2)][$27 y0(3)] s [:L’l, ycr(l+1)]'

Sem=1+k>1+1, para 0 € S;,}, definimos o polinémio:

9o = [%(1),%(2)][%1,%(3), e ;ya(k+1)][x27 ?Jo—(k:+2)] - [% yo—(k—irl)]‘

Nos proximos resultados determinaremos um conjunto de geradores do espaco

Iym(I), param =k +1 com k > 0.

Lema 5.4.4 Sejam | >0 e k > 2, entao:
(i) O espago I'1;11(1) € gerado pelos polinomios p, e fr, para o,7 € Spy1.
(ii) O espago I'1111(I) € gerado pelos polindémios p, e g, para o, 7 € Siy.

Demonstracao: Considerando m > [ + 1, todo elemento do espaco I';,,(]) é uma
combinagao linear de polinémios cicy...c, (n > 1), onde cada ¢; é uma variavel an-
tissimétrica y ou um comutador do tipo [z,yi,, ...,y ], comz € X e y;,,...,y;, €Y.

Pela igualdade

[xvyiu"‘»yih}y = [xayiu"wyih?y] +y[x’yi1""7yih]7

obtemos que qualquer elemento de I';,,(I) ¢ uma combinagao linear de polinomios
wc' 1y ...y, onde w = Ys1)Yp2) - - - Ysr) € um monodmio de grau ¢ > 0, nas varidveis

antissimétricas e qualquer

di = [Tp(i)s YB(tthathia+1)s - YB(E+ha oot h)]
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¢ um comutador de comprimento h; +1 > 2, para algumas permutacgoes p € S;, 5 € S,,
e para algumas (I + 1)-uplas de inteiros (¢, hy,..., hy).

Como [x1,%2] € I e s = [p(i), YB(tthi+.thir41)s - - > YB(t+hi+..+hy)] € U elemento
simétrico, podemos assumir que p(i) = i, para todo i = 1,...,l. Além disso, pela
identidade (vi) da Proposi¢ao 5.3.1, podemos assumir que h; = 1, para i > 2. Em

outras palavras, o espago I';,,,(I) é gerado pelos polinomios do tipo

P.s =1ypa) - - Ysw)lT1, Ysa+1)s - - - Ysm—i+1)) T2, Ysm—1+2)] - - - (21, Yaem)],

onde 0 <t<m-—1lef€ES,,.

Se m =141, entao t € {0,1}. Segue que Py = ps ou P g = f3, e assim esta
provado o item (7).

Vamos agora provar (ii), sendo neste caso m > [ + 2. Denotamos por W, o
subespago de I';,,(I) gerado pelos polinémios p, e g,, para o, 7 € S,,,. Provaremos por
indugao sobre m, a quantidade de varidveis simétricas, que I';,,,(I) = W,,,. Observamos
inicialmente que W, é um S,,-submoédulo de I';,,(I) com respeito a agdo natural do
grupo simétrico S,, pela permutagao das varidveis antissimétricas ¥, ..., Ym,. Por isso,
é suficiente mostrar que W,,, contém os polindémios P, ;4, para quaisquer 1 <¢ < m — .

Caso m = [ + 2, deveremos ter os polinomios

Poia = [951791, 3/2793] [1’2, y4] S [3717ym}
PLid = y1[x1,y2>y3] [!L"z,y4] cee [Ihym]

Poia = wiyalr, ys)[@a, val - - - [T, Y]

Observe que FPyiq = pid, Pria € Wy, pela identidade (iii) da Proposi¢do 5.3.1, e
P, ;q € Wy, resulta diretamente do Lema 5.3.7.

Por hipotese de inducao, suponha que todo polinomios F,;4, com
m—1=1+(k—1) > 1+ 2, seja combinacoes lineares dos polinémios p, e g,, para
o, T € Siik—1, deveremos provar que o mesmo ocorre quando m = [+ k > [ + 2,
tome P, ;g = y1y2 .. -?/t[l“l, Yer1, - - aymfl+1][$27 ymfl+2} e [951, ym]; por hipotese de in-
ducao em m, temos que os polinémios P, ;4 sao combinagoes lineares dos seguintes

polinémios:

(1) yla, Yo(2)s - - - 7ya(k+1)][x27 ya(k+2)] SN ya(z+kz)];
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(2) 1 lY-2): Yr @)1 Yr@)s - - - Yrtern)) [2s Yrger2)] - - - [T0 Yrm)]s

para permutacoes o, 7 agindo sore o conjunto {2,...,n}.

Observe que os polinémios (1) e (2) estdao em W,,. Para (1), basta aplicar a
identidade (ii7) da Proposigao 5.3.1. Ja para (2), como da prova do Lema 5.4.2, temos
que [y1,y2] o ys € I, para qualquer variaveis antissimétricas y, ¥, y3 € Y, segue assim
que

Y Yr@)s Yr3)) = —Wr @), Yr3)lyn  (mod 1),

e pela identidade (iv) da Proposi¢ao 5.3.1, temos o resultado. |

No proximo resultado examinaremos mais precisamente o conjunto gerador do

espaco ' 1 (7).
Proposigao 5.4.5 O espa¢o I';41(I) € gerado pelos polindmios
o f=ulri,ye]. . (2, yinl;
o p1 = [z1, Y1, ¥a][@2, ys] - - [, vl
o p; =[xy, Yy, y1][T2, vo] - - [Tis Yisa] - - [T, ] parai =2, 1+ 1.

Demonstracao: De acordo com o Lema 5.4.4, o espago I';;41(1) é gerado pelo polino-

mios:

Pbs = [‘1.17 Yo (1), yg(2)”$2, ya(S)] cee [ZL'[, ya(l-l-l)]

fr = yT(l)[xlﬂ yr(Q)][JUQ, yr(3)] cen [ﬂfb yT(l+1)]'
Pelo Lema 5.3.3, podemos assumir, modulo I, que o(2) < -+ < o(l +1) e
7(2) < -+ < 7(l + 1) e assim os geradores do espaco I';;41(I) sao f,p; (1 > 1) e
os polinémios

Yilen, il o[z, vl - [, 4], para g > 1 (5.17)

Além disso, pelo Lema 5.3.6, o polinémio y;[x1, y1] ¢ uma combinacao linear de y;[z1, y;],
[z1,v1,9;] e [1,y;,11]. Para finalizar a demonstracao da proposicao, basta observar

que (5.17) é uma combinacao linear de polinémios do tipo

b yl[xl, yj][xm 92] e [Ija yj+1] cee [Ihylﬂ]
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o [x1,y1,Yjl[T2, vo] - - [y yia] - - [ i) = [T, vas vel (e, ys) - [T, yisal - [T i)
L [3317 ypyﬂ[@,?&] cee [%‘; yj+1] S [$z>yl+ﬂ

Como queriamos demonstrar. [ |

Agora, assumindo m =1+ k > [ + 2 e considerando os subespacos U, e V,, de

[')m(I) gerado pelos polinomios p, € g, respectivamente, para o, 7 € S,,, ou seja,

Ul,m = <[$17 Yo(1)s - - - 7yo(k+1)][x27 ya(k—i-?)] s [.1'1, ya(k+l)} S Sm>7

Vim = Wo), Yo@l[T1:Yo@3), - - - Yokr1)) (T2, Yothr2)] - - - (70, Yohrn)] 5 0 € Sim)-
Pelo Lema 5.4.4, temos:
L) = Ui + Vi, (m >1+2). (5.18)

Segue diretamente dos Lemas 5.3.4 e da identidade (v) da Proposigdo 5.3.1 o seguinte

resultado:
Proposicao 5.4.6 O espaco Uy, € gerado pelos polinomios

P(jl,-..,jz) = [xlvyip S 7yik’yj1][x27yj2] s [xhyjl]?
onde {1,....m} ={ir,..., i} U{j1,..., i}, m=k+1 i1 <...<ipej <...<J.

Agora consideramos o espago V;,,,. Comecaremos com o caso [ = 1 e portanto

m > 3, ja que m > [+ 2.
Lema 5.4.7 O espaco Vi, € gerado pelos polinémios:

(1) G = [ylvym”xhy% s 7ym—1]7'

~

(2) Goigy = [yn, ¥illr1, Y2, G5 Uy o3 Yms Y5l (2 <0 <G <m);
(3) G3;(i) = [y%yi][:[;lay& R 7gi7 < 7ymay1]7 (3 <1< m)

Demonstracao: Seja V' o subespago de V;,, gerado pelos polinomios (1),(2) e (3)

e 5eja go = [Yo(1)> Yo@)l[T1, Yo(3), - - - s Yo(m—1), Yo(m)] UM gerador para Vi ,,. Provaremos

que g, € V. Podemos assumir que o(1) < 0(2). Pelo Lema 5.3.4, podemos reordenar
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as variaveis ¥,(sy, - - - ; Yo(m—1), entao podemos assumir que o(3) < ... < o(m —1). Dali,
1e€{o(1),0(3),0(m)}.

Suponha que 1 = o(m). Entdo g, = [y, ¥il[x1, .- ¥ir-- -, 1] = G365y € V, ou
9o = Wi, YillT1, 92, -, Uiy o Ujy -, Y1), com 3 < 4 < j < m. Neste ultimo caso, pelo

Lema 5.3.4, podemos assumir que

9o = [yiayj”xla"'agia"'73jj7"'7y2>y1]7

e usando o Lema 5.3.8, obtemos que g, ¢ uma combinacao linear dos polindmios
(Yo, Yil[T1, -, Uiy - 01] € Y2, y5]@1, .-, ¥j, - - ., 1], ambos os polinémios sdo do tipo

(3). Em resumo, se o(m) = 1, entdo g, € V.

De modo analogo, para o caso 1 = ¢(3), o polinémio [y, y;|[z1, Y1, - - - Gis- - Yjs - - -

éigual a [y;,y;l[z1, .- Ui, -, Ujs-- -, Y1, Yo(m)], € € combinacdo linear dos polinomios

[ylvyi][xlu s 7gia s 7ya(m)] € [ylayj][xh R 7gj7 R 7ya(m)]'

Resta considerar o caso (1) = 1. E suficiente provar que

[ylayi][xla s 7?}1’7 B >y0(m)] eV

Claramente o resultado é verdadeiro para m = 3. Entao podemos assumir que
m > 4 e usaremos um argumento de inducdo reversa sobre o(m). Se o(m) = m,
entdo o polinomio é da forma Gy (i) um elemento de V', pois a condi¢do i < o(m) é
satisfeita. Assumimos que o resultado seja valido para qualquer valor o(m) > j+1e

consideremos o poliné6mio

g= [ylayi”xh' .- >gi7‘ .- 7yj]-
Obviamente se i < j nada a fazer, pois g = G5 ;) € V. Dali, considere ¢ > j e seja
h=o(m—1).
Se 7 > h, entao, pela nossa suposicao sobre o, obtemos que t =m,j =m — 1 e

h =m — 2, neste caso g = [y1, Ym|[*1, Y2, - - -, Ym_1] = G, 0 primeiro gerador de V.

Se j < h, entao, pelo Lema 5.3.9,

[yhyi][xh--.,yh,yﬂ = [ylayi][xla'”ayj»yh]_[yj7yh][xla--~7yiay1]

+ [yhyh][xl?"wyj’yi]_[ylayj][xlu"'7yh7yi] (mOd ])
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Observe agora que a tltima parcela da soma anterior ¢ um polinomio da forma G ; ;) de
V', a segunda parcela é um elemento de V', basta observar o argumento para o(m) = 1

e as demais parcelas da soma pertencem a V', por hipotese de inducao. ]

Agora, consideraremos o espaco V; ,,, para [ > 2. Portantom =1+k>1+2>4

e Vi € gerado pelos polinomios

Go = [Yo(1), Yo@)l[T1, Yo (3)s - - - Yotk 1)][T2, Yoter2)] - - - [T1: Yo1))s

onde o € S1k.
Neste proximo resultado, descreveremos um conjunto de geradores lineares redu-

zido para o espago Vi .

Proposigao 5.4.8 O espago Vi,u(m = 1+ k, coml > 2 ek > 2) é gerado pelos

sequintes polindmios:
(1) G = [yla yk+1”$1>y27 SR 7ka$27yk+2] o [xhlerk’];

(2) GQ;(jlr"vjl—Q—l) = [yh yjl][x17 Yiys -3 Yig_o>s ngHx27 ng] ce [le, yle]

onde2<j1<...<jim1<me2<i <...<ipo<my

(3) G3;(j1,...,jl) = [y27 Z/jl][$1> Yigy oo ayik_ga yl][x% yjz] cee [gjla yjl]

onde3<j1<...<5p<med3<ig3<...<ipo<my

(4) G4;(j1,---,jz_1) - [va yik—l][‘r17 Yirs -5 Yig_o» yl][x% yjl] s [‘rh yjlﬂ]

onde3<j1<...<ji1<me3d3<i1<...<ip_1 <mcom j; <ip_q.

Demonstracao: Seja W o subespago de V., gerado pelos polinomios (1), (2),(3) e
(4), definidos acima. Escrevendo n = k + 1 e, para algum conjunto A C {1,...,m} de
cardinalidade n, seja V4 o subespago de V,,,, gerado pelos polindomios g, (definido antes
do Lema 5.4.4) tal que o(i) € A para todo i = 1,2,...,n. Provaremos que V4 C W
para qualquer conjunto A.

Seja A = {ay,...,a,} ¢ B = {by,...,b,} um par de subconjuntos onde
ap < ... <a,eb <...<b, Diremos que A < B se (ay,...,a,) < (by,...,bn),
na ordem lexicografica. Entao, provaremos que V4 C W por indugao sobre o conjunto

A. Consideremos, primeiramente, A = {1,... n}.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. Os Geradores de I';,,(]) 121

Se g, € V4 entdo, pelo Lema 5.3.3, podemos assumir que o(n+1) < ... < o(m),
isto é,
9o = [Yo1)s Yo@)l[1: Yo3)s - - - s Yo ()] [T2, Ynsa] - - [0, Ui
Pelo Lema 5.4.7, o polinémio [y,1), Yo(2)|[%1, Yo(3): - - - » Yo(n)] € escrita, modulo I,

como combinagao linear dos polinomios:

o G= [ylayn][x17y27 s 7yn—1]

~ A

b GQ;(i,j) - [y17yi][$17y27‘"7yi7"'7yj7"‘7yn7yj]7 (2 S 1< ,] S TL)
L G3;(i) = [y27yi][x17y37‘ .- 732@’7‘ .- 7yn7y1]7 (3 < i < n)

Segue que g, ¢ uma combinacao linear de geradores de W e obtemos que V4, . 4,3 € W.

Utilizando o principio de inducgao sobre o conjunto A, comparando os n elementos
de cada conjunto. Podemos supor agora que A # {1,...,n} e assumindo que Vg C W
para qualquer B < A. Se g, € V4 entao, como argumentamos anteriormente, podemos
assumir que o(n+1) < ... < o(m). Portanto, se 1 ¢ A, entdo 1 = o(n+1). Aplicando

o Lema 5.3.3 ao polindémio

Hl‘l) Yo(3)y - - - aya(n—l)]v ya(n)][an yl][x?n yo(n+2)] < [‘Z’h ya(m)]v

e observando que o comutador [Z1, Y (3), - - - ; Yo(n—1)] € simétrico, obteremos

Go = —[Yo(1): Yo2))[Z1, Yo(3), - - - s Yotn—1)s Y11[T2, Yo ()| (23, Yotnt2)] - - - [T Yor(m)]

Isto quer dizer que g, € Vg, para algum subconjunto B < A, por hipdtese de indugao,
g, € W.

Agora consideremos o caso em que 1 € A. Seja A = {1,as,...,a,}, entdo pelos
Lemas 5.4.7 e 5.3.3, qualquer elemento de V4, modulo I, ser4 combinacao linear dos

polindémios:
(O{) [yla yan][zla Yasy - - - ayan_l][x% yb1] cee [:Bl? ybl_l]
(/8) [ylv yai][xla Yazy - -+ Yan» yaj][a:Qa ybl] s [xlv ybl_l]a com 2 <1< .] <n

(7) [yazﬂ yai”xl’yaw - Yans yl][x% be s [xla ybl—l]’ com 3 <1< n,
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onde by < ... <b_ge{l,...,m} ={l,as,...,a,} U{by,...,b_1}. Consideraremos
separadamente cada um destes polindmios.

Caso «:

g= [yl, yan”xbyaza ce »yan_l][@, ybl] ce [1’17 ybH]-

Se a,_1 > by, entao pelo Lema 5.3.3,

g = _[ylayan][‘rlv Yass - - - 7yb1][x2>yan71] s [xl’ ybl—l]'

Isto implica que g € Vg, para algum B = {1,as,...,a, 2,b1} < A. Por hipotese de
inducao, g € W.

Se a,_1 < by, entao a,_1 = n — 1, uma vez que a,_, < a, € menor que os b;’s,
assim

g = [ylayan][xla Yo, ... 7yn—1][x2>yb1] ce [xla ybl_1]~

Claramente, podemos assumir que a, > n, caso contrario ¢ = G é o gerador (1)
de W. Segue que by = n e pela identidade (vii) da Proposigdo 5.3.1, obtemos que
9— 92— 93+ 9gsa €I, onde:

® go = [ylayn][:pla Yo, .. 7yan][x2a yn—l] s [xlv ybz_1]7
® g3 = [yana yn—l][gjlay% cee 7y1][$2, yn] v [$la ybl_1]7
® gy = [yn—byn][xla Yo, ... 7y1”$2yyan] ce [mla /ybl,l]-

Logo, podemos escrever, modulo I, g = g5 + g3 — g4. Mas

g2 = _[ylvyn][xla Yo, ... 7yn—1Hx27 yan] s [:Ela ybz_J?

Logo, g2 e g4 sao elementos de Vi, € W. Além disso, pelo Lema 5.3.4,

g3 = [ya,” yn—1][$1, Yz, .-, Y2, y1][$2, ?/n] ce [fEl, yb,_l]-

Portanto, usando a identidade do Lema 5.3.8, obtemos que

93 = ([Yan, v2l[1, Y3, - - - s Yn—1, 1] + [Y2, Yn—1][T1, Y35 - - s Yan, Vi) [T25 Un] - - - [20, Yb,_, |-

Observemos que o primeiro termo da soma é um gerador de W do tipo (4) e o segundo

é do tipo (3). Isto conclui o caso a.
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caso [3:

g = [ylayai][l'l?yaza toe 7yanaya]’”l‘2)ybl] tee [xlaybz_Jv com 2 S 1 < j S n.

Se a; < by, entdo g é um gerador de W do tipo (2).

Se a; > by, entao pelo Lema 5.3.3,

g = _[yl’yai”xbyaw s 7yan’ybl][x27yﬂj] s [Il»ybl_l]v com2<i<j<n

isto implica que g € Vg, para B = {1,as,...,aj-1,b1,a;4+1,...,a,} < Ae, por hiptese
de inducao, g € W.

caso v:

g= [yayyai][xl)yaga s J/an»yl][ﬂv% yb1] v [ﬂjla ybl_1]7 com 3 S { S n.

Se a; < by, entdao by > 3 e 2 € A, podemos considerar que a, = 2, uma vez que
a; < as < ...<ay, e, assim, g & um gerador de W do tipo (3).
Agora, se a; > by e assumindo que ay > by, isto é, by = 2. Pela identidade (vii)

da Proposicao 5.3.1, obteremos hy — ho — hg + g € I, onde:
o hi = [y, )71, Yas, - - s Yan Yaol[T25 Yai] - - - [T0, Yo 5
4 h2 = [yla y(li][xl’y(lB? - Yan yQ][Q:Qv yaQ] s [xbybl—l];

L4 h3 = [y2, yaQbeyaga v >yan7yl][x2a yai] cee [xbybl,l]-

Logo, podemos escrever g = —hy + hy 4+ hg. Claramente, hq, hs € Vg, para B =
{1,2,aq,...,d;,...,a,} < Aesimilarmente hy € Vp,, para By = {1,2,as,...,a,} < A.
Consequentemente, por hipotese de inducao, hy, ho, hy € W.

A 1ltima possibilidade a ser considerada é as < by, além de termos a; > b;. Neste

caso, by > 3 e ay = 2, dai

g= [yQa yai][xhyagu <o Yan yl][m% yb1] R [Ila ybz_l]‘

Se i = n, entdo g é um polinomio gerador de W do tipo (4).
Se i # n, entdo usando mais uma vez a identidade (vii) da Proposicao 5.3.1,
obteremos Hy — Hy — H3 + g € I, consequentemente podemos escrever

g = —H, + Hy + H3, onde:

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. Os Geradores de I';,,(]) 124

L4 Hl = [ylayln][xla Yazy« s Yans yg][l‘g, yai] s [xla ybl—l];
14 H2 = [yhyainh Yazs -+ - 7yan7yb1][x2’ y2] s [I’l, ybl_1];

L H3 = [ybqu][l’la Yazy - - s Yan» yl][x% yai] s ['rlﬂ ybzf1]'

Observe que Hy,Hs € Vg, para B = {1,2,a3,...,4;,b1,...,a,} < A. Logo, por
hipotese de inducdo, Hy, H3 € W. Além disso, pela identidade (v), Proposicao 5.3.1,

podemos escrever Hy da seguinte maneira:

Hy = —[y1,Ya) (%1, Yags - - Yans Y2l [T2, Yo, ] - - - [T0, Y, |-

Pelo Lema 5.3.9, podemos escrever Hs, modulo I, como combinacao linear dos polino-

mios:
® 1 = [Y1,Ya;)[T1: Yazs - - Y2, Yao T2, Yo | - - - (20, Yo, 5
® @2 = [Y2, Yoo l[T1, Yaz> - - - s Yars Y1l[2, Y, ] - - - (20, Yoy, ]5
® 3= Y1, Yan) [T1, Yass - - Y2, Yau (T2, Yo | - - [0, Yy, );
o ¢ = [y, vallT1, Yass - - - Yan» Yar (T2, Yo, ] - - [0, U6, -
Utilizando o Lema 5.3.3, teremos que
@ = =1, Ya, (L1, Yags - > Y2, Yo ) [T, Yan] - - [0, Y, ]-

Assim, ¢ € Vg, para C' = {1,2,as,...,a,_1} U{b;}. De modo anélogo, teremos que
43,qs € Vo, para C1 = {1,2,a3,...,d;,...,a,_1}U{b1}. Como C,C; < A, por hipotese
de indugao, q1,q3,q4 € W.

Por fim, pelo Lema 5.3.4, teremos que

q2 = [vayan][xlv Yagy - - - 7yan717y1:||:x27 yb1] SR {xlvlyblﬂ]'

o qual é um gerador de W do tipo (4). Donde segue o resultado. [
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5.5 A Independéncia Linear dos Geradores de I';,,(/)

Nesta se¢do provaremos que os geradores do espaco I';,, (), obtidos na se¢do
anterior, sao realmente um conjunto linearmente independente, modulo 7, (R). A fim
de demonstrar tal resultado, precisaremos de um modelo conveniente para a algebra
relativamente livre na variedade das dlgebras com involucao gerada por (R, *).

Construiremos, de forma natural, uma algebra livre na classe de todas as alge-
bras supercomutativas. Tome © = {6y,60,,...} e T = {t1,1s,...} conjuntos disjuntos
enumeraveis de indeterminadas e defina K(© U T) a algebra associativa livre com uni-
dade, gerada por © UY sobre o corpo K e induzimos nela uma Zs-graduacao impondo
deg(f) = 0 para 6 € O, e deg(t) = 1, para t € T (para maiores detalhes ver [4]).
Munida de tal Zy-graduagao, K(©UY) é chamada de algebra Z,-graduada livre. Se [
¢ o ideal gerado pelos elementos zy — (—1)%9@)de9W)yy para z,y € O U Y, definimos
a algebra supercomutativa livre, denotada por S = K[O; Y], como sendo a algebra

quociente

S =K[O;T] = K(©UT)/I,

e denotaremos pelas mesmas letras t, 6, as imagens das variaveis ¢,6 em S. Observe
que podemos ver a algebra supercomutativa livre como sendo a algebra dos polinémios
nas variaveis de © e de T, tais que as varidveis © sao centrais e as de T anticomutam

entre si.

Proposicao 5.5.1 Sejam © = {601,...,0,},T = {t1,...,tn} e A = Ay & Ay uma
dlgebra supercomutativa qualquer. Dados quaisquer aq,...,a; € Ag € by,..., b, € Ay,
existe um tnico homomorfismo ¢ : S — A tal que p(0;) = a; e p(t;) = b;, para todo
1=1,....,lej=1,...,m. Além disso, se m = [ isto € equivalente a dados quaisquer
C1,C2y ... Cm € A (nao necessariamente homogéneos) existe um dnico homomorfismo
homogéneo ¢ : S — A de dlgebras Zy-graduadas tal que p(0; + t;) = ¢;, para todo

i=1,2,...m.

Demonstragao: Ver [5]. |

Definicao 5.5.2 S = K[O; Y] é chamada dlgebra supercomutativa livre sobre K nos

conjuntos enumerdveis de varidveis comutativas de © e anticomutativas de Y.

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. A Independéncia Linear dos Geradores de I';,,(]) 126

Entao, podemos considerar a algebra

a b
Ml,l(S): d ] a,dGSO,b,6651
C

E facil verificar que a aplicacao * definida por

*

¢ uma involugao sobre M;(S). Finalmente, para ¢ > 1, podemos considerar em
M 1(S) as matrizes
u;p G v; 0

Xi: eY;:
0 w N =

onde u; = to;_1,v; = to;, (; = Ooi—1 € 1; = Oo;.
] 3 11 iz éricas. vez
Seja D a subalgebra de M ;(S) gerada por estas matrizes genéricas. Uma ve
que as matrizes X; sao elementos simétricos e Y; sao antissimétricos com respeito a

involucao *, temos que esta involucao induz uma involucao sobre D.

Observagao 5.5.3 Dados wy,...,w; € RT evy,...,v, € R™, entdo existe um homo-
morfismo de dlgebras com involugcdo v : D — R tal que Y(X;) = w; e Y(Y;) = v;, para
todoi=1,...,l ej=1,...,m. Isto seque da Proposi¢cao 5.5.1.

Lema 5.5.4 Seja f = f(b1,...,01,t1,...,tn) um elemento nao nulo em S = K[©;Y].

Entao, existe um homomorfismo Zs-graduado ¢ : S — E tal que ¢(f) # 0.
Demonstracao: Seja f = f(01,...,0,,t1,...,ty,), ou seja,

= amtit .otk
meZl
onde ap, € K, para cada m € Z, r; = degy, [, k;j = degtjﬂf, onde o € {1,2,...,n} e
pe{l,2,...,q}. Como f # 0em S, devemos ter ky = ky = --- = k, = 1, uma vez que

t;it; = —t;t; implica t7 = 0, para todo i, j, € a,, # 0, para algum m € Z. Dai,

F= " ambit . 0t .t
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tomando a aplicacao

p:S — FE

t, — e;.
Como E é a Algebra de Grassmann com base infinita, temos que

o(f) = o amtj, .. t;,)

meZL

- Z amp(ts,) ... o(t),)

meL

== E am €y ...ejq.

meZl
Como ey, .. .e;, sao elementos da base canonica de E, devemos ter que ¢(f) # 0. Como

era desejado. [

Teorema 5.5.5 A dlgebra com involu¢ao (D,*) é isomorfa & dlgebra relativamente

livre K(XUY)/T.(R), na variedade das dlgebras com involu¢ao determinada por (R, *).

Demonstracao: Sejam X = {z,29,...} € Y = {y1,y2,...} conjuntos enumeraveis

disjuntos. Considere o homomorfismo sobrejetor de algebras com involugao

p: K(XUY) — D

v — Y.

E suficiente demonstrar que Kerp = T,(R), isto é, f € K(X UY) é uma identi-
dade em (R, *) se, e somente se, p(f) = 0.

Se f € Kerp, entao f(Xy,...,X;,Y1,...,Y,) = 0. Dados ry,...,7 € Rt e
51,...,5n € R~, onde RT e R~ sao os subespacos dos elementos simétricos e antissi-
meétricos, entao existe um homomorfismo natural que aplica X; para r; e Y; para sj,
paracadai=1,2,...,lej=1,2,...,m. Logo, f(r1,...,7,81,...,5m) = 0, para todo

T,...,71 € Rt e sy,...,8, € R, ouseja, f € Tu(R).
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Reciprocamente, seja f € T.(R), ou seja, f ¢é uma identidade para
(R, ). Suponha, por absurdo, que existam X7, ..., X; elementos simétricose Y7, ..., Y,

elementos antissimeétricos tais que

fll f12
F(X1, o X0, Y, Vi) = £ 0.

f21 f22

Sem perda de generalidade podemos supor que a entrada f1; = fi1(ug, ..., u,v1,. .., 0p)
¢ um polinomio nao nulo em S. Entao, pelo Lema 5.5.4, existe um homomorfismo
Zs-graduado ¢ : S — FE tal que ¢(f11) # 0. Seja o homomorfismo de algebras com
involucao

~

o:D — R
(hij) — (o(hi)),

tal que g%(f(Xl, XY, 0 Y)) # 0. Logo f € Tu(R), uma contradi¢ao. Portanto,
f € kerp. Donde segue o resultado. |

Agora, estudaremos a independéncia linear dos geradores dos espagos Iy, (1)

sobre a correspondente algebra das matrizes genéricas D.
Lema 5.5.6 Os sequintes polindmios:

® Y1+ -Ym;

® ¢ =Y Ui Ym-1[YisYm] (i=1,...,m—1),
sao linearmente independentes modulo as x-identidades de R.
Demonstracao: Na algebra D, temos que

Yl e Y; e Ym—l[}/ia Ym] = (—1)m_2[21}1 Ce 1}1 RN Um—l(nivm — UiT]m)]Egl.

De fato, provaremos tal resultado por inducao sobre m. Para m = 2, temos

Umn—1 0 0 0
Ym—1Yi, Ym] =
NMm—-1 —Um—1 2(mvm—vmm) 0
0 0

_2vm71(77ivm - ’Uznm) 0
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Supondo o resultado valido para k, e sendo A =Y;...Y;.. YelY;, Yiga] teremos que

~

A = YI(Ys... Y YilYi, Ye))
vy 0 0 0
m —u (=1)" 220y ... 0 ... vp—1 (mive — ving)] 0
0 0
(=) 1201 ... 0 ... vp(nive — vimp)] O
Segue que o polindbmio y; ...y, nao é combinacao linear de polindémios ¢;, uma

vez que
Yy, Y, = v 0 ,
(=D oy 0 ovy T (= 1)
e assim, 0 monoémio v1v; ... v, da entrada (1,1) do elemento Y;...Y,, é ndo nulo em
S. Por outro lado, o monoémio vy ... %; ... vxn;v, aparece apenas na entrada (2,1) dos
elementos Y; ...Y. .. Yo 1[Yi, Yiul-

Portanto esses monomios sao todos distintos em S, e seus correspondentes po-

lindmios sdo linearmente independentes modulo T (R). |

Como consequéncia do lema anterior e do Lema 5.4.2; temos o seguinte resultado:
Lom(I) =Tom(Ti(R)). (5.19)
Lema 5.5.7 O polinémio [x1,v1] ... [z, u] &€ Te(R).

Demonstragao: Na algebra D, temos que

G —2&v;
0 Gini

[Xi>Yi] =

Segue que na entrada (1,1) de [X7,Y]...[X;, Y]] obteremos o monémio (;7; ... n que

é nao nulo em S. [ |

Lema 5.5.8 Os seguinte polindmios

i f - yl[xlayQ] tee ['rlayl—i-l];
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® D1 = [xlvylva]['r%y?)] s [xlvyl-‘rl];
o pi = [rn,yi ][22, vl - (20, Yiga] - [ ], para i =2, 1+ 1,

sao linearmente independentes modulo as x-identidades de R.

Demonstracao: Avaliando os polinémios f, p;, para ¢ > 1, sobre as matrizes genéricas
X; e Y;. Observamos que a entrada (2,1) dos elementos p;(Xi,...,Y; 1) é zero para
todo i > 1 e a mesma entrada do elemento f(Xi,...,Y1) € ;mGme. .. (ma1. Logo,
este mondomio é nao nulo em S. Consequentemente, f nao é combinagao linear dos

polinémios do tipo p;, para ¢ > 1. Por outro lado, observe que a entrada (1,1) do

polinémio p;(Xy,...,Yi41) &€ £20;¢ ... ¢Gmy ..M. ..Mr1. Assim, obtemos mondmios
distintos em S para cada: = 1,...,[, donde segue que os polindmios p; sao linearmente
independentes, também. [ |

Do lema anterior e da Proposi¢cao 5.4.5, mostramos que
Fivi(D) =T (Tu(R)). (5.20)
De mesma forma, pelo Lemas 5.4.3 e 5.5.7, obtemos
L(I) =T(Tu(R)). (5.21)

O ultimo caso refere-se aos geradores de I';,,,(I) com m = [+ k > 2+ k. Estes
geradores sao os polindomios obtidos nas Proposi¢oes 5.4.6, 5.4.8 e no Lema 5.4.7. Como

na secao anterior, consideraremos primeiramente o caso [ = 1.
Proposicao 5.5.9 Os seguintes polinémios de I'y ,,, m > 3:

(1) G = [ylyym”xhy%--~7ym—1];'
(2) G?;(i,j) - [ylvyi][xlﬂy%' .. 7?215' .. 7ij7 s 7ymayj]7 (2 S [ <] S m);
(3) G3;(i) = [y%yi][xlay?n <. 73}1'7 < 7ymay1]7 (3 <1< m);

(4) P(]) = [‘rhylaaijavy'm?y]]; (1 S] Sm))

sao os geradores de I'y,, (). Além disso, eles sio linearmente independentes modulo

as x-identidades de R.
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Demonstracao: A primeira parte do resultado segue da decomposicao dada na ex-
pressao (5.18), junto com a Proposi¢do 5.4.6 e o Lema 5.4.7. Resta mostrar que os
polinémios dados sao linearmente independentes modulo as *-identidades de R. Como
foi feito anteriormente, avaliaremos os polinémios dados sobre as matrizes genéricas da
algebra D. Denotemos por G, ag;u’j),ég;(i) e F(j) os elementos correspondentes em D.

Observe, primeiramente, que a entrada (1,1) de Py é (=2)™71¢vy ... 0 ... 01
e ¢ nao nula em S. Por outro lado, se considerarmos a avaliacdo de uma combinagao
linear de polindmios G, Gy j), Gs,;) sobre as matrizes genéricas X1,Y7,...,Y,, entao
as entradas nao nulas estao apenas nos coeficientes Fy; e Fay. Dai, podemos estudar
em dois casos separados.

No primeiro caso, como os monoémios (jv;...v;...0Vy,1; sao todos distintos
deduzimos que os polinomios Fj), para j = 1,...,m, sao linearmente independentes.

No segundo caso, consideraremos uma combinacao linear dos polinomios
G, Gy, Gs,) com coeficientes a, ag,(; j) € (), respectivamente. Assumindo que

esta combinacao linear ¢ uma *-identidade de R, temos

aG + Z ag;(i,j)az;(i,j) + Z 043;(1')@3;(2‘) =0.
2<i<j<m =3

Usando um raciocinio andlogo ao feito para a demonstracao da Proposicao 5.3.1, as
entradas (2, 1) das matrizes G, Ez;m-) e @3;(1) sao, a menos de multiplicacao pelo mesmo

coeficiente 2(—2)™73, os seguinte polindmios de S:

o G= (MU — V10m) G102 - - . Upy—2m—1;

o Gaijy = (mvi —vini)Civa ... Vi .. U)o )y

o GS;(i) = (772%' - U2ni)C1U3 g U

respectivamente. Olhando os mondémios em que 7; nao aparece obtemos a seguinte

expressao:

—a(1NnCive . Vo Mm—1) — Z Qo,(5.5) (V1M C1v2 - V. Uj L vyn;) = 0.

2<i<j<m

Observe que para cada par (i,j) tal que i < m — 1 tem-se ag; ;) = 0 e além disso,

Claudemir Fideles Bezerra Junior UFCG



Capitulo 5. A Independéncia Linear dos Geradores de I';,,(]) 132

= Qg,(m—1,m)- De fato, separando o termo i = m — 1 do somatério acima obtemos

0 = a(vinm&iva. . Um—2m—1) + Q20m—1,m) (V1Nm—1(102 - . . Vpp—2Mm)
+ Z Oég;(i,j) (Ul’fhclvg c. ’ljz c. UAj Ce vmnj)
2<i<j<m—1

Permutando os elementos 7,,_1 e 1,,, da segunda parcela da expressao acima, teremos

0 = a(vinmCiva... . Um—2lm-1) — az;(m—1,m)(U177mC1U2 o Upm—2Tm—1)

+ E Q2:(3,5) (UlniC1U2 R /AR V) S vmnj)
2<i<j<m—1

Observe que os mondmios acima sdo todos distintos, portanto para cada par (i, j) tal

que 1 < m — 1 tem-se ay,; ;) = 0. Segue que

Oé(vmmCiUQ S Umf277m71) — Q9;(m—1,m) (U177m71C1U2 .- -Um—277m) =0.

Assim, o = g (m—1,m). Sendo B = qg,(m—1,m), €ntdo o = [ e teremos

)

m

aG + BGQ;(m—l,m) + Z ag;(i)ég; (Z) =0. (5.22)

i=3
Sejam > 3. Se 3 <1 < m—1, entao observaremos que 0 mondémio v91;(1v3 . . . U; . . . Uy
aparece apenas nos polinomios Gg;(i). Portanto, ag,;) = 0, para qualquer ¢ = 3,...,m—

1 e obtemos da Eq. (5.22) a seguinte expressao:
0=aG+ 5@2;(m_17m) + Oé3;(m)ég;(m).
Logo,

0 = a(mvm —v1nm)Civs ... Vp—afm—1 + B V-1 — V1m—1)C10V2 . . - Um—21);
+  asym) (772Um - vznm)C1v3 <o Um—171,
donde segue diretamente que a = 8 = as,(;n) = 0.
Resta verificar para o caso em que m = 3. Neste caso, escrevemos a Eq. (5.22)

da seguinte maneira:

aG + BGyaz) + 033Gz =0,

isto é,

0 = a(mus — vins)Gine + B(mve — vin2)ins + asy3)(M2v3 — vans) i
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Agora verifica-se facilmente que o = 8 = as,3) = 0, donde segue o resultado. |
Como consequéncia desta tltima proposicao temos:
Iy om() =T m(Tu(R)), m > 3. (5.23)
Proposig¢ao 5.5.10 Sejam =1+ k. Sel>2 ek > 2, entao os polindmuos de I'; ,,,:

(1) G = [?Jl; yk+1][561,y2, e ;kal‘z, yk+2] cee [xblerk];

(2) GQ;(j1,~~~,jz+1) = {yh yjl][x17 Yiry -5 Yig_os ng][x% ng] e [.iL'l, yjl+1];
onde2<j1<...<ji1<me2<i<...<ip_9<my

(‘?) G3;(j1,~~7jl) = [y27 yj1][x17yi17 v Yig o yl][x% yj2] B [(I}l, yjz];
onde3<j1<...<pi<med3<iy3<...<ip_9<my

(4) G4;(j1 ----- Ji—1) — [y% yik—l”'x17 Yivs -5 Yig_o» yl][x% yjl] SR [xlv yjlflL
onde3<j1<...<ji1<med3<i1<...<ip_1<m, comj <ip_1;

(5) P(jl ----- J) — [x17yi17"'7yik7yj1][x27yj2]“'[ml7yjl]7
onde j1 < ...<jreiy <...<ip,

sao geradores de I'y,,(I). Além disso, estes polindmios sao linearmente independentes

mdodulo as x-identidades polinomiais de R.

Demonstracao: Como na proposicao anterior, a primeira parte da proposicao é uma
consequéncia imediata da decomposi¢do em (5.18) junto com os resultados das Propo-
sicoes 5.4.6 e 5.4.8.

Assim, resta mostrar a independéncia linear dos geradores de I';,,,(/) médulo as
x-identidades polinomiais de R. Avaliaremos todos os geradores dados sobre as matrizes
genéricas X1,...,X;, Y1, ..., Y. Denotaremos por - os correspondentes elementos em
D. Como foi feito na proposicao anterior, podemos dividir a prova em dois casos.
Mais precisamente, observamos que a entrada (1,1) de ?(jh...,jz) é o elemento nao nulo
(=2)¢vi, . vimj Canys - - - Gy, de S. Por outro lado, em uma combinagao linear de
elementos G, ag;ohm,jm),63;(]-17,__&1) e 54;017“_,]-1_1) é nao nula apenas nas entradas (2, 1)

e (2,2). Por isso, podemos dividir em dois casos separadamente.
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No primeiro caso obtemos a independéncia linear dos polinomios F;, . j,) j4 que
os monomios correspondentes (—2)*Civ;, ... v, m;,Canj, - - - (1, sdo dois a dois distintos
em S.

No segundo caso analisaremos as entradas (2,1) das matrizes de D. Vamos

considerar os seguintes polinomios de S:

o G'= (Muks1 — ViMks1)CiVa - o Vg1 Callira - - - Gt

® Goirips) = MUy — v105,) 10y - Vi 315,CoM5s - - QM

d G3;(j1,---7jz) = (nQUjl - UQ”jl)Clvil X '/Uik—2771<277j2 cee ijl;

o Guy,gioy) = (M2vi_, — V2N )10 - Vi oGy -+ - Gy

onde os indices satisfazem as mesmas condi¢oes que (1), (2),(3) e (4) do enunciado,
respectivamente. Denote por €;) o conjunto de todos os geradores do tipo (i), com
i = 2,3,4, dado no enunciado da proposicio. Claramente a entrada (2,1) de G ¢é
2(—2)’“*263, o mesmo valendo para qualquer outro gerador, que na entrada (2,1) de
Hé 2(—2)’“_2ﬁ, para todo H € &), para todo i = 2,3,4. Assumimos que alguma

combinagao linear,

OéG+ Z aHH+ Z aHH+ Z OéHH,

HEQ:(Q) HEC(g) HEQ:(4>

¢ um *-identidade polinomial de R. Portanto, obtemos que na 4lgebra supercomutativa

livre S

aG + Z agH + Z agH + Z agH = 0. (5.24)

HEQ:(Z) H€€(3) H€€(4)

Se na Eq. (5.24) considerarmos apenas os monémios em que 7; nao aparecem, obtere-

mos
aw + Z agwyg =0,
Hed )
onde
W = V1 M1C1V2 -+ - V1 MeCaM42 - - - Gt
e

WH = Ulnjlglvil .- ‘U’L‘k72nj2<2nj3 s (lnjlvkl’ se H = GQ;(jlv---7jz+1) S Q:(Q)'
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Portanto, para qualquer H € €(y), temos que ag = 0, se H # Gox,. p+1) = Goa.
Seja 8 = ag,, assim a Eq. (5.24) torna-se

aG + B8Gy + Z agH + Z agH = 0. (5.25)
HE@(g) H€€(4)

Agora, fixemos a sequéncia (ji,...J;), onde 3 < 73 < ... < j; < m—1. Consideremos os
polinémios envolvidos na Eq. (5.25) e observemos que as variaveis ny, 1;,, . . . , 7, apare-
cem apenas no somatorio H = @3;017“.,]»[). Isto implica que o coeficiente correspondente

ag € nulo e obteremos

Oéé + 5@2 + Z a(jl7~--jl)é3;(j17--'7jl—l7m) + Z O!H]::l =0. (526)

3<i1 <. <Jj—1<m HEQ:<4)

Nesta parte da demonstracdo, fixemos a sequéncia de inteiros (ji,...J;), onde
3 <1 <...<ji<m—1econsideremos os polinémios envolvidos na Eq. (5.26). Note-

mos que as varidveis ni,72,7j,,...,7;_, aparecem apenas no polinomio

H = Guyj,,..j,_,) € seu respectivo coeficiente deve ser zero. Em outras palavras, se
[ > 2 estamos prontos para provar a independéncia linear, modulo T, (R) dos seguintes

polinémios de I';,,, com m =1+ k:
o G = [yb yk+1][l’1,y2> e ;kaIQ, Z/k+2] e [$1717ym71][$l,ym];
o Gy = [yhyk][iﬁb Y2, ... 7yk+1][$2,?/k+2] . [35171, ymﬂ][%l, ym];

L4 G3;(j1,...,jl,1,m) = [?/27 yﬁ]['xlv Yigy oo o s Yig_o yl][lg, yjz] s ['xl—la yjl_l][xla ym]7
onde3< 1 <...<p1<m—1ed3< 11 <...<ipo<m-—1;

® Guiir,iom) = Y2, Vi J[T1 Yirs -+ Vi Y1) (@2, W50 |- [2m 1, Yo [0, Yl
onde 3 <1 <...<ppo<m—1e3<i<...<tp1 <m—1, com j; <1ip_1;

Por outro lado, se [ = 2 teremos que considerar os polinomios
o G = [ylvyk-i-l”xl)y%"'akax%ym];
i G2 = [yhyk][xluy%'"7yk+1”x2>ym];

o G3;(j7m) = [y2ayj1][x1;yi1a cee ,yik,27y1][$2,ym]7
0nde3§j1§m—163§i1<...<ik_2§m—1.
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Observamos que para cada um dos polinémios anteriores, o ultimo comutador é [x;, y,,].
Portanto, o resultado final segue usando inducao sobre | = m — k e pela proposi¢ao

anterior. Assim, concluimos o resultado. ]

Como uma consequéncia, podemos escrever:
Li(I) =T (Tu(R)), param=1+k, | >2, k> 2. (5.27)

Lembramos que no caso de caracteristica zero qualquer 7T,-ideal na algebra livre
com involucao é completamente determinado pelas componentes x-proprias
multilineares. Entao pelas Eq. (5.19), (5.20), (5.21), (5.23) e (5.27) desta secao obte-

mos a prova do Teorema 5.3.2, que era o principal objetivo deste capitulo.
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