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Resumo

A distribuicao Birnbaum-Saunders surgiu em 1969 com aplicagoes fortemente ligadas a enge-
nharia e se expandiu nas ultimas décadas a diversas areas. Na literatura, além de tomar um
papel de destaque na analise de sobrevivéncia, podemos destacar o surgimento de varias ge-
neralizagoes. Neste trabalho apresentaremos uma dessas generalizagoes, a qual foi formulada
por Mentainis em 2010. Primeiramente, faremos uma breve explanacao sobre a distribuicao
Birnbaum-Saunders cléssica e sobre a generalizacao que foi proposta por Mentainis (2010), a
qual chamaremos de distribuigao Birnbaum-Saunders generalizada. Em seguida, discorrere-
mos sobre a distribuicao senh-normal, a qual possui uma importante relacao com a distribuicao
Birnbaum-Saunders. Numa outra etapa, apresentaremos alguns métodos de diagnéstico para
o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders generalizado e investigaremos testes de homo-
geneidade para os correspondentes parametros de forma e escala. Por fim, analisamos um

conjunto de dados para ilustrar a teoria desenvolvida.

Palavras-chave: Distribuicao Birnbaum-Saunders, distribui¢ao senh-normal, diagnéstico de

influéncia, teste para homogeneidade.

il



Abstract

The Birnbaum-Saunders distribution emerged in 1969 motivated by problems in engineering.
However, its field of application has been extended beyond the original context of material
fatigue and reliability analysis. In the literature, it has made an important role in survival
analysis. Moreover, many generalizations of it have been considered. In this work we present
one of these generalizations, which was formulated by Mentainis in 2010. First, we provide a
brief explanation of the classical Birnbaum-Saunders distribution and its generalization propo-
sed by Mentainis (2010), which we name as the generalized Birnbaum-Saunders distribution.
Thereafter, we discuss the sinh-normal distribution, which has an important relationship with
the Birnbaum-Saunders distribution. In a further part of this work, we present some diagnos-
tic methods for generalized log-Birnbaum-Saunders regression models and investigate tests of
homogeneity for the corresponding shape and scale parameters. Finally, an application with

real data is presented.

Key-words: Birnbaum-Saunders distribution, influence diagnostics, sinh-normal distribu-

tion, test of homogeneity.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

A distribuigao Birnbaum-Saunders (BS) é uma distribuicao de vida (fatigue life distri-
bution) que vem recebendo muita aten¢ao nas ultimas décadas e tem se tornado um modelo
muito importante nas areas de sobrevivéncia e confiabilidade, sendo uma boa alternativa a
distribuigoes cldssicas. Birnbaum e Saunders (1969a) motivados por problemas de fadiga pro-
vocados por vibracoes em avioes comerciais, desenvolveram a distribuicao BS, a qual relaciona
o tempo até a ocorréncia da falha com algum dano cumulativo que é assumido gaussiano. A
distribuicao BS possui dois parametros, um de forma e um de escala, é unimodal e tem assime-
tria positiva. Esse destaque que vem recebendo a distribuicao BS nos tltimos anos é devido aos
seus argumentos fisicos, suas propriedades atrativas e sua relagao com a distribuicao normal.
Depois do trabalho de Birnbaum e Saunders (1969a) muitos avangos tedricos foram realiza-
dos com relacao a inferéncia, simulacao e generalizagoes da distribuicao BS. Aplicagoes em
diversas dreas, tais como: engenharia, medicina, meio ambiente, qualidade da agua, seguros,
controle de qualidade, entre outras, tém sido apresentadas na literatura; para mais detalhes
ver Meeker e Escobar (1998) Leiva et al. (2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012), Barros et al.
(2008), Podlaski (2008), Leiva e Saunders (2009), Vilca et al. (2010, 2011), Azevedo et al.
(2012), Ferreira et al.(2012), Gomes et al. (2012), Marchant et al. (2013) e Saulo et al.(2013).
A seguir detalhamos, um pouco, alguns dos principais trabalhos envolvendo essa distribuicao.

Inicialmente, Birnbaum e Saunders (1969b) obtiveram os estimadores de méxima veros-
similhanga da distribuicao BS. Engelhardt et al. (1981) propuseram intervalos de confianga e
testes de hipdteses para os parametros da distribuicao considerando um deles como parametro
de perturbagao desconhecido. Desmond (1985) apresentou uma derivagao da distribuicao BS

usando o modelo bioldgico de Cramér. Um ano mais tarde, Desmond (1986) estabeleceu uma



conexao entre a distribui¢do Gaussiana inversa e a distribuigao BS. Achcar (1993) desenvolveu
procedimentos de estimacao Bayesiana para os parametros da distribuicao BS. Chang e Tang
(1994) apresentaram um gerador de nimeros aleatérios para a distribuigdo BS. Lu e Chang
(1997) utilizaram métodos bootstrap para construir intervalos de predi¢gao. Dupuis e Mills
(1998) propuseram métodos robustos para a estimacao dos parametros da distribuigao BS.
Mais tarde, Volodin e Dzhungurova (2000) desenvolveram uma familia geral de distribuigdes
de vida denominada distribuicao de rachadura, que inclui a distribuicao Birnbaum-Saunders
como um caso particular. Além disso, Volodin (2002) desenvolveu uma reparametrizagao
da Distribuicao Birnbaum-Saunders, que levou a uma interpretacao interessante dos novos
parametros dentro do contexto de fadiga de material. Ng et al. (2003) apresentaram o
método dos momentos modificados para estimacao dos parametros da distribuicao BS. Le-
monte et al. (2007) fizeram corregoes de viés para os estimadores de maxima verosimilhanga,
bem como apresentaram testes da razao de verossimilhancas aperfeicoados. Guiraud, Leiva,
e Fierro (2009) propuseram uma versao nao-central da Distribui¢do Birnbaum-Saunders, que
¢é util para situagoes de modelagem em que a extensao da rachadura tem uma média nao
constante ao longo do tempo. Leiva et al. (2012) utilizaram a distribuicao BS para modelar
diametro e mortalidade de arvores. Santos-Neto et al. (2012) propuseram um estudo de di-
ferentes parametrizacoes para a distribuicao BS. Na parte de modelagem, Rieck e Nedelman
(1991), propuseram um modelo de regressao log-linear para a distribuicao BS. Mais tarde,
Tsionas (2001) estudou modelos de regressao BS sob o método Bayesiano. Galea et al. (2004)
apresentaram aspectos relacionados a diagnostico de influéncia em modelos log-linear BS com
dados nao censurados. Xie e Wei (2007) consideraram diagnéstico de influéncia para o modelo
de regressao log-linear BS, baseado no método de delegao de casos. Em Leiva et al. (2007),
analise de residuos e diagnodstico de influéncia para esse modelo, considerando observagoes cen-
suradas, foram considerados. Procedimentos de diagnéstico para modelos de regressao BS nao
lineares sao propostos por Lemonte e Patriota (2011) e Vanegas et.al (2012). Em Leiva et al.
(2014) é proposto um modelo de regressao BS reparametrizado, no qual se modela a média da
variavel resposta. Algumas generalizagoes e extensoes para o modelo BS foram feitas. Entre
elas, podemos citar Owen e Padgett (1999), que desenvolveram a distribui¢cao BS com trés
parametros. Mais tarde, Diaz-Garcia e Leiva (2005, 2006) propuseram uma nova classe de
distribuigoes de vida generalizando a distribuicao BS a partir de distribuigdes de contornos
elipticos, gerando a distribui¢ao BS generalizada (BSG). Vilca-Labra e Leiva (2006), basea-
dos em argumentos semelhantes aos empregados por Diaz-Garcia e Leiva (2005), obtiveram
uma maior generalizacao ao desenvolver a distribuicao BS mediante distribuigoes assimétricas.

Assim, a distribui¢ao BS duplamente generalizada (BSG”), como eles denominaram, é mais
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flexivel na curtose e assimetria do que todas as versoes anteriores da distribuicao BS. Owen
(2006) derivou uma nova forma da distribuigao BSG relaxando a suposicao de independéncia
imposta por Birnbaum e Saunders (1969a) na derivagao cldssica. Balakrishnan et al. (2007)
desenvolveram planos de amostragem de aceitacao para dados truncados, os quais eram assu-
midos seguir uma distribuigao BSG. Barros et al. (2008) apresentaram aspectos de robustez e
diagnostico para uma nova classe de modelos regressao com erros com caudas pesadas. Mein-
tanis (2010) apresentou testes de bondade de ajuste para a distribui¢ao BS e introduziu uma
nova generalizacao da distribuicao BS, incorporando um novo parametro. Vilca et al. (2010)
caracterizaram uma versao estendida da distribuicao BS e aplicaram-na no estudo da quali-
dade ambiental em Santiago, Chile. Ahmed et al. (2010) apresentaram uma versao truncada
da distribuicao BS aplicada ao risco financeiro. Leiva et al. (2011) discorreram sobre uma
nova versao da distribuicao BS com um parametro de locagao desconhecido e aplicaram o
estudo na modelagem do fluxo de energia edlica. Em Saulo et al. (2013) foi apresentado um
método nao paramétrico para estimar densidades assimétricas com base em distribuicoes BS
assimétricas, com aplicacdo a dados ambientais. Em Marchant et al. (2013) foi utilizado o
método de kernel baseado em distribuicoes BSG para estimar a densidade com o suporte nao
negativo. Recentemente, Fierro et al. (2013) propuseram uma nova versao da distribui¢ao BS,
contrapondo o fato de que a distribuicao BS cléssica baseia-se na normalidade assintotica de
uma soma de variaveis aleatérias quando um processo de Poisson homogéneo é considerado.
Os autores desenvolveram uma nova versao desta distribuicdo assumindo que o nimero de

termos dessa soma depende de um processo de Poisson nao-homogéneo.

1.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders

1.2.1 Origem

A fadiga é um fenomeno fisico que ocorre quando um material é exposto a situagoes de
estresse e tensao, provocando danos ou rachaduras em sua estrutura, as quais crescem com
o passar do tempo e a medida que os ciclos de forca se repetem. A falha do material ocorre
quando uma rachadura dominante alcanca um valor critico, causando sua ruptura. Modelos
estatisticos possibilitam descrever a aleatoriedade dos tempos de falha, bem como do ntimero
de ciclos necessarios até a ruptura dos materiais, quando expostos a diferentes padroes de
forgas ciclicas. Birnbaum e Saunders (1969a) consideraram um material sujeito a um padrao
ciclico de tensao e forca e derivaram uma nova distribuicao com o objetivo de idealizar o
nimero de ciclos necessarios até a falha.

Aqui apresentaremos o processo de construcao da distribuicao BS, que pode ser visto em
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maiores detalhes em Birnbaum e Saunders (1969a). Consideremos as seguintes suposigoes:

1. Um material é sujeito a uma sequencia de m ciclos de tensao e forga;

2. A falha do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento de uma fissura
dominante dentro do material, ou seja, quando o tamanho da fissura excede certo nivel

de resisténcia, denotado por w;

3. A extensao incremental da fissura X; resultante da aplicacao da i-ésima oscilacao de
carga ¢ uma variavel aleatéria com uma distribuicao que s6 depende da fissura atual

causada pela tensao neste ciclo;

4. A extensao da fissura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é
Yiy1 = Xjmer + -+ Xjmam, para j =0,1,...,

em que Xj,,4; € a extensdo da fissura (possivelmente microscopica) apés a i-ésima os-

cilagao de carga do (7 + 1)-ésimo ciclo;
5. As extensoes das fissuras em diferentes ciclos sao independentes;

6. A extensao total da fissura, Y;, devido ao j-ésimo ciclo é uma varidvel aleatéria que

segue uma distribuicao com média p e variancia o2, Vj = 1,2, .. ;
. k ~ , .
7. Seja W), = ijl Y; a extensao total da fissura apés k ciclos;

8. Seja N o numero de ciclos até a falha, a qual ocorre quando o comprimento da fissura

excede o valor critico w.

Considerando que os Yj’s sao varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas, com média p e variancia o%,Vj = 1,2,..., a funcao de distribuicao acumulada

(fda) da varidvel aleatéria N é obtida por:
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= 1—-P
Var(2), Y)) Var(X), 1))
_1_p Z?—lYJ 22—1 E(YJ) w Z?—l E(YJ)
Z;l—l Var(Y}) 27—1 Var(Y})
_1_p 22—1}6 npw—mnp
no? ~ Vno?
Vno ~ Vno o

Pelo teorema do limite central, temos:

P(NSn)’ﬁ’l—@(%—@)zé[—(%—@)]=®<@—%)> (1.1)

em que ®(-) representa a fda da distribui¢ao normal padrao.

Birnbaum e Saunders (1969a) usaram a equagao (1.1) para definir uma distribuicao
continua de vida. Substituindo n por t obtiveram uma variavel aleatéria T que é a extensao
continua da variavel aleatéria discreta N. Desta forma, T representa o tempo total até que

ocorra falha e temos que a fda de T' é dada por:

Fr(t;a,8) = P(T <t)=® [é (\/%_\/?H >0, (1.2)

onde o = o /\/wpp > 0e B =w/p> 0.

Dai, dizemos que T' segue uma distribuicao BS e denotamos por T' ~ BS(a, ).

A fungao densidade de probabilidade (fdp) de T' é obtida derivando a fda com relagao a
t, ou seja, fr(t;a, ) = Fp(t;a, B). Assim, temos

i) Y (Y e [ (LB
fT(t’a’B)_Qa\/ﬁﬁ [(t) +(t) ]exp[ 52 (5+t 2)],t>0,a,5>0,

em que « é um parametro de forma e 5 é um parametro de escala.

A Figura (1.1) nos mostra graficos de densidades da distribuicdo BS para varios valores
de . Podemos observar que o parametro « altera a forma da distribuicdo, aumentando a
assimetria da fdp a medida que cresce o seu valor. Comparando as Figuras 1.1(a) e 1.1(b),

observamos que o parametro ( altera a escala da distribuicao.
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(a) (b)

° — a=0,2 © — a=0,2

- ] ---- o=0,5 - ] ---- a=0,5
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f(t)

0.5
|
0.5
|

Figura 1.1: gréficos de funcoes densidade da distribuicdo BS com parametros § = 1 (a) e

B=2(b).

A funcao de sobrevivéncia, definida como a probabilidade de uma observacao nao falhar
até um certo tempo t, é expressa por S(t) = P(T > t). Assim, Fr(t) = 1 — S(¢). Podemos
visualizar tal relacao através da Figura (1.2).

Outra importante funcao usada para caracterizar modelos de sobrevivéncia ¢ a fungao de
risco, também conhecida como taxa de falha. Conforme Colosimo e Giolo (2006), a funcao
de risco especifica a taxa instantanea de falha de uma observacao num determinado tempo
t. Embora, a fungao de risco nao seja obrigatoriamente monétona, sendo crescente (respecti-
vamente, decrescente) indica que a taxa de falha aumenta (respectivamente, diminui) com o
transcorrer do tempo e se for constante indica que a taxa de falha nao se altera com o passar

do tempo. No caso da distribuicao BS, a funcao de risco é dada por

1 3
za\/lﬁﬁ [(?)2 + (%)2] exp [—ﬁ <% + é — 2)} t

A(t) =

Através da Figura (1.3), podemos observar o comportamento da fungao de risco para
varios valores de «, a qual nao possui um comportamento mondtono e tende a se estabilizar

em um certo instante ¢.
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Figura 1.2: graficos de fungdes de distribuigao acumulada (a) e de fungdes de sobrevivéncia

da distribuigao BS (b), ambos com parametro = 1.

1.2.2 Propriedades

A esperanga e a variancia da variavel aleatéria T', obtidas em Birnbaum e Saunders
(1969b), sao

E(T) = (1 + %oﬂ) e Var(T) = (aB)? (1 - Zoﬂ) ,

respectivamente. As propriedades acima sao obtidas considerando-se a transformacgao monétona

=G

em que T ~ BS(a, 8) ¢ X ~ N(0,a%/4). Escrevendo T = 81+ 2X2 +2X (1 + X?)z] e usando
a linearidade da esperanga e os momentos da distribuigao normal chegamos ao resultado.
Dada a varidvel aleatéria Z com distribuicao N(0, 1), segue que a relagao que a distribui¢ao

BS possui com a distribuicao normal é dada mediante a representagao estocastica

B(aZ ++Va2Z? + 4)*
1 )
Podemos ainda obter os percentis ¢, da distribuicao BS através da resolugao da equacgao

T =

1
t, — Brazty — B =0,

em que z = ®1(p) é o quantil de ordem p da distribuigao N(0,1).
Outras propriedades da distribui¢ao BS s@o dadas abaixo. Se T' ~ BS(a, 3), entao:
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Figura 1.3: graficos das fungoes risco da distribuicao BS para os valores de « indicados com

f=1 (a) e 5 =2 (b).

% ~ BS(a, 1);

kT ~ BS(a, kf3), para k > 0;

T-!' ~BS(a,871);
o Fr(f)=2(0) =1/2.

Das propriedades acima temos que [ é o parametro de escala da distribuicao, que a
distribuicao é fechada sob proporcionalidade e sob reciprocidade e que 8 é a mediana da
distribuicao.

A generalizagao da distribuigao BS proposta por Meintanis (2010) é o tema central deste
trabalho, a qual denotamos por BSG. Abordamos propriedades dessa distribuicao, bem como
aspectos inferenciais: estimacao pontual e intervalar. Consideramos a distribuicao log BSG,
que é um caso particular da distribuigao senh-normal, na qual exploramos suas propriedades,
mostrando a relacdo entre esta e a distribuicao BS. Depois consideramos, o modelo de re-
gressao log-linear BSG, mais especificamente, consideramos diagnostico de influéncia baseado
no método de delecao de casos. Sabe-se que para avaliar a influéncia da i-ésima observacao
nas estimativas de um parametro, uma aproximacao direta é avaliar o diagnostico de casos
isolados com o i-ésimo caso deletado. Desde o trabalho pioneiro de Cook (1977), diagnésticos
baseados em delecao de casos tais como distancia de Cook ou afastamento pela verossimilhanca

tém sido aplicados com sucesso a varios modelos estatisticos; veja, por exemplo, Christensen
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et al. (1992), Davison and Tsai (1992), Wei (1998), Tang et al. (2000), Galea et al. (2004),
etc. Em Xie e Wei (2007), os autores propuseram diversas medidas de diagndstico baseadas
no modelo de dele¢ao de casos (case deletion model ou CDM) para o modelo de regressao
log-linear BS. Entao, seguindo Xie e Wei (2007), obtivemos algumas medidas para o modelo
log-linear BSG: distancia de Cook; teste escore para testar a presenca de outlier no modelo

de regressao log-linear BSG e teste para detectar a homogeneidade do parametro de forma.

1.2.3 Organizacao da dissertacao

A presente dissertacao esta dividida em quatro capitulos, contando com os preliminares. No
Capitulo 2 apresentamos a distribuigao BSG, proposta por Mentainis (2010), mostrando suas
principais propriedades, momentos, obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca
(MV) dos parametros, matriz de informacao observada e um estudo de simulagao para ve-
rificar o desempenho das estimativas dos parametros a medida que modificamos o valor do
parametro introduzido ao modelo. No Capitulo 3 exploramos a distribuicao senh-normal e
suas propriedades, entre elas a que estabelece uma importante relacao entre esta e a distri-
buicao BS. No capitulo 4, introduzimos o modelo de regressao log-BSG, damos um breve
esbogo do modelo de delegao de casos (CDM), obtemos uma aproximagao para as estimativas,
bem como apresentamos algumas medidas, tais como distancia de Cook generalizada e afas-
tamento pela verossimilhanca usando tal método, a fim de identificar observacgoes influentes.
Depois obteremos a estatistica do teste escore para detectar outliers baseando-se no modelo de
outlier por deslocamento da média (MSOM). Ainda no mesmo capitulo, discutiremos o fato
do parametro de forma no modelo de regressao log-BSG nao ser necessariamente constante
e analisaremos um teste de heterogeneidade para este parametro utilizando a estatistica de
razao de verossimilhanga. Por fim, relatamos um exemplo em que a teoria mencionada acima

serd utilizada.

1.2.4 Plataforma computacional

As avaliagoes numéricas realizadas nessa dissertacao foram feitas no software estatistico
R, na sua versao 2.15.3 para sistemas operacionais Windows e que se encontra disponivel

gratuitamente no endereco www.r-project.org.
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Capitulo 2

Distribuicao Birnbaum-Saunders

generalizada

O objeto de estudo deste capitulo é a distribui¢ao BSG apresentada em Meintanis (2010).
Essa generalizacao foi obtida por meio da introdugao de um parametro de forma extra na
distribuigao BS, o qual denotaremos por A\. Meintanis (2010) propos substituir o expoente 1/2
por A em (1.2). Assim, se T' ~ BSG(a, 3, A), entao a fda de T fica dada por

Fr(t; o, B) :<I>{é [(%)A— (g)kl},t>0,a >0,8>0,A>0. (2.1)

A fdp é dada por

el 5.3) = — [(%) ; (§>] exp{_ﬁ [(%) ()" 2] } 22)

parat >0, a, B e A > 0.

De (2.1) e (2.2) obtemos as fungoes de sobrevivéncia e de risco, as quais sao dadas por

A Figura (2.1) nos mostra gréficos de densidades da distribuigdo BSG para vérios valores
de a. Podemos observar que ao variarmos o valor do parametro A o grafico da fdp muda de

forma. Quanto maior é o valor de A\ mais a distribuicao tende a ser simétrica em torno do

10
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Figura 2.1: graficos de funcgoes densidade da distribuicao BSG com parametros o = 0,5 e
f=1(a),ea=0,5ep=2(b).

parametro #. Notamos também que o valor do parametro A altera a curtose da distribuicao,
de modo que a fdp se torna leptocurtica a medida que A cresce, que é o contrario do que ocorre
com o parametro «. A Figura (2.2) nos mostra os graficos das fungoes de distribuigao e de
sobrevivéncia, evidenciando a relacao entre elas. A Figura (2.3) nos mostra o comportamento

da funcao de risco a qual nao segue um comportamento mondtono.

(a) (b)

1.5
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> > > >
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> > > >
R
- =00
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Figura 2.2: graficos de fungoes de distribui¢ao acumulada (a) e graficos de funcoes de sobre-

vivéncia (b) da distribuigao BSG, ambos com parametro 5 = 2.
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1.0

Figura 2.3: grafico das fungoes risco da distribuicao BSG para os valores de a = 2 indicados
e =2.

2.1 Propriedades

1. Se T ~ BSG(a, 8, ), entdao Y =T/ ~ BSG(a, 1,\), 5> 0.

Prova.
)-rrsn - of2 ()~ (2)])

7
I
~
A~
|4
INA

|

Isto significa que 8 é o parametro de escala da distribuicao.

2. Se T~ BSG(a, 8, A), entao Y = kT ~ BSG(a, kS, \), k> 0.
Prova.
¢ 1/ e\ [ks\*
tO)=PkT<t)=P|(T<-]=®<—||—) — | —
V= PO =D ( —k) {a[(kﬁ) (t)”

|

Em outras palavras, a propriedade acima afirma que a distribuicao BSG ¢é fechada sob

proporcionalidade.

3. Se T ~ BSG(q, 8, \), entao T~ ~ BSG(a, 371, ).
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Prova. Seja Y = T~!. Temos

F(t)=P(T"<t) = 1—P(T§%)

Ou seja, a distribuicao BSG ¢ fechada sob reciprocidade.

4. Dado 8 > 0, o parametro de escala da distribuicao, temos Fr(5) = ®(0) = 1/2.

Prova.

Fr(B)=P(T <)

L6

(0) =

Isto significa que 8 é a mediana da distribuicao.

5. O quantil de ordem p da distribuicao BSG(a, 8, \) é obtido de

afr e (p)ty + P — 2 = 0.

Prova. Para encontrar a relacao acima basta fazer

Pr(t,)=p & @ {é [(%)A _ (
-6

t2)\ o ﬁ?)\
P -1
5 =a® (p)
XA
Bty
2) 2X A _
& 0 =07 = Bityaz, =0,

em que z, ¢ o quantil de ordem p da distribuicao N(0, 1).

Débora Karollyne Xavier Silva
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6. A variavel aleatoria T' pode ser escrita como

1/X
. <az+\/a2z2+4> !
_ ) ,

Z ~N(0,1). (2.3)

Prova. Temos

Entao,

em que Z~ N(0,1). Logo,

Dai,
TZ)\ _AQ2X
(BT)

e assim
T2)\ - OéZﬂAT)\ - 62)\ — O

Chamando T? =Y, temos

Y2 —aZBY — 5 =0.

Logo,
Pz Va7 )
2
e, consequentemente,
_ (azwm)”f
2

Obtivemos numericamente os quatro primeiros momentos da distribuicao BSG. Conse-
quentemente, podemos obter a média, a variancia e os coeficientes de variagao (CV), assimetria

(CA) e curtose (CC) de T, que sao dados, respectivamente, por

1

ea? 3 A+1 1 A—1 1
E(T) = K _ M I
1) QW@[ (2/\7042)—‘_}((2/\7@2)}7
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)\—2i
2\ a2
A-1 1\]*
2\ a2 ’

2007 A+2 1
Var(T) — 2° {K( o ,£)+K

2T

2
[2ea? A+1 1
_ K -
2ma? 2\ a2 tK

20 )«
CV(T) = . :
(55) (3 2) + K (5 )
CA(T) _ E[(T B E(T))3]
Var(T)z
em que
g Bea A+1 1 A—1 1\]°
- - G2 5 2 i)
BBear A3 1 A—3 1
" Vora {K( ) E)JFK( 22 ?)}
3330z Al 1 A—1 1
e (o) < ()
A+2 1 A—2 1
{K( 22 ?)JFK( 22 ?)}
_ E[(T - E(T))"]
CCT) = —vamer
em que
N A+1 1 A—1 1\]"
BT -EO)T = -~ {K (TE)*K(TQ_)}

54ea A+4 1 A—4 1

%JK( ) @)*K(Wﬁﬂ

354ea { )\+1 1 A—1 1\]?

e (o) < ()|

A+2 1 —2 1

k() < (5w

2B4ea A+1 1 A—1 1\]?
(o) < ()]

)\+3 1 A—3 1

UFCG
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Nas expressoes acima, K é a funcao de Bessel do terceiro tipo modificada dada por
1

K(v,z) = 5/ exp(vx — zcoshx)dx (2.4)

(e 9]

(ver Glasser et al., 2012, p. 5).

2.2 Estimacao dos parametros do modelo

Sejam T, ..., T, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, em que
cada T;, para ¢ = 1,...,n, segue uma distribuicao BSG com parametros «, 5 e A. Baseado

m (2.1), segue que o logaritmo da fungao de verossimilhanga é dado por

l(0)—nlog<)\) —|—n10g( ) 204221) —Zlog +Zlog w;), (2.5)
em que w; = (t;/B)* + (B/t;)* e v; = (t;/B8)* = (B/;).

As funcgoes escore com relagao a «, § e A, sao dadas, respectivamente, por

n 1
U = ——+— > o, (2.6)
j=1
A (1 1
Uﬁ = B Z (?U)J — w—> Uj € (27)
j=1 J
n - tj 1 IUj
U)\ = X‘FZlOg E w——g Uj, (28)
=1 !

em que w; e v; sao dadas em (2.5).

Os estimadores de méxima verossimilhanca de o, 5 e X deveriam ser obtidos resolvendo
o sistema de equacoes nao lineares formado pelas equagoes U, = 0, Us = 0 e Uy = 0,
respectivamente. No entanto, surge um problema de convergéncia ao tentar estimar os trés
parametros conjuntamente. Assim, so foi possivel encontrar os estimadores de « e 3, deixando
o parametro A fixo. Para maiores detalhes, ver Meintanis (2010).

A matriz de informagao observada de 8 = («a, 3)", composta pelas derivadas de segunda

ordem em relagao aos parametros da distribuicao, é dada por

521(0) 5%(6)

9*1(0) 92 BadB
~ 00007 | 9°l8) 2%(0) ’
aﬂaa 862 9:9
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em que

0%1(0)
92 ———ZU],

0°1(0 0%1(0
() = 9) _ Ba?)Zw]v] e

oadp 0B0a
521(6) A2 1
o _@;@wﬁw_j)”ﬁﬁ; ; oﬂﬁ?z””

Os detalhes das derivadas de primeira e segunda ordens dadas acima podem ser vistos no

Apéndice A.

2.3 Estudo de simulacao

Com o objetivo de analisar o comportamento dos estimadores de MV dos parametros o e
[ para A fixado, realizamos um estudo baseado em simulag¢oes de Monte Carlo (MC). Ge-
ramos numeros pseudo-aleatérios da distribuicao BSG a partir da equagao (2.3). Para essa
simulagao consideramos 5000 réplicas e tamanhos amostrais n = 10, 25, 50 e 100, valores de
A=0,1;0,3;0,5;1,0;2,0 e « = 0,2;0,5;1 e § = 1. As estimativas dos parametros o e 3
de cada amostra foram obtidas a partir do método MV usando adaptacoes dos comandos ja
implementados computacionalmente no software R por meio do pacote ghs. Foram obtidos es-
timativas dos vieses relativos (VR) e da raiz quadrada do erro quadratico médio (v/EQM). Os
resultados das simulagoes encontram-se nas Tabelas 2.1-2.3. Por meio dessas tabelas podemos
observar que os erros e vieses em relacao ao parametro o nao tém variabilidade consideravel
conforme variam os valores de A. Por outro lado, o valor de A\ influencia bastante as estima-
tivas de (3, se aproximando do valor verdadeiro a medida que o valor de A cresce. Também
vemos que aumentando os tamanhos amostrais as estimativas de a e  ficam préoximas dos
valores verdadeiros. Ainda notamos que, tanto para a estimacao de a como para a de (3, os
erros quadraticos médios e os vieses tornam-se maiores a medida que aumentamos o valor de
A

Para cada combinacao de parametros descrita foi obtidos os graficos quantil versus quan-
til (QQ) para verificar a suposigao de normalidade para os estimadores de MV de a e 5. Os
graficos foram obtidos para amostras de tamanho 100. Observamos que, para cada valor de
a e (B, somente os graficos referentes as estimativas de [ se alteraram consideravelmente a

medida que foi modificado o valor de A, obtendo uma melhor aproximagao em relagao a distri-
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buicao normal, conforme o valor de A\ aumenta. Também notamos uma melhor aproximacao
para valores mais baixos de a. Em geral, a distribuicao dos estimadores possuem uma boa
concordancia com a distribuigdo normal, veja Figuras (2.4) - (2.6).

Baseados na suposicao de normalidade dos estimadores de MV, realizamos uma simulacao
de MC para obter os intervalos de confianca médios, bem como as probabilidade de coberturas
(PCs) de 95% para os parametros « e [ considerando os tamanhos amostrais n = 10, 25, 50
e 100, para valores de = 0,2;0,5;1, 8 =1¢e A =0,25;0,30;0,50;1,00; 2,00. Consideramos
5000 réplicas de MC. Os intervalos de confianca médios, bem como as probabilidade de cober-
turas empiricas sao apresentados nas Tabelas (2.4) - (2.6). Em todos os casos estabelecemos o
nivel de confianca igual 0,95. Podemos observar que os intervalos de confianga para o nao va-
riam com os valores de A\, como ja esperado pelas andlises anteriores. Entretanto, os intervalos
de confianca para [ possuem alteragoes consideraveis de acordo com a variacao de A. Para
ambas as estimativas e em todos os casos analisados as PCg crescem se aproximando do nivel
nominal, conforme aumentamos o tamanho amostral, sem alteracoes bruscas com relacao aos

valores de \.
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Tabela 2.1: estimativas de MV para os parametros a e 3 da distribuicao BSG para a = 0,2 e

b =1.
n A Estimacao de « Estimacao de 8
Estimativa ~ Viés  EQM Estimativa  Viés  /EQM
0,1 0,1848 -0,0152  0,0459 1,0529 0,0529  0,3439
0,3 0,1843 -0,0157  0,0474 1,0037 0,0037  0,1048
10 05 0,1850 -0,0150  0,0462 1,0026 0,0026  0,0634
1,0 0,1851 -0,0149  0,0468 1,0000 0,0000  0,0313
2,0 0,1838 -0,0162  0,0471 1,0001 0,0001  0,0156
0,1 0,1941 -0,0059  0,0295 1,0197 0,0197  0,2066
0,3 0,1940 -0,0060  0,0290 1,0014 0,0014  0,0670
25 05 0,1943 -0,0057  0,0280 1,0009 0,0009  0,0403
1,0 0,1934 -0,0066  0,0285 1,0002 0,0002  0,0198
2,0 0,1943 -0,0057  0,0288 0,9999 -0,0001  0,0099
0,1 0,1974 -0,0026  0,0200 1,0067 0,0067  0,1422
0,3 0,1970 -0,0030  0,0203 1,0002 0,0002  0,0472
50 0,5 0,1968 -0,0032  0,0201 1,0008 0,0008  0,0281
1,0 0,1971 -0,0029  0,0202 1,0004 0,0004 0,0141
2,0 0,1971 -0,0029  0,0203 1,0000 0,0000  0,0070
0,1 0,1984 -0,0016  0,0143 1,0041 0,0041  0,0998
0,3 0,1987 -0,0013  0,0143 1,0008 0,0008  0,0334
100 0,5 0,1985 -0,0015 0,0143 1,0001 0,0001  0,0200
1,0 0,1985 -0,0015 0,0141 0,9999 -0,0001  0,0099
2,0 0,1987 -0,0013  0,0142 1,0001 0,0001  0,0051
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Tabela 2.2: estimativas de MV para os parametros a e # da distribuicao BSG para a = 0,5 e

b =1.
n A Estimacao de « Estimacao de 8
Estimativa ~ Viés  EQM Estimativa  Viés  /EQM
0,1 04576  -0,0424 0,1187 1,3411  0,3411  1,2518
0,3 0,4597 -0,0403 0,1173 1,0347 0,0347  0,2695
10 05 0,4610 -0,0390 0,1167 1,0098 0,0098 0,1574
1,0 0,4569 -0,0431  0,1169 1,0028 0,0028  0,0763
2,0 0,4608 -0,0392  0,1175 0,9997 -0,0003  0,0389
0,1 0,4861 -0,0139  0,0709 1,1215 0,1215  0,5773
0,3 0,4839 -0,0161  0,0720 1,0118 0,0118  0,1660
25 05 0,4846 -0,0154  0,0721 1,0040 0,0040  0,0979
1,0 0,4858 -0,0142  0,0728 1,0010 0,0010  0,0489
2,0 0,4847 -0,0153  0,0736 1,0001 0,0001  0,0241
0,1 0,4926 -0,0074  0,0501 1,0618 0,0618  0,3785
0,3 0,4930 -0,0070  0,0507 1,0100 0,0100 0,1171
50 0,5 0,4932 -0,0068  0,0499 1,0026 0,0026  0,0680
1,0 0,4938 -0,0062  0,0498 0,9990 -0,0010  0,0332
2,0 0,4937 -0,0063  0,0508 0,9998 -0,0002  0,0169
0,1 0,4961 -0,0039  0,0349 1,0347 0,0347  0,2559
0,3 0,4956 -0,0044  0,0360 1,0018 0,0018  0,0798
100 0,5 0,4966 -0,0034  0,0352 1,0010 0,0010  0,0485
1,0 0,4956 -0,0044  0,0357 1,0002 0,0002  0,0242
2,0 0,4965 -0,0035  0,0359 0,9999 -0,0001  0,0120
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Tabela 2.3: estimativas de MV para os parametros « e [ da distribuicao BSG para o =1 e

b =1.
n A Estimacao de « Estimacao de 8
Estimativa ~ Viés  EQM Estimativa  Viés  /EQM
0,1 0,9615 -0,0385  1,9018 2,5476 1,476  5,9217
0,3 0,9161 -0,0839  0,2389 1,1072 0,1072  0,5692
10 05 0,9128 -0,0872  0,2362 1,0441 0,0441  0,3058
1,0 0,9191 -0,0809  0,2318 1,0096 0,0096  0,1416
2,0 0,9130 -0,0870  0,2346 1,0025 0,0025  0,0709
0,1 0,9674 -0,0326  0,1458 1,4675 0,4675  1,7294
0,3 0,9646 -0,0354  0,1469 1,0400 0,0400 0,3193
25 05 0,9653 -0,0347  0,1428 1,0147 0,0147  0,1821
1,0 0,9691 -0,0309  0,1447 1,0039 0,0039  0,0891
2,0 0,9681 -0,0319  0,1444 1,0008 0,0008  0,0445
0,1 0,9820 -0,0180 0,1011 1,2108 0,2108 0,8193
0,3 0,9836 -0,0164  0,1019 1,0184 0,0184 0,2178
50 0,5 0,9828 -0,0172  0,1002 1,0076 0,0076  0,1273
1,0 0,9831 -0,0169  0,1005 1,0021 0,0021  0,0618
2,0 0,9831 -0,0169  0,1007 1,0013 0,0013  0,0311
0,1 0,9905 -0,0095 0,0701 1,0912 0,0912  0,4992
0,3 0,9911 -0,0089  0,0706 1,0050 0,0050  0,1510
100 0,5 0,9930 -0,0070  0,0699 1,0032 0,0032  0,0886
1,0 0,9905 -0,0095 0,0717 1,0011 0,0011  0,0446
2,0 0,9938 -0,0062  0,0704 0,9997 -0,0003  0,0216
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Figura 2.4: graficos QQ para normalidade dos estimadores de o e 8 para os valores fixados de

a=0,2, 5=1e A variando em 0,1 (linha 1); 1,0 (linha 2) e 2,0 (linha 3).
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Figura 2.5: graficos QQ para normalidade dos estimadores de o e 8 para os valores fixados de

a=0,5, 6=1e A variando em 0,1 (linha 1); 1,0 (linha 2) e 2,0 (linha 3).
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Figura 2.6: graficos QQ para normalidade dos estimadores de o e 8 para os valores fixados de

a=1,8=1e \variando em 0,1 (linha 1); 1,0 (linha 2) e 2,0 (linha 3).
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Tabela 2.4: limite inferior (LI) e limite superior (LS) do intervalo de confianca médio; e PC

de 95% para os parametros e n indicados considerando a = 0,2 e § = 1.

n A « 15}
LI LS PC %) LI LS PC (%)
0,25 0,10 0,27 85,24 0,78 1,24 89,62
0,30 0,10 0,27 85,24 0,81 1,20 89,66
10 0,50 0,10 0,27 85,24 0,89 1,12 89,90
1,00 0,10 0,27 85,24 0,94 1,06 90,02
2,00 0,10 0,27 85,24 0,97 1,03 90,00
0,25 0,14 0,25 90,62 0,85 1,15 93,32
0,30 0,14 0,25 90,62 0,87 1,13 93,22
25 0,50 0,14 0,25 90,62 0,92 1,08 93,14
1,00 0,14 0,25 90,62 0,96 1,04 93,04
2,00 0,14 0,25 90,62 0,98 1,02 93,00
0,25 0,16 0,24 92,86 0,89 1,11 94,28
0,30 0,16 0,24 92,86 0,91 1,09 94,34
50 0,50 0,16 0,24 92,86 0,95 1,06 94,24
1,00 0,16 0,24 92,86 0,97 1,03 94,40
2,00 0,16 0,24 92,84 0,99 1,01 94,46
0,25 0,17 0,23 94,08 0,92 1,08 94,84
0,30 0,17 0,23 94,08 0,94 1,06 94,82
100 0,50 0,17 0,23 94,08 0,96 1,04 94,82
1,00 0,17 0,23 94,08 0,98 1,02 95,02
2,00 0,17 0,23 94,12 0,99 1,01 94,96
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Tabela 2.5: limite inferior (LI) e limite superior (LS) do intervalo de confianca médio; e PC

de 95% para os parametros e n indicados considerando a = 0,5¢ 5 = 1.

n A « 15}
LI LS PC %) LI LS PC%)
0,25 0,26 0,66 84,98 0,47 1,63 88,90
0,30 0,26 0,66 84,96 0,55 1,61 89,26
10 0,50 0,26 0,66 84,96 0,73 1,29 89,44
1,00 0,26 0,66 84,96 0,86 1,14 89,66
2,00 0,26 0,66 84,96 0,93 1,07 89,76
0,25 0,35 0,62 90,56 0,64 1,39 93,10
0,30 0,35 0,62 90,56 0,70 1,32 93,24
25 0,50 0,35 0,62 90,56 0,82 1,19 93,26
1,00 0,35 0,62 90,56 0,91 1,09 93,02
2,00 0,35 0,62 90,56 0,95 1,06 9292
0,25 0,40 0,59 92,76 0,74 1,28 93,72
0,30 0,40 0,59 92,74 0,78 1,23 93,92
50 0,50 0,40 0,59 92,76 0,87 1,13 94,32
1,00 0,40 0,59 92,76 0,93 1,07 94,30
2,00 0,40 0,59 92,74 0,97 1,03 94,54
0,25 0,43 0,56 94,04 0,82 1,19 94,60
0,30 0,43 0,56 94,04 0,85 1,16 94,70
100 0,50 0,43 0,56 94,02 0,91 1,10 94,76
1,00 0,43 0,56 94,04 0,95 1,05 94,82
2,00 0,43 0,56 94,06 0,98 1,02 94,96
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Tabela 2.6: limite inferior (LI) e limite superior (LS) do intervalo de confian¢a médio; e PC

de 95% para os parametros e n indicados considerando o = 1,0 e 8 = 1,0.

n A « 153
LI LS PC%) LI LS PC%)
0,25 0,41 1,05 66,02 0,19 221 82,36
0,30 0,48 1,22 80,80 0,23 2,01 86,84
10 0,50 0,52 1,32 84,20 0,52 1,56 88,72
1,00 0,52 1,32 84,20 0,76 1,26 89,22
2,00 0,52 1,32 84,20 0,88 1,13 89,26
0,25 0,70 1,24 90,26 0,35 1,77 91,96
0,30 0,70 1,24 90,26 0,46 1,62 92,30
25 0,50 0,70 1,24 90,26 0,67 1,35 92,88
1,00 0,70 1,24 90,26 0,83 1,17 92,90
2,00 0,70 1,24 90,26 0,92 1,08 92,94
0,25 0,79 1,18 92,60 0,53 1,563 93,18
0,30 0,79 1,18 92,60 0,61 143 93,44
50 0,50 0,79 1,18 92,60 0,77 1,25 94,08
1,00 0,79 1,18 92,60 0,88 1,12 94,26
2,00 0,79 1,18 92,58 0,94 1,06 94,40
0,25 0,85 1,13 94,02 0,67 1,36 94,32
0,30 0,85 1,13 94,04 0,72 1,30 94,46
100 0,50 0,85 1,13 94,04 0,83 1,18 94,76
1,00 0,85 1,13 94,04 0,92 1,09 94,74
2,00 0,85 1,13 94,04 0,96 1,04 94,84
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Capitulo 3

A distribuicao senh-normal

3.1 Introducao

Neste capitulo exploraremos a distribuicao senh-normal (SN) e suas propriedades, entre
elas a que estabelece uma importante relacao entre esta e a distribuicao BSG.

Desde que foi desenvolvida, a distribuicao normal, desempenhou um papel dominate
no meio estatistico. Contudo, ela pode nao fornecer uma representacao adequada a mui-
tas situagoes praticas. Segundo Johnson (1949), historicamente foi necessario e conveniente
considerar construgoes de distribui¢oes nao-normais por uma transformacao de uma variavel
aleatéria com distribuigdo normal padrao. Essa técnica foi introduzida por Edgeworth (1898)
¢ denominada por ele de método de translagdo. Johnson(1949) usou tal método para gerar
trées familias de distribuicoes, as quais podiam assumir uma vasta variedade de formas, sendo

geradas por transformacgoes do tipo
Z=v+0f(Y;y,0), (3.1)

em que Z é uma variavel normal padrao, f(y;v,0) é uma funcdo monétona, v e d sao
parametros de forma, o é parametro de escala e v é parametro de locagao. Mais especifi-

camente, as trés familias de distribuicoes sao

1. O sistema log-normal S,

Yy _
Z:V+5log<—7);
o

2. A extensao limitada do sistema log-normal Spg

—

Z = 01 EEE—
v+ 0g(0+7_y

),7<Y<7+a;

28
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3. O sitema nao limitado St

Yy _
Z = v+ dsenh™! (—7) )
o

Neste trabalho, vamos considerar uma familia de distribuicoes gerada pela transformacao

f(Y:7,0) = senh (Y — 7) ,

g

com § substituido por 2/a em (3.1).

Esse modelo é chamado senh-normal e foi desenvolvido por Rieck & Nedelman (1991).
Abaixo, discorremos um pouco sobre esta distribuicao, mostrando algumas de suas propri-
edades e apresentando sua relagdo com as distribuicoes BS e BSG, dadas em (1.2) e (2.1),

respectivamente.

Definicao 3.1 Seja Y uma varidvel aleatoria tal que Z = v + (2/a)senh[(Y — 7v)o] tem
distribuicao normal padrao. Entao, Y seque uma distribuicao SN com parametro de nao
centralidade v, parametro de forma o > 0, parametro de locagao v € IR e parametro de escala

o >0. Sev =0, entao dizemos que Y seque a distribuicao SN centrada.

Notagao 3.2 Denotamos a distribuicio SN ndo centrada por SN(«,y,0,v) e a distribuigdo

SN centrada por SN(a,~,0).

A fda de uma varidvel aleatoria Y que segue a distribuicao SN nao central é obtida a

partir de
Z:V—l—zsenh <Y_7) :
o o
Ou seja,
Y = carcsenh [@} + 7.
Dai,

=705y = (e [£52] 1 5,)

- P(Z§u+zsenh<y_7))
[0} g

92 _
= CID{V—i-—senh(y V)}
e o
Entao a fda de Y é dada por

Fy(y) = {y + Zsenh (?) } yeR (3.2)
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O parametro v influencia, principalmente, a assimetria da distribuicao em torno da média
e o parametro « interfere, principalmente, na curtose, como podemos ver nas Figuras (3.1),
(3.2) e (3.3), em que sdo apresentados graficos das fungoes densidade da distribuigao SN.
A Figura (3.1) representa o caso nao centrado para vérios valores de v, onde percebemos
a existéncia de assimetria nos casos em que v # 0. Ja nas Figuras (3.2) e (3.3), estamos
considerando v = 0, logo as curvas sao simétricas em torno do parametro . Em ambos os
casos obtivemos curvas mais achatadas a medida que aumentamos os valores de «, indicando
assim que este parametro influencia a curtose da distribuicao. Comparando as Figuras (3.2)
e (3.3), notamos que o parametro v é de locacdo e em cada uma delas observamos que a
amplitude das curvas diminui a medida que o parametro ¢ aumenta, levando-nos a perceber
que este é o parametro de escala da distribuicao.

A fdp é obtida derivando-se (3.2) e é dada por

f(y):%cosh (y—’y) exp{—% {V—i—zsenh (y_v)] },ye IR, (3.3)
aoy/2m o a o

coma>0,0>0 vrelRevye€lR.

De agora em diante trabalharemos com a distribuicao SN centrada.

(a) (b)

— v=-1 — v=-1
---- v=0 ---- v=0

15
15

v=1 v=1

" - v=3 - v=3

0.5
|

0.0
|

Figura 3.1: graficos de funcoes densidade da distribuicao SN nao centrada com parametros
vy=0,c0=1lea=1,5(),ey=0ec=1ea=4(b).
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2.0
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0.0

— 0=0,5
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o=2
- o=4

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

— a=0,5
- o=l
o=2
- o=4

Figura 3.2: graficos de fungoes densidade da distribuicao SN centrada com parametros v = 0
eoc=1(a),ey=0ec=1,5(b).

f(y)

1.0
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1.5

0.5

0.0

o0
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Qe
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f(y)

1.0

2.0

1.5

0.5

0.0

(%))

| L Ly |}
AN = O

Qe

Figura 3.3: graficos de fungoes densidade da distribuicao SN centrada com parametros v = 2
eoc=1(a),ey=2e0=15(b).

3.2 Propriedades da distribuicao senh-normal

A propriedade a seguir nos permite examinar qual é o efeito de uma transformacgao linear

sobre a distribuicao SN.

Propriedade 3.1 Seja Y ~ SN(«,v,0), entdo a + bY ~ SN(a,a + by, |blo).
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(a) (b)

1.5
15

(%))
(%))

LR L Ly |}
AN = O
Qe
L L Ly |}
AN = O

QR

Fy)
1.0

0.5
|

Figura 3.4: gréficos de fungoes de distribuicao acumulada da distribui¢ao SN centrada (a)
e graficos de fungoes de sobrevivéncia da distribui¢ao senh-normal central (b), ambos com

parametros vy =0e o = 2.

Prova.
Se Y ~ SN(a,,0), entao

Fly) = ® {%senh (y - 7) } .

Foy(y) =Pla+bY <y) = P (Y < y_a>

1. Se b > 0, temos

ou seja,
a+bY ~ SN(a,a+ by, bo),b > 0. (3.4)
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2. Se b <0,
y—a
Foy(y)=Pla+bY <y) = P (Y > ; >
= 1-9 {zsenh (—y _ (a+b'y))}
«Q bo
- & {—zsenh (M)}
« bo
= O {zsenh (_y _ (a+b7)) } 7
Qo —bo
ou seja,

a+bY ~ SN(a,a+ by,—bo),b < 0. (3.5)

Logo, por (3.4) e (3.5), temos

a+ Y ~ SN(a,a+ by, |blo),b < 0.

[
: Y
Em particular, Y ~ SN(«a,v,0) = — ~ SN(a, /0, 1).
o
Propriedade 3.2 O parametro v é a mediana da distribuicao SN centrada.
Prova.
Temos
Y= 1
v() =@ { 2senn (222 ) L = 000) = 5
[

Abaixo apresentamos uma condi¢ao necesséria e suficiente para que a fda da distribuicao

SN seja simétrica com relacao a 7.

Proposicao 3.1 Se Y ~ SN(a,v,0,v), entdo Y € simétrica com relagdo a vy se, e somente

se, v = 0.
Prova. Suponhamos que Y seja simétrica com relacao a ~, entao a fda Fy ¢ tal que

Fy(y+y)=1-F(y—y),

de onde obtemos
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Chamando U =Y —ye V = —(Y — 7), temos

Fy(y) = Fv(y).

Note que

Fy(y)=P(V <y = 1-PY <vy-y)
= 1—@{1/4-28611}1(—%)}

- @{—V——senh(—%>}
_ cI){—y—i—zsenh )}

«

A ltima igualdade se deve ao fato da funcao senh ser impar.
De (3.6), temos

o {u+ gsenh (%)} — {—u+ 2senh (g)} ,

F(y;a,0,0,v) = F(y;a,0,0, 1), Vy.

ou seja,

Assim, devemos ter v = —v, logo v = 0.

Reciprocamente, suponha que v = 0. Entao,

Fu(y) = ® {%senh (%)} — 0 {—gsenh (—%)} = Fy(y),

ou seja, Y é simétrica com relagao a 7.

(3.6)

Proposicao 3.2 Seja Y ~ SN(a,v,0) e S = (Y —7)/(ac/2). Entao, lin%)S = Z, em que
oa—

Z ~N(0,1).

Prova. A fda de S é dada por

Y - 1 2
P(Sgs):P(l 7§s>:P<Y§—aas+7):<b{—senh(
S0 2 « 2

1

—Qas

)}
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Dai,
. : 2 1
lim P(S < s) = lim ® { —senh Fo8 | ¢

a—0 a—0 o

Observemos que

2

1 1 h(t
lim —senh <§as> = lim §CO8S (26“5)

= lim z i =s, (3.7)

2

senh (%043)
a—0 a—0 %

onde utilizamos a regra de L’Hopital. Pela continuidade da fda da distribui¢cao normal padrao

e usando (3.7), temos
. : 2 1
lim P(S <s) = lim ® {—Senh (—as)} = d(s).
a—0 a—0 o 2

Portanto, concluimos que
D
S =7,

em que Z~ N(0,1) e 2 denota convergéncia em distribuicdo.
|

Veremos agora alguns conceitos necessarios ao entendimento dos resultados que seguem.

Teorema 3.3 Uma funcao duas vezes diferencidvel g(y) € concava se, e somente se, sua
sequnda derivada é menor ou igual a zero para todo y. Se g"(y) € estritamente menor do que
zero para todo y, entdo g(y) € estritamente concava. Contudo, a reciproca nao € vdlida. Se

g(y) € estritamente concava, entdo podemos dizer que ¢"(y) <0, para todo y € IR.

Definigao 3.4 Uma distribuicao com fdp f(y) é chamada fortemente unimodal se g(y) =

log[f(y)] € concava. Uma fungio é chamada estritamente fortemente unimodal se g(y) =

log[f(y)] € estritamente concava.

Observacao 3.1 Se uma fdp € estritamente fortemente unimodal entao existe uma unica
solucao para a equacao de verossimilhanca em relacao ao parametro de locacao
(Lehmann e Casella, 1998).

A distribuicao SN é muito flexivel, podendo assumir tanto a forma unimodal quanto a
forma bimodal. A seguir apresentaremos algumas condi¢oes sobre os parametros, que deter-

minam a modalidade da distribuicao.

Lema 3.1 A distribuicao SN € unimodal para o < 2 e bimodal para o > 2.
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Prova.

Sabemos que os pontos criticos de f(y) ocorrem nos pontos y tais que f’(y) = 0.

0= oo (152 oo 4 [en (252)] ).

1[2 —\1? -
Seja A = —3 {—senh (y 7)] e T = y—a Segue que
o

(07 g

Temos

Fly) = Omf—\/%senh(x)exp(fl)—i—szz—\/%cosh(x)exp {A {—%senh(w)}%cosh(x)}

— agf—\/ﬁ {senh(aj) exp [A (1 — % cosh? x)] } :

Note que f'(y) = 0 somente quando senh(z)[1 — (4/a?) cosh? z] = 0.
Se senh(z) = 0, nada podemos afirmar acerca de a. Supondo senh(z) # 0, temos
/ 4 2
flyy=0 & 1— —cosh’(z) =0
a

& cosh(z) = %.

1. Para a < 2, temos

cosh(z) = % <1
Como cosh(x) > 1, para todo z, temos
cosh(z) =1
ou seja,
T = y—_ 0
o
e, consequentemente,
Yy=".
2. Para a > 2, temos
cosh(z) = exp(z) + exp(—x) _«a
2 2
exp(2z) +1
exp(z)

= exp(2z) — aexp(z) +1=0.
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Chamando y = exp(z), temos

Yy’ —ay+1=0.

Logo,
at+va?—4
5 .

2—4
leog(%j: a 1 )

Afim de verificar se os pontos obtidos acima sao de maximo local aplicamos o teste da

y:

Assim,

segunda derivada. Dai temos

y B 2 1
e ]

T h(z) {A[ ! h(z) cosh(z ”{1 hQ()}
————senh(z) ex ———senh(z) cos — — cos
o?an/2m P oa?

2
= —senh(x)exp{A {—isenh ) cosh(x ]}
o?an/2m oa?

Substituindo y = ~, obtemos
2 1 4 2 (a®—4)
P2 11 d)o 2 e
o?a 2w o o ola21  «@

f"(v) <0 a<2

Note que

Logo, a fdp possui um tinico ponto de maximo em y = v, para a < 2. Portanto a distribuicao

SN é unimodal para a < 2 |

Agora estabeleceremos condigoes sobre os parametros, as quais determinarao se a distri-

buicao é ou nao é fortemente unimodal.
Lema 3.2 A distribuicao SN ¢é fortemente unimodal se, e somente se, a < 2.

Prova. Uma distribuigao é fortemente unimodal se g(y) = log[f(y)] é concava.
Para provar que g(y) é concava para a < 2, mostraremos que ¢”(y) < 0 para todo y.

Temos

o) = log[f()] = log <a02 QW) +log [cosh (y — V)} - %senhQ (y = 7) |

Derivando ¢(y) com relagao a y, obtemos

1 — 4 _ _
gl(y) = — tanh (y 7) - — senh <y 7) cosh (y 7) .
o o oo o o
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A segunda derivada de g(y) em relacdo a y é

J'(y) = %sech%x)—

cosh?(z) —

2
3 = senh”(z)

252

o2

L {sechZ(x) ~ - és)enll?(x)]

o2 o? o?

1 2 4 2 8 2
= — {sech (x) [1 - gcosh (x)] - Esenh (x)} :
em que, x = (y —)/o.
Supondo a < 2, temos

4
11— el cosh?(x) < 1 — cosh®(x) = —senh®(z) < 0

8
—gsenhz(x) < —2senh®(z) <0,

j4 que senh?(x) > 0,V € IR.
Assim, ¢"(y) < 0,Vy e entao a distribuicao é fortemente unimodal.
Reciprocamente, suponhamos a > 2. Para que a funcao g seja concava deveriamos ter

g"(y) < 0. No entanto, para x = 0, temos

4 4
1—§cosh2(x):1—g>0

3
—EsenhQ(x) =0.

Dai,
9"(y) =0,
logo g nao é concava e, consequentemente, a distribuicao nao é fortemente unimodal.

Portanto, se g é fortemente unimodal, entao a < 2. |

Uma importante relagao entre as distribuigdes BS e SN foi mostrada por Rieck (1989).

Adaptamos tal resultado sob o contexto da distribuicao BSG.

Teorema 3.5 Se a varidvel aleatdria X tem distribuicao BSG(a, 5, ), entdo Y = log(X) tem
distribui¢ao SN(a,log(8),1/A).
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Prova. Seja X ~ BSG(a, 3, ) e seja Y = log(X). Temos

Fy(y) = Fx(exp(y)) X :
HIESEEDIL

~ oL e -0} - e A5 - )]
o (1))

Y ~ SN(a,log(B),1/A).

ou seja,

Substituindo A por 1/2 na demonstragao acima, chegamos ao seguinte resultado.

Corolario 3.6 Se a varidvel aleatoria X tem distribuicao BS(a, B), entdo Y = log(X) tem
distribui¢ao SN(a,log(B),2).

3.3 Momentos

Agora vamos obter a funcao geradora de momentos para a distribuicao SN. Usaremos ex-

pansoes assintoticas da funcao geradora para obter aproximacgoes dos momentos.

Teorema 3.7 A func¢do geradora de momentos para a distribuicao SN €

K(a,a™?) + K (b, 04_2)}
2K (1/2,a-2) !

m(t) = exp() | (33)
em que a = (ot +1)/2, b= (ot —1)/2 e K € a fun¢do de Bessel modificada do terceiro tipo.

Prova. Primeiramente, considere a varidvel aleatéria S com distribuicao SN(«,0,1). Entao,

sua fdp é dada por

f(s) = - 2% cosh(s)exp{—%senhz(s)}
- 2 [exms) +2exp<—s>} o {_ag {exp<s> —Qexp<—s>r}
- - 227T [exp(S) +2exp(—8)} exp{_% {exp(%) +eZp(—2s) - 2]}
_ {eXp(s)a* Z’;p(_s)} exp {—a"? cosh(2s) } exp(a?).
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A fungao geradora de momentos pode ser escrita como

Ms(t) = Elexp(tS)] = /OO exp(s)oi—/;_);p(—s) exp[ts — a2 cosh(2s)] exp(a?)ds

exp(a™) /_OO lexp(ts + s) + exp(ts — )] eXp[—Oé_Q cosh(2s)]ds.

a2 0

Usando a mudanca de variavel x = 2s, temos

Ms(t) = % /_ Z exp {@x—oﬁ? cosh(ac)} dx

—1-% /Oo exp {@x —a? cosh(q:)} dz.

Pela Equagao (2.4), podemos escrever

1 [~ 1 1
5/ exp {@m —a? cosh(x)} de =K (%,a‘z)

—0o0

e
1 [ t—1 t—1
5/_00 exp [( 5 ):v - a%osh(az‘)} de =K (T,aQ) :
Numericamente, obtemos
/2 _ 2
K(1/2,a7%) =2 “XQ” o)
Logo, obtemos
K(a,a™?)+ K(b,a™2
(e - Klaa™) + Kha)

oK (1/2,002)
emque a = (t+1)/2, b= (t—1)/2 e K é a funcdo de Bessel modificada do terceiro tipo.
Agora, seja Y = v+ 05, com ¢ > 0. Temos, pela Propriedade (3.1), que

Y ~ SN(a,v,0),a > 0.

Dai,
My (t) = My4,5(t) = E(exp(yt + 05t)) = exp(yt)Mg(ot)
_ K(a,a™?) + K(b,a™?)
= ep(t) 0K (1/2,072)
em que a = (ot +1)/2 e b= (ot —1)/2. [

Observacgao 3.2 Ja foi provado que se X ~ BSG(a, 5, A), entaoY = log(X) ~ SN(a,log(8),1/A).
Logo, pelo resultado acima, a fungdo geratriz de momentos de Y, dada por (3.8), com a =

(L+X)/2N), b= (t—N)/(2)) ey =log(8) ¢
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My (t) = E(exp(tY)) = E(exp(tIn X)) = E(exp(In X")) = E(X"),

ou seja, o t-ésimo momento da distribuicao BS é My (t) com os parametros acima dados.

Os momentos sao obtidos derivando-se a funcao geradora de momentos em relacao a t
e em seguida fixando t = 0. No entanto, para esta distribuicao nao é uma tarefa facil obter
expressoes fechadas para as derivadas. Abaixo, apresentamos expressoes assintéticas para a
funcao geradora de momentos quando « é pequeno e quando « é grande.

Pequenos valores de o correspondem a grande valores do argumento o2 da funcao de Bes-
sel acima. Para um valor alto do argumento, Abramowitz e Stegum (1972, p.378) forneceram

a seguinte expansao assintotica da funcao de Bessel do terceiro tipo:

K(v,z) = exp(—z)\/g {1 + Iu8_z ! + (n _2!1(2;:)2_ %) + } ) (3.9)

em que p = 4v%.

Considerando a variavel aleatéria S ~ SN(«,0,1) e usando os trés primeiros termos da

expansao, temos

1. K(1/2,a7?)
Se v =1/2, entdao pu =1, daf
sQ
K(1/2 -2\ _ 2 m — \/; )
(1/2.07%) = expl(=a7) 575 = L5
2. K(a,a™)
Se v = (t+1)/2, entdo p = t* + 2t + 1. Temos
sa t? 42t 24 2t) (1 + 2t — 8
Klaa?) = V30 [ @12, (@20 +2-8) ,
exp(a~?) 8 128
V5o 20 + 2ta® 4+ 4P — 42 — 16t
= — 2 (1 + a .
exp(a—2) 8 128
3. K(b,a™?)
Se v = (t+1)/2, entao u = t* — 2t + 1. Temos
_ o (t? — 2t) (t? — 2t)(t* — 2t — 8)
K(b 2 — \/; 1 2 4
(b,a”) exp(a—2){ * s * 128 “
VE3a - t2a? — 2ta® N th— 4t — 4t + 16t
= = at b
exp(a~2) 8 128
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Logo,
s 2t2a®  2t* — 8t?
Kla.a?) t Kba?) = V2 [ .
(a,07) + K(b,a™) exp(a—2) + 8 + 128
Assim,
K(a,a™?) + K(b,a™?) t2a?  tt -4,
=1+ + o
2K (1/2,a-2) 8 128

Dai, para Y = v+ 0S5 ~ SN(a, 7, 0), temos que a fungao geratriz de momentos fica dada por

2 2t2 4t4 —4 2t2
My(t):exp(yt){l—i-a 2 +2 ? 044}.

128

Entao

@?o?t? oMttt — 40

M; = 1
) = emon {14 S+ T

+exp(t) a?o’t L 4ot3 — 8%t
e a” .
XPLY 4 128

Substituindo ¢ = 0 na equacao acima, obtemos
My (0) =~

A segunda derivada de My (t) é dada por

2 2,2 444 242
My (t) = vgexp(vt){lvt - Zt ;7 12?” a4}
2y exp(t) {a202t N 4oit? — 802ta4}
4 128
a’o?  120%% —80?

+exp(7t){ 1 + 198 a }

Substituindo ¢ = 0, obtemos
a’o?  alo?

E(Y?) = M"(0) =+ .

Portanto, com esta aproximacao, a média e a variancia da distribuicao SN sao, respecti-

vamente

EY) = (3.10)
Var(Y) = — . (3.11)

Segundo Abramowitz e Stegum (1972), para grandes valores de «, os momentos podem

ser obtidos usando a aproximacao

K(a,a?) =T'(a)2" 'a®, a > 0.

Débora Karollyne Xavier Silva UFCG



43

Usando esta expansao assintotica, temos que a funcao geradora de momentos é

exp(t) {r (” + 1) (aV2)?' 4+ T (1 ;Ot) (aﬂ)”t} <. (3.12)

1
2\/m

Com essa aproximacao, temos

i s {25 1 (5
(avV2)" 4T (“ : 1) o(av2)" 1og<w§>}

e {r ()
_2\1/E exp(ty) {F’ (1 ;at> (aV/2)™7t +T (1 _2”> o(av2)~ 1og(a\/§)} .

Substituindo ¢t = 0, temos

_I_

ISR

N RORIO B

A segunda derivada de My (t), para a aproximacao dada em (3.12), é dada por

o]
st

M0 = go=rtesion {1 (75 ) @vart e (15

. (a\/ﬁ\)/";exp( ){F, (at;—1> ( }
_wwa); 00 fr (1) L (157 o)
(a\f vtexp (1) f o (at+1) o (Ut; ) <af>}
(a\f )"tlog aV/2) exp(ty) ot+1\1
o*(av2)~" e;/p—(tv) {r" (1{075§ 12+ p/> i‘r ( (ozfljg;aﬂ}
N 2 )2 2
o2(ay/2)~7" 13g\j§_ra\/§) exp(ty) {r’ (#) % LT (1 —2 Ut) 1og(@¢§)}.

Substituindo ¢ = 0 na expressao acima, temos

4\F (1> + Tr’ (%) log(av/2) + ;—;F (%) log?(av/2).

My (0) =
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Através de métodos numéricos, obtemos

M(0) = ~2 + 02{2,197543455 — 1, 963510026 log(av/'2) + [log(av/2)]?}.
Logo,

EY) =~
Var(Y) = 02{2,197543455 — 1, 963510026 log(av/2) + [log(av/2)]?}.
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Capitulo 4

Um modelo linear para a distribuicao

log-Birnbaum-Saunders generalizada

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos considerar um modelo de regressao linear para a distribuicao log-
BSG, ou seja, vamos considerar o caso em que uma variavel com distribui¢ao log-BSG possa ser
explicada através de uma estrutura com covariaveis e parametros desconhecidos. Mais preci-
samente, faremos um breve esboco do CDM, obteremos uma aproximacao para as estimativas,
bem como, apresentaremos as medidas: distancia de Cook generalizada e afastamento pela ve-
rossimilhanca usando tal método, com o objetivo de identificar observacoes influentes. Depois
obteremos uma estatistica do teste escore para detectar outliers baseando-se no MSOM. Ainda
nesse capitulo, discutiremos o fato dos parametros de forma e escala no modelo de regressao
log-BSG nao serem necessariamente constantes e obteremos um teste de heterogeneidade para

esses parametros utilizando a estatistica da razao de verossimilhangas.

4.1.1 O modelo de regressao log-linear BSG

O modelo de regressao log-linear BSG tomado por base nesse estudo é dado por
Yi=X/B+e, i=1,...,n, (4.1)

em que os Y/s s@o os logaritmos dos tempos, cada X; contém os valores das varidveis expli-
cativas de dimensao p referente ao individuo 2, B é o vetor de parametros desconhecido a ser
estimado e os erros aleatorios ¢;’s sao independentes e identicamente distribuidos de acordo
com a distribuigdo SN(a, 0, 1/);). Assumimos que os parametros de forma a/s e os parametros

de escala \.s sao desconhecidos e que a; = ae \; =\, Vi=1.... n.
i % 7 3 ) )
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Assim, o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca fica dado por

n

1(0) = nlog <¢%> + zn: log {% cosh[A(y; — uz)]} - % Z {%senh[k(yi - M]}Q

= nlog ( ) + Zlog §in) — Z@Q’

em que &; = (2/a) cosh[A(y; — ;)] e &2 = (2/a)senh|[\(y; — pi)].
Derivando o logaritmo da func@o de verossimilhanga em relacao a o, A e 3;(j = 1, ..., p)

obtemos as fungoes escore, que sao dadas, respectivamente, por

U= 5 = S St - )

- « (6}
=1

_ éz € 1) (4.2)

Uy = % — ; + ; {zizﬁi\ i]] — %senh[/\( 1)) coshA( Mz)]} (yi — i)
o E g §22
- \ ZZI (&1 521512) 1) (4 3>
= G - {—senh mﬂwshwi—w]—iiiﬁ%iéy ST

para cada j =1,...,p.
A estimativa de MV de o? é obtido igualando a expressao (4.2) a zero e resolvendo a

equacao de verossimilhanca. Ou seja,

1 4 .
Ua =0 = 5 g {gsenh%\(yi — [27,) -1 =0

n

4 .
= &= ~ Zsenh2)\(yi — 11;).

i=1
As equagoes 01(0)/0OX = 0 e 01(0)/05; = 0, para j = 1,...,p nao possuem solucoes

analiticas, sendo necessaria a utilizacao de métodos numéricos, tais como Newton-Rapson,
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Escore de Fisher, ou um algoritmo quase-Newton (BFGS), para a obtencao das raizes. Vale
salientar que, nesse caso, nao temos problemas de estimacao.
A inferéncia assintética para o vetor de parametros 8 = (ﬂT, A, )" pode ser baseada na

normalidade assintética do estimador de méaxima verossimilhanca , dada por

A

0 ~ N(p+1)(0, 26’)7

em que Xy é a matriz de variancias e covariancias de 8, que pode ser aproximada pela matriz

de informacao observada [—[(8)]~!, avaliada em 6, obtida a partir de

[ 0%1(0) 0%1(0) 0%(0) T
agagT J0BON 0B«
_ _ () o%1(0) 0°1(0)
0000" oNoBT  0N* 0N«
82() 0*1(0) 9%1(8)
L 00" 0adX 90 | ,_,

[ 2XTVX XTg —\XTh
= g'X o 2h' (Y — p) :
| —20R'X 2(YT —pT)h ) b
em que
5 = B — 3D i senh? [Sx(yZ - ﬂl)} :

§ =2+ 300, {seeh?Aw: — )] — & coshi2A(y — )] b (s — )%

h = (hi,ha,... ), com hy = Zsenh[2\(y; — f1)]; ' = (91, G2, -+ + ), com

g; = {% COSh[Zj\(yi — [1;)] — sech [S\(yz ,ul)}} My — fu;) + Gh; — tanh[;\(yi — ;)] e
d A(

)
iag (01, Da, -+ ,0p), com 0; = sech? [A yi — [1i)] — % cosh[QS\(yi — f;)].

No Apéndice B encontram-se calculos mais detalhados para a obtengao da matriz l(é)

4.2 Analise de diagndstico

Fundamentaremos esta se¢ao no estudo feito por Xie e Wei (2007), adaptando-o para o

modelo de regressao log-linear BSG.

4.2.1 Diagnésticos de influéncia baseados no CDM

Delecao de casos é uma aproximacao comumente usada para estudar o efeito da retirada

da observagao i do conjunto de dados. O CDM para (4.1) é dado por

V;=X/B+e¢, j=12...,n j#i, (4.5)
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o qual representa o modelo original sem a observacao i. Para este modelo, o logaritmo da

funcao de verossimilhanca de 6 é denotado por [(;(@) e é dado por
& 1
10(6) = (0 - log (2= + Zlogsﬂ IR

Seja é(i) = (Bg), S\(i),d(i))T o estimador de MV de @ baseado em [;)(@). Para avaliar
a influéncia da observacao ¢ na estimativa de MV de 0 = (BT, 5\, &))", deve-se comparar a
diferenca entre 9(i) e 6. Sea delecao de um caso influenciar, seriamente, as estimativas dos
parametros do modelo, mais atencao deveria ser dada ao caso deletado. Logo, se 9(i) é distante
de é, entao o caso ¢ ¢ considerado uma observacao influente.

Observe que é necessario obter é(i) para todos os casos, implicando em um processo com-
putacional pesado, principalmente quando n é muito grande. Por isso, a seguinte aproximacao

de é(i) ¢ geralmente usada para reduzir tal processo (ver Cook e Weisberg, 1982, p. 182):

01y = 0+ [-(0)] i1 (0). (46)

em que
. o01(0
00 |o:é € (0) 8080T‘00

Teorema 4.1 Para o modelo de regressao log-linear BSG em (4.5), a relagao entre os esti-

madores dos parametros no modelo dos dados completos e no modelo com o caso i deletado
pode ser expressa por

~1 N N ~ ~ -

Buy = BHMXTAX) ' Xf; — eri(yi — i) + éN" + fili;

~ ~ ~nT ~ ~

Ny = A+ Xif —ari(y — fu) + ar " + bi;

~aT ~ ~
Gy = a4+ A3 Xifi — éri(yi — ) + A~ + di,

em que . -
A=\ —ci—cy—c3—cy, com ¢; = AdggT , Cg = %/%AhgT, c3 = M ecy = M5
54 — i 55 — i 54 — i 55 — i

=16 —ah X(XTVX)IXTh); b=+ (—k— 24719  X(X VX)X h):
=7~k -2V R X(XTVX) ' XTg); d=7"(7 - A2 X(XTVX) ' XTg);
7= (4 X—WTX(XWX) 1XT)(6 —4h' X(XTVX)'XTh)

(/%+2)\ X (XTVX) X Tg)2;
i=2h' Y =) Y = (1,92, ), o=XB; 7 =& — gl—j» =14 -1
e=A2(XTVX) (QAXThc ~XTga); f= \2XTVX) (20X Thd — X gb);
i = (09T X +28AR X)(XTAX) T G = (kg7 X + 294 X)(XTAX) !
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Prova. Ver Apéndice B. |

Através do Teorema 4.1 podemos ver diferencas entre as estimativas com e sem o caso
deletado e obter medidas de diagndstico, baseadas em delecao de casos, para avaliar as ob-

servacoes influentes em modelos de regressao log-linear BSG.

4.2.2 Distancia de Cook generalizada

A distancia de Cook generalizada (GCD) é definida como a norma padronizada de 9(1) -6

dada por

A A A

GCD = (01 — 0)" M (6 — 6), (4.7)

em que M é uma matriz definida nao negativa, a qual mede a combinacao ponderada dos
elementos para a diferenca é(i) — 6. Cook e Weisberg (1982) consideraram varias escolhas
para M. Uma escolha comumente usada ¢é a informacao observada M = —l(@) Substituindo
ézi), dado em (4.6), e M = —i(6) em (4.7), obtemos

GCD = {[~i(6)] "iw(0)} " [~L(O)][-i(B)] "i((8)
= [lw@)]{[-1(O)] '} (8)
= [iw(@)]"[-(8)]"1:(8). (4.8)

Multiplicando liy(0)]7 por —1(0)] Y (0 , onde estas quantidades ja foram obtidas
(i) (i)

na prova do Teorema 4.1, obtemos

~ T N ~ ~ ~
—AX7; MXTAX) ' X7 — éfi(yi — fu) + e~ + fi
" AT A A
—1); N xR - eri(yi — fii) + eA 4 diy

= {=AXFHINXTAX) T X — eri(ys — ) + e + fil
R 2aT ~ A N - 2 A
{7y — fu) = AN Xafy — ari(yi — ) + aA™ + b
AT N an N A% — 5 A
—A[Ag Xifi — ei(yi — i) + eX~1 4 dij]}
em que 7;, 7, fl, a, I;, ¢, d, é, f, %e_}' sao dados no Teorema 4.1.
q U,

E frequente considerar a influéncia do caso i nas estimativas dos parametros «, A ou 3.

Entao, por (4.7), a GCD para cada parametro é definida como
GCD(B) = {la(8) T {(1,,0,0)[~1(8)]7"(1,,0,0) " }iiys(6) o,

GCD(N) = {I)A(6) T{(0,, 1, 0)[=1(B)] (05, 1,0) " }(a)a(8) .
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GCD(a) = {l1a(0) T{(0,, 0, 1)[~1(8)] (0,0, 1) "H(a(6) o,

sendo
gy~ @ (0) vy 9w (0) oy 9o ()
l»B(0) = W’o:éﬁ lAO) = T\e:iﬁ (»(0) = 8—04'9:@;
I,, a matriz identidade de ordem p;
0, a matriz nula de ordem p;
0=(0,---,0)T el=(1,---,1)".
Portanto,
GCD(B) = —NX[PH(XTAX)'X;;
GCD(N) = —[ii(y: — ) — AP
GCD(e) = —#%d.

Os valores de GCD(3), GCD(A) e GCD(«) revelam o impacto do caso i nas estimativas

de B, )\ e a, respectivamente.

4.2.3 Afastamento pela verossimilhanca

Outra medida conhecida para a avaliar a diferenga entre 0 e é(i) ¢ o afastamento pela

verossimilhanga (Cook e Weisberg, 1982) dada por
LD = 2[1(6) — (). (4.9)

Podemos aplicar diretamente o Teorema 4.1 para calcular a medida em (4.9). Substituindo

(4.6) na expressao (4.9), obtemos a aproximacao
LD = 2{i(6) — (6 + {~1(6)} "1 (8))}.

Além disso, podemos calcular também @j — Bj(i), para j = 1,...,p para obter a diferenca

entre B e B(i), assim como \ — 5\(1») e & — Q).

4.2.4 MSOM e teste para outlier

De acordo com Xie e Wei (2007), o CDM ¢ a base para a construcao de estatisticas de

diagnoéstico efetivas. Outro modelo de diagndstico comumente usado é o modelo de outlier

MSOM, definido como

_\T - D JF
{Yj_XjﬂjLej, j=1,...,m j#i (4.10)

Vi=X/B+v +e,
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em que v é um parametro extra usado para indicar a presenga de um outlier (Cook e Weisberg,
1982, p.20). Obviamente, se o valor de v é diferente de zero, entao o caso i pode ser um outlier,
pois nao é proveniente do modelo original (4.1).

A partir do MSOM em (4.10), podemos considerar um teste de hipdteses para identificar

os outliers. Considere as hipoteses
Hy:v=0 contra H;:v#0. (4.11)

Se H, for rejeitada, entao o caso ¢ é um possivel outlier. O teorema a seguir nos fornece

uma estatistica escore para este teste.

Teorema 4.2 Para o MSOM (4.10), a estatistica escore para testar as hipdteses dadas em

(4.11) ¢
SCi={rip;'}g, i=1,...,n,

em que
(e i i wi (g —X ] wi(y—XT
pi = [ X (XTAX)™' — MZT + qi]T]uiXZ- — ;X e— Ma + QiC]M
u; i—XiT 2
+ [UiXZ‘T.f - ub + Qid]%‘ - Uiy G = —ﬁ)\(fnfm)e, Uy = a%?l - ( 1'21 + 51’22))\2 €

ri, A, t,7,e, f,a,b,c,d sio dados no Teorema 4.1.

Prova.
Ver Apéndice C.

4.2.5 Teste de heterogeneidade dos parametros

No caso do modelo de regressao log-linear BS, Rieck e Nedelman (1991) assumiram que o
parametro de forma « é independente do vetor explicativo X;, isto é, a; = a parai=1,...,n.
Galea et al. (2004) também mencionaram esse problema e assumiram a homogeneidade do
parametro de forma em suas discussoes. Contudo, essa suposicao precisa ser verificada. Neste
sentido, Xie e Wei (2007) propuseram um teste de hipdteses para verificar a suposigao de ho-
mogeneidade do parametro de forma. Para o modelo log-linear BSG, também consideraremos
testes dessa natureza tanto para o parametro de forma quanto para o parametro de escala, e

para ambos.
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I- Teste de heterogeneidade do parametro de forma

Suponhamos que o modelo homogéneo (4.1) seja modificado da forma

}/;:XT 2 .:]-a"w
{ Bt i " (4.12)

€; NSN(OQ?Ovl/)‘)v Q; = amy, m; :m(Xi7w>7

em que « é o fator do parametro de forma com uma func¢ao peso m(X;, w), e w é um vetor
paramétrico de dimensao ¢ para indicar a heterogeneidade do parametro de forma. Estamos
assumindo que existe um unico vetor wy de w tal que m(X,;,wy) = 1 para todo i. Assim, o

teste de heterogeneidade para o parametro de forma é equivalente testar as hipdteses
Hy:w=wy contra H;:w # wy.

De (4.12), podemos obter a estatistica razao de verossimilhangas para o teste acima. Note
que, neste caso, w ¢é o parametro de interesse e 3, A e a sao os parametros de perturbacao.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca para o modelo (4.12) fica dada por

[(8) = nlog ( ) + Zlog &in) — 2522,
em que agora
1 = (2/amy) cosh\yi— X B)] © & = (2/amy)senh[A(yi— X7 B)], com 8 = (w”, 87, \,a)".

Seja 0 = (G)T,BT, A\, a)' a estimativa de MV de 0; m; = m(X;, @) e 0 = (@S—,B

a estimativa de MV de 0 sob H,. Entao, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3 Para o modelo (4.12), a estatistica da razao de verossimilhancas € dada por

o n (0 T3 %
LR = nlog AN Toa M | Mg = H COSh[i\(yl er?)]mi_l
)\ a2 i1 COSh[)\(yi - Xi 6)]

Prova. Ver Apéndice D. |

1I- Teste de heterogeneidade do parametro de escala

Agora, suponhamos que o modelo (4.1) é modificado da seguinte forma

}/;:XT 2 .:]-a"w
{ iBten 1 " (4.13)

€; NSN(OJ,O,l/)\Z), Yy :Ani, n; :’I”L(XZ',(U),
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em que A é o fator do parametro de escala com uma fun¢ao peso n(X;,w), e w é um vetor
paramétrico de dimensao ¢ para indicar a heterogeneidade do parametro de escala. De forma

analoga ao caso I queremos testar as hipdteses
Hy:w=wy contra H;:w # wy.

Neste caso, o logaritmo da funcao de verossimilhanga para o modelo (4.13) fica dada por

n

Zlog(””) Zlog (€n) — 2512,

em que
&1 = (2/a) cosh[Mn; (yi— X B)] e & = (2/a)senh[\n,(y;—X [ B)], com 8 = (w',B", )\, a)’.

Seja O = (GJT,BT, X, @)7 a estimativa de MV de 6; 7, = n(X;,@) e 0 = (&J,BT, A, a)’

a estimativa de MV de 0 sob H,. Entao, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4 Para o modelo (4.13), a estatistica da razao de verossimilhancas € dada por

. )\nl a2 . mo] = COSh[S\ﬂi(yi - X:B)}
= 15 o= [T

Prova. Ver Apéndice E. [ |

I1I- Teste de heterogeneidade dos parametros de forma e de escala simultanea-

mente

Para este caso, consideremos o seguinte modelo

YL:XT 1) .:17"'7
{ Bt " (4.14)

€; ~ SN(OZZ',O, 1/)\2), a; = amy;, )\7, = )\ni, m; = m(X,,w) en;, = n(X“’ﬁ),

em que « e \ sdo os fatores dos parametros de forma e escala, com fungoes peso m(X;, w) e
n(X;,9), respectivamente. Os vetores w e ¥ de dimensao ¢ indicam a heterogeneidade dos

parametros de forma e escala, respectivamente. Neste caso queremos testar as hipoteses
Hy:w=wp9 =199 contra H;:w # w1 # .

Neste caso, o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga para o modelo (4.14) fica dada por

Zlog( ) Zlog £i) — Z 2,
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em que & = (2/am;)coshhn;(y; — X[ B)] e & = (2/am;)senh[An;(y; — X B)], com
0= (wT,@T,BT,)\,a)T.

Seja 6 = (&T,@T,BT, S\,d)T a estimativa de MV de 0; m; = m(X,;,®) n; = n(Xi,1~9) e
0 = (LZJOT, @J,BT, 5\, &) a estimativa de MV de 0 sob Hy. Entdo, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5 Para o modelo (4.14), a estatistica da razdo de verossimilhancas € dada por

B - S\ﬁiQézQ o Cosh[S\ﬁi(yi — XZTB)] ’
LR = {log [H ( 5\2&2 mm)] } s My; = [Tﬁlcosh[j\(yl ~ X:B)]

i=1

Prova. Ver Apéndice F. |

4.2.6 Aplicacao

Consideremos o conjunto de dados de fadiga biaxial relatado por Brown e Miller e ana-
lisado no contexto do modelo log-linear BS por Rieck e Nedelman (1991); Galea et al. (2004)
e Xie e Wei (2007) referente ao ciclo de vida de um pedago de metal até a ocorréncia de
falha. A variavel resposta N é o nuimero de ciclos até a falha e a variavel explicativa W é
o trabalho por ciclo (mJ/m?). Foram consideradas 46 observacoes. Consideremos o seguinte

modelo log-linear

em que ¢; ~ log — BSG(a,0,1/)). As estimativas de MV obtidas foram By = 12,2229,
B = —1,6641, & = 2,2676 e \ = 2, 1435.

Por meio de alguns célculos, obtemos os residuos ¢; = y; — y; e R, =2x a~senh(¢;/2).
Com o objetivo de verificar a existéncia de observagoes extremas, bem como detectar possiveis
afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, apresentamos na Figura 4.1 o gréafico dos
residuos R; contra os valores ajustados e o grafico normal de probabilidade dos residuos R; com
os envelopes gerados. Como podemos notar na Figura 4.1(a), nao hé presenca de observagoes
extremas e nem indicacao de tendéncia sistematica. Através do grafico de envelopes, Figura
4.1(b) percebemos que nao hé indicios de afastamento da suposi¢cao de que os erros tém

distribuicao log-BSG.

Diagnéstico de influéncia baseado em delegao de casos

Nesta secao calculamos as medidas, GCD e a estatistica escore SCi apresentadas nas

Secoes 4.2.2 e 4.2.4, respectivamente. Os resultados de influéncia estao apresentados na Tabela
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Figura 4.1: grafico dos residuos R; contra os valores ajustados (a) e grafico normal de proba-

bilidade dos residuos R; com envelope gerado (b).

4.1, bem como ilustrado através da Figura 4.2. Como podemos observar os casos 4, 5, 12, 32
e 46 sao os mais influentes, o que coincide com os resultados apresentados por Galea et al.
(2004) e por Xie e Wei (2007), os quais fizeram andlise de diagndstico, baseados nos métodos
de influéncia local e delecao de casos, repectivamente, para o modelo log-linear BS.

Disponibilizando os resultados da estatistica SC; na Figura 4.3, onde podemos perceber
que nenhuma observacao foi detectada como outilier.

A Tabela 4.2 apresenta as estimativas dos parametros para os casos em que cada uma das
observacoes mais influentes foram eliminadas. Podemos notar que as observacoes 4 e 46 sao
as que mais causam mudancas nas estimativas de By e ;. Além disso, a observacao 4 causa

um maior impacto nas estimativas de a e .

Teste de heterogeneidade do parametro de forma

Como ja mencionamos, Rieck e Neldeman (1991) e Galea et al (2004) assumiram a
homogeneidade do parametro de forma no modelo de regressao log-linear BS. Xie e Wei (2007)
verificaram a veracidade dessa suposicao para os dados de fadiga biaxial. Agora analisaremos
se essa suposicao continua sendo valida para o modelo de regressao log-linear BSG para o
mesmo conjunto de dados. Aplicando os testes apresentados na Secao 4.2.5, considerando

m; = m(X;,w) = X¥ en; =m(X;,9) = X

)

com o proposito de facilitar o teste e usando
o resultado que a distribuicao assintotica do teste da razao de verossimilhancas segue uma

distribuicao qui-quadrado com ¢ grau de liberdade, em que ¢ é o ntmero de parametros
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Tabela 4.1: diagnodstico de influéncia baseado no método de dele¢ao de casos

i GCD(B) GCD(a) GCD(\) GCD i GCD(B) GCD(a) GCD(\) GCD
10,0000 02132  0,0888 0,0419 24 0,0000  0,1097  0,0844 0,0071
2 00587  0,1715  0,0449 0,1260 25 0,0163  0,0787  0,0083  0,0428
3 00071 00010 00224 0,0334 26 0,0002 00687  0,0728  0,0039
4 06148 49839 56206 2,1261 27 0,0000  0,1803  0,0907  0,0250
5 02554 19269  1,6389 05749 28  0,0015 00211  0,0471  0,0075
6 00087 00021 00093 0,0290 29 0,0000 02171  0,0884  0,0429
7 00036 0,000 00288 0,0151 30 0,0002 00748  0,0750  0,0040
8 00215 01061 00172 00550 31 0,0137  0,0288  0,0332  0,0676
9 00000 0,1744 0,907 0,0246 32 03714 35247  3,6045  0,9095
10 0,0073  0,0071  0,0047 0,0459 33 0,0000 01047  0,0833  0,0064
11 0,0003  0,0622  0,0702 0,0039 34 0,0000 01935  0,0902 0,0304
12 0,2022 28387 27235 04500 35 0,0000  0,1927  0,0903  0,0328
13 0,0000  0,1286  0,0876 0,0108 36 0,0000  0,1289  0,0876 0,0103
14 0,0000  0,2027  0,0897 0,0350 37 0,0000 02170  0,0884  0,0441
15 0,0000  0,1733  0,0907 0,0225 38 00061 0,017 00243 0,0185
16  0,0000 02157  0,0885 0,0433 39 00589 02397  0,0805 0,1016
17 0,0011  0,0232  0,0487 0,0060 40 0,0040 00114  0,0382  0,0206
18 0,0000 02130  0,0888 0,0405 41 0,0000 02194  0,0881  0,0447
19 0,000l  0,0898  0,0796 0,0048 42 00004  0,0735  0,0745  0,0042
20 0,0001  0,0740  0,0747 0,0040 43  0,0002  0,0894  0,0795  0,0050
21 0,007 00328 00553 0,0054 44 0,0000  0,1164  0,0856  0,0083
22 00176  0,1252  0,0244 0,0870 45 0,0000  0,1111  0,0846  0,0073
23 0,0000  0,1832  0,0906 0,0261 46 04121  1,3300  0,9990  1,1113

testado na hipdtese nula, chegamos aos seguintes resultados:

e Para testar a heterogeneidade do parametro de forma, obtivemos LR=1,4140 com 1 grau

de liberdade o que nos leva a um nivel descritivo (p-valor) de p = 0,2344. Ou seja, nao

rejeitamos a hipétese Hy ao nivel de 0,05 (5%).

e Para testar a heterogeneidade do parametro de escala, obtivemos LR=1,0961 com 1 grau

de liberdade o que nos leva a um nivel descritivo de p = 0,2951. Ou seja, nao rejeitamos

a hipdtese H, ao nivel de 5%.

e Para testar a heterogeneidade dos parametros de forma e de escala, simultaneamente,

obtivemos LR=1,4814 com 2 graus de liberdade o que nos leva a um nivel descritivo de
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Figura 4.2: graficos de GCD-a, GCD(f)-b, GCD(a)-c ¢ GCD(A)-d contra os indices das

observagoes.

Tabela 4.2: estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros com o caso indicado eli-

minado

Caso eliminado & A Bo Bl

Nenhum 2,2676 12,1435 12,2229 -1,6641
4 3,0455 2,6831 11,9747 -1,6044
5 2,0512 2,0621 12,3690 -1,6998
12 2,1205 2,1170 12,2970 -1,6788
32 2,2183 2,1934 12,1160 -1,6249
46 2,3857 12,2633 12,4276 -1,7305

Débora Karollyne Xavier Silva

UFCG



o8

SC
0.10 0.15 0.20
1 1 1

0.05
1

]
T T T

T T
0 10 20 30 40

0.00

Observagoes

Figura 4.3: grafico de SC; contra os indices das observagoes.

Tabela 4.3: valores de LR baseados na exclusao dos casos indicados

Caso deletado LR

Nenhum 0,3716
4 0,6961
) 0,7793
12 0,4988
32 0,1625
46 0,1205

p = 0,47684. Ou seja, nao rejeitamos a hipétese Hy ao nivel de 5%.

Assim, concluimos que o modelo (4.1) estd adequado para os dados de fadiga biaxial.

A fim de estudar o efeito dos casos mais influentes na estatistica LR, eliminamos cada uma
das observacoes 4, 5, 12, 32 e 46, e observamos a diferenca entre os valores da estatistica com
o conjunto de dados completo e com uma dessas observagoes eliminadas. Os resultados sao
apresentados na Tabela (4.3). Podemos concluir que existe alguma influéncia nos valores de
LR quando a observacao mais influente é excluida, porém todos os valores de LR s@o menores

que o valor critico do teste x? ao nivel de significancia 0,05.
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Conclusoes

Neste trabalho discorremos sobre as distribuigoes Birnbaum-Saunders classica, Birnbaum-
Saunders generalizada e senh-normal e apresentamos a relacao existente entre elas, bem como
as principais propriedades de cada uma. Destacamos a importancia das medidas de diagdstico,
bem como do teste de heterogeneidade propostos por Xie e Wei (2007) para o estudo dos
modelos de regressao log-linear BS e estendemos tais resultados para o modelo de regressao
log-linear BSG. Na aplicacao, observamos que todos os resultados apresentados estao de acordo
com os apresentados em Galea et al (2004), que utilizaram métodos de diagnéstico baseados
em influéncia local e assumiram que o parametro de forma era homogéneo.

Como trabalhos futuros deixaremos a proposta de realizar uma anélise de residuos e

desenvolver um modelo de regressao para modelar também os parametros de forma e escala.
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Apéndice A: Derivadas de primeira e

segunda ordens do Capitulo 2

Nesse apéndice vamos fornecer detalhes para o cdlculo da funcio escore com relacio & ' =
(o, A\, B), bem como das derivadas parciais de segunda ordem do logaritmo da funcdo de
verossimilhanca a fim de construir a matriz de informacao observada de 8" = (a, 3).

As derivadas de primeira ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanca também cha-
mada de funcao escore sao dadas abaixo com relacao a «, [ e 7, respectivamente.
0l(9)

* Vo= (36!

0
Ua—a—

nlog;+n10g VT QQZZU —Zlogt —1—ij

2
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Uy = ——Z(—Q)\t?ﬁ_”_l~|—2)\t7”52* 1 i 5~ )

2 J _ X
i CEC

60



61

Os célculos das derivadas de segunda ordem com relacio & 87 = (o, B) sao dados a seguir.

. 9%1(0)
* Laa= oa?
. o 3 n tj 2\ 5 2X
foe = TN [(5) (7)) -2
n 3 —
j=1
) 9%(0)  0) .
i, = . .y
® M T 5008 T 9Ba | Pe

z [< >” m
: z”;lu ONGEO)

- 50;. Z Wil
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Apéndice B: Prova do Teorema 4.1

As derivadas de segunda ordem de [(0) sdo dadas a seguir.

21() 0 |4 2 n

50 = da {07 2 senli® Py = )]l = 5
12 & 5 n
=~ ;:1 senh” [M(y; — pi)] + o]

=9

PUO) O 14
S = 5 ; {—a + Esenh Ay — ,uz)]}

n

= Z isenh[)\(yi — pi)] cosh[A(y; — pa)] (yi — 14)

— o3
=1
n

- Z isenh[2>\(yi — 1) (yi — )

a3
=1
= 2T (Y — )
0°1(9) 0 <~ 4
g = 2 .~ ] cosh s~ AX,
08
— Z _gsenh[)\(yi — )] cosh[A(y; — )] A X
=1
= 4
= Z —Esenh[2)\(yl - ﬂz)])\Xl
=1
= —2)\h'X
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9%1(0)
oroB"

9%1(0)
08"

021(6)
N2

23 { Zseni2atu = ] - tehlA s — ] A,

Z {% cosh[2A(y; — )] — sech®[A(y; — Mz)]} Ayi — 1) X

Z {%senh[%\(yi — pi)] — tgh[A(y; — Mz)]} X,
g_TX
_ 8‘% > {%senb[%\(yi )] — tgh[A(ys — m)]}AX !
= Z {sech2[)\(yi — /1/@)] — % COSh[Q)\(yi — ,ul)]} )\QX;-FXi
— A;XTVX
5+ o 3o iAol = Zpsenbi2Aws — ]} - )
_% + Z {sech2 Ay — )] — - cosh[2\(y; — ﬂz)]} (yi — i)

Entdo a matriz de informacao observada —I() ¢ dada por

91(6)

iy~ _218)
)= ~2600"

[ 0%1(0)

0%1(0)

9%1(6) T

0898 "
d%1(0)

IBIN
0%1(6)

0B«
0%1(0)

INB |
821(6)

I\2
0%1(0)

OO«
0%1(0)

L 9008’

JaO

[ 2XTVX

oo’

0=0
—22X"h

XTg
= -] g'xX v 2h" (Y — p)
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As derivadas de [;(0) em relagao a 6 sao

l;(0)
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= a5 2 senh’A(y; — )] — "5

Débora Karollyne Xavier Silva

UFCG



65

alz 0 n senh i —
A A5 {seny, — )] coshiAy; — )] — B X
o) n
OLO) st o {tehMy — )] — cesenhiN(; — )] coshi(; — )]} (0 — 1)
Sendo ) )
S = o cosh[A(y; — ;)] e &o= asenh[)\(yi — 1)l (4.16)
temos
ol(9) _ 0l;(9) n 1, 1
O O o o’
ole)  0l(0) i 1
a)\ - a)\ + (y’L — M ) gﬂ - €z1£z2 )\7
oue) _ dlw(0) &2
- 521512
op B &
Como %j)} =0, %‘9 e@l@(ﬂ@)‘ = 0, temos
Ol(0) 1 1 .
Do |é -\ 551'22 o = —7i;
;) (9) ( &2) 1 o1
P 1S Hn— =~ =7T; — W) — <5
I\ s (i — i) | €indio — € F 3 (yi — f1s) 3
ol ) (0) gz N ~
“og o = X (gj @-1@-2) o = —(AX7).
Portanto,
51 (6) —AX 7,
Q) = ZD\T) | s 1
@(0)=—pglo=| 7ilv: - /:cz) 3
M
Substituindo na equacao (4.6), temos
. -1 .
B’ NXTVX XTg —2)\XTh —\X 7
~1 ~ A
=1 A || 9'X ¢! 2h' (Y — p) | Ry =) - §
é —2\h'X 20YT —pu")h ) b —;
Célculo da inversa de [(6):
R B B . Bll B12
Sejam () = B = oo (@) '=B"1= . Denotemos
321 ng BQI 822
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A 1 5 —k g’ X
NXTVX - [ XTg —20XTh |—— o 97
0y —R2| -k ¥ —2\h X

{
{
{
{

~T -1
R X
[ XTgé+ 23X Thi —XTgi—25xThy ]| 95
7—/{2 —2\h X

-1
[XTgégTX—l—2/\XTh 3TX 20XTgihh' X +432XThih' X ]}
— H

R R N . A A —1
20 gag 2\hig"  2\ghh  +4N2RAR N
A — R h—R2 64— A2 04 — R2

= (XTAX) ! )ty
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_ _S\—Z(XTVX)—l[XTg —QS\XTiL }BQQ

S

a

= AXAXTVX) —XTg 20X Th ] [ ) d]
C

= A2XTVX) ' 20X The — XTga 20AXThd — XTgb ]

= [é }]pw
~ A~ -1 ~T
X
B* = —BiByBt=—|" " 9 B
2 L 5 —25h' X
1 [ 6 -& g’ o
=~ o T | (XTAX)T
Yo —R* | =R 7Y —2\h X
- 1 [ (37X +280h" X)(XTAX)!
40 —R2 | —(hg"X +29Ah X)(XTAX)™!

AT
(]
J 2%

P

Substituindo na equagao (4.6), temos

(XTAX)_l e f _5\Xi7:i
ézz) = é - 'I:T a b f’z(yz — /ALZ> — %
jT c d N —17;

0=0
Portanto, as aproximacoes para os estimadores de cada parametro sem a i-ésima ob-

servacao sao dadas por

~1 A ~ N ~ ~
B = B+MXTAX) ' X — ey — fu) + e\ + fi;

A AT . . . o .
d(li) = a+A\j X — ey — fli) + AT+ diy.
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Apéndice C: Prova do Teorema 4.2

Sejam 6, = (BT, A a)l e By =v. A fim de obter a estatistica do teste de escore para testar a
hipétese Hy : 82 = v = 0, precisamos encontrar as derivadas de segunda ordem de [,,,;(@) sob
H,. Para o parametro 6, = (,BT, A\, )", as derivadas foram encontradas na demonstracio do
Teorema 4.1.

Para o modelo MSOM (4.10), o logaritmo da fungao de verossimilhanca pode ser escrita

COo1mo

A " 1 o - 19
lmz<0) = nlog —) + Zlog gjl — 5 25]22 + IOg &1 - 56%2

J#i J#i

A - 1 — - 1-
+ log (—> + Zlog §i1 — 3 25]22 +log&in — 5&'22
i i#i
A . 1< A 1
= —1log| —= | + » log&i— = 5 +log [ —= | +logé& — =&
= [;(0)+1o ( A )—i—lo E1 — 15_»
- 1 g \/% g 721 2 2 )
em que & = %cosh[/\(yi — XzT,B — V)], &= %Senh[/\(yi — XZT[S —v)].

As derivadas de [,,,;(€) com respeito a 85 sob Hy sao dadas, respectivamente, por

85 >‘g = (&1&2 - §_j> >\|@

~

= Ami(ﬁ')g;
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L) 4 25 T 2[5 Bl A
O, 4 fethn KTt T}
N cosh?[ A (Y — X@TBAmz)] - SenhQ[?\mi(%’ = X B A2
cosh? [ Ami (i — X Brni)] "
A2
~ cosh? Pmi (i — X:Bmz)]
4)\%” 2 N T % 2 )\ T 3
- = {senh [Ami(yi — X Bmi)] 4 cosh[Ami(y; — X, 5"11)]}
ANZ
= e (&4 + ) A
meStl
= (ui)p;
8217,%(0) T
— . AX' 5
o 1o~ (1e X1
011 (6) L Th
Goon o= ~(ox (i = X D)
9%1,ni(0) 8 ¢ 3 T3 ) T3
Ovda |é N _aTmi)\mi cosh[Ami(yi — X Bni)Jsenh[Ami(ys — X' Gmi)]
2 .
= (q)s-

Entao a matriz de informacao observada —[(0) avaliada em 6 pode ser obtida por

[ 0%(6) 0%(6) 0%(0) 02%(0) T
9pBoB" 9BON 0BOa OBV
o%1(0) 0%(0) 0%(0) 0%(0)
i oN3T 0N OXda  ONOv
o%1(0) 0%(0) 0%(0) 0%(0)
dadB"  OdadX  Da?  dadv
o%1(0) 0%(0) 0%(0) 0%(0)
| ovoBT  Oovox  dvda  Ov?

1 6=0
[ 2 XTVX XTg —AXTh w; X
B g' X ~y 2h' (Y — XB) -\ lu(y; — X[ B)
a —2MRTX 2YT—B8TXTh 5 g
w X, N u(y; — X[ 8) G u;

0=0
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Particionemos —I(8) e —~1(0) de acordo com os pardmetros 6 e 6, da seguinte forma

o A A . . All A12
_i(g) = 11 A1z ) = ’
A21 A22 A21 AQZ
onde
[ X TT Y XTg —2\XTh
Aw = —| a'x g %' (Y - XPB) |
3R X 2AYT =B XT)h o
[ 0 X,
Ap = — —A_lﬁi(yi—X:B) )
_ i
Ao = [ aX] Ay -XTB) a
Ap = =[],

Entao a estatistica escore para a hipdtese Hy : v = 0 é (Cook e Hinkley, 1974)

s - { (20 (i) )

Calculo de A??

Temos
A? = [ Agy — A21A1_11A12 ]71‘
Dai,
u; X
(A2 = —[wX] ANy - X[ B) 6@ AT | ANy — X B) | —
qi
(XTAX)™ e f 0 X
= [aX] _m(yi—XX? B 6 ;! a b _aZv(yi—XXZﬁ) — 4
i e d g
. (i — X 8) .
— [AZX;F(XTAX)—I U(y _ 7,/6) T_i_qAZJT],LZZXl
\Ytr — XT : \Yir — XT :
A A
oy — X .
+ [le;r.f_u<y 5\ Zﬁ)b—i_Azd]Az_ Az
= ji
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Substituindo os resultados obtidos em (A3), temos

SCi = {rip; '}e-
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Apéndice D: Prova do Teorema 4.3

A estatistica da razao de verossimilhancas é dada por

LR = 2{1(6) — ()},

~ 5 ~T ~ B
em que @ = (&', 8 ,\ &)’ a estimativa de maxima verossimilhanca de 6; 1m; = m(X;,&) e

0 = (GJOT, B A, @) a estimativa de méxima verossimilhanca de @ sob Hy. Assim
LR = 2{1(6)—1(6)}
= 2 { [nlog)\ + Zlog@l —3 251‘22] - [nlog)\~|— Zlogfil —3 Z 32] } .
i=1 i=1 F i=1 i=1 P

Temos que

4 & <
V2= — h? [\ (y; — fis
o nzkw Ayi — fiq)]
S LA — i)

zlm

em que p; = X iTB. Combinando as expressoes acima obtemos

A - 2 1 4
LR = 2nlog—++2 lo cosh|A(y; — ;)] — senh2 A i
83 {Z}g My = )] =5 D Ay uﬂ}

am;

=1

+ 2 {Z —log g cosh[\(y; — )] + % Z %senh2 Ay — )] } A

i=1 =1

A 2 2
= 2<nlog—~+ nlog— - nlog— - logm; + log cosh|A i)la
foos o+ 3 oo )

=1

2{Zlogcosh[)\ Wi)lg — AQZSGHH 1) }

n

4 1
=3 —senh? Ay — pu)lg
=1 ?
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A~ n n hA o )
nlog ;\(f —Zlogﬁzﬁ-Zlog cosh[Ay: — 141)lg —i—g— g}
— i N

«

= 2

A ¢ cosh[A(y; — pi)lg

= 2q¢nlog—+ lo

®3a ; ® cosh[A(y: — 12)

Ay " cosh[\ }

( .
nlog — + log
Aa 11 cosh[A(y; — i)l

Qa
nlog {\(jé + n logH cosh{A(y: - MQ{ fn:l}

= 2

/—’g\/—/H/—’h\/—/h\
1
<
|
=
> o

A

1

= 2nlogA COSh Mi)]émfl '
i =™

2
[ u»]am '
cosh)\ — )l

= nlo - mgy | .
& ()\d) 9}

= nlog
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Apéndice E: Prova do Teorema 4.4

A estatistica da razao de verossimilhancas é dada por

LR = 2{i(9) —1(6)}.

~ ~ ~T v - . . , . .. - ~
em que @ = (@',B ,)\,a)" a estimativa de méxima verossimilhanca de 8; 7; = n(X,;, @) e

0= (GJOT, BT, ;\, &) a estimativa de mdxima verossimilhanca de 8 sob Hy. Assim
LR = 2{1(0)—1(0)}
= 2 { [;108;()\%) + ;logfil - 52 i2] ; - lglog)\ + ;logfil 3 ;fmlé} .

Temos que

4 .
V2= — W2\ (y; — fu
W= s A — )

4 & -
i = — h2/\~i i — i
a n;:lsen (A (yi — fia)],

em que fi; = X iTB e i =X ZT B. Combinando as expressoes acima obtemos

" \i; " 2 1<~ 4
LR = 2 Zlog ; +2 {Zlog [a cosh[An;(y; — ul)]} b Z ?senhQ[Ani(yi — uz)]}
i=1 i=1

i=1 7]

- 2 {Z log [% cosh[\(y; — ,uz)]] + % Z %SenhQ[)\(yi — 1] } A
= 2 {ilog
— 2 {Z log cosh[A(y; — i)l — % Z senh®[\(y; — Mi>]é}

4 n
- = Z senh®[An; (y; — 1i)]g
i—1

i, 2 R
3 + nlog 5~ nlog x + ; log cosh[An;(y; — Mi)]é}
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= 2 Zlog Z
- Z{Zlog)\ Z
= 2{Zlog

= Z{Zlog TZ —I—logH
i=1

- > [
e[

cosh| /\nZ (i —pi)lg  n on
cosh[A(y; — 1i)lg 2 2

cosh )\nl (yi — 1))

coshN(y; — 1)

~1 cosh{A(yi — pi)la

cosh[An; (y; — i)lg

+
COSh[/\ni(yi — 1i)lg }

n

H cosh| /\nZ (yi — ;)]

i=1

)]} . [cosww—mr
” cosh[A(y; — X B)]

cosh[M(y; — )]s

cosh[A(y; — 1i)]g

D
—
[}
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Apéndice F: Prova do Teorema 4.5

A estatistica da razao de verossimilhancas é dada por

LR = 2{1(6) - 1(6)},
em queé = (@",0
i =n(X;,0) e 8 =
Hy. Assim

BN a)T estlmatlva de maxima verossimilhanga de 8; m; = m(X;, ®)
.
0

a
[3 ,)\, &) a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 sob

LR = 2{I(0) —1(6)}
= 92 { [Z log(An;) + Zlog & — %Zﬁle — [Z log A + Zlog &1 — %Zfé] } )
i=1 i=1 i=1 3 i=1 i=1 i=1 P

Temos que

4 & .
r2 X h2)\ i_Ai
a n;_lsen Ays — f14)]

R 41 211 ~ ~
a2 = ~ ; m—?senh (A7 (yi — fui)],

em que ji; = X :5 el =X ZT B. Combinando as expressoes acima obtemos

n

{Zlog {% cosh[An;(y; ,uz)]] — ;Z Oz;in senh?[\n; (y; ul)]}

=1

LR

n

— 2 {Z log {a cosh[\(y; — ,ul)}] + % Z %Senhg Ay ,uz)]}
; i=1 b
= {Z lo
- 2 {Zlogcosh[)\ wi)lg — = z:senh2 1i)le }
4 n

1
- = —5senh®[An; (y; — 1)
= =asenh”[Ani(yi — i)l

2
1o -
=1 v

2
—nlog — +Zlogcosh[)\m(z Mz’)]é}
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cosh[An;(y; — 1:i)g
Z { (i — 1)la

Z cosh[An;(y; — ,Uz)]

mcosh Ay — 1i)lg

Hn’) 0
Jbi

A
n N6 “ cosh[An;(y; —
— 2 l < 1
{Z 0g i + Ogl—Il m; cosh[A(y; — i)l

NS

m; cosh[A(y; — )]

n S\ﬁid " cosh[\n;(y; i
= Z{Zlog i —HOgll mico[sh[ ((y L/Lﬁz))]]e}
]
(

=1

cosh [)\nz (

m; cosh[A(y; — )]

2 n
log {H cosh )\nz yz Mz‘)]é

- “ m Mey; — AU s
el
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