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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de, pelo menos, trés solugoes distintas para dois
problemas de inclusao diferencial. Para isto, faremos uso da teoria da anélise convexa

para funcionais localmente Lipschitz, bem como métodos variacionais.

Palavras-chave: Derivada direcional generalizada, gradiente generalizado, funcionais

localmente Lipschitz, métodos variacionais, inclusao diferenciais.



Abstract

In this work we study the existence of, at least, three distinct solutions to two
problems of differential inclusion. For this, we use the theory of convex functional

analysis Lipschitz locally, and variational methods.

Keywords: Generalized directional derivative, generalized gradient, locally Lipschitz

functional, variational methods, differential inclusion.
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Notacoes

[u > a] representa o conjunto {z € Q;u(z) > a}.
#.J representa a cardinalidade do conjunto J.
|A| € a medida de Lebesgue do conjunto A.

dist(x,A) = inf{||z —y|;y € A C X}.

2N
2" = N3 é o expoente critico de Sobolev para a imersao W'?(Q) < LP().
L 2N-1) N iy
2 = N3 ¢° expoente critico de Sobolev para a imersao W*(§2) < L?(952).

1
lul, = </Q ]u|pdx)p, Vu € LP(2) com 1 < p < o0.

1

|ulq.00 = </<99 |u|qd0>a, YVu € LY(092) com 1 < ¢ < o0.

(u, v)w = / (VuVv — uv) dz, u,v € WH(Q).
0

lul| = (/Q|Vu|2dx+/ﬂ|u|2dx>2, Yu € WH(Q).

1

|u|lgy = (/ \Vu\pdx—l—/ \u]pdx>5, Yu € WH(RY).
RN RN

Para um espaco vetorial de Banach (X, ||.||), ||.||« representara a norma do seu

espaco dual topologico.

q.t.p em quase todo ponto.

essinf{f(s);|s —t| <e} =sup{a € R; f(s) > a qt.p. em (t—¢e,t+¢)}.
esssup{f(s);|s —t| <e}=inf{a e R; f(s) <a qtp. em (t—e,t+¢)}.

lu|oo = inf{o; [u(z)] < a qt.p. em RN}, Vue L®RY).

il



Introducao

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar a existéncia e multiplicidade de
solugoes para as seguintes classes de inclusoes diferenciais: a primeira com a condi¢ao

de Neumann, dado por

—Au+u € NOF(u(z)),
0 1
e WGhW), o0 @
para A, i > 0, € limitado com fronteira suave e F',G : R — R funcionais localmente
Lipschitz satisfazendo certas condigoes; o segundo, um problema de inclusao diferencial

no RY da seguinte forma

{—Apu+|u|p_2u € Aa(x)OF (u(z)) + pB(x)0G(u(z)), RN )

u(x) — 0, quando |z| = +o0,

onde p > N > 2, \;u > 0, F;G : R — R sao funcionais localmente Lipschitz e
ac RN LE(RY), B € LYRY) fungdes radialmente simétricas com a e F satisfa-
zendo algumas condigoes. Tais classes de problemas vém sendo estudadas por diversos
autores, ao longo de varios anos.

Em 2004, Gasinski-Papageorgiou [9], publicaram um livro, onde organizaram

diversas referéncias envolvendo a seguinte classe de problemas

{_Apu~|—]u|p_2u = afz)f(u(z)), em Q (3)

u € WH(Q),

onde Q C RY é um dominio aberto limitado com fronteira suave, 1 < p < o0,
a€ L) e f: R — R uma funcio.

Em 2001, Ricceri [23] trabalhou o problema (3) com a condi¢ao de Neumann,
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quando p > N, ou seja,

—Dpu+ A@)ulf e = a(@)f(u(z)) + B(x)g(u(x), em Q

4
% = 0, em Of) (4)

onde A € L*() satisfazendo essigf A >0, f,g : R — R funcionais continuos. Além
disso, a, B € L'(Q) verificando min{a(z), 3(x)} > 0 q.t.p. em Q.

Pouco depois, em 2002 Marano-Motreanu [20], estudaram um problema de de-
sigualdade variacional-hemivariacional, dado por

Encontrar uw € K que cumpre

_ /Q IVuP 2V 0.V (0 — u) + A@)[ul’2u(v — u)] da

(5)
< /Q [(2) FO(u;v —w) + B(x)G(v;v —w)] dz, Vv € K,

nas mesmas condigoes do problema (4), com F,G : R — R funcionais localmente

Lipschitz dados por

P = [ s e = [ ols)as

onde f,g : R — R funcdes apenas localmente limitadas e K C W'P(2) convexo e

fechado contendo as fungdes constantes. O problema (5), quando f,¢g : R — R sao

continuas e K = W"?(Q), resume-se a encontrar solugdes para o problema (4).
Posteriormente, em 2004, Kristaly [15], utilizou principios variacionais e estudou

a seguinte classe de inclusoes diferenciais

{‘Apu+|uyp—2u € a@oF(u(). Y ©)

u € WHP(RY),

onde p > N > 2, a € L' RY) N L>®(RY) é radialmente simétrica e I : R — R é um
funcional localmente Lipschitz, verificando algumas condigoes.

Motivado por estes estudos, em 2010 os autores Kristdly-Marzantowicz-Varga
[16], mostraram a existéncia e multiplicidade de solugbes para as classes de inclusoes
diferenciais (1) e (2) via métodos variacionais, ou seja, para encontrar solu¢oes para os
problemas (1) e (2), encontraram pontos criticos para funcionais / : X — R localmente
Lipschitz, com X um espago de Banach reflexivo, associados a tais problemas. Assim,
para chegarmos em nosso objetivo, seguindo Kristaly-Marzantowicz-Varga, faremos

uso da Analise Convexa, seguindo basicamente os livros de Clarke [7] e Grossinho-
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Tersian [10], para demonstrar teoremas abstratos de existéncia de pontos criticos para
funcionais localmente Lipschitz. Vejamos a seguir como este trabalho esta organizado:

No Capitulo 1, seguiremos o trabalho de Clarke [7] e, por vezes, Santos [28§],
para apresentarmos a teoria de gradiente generalizado, onde provaremos uma versao
ainda nao vista da Regra da Cadeia.

No Capitulo 2, enfatizaremos o gradiente generalizado dos funcionais

b, LP(Q) —
u <I>1(u):/QF(u(x))dx

P, Lq(GQ) — R
u — <I>2(u):/aQG(u(x))da,

comp e [1,2]eqe[l,2]e F,G: R — R verificando certas condicbes. Na secao

seguinte, para o funcional ® : L®(R") — R, definido como
O(u) = [ flz, u(z))dr,
RN

onde f:RY x R — R é uma funcéo, com N > 2. verificando certas condicoes.

Por sua vez, no Capitulo 3, provaremos uma versao do Teorema da Deformagao
segundo Motreanu-Varga [21], a qual utilizaremos para demonstrar o Teorema do Link,
também devido a Motreanu-Varga [21].

Seguindo o texto, no Capitulo 4, mostraremos uma versao, devido a Kristaly-
Marzantowicz-Varga [16], do Teorema de Multiplicidade de Ricceri [24], tal qual nos
garantird a existéncia de, pelo menos, trés pontos criticos de certos funcionais local-
mente Lipschitz.

Depois, nos Capitulo 5 e Capitulo 6 faremos duas aplicagoes seguindo o artigo
dos autores Kristaly-Marzantowicz-Varga [16], onde utilizaremos a versao do Teorema
de Multiplicidade, para mostrar que os problemas de inclusao diferencial (1) e (2),
respectivamente, possuem pelo menos trés solugoes distintas.

No Apéndice A, enunciaremos alguns resultados e um breve resumo versando
a Analise Funcional, Medida e Integracao e Espagos de Sobolev.

O Apéndice B, sera dedicado a Grupos, A¢oes de Grupos e uma segao abor-

dando Simetria e Compacidade, onde definiremos o conjunto er (;Z(RN ), formado pelas
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fungdes radialmente simétricas pertencentes a W*(RY) e mostraremos que a imersio

Woaa(®Y) = L*(RY)
é compacta para 2 < N < p < 00.

O Apéndice C conterd informagoes sobre resultados gerais a respeito de Es-
pagos Métricos, Integrais e Equagoes Diferenciais Ordinérias em Espacos de Banach e
outros resultados que serao importantes para o decorrer de nossa dissertacao.

Por fim, e igualmente importante, temos o Apéndice D, onde faremos a de-
monstracao de dois lemas do Capitulo 5 e 6, que sao fundamentais para os nossos

propositos.



Capitulo 1

Gradiente Generalizado de Funcionais

Localmente Lipschitz

Neste capitulo, abordaremos uma teoria que é apresentada por Clarke [7], em
alguns de seus trabalhos, que trata sobre Gradiente Generalizado e suas respectivas
propriedades, e alguns resultados que serao importantes no decorrer deste trabalho.
Nos limitaremos em apresentar a demonstragao de alguns resultados, pois os demais,
pode ser encontrado em detalhes no trabalho de Santos [28].

No decorrer deste capitulo, X denotard um espago de Banach separével e refle-

xivo, ||.|| denotarda uma norma em X e X™ o dual topoldgico de X.

1.1 Gradiente Generalizado

Definicao 1.1 Diremos que um funcional f : X — R € Localmente Lipschitz, e
denotaremos por [ € Lip,.(X,R), se para cada x € X, existir uma vizinhanga aberta

V(z) de x e uma constante K(z) > 0, tais que

f(y) = f) < K@)y —=2|l, Vy,ze€ V().

Quando a constante K(z) nao depender do ponto = dado, diremos que f é

Lipschitz.

Definicao 1.2 Definimos a Derivada Direcional Generalizada de uwm  funcional
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f € Lipioe(X,R), em um ponto x € X e dire¢cio v € X, por

f(z;v) = limsup fletht )= fl@+ h).

h—0,A—07F A

Teorema 1.1 Seja f : X — R um funcional continuo. Se a diferencial a Gdteaux
' X — X* € fraca® continua, entio f € Lip.(X,R) e fo(x;v) = (f'(z),v), isto

6,

aie) i 1) = F)

t—0 t

Proposicao 1.1 Seja f,g € Lip.(X,R). Temos as sequintes propriedades:
(i) A funcdio fO(x;.) : X — R € subaditiva e homogénea positiva, isto ¢,
fozyv +v2) < fOas01) + fOosv9),  Vor,ve € X,
P(z;cv) = cfO(z;v), YWweX e c¢>0.
(ii) f(x;.) € um funcional convero.
(iii) | f°(z;v)| < K(2)||v||, onde K (x) > 0 ¢ a mesma da condig¢do localmente Lipschitz.
(iv) fO(x;v) € uma funcio semicontinua superiormente, isto €,

lim sup fo(xj;vj) < fz;v),

(z5,05)=(20)
onde (z;,v;) € X x X.

(v) |f0(x;u) — fo(x;v)| < K(2)||lu — v||, para todo u,v € X, ou seja, fo(:z:;.) é

lipschitziana, com constante K(x).
(vi) (f +9) (@) < fo@i0) + g (@30) e fO(a;—v) = (=) (x;0), Va,v € X

Agora definiremos o Gradiente Generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

Vejamos:

Definigao 1.3 Seja f € Lipio.(X,R). Definimos o Gradiente Generalizado de f no
ponto x € X, e denotamos por Of(x), o subconjunto de X* dado por:

Of (x) = {¢ € X* (&, v) < fOx;v), Vv € X}
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Exemplo 1.1 Seja f: R — R dada por f(z) = |z|. Temos que f € Lip;o.(R,R) e o

gradiente generalizado de f é

{=1}, se <0
of(x) =< [-1,1], se =0
{1}, se z>0.

Lema 1.2 O gradiente generalizado de um funcional f € Lip,.(X,R) é sempre nao
vazio, isto €, Of(x) # @.

Lema 1.3 Dados z,v € X, tem-se fO(z;v) = maz{(¢,v); € € Of(z)}.

Definigao 1.4 Seja um subconjunto C' C X nao vazio. Definimos como Fun¢ao Su-

porte de C', a sequinte fung¢ao

olC,) : X* — R
§ > o(C,§) =sup{(§ x);z € CF.

Pela definicao que acabamos de apresentar, para cada ¥ C X ™ a funcao suporte

o(X,.): X — R é dada por

a(X,¢) = sup{{p,§); § € X}.

E comum utilizar X em vez de X**, pois estamos trabalhando com X reflexivo, logo

pela aplicagao canonica

J X — X"
v o— Jw) : X* — R

& — (J),§ =)

que é sobrejetiva, isto é, J(X) = X™.
Portanto, para cada ¢ € X™ existe um tunico v € X tal que (p,&) = (£,v). Por isso,

podemos denotar

o%,)) : X — R
v — o(X,v) =sup{(£,v);¢ € X}

Observagao 1.1 Note que 0f(x) C X*, assim

o(@f(x),.) : X — R
v — o(0f(z),v) =sup{(§,v); £ € Of ()},
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assim pelo Lema 1.3, temos o(0f(z),v)) = fO(x;0).

O proximo resultado, mostra algumas propriedades das fungoes suportes, definidas

acima.

Proposigao 1.2 Sejam C,D,C,,Cy C X e %, A, 3,3 C X*. Temos:

(i) Sejam C, D C X ndao vazios, fechados e convexos, e ¥, A C X* nao vazios,

fechados fraco® e convexros. Entao,

CcD<so(CE <o(DE), VEeX*

YCA&a(Ev) <dglAw), WwelX.

(i1) Seja 3 fechado fraco™. Entao, o conjunto ¥ € limitado e compacto na topologia

fraca® se, e somente se, a funcao suporte o(¥,.) for finita sobre X .

(11i) Dados & € X* e w € X, tem-se que:

o o(Ch+ Cq,8) =0(C1, &) + a(Cy,8).
o 0(X1+ 22,8 =0(31,8) + 0(2,8).
(AC,€) = Ao (C,€), VYA > 0.
e 0(AS,€) = Ao(T,6), VA > 0.

® 0

Vejamos agora algumas propriedades com respeito ao Gradiente Generalizado.

P, ) Para cada x € X, existe § € Jf(x) tal que
160+ = min{[|€][.; € € Of ()}

P,) Para todo x € X o conjunto 0f(r) C X* é convexo e compacto na topologia

fraca®. Além disso, para £ € 0f(x) temos

€]+ < K ().
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P3) Para cada f,g € Lipj,.(X,R) e A € R, tem-se que

Af+g)(x) Cof(zx)+ dg(x)

OAf)(x) = AOf(x).

P;) A fungao
aif + X — PXY)
x — Of(x),

onde P(X™) é o conjunto das partes de X*, é semicontinua superiormente, isto é, para
cada g € X e e > 0 dados, existe § = d(zg,¢) > 0, tal que se ||z —zo|| < d e & € Of(x),

entdo existe & € 0f(xg) verificando

1€ —&oll <&
equivalentemente, temos
(€ — &,v)| <e, Yve X, com || <1.

ou ainda, escrevendo de outra forma:
Dado e > 0 e xy € X, existe 6 = §(zg,e) > 0 tal que

Of (x) C Of (xo) +eB1(0),
para todo = € xo + dB;(0).
P5) A fungao

aif + X — PXY)
x — Of(x),

¢ fechada fraca®, no sentido que, se (z;,&;);en C X x X* é uma sequéncia tal que
& € 0f(x;), limz; = xp € X e im(§; — &, v) =0, Vv € X, entdo & € df(xo).

Ps) O funcional

/\fIX—)R
x> Ap(z) = min{|[{]l; € € 0f(2)} = [|&oll-,
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é semicontinua inferiormente, ou seja,

liminf A¢(z) > Ag(xo).

T—T0

P;) Se f é continuamente diferenciavel a Frechét numa vizinhanga aberta de x € X,

temos
Of (z) ={Df(z)}.
P) Se f € C*(X,R) e g € Lipio.(X,R), entdo

f +9)(x) = 0f(x) + dg(x).

Definigao 1.5 Um ponto xy € X € dito ser ponto critico do funcional f € Lipj,.(X,R)
se 0. € Of (o), isto €, fO(xo,v) >0, Vv € X

Definicao 1.6 O nimero ¢ € R € valor critico de f se existir um ponto critico xg € X

tal que f(xg) = c.

Lema 1.4 Se f € Lipjo.(X,R) e xg € ponto minimo local de f, tem-se que xy € ponto

critico de f.

1.2 Resultados Importantes

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados que serao bastante utilizados no

decorrer deste trabalho.
Lema 1.5 Sejam f € Lipio.(X,R) e

g : [0,1] — R
t o g(t) = f(z) = flz+t(y — ).

Entao g ¢ Lipschitz e
dg(t) € (0f (xe),y — ),

onde (Of (v¢),y — ) = {(¢,y —v);0 € Of (1)}

Teorema 1.6 (Teorema do Valor Médio de Lebourg) Sejam f € Lip,.(X,R) e

x,y € X tais que f € Lipschitz no segmento |x,y]. Entao, existe um ponto

n=c+tly—x), 0<t<l,
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verificando

fly) = f(x) € Of (x1),y — ),

isto €, existe & € Of (xy) tal que

fly) = @) = &y — ).

Teorema 1.7 (Regra da Cadeia I) Sejam X, Y espagcos de Banach. Se
f:X — Y ¢éde classe C*, g : Y — R é um funcional localmente Lipschitz e
F=gof, entio

OF (z) C dg(f(x)) o Df(x), x€ X.

Corolario 1.1 Seja g: Y — R um funcional Lipschitz sobre o espa¢o de Banach'Y .

Se X € um espaco de Banach imerso continuamente em Y, temos

d(g|x)(z) C dg(x), Vxe X.

Demonstracao: Segue, pelo fato de X — Y | que existe K > 0 tal que

cont.

lully < Kljullx, Yue X.
Desta forma, a aplicacao

Id : X — Y
r — Ild(z) ==
¢ linear e continua, logo Id ¢ de classe C* com D(Id(z)) = Id. Considere F': X — R

dada por
Flz) = (g0 Id)(z) = g(Id(2)) = g(x), = € X.

Note que F' € Lipi.(X,R) pois, g e Id sao Lipschitz. Usando o Teorema da Regra da

Cadeia I, temos
OF(z) C 0g(1d(x)) o D(Id(z)), =z € X,

ou ainda,

glx)(x) C dg(x), Vze X.

|
Vejamos agora, outra versao da Regra da Cadeia, ressaltando que a sua demons-

tragao nao é encontrada na literatura.
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Teorema 1.8 (Regra da Cadeia II) Seja X um espago de Banach. Assumindo que
f € Lipioe(X,R), g : R — R € uma funcao de classe C* e F = gof : X — R, temos
F € Lipio.(X,R) e

OF(z) C ¢'(f(x)).0f(x), =€ X, (1.1)

Demonstracao: Observe, inicialmente, que a inclusao (1.1) é interpretada da seguinte
forma: Para cada & € 0F(z) C X™, existe e Of(xz) C X* tal que

(& v) =d(f(x).({v), YveX.
Veja que

g (f(@)).0f(z) ={g'(f(x)).£ € X" £ € 0f(x)}, weX.

Definimos para cada z,v € X,

qo(z,v) := max{g' (f(x)).(&,v); £ € Of (x)}.

Note que ¢y define a fungao suporte do conjunto ¢'(f(z)).0f(x).
Afirmagao 1: O conjunto ¢'(f(z)).0f(z) C X* é convexo e fechado fraco*.

A convexidade de ¢'(f(x)).0f(z) segue da convexidade de Of(z). Mostremos
agora que ¢'(f(2)).0f(x) ¢ fechado fraco*. Para isto, seja (&) C ¢ (f(2)).0f(x) tal
que &, = ¢. Note que &, = ¢'(f(2)).&, onde (&,) C df (). Logo,

1€nll+ < K (),

onde K(z) > 0 é a constante Lipschitziana de f no ponto x (ver propriedade (F2)).
Desta forma, (&,) C Bg() € como By, é compacta fraca® (Teorema de Banach-
Boubarki-Alaoglu), existe uma subsequéncia (&,,) C (&) tal que &, — & Sendo
Of(x) fechado fraco®, temos & € 0f(x). Dai,

&y = 9 (F(@)&, = g (f(2))€ € ¢'(f(2))0f ().

Pela unicidade do limite fraco®, segue que

¢ =g(f(2)§ € g (f(x)).0f(x),
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mostrando a Afirmacao 1.
Lembre que F(x;v) e go(x, v) definem as funcdes suporte de 0 f (x) e ¢'(f(2)).0f (z),
respectivamente. Desta forma, para chegarmos a (1.1), basta utilizarmos a Proposigao

1.2 (i) e mostrarmos que
FO>z;v) < qo(z,v), Vo,ve€X (1.2)
Se v = 0, temos F%(x;0) = 0 = qo(x,0). Agora, fixado v # 0 e € > 0, defina

¢=(x,v) :=sup{g'(y)-(§, v); § € Of(Be(x)) e y € (f(z) —¢, f(z) +e)}.

Observando que g € Lipi.(X,R) (pois g € C'), temos F = go f € Lipjo.(X, R).
Por propriedade de limite superior, existem h. € X e A, > 0 com h. — 0 e
Ae — 0% tais que = + h., o+ h. + M\.v € B.(x) verificando

F(x + he + Aov) — F(x + h.)
Ae ’

FOx;0) — e <

com f(z+h.+M\v), f(x+h.) € (f(x)—e, f(x)+e¢), pois f é continua. Sendo g € C",

existe pelo Teorema do Valor Médio na reta,
2 € (min{f(z + he + Av), f(z + o)}, max{f(z + he + Av), f(z + he)}).

verificando

g(flz+he+A0) —g(flx+h)) = g (2) (f(z + he + Av) — f(x+ D). (1.3)

Por outro lado, utilizando o Teorema do Valor Médio de Lebourg (ver Teorema 1.6),

tem-se

f(z+ he + Av) — f(z+ he) = (&, A\v), (1.4)
onde & € df(w.) com w, € [z + he,x + h. + A\.v] C B(x).
Substituindo (1.4) em (1.3), temos

F(x + he +Av) — F(x + he) = ¢'(2:) (6, Aev) = Aeg(2:)(&e, 0)

Dai,

F(x+ h: + A\v) — F(x + h.)

FOziv)—e <
(r;v) —e < N

= g/(za)<€aa U> < QS(:E?U)’ (15)
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visto que z. € (f(z) — e, f(z) +¢) e & € Of (w.).
Afirmagao 2: lin[l)qg(x,v) = qo(z,v), z,v € X.
E—>

Para mostrar esta afirmacao, basta mostrar que dado ¢’ > 0, existe g9 > 0 tal
que
qo(z,v) — 0’ < q.(x,v) < qolz,v) + o', Ve e (0,e).

Note que
qo(z,v) — 0’ < qo(z,v) < g(z,v). (1.6)

Fixando ¢ > 0, tome £; > 0 verificando

f(Be(z)) C (f(x) =0, f(z)+6), Vee (0,e). (1.7)

Agora, fixe p > 0 de sorte que

g ((f(@) = p. f(z) +p)) € (¢(f(x)) = 0.9'(f(x)) + ) (1.8)

(pois ¢’ & continua). Além disso, desde que df ¢ semicontinua superiormente, podemos
fixar e, > 0 tal que para todo y € Be,(x) e £ € Jf(y), existe { € Jf(x) verificando

1€ = &oll« <6,
ou seja,
0f (Be,(x)) C Bs + 0f(x) = Bs(0f ()). (1.9)
Para ¢ € (0, min{eq, 9, p}), temos de (1.8) e (1.9)

max{g'(y).(§,v);§ € Of (Be(x)) e y € (f(z) =&, f(x) +2)}

g, v) )
sup{g'(y).(§,v);§ € Bs +9f(x) e ¢'(y) € (¢'(f(x)) —6,9'(f(x)) +0)}

IA

Dai,

ge(w,v) < sup{g'(y).(&v);€ € Bs+0f(x) e ¢'(y) € (¢'(f(x)) —6,¢'(f(x)) +0)}

IN

sup{g'(y).(§,v);€ € Bs e ¢'(y) € (—0,0)}

+ sup{g'(y).(&v);€ € Bs e ¢(y) € {d(f(2))}}
+ sup{g'(y).(§,v);§£ € 0f () e ¢'(y) € (—6,0)}

+ sup{g'(y).(§;v);§ € 0f(x) e ¢'(y) € {d(f(2))}}
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implicando que

g-(z,v) < sup{lg' ()|l [lvI; € € Bs e ¢'(y) € (=0,9)}
+ sup{|g'W)|-[l|ls-[vll; € € Bs e ¢'(y) € {g'(f(x))}}
+ sup{|g' (W)|-[IE]l--[[vll; € € Of(x) e ¢'(y) € (=6,9)}
+ qo(z,v)

< Ol +1g@ollvll + 6K (@)lv]| + go(z, v).

Assim, passando ao limite quando § — 0™, obtemos

q-(z,v) < qo(z,v) < qo(z,v) + 0. (1.10)

Portanto, de (1.6) e (1.10), concluimos a Afirmagcao 2.

Finalmente, passando ao limite de e — 07 em (1.5), obtemos

FO($,’U) S QO(:E’U)'

E pela Afirmacao 1, segue que

OF (z) C ¢'(f(x)).0f (x).



Capitulo 2

Inclusoes Diferenciais em LF(€)) e
L (RY)

Ao longo deste capitulo fixaremos condigoes suficientes para garantir inclusoes

diferenciais entre funcionais definidos sobre os espacos LP(Q) e L= (R™).

2.1 Espacos L*(Q2)

Dados e >0 e f: R — R uma fungao, definamos:

fe(t) = essinf{f(s);|s —t] <&} (2.1)
= sup{a €R; f(s) > a qtp. em (t—e,t+¢e)}, teR,

f-(t) = esssup{f(s);]s —t| <} (2.2)
= inf{laeR;f(s) <a qtp. em (t—e,t+¢e)}, teR.

A partir destas fungoes, considere

ft)=lim f.(t) e f(t)= lim f.(t), t€R.

- e—0t — e—0t
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Lema 2.1 Seja F : R — R uma funcao localmente Lipschitz e suponha que F' seja a
primitiva da fun¢ao f: R — R. Entao,

ftv, se v>0
f(t)v, se v <O.

Fo(t;v) < {
Lema 2.2 Considere

f(t+0) = lim f(t-+ ),

F(t—0)= lim f(t—h)

h—0t

J(££0) = lim f(t+ ).

Se f € uma funcao descontinua do tipo salto, com seu conjunto de pontos de desconti-

nuidade enumerdvel e nao contendo ponto de acumulacao, entao,

[(t) = min{f(t +0), f(t - 0)}

J(t) = max{f(t +0), f(t = 0)}.

Lema 2.3 Se f € uma func¢ao verificando as hipoteses do Lema 2.2, entao

OF(t) = [f(1), F(1)].

Seja Q@ € RY um dominio limitado com fronteira suave, e F : R — R uma

funcao localmente Lipschitz, satisfazendo a seguinte condigao:
(Fy) F(0) =0 e existem C; > 0e p € [1,2%) tais que
€] < CL(1 4+ [tP7Y), Ve edF(t), teR.
Seja também G : R — R uma funcao localmente Lipschitz, verificando:
(Go) G(0) =0 e existem Cy > 0 e ¢ € [1.27) tais que
€] < Co(1 + |77, V€ € OG(t),t € R.

Vejamos um exemplo de uma fungao que satisfaz a condi¢ao (Fp).
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Exemplo 2.1 Seja F : R — R definido por
t
F(t) = / f(s)ds, teR,
0
onde
( 0, se t<0
3t
f(t) = 1 se 0<t<1 (2.3)
1
, se t>1.
{1+ ¢2
Geometricamente, temos
34 ‘
2 4
12 ‘\
0 1
Figura 2.1: Funcional f : R — R
Note que F(t) = min{%\ﬂ?’, arctan(t+)}, onde t; = max{t,0}, ou seja,
( 0, se t<0
o 3
F(t) = R se 0<t<1 (2.4)
| arctan(t), se t> 1.
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Geometricamente, temos:

L

/4

Figura 2.2: Funcional F': R — R

Calculemos agora o gradiente generalizado de F'. Primeiramente, veja que

OF(t) ={F(t)} ={ft)}, t#1,

pois F' é de classe C* para t # 1 (ver propriedade (P;)). Parat =1,

OF(1) = [f(1), F(D)],

(ver Lema 2.3), onde

f(1) = min{f(1+0),f(1-0)} e f(1)=max{f(1+0),f(1-0)}

Observando que

1 1
1+0)= 1 1+h)= 1 _ = —
JA+0) = lim fL+h) = T = 5

poisl+h>1 e

f(L=0) = Jim f(1—h)= lim ———— ="

pois 1 — h < 1, segue que,

consequentemente
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Logo,

0, se t<0

t2
3—7T, se 0<t<1
4
oFM={ (2.5)

|:§, Z] , S€ t=1
1

\ m, se t> 1.

Vejamos agora que F verifica a condigao (Fp).

Verificagao de (Fp): Dado & € F(t), para t = 1, temos

3m 3w 3w, . _ 3 _
<<t s Arir).

Para t <0, temos

— ™ —
€l<0< - <+l 1§Z(1+|t|p .

3t 3 3r 37w 3
< T o< <t < = (4P
=< <+ < 0+1)
Para t > 1, temos
1 3 3r 37 3
< << Tt < 2 (14 e Y.
\5!_1+t2_4_4+4|| _4(+H )

3
Logo, fazendo C = Iﬂ, ep € [1,2%), teremos
€] < Cr(L+ Jtf).

temos para todo £ € 0F (t) et € R.

Lema 2.4 Sejam F,G : R — R fungoes localmente Lipschitz verificando (Fy) e (Gy),
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respectivamente. Entao, podemos definir os funcionais

o, : LMQ) — R
u Ql(u):/ﬂF(u(x))dx,

®, : LU00) — R

u — Do(u) = BQG(u(x))da

comp € [1,2*] eq € [1,27]. Além disso, D1 € Lipioe(LP(2),R) e ®y € Lipo(L1(09),R).

Demonstracao: Inicialmente, verificaremos que @ esta bem definida. Fixado t € R,
com t > 0 existem, pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg, s € [0,t] e & € OF(s)

tais que
[F(t)] = [F(t) = F(0)] = [{&, )] < [&]]t]

e por (Fp) temos
|F(t)] < Cylt| + Cyt]P.

Assim para cada u € LP(Q) C L*(Q)

By(u) < / IF(u(z)) e

VAN

/QCl|u(x)|dx+/ch|u(x)|pd:p

< C’1|u|1 + C’1|u|g < +00.

Mostrando que ®; estd bem definido.
Mostraremos agora que ®; € Lip,.(LP(2),R). Fixado w € LP(Q) e
R = R(w) > 0, temos

lul, < R+ |wl, e |v]|, <R+ |wl|,, u,ve& Br(w).

Para cada = € 2, existem s € [u(z),v(z)] e & € OF (s) (ver Teorema de Lebourg) tais

que

[F(u(z)) = Fu(x))] = [{& ulz) = v(@)] < [&[lu(z) —v(z)]. (2.6)

Por (Fyp), segue-se que

|E(u(z)) = F(o(x)] < 10(2)|lu(z) — v(z)], (2.7)
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/ 1 1
onde 6(.) = Cy (1 + [u()P~" + [v()[P~!) € LP(Q) com — + — = 1, ou scja, p' = Ll
p p p—=
Assim, por (2.7), temos
D1 (u) — @1 (v)| < /Q |F(u(x)) — F(v(z))|dz
< [ 10@lua) = o(@)ldz
Logo, pela Desigualdade de Holder, temos
D1 (u) = @1(v)] < Klu — v,

onde K = |6|,. Mostrando que ®, € Lip;,.(L*(£2),R).
Analogamente, mostra-se que ®, estd bem definida e que @9 € Lip;,.(LY(0N2), R).

|

E importante, frisarmos que o teorema a seguir nao é encontrado na literatura
sob tais hipoteses. Por isto, adaptamos o teorema desenvolvido por Grossinho-

Tersian [10], para as hipoteses aqui fixadas.

Teorema 2.5 Sejam &1 e &5 funcionais definidos no Lema 2.4. Entao,

00 (u) C OF (u(x)) qt.p. em €. (2.8)
e
0Py (u) C 0G(u(z)) qt.p. em O, (2.9)
Além disso,
8<I>1|W1,2(Q) (U) C 8@1(u) e 8@2]W1,2(Q) (U) C 8@2('&), (210)

para todo u € W"2(Q).

Demonstragdo: Inicialmente, note que a inclusao em (2.8), significa que dado
€ € 0Dy (u) C (LP(Q))*, existe &p € L7 T(Q) = LY (Q), tal que

(& v) = /prvdas, Vv € LP(Q2), (2.11)

com £p(z) € OF (u(x)) q.t.p. em €. De forma analoga, interpretamos a inclusao (2.9).

Sejam (h;) C LP(Q) e (A;) C R duas sequéncias tais que

h; =0 em LP(Q2) e A\ —0.
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Assim, passando a uma subsequéncia se necessério,
hij(z) =0 q.t.p.em

e existe
g € LP(Q) tal que |hj(x)| < g(x) gtp.em Q, VjeN.

Observe que

B(u;v) = limsup— ( /Q Flu(@) + hy(e) + Ao(e))da — /Q Flu(z) + hj(x))dx)

Jmtoo A

= lim sup/Q )\% (F(u(:r) + h;(z) + A\ju(x)) — Fu(z) + hj(x)))d:v

Jj——+o00

Defina
0,(z) = max{u(z) + hj(x) + \jv(z), u(z) + hj(x)}

n;(2) = min{u(z) + h;(x) + Ajo(@), u(z) + h;(2)}-
Pelo Teorema de Lebourg, existem s; € [n;(x),0;(z)] e &, € OF(s;) tais que

o (U0 o) + Ajo(a)) = Flule) + ) ) = (6,00

< [&s;llv(@)];

donde, por (Fp), segue-se que
%j <F(u(:c) + hj(z) + Ao(z)) — Flu(z) + hj(a:))> < (Cy + ChsiPY) fu(a))|

< Cilo(@)] + C1(10; ()" + [nj ()" ) Jo(@)]

implicando que

8

%(F(U(ﬂf)ﬂ%]’(ﬂ?)ﬂ”\jv(@) —F(U($)+hj(if))) < Cilu(@)] + Colu(z) P~ v ()|
+Cslg o + Cale (P,
(2.12)
q.t.p. em €, V5 € N e com C,Cy, C3,Cy > 0.
Como wv,u,g € LP(Q) C L'(Q), temos |v],|v]’ € L*(Q), e sabendo que
lg[P~ !, JulP~t € L7 1(Q), segue da desigualdade de Holder que
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lulP~ o), |g|P~tv| € L*(Q). Portanto,

Cilv(@)] + Calu(z) [P~ u(2)] + Cslg[~ o] + Cilv(2)” € LH(9). (2.13)

Assim, pelo Lema de Fatou (ver Corolario A.2) e (2.12), temos

O (u,v) < /Qlim sup 1 (F(u(x) + hj(x) + A\ju(x)) — Fu(r) + hj(x))) dx

jortoo A

< / Fo(u; v)dz.
Q

Dado & € 0®,(u) C (LP(R2))*, pelo Teorema de Riesz (ver Apéndice A), existe
&p € Lﬁ(Q), tal que

(€ v) = /QfFde, Yv € LP(Q),

donde,
/{dexS/FO(u;v)da:, Vv € LP(S2). (2.14)
Q Q

Mostraremos agora que &p € OF(u(x)) a menos de um conjunto de medida
nula. Para isto, suponha por contradigao que {r & OF (u(x)), logo existem vy € R e

um conjunto A C  mensuravel, com |A| > 0, tais que
Ep(m)vg > FO(u(x);v0), = € A. (2.15)

Considerando ¢ = vgxa, temos p € LP(Q2) e

/prgodx—/Afpvodx>/AF0(u;vo)dx—/QF0(u;g0)d:v, (2.16)

contradizendo (2.14). Logo, &p(z) € 0F(u(z)) a menos de um conjunto de medida

nula. Por fim, utilizando o Corolario 1.1, tem-se
OP1 w2 (u) C 0P (u), Vue WH(Q),

desde que W?(Q) - LP(Q).

De maneira inteiramente analoga, mostra-se a inclusao (2.9) e (2.10).

Observacao 2.1 Podemos representar as inclusoes (2.8) e (2.9), como

8@1(U)C/98F(u(x))d:c gtp. em Q. (2.17)
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0Py (u) C 0G(u(x))do q.t.p. em OS. (2.18)

2.2 Espaco L*(R"Y)

Fixe N > 2. Seja f(z,.) : R — R uma familia de funcdes x € RY, satisfazendo:

(i) para cada t € R, a fungao

hy : RY — R
r — h(z)= f(z,1)

é mensuravel;

(ii) para cada u € L®(RY), existem ¢ > 0 e K € L*(R") tais que

|f(z,t1) — f2,t2)| < K(2)[t: — taf,

para cada x € RY e t,t, € B.(u(z)).

(iii) para cada u € L°(R") a aplicacio

u—> - flz,u(z))dz

estd bem definida.

Definamos o funcional ® : L*(R") — R, como sendo

O(u) = f(z,u(z))dr, Yue L=RY).

RN

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que a inclusao abaixo, é verificada

8<I>(u)C/Q(9uf(x,u(x))dm qtp. em RY. (2.19)

Observagao 2.2 A inclusao em (2.19), significa que dado & € 0P (u) existe uma apli-

cagao x — &, verificando
o & €0uf(z,u(z)) qtp. em RY;

o v+ &u(w) pertence a LY(RY), para todo v € L= (RY);

o (& v) = /RN &u(x)dz, para todo v € L (RY).
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Antes de enunciarmos o principal teorema desta se¢ao, vamos fazer algumas
consideracoes sobre a subdiferencial de uma funcao convexa. Para mais detalhes, ver

Clarke [7] e Rockafellar [25]. No que segue, seja X um espago de Banach.

Definicao 2.1 Seja ¢ : X — X uma fungao convexa. Definimos o Subdiferencial de

@ em xp, como sendo o conjunto

Pp(z0) = {€ € X5 0(x) — p(m0) > (§, 2 — 20), Yz € X}

Proposigao 2.1 Se ¢ : X — R é um funcional convezo, entio ©'(x,.) € a fungdo

suporte do subdiferencial de .
Proposicao 2.2 Seja p : X — X wuma func¢do conveza e localmente Lipschitz. En-
tao,

Op(x) = 0%p(x), Vre X.

Teorema 2.6 [12] Assuma as condigoes (i) e (iii), e suponha que f(x,.) seja uma

funcdo convexa. Entao,

P(u) C O f(x,u(x))dr, qtp. em RY, (2.20)
RN

para todo u € L®(RY).
Observagao 2.3 A inclusio (2.20), tem a mesma interpretagao da inclusao (2.19).

Vamos agora, mostrar um teorema que sera ttil em nossos estudos, para isto faremos

uso do Teorema 2.6.

Teorema 2.7 Assuma (i), (ii) e (iii). Entio, ® : L*(RY) — R ¢ localmente
Lipschitz e verifica (2.19).

Demonstragdo: Dado u € L(RY), considere ¢ > 0 e K € L'(RY) verificando (ii).
Para cada w,v € B.(u) N L™(RY), temos

[@(w) = P(v)] < /RN f(z, w(z)) — f(z,v(z))|d

IN

K(x)w(z) — v(r)|dz

RN

< [Khfw =],
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mostrando que ® € Lip.(L=(RY), R).
Para mostrar a inclusio (2.19), sejam & € 9®(u) e v € L=(R") qualquer.

Afirmacdo 1: A aplicacio z — f((x,u(z));v(z))) é mensuravel para cada v.
Com efeito, desde que f(z,.) é continua e

f2((z,u(@)); v(x)) = limsup = (f(l“, u(@) + h(x) + Xo(x)) = fo,u(z) + hj(x))) :

[hjloo—0 \j
)\j—)O
(2.21)
a Afirmagao 1, segue do Teorema A.10 (ver Apéndice A).
Seja (hj) C L®(R") e A\; C RT duas sequéncias tais que |h;]e — 0 € A; — 0T,

Considerando,

Fj(u,v) = %j(f(l% w() + h(x) + Xjo(x)) = fz,u(z) + hj(x))) ,

temos

PO (u;v) = limsup/ F;(u,v)dz. (2.22)
j—+oco JRN
Observe que
Fiuo) < |Fale) + o)+ Aol - faule) + 1)

1
< T E@P)l = K(@)u()],
j
onde K (z)lv(z)| € LY(RY) pois, K(.) € LY(RY) e v € L®(RY). Assim, pelo Lema de
Fatou (ver Corolario A.2, Apéndice A).

PO (u;v) < / lim sup F};(u, v)dx
R

N j—+o0

IN

Fo((w,u(@)); v(@))de,

RN
isto &,

P (@, u(@);v(@))de = @ (u;v) = (§,v), & € 0D(u). (2.23)

RN
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Recordemos que, pela Proposicio 1.1 (i), f°((x,u(x));.) é um funcional con-

vexo. Desta forma, o funcional ¥ : L*°(R") — R dado por

V()= | [((@ u(@);v(z)dz, (2.24)

RN

é convexo. Como W¥(0) = fO((x,u(x));0) = 0, podemos escrever (2.24), como
U(v) —¥(0) > (&,v—0), YveL®RY) e e (L°RY)),

mostrando que ¢ pertence ao subdiferencial 9°¥(0). Utilizando o Teorema 2.6, existe

& € 0°f°((z,u(x));0) em quase todo ponto do RY, tal que
o) = [ (s
Afirmagdo 2: 8°f°((z,u(x));0) = d,f(x,u(x)) ¢.t.p. em RV,
De fato, por defini¢ao, temos
0" f(z,u(2)):0) = {€€R [ (z,u(x);t) — f((z,u(x));0) = (§,t — 0), VteR}
= {LeR f2((z,ul@));t) = (1), VteR}

= auf(xvu(x))a

mostrando a Afirmacao 2.
Da Afirmacao 2, &, € 0,f(x,u(x)), e portanto

0P (u) C /RN Ouf(z,u(x))dr, Yu € L®(RY).

]

Agora consideremos o € L'(RY) e F : R — R um funcional localmente

Lipschitz. Para cada x € RY, seja f(z,.) : R — R, dado por f(z,t) = a(x)F(t),
teR.

Lema 2.8 O funcional
® : L®RY) — R
N / o(z)F(u(z))dz,
RN
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€ localmente Lipschitz e vale a sequinte inclusdao
9D(u) C / a(2)OF (u(z))dz, Yu e L°(RY).
RN

Demonstracao: Tendo em vista o Teorema 2.7, mostraremos que a familia de fun-
cionais f(z,.) verifica as hipoteses (i), (i), (iii). Observe que para cada t € R, a
funcao
he : RY — R
r > h(z)=a(x)F(t)

¢ mensuravel, visto que «(.) é mensuravel e F'(.) é constante com relagao a x. Logo,
f(x,.) verifica (7).

Fixemos u € L (R™) arbitrario. Vamos mostrar que a hipétese (ii) é satisfeita,
ou seja, vamos mostrar que existe K, € Ll(RN) tal que para cada z € RN et; € R

com |t; —u(z)| < 1,7=1,2, temos
|f(@,t1) = f(z,t2)] < Ku(x)[t1 — to].

De fato, seja J um conjunto de indices e fixemos {I;};e; como sendo intervalos abertos,
com comprimento suficientemente pequeno, de sorte que F'|;; seja lipschitiziana, com

constante K; > 0 e
Ii=[|ulo — 1, |uls + 1] € | I

jeJ
Como I é compacto, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, existe um subconjunto J' C J

rclJn

jeJ

finito tal que

LNIi #@, Vie{l,2, .. k—1},

onde, sem perda de generalidade, estamos supondo J' = {1,2, ..., k}. Fixemos z € R"

e t1,ts € R tais que |t; — u(z)| < 1, onde ¢ = 1,2. Note que
uwz)—1<t; <u(z)+1, i=1,2,
como —|u]e < u(z) < |t]s, temos

—|uloo =1 <t < Julw+1, i=1,2.
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Logo, t1,t, € I. Porém, nao estao necessariamente, no mesmo intervalo ;. Neste caso,

consideremos que t; <t com t; € I; e ty € I; e sejam
S; € [Z N [/L'Jrl, Si+1 € [/L'Jrl N [i+27 ey S5 < [j,1 N [j'

Logo,

|f(z,t1) = f(z,ta)| = |a(2)F(t1) — a(z)F(t2)]
= a(x)[F(t) — F(t2)]

— a@)|[F(t) = F(s:) + F(si) — Fsis1) + F(sia) — ...
+F(sj-1) — F(ta)]
) (1F(00) = P50l + (50 = Flosan)] +

IN

HF(sy-1) = Fle)] )
Como F'[;; é Lipschitz de constante K; > 0, temos
|f(z,t1) — f(z,t2)] < alx) (Ki]tl — 8i| + Kitalsi — siva| + ... + Kj|sj—1 — t2|).
Desde que

[t1 — to| > |t1 — sily |si — Sital, s |Sj—1 — Lo,

obtemos

|f(z,t1) = f(z,t2)] < a#J KoClty — to,

onde K := max K;. Fazendo K = a#J' K,C € L'(R"Y), tem-se que

jeJ’
[f(z,t1) = f(z,t2)] < K(2)[t1 — taf,

mostrando que f(z,.) verifica (i). Por fim, como F & continua e a@ € L*(RY) temos
que ® estd bem definida. De fato, dado u € L>®(R") temos

—|uloe < u(@) < fuloo, gtp em RY
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deste modo, u(z) € I := [—|u|w, |t|oo] C R, com I compacto. Logo,
{F(u(z));2 € RY} CR

¢ limitado, desde que F' é continua. Fixado C; = sup |F(u(x))|, temos
zERN

o) = [ a@Pu@)r< [ ja@IFE)ld

RN

IA

Cl/ la(x)|dr < 400,
RN

mostrando que o funcional ® estd bem definido.



Capitulo 3

Teorema do Link

No que segue, consideremos X um espaco de Banach reflexivoe I : X — R

um funcional localmente Lipschitz.

3.1 Teorema da Deformacao

Defini¢ao 3.1 Um funcional I € Lip,.(X,R) satisfaz a condicdo de Palais-Smale
(PS), quando para toda sequéncia (x,) C X tal que

o I(x,) seja convergente e
o \(z,) — 0,
eziste uma subsequéncia (x,,) C (x,) tal que x,, — x em X.

Observagao 3.1 Na defini¢io acima, quando I(x,) — ¢, ¢ € R, dizemos que o

funcional satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢, e denotamos por (PS)..

Defini¢ao 3.2 Dados B C X e ¢ € R, dizemos que I € Lip,.(X,R) satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale em torno de B no nivel ¢, e denotamos por (PS)p.., quando

para toda sequéncia (x,) C X tal que
o I(x,) — ¢,
o dist(r,,B) — 0 ¢
o \(x,) — 0,

existe uma subsequéncia (x,,) C (x,) tal que x,, — = em X.
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Observacao 3.2 Em particular, se B = X, temos que I satisfaz a condicdao
(PS)e = (PS)x.-

Agora, dado um nimero real ¢, fixemos algumas notagoes:
o lo={zeX;I(z) <ch
o [‘={zreX;I(x)>c}
o K (I)={zxeX;0€0I(z) e I(x)=c}.
Dado um subconjunto B de X e ¢ > 0 um ntmero real positivo, considere

Ns(B) = {r € X;dist(z, B) <6} e Ns(B)={zx € X;dist(zx,B) <4},

onde Ns(B) e Ns(B), sdo é-vizinhancas, aberta e fechada, respectivamente, de B.

Figura 3.1: d—vizinhanga de B.

A seguir, enunciaremos uma versao do Teorema da Deformacao devido a Chang
[6], para tal, omitiremos a demonstragao, pois pode ser encontrada, em detalhes, no
trabalho de Santos [28].

Lema 3.1 (Lema da Deformacao) Suponha que I € Lipy,.(X,R) verifica a condi¢ao
(PS). SeceR e N € uma vizinhanga aberta que contém K.. Entao, para todo g9 > 0
existem € € (0,£9) e um homeomorfismo n: X — X tal que:

(Z) 77(@ =, Va g Ic-i—eo \ ‘[C_EO;
(”) 77(L:+€ \ N) Cles;
(111) Se K. = @&, entao n(lere) C Io—c.

Nosso objetivo agora é demonstrar uma outra versao do Teorema da Deforma-

¢ao. Para isto, utilizaremos o Lema 3.1 e os resultados a seguir. No que segue,
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® Nasize, i= Nasy (B) NI N [y
o Nys, 90, := Nag, (B) N %N Ioioe;
e N5 o :=Ns(B)NI“ N 1.,.

Lema 3.2 Suponha que I satisfaz a condi¢ao (PS)p., com B C X fechado e ndo

vazio, tal que BN K .(I) = @. Entdo, existem nimeros 81, o1, €1 > 0 tais que
)\[(I‘) > o1, Vr € N3517351.

Geometricamente,

K@)

Figura 3.2: Ideia geométrica do Lema 3.2.

Demonstragao: Suponha por contradicao, que para todos 9,, 0,, €, > 0 existe um
T, € Nas, 3¢, = Nas, (B) NI N [, 3. com
0 < ANzy,) < op (3.1)

Assuma que 6,, 0,, €, — 0 quando n — +o00. Ora, como z,, € N3;, 3., para cada

necN
c—3e, < I(z,) <c+3e, e dist(x,, B) < 30,.

Dai, passando ao limite de n — 400, obtemos
I(z,) — ¢ e dist(x,, B) — 0. (3.2)

Além disso, de (3.1), temos
lim A;(z,) =0.

n—+00
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Deste fato, desde que I satisfaz a condicdo (PS)p., existe uma subsequéncia
(n,) C (z,) tal que
T, 220 em X (3.3)

Sendo A; uma fungao semicontinua inferiormente (ver Propriedade (Fs)), temos

0 = liminf )\[($nk) Z )\[(l’o) Z 0,

ng—-+0oo

implicando que A;(zg) = 0, logo 0 € 9I(xg), consequentemente xy é um ponto critico
de I. Além disso,
I(zg) =1I( lim z,,)=c,

np—+00

mostrando que zo € K.(I).
Recordando que a fungéo dist(., B) : X — R ¢ continua sobre X, tem-se de
(3.2) e (3.3)
0= lim dist(z,,,B) = dist(zo, B).

ng——+00

Logo, xy € B (pois B é fechado). Sendo assim, xy € B N K (I) contradizendo o fato
que BN K. (I) = &, mostrando o lema.
u

Lema 3.3 Assuma as hipoteses do Lema 3.2, com B C I.. Entao, existe um campo

vetorial v : Nss, 3., — X localmente Lipschitz tal que ||v]] < 1 e
1 —
(z,v(x)) > 300 Vz € 0I(x), VYa € Nz, 3,
Demonstragcao: Segue do Lema 3.2, a existéncia de oy, 01, €1 > 0 tais que
)\](%’0) > 01, Xg€ Ng(sl,ggl. (34)
Seja wg € 01(xp), tal que
lwoll« = Ar(xo) = min{|[w]l.; w € I (o)}

Neste caso, Bju,|.(0) NII(z¢) = @ (pois, dado & € By, (0), temos [|€]l, < [lwo]l,
logo & & 01(xo)).

Como o conjunto 01(xp) ¢ também convexo em X, pelo Teorema de Hahn-
Banach (ver Teorema A.2, Apéndice A), existem 0 # ¢ € X™ e a € R tais que

(Vo,&) > a > (Yo, w), YEE€I(x9) e Yw € By, (0).
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Sendo X um espaco de Banach reflexivo, podemos considerar

<1/J07 > - <'>U0>7
com 0 # ug € X. Assim,
(§ uo) > o > (w,ug), VE €I (xg) e Yw € Bjuy, (0).

Considerando hg = ﬂ
Uo

(&, h0> > <w, h0>, VE € 8[($0) e Yw € B\Iwoll*(0)~ (3.5)

Utilizando o Coroléario A.1, tem-se que

max{(w, ho);w € B1(0) C X*} = ||hol|,

logo

1 — 1
max{(Z[[wollw, ho); w € Bi(0)} = Fwoll [l o]l

1
Fazendo w = §||w0||*w7 obtemos

max{ (W, ho); W € B

2

1
jwoll. (0)} = §||w0||*||h0||,

consequentemente

%Ilwoﬂ*llholl = max{(@, ho); W € By, (0)} < sup{(@, ho); W € Bjuy.(0)}.  (3.6)

1
De (3.5) e (3.6)
1 1
(€ ho) 2 Sllwolll[holl = S llwolls, V€ € OI(xo),
(lembre-se ||ho|| = 1). Segue de (3.4) que

(€, ho) > %Jla V¢ € 01 (x). (3.7)

Por outro lado, desde que JI é semicontinua superiormente (ver propriedade
(Py)), para cada xg € N3g, 3., C X, existe 19 > 0 tal que se z € dI(x) e ||z — zo|| < o

existe w € 01(xg) verificando
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01

—wl, < = 3.8
o = wll. < 2 (38)
De (3.7) e (3.8)
o o
71 — (2, ho) < (w, ho) — (2, ho) < El
donde segue-se que
(2, ho) > % Vzedl(z) e Vi€ By (). (3.9)

Dessa forma, podemos construir uma cobertura para o conjunto N, 3.,, dada por

U B, (3.10)

TEN35, 3¢9

com 7, verificando (3.9). Como o conjunto N3s, 3., é metrizével pela norma, segue
que este é paracompacto (ver Apéndice C), logo toda cobertura aberta de tal con-

junto, admite um refinamento enumeravel e localmente finito, o qual denotaremos por

ieN
Fixado ¢ € N, definamos

pi: X —R
x> pi(x) = dist(x, By, (7,)°).

Note que dados z,y € X temos

pi(x) = pi(y)| < llz —yll (3.11)

Além disso, seja ; : X — R um funcional dado por

r
pilT -~
#7 HARS N351,3€1
pi(T)

Bi(x) = ¢ keN

0, caso contrario



Capitulo 3 - Teorema do Link 43

ev: Ng(sl,ggl — X um campo vetorial definido por

v(z) =Y Bi(z)hi, =€ Nas, s,

1€EN

onde h; = Hu—ZH verifica (3.9), para x¢ = u;.
Uy

Afirmacao 1. v é localmente Lipschitz.

De fato, lembrando que U B, (x;) ¢ um refinamento localmente finito de Ngghgsl ,
ieN
para cada & € N3s, 3, , existe 0 > 0 tal que B;(¥) intercepta uma quantidade finita de
bolas da uniao U B, (z;). Assim, para cada T € N3§1’351 existe J = Jz tal que
ieN
B; N B;3(#) # @ se, e somente se, j € J. (3.12)

Consequentemente, para © € N3z, 3., N B;(Z) temos

(@)= Bi(@)h

jeJ

com

pi(z) .
Bi(a)hj = =———h;, Jj€J.
Pie()
keJ

Para mostrarmos que o campo v é localmente Lipschitz sobre Ng(sl’gel, basta mostrar-
mos que §jh; é localmente Lipschitz, pois soma finita de fungoes localmente Lipschitz,
ainda ¢ uma funcao localmente Lipschitz. Por isso, verificaremos agora que f§;h; ¢

localmente Lipschitz.
Fixado 7 € N33, 3.,, tome § > 0 verificando (3.12). Sendo assim, dados j € J e

T,y € Ngghggl N B;(Z), temos

> olos() =Y pilx)p;(y)

18;(x)h; — Byl = |22 ke ,
! > oe@)> pely)
keJ keJ

ou ainda,
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18(x)h; — Bi(w)h;ll - < D 1ok()ps(@) = pr(@)p; ()]

1
> @) o) | i

keJ keJ

d.p (x)lzp (v) Z(|p’“(y)pﬂ'(‘”) — p(2)p;(y)

keJ keJ
+0;(¥)px(y) — pi (W) px(y)] )

IN

1
> (nW)lps(@) = pi(w)l
pe(@) ) pe(Y) | s

+riW)len(@) = pr)l).

donde segue-se, de (3.11), que

18;(x)hy — Bi(y)hy| <

>o <x>1zp ) (Z(pk@)xy) +pj<y>xy>

ked keJ
2> pe(w)llz =y
< keJ
O @)Y pely)
keJ ked
e portanto, H H
2|lr —vy
i(2)hi — Bi(y)hsl - < :
It =gl < = -
keJ

Da definigao de p;, tem-se

Z pr(xz) >0, x€ N361,361 n Bg(i),

k€Jw

donde segue-se, da continuidade de p;, que existe M=M (Z) > 0 tal que
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Portanto,
2 - -
18;(@)h; = Biwhll < v =l Y.y € Nag, 5, 0 B5(2),

mostrando a Afirmacao 1.

Agora, note que,

IN

lo@) = |>_ Bia)hy > 18i (@)1

jeJ jed

= Yl = Y&
jeJ jeg pr()
keJ

> pjl)

jeJ

Zpk(fﬂ)

keJ

Além disso, segue de (3.9) que

p;(z) - 2169)
(z,v(x)) = <Z>z; Whj >—z; W (2, hj)

keJ keJ

pj(x) 01 01
> _ | = = —.
> 2 =3

jeg Zpk(x)

keJ

Ou seja,
(= v(x)) > 2,

o que conclui a demonstracao deste lema. [ ]
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A seguir, enunciaremos e demonstraremos um versao do Teorema da Deformacgao

para funcionais localmente Lipschitz, o qual é devido a Motreanu-Varga [21].

Teorema 3.4 (Teorema da Deformacgao) Sejam X um espago de Banach refle-

ziwo, I : X — R um funcional localmente Lipschitz e A, B C X subconjuntos nao

vazios, fechados e disjuntos, tais que:
(1) AcC I
(2) B C I
(3) BN K.(I) =@;

(4) a condigao (PS)p,. € verificada.

Entao, existe um nimero € > 0 e um homeomorfismo n : X — X satisfazendo as

sequintes propriedades:
(1) I(n(x)) < I(z), VoeX;
(i) n(x) =z, VzeA;
(iii) N(B) C Lo
Demonstragao: Observe inicialmente que

(N2§1,261)C N N51,61 = g.

Assim, podemos definir ¢ : X — [0, 1], dada por

gb(x) d’lSt(l’,X \ (N2(51,251))

Note que:
d ¢ S Liploc(Xa [07 1])7
o p(x) =0, Vae X\ (N o)

o (b(I) =1, Vze N(sw:l'

Consideremos agora, o seguinte campo vetorial V' : X — X dado por

Viz) = { —816(x)v(x), Vo € Nas, e,

0, caso contrario.

- diSt(.ﬁE,N(sl,gl) + dist(x, X \ (Nag, 2¢,))

(3.14)
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onde v : Ngghggl — X é o campo vetorial encontrado no Lema 3.3.
Afirmagao 1: V € Lip,.(X, X).

De fato, sabemos que ¢, v sao localmente Lipschitz. Analisaremos os seguinte

Casos:

Caso 1: Se w € int(N3s, 3., ), existe § > 0 tal que
Bs(w) C int(Nss, 3, )-
Assim, dados z,y € Bs(w), temos
V() =Vl = dllé@)e(z) - oyl
= 0ifl¢(z)(v(z) —v(y) + v(y)(¢(x) — oY)l

d1(l¢(@)[[v(x) = o)l + [lo()lllo(x) = (y)]) (3.15)

IN
<

< G (Ky(w)|lz =yl + Ka(w)||z —yl))

< K()llz —yll, Vr,y € Bs(w).

Caso 2: Se w € O(Nas, 3.,), Bs(w) contém pontos do interior de Ns;, 3., € de seu

complementar, logo se
x,y € Bs(w) Nint(Nss, 3.,) ou 2,y € Bs(w) N (Nss,3,)C,
temos V' verificando (3.15) ou sendo identicamente nula, respectivamente. Porém, se
x € Bs(w) N (Nas, 3:,)¢ e y € Bs(w) Nint(Nss, s, ),

temos

V(z) =Vl = 0= (=dom)vy)ll = dllo(m)lle(y)l
< 010 = d(y)] < dilo(z) — oyl
< 0wz -yl Yo,y € Bs(w).

Caso 3: Se w € (Nas, 3.,), existe & > 0 tal que Bs(w) C (Nss3.,)¢. Neste caso,
V(z) = 0, para todo = € Bs(w), consequentemente ¢ Lipschitz em Bs(w).
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Pelos trés casos que acabamos de ver, segue a Afirmacao 1.
Segue do Lema 3.3 e pelo fato de |¢(z)| < 1, que
V()| < || = drp(x)v(z)]| < b, Voe X (3.16)

Visto isto, o problema de Cauchy

d
= = V(Olta), V(o) eRxX

v(0,2) = =z, VreX

(3.17)

tem tnica solugao globalmente definida em R x X. Ademais, sendo V' continua, segue
que ¥(., ) € CY(R, X) (ver Apéndice C).

Afirmagao 2: O subconjunto By := {v(t,z);z € B,t € [0,1]} C X é fechado.

Com efeito, suponha que (y,) C By e Yy, — 3o € X. Assim, podemos encontrar
(x,) C Be (t,) C [0,1] tal que y,, = y(tn,z,). Passando a uma subsequéncia, caso
necessario, temos t, —» to € [0,1] em R.
Fazendo u, = ~(to, x,), tem-se, pelo Teorema Fundamental do Célculo para espagos
de Banach (ver Teorema C.7) e (3.17),

”un - ynH = ||7(t07xn) - V(tmxn)H =

< / V(s )] ds,

donde segue-se, pelo fato (3.16), que
[t = ynll < d1]to —tn| — 0
Assim,
[un = yoll = llun = Yn + yn = voll < llun = ynll + [lgn — %0l — 0,

isto &,

Uy, —> Yo, em X.
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Note que v_4, = Y(—to,.) é a func¢do inversa de 74, (to,.). De fato, utilizando (3.17)

obtemos:

Yo © ﬁ)/*to(aj) = Vto(t0777to($)) = 7t0<t077(_t07 iL‘)) = ’Vto(to — to, iL‘) = Z.

Da mesma forma, temos v_;, o vy, () = x. Deste fato e pela dependéncia continua de

solugao sobre valores iniciais, temos

Tpn = /y(_t07un) — 7(—1507?/0)-

Por outro lado, (x,) C B e B é fechado, logo v(—to,40)) € B. Sendo assim, basta
observar que yo = (o, 7(—to, %)) € B. Mostrando a Afirmacao 2.

Afirmagao 3: I((.,z)) é uma fun¢ao nao crescente em R, para cada x € X.
Primeiramente, verificaremos que para cada x € X, I(v(.,z)) é localmente

Lipschitziana sobre R. Fixados z € X et € R, existe ¢’ > 0 (pois I € Lipi,.(X,R)) tal

que

[L(v(s1,2)) =1 (v(s2,2))| < K(7(t,2))[|[7v(s1,2)=7(s2, 2)|, Vv(s1,2),7(s2, ) € Bor(v(2, 7).

Considerando 6 = max{si, so} e a = min{sy, $2}

16610) = TGl < Ko [ v

0
< K(y(t.2)) / IV (3(s,2)) |ds

< K(y(t,2))01(0 — o) = K(7(L,2))01[s1 = 82/ (3.18)
Como (., x) é continua sobre R, existe ' > 0 verificando

|s —t] <& = ~(s,x) € Bu(7(t,x)). (3.19)
De (3.18) e (3.19)

[I(y(s1,2)) = I((s2,2))| < Kyls1 — sa| Vsy,s2 € (t—0',t+0),
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como querfamos mostrar.

Mostraremos agora que I(7(.,x)) é nao crescente sobre R. Fixe s € R e §; > 0
tais que I(7(.,z)) é Lipschitz em (s—ds, s+0J5). Pelo Teorema de Lebourg (ver Capitulo
1), dados tg,t € (s — ds, s + J5) existem T € (to,t) e e O-1(y(7,x)) tais que

I(3(t, ) = I(v(to, ) = (€, — to). (3.20)

Sendoy € C'(R, X) e I € Lipi.(X,R), tem-se pela Regra da Cadeia I (ver Capitulo 1),

O 1(y(1,2)) C Oyr oyl (y(1,2)) 0 CCZZ—Z(T, z) = Oyry L (Y(T, 7)) o V(y(T, 2)). (3.21)

De (3.20) e (3.21), existe & € Oy(ra) I ((7,x)) tal que

I(y(t,2)) = I(v(to, 2)) = (&, V (y(7,2))(t = t0)). (3.22)

Agora, analisaremos os seguintes fatos:

(I) 7(77 I) € N351,381'
Neste caso,

V(y(r,2))(t —t0) =0

donde segue-se, de (3.22), que

(II) ’Y(T, $) S N3(51,381 \ N251,261-
Para este caso, ¢(y(7,z)) = 0, portanto
V(y(r,2)) = 0.

Consequentemente,

Iy, z)) = I(v(to, @), to <.

(III) 7(7_7 17) S N25172€1 \Nﬁl,él‘
Observando que

V('Y(Tv I))(t - tU) - _51925(’7(7_7 CL’))U(W(T, JZ))(t - tO)v
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temos de (3.22)
I(y(t,2)) = I(v(to, z)) = (& —010(v(7, x))v(y(7, 2))(t — t0))

= =0 (y(7,2))(t — to) (&, v(v(7, 2))).

Segue do Lema 3.3 que

1(1(t,2)) = I(1(to,)) < =G16(x(r. ) (¢ — o) G- < 0.

implicando que
I(y(t, ) < I(v(to,x)), to<t.

(IV) 7(7-7 I) (t - tO) S N(;l,f‘:l'
Neste caso, ¢(v(1,z)) = 1, implicando que
V(y(r,2))(t —to) = =610((7,2))(t — to).
Donde segue-se, de (3.22), que

I(y(t,z)) = I(y(to, z)) = —0u(&,v(v(7,2))(t — to))

g
= —5131 <0

implicando que
I(y(t,x)) < I(v(tg,x)), to<t.

Por (I), (II), (III) e (IV) concluimos que

I(y(t,z)) < I(vy(tg,x)), to<t, to,t€(s— s s+ 0s).

Sejam t,t, € R, com ] < t,. Veja que

sl | (s—des+6),

s€[ty,t5)]

onde d; > 0 é tomado de sorte que a fungao 1(v(., z)) seja lipschitziana em (s—ds, s+d5).
Utilizando o Teorema de Borel-Lebesgue, existe um conjunto finito J = {1,2,...,k}

tal que
[t t5) € | J(s5 = 6, 85 + 65),

jed
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de modo que s; < s;11 €
(i — 05,8+ 6;) N (Sit1 — 0ig1, Siv1 + 0iy1) # D,

para todo i € {1,2,...,k — 1}. Para cada i € {1,2,...,k — 1}, tome
ri € (8i — 6i, 8+ 6;) N (Si+1 — i1, Siv1 + 6i11). Logo,

I(y(ty,2)) =2 1(y(r,2)) = -+ 2 L(y(ri, @) = -+ = L, ) =2 1(y(t5, ),
mostrando a Afirmacao 3.
Afirmagao 4: ANB; =0.

Com efeito, suponha por contradicao que AN By # O, isto é, que exista xg € B

e to € [0, 1] com 7(to, o) € A. Note que ty > 0, pois caso contrario
zo = 7(0,20) = y(to, z0) € A,

0 que nao é possivel, visto que zy € B.
De (1), (2) e pela Afirmagao 3, obtemos

(1) (A3) (A3) (2)
¢ < I(y(to,z0)) < I(vy(t,zo)) < I(7(0,20)) = I(xg) < ¢, Vte]0,to]

Logo,
I(y(t,z)) = ¢ ¥Vt € 0,1t (3.23)

Por outro lado, para todo t € [0, 1]

t
d
/0 d—Z(s,xo)ds

t
< / WVi(s,zo))lds < &t < .
0

Iy (tz0) — o] = \

Logo, ¥(t, 7o) € Ns,(B) e por (3.23), temos que

c—e < [(’}/(t,l‘o)) <c+eq, Vit € [O,to].

Assim,
Y(t, ) € N5, (B) NI N Iye,, V€ [0,t0]. (3.24)
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Por (3.22), existem & € Oy(r2)I(v(7, 7)) e 7 € (0,t)) tais que

I(7(to, o)) = 1(7(0,20)) = (&, V(7(7, x))(t0 — 0)),
implicando, de (3.24) e Lema 3.3

—510’1
3 )

I(v(to, z0)) — 1(7(0,20)) = —01(&, v(7(7, m0)) <
donde segue-se que

o o
T(/to,20)) < I(wo) = =+ < e = =% <.
caracterizando uma contradi¢ao com (3.23), mostrando a Afirmagcao 4.
Segue da Afirmacao 4 e pelo Teorema C.2, que existe um conjunto fechado A;

em X tal que Ay N B =@ e ACintA;. Neste caso, defina ¢ : X — [0, 1] dado por:

B dist(z, Ay)
 dist(x, Ay) + dist(x, By)’

Y(x) r e X.

Note que
o ¢ € Lipio(X, [0,1]);
o Y(x)=0, VzeA;
o Y(x)=1, Vze€ B;.

Agora, defina um novo campo vetorial W : X — X dado por

deste modo

Wie) = { Y(2)V(z), Vo € Nas, e, (3.25)

0, caso contrario.

Observe que W € Lip;,.(X, X), pois ¢ e V sao localmente Lipschitz. A prova deste
fato segue o mesmo raciocinio feito na Afirmacao 1. Além do mais, ||[W(x)| < 61,
x € X. Assim, o problema de Cauchy com relagao ao campo vetorial W, dado por

dg

%(t,x) = W((t,x)), V(t,x)eRxX

€0,2) = =z, VereX

(3.26)
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possui tnica solucao globalmente definida em R x X. E mais, como W é continua,
temos que ((.,z) € C'(R, X).

Provaremos agora os itens (i), (ii) e (i), para

€ := min {%, 51} (3.27)

n(x) :=((1,x), VrelX. (3.28)

Inicialmente, mostraremos que n : X — X é um homeomorfismo. De fato, seja
n_1: X — X
n_1(z) =¢(-1,z), ze€X.

Observe que

non(x) =n(n-1(z)) =¢(Ln-(r) =¢(1,¢((-1,2)) =¢(1-1,z) ==z, zeX.

Analogamente, temos

nion(z) =z xe€X.

Logo, n é bijetora com 1~ ' = n_;. Como ambas as aplicacdes sdo continuas, segue que
1 ¢ um homeomorfismo.

Usando o Lema 3.3, a definigdo de V' em (3.14) e observando que o fluxo ¢ tem
as mesmas propriedades do fluxo do problema de Cauchy (3.17), seguindo o mesmo
raciocinio da Afirmagao 3, mostra-se que I({(¢,z)) é uma fungdo ndo crescente em

t € R para cada x € X. Sendo assim,
I(n(z)) = 1(¢(1,2)) < I(¢(0,2)) = I(z), VzeX,

mostrando (7).
Agora mostraremos (7). Fixando z € Ay, defina ¢(t) = z, Vt € R. Observe que
¢ define uma solugao para o problema de Cauchy (3.26), pois

) = 0 = Wie)
e(0) = =

Assim, pela unicidade da solugao, segue que ¢(t) = ((t, z), isto é,

((t,z) =z, VteR.
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Em particular, n(x) = {(1,2) =z, Vx € Aj, e como A C intA;, temos
n(x) =z, VreA,

mostrando (7).
Para mostrar que (i) é satisfeita, suponha por contradi¢ao que existe zo € B
tal que n(xg) & I._, isto é,
I(n(xg)) > c—e. (3.29)

Recorde que W (z) = V(x), Vo € By (basta observar a defini¢ao de ). Pela definigao
de B; temos

W(V(tv Jf())) = V(/}/(ter))? Vt € [07 1]

Assim, v(t) = ~y(t, o) satisfaz o problema de Cauchy (3.26), logo por unicidade de
solucao, temos
Y(t, z0) = ((t, o), Vtel0,1]. (3.30)

Por hipétese B C I, assim, pela Afirmacio 3 e (3.30)
¢ > I(wo) = 1(C(0,20)) = I(7(0,x0)) > I((t, 0)) = I(¢(t,x0)), Vte€[0,1].
Logo, de (3.28) ¢ (3.29), temos
¢ > I(C(t,x0)) > I(C(1,20)) = I(n(zo)) > ¢ — &,V € [0,1]. (3.31)

Além do mais, por (3.26) e (3.25), obtemos

1€t z0) — 2ol = [IC(£,20) = C(0, zo)|| = ‘/OW(C(Syxo))dS

t
< [ W mlas < ae<s,
0
mostrando que ((t,70) € N, (B) para todo t € [0,1].
0101

Além disso, como ¢ := min {T,sl} segue de (3.31) que

ct+er >c>1(((txy)) >c—e>c—ey,
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implicando que ((t,zo) € It N 1.4, Vt € [0, 1], consequentemente
((t,70) € Ng, o, Vte[0,1]. (3.32)
Agora, por (3.30)

I(n(wo)) — I(xo) = 1(¢(1,20)) — 1(¢(0,70))
= 1(v(1,20)) — I(+(0,20)).

Utilizando o Teorema de Lebourg e a Regra da Cadeia I, existem 7 € [0,1] e

5 S a’y(T,I)‘[(/}/(T7 ZE)), tals que

I(n(xo)) — I(wo) = 1(7(1,20)) = I(7(0,20))

implicando de (3.32) que

I(n(zo)) — I(zo) = (& V(¢(T,20)))
= —01(&,v(¢(7,20)))-

Dali, segue pelo Lema 3.3 que

In(ao)) < 1) ~ 2% < o 20

)
Lembrando que € < %‘1, concluimos que
](77(930)) <c—g,

o que caracteriza uma contradigdo com (3.29), mostrando (%ii).

3.2 Teorema do Link

Agora, vejamos uma aplica¢ao do Teorema da Deformagao (ver Teorema 3.4),
conhecido na literatura como Teorema do Link, o qual a demonstracao é devido a

Motreanu-Varga [21], mas antes precisamos estabelecer uma defini¢ao de link.

Definicao 3.3 Sejam Q,Qq e S subconjuntos de X, nao vazios e fechados tais que

Qo CQ eQoNS =@. Dizemos que o par (Q,Qg) possui link com S em X, se para
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cada g € C(Q, X) com
g’Qo E[d|Q07

temos g(Q) NS # @.
Teorema 3.5 Sejam X um espac¢o de Banach reflexivo e (Q, Qo) um par que possui

link com S em X. Assuma ainda que () seja compacto e I : X — R seja um funcional

localmente Lipschitz verificando:
(1) existe a € RT, tal que Qo C I, e S C I°.

Se I verifica a condi¢io (PS)s,., com

¢ = inf sup I(g(x)),
infsup 1(g()

onde I' ={g € C(Q, X); glg, = Id|g, }, entao, as propriedades abaizo sio verdadeiras:
(i) ¢ > «;

(ii) Kc(I)\ Qo # 95
(i) K. (I)NS # & sec=a.

Demonstracgao: Prova de (i): Como o par (Q, Qo) possui link com S em X, dado
g €T, existe y; € g(Q) N'S. Assim, existe z; € @ tal que g(x;) =y; ey; € S.
Por hipétese, S C I%, logo

I(g(z;)) =I(y;) >, VgeT

e como () é compacto

supI(g(x)) > a, Vgel. (3.33)
TEQ

Consideremos o seguinte conjunto

H = {sup](g(x)); g€ F} CR.
T€EQ

Segue de (3.33), que H é limitado inferiormente em R, e & uma cota inferior para H.

Deste modo

c=1infsup I(g(z)) > «,
9€l’ zeQ

mostrando ().
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Prova de (iii): Suponha por contradigdo que K.(I) NS = @ ou equivalentemente,
que K_.(-I)NS=g2.

Como a = ¢, temos
Q() cl. e ScCI°

implicando que

I(z) <ec, VreQ

I(x) >c Vzes.

De forma equivalente,
—I(x) > —c, Vz e

—I(z) < —¢c, Vxes,

ou seja,
QoCc—1°“e Sc—-1_.

Agora, desde que QoNS =2 e K_.(—I1)NS = @, pelo Teorema da Deformagao

(ver Teorema 3.4), existem € > 0 e um homeomorfismo 7 : X — X tais que

n(@) =z, VreQo (3.34)

0(S) C —I_o. = I (3.35)

Sendo ¢ = inf sup I(g(x)), existe gy € I' tal que
gel z€Q

sup I(go(z)) < ¢+ &,
z€Q

implicando que

I(go(z)) < c+e, VreQ. (3.36)

Considerando g, = 1! o gy, obtemos de (3.34)

gZ’Qo = 7771 © gO’Qo = 7771 © Id|Q0 = 7771|Qo = [d’Qoa
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mostrando que g € I'. Deste fato, como o par (Q, Q) possui link com S em X, existe
o € Q tal que
g2(x0) = 0" 0 go(wo) € 5,

implicando de (3.35) que 1(ga(wg)) € I°7°, consequentemente

I(go(z0)) = I(non "o go(xo)) = I(n o ga2(m)) > c+e, (3.37)

contradizendo (3.36). Logo, K.(I) NS # @, mostrando o item (7).

Prova de (ii): Inicialmente, suponha ¢ = a. Segue do item (iii) que
KNS +@. (3.38)
Tendo em vista que Qo NS =@ e K. (I)NS C S, temos
(K(I)NS)NQo = 2. (3.39)
De (3.38) e (3.39)
B 4 K1) = (K1) N 8)\ Qo C K1)\ Qo,

mostrando (7i) para o caso ¢ = a.

Agora, suponha que ¢ > a. Neste caso,
I(x) <e¢, VzeQy,

dai, K.(I) N Qo = @ e portanto K.(I)\ Qo = K.(I). Assim, basta mostrarmos que
K.(I) # @. Suponha, por absurdo, que K.(I) = @, utilizando o Lema 3.1, existem

e € (0,c — a) e um homeomorfismo ¢ : X — X verificando

o) =2z, Vol \I-. (3.40)

o(Iye) C I (3.41)

Pela defini¢cao do valor ¢, existe gy € I', tal que

sup I(go(z)) < c+e,
zEQ
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consequentemente
I(go(z)) < c+e, VreaQ,

em particular, go(z) € I..¢, para todo x € Q.
Como ¢ € (0,c — ), temos Qg C I, C I._., implicando de (3.40)

o(x) =z, Ve Qo.

Defina g; = ¢ o go. Note que g; € C(Q, X) e por (3.43)

gllQo =y 090|Q0 =@o [deo = §0|Q0 = [d|Qov

mostrando que g; € I'. De (3.41) e (3.42)

I(gi(x)) =1(pogo(x) <c—e VreqQ,

implicando que

c=1infsupI(g(z)) <c—e¢
gel z€Q

o que caracteriza um absurdo. Logo, K.(I) # @, mostrando (7i).

(3.42)

(3.43)

O proximo resultado, é uma extensao do Teorema do Passo da Montanha para

funcionais localmente Lipschitz, devido a Kristaly-Marzantowicz-Varga [16], e sua

demonstracao nao é encontrada em detalhes na literatura.

Corolario 3.1 Seja I : X — R wum funcional localmente Lipschitz, satisfazendo a

condi¢io (PS)p., onde R = {x;||x — x| = r} C I%, para todo ¢ € R. Se existem

1, 1o € X, comx| £ Ty eT € (0, ||xe — x1||) tais que
inf{I(z); |z — il| = r} = max{I(z1), I(22)},
onde x; € {x1, 2} € tal que I(x;) = max{I(xy),I(xq9)}. Entao,

=1 >
¢:= inf max I(7(s)) = max{I(21), I(z2)},

onde I' = { € C([0,1], X);v(0) = x1 e (1) = x2}, € um wvalor critico para I e

Ke(I)\ {z1, 22} # 2.
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Demonstracao: Inicialmente, faremos algumas observagoes para que, possamos aplicar

o Teorema 3.5. Considere a aplicacao

¥ [0,1] — X

‘ (3.44)
s > A(s) = sz + (1 —s)z1.

Note que 4 é um homeomorfismo sobre sua imagem ([0, 1]) = [z, 23]. Definamos o
conjunto
['={g € C(lx1, 2], X); g(z1) =21 e g(wz) = w2}

Assim, dado y € T, existe g € I' (g = vo0471) tal que

Y=go7.

Afirmacao 1: ¢ = inf max I(v(s)) = inf max I(g(z)) =c.
¢ inf mas 1(9(s)) = inf_mase 1 (g(a)

Definamos os conjuntos

A= {max I(v(s));7 € F} e B= { max I(g(z)); g € f} .

5€[0,1] z€5([0,1])

Mostraremos agora que os conjuntos A e B sao iguais. Com efeito, dado a € A, existe
Y € I tal que

— I .
@ = max (70(s))

Seja go € T tal que 4y = go 0 7, assim

a=max I(goo~(s)) = max I(go(x)),
max I{goo3(s)) = max I(go(r))

implicando que A C B. Da mesma forma, dado b € B, existe ¢; € I’ de modo que

b= max I(gi(x))= max I(g; o(s)) = max [(vy(s
JJnax 1(g1(v)) = max (g1 05(s)) = max I(7(s)),
onde v = g; oy € I', mostrando que B C A. Portanto, A = B e consequentemente
inf A = inf B, mostrando a Afirmacao 1.
Note que o conjunto 4([0,1]) = [x1, 23] é compacto, pois ¥ é uma aplicagao

continua e [0, 1] é compacto.

Afirmagao 2: Considerando o := max{[(x;),(x2)} € RT, temos {z1,2o} C I, e
RcCI”.
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A primeira inclusao ¢é evidente, devido a definigdo de «. Verificaremos agora

que R C I®. Dado x € R, temos por hipotese, que
I(z) = inf{I(2); ||z — x| = r} = max{I(21),1(22)} = o,

mostrando a Afirmacao 2.
Afirmacao 3: O par ([x1,xs], {x1,22}) possui link com R em X.

De fato, inicialmente, note que RN {x1,22} = &, visto que r € (0, ||z2 — z1]]).
Fixando ¢ € I, afirmamos que g([z, z5]) N R # @. Com efeito, desde que g o4 é uma
aplicacao continua e [0, 1] é conexo, g o ¥([0,1]) = g([z1,x2]) é conexo. Considerando

D = {x; ||z — z;]| < r}, suponha sem perder a generalidade que
z1 € g([r1,22]) VD e x4 € g([xy, 22]) N DC,
utilizando o Teorema da Alfandega (C.10), temos
@ # g([z1,22]) NOD = g([z1, 7)) N R,

mostrando a Afirmacao 3.

Utilizando as Afirmagoes 1-3, o fato que I verifica a condi¢ao (PS)g. ¢ 0 Teo-

rema 3.5 com Q = ([0, 1]) = [z1, x3], Qo = {z1,22} € S = R, obtemos que

Ke(I) \ {1, 72} # 2

CZ&ZOZZI(%)a

logo ¢ é um valor critico para o funcional I, como queriamos demonstrar. [ ]



Capitulo 4

Teorema de Multiplicidade

Neste capitulo, apresentaremos condi¢oes suficientes para se obter, pelo menos,
trés pontos criticos para uma classe de funcionais localmente Lipschitz. Para isto,

revisaremos alguns conceitos basicos.

4.1 Resultados Preliminares

No que segue, (X, ||.||) ¢ um espago de Banach. Para mais detalhes sobre esta
segao ver [5],[22] e [25].

Definicao 4.1 Seja f : X — R wma funcao. Diremos que f € semicontinua supe-

riormente, se para toda sequéncia (x,) C X tal que x, — xo, tem-se

lim sup f(z,) < f(zo).

n—-+o00

Definicao 4.2 Uma funcao f : X — R € dita ser semicontinua inferiormente, se

para toda sequéncia (x,) C X tal que x,, — x¢, tem-se

liminf f(z,) > f(zo).

n—+oo

Observagao 4.1 Se para toda sequéncia (x,) C X tal que x, — xo, tem-se

liminf f(z,) > f(z0),

n—-+o0o

a fungio f: X — R € dita ser fracamente semicontinua inferiormente (f.s.i.).
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Definicao 4.3 Uma funcao f: X — R € dita ser coerciva, se
f(z) — +o0, quando |z|| — +oo.
Definicao 4.4 Diremos que uma funcgao f: X — R € concava, quando
fltz+ (1 —t)y) > tf(x) + (L —t)f(y), Vz,y € X, Vte (0,1).

Teorema 4.1 [5] Suponha que o funcional f : X — R seja convexo e semicontinuo
inferiormente na topologia forte, entao f € semicontinua inferiormente na topologia

fraca.

Teorema 4.2 [22] Sejam f : RY — R uma fungio conveva e vy € RY. Entdo,
existem 6 = §(xg) > 0 e K = K(x9) > 0 tal que

|f(z) — f(y)| < K|z —y|, Vz,y € Bs(xo).

Lema 4.3 Todo minimo local de f : X — R € também minimo local de g := f + ¢,

para qualquer ¢ € R.

4.2 Teorema de Multiplicidade

Nesta secao, enunciaremos e provaremos, um resultado de multiplicidade de
pontos criticos devido a Kristaly-Marzantowicz-Varga [16], que é uma adaptagao

do seguinte resultado devido a Ricceri [24],

Teorema 4.4 [24] Sejam X um espago de Banach reflexivo, J C R um intervalo e

v : X X J— R uma fungao satisfazendo as sequintes condigoes:
(1) p(z,.) € concava em J, para cada v € X;

(2) o(.,A) € continua, coerciva e f.s.i. em X para cada X € J;

(3) Br = sup inf p(z,A) < inf Sup p(z,A) =: B

Entao, para cada o > [, existe um conjunto aberto nao vazio Jo C J com a sequinte

propriedade:

(x) dados uma fun¢io ® : X — R f.s.i. e A € Jy, existe pg > 0 de modo que, para
cada 1 € (0, o), o funcional

Dou(u) = o(u, A) + p®(u), ue X,
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possui pelo menos dois minimos locais no conjunto {z € X;¢(x,\) < o}.

Para cada 7 > 0, definamos o seguinte conjunto
C, = {g € C*(R,R); g é limitada e g(t) =t,¥t € [—7,7]}.

Teorema 4.5 Sejam X um espaco de Banach reflexivo e X;, comi = 1,2, dois espac¢os
de Banach tais que X — X;. Sejam J C R um intervalo, h : [0,+00) — [0, +00)

comp.
uma fun¢ao convexa nao decrescente e ®; : X; — R, com i = 1,2, dois funcionais

localmente Lipschitz tais que
Exp=R([lIl) + A®1 + pg © O3,

restrita a X satisfaca a condigao (PS)., para todo ¢ € R, X € J, u € [0,|A\|+1] e
g €C,, 7>0. Assumindo que:

o h(]|.]|) + APy € coercivo sobre X, para todo X € J;

e dp € R tal que

sup inf [h(]|z]]) + M@ (x) + p)] < inf sup[h(||z]]) + NP1 (z) + p)]. (4.1)
AeJ reX rzeX AeJ

Entao, existem um intervalo nao vazio A C J e r > 0 verificando: dado A € A existe
to € (0,|A| + 1] tal que o funcional &y, : X — R dado por

Enn(w) = h((Jul) + A®y(u) + ps(w), uwE X, com p € [0, ),
possui pelo menos trés pontos criticos T1,x2, x5 € X, tais que ||z;|| <r com j =1,2,3.

Demonstracao: Sendo h uma funcao nao decrescente e convexa, observa-se pela

desigualdade triangular que
h(lltz + (1 = t)yll) < h(tllz]| + (1 = D)yl)) < th(lz]]) + (1 = )rlyl]),

com z,y € X e t € [0,1], mostrando que h(]||.||) é convexa. Deste fato, segue pelo
Teorema 4.1 que h(]|.]|) é fracamente semicontinua inferiormente.

Agora, defina

v XxJ — R
(2, A) — @z, A) = h(|[z]]) + M@ (z) + p),
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onde p € R verifica (4.1).

Afirmacgao 1: As fungoes E) , e (., A), sdo fracamente semicontinuas inferiormente.
Além disso, o funcional E) ,, € Lip.(X,R).
De fato,

O =P10ld;: X — R e gody=(gody)oldy: X — R,
onde as aplicagoes

Id, : X — X,
r — Id;i(z)

sao compactas devido as imersoes X <— X;, com ¢ = 1,2. Deste modo, dado
comp.
(x,) C X com x, — z tem-se
(I)l(.’lfn) = q)l o [d1<ﬂfn) — q)l ] Idl(.fC) = (I)l(.T), (42)
e
goDa(xy,) = (goPy)olde(x,) — (g0 Ps) o ldy(x) =go DPy(x). (4.3)

Visto isto, dada (z,) C X tal que x,, — z, temos

liminf Ey ,(x,) > liminfA(||z,|) + liminf A®;(z,) + lim inf pg o ®o(z,,)
n— 00 n— 00 n—o0

n—oo

> h([[z]]) + APy () + pg o Bo(x),

ou seja,
liminf Ey ,(2,) > E,(2).

n—oo

Além disso,

liminf p(z,,\) > lminf h(||z,||) + iminf A(1(z,) + p)
n—oo n—oo

> h([[=]]) + MPo(2) + p)

> oz, \).

Agora, observando que h ¢é localmente Lipschitz sobre [0, +00) (ver Teorema 4.2), tem-
se que h(||.]]) € Lipe(X,R) e como g € C'(R,R), segue que Ey, € Lipp.(X,R),
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mostrando assim a Afirmacao 1.
Para cada t € [0,1], A\;,\s € Re z € X, tem-se

(@, th + (1 —=1)r2) = h(llz]) + A (Pi(z) + p) + (1 = 1) Aa(P1(2) + p)
= th([lz])) + (1 = Onrdlz]) + A (D1 (2) + p) + (1 = ) A2(P1(2) + p)
= t(h(llz]) + M(@1(z) + p)) + (L= D) (A([lz]) + Ae(@1(2) + p))

=tz M) + (1 = 1)e(z, Ag),

mostrando que ¢(z,.) é concava. Tendo em vista, que ¢ verifica as hipoteses do

Teorema 4.4, fixemos

o > sup inf [A([|z]]) + A(@1(z) + p)]

f

AeJ v€X

e consideremos um conjunto aberto ndo vazio Jy, C J verificando (%). Fixe
A =la,b] € Jye N € A, Paracada T > 0 e g, € C, definamos o funcional
O(.) = g, o o(.) fracamente semicontinua inferiormente (ver (4.3)). Segue do Teo-

rema 4.4, que existe p, > 0 tal que, para cada p € (0, ), o funcional
(- A) +u®() = A1) +AP1() + plgr 0 Do) + Ap

= EJ,.()+M

possui pelo menos dois minimos locais, digamos z7,2] € {x € X;¢(x,\) < o}, que

também sao minimos locais do funcional E ,(.) (ver Lema 4.3).

Afirmacgao 2:

U {zeXip@ ) <o} C {ze€X;h(|z]]) + adi(z) < o — ap}
A€E[a,b]
U{z € X;h(]|z]]) + bP1(z) < 0 — bp}.

Dado =z € U {z € X ; ¢x,\) < o}, existe \; € [a,b] tal que
A€E|a,b]
z € {x € X;p(x,\1) < o}. Vejamos os seguintes casos:
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Caso 1: Se ¢4(x) + p < 0, temos
a(®1(x) + p) > A (P1(2) + p) > b(P1(x) + p).

Dai,
h(llzl]) +0(@1(z) + p) < h(llzl]) + Au(Pi(z) + p) <o,

implicando

h(llz]l) + 0®1(z) <o —bp

donde segue que
z € {z € X;h(||z]) + bP1(x) < 0 — bp}.

Caso 2: Se ®4(x) + p > 0, temos

a(®1(z) + p) < Ai(P1(z) + p) < b(P1(z) + p).

Logo,
h(llz]]) + a(@1(z) + p) < A([lz]]) + A (P1(2) + p) <0,
implicando
h(l[z])) + a®i(z) <o —ap
donde

z e {x e X;h(||z]) + adi(x) < o —ap}.

Pelos Casos 1 e 2, conclui-se que
z € {x e X;h(||z]) +a®i(x) <o —ap}U{x € X;h(||z]) + bP1(x) < o — bp}
mostrando a Afirmacao 2.
Como h(]|.]]) + APy é coerciva sobre X, os conjuntos
{z € X;h(llz]]) + a®i(z) <o —ap} e {x € X;h([z]]) + b®1(z) < o —bp},
sao limitados sobre X, donde segue-se, da Afirmagao 2, que

U {z e Xi0(z,)) <o}

A€E[a,b]
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¢ limitado, consequentemente existe n > 0 tal que

U {z € Xi0(z,)) < o} C B,(0). (4.4)
A€E|[a,b]

Logo 27, z] € B,(0).

Agora, defina

¢ = sup h(t) + max{|al,|b|} sup |Py(x)]
t€[0,n] @€ By(0)

e fixe r > 7 suficientemente grande, tal que para cada A € [a, ]
{z € X;h([|z]]) + A®1(z) < " +2} C B,(0). (4.5)

Considere r* = sup |Py(x)] e fixe g = g« € Cp«. Defina
z€B;-(0)

uozmin{|)\|+1 } € (0, |A] +1].

"1+ suplg]|

Por hipotese
Baulw) = By (@) = hl|z]) + A®1(x) + g 0 B(), x € X

verifica a condigdo (PS). para cada c € Re u € [0, yg]. Além disso, 21 = 2} e xy = 7}

sao minimos locais distintos, logo existem 71,79 > 0, tais que

Exp(x) = Expy(z1),  Va € By (1)

E\(x) > E) ,(x2), Vo € By,(x2).

Suponha, sem perda de generalidade, que E) (1) = max{E) ,(z1), Ex,(z2)} e fixe
r’ € (0,min{ry, ||z2 — 21[|}). Note que

Ey\,u(x) > Eyu(x1), VreX, com |z—a| = r.
Mostrando que E) ,(z1) é cota inferior para o conjunto

{Exu(@); ||z — 21| = '},
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logo,
inf{E, ,(2); || — z1|| = 7'} > E) u(21) = max{E) ,(x1), Exu(22)}.

Aplicando o Corolario 3.1, obtemos que

cay = inf max E) ,(y(s)) > max{E) ,(z1), Ex(x2)}
Y€l s€(0,1]

¢ um valor critico para E),, onde I' = {y € C([0,1], X);7(0) = z1 e v(1) = x2}.
Portanto, existe 3 € X tal que ¢, = E) ,(x3) e 0 € 0F) ,,(3).
Considerando y(s) = sxo + (1 — s)x1, s € [0, 1], tem-se

(10, 1]) € B,(0). (4.6)
Sendo assim,

h(llzs]) + A®i(z5) = Exu(s) — ng(®a(es))

= o — 1g(Pa(xs))

IN

Jup {Alv(s)l) + A®1((s)) + pg(P2(v(s)))} — pg(Pa(zs))

< Sz%g}(h(llv(é’)!l)) + sil[tg](max{\a!, 01 }|®1(v(5))])
+ sup (p[g(Pa(v(5)))]) + plg(Pa(z3))]

s€[0,1]

Por (4.6), temos

h(l|zs]]) + A®1(z5) < sup (h(t))+max{|a|,|b|}gug 1))

te(0,n] n(0)
+po sup |g| + po sup |g|

= sup (h(t)) + max{|al, |b} sup |®1| + 2posup |g]|
te(0,n] By(0)

oo SlIl ey
1+ sup|g|

Mostrando que z3 € {x € X; h(||z||) + AP (z) < ¢* + 2}, donde segue-se, por (4.5), que

z3 € B,.(0). Portanto, pelo Lema 1.4, x1, x5 e x3 sdo pontos criticos para o funcional

E i, tais que ||z;|| < r, para cada i =1,2,3.
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Verificaremos agora que 1, x3 e x3 sao pontos criticos para o funcional &, ,.

Com efeito, sendo r* = sup |Po(z)|, temos
z€B;-(0)

|Do(z)| <7, Vz e B,(0). (4.7)
Como g € C,«, por (4.7), temos
g(Py(z)) = Po(x), Va € B,(0), (4.8)
consequentemente,
Exu(z) = h(llz]) + A®1(z) + pg o Po(x)
= h(llz[) + A®1(x) + p®s(x), Vo € B.(0),

ou seja, Ey, = &, sobre B,(0). Ora, z; € B,(0), para cada i = 1,2,3, logo, sao

pontos criticos também para &, ,, 0 que conclui nossa demonstracao.



Capitulo 5

Um Problema de Inclusao Diferencial

em um Dominio Limitado

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar a existéncia de pelo menos trés solugoes
para uma classe de problema de inclusao diferencial em um dominio Q C RY limitado

com fronteira suave.

5.1 Sobre o Problema

Considere o seguinte problema com a condi¢ao nao homogénea de Neumann:

—Au+u € MNOF(u(z)), Q2
ou (5.1)

— e pdG(u(x)), 01,
5 € nG(u()
onde \,u > 0e Q Cc RY, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave.
Além disso, OF,0G : R — P(R") sao os gradientes generalizados dos funcionais
F.G : R — R, respectivamente. O funcional F' : R — R é localmente Lipschitz
satisfazendo as seguintes condigoes:

(Fy) F(0) =0 e existem C; >0 e p € [1,2%) tais que
€] < Cr(1+ [t™), VE€OF(t),t €R; (5:2)

() lim 22XAIE1€ € OF ()}

t—0 ‘t’
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F(t
(Fy) limsup # <0

[t| =400

(F3) Existe t € R tais que F(¢) > 0.

Vejamos agora um exemplo de funcional F': R — R que verifica a condigoes (Fp) —
(£3).

Exemplo 5.1 Seja F: R — R definido por

F(t):/otf(s)ds, tER,

onde
( 0, se t<0
327
flt)= 1 se 0<t<l1 (5.3)
1
—, se t>1
1+ ¢2
Como vimos no Capitulo 2, temos
( 0, se t <0
3
F(t) = — s 0<t<1 (5.4)
| arctan(t), se t> 1.

com
( 0, se t<0
t2
37T, se 0<t<1
4
OF(t) = 5.5
(t) ! 3 . (5.5)
- — se =
274 ]
1
\ m, se t> 1.
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Vejamos agora que F' verifica as condigdes (Fy) — (F3). Anteriormente, no
Capitulo 2, vimos que a condigao (Fp) é verificada, assim verifiquemos as demais.

Verificacao de (F7): Observe que

3nt?
max{[¢|: ¢ € OF (1)} < =
para t =~ 0. Logo,
: 2
< g PEEE OO} _ s
t—0 |¢] t—0 4]t
implicando
o omax{leh£ € 0P}
t—0 ‘t’
Verificagao de (F3): Note que
F(t) T T
0< < — = vt # 0.
o2 T2 2% 7
Logo,
F(t
lim sup # =0
tloo ¢

Verificagao de (F3): Claramente F(f) >0, V1€ (0,00).

Sobre o funcional G : R — R, consideremos que G € Lip,.(R, R) verificando:
(Go) G(0) =0 e existem Cy > 0 e g € [1,2") tais que

€] < Co(1+|t97Y), VE€dG(t), teR. (5.6)

Entendemos aqui como solucio do problema (5.1), uma fungdo u € W'*(Q)

verificando a identidade
/ (VuVu + wo)de — A / Epvdr —p | Egudo =0, Yo € WH(Q),
Q Q o0
para algum &g € LP%(Q) eég € Lq%l((‘)Q) (ver (2.11)), tais que
Er(x) € OF (u(x)) e &a(x) € 0G(u(x)) q.t.p. em S

Pelo Lema 2.4, podemos definir os funcionais localmente Lipschitz



Capitulo 5 - Um Problema de Inclusao Diferencial em um Dominio Limitado 75

o, ¢ IPQ) — R

u o Pi(u) = —/QF(u(a:))da:, (5.7)
o, : LU — R
o (2N do (5.8)
W= B == [ Gl
onde p € [1,2*] e ¢ € [1,2"]. Segue do Teorema 2.5, que
0P, (u) C —/Q(?F(u(x))dx qgtp. em €. (5.9)
0Py(u) C — 0G(u(x))do q.t.p. em ON. (5.10)

o0

O funcional energia associado ao problema (5.1) é dado por

1
Enn(t) = Sl[ull® + A1(u) + pds(u), uwe WH(Q).

1
Tendo em vista que o funcional J : W'?(Q) — R dado por J(u) = §||u||2 é

de classe C*(W'%(Q),R), com J'(u).v = /(VUVU + uv)dx (ver Lema D.1), temos
0
Exp € Lipioe(WH2(Q),R). Além disso, pelas Propriedades (P3) e (Pr), (5.9) e (5.10),

temos

0Eu(u) C {J'(u)} + A0Py(u) + pDo(u)

C )} — A /Q OF(u)de —p | oG(u@)de,  (5.11)

para todo u € W2(Q).

Lema 5.1 Todo ponto critico de &y, € solugao do problema (5.1).

Demonstragao: Seja u € W'*(Q) um ponto critico de &, ,, isto ¢, 0 € IE ,(u).
Logo, por (5.11), existem Ep(x) € OF (u(x)) e £g(z) € 0G(u(x)) q.t.p. em €, tais que

0=(0,v) = /QVqudw—i— /qudac — )\/prvdx — ., Equdo, Vv € WH(Q).
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Proposigao 5.1 Se (t) = inf{®;(u);u € W"*(Q), |lu||® < 2t}, entdo

lim @

t—0t ¢

=0.

Demonstracao: Fixe p € (max{2,p},2"). Seja t € R tal que F' é Lipschitz em [0, ],

utilizando o Teorema de Lebourg, existem s € [0,t] e £ € OF(s) tais que
F(t) = F(0) = (&, t = 0)

e como F(0) = 0, temos
[F ()] < [&][¢] (5.12)
implicando por (Fy) que
[F()] < [(€s: t)] = (&1t < Cult] + Chltf
Por outro lado, como p € (max{2,p},2%), existe K’ > 0 tal que

F@) _ G Ch

< — — < (C, V[t| > K’
o = g = R

e assim,

|IF(t)| < Ot < CItP +€lt)?, Ve>0 e |t| > K (5.13)

De (F}) e (5.12)
()] < eltl, vt e (=0(e), +4(e)),

implicando que
|F(t)| < et + Clt|]P, Ve > 0. (5.14)

Agora, fixe M = M(e) > 0 tal que

F(t
1) M, telie), K]
27
implicando que
|F(t)] < M|t]P +¢elt]?, Ye>0, tel[d), K] (5.15)

De (5.13), (5.14) e (5.15)

|F(t)] < elt] + K(e)|t]P, VteR,
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onde K (¢) = max{C, M}. Deste fato,
Qi (u) = —/ F(u(x))dx > / —|F (u(x))|dx > /(—5|u|2 + K(&)|ulP)dx
0 Q 0
> —eluly — K(e)lulp.
Tendo em vista que W?(Q) esta imerso continuamente em L*(Q2) e L?(£2), obtemos
Dy (u) > —eClul]* = K(e)C|lu|?, ue W2(Q). (5.16)
Defina para t > 0 o conjunto S; = {u € W'?(Q); ||ul|* < 2t}, assim
Oy (u) > —eC2t — K(e)C2

donde

o> P e W(Q) e Jlul® <2t} eC2t k(e)C25¢
- t - t t

NS

Assim, passando ao limite de t — 07, obtemos

- inf{®,(u);u € WH2(Q) e |ul?® <2t} > —2Ck,
t—0t t
consequentemente

- : 1,2 2
lim inf{®;(u);u € WH*(Q) e |ul* <2t} _

t—0+ t

0,

como queriamos demonstrar.

5.2 Verificacao da Condicao de Palais-Smale

Nosso objetivo, nesta secao, ¢ mostrar que o funcional energia F) , verifica a
condigao (PS)., para todo ¢ € R.

Seja o uma funcdo constante sobre £ com uy = £, onde £ ¢ dado pela condicio
(F3). Desde que ®q(ug) = —/ F(t) < 0, temos
Q

_2@1(’&0)
[[uo][?

> 0.
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Fixe n > 0 tal que

2@1(’&0)
0<n<— (5.17)
o
Da Proposicao 5.1, existe d(n) > 0 tal que
t
-1 < @ <n, Vte(0,d(n).
. : 1 2
Assim existe tg € | 0, §|]u0|| tal que —B(ty) < nto. Logo, por (5.17) temos
20
ﬁ(to) > —ntg > Lu;))to. (518)
[[uol]
Agora, fixe py > 0, tal que
28 (uo) 204 (up) |uol?
—ﬁ<t0) < po < — 0 — . = —@1(1&0), (519)
[[uo[? luol* 2
ou seja,
—B(to) < po < —P1(uo). (5.20)

Visto isto, considere o funcional ¢ : W'?(Q) x J — R dado por

1
olu, ) = §Hu||2 + APy (u) + Apo,

onde J = [0, 00).

Lema 5.2 O funcional ¢(.,\) € limitado inferiormente, para cada \ € J.

Demonstragao: De fato, dado € > 0, temos por (Fp) — (F3)
F(t) < elt]?, VteR,

implicando que
1
pu ) = gl = [ Plu@)ds +

v

1
QMW—m/Mwmmmm
Q

Vv

1
el = Acful} + Apo.
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Logo, pela imersdao W'?(Q) < L*(Q),
1
o(u,A) > EHqu — OXellull* + Apo. (5.21)

Agora, defina

2

t 1
q(t) =5 — eCit? + App = 1? (5 — 601) + Apo, t € (0, +00).

Note que

1
li t) = O<e< —.
im g(t) = +oo, para < 3a

Logo, existem K, M > 0 tais que
q(t) > M, Vt> K.

Como ¢ € C(RT,R), existe t; € [0, K] tal que

q(t1) = min{q(t);t € [0, K]}.
Assim, concluimos que

q(t) > min{M, q(t;)} =: Ko, VteR" (5.22)

De (5.21) e (5.22), temos

o(u,\) > Ko, Yu € WH(Q),

mostrando que ¢(., \) é limitado inferiormente.

Lema 5.3 O funcional ¢ verifica a sequinte desigualdade

su inf u,\) < inf supy(u, A).
Aeg ueW2(Q) o) ueW2(Q) Ae? P )

Demonstracao: Seja f:J — R uma funcao dada por

fA) = inf p(u,A), com A>0,

ueW2(Q)

a qual estd bem definida, pelo Lema 5.2. Afirmamos que f é semicontinua superior-
mente. Com efeito, seja (\,) C J tal que A\, — Ag € J. Para todo u € WH*(Q),
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temos
Sl Al + @0 > it Sl + Ao+ B1(w) b = FO)
9 n\P0 1 = etz ) 2 n\P0 1 = n
Dai,
1
limsup f(\,) < = |lul|® + Xo(po + @1(w)), Yu € WHA(Q).
An—A0 2
Por propriedade de infimo,
limsup f(A) < inf 32l + dofo + 1 (w)
1m su n) < mn —lu U )
/\n—>>\0p uew2(Q) | 2 oo '
ou seja,
limsup f(An) < f(Xo),
)\n—>>\0
como queriamos mostrar.
Passando ao limite de A\ — 400, na seguinte desigualdade
inf ol 3) < (o, A) = 3wl + Apo + Ba(u)
in u u = —||u u
uGWL?(Q)gD yA) > PlUo, 5 llto Po 1{Uo)),
obtemos, por (5.20),
. . . 1
(i #) < 1 (Gl 300+ i) ) = o (529
Utilizando o Lema C.12 existe A € J tal que
il p(w )= _inf | Ll + Koo + 5 (w) (5.21)
su in u,\) = in —||u u))|. .
Aegueww(g)gp uewWl2(Q) | 2 Po !
Verificaremos agora as seguintes afirmagoes.
- . , 1,
Afirmagao 1: uEV%/Illva(Q) ilég o(u, \) = uEV%/I}g(Q) {§HUH ;=P (u) > po}.
Primeiramente, veja que
nf swpp(uN) = inf >+ Ao + @1 ()
inf  sup p(u = in sup | =|lu u
weWta(@) ey wewt2@) \sey |2 po
. Lo
= inf §||u|| +sup[A(po + ®1(uw))] ). (5.25)
AeJ
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Vejamos agora, os seguintes casos:

Caso 1: py + ®1(u) > 0.
Neste caso,

sup(po + ®1(u)) = +o0.
xeJ

Caso 2: py + ®4(u) <0.
Para este caso,

ilé}}(A(po + @4 (u)) = 0.

Dos casos 1 e 2, conclui-se que
it (Sfull +sup[Apo + 01 ()] ) = _inf {2 ful® —@i(w) > po
uew2(Q) \ 2 e uewt2(Q) | 2 ’ - '
Dai, segue de (5.25) que
inf swe(u )= inf 4ol -0 ) 2
inf  supp(u,\) = in —[Jul||*; =P1(u) > :
ueW1l,2(Q) /\6990 uewt2(Q) | 2 ! Po
mostrando assim a Afirmagao 1.
1
Afirmagao 2: ¢, < inf{§||u||2;u € Wh(Q), = (u) > po}.
1
Para cada u € W?(Q), com §|]uH2 < tg, temos de (5.20) que
1
—Pq(u) < —inf{@l(u);u e Wh(Q) e §||u|]2 < to} = —0B(to) < po-

Deste modo, se —®(u) > po,

1
to < inf{§||u||2;u e WhH(Q), =@, (u) > po}, (5.26)

mostrando a Afirmacao 2.
Das Afirmacoes 1 e 2, conclui-se que

inf  su u, \) > to. 5.27
wen o b P A) = o (5.27)

Consideremos agora, dois casos:
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Caso I: \ € [0,%/p).
Neste caso,
inf | Ll + Mo + @1(w)| < 0(0.3) = App < ¢
it Sl + R+ @10)| < 90.%) = Ty <t
donde segue-se, de (5.24) e (5.27), que
inf JA) < inf JA).
TP serttby LA < i g S (s Y
Caso II: \ € [to/y, +00).
Desde que 0 < py < —P1(up)
int | Sl + Koo+ uw))| < ol + Koo + 1)
—||u u —||u
weiz@) | 2 Po 1 = 5lito Po 1{Uo
1, to
< §||U0|| +to + —P1(uo), (5.28)
Po
implicando de (5.19) que
inf {2l + Koo+ 81 ()| < llull +to — 2l = ¢
in —||u u —||u — —|ul|* = to.
et |2 po ™ 2 "7 °
Sendo assim, temos de (5.24) e (5.27)
su inf u, ) < inf  sup p(u, \).
)\eIJ) u€W2(Q) el ) ueW2(Q) AeIJ)SO( )
Dos Casos I e II, conclui-se a demonstragao.
|

Lema 5.4 Sejam >0, A€ J, p€[0,\+ 1] e g € C,. Entao, o funcional

By ) = Sllull* + M0y (u) + (g 0 @) (1), u € WH(Q)

¢ coercivo em W2(Q).

Demonstragao: De (Fy), dado € > 0 existe K > 0 satisfazendo

F(#)
t2

<eg, paratodo te€R, com |t|> K.
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Assim,
F(t) <elt], [t > K,

donde
—F(t) > —¢|t]* |t| > K. (5.29)

Logo, sendo F continua, para cada u € W'?(Q)

Sl +3@i0) = Gl = A [ Flua)ds

1
= Lz / F(u(x))de
2 [Ju(z)|>K]
—/\/ F(u(x))dx
[Ju(z)|<K]

1 _
> Ll —)\/ fu(z)Pdz — \C.
2 [lu(z)|>K]

Consequentemente

1 1 _
§||u||2 + APy (u) > §||u||2 — Xelul2 = \C.

Pela imersdo continua W?(Q) < L*(Q),

1 1 — 1 —
§Hu|]2 + APy (u) > §Hu\|2 — AeCl|ul]* = A\C = (5 - )\50) |ul|> — AC.

1
Como ¢ > 0 é arbitrario, podemos supor (5 — AC&) > (. Sendo assim,

l[ull =00

1
§Hu||2 + APy (u)  — +oo.
Como g € C, é limitado, existe K; > 0

Eruln) = glulP + A8 () + u(g(®s(w))

1
> §||u||2 + A0 (u) — pK; — 400, quando ||u|| — 400,

como queriamos demonstrar.
[ ]

Utilizando as propriedades de gradiente generalizado, a Regra da Cadeia II, o
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Teorema 2.5 e a Observagao 2.1,

OExu(u) C {J'(u)} + 201 (u) + pg'(P2(u))0P2(u)
C {J(u)} - /\/ﬂﬁF(u)dx — ,ug’(CI)Q(u))/ 0G(u)do (5.30)

o0

Lema 5.5 Sejam 7 >0, A€ J, p € [0,\+ 1] e g € C;. Entao, o funcional
Brpu) = 5 ull? 4 X1 () + g o Bs)(w) u € WH(Q).
verifica a condigao (PS)., para todo ¢ € R.
Demonstracao: Seja (u,) C W () tal que
Eypu(un) — ¢ e Ag,, (un) — 0. (5.31)

Pelo Lema 5.4 e (5.31), conclui-se que (u,) ¢ uma sequéncia limitada. Desta forma,

existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) e u € W*() tal que
e u, — uem W(Q),
o u, —uem LP(Q), 1 <p<?2%,
e u, —uem LI(0N),1<q<2 e
o u, (r) = u(z) q.t.p. em

Considere (w,,) C W"*(Q) tal que |Jwy, ||« = Mg, , (un, ). Deste fato,

(W, v / Vi, VU — ty, vde — X /Q Ertvdr — pg' (P2(uy,)) /an Efudo,  (5.32)

para algum &F € 0F (uy,,) e {4 € 0G(uy, ). Considerando v = u,, — v em (5.32)

(Wi s Uy, —U) = (U, s Uy, — U)W — A/g (tp,, —u)dz — pg' (Po(un,) / EF (Uup, —u)do,
(5.33)

com ny, € N e (.,.)w denota o produto interno de W'?(Q2). Fixado ¢ > 0, temos

[(Wns iy, = )] < flwn [ 4|[my, = ull <e, (5.34)



Capitulo 5 - Um Problema de Inclusao Diferencial em um Dominio Limitado 85

para k suficientemente grande. Por outro lado, pela propriedade (Fp) e pela Desigual-
dade de Holder,

< |)\|C’1/ |t —u|dm—|—|/\|Cl/ |unk|p_1|unk — uldz
Q Q

< ])\|C’1\unk—u|p+|>\\01]up l| \unk— ul,.

Note que

e = \uﬁ;lrp’%dx) (( [z’ )p_lzrunkrﬁ*-
o

Daf,

< [NCiltn, — ulp + [AC [, [ e, =l

< |/\|01|unk - u|p + |/\|02l|unk||p_1|unk - U|P'

Sendo (u,,) limitada em W'?(€),

‘/g (tty,, — ) da

Da mesma forma, pela propriedade (Gp) temos,

— 0 quando ny — +o0. (5.35)

‘,ug Dy (ty, ) /{ (tp,, —u)do

< lullg (®s(un))| /a Chlg, —uldo

Hlly (Ba(um))| /  Calt ", — uldo

E pela Desigualdade de Holder , segue que

\ug'@z(unk)) €0 (1, — u)do
o0

< [ullg (P2 (un, )| Clun, — ul 2 o0

+allg (@2 (un, ) Csltun, [ peltn, — ulg.o0,
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dai,

\ug'@z(unm [ e )i < |u||g'<<1>z<unk>>|[03|unk—u|q,m

Ol 1, o]
Sendo ®, continuo e g € C*(R,R), ¢’ o ®, é continuo, logo
9" 0 ®a(tn,) — g 0 Ba(u)| — 0,

implicando que ¢'(®3(uy,,)) ¢ limitada. Como (u,, ) ¢ limitada em W?(Q),

’,ug'(CIDQ(unk)) EeF (up, —u)do| — 0, quando ny — +o0. (5.36)
20
De (5.34), (5.35) e (5.36), obtemos
(Uny, s Up,, — wyw —> 0, quando np — 0. (5.37)

Visto isto,
Hunk - uH2 = <unk — U, Upy, — u>W = <unk7unk - u>W - <u7unk - u>W
e lembrando que u,, — u em W?(Q), temos de (5.37) que

|tn, —u|| — 0, quando ny — oo.

Portanto, o funcional

1
Ex () = 5 [ull* 4+ A®1 () + (g 0 ©2)(w), w € W'3(Q)
satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R, A € J = [0,00), g € C,, com 7 < 0,
p € [0, 00].

5.3 Existéncia de Solugoes

Vimos na secao anterior, alguns resultados que nos garantem as hipoteses do
Teorema de Multiplicidade (ver Teorema 4.5), com isso podemos mostrar o seguinte

resultado que nos garante a existéncia de pelo menos trés solugoes:
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Teorema 5.6 Sejam F,G : R — R funcionais localmente Lipschitz, satisfazendo
as condigoes (Fy) — (F3), e (Gy), respectivamente. Entdo, existem um intervalo néao
degenerado compacto [a,b] C (0,4+00) e um nimero r > 0, tais que para cada X € [a, b]
existe pg € (0, \+1] tal que para cada p € [0, po], o problema (5.1) admite, pelo menos,

trés solugdes diferentes com as normas em W4%(Q) menores que r.

Demonstracao: Sejam g € C, com 7 >0, A € J, u € [0,A+ 1], e ¢ € R. Primeira-
mente, observe que os Lemas 5.3, 5.4 e 5.5 nos garantem as hipéteses do Teorema 4.5

para;
o X = W1’2(Q);
o X;=LP(f) comp € [1,2);

=%

Xy = LY0R) com g € [1,2");

J =10, +00);

o h(t)=1%/2,t>0.
Logo, existem [a,b] C J e r > 0, tais que dado A € [a, b], existe ug € (0, A + 1] tal que
o funcional &, , : W"*(Q) — R dado por

1
Ena) = 5 [ull* + A0y (w) + p@y(w), com 4 € [0, o],

possui pelo menos trés pontos criticos distintos, tais que a norma em W*2(£2) é menor
que r. Donde segue-se, pelo Lema 5.1, que o problema (5.1) possui pelo menos trés

solugoes distintas.



Capitulo 6

Um Problema de Inclusao Diferencial
no R

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de pelo menos trés solucoes para uma

classe de problema de inclusao diferencial definido sobre o RY.

6.1 Sobre o Problema
Sejam p > N > 2 ¢ F': R — R uma funcao localmente Lipschitz verificando

: max{|¢| : § € OF(t)}

(F) Jing T -
~ F(t
(Fy) limsup i) < 0;
tl—o0 [P

(F3) Existe £ € R tais que F(f) > 0 e F(0) = 0.
Nestas condigoes, considere o seguinte problema de inclusao diferencial

(6.1)

~Apu+uPu € Aa(2)oF(u(x)) + pB(x)0G (u(x)), RY
u(z) — 0, quando |z| — +o0.

onde A\, > 0 e G: R — R é um funcional localmente Lipschitz. Além disso, suponha
que 3 € L*(RY) e a € LY(RY) N L2 (RY) verificando:

loc
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(@) a>0 e sup ess inf a(z)> 0.
R>0 |z[<R

Diremos que v € W'?(R™) ¢ uma solucio do problema (6.1), quando para todo

v e WH(RY)

/ (IVuP~ ' VuVo + |uP~2uv)de = A /
RN

a(z)épvdr +p | B(x)égude,  (6.2)

para algum &g e &g tais que
o &rw, éqw € LYRY), Yw € L®(RY);
o {p(z) € OF (u(x)) e &q(z) € 0G(u(z)) qtp. em RY.

Observagao 6.1 Como p > N, qualquer uw € W P(RY) satisfaz u(x) — 0, quando
|z| = 400 (ver Observagao A.3, Apéndice A).

Observagao 6.2 Na igualdade (6.2), os termos do lado direito estao bem definidos.

Com efeito, pelo Teorema de Morrey (ver Apéndice A), se u € WP (RY), temos
lu(z)| < |uls < +00, Vo€ RY.

Logo, existe um intervalo I, C R compacto tal que u(x) € I, q.t.p. em R assim
existe kg € N tal que I, C UfilBgi(xi). Como OF é semicontinua superiormente (ver

propriedade (P;)), para cada x € I, e £ € OF (v), existe & € OF (z;) verificando
§l <1+ 1[&l

visto que = € B, (z;) para algum i = 1, ..., ky. Dai, tomando K := [ max : ||, temos
g <1+K,

mostrando que o conjunto 0F(I,) C R é limitado. Deste fato, seja Cr = sup |¢].
¢€aF (L)

Para cada v € W'P(RY)

/RN a(z)épv(z)de

< [ la@liela)ids

< Cr [ lo@llv(@)ds

IN

Crlali|v]e < 400
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visto que a € L*(RY) e v € L™(RY). De modo analogo, mostra-se para o segundo
termo.
Pelo Lema 2.8 podemos definir os funcionais ®;,®, : L°(R") — R dados,

respectivamente, por

Oy (u) = —/ a(x)F(u(z))dr e Po(u) = — B(x)G(u(z))dz, ue L=RY),
RN RN
além disso,
0P, (u) C —/ a(z)OF (u(x))dr e 0Py(u) C — B(x)0G (u(z))dz, u € L=(RY).
RN RN
(6.3)
Associado ao problema (6.1), temos o seguinte funcional energia
Exy @ WHRY) — R

(6.4)

u — Eu(u) = ~lullpy + AR () + ps(u)

1

p

que estda bem definido, visto que os funcionais ®; e ®5 estao bem definidos.
Tendo em vista que o funcional J : W'(R") — R dado por

1
J(u) = EHUH%Nv u € WH(RY)

¢ de classe CH(W'P(RY),R), com
J (u)v = / (|VulP2VuVo + |uf?w)dz, u,v € WHP(RY),
RN

(ver Lema D.2), temos &, € Lip.(W"?(RY),R). Além disso, pelas Propriedades
(Ps) e (P;), temos

D& u(u) C {J' ()} + NOP1(u) + pdPy(u), u € WP (RY),

donde segue-se, de (6.3), que

& u(u) C {J'(u)} — )\/ a(x)0F (u(z))de — p - B(x)0G (u(x))dx, (6.5)

RN

para todo u € WhP(RY).

Lema 6.1 Se u € W'P(RY) ¢ tal que 0 € 0 ,.(u), ou seja, u € ponto critico do

funcional €, entao u € solu¢ao do problema (6.1).
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Demonstragao: Pela inclusao (6.5), temos

0€ 0 u(u) C{J (u)} — )\/ a(x)0F (u(x))dx — p - B(x)0G (u(x))dx,

RN

assim, existem &x(z) € OF (u(z)) e éa(z) € OG(u(x)), q.t.p. em RY tais que

0=(0,v) = / (|VulP2VuVo + |ulP?uv)dr — /\/ a(x)épvdr — ,u/ B(x)équdz,
RN RN RN

para todo v € W'P(RY). Deste fato,

/ (|VulP2VuVv + |ulP?uv)ds = )\/
RN

a(@)epvdz+p | B,
RN RN

para todo v € W'P(R"Y). Mostrando que u € W'P(R") & solucdo para o problema
(6.1).

6.2 Principio de Criticalidade Simétrica

Antes de continuarmos, lembramos que neste momento faz-se necessario uma
leitura no Apéndice B. O préximo resultado é conhecido na literatura como Principio de
Criticalidade Simétrica, o qual é uma versao, devido a Krawcewicz-Marzantowicz

[14], para funcionais localmente Lipschitz.

Teorema 6.2 [14] Sejam X um espago de Banach e f : X — R um funcional local-
mente Lipschitz e G-invariante onde G € um grupo de Lie compacto. Entao, x € X, uq

(ver Apéndice B) é um ponto critico de f se, e somente se, x € ponto critico de
d
= flx,n t Xoaa — R

Corolario 6.1 Se u € WYH(RY) ¢ tal que 0 € (95;”3?(@ = ag&u‘w};’;(RN)(u)f entdo
0 € 0&y,(u).

Demonstracao: Desde que O(N) é um grupo de Lie compacto, e o funcional &, ,
¢ O(N)-invariante (ver Exemplos B.1 e B.3, Apéndice B), temos pelo Principio de
Criticalidade Simétrica para funcionais localmente Lipschitz (Teorema 6.2), que os

pontos criticos de Sj{“j , sao também pontos criticos para &y . [

inf{®; (u);u € W, HRY), [lulby < pt
Proposicao 6.1 lim {21 (w) rad(R7), || ||RN p}:

t—0+ t

0.
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Demonstracao: Por (F}), para cada e > 0, existe § = §(¢) > 0 tal que

€l _ max{ll:€ € OF(1)}

jtfp=t i

<e, Vte[-4,0], VEe€IF(),

implicando que

€] < eltPP~t, Vit e[—6,8), VE€IF(). (6.6)

Fixado t € (0,/p (%/cs)] defina

Si = {u € W@V |lullpy < pt},

rad

onde C,, denota a melhor constante da imersio W2 (RY) < L=®(RY). Se u € Sy, pelo

rad

Teorema de Morrey, temos

5 p
|too < Coollullry < Coo¥/pt < Cne (C—) = 4.

Agora, fixado u € S, e utilizando o Teorema de Lebourg, existe &, € OF(0,u(x)), com
0, € (0,1), tal que

Flu(z)) = F(0) = (&, u(x)) < [(&, u(@))] < [&|lulz)],
logo
Fu(z)) < |&l[u(@)].
De (6.6), temos
F(u(2)) < elu(z) [P u(z)| < elu(z)P  q.t.p. em RY,

Assim, para cada u € S;

By(u) = —/RN o(2)F(u(z))dz > —5/ o) u(z)Pdz > —elal[ul?.

RN
> —clahCLlJullZy > —elah CLpt.

Mostrando que o conjunto {®;(u);u € S;} € limitado inferiormente e que —¢|al|, C% pt,

com t € (0,p(%/cw)] € cota inferior do mesmo. Logo,

0> ing Oy (u) > —¢|a,CEpt
ueSt
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ou ainda,
> inquS't (Dl(u)

o t

Passando ao limite de t — 0", obtemos

> —¢laiCTp

0> lim inquSt (pl(u)

> —¢la1C?
t—0+ t o |(I|1 ooP

Como € > 0 é arbitrario, obtemos que

lim inquSt (I)l(u)

t—0+

=0,

ou seja,
. 1,
- inf{®; (u);u € W, H(RY), [lullfy < pt} 0
t—0t t

como queriamos demonstrar.

Lema 6.3 Sejam a € L'(RY) N L (RY) uma funcio radialmente simétrica satisfa-
zendo a condi¢io (&) e F' : R — R um funcional localmente Lipschitz satisfazendo
as condicées (Fy) — (F3). Entdo, podemos definir para cadan € N e R > 0 fizado, a
fungao

0 , se x € RY\ Bg(0)

wn(z) = t , se x € B, r(0) (6.7)

HR — |z])
m , se x € Bg(0)\ By, r(0),

onde 0, = (1 —=1n) et # 0 ¢ dado pela condi¢io (Fs), a qual pertence a Wb (RY)
comp > N > 2. Além disso, para ng € N suficientemente grande, ®1(w,,) < 0.

Demonstracao: Pela condi¢ao (&), podemos fixar R > 0 tal que

= inf .
Qg ess |;|I;Ra(a:) >0 (6.8)
Agora, vamos mostrar que
w, € W'YP(RY), Vn €N, (6.9)

ou seja, devemos mostrar que w, € LP (RN ) e que a derivada fraca de w, também

pertence a LP(RY). Observe que para cada n € N
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p

iRl

R(1 —o0y,)

/ |wy, (x)|Pdx = / |f|pd:t+/
RN Bonn Bi\Bo, n

t
= Cl—i—‘— / |R — |z|[Pdx
R(l - U”) Br\Bo, R
i’ p
< Gt ‘— / P|RPdz + / 2|l da
R(l - O-n) BR\BO'nR BR\BanR
g<x+?mwy@%ﬂ+?/ R]Pdz < +o0
Br\Bs, r

mostrando que w, € LP(RY). Agora mostraremos que a derivada fraca de w, pertence

a LP(R™). Note que, a derivada fraca de w,, ¢ dada por

0, se x € R\ Bg(0) ou x € B, r(0)
ow,, (2) =
CR(1—o0,)|z|

se x € Bgr(0)\ By, r(0),

visto que a fronteira da bola B, r(0) (onde a derivada parcial no sentido classico pode

nao existir), tem medida nula. Observe que

p p p p
/ Ouwn r)| dov = / 8w”(m) dx+/ 8w"(x) dx+/ Ouwn r)| dx
RN 61’1 RN\Bgr al'z Bo, R axz Br\Bo, 1 amz
thI?i P
= - | dx
/BR\BMR R(1 — oy)|x]

t b 1\
= |—_— / (|xl|) dx
R(l - U”l) BR\B(]nR |$|
iy »
Jo () 0
R(1 —o0,) Br\Bo, r ||

p
R(l - U") /BR\BanR

para todo n € N. Mostrando que a derivada fraca de w,, pertence a LP(R"). Portanto,
a funcio w, € WHP(RY).

IN

<
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Recordemos que O(N) é um grupo (ver Exemplo B.1, Apéndice B) tal que seus
elementos sdo transformacdes ortogonais logo, para cada g € O(N), temos |g ()| =
|z|, ou seja, os elementos do grupo O(N) preservam distancia. Desta forma, para cada
g € O(N),

g, (x) = wa (g7 () = wa(z), Vr € RNe Vn eN,

em relagao a agao de grupo definida no Exemplo B.2. Mostrando que w,, é radialmente
simétrica.
Mostremos agora que ®;(w,,) < 0, para ng € N suficientemente grande. Para

isto, vamos fazer algumas estimativas. Por (6.8), temos que
alr) > ag, qtp. v €RY com |z| <R (6.10)

Sendo o € L2 (RY), segue que ayx € L¥(RY), para todo compacto K c RY, em

loc

particular para K = Bg(0), entao

0 < a(z) < sup |a(x)xpao) ()] = sup a(z) < oo, Vo eRY. (6.11)
xRN z€BR(0)

Além do mais, para x € Bg(0) \ B,,r(0), temos —o, R > —|z| > —R, assim,

<o HR=R) _iR-ja) iR 0.R)

R(1—-0,) = R(1—0y,) R(1 —o0y,)

=t <,

ou seja,
[t < 1],
t(R— I
onde t = ﬂ Sendo F' continua, existe ty € [—|t], |t]], tal que
R(1 —o0y,)
F(t) < to =max|F(t)], Va € Br(0)\ By, r(0). (6.12)

|tI<I{]

Agora, por (6.7), temos

By (wy) = /R @) Fwn (2)dr

_ /R I F O+ / a(2)F(i)de + /B @ FO

BanR

e combinando (6.8), (6.10), (6.11) e (6.12), obtemos
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—®y(w,) > agrF(t) / dx — max |F(t)] / a(x)dx
B, R Br\Bos, R

[tI<[Z|

arF ()| By, r| — sup a(x)max |F(t)| dx
z€BR(0) [tI<lt] Br\Bon R

v

v

arF ()| Bo,r| — sup o(z)max|F()|(|Br| — |Bo,zl),

2€BR(0) [t|<[Z|

ou seja,

—®(wy,) > arF(t)|By,r| — sup a(z)max|F(t)|(|Br| — |Bo.rl) (6.13)

2EBR(0) [t1<[¢]

Afirmagao 1: lirf |B,, r(0)| = |Br(0)].
n——+0oo
De fato, sabemos que

1By, 2(0)] = / b, nodz ¢ |Br(0)] = / xEn@d.
RN RN

Note que

XBo, r(0) — XBgr(0), quando 1 — 400

|XBo'nR(O)| S XBR(O)7 vn e N

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

li dr = d
N Ry

ou seja,
lim |B,,r(0)| = |Br(0)],

n—-+00

mostrando a Afirmacao 1.

Pela Afirmacgao 1, podemos tomar ny € N, suficientemente grande, de sorte que

aRF(t)\BUHOR| — sup «(z) maX\F(t)\(]BR] — ‘BanOR’) > 0.

2€BR(0) [t|<[¢]
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Desta forma
(I>1(wn0) < 0,

como queriamos demonstrar.

6.3 Verificacao da Condicao de Palais-Smale

Neste momento mostraremos que o funcional energia associado ao problema
(6.1) verifica a condigao (PS)., para todo ¢ € R.

Defina a funcao

rad

1
v(t) = inf{q)l(u);u e WP (RM), 5”“”%1\/ < t}.

Pela Proposicao 6.1, temos

t
lim vt) = 0. (6.14)
t—0t 1
Consideremos a funcao wy = w,, € W:&Z(RN ) dada no Lema 6.3, assim
Dy (ug) < 0. Logo,
_pq)l(uo)

>0, com p>2.

o[
Fixe n > 0, verificando
P
0<np<-L 1<ZO) (6.15)
[[uollgn
Por (6.14), e pela definigdo de limite, existe 6 = §(n) > 0, tal que
t
—n < # <mn, Vte(0,9).
Dai, existe to € (0, Y/p||uollbx) tal que v(tg) > —nto. Segue de (6.15), que
P
l/(to) > —nty > pl—<§f0) 0- (616)
[[uo||gn
. p@l(uo) .
Assim, por (6.16) e recordando que — Twol2 > 0, existe pg > 0, tal que
Uop RN
d
—l/(t()) < po < —p 1(150) ty < —©1(U0), (617)
[[uo|lgn
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ou ainda,
—l/(t0> < po < —(I)l(U()). (618)

Agora, definamos o funcional

o WAPRYYxJ — R

rad

1
(u, A) — p(u,A) = Z—QIIUIIEN + Ay (u) + Apo,

onde J = [0, +00).
Lema 6.4 O funcional ¢(.,\) € limitado inferiormente para cada \ € J.
Demonstracao: De fato, para e > 0 arbitrario, temos por (F}) — (F3) temos

F(t) <eltP, VteR

Dai, usando Holder, temos

P = lull = A [ a@)F(u@)ds + 2y

v

1
—||u||§{N — )\5/ a(z)|u(x)|Pdz + Apo
p RN

1
> —Jullf = Aelahful + Ao
e pelo Teorema de Morrey,

1
plu,A) = ]3||u||§§zv — Cooelali|ullga + Apo. (6.19)

Defina a funcao
tP 1
qt) = — —eCtP + A\py = t¥ (— - Ca) + Apo,
p p
onde C' = C\|al; e t € (0,400). Observe que
lim ¢(t) = +o0,

t——+o0

1
para p > 2 e € > 0 escolhido de tal forma que — — Ce > 0. Logo, existem K, M > 0
p

tais que
q(t) > M, Vt>K.
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Note que ¢ € C(R",R), donde existe ¢; € [0, K] tal que
q(t1) = min{q(t); t € [0, KT}

Assim,
q(t) > min{M, q(t,)} := Ko, VteR". (6.20)

De (6.19) e (6.20),
o(u,\) > Ky, Yue€ Wl’p(RN),

rad

mostrando que ¢(., \) é limitado inferiormente.

Lema 6.5 O funcional ¢ verifica a desigualdade

sup inf  @(u,\) < inf  supp(u, A).
AEJ uEW B (RN ueW P (RN) xed

Demonstracao: Seja a fungao

f:J — R
A — fN)=  inf {%||u||§N+A<po+<bl<u>>},

ueWLP (RN)

rad

que estd bem definida, devido ao Lema 6.4. Afirmamos que f é semicontinua supe-
riormente. Com efeito, seja (\,) C J tal que A, — Ao € J. Dado u € W'P(RV),

rad

temos

Dl + Ao+ 210) 2 {énun;@ oo+ <1>1<u>>} — ).

ueW P (RN)
Dali,
1
limsup f(A,) < =[[ullbn + Ao(po + P1(u). Vu € W 5HRY).
An—Ao p
Consequentemente

. . 1

fmsup f0) < int {3l ol + @) b = F)
An—Ao ueW, b (RN) L P

mostrando que f é semicontinua superiormente.

Note que

) 1
inf o(u,A) < @(ug, A) = =|[uollgn + Alpo + P1(uo)),
ueW P (RN) p

rad
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implicando que

lim ( in gp(u,/\)) < lim (%||u0||§N+A(po+q>1(uo))) — oo, (6.21)

A—+00 uEWTl(’lZ(RN) T A—+oo

visto que, por (6.18), temos (py + @1 (up)) < 0. Segue do Lema C.12 que existe A € J

tal que
sup inf  @(u,\) = inf  o(u, N). (6.22)
AEJ uEW,E(RN) ueW,5(RN)
1
Afirmacgao 1: inf  supp(u,A) = inf {—HuH%N; —®q(u) > po}.
ueW P (RN) xeJ ueWlP(@®RN) L P

Inicialmente, note que

1
inf  supp(u,\) = inf <sup L_?HUHEN + A(po + @ﬂu))])

ueW B (RN) e ueWE(RN) \ e J

1
= inf <—Hu|]§N + sup(Apo + )\q)l(u))) (6.23)
p AeJ

ueWP (RN)

rad

Vejamos agora, os seguintes casos:

Caso 1: py + ®4(u) > 0.
Neste caso,

sup(po + @1 (u)) = +oo.
reJ

Caso 2: py+ ®1(u) <0.
Para este caso,

sup(A(po + ®1(u)) = 0.
red

Dos Casos 1 e 2, conclui-se que

. 1 ' 1
nt (Sl O a0 =t gz -e0 2 )
p \eJ P

u€WLP (RN) u€W P (RN)

rad

Dai, segue de (6.23) que

1
it sweten) = it ulf -0 >

ueWLP(RN) AeJ ueW P (RN

mostrando a Afirmacao 1.
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1
Afirmagao 2: t; < inf{—||u||%N;u € WEPRN), —® (u) > po}.
p

1
De (6.18), para cada u € W'?(RY) com §||u||%N < tg, tem-se que

rad

1
~y(u) < —inf{®1<u>;u € WH®Y), full < to} = —u(te) < po.

Sendo assim, se —®1(u) > po,

to < int{ Sl € WERY), <0100 2 . (6:24)
mostrando a Afirmagao2.
Das Afirmacoes 1 e 2, conclui-se que
inf  supp(u, A) > 1. (6.25)

ueWE (RN) AeJ

rad

Vamos agora, considerar dois casos:

Caso I: \ € [0, /).

Para este caso,

. 1 — — —
it (Xl + Xoo + 8160 < 90.%) = T < o
ueW P (RN)

rad

donde segue-se, de (6.22) e (6.25), que

sup inf  @(u,\) < inf  supp(u, A).
MAeJ ueW P (RN) ueW P (RN) xed

rad

Caso II: X € [to/p), +00).
De (6.16) e (6.18),

1 — 1 —
. Lo 1 »
uewli’lfif(RN) pHu”RN )\(po q)l(u)) = pHUOHRN )‘(pﬂ Cbl(UO))

P1lwo),  (6.96)

1 p
< 5HUOHRN + 1y +
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implicando de (6.17) que

1 - 1 1
- P p e -
. lef(RN) ]—9||u||RN +A(po + @1(w))| < ]—9Hu0||RN + to pH“OHRN to

rad

Desta forma, temos de (6.22) e (6.25)

sup inf  @(u,A\) < inf  supe(u, ).
AEJ ueW,E(RN) ueW P (RN) AeJ

Dos Casos I e II, conclui-se a demonstracao. [

Lema 6.6 Sejam >0, A€ J, p€[0,A\+1], ce R e g € C,. Entao, o funcional

1

Expu(u) = ;3||U||%N + A0 (u) + (g o ®2)(u),  Vu€ W, H(RY)

¢ coercivo em WH(RY).
Demonstracao: De (Fg), dado ¢ > 0, existe K > 0 tal que

F(t

$<5, VteR com |[t| > K,
ou ainda,

F(t) <elt|’, VteR com [t|> K,
donde
—F(t) > —¢|t|’, VteR com |[t| > K. (6.27)

) 1
Consequentemente, sendo F' continua, para cada u € WT(;Z(RN ), temos

1 1
Ly + A81(w) = fufzy — A / a(2) F(u(z))dz
p p RN
1 P
= Lugzy - o(2) F(u(z))dz
p [u(z)|>K]

-\ /{MMKK} a(zx)F(u(z))dx

1
> —||u||%N — )\/ a(z)e|lu(x)|Pdx
p (lu(z)|> K]

—Amax |F(t)| a(z)dz

ltI<K llu(z)|<K]
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logo, por Hélder e pelo Teorema de Morrey,

1 1
]—QHUHﬁN + A8 (u) > ]—?HUH’]&N = Aelali|ul} - Amax [E ()]s

v

1
Sllulley = Aelal 2 Jullgw — Amas [F(B)]|os

1
= (]—) — )\5|a|1C'§o) HUHEN — Amax |F(t)||al;.

[tI<K

1

Como ¢ > 0 é arbitrario, podemos supor £ > 0 de forma que (— — 5)\|a]10§0> > 0,
p

assim

1
5”“”5@ + A0y (u) — +o00, quando ||ul/py — +oo0.

Recordando que g € C; é limitado, existe K; > 0 tal que

By,(u) = %HUH]%N+A¢1(U)+u(9(¢2(U)))

1
> ]—j||u||%N + A0y (u) — pK; — +oo quando |ju||gy — +o0.

Como queriamos mostrar.

u
Lema 6.7 Se (u,) € tal que
)\]_q)\’H (Un) — O,
entdo existe uma sequéncia (,) C (0, +00) com &, — 0 verificando
E27#(un; UV —Up) +ep||v— uy|lgy >0, Vo€ WTIL;Z(RN), n € N.
Demonstragao: Com efeito, seja & € OF) ,(u,) tal que
Ay () = €5 [l = min{[€".; € € OEN u(un)} "5 0. (6.28)

Por defini¢ao, dado & € OF) ,,(u,)

Eg’u(un; v—uy) > (v —uy,), YuéE W:&Z(RN). (6.29)
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Por (6.28), existe £" € OF) ,(u,) tal que

n n 1
€™ e = liga s + . (6.30)
logo, por (6.29) e (6.30), temos

Eg,,u(un; v = Un) > _|<§n7 U= un>|

v

—1€" lllv = nlpr

n 1
(G [

\%

ou seja,

Egyu(un;v — ) + nl|v — Up e >0, Vo€ WLA(RY), VneN,

rad

onde &, = (||&}]]« + Y/n) "2%9°0, como querfamos demonstrar.

u
Lema 6.8 Sejam >0, A€ J, p€[0,A\+1], ce R e g € C,. Entao, o funcional
Biw) =l + ABi(a) + lg 0 B2) (0), V€ WEARY)
satisfaz a condi¢ao (PS)., para todo ¢ € R.
Demonstracdo: Seja uma sequéncia (u,) C WEH(RY) tal que
Eyu(un) = c e g, (un) = 0. (6.31)

Pelo Lema 6.6 e (6.31), tem-se que (u,) é limitada. Desta forma, existe uma subse-
quéncia (u,,) C (u,) e u € WLP(RY) (ver Lema B.1, Apéndice B), tal que

rad

Up,, — U.

Segue do Teorema B.2, que W P(RY) — L*(RY), assim

rad comp.
oo (v
Up, — u, em LO(RY).

Sendo Ag, ,(un,) — 0, segue-se do Lema 6.7 que existe (¢,,) C (0,+00) com &,, — 0
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verificando

Eg’u(unk; V= Up, ) > —En, ||V — Up, |[ry, YV E Wl’p(RN). (6.32)

rad

Utilizando a Proposicao 1.1, veja que

EY (u;v) < /RN(‘VUVDQVUV’U + [ufP"?uv)de + (APy + p(g o CIDQ))O(u; v)

< / (|VuPVuVo + |ufP?uv)dz + A (u; v) + (g o ©2)°(u;v),
RN
(6.33)
para cada v € WD2P(RY). Deste modo, para os pares (u,v) = (Un,,u — Up,) €

(u,v) = (u, uy, —u), obtemos

Ank- < _E§7M<unk; u— unk) + )‘(D?(umc; u— unk:) + M(g o q)Q)O(unk; u— unk)

e
By, < =EX (150, — w) + AP} (w51, —u) + p1(g © Ba)° (u; ty, — w),
onde
Ank - _/ (|vunk|p_2vunkv(u - unk) + |unk|p_2unk (u - unk))d$
RN
e

Bnk - _/ (|vu|p_2vuv(unk - u) + |u|p_2u(u”k o u))dl’
RN

Fazendo v = u em (6.32), segue que

L, < en|lu—un|zy — ER,M(U; Uy — ) + A[PY (U u — U, ) + PV (0 Uy, — )]
(g0 Do) (tny; u — ) + (9 0 P2)° (s U, — )] (6.34)
onde
L, = /RN(|Vunk|p2VunkV(unk — ) + |ty [Py, (U, — w))da
- AN(\Vu\pQVuV(unk — ) + |ulP " u(t,, — u))dx
ou ainda,

I, = / (V[P Vun, — [VulP*Vu) V(u,, — u))d
RN

+/ (|unk|p_2unk — |u|p_2u)(unk — u)dx.
RN
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Como &,, — 0,
lim &, ||u— up,||[zgy =0. (6.35)

ng—r—+00

Fixando £* € OF) ,(u) arbitrario, temos
<§*7 Uny — U> < Eg\),,u<u; Uny, — u)

Lp (N
Desde que u,, — u em W, 7 (R"™),

liminf EY ,(u; ty, — u) > liminf (€%, u,, —u) =0,

g —+00 Mk —>400
logo,
- 71111611_1#1;’2 EN (03, —u) <0,
ou seja,
limsup (—E3 , (u; tn, —u)) < 0. (6.36)
N —400

Tendo em vista que ®) e (g o ®3)° funcionais sdo semicontinuos superiormente e

Uy, — u em L(RY), temos que

e limsup &) (u,,;u — uy,, ) < ®(u;0) = 0;

Nnj—+00

e limsup &9 (u; up,, —u) < ®9(u;0) = 0;

ng—+00

e limsup(g o ®2)°(tn,;u — Uy, ) < (g0 9)°(u;0) = 0;

ng—-+00

e limsup(g o ®2)°(u;u,, —u) < (g0 ®,)°(u;0) = 0.

nj—>-+00
Dai, segue de (6.34) que
limsup /,,, < 0. (6.37)

nj——+00
Sendo p > 2, existe Cj, > 0 (ver o Lema C.13, Apéndice C), tal que
(=% — [yI"~%y) .(x — y) > Cylz —yl,

para todos z,y € R, logo,

Cpl Vi, (2) = Vu(@)]” < (|Vun, (2) "7 Vg, () = [Vu(2) P Vu()) (Vi (r) - Vu(z))

Cpltn, () = (@) < (Jtn, (@)t (7) = [u(@) P u(2)) (un, (2) — u(2)),
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e assim,
Copllttn,, — ullpy = Cy /N <|Vunk (z) — V() [P 4 |un, (z) — u(m)|p> de < I, . (6.38)
R
Portanto, por (6.37) e (6.38),

O limsup iz, — ullfy <0
ng——+00
implicando que

lim sup ||u,,, — uljgy < 0.
N —>+00

Consequentemente,

i, — e =0,

mostrando que o funcional E) , satisfaz a condicao (PS)., para todo ¢ € R, X € J,
pel0,\N+1egelC.,7>0.

6.4 Existéncia de Solugoes

Nesse momento, enunciaremos e demonstraremos o resultado que nos garantiréa

o objetivo deste capitulo.

Teorema 6.9 Supondo que p > N > 2. Sejam o € L*(RY) N L®RY),5 € L'(RY)
fungées radialmente simétricas, com « satisfazendo a condi¢io (&) e F,G : R — R
funcionais localmente Lipschitz, com F satisfazendo as condi¢oes (Fy) — (F3). Entdo,
existem um intervalo nao degenerado [a,b] C [0,400) e um nimero 7 > 0, tais que
para cada X € |a,b] existe ug € (0, \+ 1], tal que para cada p € [0, o] o problema (6.1)
possut pelo menos trés solucoes distintas, radialmente simétricas tais que a norma em

L>®(RY) € menor que 7.

Demonstracao: Sejam 7 >0, A€ J, p € [0,A+ 1], c € Re g € C.. Observe que os

Lemas 6.5, 6.6 e 6.8 nos garantem as hipoteses do Teorema 4.5 para:

o X =WHEY)

e X;=L*R"Y) i=1,2;

o J=|0,+00);

o h(t)="tfp, t>0.
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Logo, existe [a,b] C [0,+00) e r > 0, tais que dado A € [a, ], existe puo € (0, A + 1] tal

que para cada u € [0, 110, o funcional
1 p
Exulu) = ]—9||U||RN + APy (u) + @2 (u)

. N L. . . 1
possui pelo menos trés pontos criticos distintos com a norma em W, d(]RN ) menor que

a

r. Sejam eles uy,ug,us € WiH(RY) com ||luj[gx < 7 com j = 1,2,3. Pela imersio

compacta W12 (RY) — L®(RV)

rad
C’00|u.7|00 < HU’JHRN <r, com ]: 172737

logo,
r
oo < = =:T, coO =1,2,3.
tloe < g = 7. com

Pelos Lema 6.1 ¢ o Corolario 6.1, temos que uy, uy € uz sdo solugdes do problema (6.1),

como querfamos mostrar.



Apéndice A

Teorias sobre Analise Funcional,

Medida e Integracao e Espacos de
Sobolev

A.1 Teoria de Analise Funcional

Aqui, apresentaremos alguns resultados de Anélise Funcional que foram utiliza-
dos ao longo desta dissertagao, para maiores detalhes ver [5].

Considere B(X,Y') o espago dos operadores lineares limitados de X em Y.

Definicao A.1 Um espago vetorial (X, ||.||) € dito ser de Banach quando toda sequén-

cia de Cauchy € convergente.

Definicao A.2 Um espago vetorial é dito separdvel se existe M C X enumerdvel e
denso em X, isto é, M = X.

Teorema A.1 (Hahn-Banach, Forma analitica) Seja X um espaco vetorial real e

p: X — R uma aplicagao satisfazendo

(i) p(z +y) < p(x) +p(y), Vz,yeX;
(1)) p(Ax) = A(p(x)), VA€ R X>0.

Se G C X € um subespaco X e g: G — R € um funcional linear que verifica

g(x) <p(z), Vzeaq,
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existe um funcional linear f : X — R werificando
(1) f(z) =g(x), VoeG;
(2) f(z) <p(z), VzeX.

Corolario A.1 Seja X um espago vetorial normado e x € X. Entao,

|z|| = II?HuEl <f,:v> = max{<f,:1:>; feXs|fll=1}.

Definicao A.3 Um hiperplano € um conjunto da forma
H={z€X; f(z)=a}

para algum o € R e f: X — R um funcional linear nao identicamente nulo. Diremos,

neste caso, que o hiperplano H tem equacao [f = a].

Definigao A.4 Sejam A, B C X. Dizemos que um hiperplano H de equacdo [f =
separa os conjuntos A e B no sentido forte se:

flz)<a, YreA e f(x)>a, VoeB.
Diremos que a separacao € estrita se existe € > 0, tal que
flx)<a—e, VxeA e f(x) >a+e, VreB.

Teorema A.2 (Hahn-Banach, Primeira Forma Geométrica) Sejam A, B C X,
dois conexos, nao vazios e disjuntos. Se A € um aberto, existe um hiperplano fechado

que separa A e B no sentido forte.

Teorema A.3 (Hahn-Banach, Segunda Forma Geométrica) Sejam A, B C X
convexos, nao vazios e disjuntos. Suponha que A € fechado e B € compacto. Entao,

existe um hiperplano fechado que separa mo sentido estrito os conjuntos A e B.

Teorema A.4 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto
B.={feX:|fl <1}

€ compacto pela topologia fraca™.

Teorema A.5 (Kakutani) Seja X um espa¢o de Banach. Entao, X € reflexivo se,

e somente se,
By ={z € X; |z <1}
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€ compacto na topologia fraca.

Teorema A.6 Seja X um espago de Banach separdvel. Entao, By C X™ € metrizdvel
pela topologia fraca™. Reciprocamente, se By C X* € metrizavel na topologia fraca®,

temos que X € separdvel.

Teorema A.7 Seja X um espaco de Banach com X* separdvel. Entdio, By C X é

metrizavel na topologia fraca de X. Além disso, a reciproca também € verdadeira.

Teorema A.8 Seja (f,) uma sequéncia de X*. Se f, = f, entdo

< limi .
F[l < liminf || £l

A.2 Teoria de Medida e Integracao

Nesta se¢ao enunciaremos os principais teoremas da teoria de Medida e Inte-
gracao utilizados nas demonstragao durante todo nosso trabalho, para maiores detalhes

ver [4] e [26]. No que segue-se temos as seguintes notagoes:
e X ¢ um conjunto mensuravel;
e ;1 ¢ uma medida em X;

e M™ & o conjunto das funcoes mensuraveis nao-negativas em X.

Lema A.9 (Fatou) Se f, pertence a M, entao

/hm inf f,dp < lim inf/fndu.
n—-400 n—-400

Corolario A.2 Seja (f,) uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis tal que f, < g q.t.p.

em X, Vn € N, onde g é mensurdvel. Entao,

limsup/fndu < /limsup frndp.

n——+oo n—-+00

Teorema A.10 Se f,, : X — R é mensurdvel, paran =1,2,... e

h = limsup f,,

n—oo

entao h € mensurdvel.
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Teorema A.11 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequén-
cia de fungodes integraveis que converge em quase todo ponto para uma fun¢do mensu-

ravel f. Se existe uma fun¢ao integravel g tal que

|fn‘ Sg? vnEN

/ fdy = lim / fm

Teorema A.12 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L), onde
1 1

1<p<+ooe—-+-=1. Entio, fg € L'(Q) e
p q

entao f € integrdvel e

[ 1591d < 171 lgle

Teorema A.13 (Representacao de Riesz) Seja G : LP(2) — R um funcional

linear limitado, 1 < p < 4+00. Entdo, existe uma fun¢ao g € L), onde q = Ll’
p —
tal que

<G,f>:/ﬂfgdu, Vf e LP(Q).

Além disso, |G|, = |9l
Teorema A.14 Sejam (f,) uma sequéncia de fungoes em LP(QY) e f € LP(Q), tais que
fo— f em LP(Q).

Entao, existe uma subsequéncia (fn;) de (fn) tal que

(i) fu,(x) = f(z) g.t.p. em Q;

(i3) |fo;(7)] < W(x) q.t.p. em Q, Vn; € N, onde h € LP(Q2).

A.3 Espagos de Sobolev

Mostraremos aqui neste apéndice alguns teoremas utilizados durante esta dis-
sertac@o, envolvendo Espagos de Sobolev, para maiores detalhes veja [1], [5] e [13]. No

que segue considere Q C RNV e 1 < p < 0.
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Definicao A.5 O espaco de Sobolev WP (Q) € definido da sequinte forma:
WP (Q) = {u € LP(Q) ; dgi,..gn € LP(Q) tais que

Op N -
/Quaxi - ) Vo € C°(Q),Vi € {1,...,N}}

Observagao A.1 Denotamos H*(Q) = W'(Q) e Hy(Q) € o fecho do conjunto C5°(9)

na norma do espago W12 (€2).

Observagao A.2 Em WP(Q) temos a sequinte norma

1
lull = (/Q|Vu|pdx+/ﬂ\u|”dx>p

com a qual temos a sequinte proposicao.

Proposicao A.1 W'?(Q) ¢ um espagco de Banach reflexivo e separdvel, quando
1 <p<+oo.

Teorema A.15 Sejam I C R um intervalo aberto e v € WU(I). Entdo existe

ue C(I) tal que

u=nu, qtp. emlI

u(z) —u(y) = /93 u'(t)dt, Yo,y € 1.

Teorema A.16 Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < 400. Entao:

1 m o 1 1 m
o se — — — >0 temos W"™P(Q) cont L1(2), onde — = — — —;
Lz (@) S L), onde = = - = %
1 m —
¢ s — = 0 temos W™P(QQ) cone L1(Q2), Yq € [p, +00);
p
1
st 2 temas W) 51 (0),

onde 2 é limitado.

Teorema A.17 Suponha p > N. Entao

— N
W2P(Q) comt CPH(Q), 1 € (0, 1— ?> :
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N _
Teorema A.18 Suponha m > j + —. Entio W™P(Q) cone C7(S2).
p

Teorema A.19 (Rellich-Kondrachov) Seja Q@ C RY wum dominio limitado com

fronteira suave, se 1 < p < oo as sequintes imersoes sao compactas

1 1 1
(i) W'(Q) C LY(Q), Vq € [1,p*], onde il 2 sep < N;

(i) WHP(Q) C LYQ) Vq € [p, +o0), se p= N;
(iii) WP (Q) € C°(Q0), se p > N.

Em particular, WHP(Q) C LP(Q) compactamente para todo p e N.

Teorema A.20 Seja Q C RY, com N > 3, um dominio limitado com fronteira suave.
Entao, a imersao

Wh2(Q) — L1(09Q),

¢ continua para q € [1,2"] e é compacta para q € [1,2").

Teorema A.21 (Morrey) Seja p > N. Entio, W"P(RY) — L®(RY).

cont.

Observagao A.3 Da imersio no Teorema A.21, temos que u € W'P(RY) com
N < p < o0, entao
lim wu(z) = 0.

|z|—o00

De fato, existe (u,) € C}(RY) tal que u, — u em W'P(R"). Pelo Teorema de
Morrey, temos

| — uloo < Coolltn — ullgw,
logo, dado € > 0 existe ng € N tal que
lun(z) —u(z)] <e, Vo eRY para n>ng,
ou seja, u é o limite uniforme de (u,). Assim, temos
lim u(x) =0,
|z]—o0

visto que (u,) tem suporte compacto.



Apéndice B

Grupos, Acoes de Grupo, Simetria e

Compacidade

B.1 Grupos

Definicao B.1 Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operac¢ao sobre G. Dizemos
que G munido com esta operagio € um grupo, quando forem satisfeitas as sequintes

propriedades:

(i) A operagao x € associativa, ou seja,
ax(bxc)=(axb)*xc, Va,bceQG.
(i1) Eziste um elemento neutro para a operagdao *, isto €,
Jdee G, tal que exa=axe=a, VYa€QGqG.
(111) Todo elemento em G possui inverso, ou seja,
VaeG,3d €G tal que axad =d xa=ce.

Observagao B.1 Se o grupo (G, ), ou simplesmente G, satisfaz ainda a propriedade
(iv) axb=0bxa, Va,beGaG,

dizemos que G € um grupo abeliano ou comutativo.
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Definigao B.2 Dizemos que um grupo (G, *) é um grupo topoldgico, quando G € mu-

nido de uma topologia, de modo que

x: GxG —G . h: G —G
(a,b) ——>axb a —>a

sejam continuas.
Definigao B.3 Dizemos que um grupo (G, *), é um grupo de Lie, quando as aplica¢oes

x: GxG —G h: G —G
e
(a,b) +——>axb a +—a
sao diferencidveris.

Definicao B.4 Uma transformacgao g : V. — V| onde V' € um espago vetorial munido

com um produto interno, € dita ortogonal quando
gog =Ila=g" oy,
onde g* € a transformacao adjunta de g.
Exemplo B.1 O conjunto
O(N) = {g:RY — RY, g € uma transformacéo ortogonal}

munido da operacao composicdao e com a norma das transformacoes lineares, € um

grupo de Lie, chamado de grupo ortogonal.

De fato, dados f,g,h € O(N), temos

go(foh)=1(gof)oh. (B.1)

Além disso, a transformacdo identidade I; : RY — RY ¢é ortogonal, ou seja, I; €
O(N), e temos
gol;=109g=g¢g, Vge@aq. (B.2)

Por fim, sabendo que g € O(N) é ortogonal, temos que g o g* = g* o g = I, isto
6, g* = g~*, onde g* ¢ a transformacdo adjunta que também é ortogonal. Visto que,

(9")" = g, ou seja, (9—1)* = g, temos

VgeO(N), 3 gl=g" €O(N) talque gog'l=glog=1I, (B.3)
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Por (B.1), (B.2) e (B.3), temos que O(N) é um grupo.
Agora, vamos tratar o grupo O(N) como sendo o grupo das matrizes ortogonais,

visto que existe uma isomorfismo entre tais grupos. Observando que as transformacoes:

M: O(N)x O(N) —s O(N) Inv: O(N) —s O(N)
(A,B)  — M(A,B)=AB A s Ino(A) = A~

sao diferenciaveis, conclui-se que O(N) é um grupo de Lie.
Para a proxima defini¢ao e observagao, ainda vamos tratar o grupo O(N) como

sendo o grupo das matrizes ortogonais.

Definicao B.5 Um grupo de Lie, G C O(N), é dito compacto sempre que este verificar
as sequintes condigoes:

(i) Se (An) € qualquer sequéncia de matrizes em G, e (A,,) converge para uma matriz
A, entao A € G;

(it) Eziste uma constante C' tal que para todo A € G, |a;;| < C para todo1 <i,5 < N.

Observacao B.2 O grupo O(N) é um grupo de Lie compacto. De fato, a condi¢io (i)
€ satisfeita porque o limite de matrizes ortogonais € ortogonal e o limite de matrizes
com determinante um € wma matriz com determinante um. A sequnda condi¢do €
satisfeita porque se A € ortogonal, entao os vetores colunas de A tém norma um, e
portanto, |ay| < 1, para todo 1 < k,1 < N.

B.2 Acao de Grupo

Definicao B.6 Sejam G um grupo topoldgico e H um espago vetorial normado. Defi-

nimos uma acao de G em H como sendo uma aplica¢do

p: GxH —H

Satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) (gh)x = g(hx),Vx € H eg,h e G

(i) ex =x,Ver € H
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Observacao B.3 Quando tivermos
lgz|l = ||z, Vo € H,
a acao € dita isométrica.
Exemplo B.2 Sejam O(N) o grupo ortogonal e W P(RY). A aplicagdo

p: O(N)x WPRY) — Wh(RY)
(9,u) — plg,u) = gu
onde gu(z) = u(g'z), x € RY, é uma a¢io de O(N) sobre W'P(RYN).

De fato, primeiramente observe que gu € WP(RY). Agora dados g,h € O(N)
e u € WH(RY), temos

g(hu)(z) = (hu)(g~'(z)) = u(h™ (¢ ')
= u((gh) ')
= (gh)u(z), VaeRY,

mostrando que g(hu) = (gh)u. Além disso, sendo I; € O(N) a transformagao identi-
dade

(Lyu)r = u(I;'7) = u(lyx) = u(z), Vo € RY,

mostrando que p é uma agao de grupo.
Ademais, mostraremos que tal aplicac¢do ¢ isométrica. Com efeito, seja g € O(N)

e u € WHP(RY), observando que gRY = RY temos por uma mudanca de variavel, que

loult = [ (Fgul? + lou)dz = [ (Vul? + fup)as

gRN

= [ 9l + [Pz = el

mostrando que |gullgy = ||ullgy Yu € WP(RY), isto ¢, a aplicacio ¢ isométrica.
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B.3 Simetria e Compacidade

Vamos agora mostrar um resultado de imersao compacta, que foi crucial em

nossa segunda aplicacao. Fixe p > N > 2. Dados y € RY e r > 0, definamos

{ n€N; 3g; € O(N), com i=1,...n, tais que }
m(y,r) = max

B, (9;y) N B,(gry) = @ quando j # k.

Note que

lim m(y,r) = +oo
ly|—o0

para algum r > 0 fixado, neste caso diremos que R ¢ compativel com O(N).

Defini¢ao B.7 Seja G um subgrupo de O(N) e seja X um espago normado. Diremos

que u € X € radialmente simétrica com relacao ao grupo G, quando
gu=u, Vge€Q@G.

Observacao B.4 Denotaremos por X,.q o conjunto dos elementos u € X radialmente

SImeEtricos.

Defini¢ao B.8 Seja um subgrupo G de O(N). Diremos que um funcional f : X — R

¢ G-invariante, quando
flgu) = f(u),

para cada g € G eu € X.

Exemplo B.3 Sejam «, 8 € L*(RY) radialmente simétricas. Entdo, o funcional
]' p
En(u) = ];IIUIIRN + APy (u) 4 pPa(u),

dado em (6.4), é O(N)-invariante com relagao a agao de grupo definida no Exemplo
B.2.

De fato, seja g € O(N), u € Wy, e x € RV, temos

o) = ~llgulli = A [ a)Flgu(a)ds = [ 5@)Glaua)ds.

Como a acao definida no Exemplo B.2 é isométrica, temos ||gul[fy = [|u|[px, € como

gRY = RY dado z € R existe z € RY tal que z = ¢ 'z, ou seja, x = gz. Por fim,
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|detg| = 1. Logo, pelo Teorema de Mudanca de Variavel, temos

Eulon) = lull = [ alg2) Flul)ds — e [ ala2)Glul2)ds

= Sl =) [ g @@ —p [ BEGE)E

N

e sendo «, f radialmente simétricas, temos

1
Exnlgu) = Z;H“H%w - A/ a(z)F(u(z))dz —p | B(2)G(u(z))dz = Eu(u)
RN RN
mostrando que o funcional &, , é O(N)-invariante.

Definigao B.9 Definimos o conjunto das fun¢oes radialmente simétricas de WP (RY),
por

WP(RN) = {u e WPRY);, gu=wu, ¥V ge O(N)}. (B.4)

rad

Lema B.1 O Conjunto W:ﬁ(RN) € um espago vetorial de Banach reflexivo.

Demonstracdo: Vamos mostrar inicialmente que W17 (RY) ¢ um subespago de WP (RY).
Note que u = 0 € W2H(RYN). Sejam uy,uy € WEH(RY), a € R e g € O(N), temos

g(ur + ) (2) = (ur + aus)(g™'z) = wi(g™'x) + a(ux(g ')
= gui(z) + agus(z) = uy(x) + aus(z), Vo e RY

Mostrando que u; 4 auy € WP (RY). Logo, Whh(RY) é subespago vetorial normado
com a norma induzida de W' (RY).
Para mostrarmos que WTIC’LZ(RN ) é um espago de Banach, basta mostrar que

WP (RN) ¢ fechado. Com efeito, seja (u,) C Wah(RY) uma sequéncia tal que

u, — u em WHP(RMN).
Como
WEP(RY) < L=(RY)

continuamente, entao,

u, — u em L=(RY)

e passando a uma subsequéncia se necessario, temos
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Up(2) — u(z), q.t.p em RY.
Dai,

gu(z) = u(g~'z) = lim u,(¢ ' (2)) = lim (gu,(x)) = lim u,(z) = u(z),

n—o0 n—o0 n—oo

em quase todo ponto de RY. Mostrando que u € W:&Z(RN ). E portanto, W:(;Z(RN )
¢ um espaco de Banach. Além do mais ¢ reflexivo, visto que W'(RY) é um espaco
reflexivo.

Teorema B.2 As imersoes WH(RY) < L®(RY) sio compactas para 2 < N < p <
0.

Demonstracao: Seja (u,) C W5AH(RY) uma sequéncia limitada. Passando a uma

N . P 1 .
subsequéncia caso necessario, temos u,, — u em W, (;Z(RN ), ou ainda,

1’
Oy = U, —u—0 em W/ H(RY),

logo basta mostrar que
v, — 0 em L®(RM).

Fixe > 0. Dados y € RY e n € N, temos

m(y,r

)
P _ P P p
; [onlls, ) = 10nlmr g, g,y = 0mllin < 50D [1on 2

Para cada = € B,(g;y), tem-se que
r> o — gyl = [(g; 0 9; e — g5yl = lg;(g; 'z — )| = lg; 'z —yl.

Considerando z = gj_lm, temos que z € B,(y). Além disso, x € g¢;(B,(y)), ou seja,
B.(9,y) C gj(B:(y)). De modo analogo mostra-se ¢;(B,(y)) C B.(g;y), ou seja,
B, (g9;y) = gj(B,(y)). Sendo assim, pelo Teorema de Mudanca de Variaveis, temos

fenlty g = [ (V@) + (o))
Br(g5y)
_ / (19552 + foa(g52)) et Az
By (y

_ /B()(|an(z)|P+|vn(z)|p)dz:||vn||%r(y). (B.5)
rY
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Segue de (B.5) que

m(y,r)
m(y, r)|valb, Zuvnuﬂ > Moalll,
j=1

implicando

supy, [|vn [

p
Ienllzn) = =ty r)

(B.6)
Por outro lado, sendo RY compativel com O(N), dado e > 0 existe R = R(g) > 0
tal que

(2C)7 sup || vn||gx

m(y,r) = , =R, (B.7)

ep

onde C' > 0 é a constante de imersao devido a Rellich-Kondrachov (ver Teorema A.19),

a saber

WH(B,(y)) = C*(B.(y)). (B-8)

com p > N. Combinando (B.6) e (B.7)

eP eP

< 2 _ , B.9
vz, ) < supllvnlizs (20)Psup [vn|lzn — (20)P (B9)

donde segue-se, da imersao (B.8), que

P 5p
”Un”co@ (v) < OpanHB (y) = 2p' (B.10)
Consequentemente

loa(z)] < sup o, (x)] < g, vneN, Vx e B,(y), |yl > R. (B.11)

z€Br(y)

Agora se |y| < R ez € B.(y), temos © € Bgy,(0). Deste fato, seja R > 0 suficiente-

mente grande. Desde que
WLP(BRJrr(O)) - CO<§R+T(0))7
temos v, — 0 em C°(Bgy,(0)). Assim, existe ng = ng(¢) € N tal que

5
lvnllco@n, o)) < 5 M >ng e |yl <R,
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implicando que
lop ()] < sup o, (z)| < g, Vn >ng, € Bryr(0) e |yl <R. (B.12)

x€BR4r(0)
Combinando (B.11) e (B.12), temos

[va(7)] < =, ¥n > ng e Vo € RY

DN ™

Logo,
€
[Un]oo < 5 <6 Vn > ng,

mostrando que v, — 0 em L=(RY).



Apéndice C

Resultados Gerais Utilizados

C.1 Espacgos Métricos

Definicao C.1 [19] Uma familia F' = (C\)xer de subconjuntos de um espago métrico
M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhanca que

intercepta apenas um numero finito de conjuntos C).

Em termos mais explicitos: F' é localmente finita se, e somente se, para cada x € M
existem indices Ay, ..., A\, € L e uma vizinhanca V , com x € V' | tais que VN C) # @,
implica A € {1, ..., \n }.

Definigao C.2 [19] Um espago métrico M chama-se paracompacto quando toda cober-

tura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita.
Teorema C.1 [19] Todo espag¢o métrico separdvel € paracompacto.

Teorema C.2 Sejam A, B C X dois subconjuntos do espagco métrico X, verificando
dist(A, B) > 0. Entao, eziste um conjunto Ay fechado tal que A\NB =@ e A C intA;.
C.2 Integrais em Espacos de Banach

Nesta segao trataremos o conceito de integrais em espacos de Banach e estu-
daremos algumas de suas propriedades, para maiores detalhes ver [17]. No que segue,

X é um espago vetorial normado completo cuja a norma é denotada por | . |. Considere
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E o espaco das fungoes limitadas de [a,b] em X com a norma

£l = sup |f(z)].
z€la,b]
Sejam a,b nimeros reais tais que a < b, P uma parti¢ao do intervalo [a,b] e

considere a sequéncia de nimeros (ag, ay, ..., a,) tal que
a=ayg<a <..<a,=0>.

Definigao C.3 Seja f : [a,b] — X uma fungao. Dizemos que f € uma fungao escada,

se existem elementos wy, ..., w, € X tais que
flt) =w; para aiy <t<a;, i=1,..,n

Assim, pela defini¢ao acima, f tem valor constante em cada intervalo aberto determi-

nado pela particao.

Definicao C.4 Seja f uma fung¢do escada com respeito a particao P. O wvalor da

integral de f serd definido por

Ip(f) = (a1 — ap)wy + ... + (@ — Qp_1)w, = Z(ai — ai_1)w;.
i=1
Lema C.3 Suponha que f € uma funcao escada com respeito a outra particao () de
[a,b], entao

Lema C.4 O conjunto das fungoes escadas f : [a,b] — X € um subespago do espago
de todas as fungoes limitadas de [a,b] em X, que denotaremos por Si([a,b],X). A
funcao

I:5([a,b],X) — X

€ linear e limitada, isto €,

[(H)] < (b= a)l[fI]

Teorema C.5 Toda fungao continua de [a,b] em X pode ser aproximada uniforme-
mente por fungdes escadas. Além disso, o fecho de Si([a,b], X) contém C([a,b], X).

Teorema C.6 (Extensao Linear) Seja Y um espago vetorial normado, e F um

subespaco de Y. Seja T : FF — X um funcional linear continuo. FEntao, T tem
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uma tnica ertensdo linear continua T : F — X, onde
T(z)=T(z), Vz € F.

Agora, considere a aplicag¢ao I : Si([a,b], X) — X, dado por

b
1(f) = / f(t)dt.

Considerando F' = Sy([a,b], X) e I = T, podemos aplicar o Teorema C.6 e

concluir que existe uma tnica extensao linear continua [ : F' — X, onde

I(f) = I(f), VYf € S([a,b], X). (C.1)

Do Teorema C.5 C([a, b], X) C S,([a, b], X), assim podemos definir T’ = -ﬂC([a,b],X)-
Dado f € C([a,b], X), pelo Teorema C.5, existe uma sequéncia (f,,) C S¢([a, b], X)
tal que

fn — f uniformemente em S;([a, b, X).
Sendo 7' um operador linear continuo, segue
T(f,) = T(f) em X.

Logo, definimos a integral de uma funcao continua em um espaco de Banach da

seguinte forma:

/a " Fdt = lim / L

n—-+o0o

O préximo resultado é uma versao do Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema C.7 Seja f : [a,b] — X continua e F : [a,b] — X diferencidvel em [a, b]
com F' = f. Entao,

b
/f(t)dt:F(b)—F(a).
Corolario C.1 Se f : [a,b] — X € continua e F(z) = /f(t)dt, entao

F'(x) = f(x).

C.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias em Espacos de

Banach

Nesta se¢ao iremos fazer um breve estudo sobre as Equacoes Diferenciais Or-

dinarias em Espacos de Banach, mais especificamente sobre o problema de Cauchy.
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Para maiores detalhes, ver [2], [17] e [29].

Definicao C.5 Um campo vetorial de classe CP, 1 < p < 400 em U € uma aplicagio
f:U— X de classe C?, com U C X aberto.

Ao campo vetorial f associemos a equagao diferencial

do
) = fla) (C.2)

As solugoes desta equacao, sao as aplicagoes diferenciaveis o : J C R — U, onde J é

um intervalo aberto contendo possivelmente o zero,

do

) = fla)

e satisfazendo a condigao inicial
a(0) =xg, mo €U,

ou seja, um (PVI). Essas solugoes sdo chamadas trajetorias ou curvas integrais de f

ou da equagao diferencial (C.2).

Observacao C.1 Seja a: J — U uma func¢ao continua satisfazendo a condi¢ao

a(t) = xo +/0 fla(s))ds.

Logo, pelo Teorema C.7,

Definicao C.6 Seja Uy uma aberto de U contendo xo. A aplicagio o : Uy x J —> U,
Uy x J = {(z,t);x € Uy, t € J}, chama-se fluxo gerado por f e wvale as seguintes

propriedades:
(i) a(z,0) =x;
(it) a(x,t+s) = ala(z,s),t).

Teorema C.8 Sejam J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em X,
z90 €U, e0 < a <1 tais que Byy(x¢) C U. Considere f : U x J — X uma funcdo
continua, limitada por uma constante ¢ > 0 satisfazendo a condi¢do de Lipschitz em
U com constante de Lipschitz K > 0. Se b <min{a \ ¢,1\ K}, entdo existe um unico
fluxo o : By(xg) — U. Além disso, se f é de classe C?, entdo cada curva integral

a(x,t) referente a C.2, também € de classe CP.
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Teorema C.9 Nas mesmas hipoteses do Teorema C.8, se aq, as sao solugoes do
(PVI) que estamos considerando definidas num certo intervalo, entio existe K > 0 tal

que

| () — a(2)] < Ja (o) — g (ag)|e™ )

Y

para todo x no referido intervalo.

C.4 Outros Resultados

Teorema C.10 (Teorema da Alfandega) Seja Y um subconjunto do espago veto-

rial normado X. Se um conjunto conexo C' C X contém um ponto a € Y e um ponto
be Y, entio CNOY # @.

Teorema C.11 (Teorema do Valor Médio) Seja f : U — R, onde U C RY ¢

aberto. Suponhamos que o segmento de reta |a,a + v] esteja contido em U, que a

1estricao flia,atv) Seja continua e que evista a derivada direcional a—f(x), sequndo v,
v

em todo ponto x € (a,a +v). Entao existe § € (0,1) tal que

fla+v) = 7o) = 9 at o)

Definicao C.7 Seja f : X — R, onde X € um espaco topoldgico. Diremos que f é

semicontinua superiormente, quando para cada A € R o conjunto
F7H (=00, A) = {&; f(z) < A}
€ aberto em X.
Lema C.12 Seja f : [0, +00) — R uma fungao semicontinua superiormente tal que

lim f(x) = —oc.

T—r+00

Entao, existe T € [0, +00) tal que

f(@) = sup f(z).

z€[0,400)

Demonstracgao: Seja \ € [0,400). Inicialmente, vamos restringir f a [0, \]. Temos,

[07 )‘] - U f_l(—OO,n),
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onde f~(—o0,n) = {z; f(z) < n} sdo abertos para cada n € N pois, f é semicontinua

superiormente. Pela compacidade de [0, \], existe ng verificando

0.7 < [ F ' (=o0,n).

Dai,
f(z) <mng, Vzelo,],

mostrando que f ¢é limitada superiormente.

Seja ¢ = sup f(x) < 400 e suponha, por absurdo, que f(z) <¢, Vz €[0,)],
z€[0,)]
ou seja, o supremo nao seja atingido.

Mais uma vez, temos

+o0 1
oNcl])rt(- - —
[,]CnZIf (oo,c n)’
e pela compacidade de [0, A], existe ko € N tal que

f@)<c——, VreoA
ko

Logo, por definicao de supremo, temos ¢ < ¢ — T o que é um absurdo. Logo,
0
o supremo ¢ atingido.

Agora, como lim f(x) = —o0, temos que este supremo é atingido em [0, +00).
r—r+00

[ |
Lema C.13 Sejam x,y € RY. Entdo, existe Cp, > 0 tal que
(lz[P=2x — [yI"?y) (2 — y) = Cylz — y",
para p > 2.

Demonstragao: Ver (3] e [11]. u



Apéndice D
Demonstracoes de Lemas Importantes

Neste apéndice, demonstraremos dois lemas que forma utilizados nos Capitulos

5e6.
Lema D.1 O funcional
J o W Q) — R
1 1
u — J(u) = <|jul]? = = (/ |Vul?dzx +/ |u|2d:17>
2 2 \Uq Q

¢ de classe C*(WH(Q),R). Além disso, J'(u).v = {u,v)w para todo v € WH*(Q),
onde (u,v)w = /(VUVU +uv)dr € o produto interno em W'(€).
Q

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente, que é deriviavel a Gateaux. Dados
u,v € WH(Q), obtemos

Jtto) = Jw) o s[lletto]? — ful?]
t—0 t tl—{% t

o A0+ 20 )+ 2ol — ]
150 t

_ : t 2
— i |(wohw + o]

= (u,v)w.



Apéndice D - Demonstracoes de Lemas Importantes 131

oJ
Mostrando que J é derivavel a Gateaux e a—(u) = (u,v)w para todo u,v € W*(Q).
v

Note que ﬂ(u) € (W12(Q))* pois, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

a()

sup
vll<1

oJ

5, (W] = sup [(uw,v)] < sup [ull.[o]] = JJul] < +eo.

[vll<1 [oll<1

Logo, (u,v)y é candidato natural a ser J'(u).v. Observe que J é diferenciavel a Fréchet

pois,

Jutv) = Jw) =55 Ly g of2 = Yju|]? = (u, 0w

o] N o]

sllll® + (w, v)w + 3llvll* = 5llull® — (u, v)w

o]

Lol — 0
= —|lv
2

quando ||v|]] — 0. Mostrando que J ¢ diferenciavel a Fréchet e que J'(u).v = (u, v)w
para todo u,v € WP,

Para completar a prova deste lema, devemos mostrar que J' é continua, ou
seja, dada (u,) C W'(Q) tal que u, — u em W'*(Q), nosso objetivo é provar que
J'(up) — J'(u) em (WH(Q))*, ou de forma equivalente,

17 (u) = J' ()] = sup |(J'(ug) — J'(u)).v| — 0.
llvfl<1
Seja (u,) € W*(Q) tal que, u, — u € W"*(Q). Dado v € W"*(Q2), com |Jv]| < 1,

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|(J'(un) = J'(w)v| = | (un)v — J'(u).0]

‘<un7U>W — (u, U>W‘

‘<un - U7U>W‘

< lun =l fJof]-
Como ||v]] <1, temos

1 (un) = J' (@)l < [Jtin — ull,



Apéndice D - Demonstracoes de Lemas Importantes 132

passando ao limite quando n — +00, obtemos

| (wn) — J' ()]« — 0.

Lema D.2 O funcional

J : WWPRY) — R

1
u — Jw) = Cllulps

¢ de classe C*(WHP(RY),R), com J'(u)v = / (|VulP2VuVv + |[ulP~?uv)dz, para
RN
todo v € W'P(RY).

Demonstragao: Escrevamos J(u) = Jy(u) + Jo(u), onde

1 1
Ji(u) = - /RN \VulPdz e Jy(u) = ]—)/RN |u|Pdx.

p

Vamos mostrar que

1
Ji(u) = Z_?/RN |Vu|Pdx

é de classe CH(W'P(RY), R) com J; (u)v = / |Vu|P~*VuVuvdz. Paraisto, mostraremos
RN

os seguintes fatos:

i) Jy & Fréchet diferenciavel;

ii) J! ¢ continuo, isto ¢, se u, — u em WP(RY), entdo ||J](u,) — J'(u)]|, "==5° 0.
Verificagao de (i): Sejam,

T(v) = / IVulP"?VuVudz
RN

R(v) = Ji(u+wv) = Ji(u) = T(v).

Mostremos que
[B)] olen 0
[0llpy
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Aplicando o Teorema do Valor Médio (ver Teorema C.11) sobre a funcao

f:RY — R
r +— f(z)=|z?,

tem-se
[Vu+ VolP — [VulP = p|Vu + 0Vo[P~(Vu + Vo) Vo, 6 € (0,1) (D.1)

Dai,

R(v) — /RN%((|V(u+v)|p—|Vu|p)—|Vu|p_2VuVU)dm

= / <|Vu + OVolP* (Vu + Vo) Vo — ]Vu]p_QVqu) dx
RN
implicando que
R(v) = / (|Vu + Vo' (Vu + 6Vv) — ]Vu|p2Vu> Vudz,
RN

donde
R(v) < ||Vu+ 0VoP*(Vu + Vo) — |Vu|p_2Vu|L|Vv|p.

Como |Vv|, < ||v||g~, temos
R(v) < ||[Vu + 0V~ (Vu + Vo) — [VuP V|, [[v]|g~

implicando

|[R(v)|
[v]|r~

Por outro lado, considere (v,) € WP(RY) com v, — 0 em W'P(RY). Assim,

< ||Vu+ Vol (Vu + Vo) — ]Vu|p’2Vu‘%.

ovy, —0 em LP(RY), com i=1,2, ... N.
31:2»
Consequentemente,
ovy, v,
c;:jti (x) =0 e 8::1- (x)| < hi(x), q.t.p. em RN7
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onde h; € LP(RY). Dai,
|IVu(z) + 0V v, (2)]P* (Vu(z) + Vo, (z)) — \Vu(x)]p_QVu(x)”’%l fmatay()

Além disso,

IV + 0V, [P2(Vu+ 6V0,) — |[VulP2Vu|7 T < ([Vu+ 0V, [~ + [Vup~t) 7

IA

275 ((IVul + 60" + | Vul?)

< C|VulP 4 Co| Vv, [P € L*(RY),

visto que |Vul, |Vv,| € LP(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue,
|[Vu+ 0V, [P~2(Vu + 0Vv,) — |VuP>Va| , "25°0,
p—1
donde seque que

| R(v)|

o]

— 0, quando |jv[|gy — 0,

mostrando assim, que J; é Fréchet diferenciavel.

Verificagao de (ii): De fato, seja (u,) uma sequéncia em W'?(R™) tal que u, — u

em W'P(RY). Da mesma forma como feito, anteriormente, no item (i), obtemos

|(J1(u) — J{(w)v| < ||[Vun|P >V, — |Vu|p’2Vu|ﬁ — 0

e assim,

11 (un) = Ji ()]l — 0,

mostrando a continuidade de .Jj.
De (i) e (ii), J; € CY(W'P(RY), R) com

Ji(u)v = / |VulP2VuVudz.
RN
De maneira inteiramente analoga, mostra-se que J; € C*(W'?(R"),R) com

Jé(u)vz/ |u|P~2uvdz.
RN



Apéndice D - Demonstracoes de Lemas Importantes 135

Portanto, J € C*(W'P(R™),R) com

J (u)v = / (|VulP2VuVo + |uP~?uv)dz.
RN
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