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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre a classe de distribuicoes generalizadas
exponencializadas, a distribuicao Fréchet generalizada e a distribuicao Weibull inversa
log-generalizada. Obtemos algumas propriedades da distribuicao Fréchet generalizada.
Uma nova distribuigao é proposta: a distribuicao log-Fréchet generalizada. Esta dis-
tribuicao é uma estensao da distribuicao Fréchet. Outra proposta deste trabalho é
introduzir um modelo de regressao log-Fréchet generalizada com censura Tipo [ base-

ado na distribuicao log-Fréchet generalizada.

Palavras-chave: Distribuigoes generalizadas exponencializadas, distribuigao Fré-

chet generalizada, distribuicao log-Fréchet generalizada.
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Abstract

In this work, we did a research study about the exponentiated generalized class
of distributions, the generalized Fréchet distribution and the log-generalized inverse
Weibull distribution. We obtain some properties of generalized Fréchet distribution.
Furthermore, a new distribution is proposed: the generalized log-Fréchet distribution.
This new distribution is an extension of Fréchet distribution. Another propose of this
work is to introduce a generalized log-Frechét regression model with Type-I censoring

based on the generalized log-Frechét distribution.

Keywords: Exponentiated generalized distributions, generalized Fréchet distri-

bution, generalized log-Frechét distribution.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de distribuicoes generalizadas tem crescido muito nos ultimos anos. Mui-
tas formas de distribui¢oes generalizadas podem ser encontradas na literatura. Por
exemplo, a Fréchet exponencializada (Nadarajah e Kotz, 2006), a Beta generalizada
(Eugene et al., 2002), a Gumbel exponencializada (Nadarajah, 2006) e a Beta Fréchet
(Nadarajah e Gupta, 2004).

Nosso trabalho estd organizado em cinco Capitulos. No Capitulo 2, estudamos
a classe de distribuicoes generalizadas exponencializadas introduzida por Cordeiro et
al. (2013) que generaliza os trabalhos de (Nadarajah, 2006) e (Nadarajah;Kotz, 2006),
além de ter como casos particulares diversos outros modelos bastantes conhecidos na
literatura. Muitos autores tem estudado as propriedades da distribuicao generalizada
exponencializada, ver por exemplo, Mudholkar e Srivastana (1993) e Mudholkar et al.
(1996) para a distruigdo weibull exponencializada, Gupta et al. (1998) para a Pa-
reto exponencializada, Gupta e Kundu (1999) para a exponencial exponencializada,
Nadarajah (2005) para a Gumbel exponencializada, Kakde e Shirke (2006) para a
log-normal exponencializada, e Nadarajah e Gupta (2007) para a distribui¢do gama
exponencializada. Ainda neste capitulo, discutimos algumas propriedades desta classe
de distribuigoes. No Capitulo 3, apresentamos a principal contribuicao deste trabalho.
Neste Capitulo fizemos um estudo mais aprofundado da distribuicao Fréchet Genera-
lizada (FrG). Esta distribui¢do tem as seguintes vantagens: formulas explicitas para

funcao de distribuicao e funcao quantil que nao envolve qualquer funcao especial, nao
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depende da funcao beta, como na distribuicao beta Fréchet e nao tem problema de
identificabilidade como a distribuicaio Kumaraswamy Fréchet. Apresentamos algumas
propriedades desta distribui¢ao baseadas no trabalho de Cordeiro et al. (2013). No Ca-
pitulo 4, trabalhamos com a distribuicao Weibull inversa log-generalizada introduzida
por Gusmao, Ortega e Cordeiro (2011), na qual é considerada uma estrutura de regres-
sao. Ainda neste capitulo, propomos uma transformacao logaritmica e em seguida uma
reparametrizagao no modelo FrG, denominado de log-Fréchet generalizada (LFrG). De-
finimos um modelo de regressao ao qual denominamos de modelo de regressao LErG.
Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as consideracoes finais.

E importante ressaltar que em todos os capitulos foram discutidas expressoes para
a funcao de distribuicao acumulada, funcao densidade de probabilidade, expansoes para
a funcao densidade de probabilidade, expressoes gerais para os momentos, momentos
das estatisticas de ordem e, estimacao dos parametros. No final de cada capitulo
aplicamos as distribuicoes, discutidas ao longo deste trabalho, a conjuntos de dados
reais e comparamos os ajustes com outros modelos.

Os graficos apresentados nesta dissertacao foram produzidos utilizando o ambi-
ente de programacgao R em sua versao 2.15.3 para o sistema operacional Windows que
se encontra disponivel gratuitamente no enderego http://www.r-project.org. Para mais
detalhes ver Thaka e Gentleman (1996), Cribari-Neto e Zarkos (1999).

A presente dissertacao foi escrita de tal forma que todos os capitulos sejam inde-
pendentes um dos outros, facilitando assim, a leitura individual dos capitulos. Dessa

forma, algumas definicoes podem aparecer em mais de um capitulo.



Capitulo 2

A classe de distribuicoes generalizadas

exponencializadas

Neste capitulo discutimos sobre uma nova classe de distribuicoes generaliza-
das exponencializadas obtida adicionando dois parametros a uma distribuicao continua,
introduzida por Cordeiro, Ortega e Cunha (2013). Assim como estudamos algumas de

suas propriedades estruturais.

2.1 Introducao

Gupta et al.(1998) propuseram pela primeira vez uma generalizac¢ao da dis-
tribuicao exponencial padrao, a qual chamaram de distribuicao exponencial exponen-
cializada (EE), cuja fungdo de distribuigao acumulada (fda) é F(z; \, ) = (1 — e )@
para x >0, A > 0 e a > 0, onde os parametros A e o representam a escala e a forma,
respectivamente. Para mais detalhes ver Gupta e Kundu (2001). Segundo Gupta e
Kundu (2002), uma das vantagens dessa distribui¢ao é que devido a estrutura simples
de suas funcoes de distribuicao e sobrevivéncia a distribuicao EE pode ser usada de
forma eficaz na analise de dados de tempo de vida, particularmente, na presenca de
observacoes censuradas ou dados correlacionados. De forma semelhante, Nadarajah e
Kotz (2006) introduziram trés distribui¢oes exponencializadas, a saber; a distribuigao

gama exponencializada (ET), que é uma generaliza¢ao da distribui¢do gama padrao,
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a distribuigao Fréchet exponencializada (EF), que é uma generalizacao da distribui¢ao
Fréchet e a distribuicao Gumbel exponencializada (EGu), que é uma generalizagao da
distribuicao Gumbel, embora a forma como eles definiram as fdas das distribuicoes Fré-
chet exponencializada e Gumbel exponencializada seja um pouco diferente. Ou seja,
os autores geraram esses novos modelos na classe de distribuicoes exponencializadas a

partir da expressao F(z; A\, o) =1 —[1 — G(x)]*.

Definigao 2.1 Seja G(x) uma funcao de distribuicao acumulada continua. A classe

de distribuicoes generalizadas exponencializadas (EG) € definida por
F(z) =[1—{1—-G(@)}7, (2.1)

em que > 0 e § > 0 sao dois parametros de forma. Sua funcao densidade é repre-
sentada por

-1

f(z) =aB {1-G@)}* "1 - {1-G@)}*)" " g), (2.2)

em que g(x) = G'(x).

Note que a fungao (2.1) é simples e ndo depende da func¢ao beta incompleta, como
no caso da familia beta generalizada (Eugene et al., 2002).

A distribuigao cuja a fda é G(x) é um caso especial de (2.1) quando o = 8 = 1.
Considerando o = 1 em (2.1) temos a distribui¢ao do tipo exponencializada definida
por Gupta et al. (1998). Além disso, as distribui¢oes EE e ET sao obtidas tomando
G(z) como sendo a fda exponencial e gama, respectivamente. Para § = 1, e G(z)
sendo a distribuicao acumulada Gumbel e Fréchet, obtemos as distribuicoes EGu e
EF, respectivamente, tal como definido por Nadarajah e Kotz (2006). Assim, a classe
de distribuigoes (2.1) estende as duas distribuigdes do tipo exponencializada.

A familia de densidades em (2.2) permite maior flexibilidade nas caudas e pode
ser aplicada em muitas areas da biologia e da engenharia. Os novos parametros de-
sempenham o papel de introduzir assimetria e variacao do peso da cauda. Observamos
que, mesmo se g(z) for uma distribui¢ao simétrica, a distribuigdo f(z) nao sera uma
distribuicao simétrica, a menos que o = 3 = 1.

A partir de agora, usaremos a expressao X ~ Exp°G, ¢ > 0, para denotar que a

variavel aleatoria X segue uma distribuic¢ao cuja fda e fdp sao H.(z) = G(x)¢ e h.(z) =
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cg(r)G(x)“"!, respectivamente. Esta distribui¢io também ¢ chamada de Lehmann
tipo I. Alternativamente, podemos gerar distribuigoes na classe Exp°G fazendo F'(x) =
1 —{1— G(x)}° conhecida como a distribui¢do Lehmann tipo II. Portanto, a fungao
em (2.1) engloba as distribui¢oes Lehmann tipo I (o = 1) e Lehmann tipo II (8 = 1)
introduzidas em Lehmann (1953).

A classe de distribui¢oes Exponencializadas Generalizadas parte de uma inter-
pretacao fisica interessante quando « e 5 sao nimeros inteiros positivos. Considere um
dispositivo feito de § componentes independentes em um sistema em paralelo. Além
disso, cada um dos componentes é composto de a subcomponentes independentes e
identicamente distribuidos de acordo com G(x), em um sistema em série. O dispo-
sitivo falha se todos os componentes 3 falhar e cada um dos componentes falham se
houver falha de pelo menos um dos subcomponentes. Sejam X, ..., X;, os tempo de
vida dos subcomponentes dentro do componente j, j = 1, ..., 8, com fda G(x) comum.
Denotemos X; como sendo o tempo de vida do componente j e seja X o tempo de vida

do dispositivo. A fda de X é dada por

F(z) = Pr(X; <

AN
=
&

AN
=

= Pr(X; < z)°

= [1—Pr(X, > )’

= [1-Pr(Xy > 2,.., X0 > 7))
= [1—{1-Pr(Xy < 2)}

= [1-{1-G@)}"

Portanto, o tempo de falha do dispositivo obedece & familia de distribuicoes EG.

A seguir, apresentamos expansoes para as funcoes de distribuicao e densidade do mo-

delo EG.
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2.2 Expansoes para as funcoes de distribuicao e den-

sidade

Se B é qualquer nimero real ndo inteiro e |z| < 1, entdo a expansao em
série binomial é dada por
= (—1)k
(1 2 Z (2.3)
k=0

Aplicando a Identidade (2.3) em (2.1), temos

P = Yl - e

= (D)FT(B+1) & (=1 T (ak + 1) ;
ZO P(B+1—k)k! < T(ak+1— IR

_ ZZ 1)k+9T( B+1) (ozk—i—'l).G(m)j

Okofﬁ—l—l— ['(ak+1—j)k!!
— ij(;(x)j, (2.4)
§=0
em que
o~ (DMIT(B+ 1) (ak + 1)
=D R AT TRk T I A (2:5)

Portanto, F'(z) pode ser escrita como uma soma infinita de G(z).

Proposicao 2.1 Para o > 0, nao inteiro, podemos escrever f(x) em (2.2) como

@) =apg(x ZtG

em que

> 'fﬂr k+1
Zr (6) (a(k+1))

— (a(k+1) — 5kl

Demonstragao: Considere a > 0, nao inteiro. Aplicando a expansao (2.3) na equagao
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(2.2), obtemos
00 vk
F@) = a3 f il — G gt

r
_ — (DT(B) = (=1)/T(a(k + 1))
s kz D5 — Wk 2 Tla(k+1)— j);!

B & L@t e )
= P90 2 D T Btk 1) e

G(z)g(x)

= afgl@) Y} ;G (2.6)
& (“)FHI(B)(alk + 1)

4= 2 TG BTk + 1)~ R 27)

|

Por outro lado, podemos reescrever a equagao (2.6) como

=3 tihya(a), (28)

em que t§ = aft;/j+1ehj(z) = (j+1)g(x)G(x)? é afuncio densidade da Exp!*'(G).
O que mostra que a fungao densidade EG é uma combinacao linear de funcoes den-
sidades da distribui¢ao G exponencializadas (Exp-G). Assim, algumas propriedades
estruturais da classe de distribui¢oes EG, por exemplo, momentos incompletos e fun-

¢oes geradoras podem ser obtidas diretamente das propriedades da distribuicao Exp-G.

2.3 Momentos

Seja G(-) a fda da variavel aleatoria X e F(-) a fda da variavel aleatoria
Y com densidade dada em (2.2). Os momentos ponderados por probabilidade (MPPs)
de X sao definidos por

oo

Ty = E[X"G(z)’] :/ 2"G(x) g(x)dx, (2.9)

—00

para mais detalhe ver Greenwood et al. (1979).
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Os momentos da distribuicao EG podem ser obtidos a partir dos momentos pon-

derados por probabilidade dados por
EY") = af Zt / "G(y) g(y)dy

af Z tiTy . (2.10)
=0

Portanto, os momentos de qualquer distribuicao EG podem ser expressos como
uma soma ponderada infinita de MPPs da distribuicao principal.

A segunda formula para 7,.; é baseada na fungdo quantil Q¢(x) = G™!(x) como

:/0 Qc(u)" v du, (2.11)

de modo que a integral é calculada agora sobre o intervalo (0,1).

2.4 Funcao Geradora de Momentos

Estudamos trés formulas para a fungao geradora de momentos (fgm) M(s) =
Elexp(sY)] de Y, com fun¢ao densidade de probabilidade dada em (2.2). A primeira

é obtida expandindo o termo exp(sY’) em série de Taylor como

S (S?T - ;“—; (2.12)

r=0
em que u, = E[Y"] é obtido a partir da equagao (2.10).

A segunda expressao para M(s) é obtida a partir da funcao (2.8) como

=>4 M), (2.13)

De fato,

o0

M@zE@UI[_ﬂﬂw@

oo
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Da equagao (2.8) segue que

M) = St [ ey
j=0 >
= > " Eia(e)
=0

= Dt Min(s),
=0

em que M;(s) é a fungdo geradora de momentos da distribuigao Exp’*(G).

A terceira expressao para M (s) é determinada a partir da fungao (2.6) dada por
M(s)=aB Y t;p;(s). (2.14)
=0
De fato, segue da funcao (2.6) que

M(s) = /_OO exp(sx)f(x)dz

= af th /_00 exp(s 7)G(z) g(x)dz.

Definindo p;(s) = [*_exp(sz)G(z)7g(x)dz na Gltima expressio, obtemos

M(s)=apB Y tp;(s),
=0
em que p;(s) pode ser obtido a partir da fungao quantil Qg(u) = G~'(u) como

1
pi(s) = / exp[sQq (u)]uw’ du. (2.15)
0
Portanto, as fgm’s de muitas distribuicoes EG podem ser obtidas a partir das
equagoes (2.12), (2.13) e (2.14).
A funcao caracteristica (fch) ¢(s) = Elexp(isX)] das distribui¢oes EG sao obtidas
a partir das equagoOes (2.12)-(2.14) avaliando as respectivas fgm’s em is, em que i =

v/ —1 denota o nimero imaginario.

2.5 Desvios Médios

A quantidade da dispersao em uma populacgao é medida até certo ponto,

pela totalidade dos desvios em relacao a média ou a mediana. Os desvios da média e
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da mediana sao expressos como
0(Y)=B(Y —m|) e 6:(Y) = E(lY — M),
respectivamente. Tem-se
01(Y) = 2p F(py) — 2ma(py) e 62(Y) = g — 2ma (M), (2.16)

em que F(-) é a fun¢do de distribui¢do de Y e my(z) = [7_af(x)dz ¢ o primeiro
momento incompleto.
Estudamos duas formas alternativas de calcular §;(Y") e d2(Y). Estas mudancas

consistem em reescrever a func¢ao geral m;(z). Segue por definigdo e da equacao (2.8)

que
mi(z) = Zt;/ xhjsi(x)dz
j=0 oo
= ) (), (2.17)
=0
com
Jj+1(at):/ xhjs(x)dz. (2.18)

Concluimos que,

ma(z) = Z t5 ().

Note que a equagao (2.18) é a quantidade basica para calcular os désvios médios
para as distribui¢oes EG. Note, também, que as quantidades em (2.16) dependem
somente do primeiro momento incompleto das distribui¢oes Exp-G. Consequentemente,

01(Y') e 62(Y) podem ser expressos como

0(Y) = 2py F () — 2 Z £ T4 ()
=0

02(Y) = py =2 5 Tia(M).
=0
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Definindo u = G(z) em (2.8) obtemos a segunda férmula para m;(z) dada por

=> (+ 1Tz (2.19)
7=0
com
G(2) ,
Ti(z) = Qc(u)uw’ du. (2.20)

Uma aplicagao dos desvios médios sao as curvas de Bonferroni e Lorenz. Dada
uma probabilidade 7, as curvas sio definidas por B(7) = my(q) /7y e L(r) = my(q)/py,

respectivamente, com ¢ = Qg(m) sendo calculada a partir da fungao quantil principal.

2.6 Estatisticas de ordem

Definicao 2.2 A funcao densidade da i-ésima estatistica de ordem X;.,, digamos
fin(x), de uma amostra aleatdria independente e identicamente distribuida de tamanho

n € dado por

fin(z) = B(z,g(—x)z n 1)F(x)i_1[1 — F(2)]" " i=1,..,n,

em que f(-) e F(-) sao a fdp e fda da distribui¢ao base, respectivamente.

Substituindo (2.1) e (2.2) na equagao anterior e usando a expansao binomial, obtemos

fnle) = SR A (1= G @) - (1 - Gl

x {1—[1—{1 -G}y
B B(i na_ﬁi i 1)9(93){1 — G(z)} !

(1= (1= G = {1 = Gy
ool ot o B(i+k)~1
B B(Z}nf(ill) )} Z ( )H—{l— G()}e]®
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Usando (2.3) repetidamente, para § real ndo inteiro, na expressao anterior, obtemos

B aBg(x Z RN (D)FHT(B( + k) (a(r + 1)) (n—i
Jin(2) = B(i, n—H—l ;;; L(BGE+k)—r)(« (r+1)—€)€!r!< k )G(x)e

B X L DM HD(B(i 4 k)T (afr + 1))
- B(i, n—z—i—l ; OTZF (i + k) —r)[(a(r+1) — )kl
I'(n—i+1) « Gl

T(h—i—k+1)

Na ultima expressao usamos o fato de que I'(n + 1) = n!l. Segue que

fin() = 2 : )g(x)ZszG(x)g, (2.21)

em que s, = s¢(, 5,4,n) tem a forma

> — )M (B 4 E))T(afr + 1)T(n —i + 1)
ZZ z—i—k )=r)(a(r+1)=0OT(n—i—k+ k!

Podemos escrever a fun¢ao em (2.21) em termos das funcoes densidades da Exp-G

como

_ af  Sehei(2)
f*”(x)_B(z’,n—iH); (+1) "

De fato, temos que hyyq = (0 + 1)g(2)G(x)" = g(x)G(x)" = hyy1/ (0 + 1), substi-

tuindo essa expressao em (2.21), é imediato que

_ af  Sehei(2)
f*”(x)_B(z’,n—iH); (+1) "

Portanto, muitas das propriedades matemaéticas das estatisticas de ordem, como
momentos, momentos incompletos, fungao geradora de momentos e desvios médios po-

dem ser obtidos a partir das propriedades da distribuicao Exp-G.

2.7 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Definicao 2.3 Seja X4, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da varidvel ale-
atoria X com fung¢do densidade (ou de probabilidade) f(x|@), com 0 € ©, em que

© C RPZ ¢ o espago paramétrico e 0 = (a, 3,7T)T € o wvetor de pardmetros do
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modelo e v € um vetor de pardmetros p X 1 desconhecido da distribuicao principal
G(z;7). A funcao de verossimilhanca de @ correspondente a amostra aleatdria obser-
vada ¢ = (x1,...,2,) € dada por

n

L(Oz) = [ ] f(«:).

i=1

Definigao 2.4 O estimador de mazima verossimilhan¢a (EMV) de 0 € o valor 6co

que mazimiza a fung¢ao de verossimilhanca L(0|x).

Para obtermos o estimador de méaxima verossimilhanca, vamos considerar o lo-

garitmo da funcao de verossimilhanca de @ denotado por
((0|z) = log L(6]z),

pois na pratica, as vezes, ¢ mais facil trabalhar com o logaritmo da fun¢ao L(0|x).
Como a funcao log é crescente nao temos problema.

Seja x1, ..., x, uma amostra aleatoria de tamanho n da distribuicao Generalizada
Exponencializada com parametros «, 5 e 7, denotada por EG(«q, 5,7), em que v é
um vetor de parametros p x 1 desconhecidos da distribuicao principal. A funcao de

verossimilhanca ¢ dada por

n

L6lz) = a"5" [ [H1 = Glasn)}* 'L — {1 = Gl 1)} gl )],

i=1

com logaritmo da funcao de verossimilhanca correspondente

(6lz) = nlog(a)+ nlog(B) + Z log(g(zs;7)) + (e — 1) Z log{1 — G(x:;7)}

+H(B 1) Z log[1 — {1 — G(z:;7)}°]- (2.22)

Podemos maximizar o logaritmo da fungao de verossimilhanca usando uma rotina
numérica de algum software, por exemplo, o SAS (proc NLMixed) e OX através do
MaxBFGS (ver, Doornik, 2007). Ou resolvendo as equagoes nao-lineares obtidas por

diferenciacao da funcao (2.22).
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Derivando-se £(0]z) com relacdo a o, 5 e ;, os elementos da funcao escore U(6)

sao dados por

[Mm::_+zﬂ%b-xuﬂ+w—m§:4%ﬁjﬁ%2£;ﬁme

. (B —1D[1 - G(zi;7)]
— _+Zlog1— (i3 >]{1_ 1—[1—G(zs;7)) }7

Us(6) = g+zlog{1—u—c¢<xi;v>]a},

n n

1 Og(wi;v) 1 0G (zi;7)
a—1 +
— g(zi;7) O - )2 1—=G(zizy) 0y

a[l = G(zy;7)]*" 0G(24;7)
+E-1) 1—[1=G(ziy)]> 0y

= n@—a— M
> @D Gy

— gz
[1— Gz 7)) G (@7,
1 —[1—G(a;7y)]>

M:\_/

7

—_
3

3 S~—

+a(f—1)

i=1

(@5 y 1 —G(zi;7) 1—[1=G(xsy))°

em que [g(xiQV)]Wj = 0g(xi;7)/0v; e [G (xw )]'yj = 0G(xi;7)/0v; para j =1,....,p
Para a estimativa intervalar e teste de hipoteses dos parametros do modelo preci-

samos da normalidade assintotica. Sob certas condicoes de regularidade. A distribuigao

assintotica de 0 ¢ dada por

V(0 = 0) = Nz (0,1(6) ),

em que I(0) é a matriz de informagao esperada. Visto que, em muitas situagoes a
matriz 1(6) é desconhecida, podemos utilizar a matriz de informacio observada .J(0)

avaliada em @ como uma estimativa de I(6). Neste caso, a matriz de informacgao

observada J(6) é dada por

5 { ol (0 -V, , a0 = VL= Gl Gl

3
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em que os elementos da matriz J(G) encontram-se no Apéndice A.

A distribuigio normal assintotica multivariada N, (0, .J (6)~1) pode ser usada
para construir intervalos de confianca aproximados e regioes de confiancas para os
parametros do modelo. Para comparar o modelo EG com alguns de seus submodelos
podemos utilizar um dos trés testes de hipoteses conhecidos, a saber, o teste da Razao
da Verossimilhangas (RV), o teste de Wald (W) e o teste escore de Rao (Sg) que
sao baseados na normalidade assintotica dos estimadores. Por exemplo, podemos esta
interessados em testar as hipoteses Hy : o = 1 contra Hy : o # 1 que é equivalente a
comparar a distribuicao EG e os tipos de distribui¢coes exponencializadas. Para este

caso, a estatistica de teste RV é dada por
A= 2{£(d7 A> ’3/) - f(]_, Ba ’?)}a

em que @, Be 4 sao os EMVs sob H; e B e # sido os EMVs de 8 e v sob Ho.
A seguir, apresentamos os modelos Fréchet, normal, gama, Gumbel, exponencial e
Pareto como modelos especiais para a classe de distribuicoes generalizadas exponencia-

lizadas. Assim, como os graficos de suas densidades para alguns valores dos parametros.

2.8 Casos Particulares

Apresentamos, nesta secao, algumas distribuicoes especiais. A funcao den-
sidade em (2.2) sera mais tratavel quando a fda G(z) e fdp g(x) tiverem expressoes

analiticas simples.

2.8.1 Fréchet Generalizada Exponencializada

A fda da distribuigdo Fréchet Generalizada Exponencializada (EGF) é obtida a
partir da fungdo em (2.1) considerando G(x) como sendo a fda da distribuigao Fréchet

com parametros o > 0 e A > 0, definida por G, (z) = exp[—(o/z)*] para z > 0, de
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F(z) = {1— (1—exp{— (%)A})ar,x>o, (2.23)

em que o > 0 é um parametro de escala e os outros parametros A >0, a>0e b >0

modo que

sao parametros de forma. A fun¢io densidade de probabilidade (fdp) associada é dada

i = et [ )] foeo [ GY]E
x [1— {l—eXp [_ (%)AH } |

Se B =1, obtém-se a distribui¢ao EF definida por Nadarajah e Kotz (2006).

por

Na Figura 2.1 apresentamos os graficos da funcao densidade de probabilidade
FGE para alguns valores dos parametros selecionados. Observamos que a distribuicao
EGF ¢é assimétrica a direita. Quando fixamos a = 1.5 e 0 = 1.5 (Figura (b)) e variamos
os valores de e A a distribuicao fica mais dispersa.

Pela F(z) dada em (2.4) para G(x) = exp|—(c/z)], obtemos

o - Sl )

9 1\ A
= ij exXp | —

- xT

7=0

= Z ijo*,)\(x)7
j=0

em que 0% = 0% e Goe x(2) ¢ a fda da distribuicio Fréchet com parametros o > 0 e
A > 0. A partir da Proposicao 2.1, obtemos
f(z) =af ot g™ D iti exp {—(j +1) <E>’\] :
=0 v

em que t; ¢ dado na proposigao 2.1.

Proposigao 2.2 O (r,j)-ésimo MPP da distribuicao Fréchet é

g

4 r
r,J TP<1__>a
7_7-7 (j_‘_]_)l—X )\
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A
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(a) (b)

Figura 2.1: Fungao Densidade da EGF (o, A, a, 8) para alguns valores dos parametros.

(a)Parac =1.5e A =2.0. (b) Paraa=15¢e 0 =1.5.

para r < .

Demonstracgao: a distribuicao Fréchet possui fda dada por
A
G(x) = exp [— <f)
x

A fdp correspondente pode ser expressa por

;x> 0.

o

Y
oy A~ _(C
glx) =Ao'z exp{ <x> } , x> 0.

Substituindo as duas ultimas expressoes em (2.9) temos

R A e O R T F A

o0 A
= Ao? / 2"~ exp {—(j +1) <E> } dr.
0

T

Definindo u = (j+1)(¢0/2)* = z = o(j+1)Y ™V = dr = —o(j+1) A"ty gy,
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Segue que

Ty = Ao / [0(j + 1)3u 33D exp(—u)o(j + 1)3 A u~ G4y
0

|
A integral fooo u”x exp(—u)du converge absolutamente para r < . Consequentemente
para r < A, temos que

E(Y") = afo'T (1 - —) i

=y j+1

2.8.2 Normal Generalizada Exponencializada

A distribui¢ao Normal Generalizada Exponencializada (EGN) é expressa por

-] e

Consequentemente, a densidade da distribuicao EGN corresponde a

e o)) e ()T ),

(2.25)

em que r € R, y € R é um parametro de locagao, o > 0 é um parametro de escala, a >

Oef>0,ed(.)e¢(.)sao afdae fdp da distribuigdo normal padrao, respectivamente.

A Figura 2.2 apresenta o comportamento da funcao densidade de probabilidade

da distribuicao EGN para alguns valores dos parametros. Observe que a medida que

aumentamos o valor de e diminuimos o valor de « (para = 0 e o0 = 1.0 fixados),

mais assimétrica torna-se a distribuicao. O mesmo ocorre quando diminuimos o valores
de e o (para o = 1.5 e u = 0 fixados).

Os momentos de X ~ N(u,0) podem ser obtidos utilizando E(X") =

Yoo Tto"E(Z"), em que Z ~ N(0,1). Assim, passamos a trabalhar com a distri-

bui¢ao normal padrao. Considere a fda da distribuicao normal definida por

O(z) = % {1+erf (%)} (2.26)
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(a)
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Figura 2.2: Funcao Densidade da EGN (o, u, , §) para alguns valores dos parametros
(a)Para p=0e o =1.0. (b) Paraa=15e pu=0.

em que

2 v 9
erf(z) = ﬁ/o exp(—t°)dt,

¢ a fungao erro. Considerando em (2.4) a distribui¢do normal padrao com p = 0 e
o = 1, obtemos

Fla) = Y wl()),

em que w; é dado em (2.5). Usando a expressao (2.26) e a expansao binomial podemos
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reescrever a equagao anterior como

o - Sn i ()]

{
_ Z2ij{1+erf< >}
_ ;2 ij;() [”f<f)]
)

S () b()]

(=0

Logo,

Obteremos, agora uma expansao para a fungdo em (2.25) (com p=0e o = 1).

Counsidere a Identidade

m 2m+1

erf(x \F Z 2m Py (2.27)

Tomando 1 =0 e 0 = 1 na equagao (2.25), temos que

f(@) = aBll = @(2)]*7H{1 = [1 - @(2)]*} "¢ (a).

Utilizando a equagao (2.6) segue que

f(x) = aff exp <—%> 9=1/2,-1/2 ZQ—jtj [1 +erf (%)} '

=0
Usando a expansao binomial e a expansao em série para a fungao erro (2.27), respec-

tivamente, na equacao anterior, obtemos

; ¢
f(l’) = aﬁ exp( ) —-1/2 _1/222 ]t Z(‘;)m’f (%)
9] m m ¢
- wren(Z) eSS (e [ L]
= af exp< ) ~1/2 _1/222 it, Z( )25/2 vy

(— 1)m1+ Fme g 2(ma . my)+£

X
Z Z omi+.. +TM(2m1 + 1) (ng + 1)m1 mé'

m1=0 My—o
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Definigao 2.5 A func¢do Lauricella do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) é dada por

Flgn)(a'bl,.. bn;cl,.. Cy L1y ey Tpy) =

> Z "“* *m"(b”ml o)y "t (2.28)
Cl mi- (Cn)mn mllmn‘

m1=0

em que (a); = a(a+1)...(a+1i—1) € o fatorial ascedente (com a convengao (a)y =1 ).

Proposigao 2.3 O (r,j)-ésimo MPP da distribuicao normal podem ser expresso em

termos da fung¢ao Lauricella do tipo A como

J
Ty = 2r/27r—(j+1)/2z< )2 Lot/2] (T+j —€+1) "

/=0
F(j—f) T+j_€+1 1 1 § _._1 -1
A 2 727' 72727 '27 PR ) )

para v+ 5 — { par.

Demonstracao: da defini¢ao, dada em (2.9),

o0

T = /_ 2" ®(z) ¢ (x)dx

oo

w2 () e (5) e ()
= 'exp | —— |erf | — dz
w%;(f L) A
(s -
2i\/2m <= \! . '
Usando a expansao (2.27), a integral I(7,¢) em (2.29) pode ser expressa como
e’} 2 )mx2m+1
1(5,1) = / $T6X< )
0 B [xfzzm+ (2m + 1)m!

VT omit.dm; o+ L35

m1=0  m;_,=0 (2m1+1) (zmj g—'—l) oy Z‘
X /OO xz(m1+...+mjil)+r+j_z exp <_%2> .
Q_OOj { o oo (_1)m1+ +m;j_g
: <ﬁ) S0 2 g (21 +1)...(2m; ¢ + DmyLmy |

mi mj_p=0
0o 2\ (mi+..4+mj_g+ )—1 2
) r+j—€0+1 x X
) QM t Mgt — exp | —— | dx
oo \ 2 2

j—t

r+j—€+1
2
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_1)m1+---+mj7£

(A

xI (ml + oot mi+

mi=0  m; ;=0
r+j—0+1

)

SR (st

L—j3 r+1
= 72272
Z Z (ml + ;)...(mj_g + %)mll...m]’_g!

m1=0 mj_p=0

r+j—0+1
xIT' <m1 +.oot+my+ j—) ;

2

20~ (my + 3)...(mj_g + 3)mal..mj_g!

(2.30)

se r + j — £ & par. Agora, usando o fato de que (f), = T'(f + k)/T(f) e a definigao em

(2.28), podemos simplificar (2.30) para

](.7 6) = WTJ F<r+]_€+1) Z f: T+]_€+1)m1+ +my z( 1)ml+m+mj7£

m1=0 mZO

j— T‘l‘]—f“‘l 1 1
FA T T Ty ey Ty
2 2 2

Combinando (2.29) e (2.31), obtemos a expressao

J . .
| —l+1
ny = 2lpGre @) 9L /2] (%) «

=0
F}gj_g) <7’—|—j—€+1 1

13 3
=y = ==y — 1 =1
2 2 2°2° 2 )

Portanto, o (7, j)-ésimo MPP da distribui¢ado normal é

J .
Tnj — 2T/27T—(j+1)/2 Z («2) 2—(7_(.6/21—‘ (T +,] - £+ 1) %
=0

po-o (rbj-tel Lo 138
A 2 727"'72727 '27

(my + 2)...(mj_g + 2)

!...mj_g!

(2.31)

para r + 7 — £ par. Note que a expressao anterior é uma soma de funcoes Lauricella do

tipo A.
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2.8.3 Gama Generalizada Exponencializada

A fda da distribui¢do gama com parametros a > 0 (forma) e b > 0 (escala) ¢é

Gap(z) = v(a,bx)/T'(a) (para x > 0), em que

v(a,x):/ w* e dw
0

é a funcao gama incompleta, que é facilmente implementada em varios softwares esta-

tisticos. A distribuicdo Gama Generalizada Exponencializada (EGGa) tem fda dada

F(z) = {1 - l1 - V(Fa(’;)x)r}ﬁ, 2 >0

por

e funcao densidade associada

fla) = aﬁba;“"(;l o {1 - V(Fa(;)‘”) }a_l {1 - {1 - %r}ﬁ_l, (2.32)

em que a é um parametro de locacao, b, a e 5 sao parametros de forma

A distribuicao EGGa é uma familia que possui alguns casos particulares. Quando
a = =1 na equagao (2.32) temos uma distribui¢do gama, quando a = f =a =1
temos a distribuicao exponencial.

Na Figura 2.3 estao os graficos da fungao densidade em (2.32) para alguns valores
dos parametros selecionados. Note que a medida que aumentamos o valor de a e
diminuimos o valor de 8 (com a = 1.5 e b = 2.0 fixos), mais assimétrica torna-se a
distribui¢ao. Veja, também, que de acordo com os valores de 8 e b (com a = 1.5 e

a = 1.5 fixos) a forma da distribui¢ao se altera.

Definigao 2.6 Uma expansao em série de poténcias para a func¢ao gama incompleta é

dada por

Gonl) = L2 3 (zba)™ 1 (2.33)
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Figura 2.3: Fungao Densidade da EGGa (a, b, a, ) para alguns valores dos parametros.

(a)Paraa =15eb=2.0. (b) Paraa=15¢ea=1.5.

A partir da fungao em (2.6) e da expansao em (2.33), obtemos:

flx) =

e olE ol

1 [
aﬁbaxa 16 bx

= Yt [Gap(@)!

M
afbratlettr & (bx)* = (=bz)™ ’
T T T &0 [ > (a—l—m)m']

_aBbralett & t’(bx aj f: (=bx)™ i (=bx)™
['(a) = " T'(a)i = (a—l—ml)ml!mmjzo (a -+ mj)m;!
B Oé,Bba xa—le—bm it‘(bxyuj e 0 (—bx)m1+"'+mj

I'(a) pr syl e (a+mq)...(a+mj)myl..m;!
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Portanto,

Q B b xa—le—bx o0 o0 (_bx)m1+...+mj

['(a)

fx) =

em que t; é dado em (2.7).

Proposicao 2.4 O (r,j)-ésimo MPP da distribuicao gama € dado por

_ T(r+a(j+1))
Tri = albiT (a)i+

F()(r+a(]—|—1) wnaa+ 1, a4+ 1;-1, .., —1).
Demonstragao: da defini¢ao, dada em (2.9)
n = [ oG
0

IR L N O
- /0 ! [F(a) P (a+m)m!] () “Pbn)dr

(b / 2" exp(—br) | (bx “i b jdx
C(a)itt J, (@ +m)m! '

=0

Definindo v = bz = = = u/b e dx = du/b, temos

I T (2.34)

F(a)]-i—l

A integral em (2.34) pode ser expressa como

I(r,j) = /000 u T exp(—u) [u“Z%] du

m=0
_ Z Z (=1)mattmy /oo el DIy =1 gy () dy
e e (a+mq)...(a+mj)myl..m;! J
( m1+...+mj
N 7;0 Z (@ +mq)...(a +m;)myl..m;!

><1"(7’+a(]+1)—|—m1—|—...—|—mj). (2.35)
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Usando o fato de que (f)r = I'(f + k)/I'(f) e a defini¢do em (2.28), respectivamente,

podemos reescrever (2.35) como

[e.9]

. 0o ’f’ +a ] + 1 )m1+...+m'(_1)m1+m+mj
I = T 1) -
(Ta]) (T+a]+ Z Z a-}-ml (a—|—m])m1'm]'

m1=0 my=
L(r+a(j+1)) "
al
Ff({)(r +a(j+1);a,...,a;a+1,...,a+1;—1,...,—1). (2.36)

Substituindo (2.36) em (2.34), obtemos a expressao

_ T(r+a(j+1))
Trj = bTa]F( )j—l—l

F( )(T+CL(,]+1) _,a;a—i—1,...,@—0—1;—17---7_1)-

2.8.4 Gumbel Generalizada Exponencializada

Definicao 2.7 X tem distribuicao Gumbel com parimetros i > 0 e 0 > 0 se sua

funcao de distribuicao acumulada € dada por

Guolx) = exp{—exp <_93 _M)}, —00 < & < 0.

g

Substituindo a fda anterior na equagao (2.1), obtemos a fda Gumbel Generalizada

Exponencializada (EGGu) dada por

Flz) = {1 - ll —exp{—exp (—x;“) Ha}ﬁ, —00 < 7 < 00 (2.37)

cuja fdp é dada por

o) = apr en{-ew ()} i - {-ew (-222) H
on{ (e[ (T e

em que o > 0 é um parametro de escala, u € R é um parametro de locagao, a e (8 sao

parametros de forma.
Observamos na Figura 2.4 a representacao gréafica desta funcao densidade para
alguns valores dos parametros selecionados. Veja que de acordo com os valores dos

parametros « e o (com § = 1.5 e u = 0 fixos) a distribuigao torna-se mais assimétrica.
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Figura 2.4: Fungao Densidade da EGGu (o, p1, o, 5) para alguns valores dos parametros.

(a)Para p=0e o =1.0. (b) Parag=15¢e u=0.

Agora, determinaremos as fungoes densidade e distribuicao expandidas para a
distribuicdo EGGu. Substituindo G(z) em (2.4) pela a fda da distribuigdo Gumbel

resulta

Flz) = iwj exp {‘j exp (_%)}
_ zj;wj exp {—eXp (log(j) -2 ; M)}

_ iw o { - E =g}

Definindo p* = p — o log(j) na expressao anterior, segue que

*

Flz) = iwjexp{—exp (—9”_0_“)}

J=0

— ijGu*,o.(.T).
7=0
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Derivando F(z) com relagdo a x obtemos,

ZL’) = Z wjgu*p(I)
=0

em que G, () € g,» () sdo a fda e a fdp da distribuicdo Gumbel com parametros
p* = p— olog(j) e o, respectivamente. Portanto, a fun¢ao densidade (ou fda) do
modelo EGGu pode ser expressa como uma combinacgao linear infinita de densidades

(ou fda) Gumbel.

Proposigao 2.5 O (r,j)-ésimo MPP da distribuicao Gumbel pode ser expresso por

r =3 (1) o (2) 6+ v ‘

=0 a=1

Demonstracao: segue por definicao,

oo [ el (S e (50))
T
— ! :L'exp{ (xg“)}exp{ ]+1)exp< x;u)}

Definindo na integral acima, u = exp{—(x — u)/o} = = = p — olog(u). Segue que

T = o' /OOO[/J, — olog(u)]"uexp [—(j + 1)u] (%) du
= [l rtosu) exp G+ 1)ul du

Usando a expansao binomial na expressao anterior reduz-a

S (Z)(_o—w—f /0 " log(w)’ expl—(j + 1)uldu. (2.38)
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Pela equagao (2.6.21.1) em Prudnikov et al. (1986)) definida (para p, a € R e p > 0)

/0 " 27 exp(—papr) (log 2)"dr = % (%)n [p—a/ﬂr (%)} |

Podemos reescrever a expressao em (2.38) na forma

r=3 (1) o (2) 6+ v ‘

=0

por

a=1

Por outro lado, temos

E(Yr) = Oéﬁ thTrJ
j=0

- 080 Y () (2) 16+ 1w

=0

2.8.5 Exponencial Generalizada Exponencializada

A fda da distribuicdo Exponencial Generalizada Exponencializada (EGE)
¢ obtida considerando G(x) em (2.1) como sendo a fda da distribui¢do exponencial
definida por G(z) = 1 — exp(—Axz), com parametro A > 0. Dessa forma, a fda da

distribuicao EGE é expressa por

F(z) =1 —{exp(=A2)}*)", = > 0,

cuja funcao densidade de probabilidade associada é dada por

f(x) = a B rexp(=Az) [exp(—Az)]* " {1 = [exp(-Ax)]*} 7, 2 >0,

em que o > 0, § > 0 sao parametros de forma e A > 0 é um parametro de escala.
A Figura 2.5 apresenta o comportamento da funcao densidade de probabilidade

da distribuicao EGE para alguns valores dos parametros selecionados. Note que quando
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fixamos o = 1.5 e f = 2.0 (Figura (a)) e aumentamos o valor de A os dados ficam mais

dispersos, ou seja, a escala muda de acordo com os valores de A. Observe, também,

que de acordo com os valores de J e a (com A = 1.5 fixo) a forma da distribuigao se

altera (Figura (b)).

=3 12
™ ™
- =10 - 0=05;8=4.0
= A=15 A 0=15p=35
T 1=2.0 | ! =2.0,$=3.0
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Figura 2.5: Fung¢ao Densidade da EGE (a, 8, \) para alguns valores dos parametros.

(a)Para o = 1.5 e = 2.0. (b) Para A = 1.5.

A funcao quantil para a distribuigdo exponencial é Q¢(z)

Substituindo Q¢ (x) na fungao (2.11), temos

= —A"tlog(1 — u).

Trj = (—1)7’()\)_7’/0 log(1 — u) v du.

Definindo ¢ = log(1 —u) = u = 1 —exp(t) e du = —exp(t)dt. Assim, a integral reduz-a

/0 log(1 — u) v/ du = /000 t"(1 — exp(t))? (— exp(t))dt.
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Usando a expansao binomial na tltima integral, obtemos

/Ollog(l—u)’"ujdu _ /Ooot’"i(g%)(—exp(t))m“dt
_ 0(_1>m+1 (J) /0 T exp(t(m + 1))t

Completando a integral no segundo membro de modo que apareca a funcao densidade

da distribuicao gama, obtemos

[t = Scarn(2) ity

X 000 (_1%((le1)>?+ 1 exp(t(m 4 1))dt
o m (3 Tr+1)
- 20 () o i
Ny r!
= mzo( 1 (m) 1y

Logo,

=iy S EU )

o (m + 1)+
Portanto, a partir da equagao (2.10) temos que o r-ésimo momento da distribui¢ao
Exponencial Generalizada Exponencializada é dada por
B = S e S= CD()
:aﬁj;tr Z m—|—17‘+1'

=0

Vamos determinar, agora, a fgm para o modelo EGE. Para esta distribuicao temos

que Qg(u) = —A"1log(1 — u). Da equagao (2.15), é imediato obtermos
1
pi(s) = / exp[—sA ™ log(1 — u)u du
0

1
— / (1 —u)" du
0
= B({+1,1-21s).

E consequentemente, da equacao (2.14), temos

s)=aBf ) t;B(j+1,1-A""s).

j=o
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Para mostrar o quanto ¢ simples o calculo dos desvios médios combinando as
equagoes (2.19)-(2.20). Iremos obter o desvio médio da distribuicdo EGE (com para-
metro A). E a quantidade 7}(z) serd obtida a partir das seguintes integrais (para a > 0)
usando o software Maple (http://www.maplesoft.com/products/maple) ou o software

gratuito Mathematica (http://www.wolfram.com/mathematica):

) [ I log(x le_aﬂl @™ log(a) 1 axjo zr)dr = o ) og(a)—
(i) [ o opte)ie = =+ T ) [ omte)e = (1) o)1),

A partir da equacao (2.20), é imediato que
G(z) '
Ti(z) = / —Alog(1 — u)u!du.
0
Considerando a mudanca de variavel r =1 — u = du = —dr. Obtemos,

1-G(z) _
Ti(z) = /1 A Hog(r) (1 — ) dr.

Usando a expansao binomial, a expressao anterior pode ser escrita como

Ty(z) = A" g(_”k )/ T 0 tog(r)ar

Aplicando, agora a integral em (i), concluimos que

1) =3 o (1) [ S o C) el 2 06

k (k+1)2 (k+1)
Portanto,
o 0 PN *] 1—{1—G(z)}k+1
) ;;A = (]H)t](k)l (RS
{1-G(2)}"log{1 — G(2)}
" (h+1) ]

com t7 = aft;/(j + 1).
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2.8.6 Pareto Generalizada Exponencializada

A fda da distribuigao Pareto Generalizada Exponencializada (EGPa) ¢ obtida
considerando G(z) em (2.1) como sendo a fda da distribui¢ao Pareto com parametro

v > 0, definida por G(x) =1 — (14 )™, de modo que

F(z)=[1—(1+2)7", = >0,

cuja densidade associada é dada por

1

f@)=aBr(l+z) " ' [1-1+2)]"" >0,

em que o > 0, # > 0 sao parametros de forma e v > 0 é um parametro de escala.

Na Figura 2.6 apresentamos o comportamento da funcao densidade de probabili-
dade da distribuicao EGPa para alguns valores dos parametros selecionados. Note que
ao fixarmos o = 2.0 e § = 1.5 (Figura (a)) a escala muda de acordo com os valores de
v. Entao, v é um parametro de escala. Note, ainda, que de acordo com os valores de
f e a (com v = 1.5 fixo) a forma da distribuigao se altera (Figura (b)).

O r-ésimo momento da distribuicao EGPa é dado por

E(Y")=afp f: (—1)r+m (;) t.B (j F1,1— %) v >0,

7,m=0

—-1/v

De fato, neste caso temos que Qg(u) = (1 — u) — 1. Substituindo esta expressao

em (2.11) obtemos
1
Toj = / (1)1 = (1 —u)~*]"wdu.
0

Utilizando a expansao binomial na ultima integral temos que

o= oy (m) (—1)"(1 = u)~ ¥ wldu

m=0

_ i(_1)r+m <;) /01 W (1 —u)~ ¥ du

m=0
oo

= (=1 (;)B (j+11-2).

m=0
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Figura 2.6: Fungao Densidade da EGPa («, 5, v) para alguns valores dos parametros.

(a)Para o« =2.0 e § = 1.5. (b) Para v = 1.5.

Da fun¢ao dada em (2.10), temos

E(YT) = 5 Z thT,j'
7=0

Portanto,

By =aB ¥ (1)

=0

j7m

A partir da equacao em (2.15), obtemos

pi(s) =

Além disso, usando a Identidade

1
e_s/ exp|s(1 — u)_%]ujdu.
0

(T>th (j+1,1-ﬂ).
m 1%
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concluimos que

Segue da equagao (2.14) que a fgm para a distribui¢ao EGPa é dada por,

T

oo ' . . 1
M(s):aﬁzth(j—i-l,'l rv—t)

T
J,;r=o0

Encontraremos, agora, o desvio médio para o modelo EGPa combinando as equa-

¢oes (2.19)-(2.20). A partir da equacao em (2.20), obtemos

a() ) |
1) = [ - =

G(2) L Gz
= / (1—u)™" u]du—/ w du
0 0
& 1N [GE) o)
= Z(—l)k< )/ u”ldu—/ u du.
k 0 0

k=0

Usando as integrais (i) e (ii), da se¢ao 2.8.6, obtemos

Tj(z) _ f: (_l)k(—l;; )G(z)k+j+1 G(z)j+1

(k+37+1) (G+1)

k=0

De modo que

S L[S G ey
m) = 2006 e T G |

com t; = aft;/(j +1).

2.9 Aplicacoes

[lustramos a superioridade das distribui¢coes EG, em comparacao com trés

submodelos, a saber, as distribui¢oes Lehmann tipo I e II e a distribuicao base. Usamos
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dois conjuntos de dados reais. Em cada caso, os parametros sao estimados por maxima
verossimilhanca usando a sub-rotina NLMixed no SAS. Os dados sao descritos abaixo.
i) Dados do rio Wheaton

Os dados foram analisados por Akinsete et al. (2008) e representam a superagao
dos picos de cheias (em m?/s) do rio Wheaton perto de Carcross no territorio de Yukon,
Canada. Os dados consistem de 72 excedéncias para os anos 1958-1984, arredondados

para uma casa decimal. O conjunto de dados é apresentado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dados sobre a superacao da inundacao do rio Wheaton
1.7 22 144 11 04 206 53 07 19 130 120 9.3

1.4 187 85 255 11.6 14.1 221 1.1 25 144 1.7 376
06 22 390 03 150 110 73 229 1.7 0.1 1.1 0.6
90 1.7 70 201 04 28 141 99 104 10.7 30.0 3.6
56 30.8 133 42 255 34 119 215 276 364 2.7 64.0
1.5 25 274 1.0 271 202 16.8 53 97 275 25 270

ii)Dados do nivel de estresse

O conjunto de dados consiste de 101 observacoes da resisténcia de vida a ruptura
de 49 kevlar com fios de epdxi, que foram submetidos & pressao continua constante no
nivel de tensao de 90% até que todas tenham falhado, de modo que os dados foram
completados com tempos de falha exatos obtidos por Cooray e Ananda (2008). Os
dados estao disponiveis na Tabela 2.2.

A Tabela 2.3 fornece uma andlise descritiva de cada amostra. Podemos notar
que os dados do rio Wheaton e nivel de estresse apresentam mediana menor do que
a média, o que sugere que as distribuicoes sejam assimétricas a direita, fato refor¢ado
pelos valores positivos dos coeficientes de assimetria. Este valor é maior nos dados do

nivel de estresse.
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Tabela 2.2: Dados do nivel de estresse
0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.08

0.09 0.09 0.10 0.10 0.11 0.11 0.12 0.13 0.18 0.19 0.20 0.23 0.24
024 029 034 035 036 038 040 042 0.43 0.52 0.54 0.56 0.60
0.60 0.63 0.65 0.67 0.68 0.72 072 0.72 073 079 0.79 0.80 0.80
0.83 0.8 090 092 095 099 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 1.10 1.10
1.11 1.15 1.18 1.20 1.29 1.31 133 134 140 143 145 150 1.51
1.52 1.53 1.54 154 155 158 160 163 1.64 1.80 1.80 1.81 2.02
2.05 214 217 233 3.03 3.03 3.34 4.20 4.69 7.89

Tabela 2.3: Descricao estatistica

Dados Média Med. Md SD Var. Assimétria Curt. Min. Max.
Wheaton 12.20 9.5 1.7 12.3 151.22 1.5 3.19 0.1 64
Nivel de estresse  1.03 0.8 0.02 1.12 1.25 3.05 14.51 0.01 7.89

Para os dados do rio Wheaton, comparamos a distribuicao EGGu com a distri-
bui¢do Gumbel Exponencializada (EGu), a distribuigdo Gumbel Lehmann II (LIIGu)
e a distribuicao Gumbel. Além disso, para os dados do nivel de estresse, a distribuicao
EGF é comparada com a distribui¢ao Fréchet exponencializada (EF), Fréchet Leh-
mann II (LIIF) e a distribuicao Fréchet. Os estimadores de méaxima verossimilhanca
dos parametros (com respectivos valores-p entre parénteses), os valores do critério de
informacao AIC, BIC e CAIC para cada conjunto de dados sao fornecidos na Tabela
2.4. Como podemos ver os trés critérios de informagao apresentam os menores valores
numéricos para o caso das distribuicoes EG quando comparadas com os seus submo-
delos, indicando que os modelos EG sao os mais adequados para ajustar os dados
analisados.

Utilizamos a estatistica RV para testar os modelos encaixados. Os resultados da
aplicacao do teste da razao de verossimilhanca para os nossos conjuntos de dados sao
apresentados na Tabela 2.5. Observe que, para os dois conjuntos de dados, rejeitamos
a hipotese nula em todos os trés testes da razao de verossimilhacas em favor das novas

distribui¢oes. Observamos ainda que a rejeicao é extremamente significativa para os
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dados de nivel de estresse, e altamente significativa para os dados do rio Wheaton, o

que evidéncia a necessidade dos parametros extras no modelo proposto na modelagem

desses dados reais.

Tabela 2.4: EMVs e critérios de informacao

Rio Wheaton o 6] L o AIC CAIC BIC
EGGu 0.0988 0.4769  2.6317  1.6639 | 521.8 5224 530.9
(0.0243)  (0.1439) (0.7863) (0.0529)
EGu 1 1.0312 6.7165 8.1893 | 544.9 545.2 551.7
- (14.99)  (15.43) (0.8185)
LIIGu 0.1474 1 0.5571 1.7214 | 524.5 524.8 531.3
(0.0186) - (0.5291) (0.0544)
Gumbel 1 1 6.9684  8.1893 | 542.9 543.0 547.4
- - (1.0093) (0.8185)
Nivel de estresse o B L o AIC CAIC BIC
EGF 606.36 0.1761  1095.66  0.3104 | 2174 217.8 2279
(184.53)  (0.0186) (375.16) (0.0105)
EF 1 0.3383  1.4333  0.6136 | 271.9 272.2 279.8
- (0.2146) (1.4935) (0.0427)
LIIF 29.4149 1 17749  0.2289 | 227.8 228.0 235.6
(12.0856) - (16.90)  (0.0209)
Fréchet 1 1 0.2451 0.6136 | 269.9 270.1 275.2
- - (0.0423)  (0.0422)

Os histogramas para todos os dados e os graficos das funcoes densidades estimadas
EGGu, Gumbel exponencializada (EGu), Gumbel Lehmann II (LIIGu), EGF, Fréchet
exponencializada (EF), Fréchet Lehmann II (LIIF), Gumbel e Fréchet sao exibidos

na Figura 2.7. Com base nos critérios de informagao (Tabela 2.4) e nos testes de
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Tabela 2.5: Testes da RV (A)

Rio Wheaton Hipoteses Estatistica A | p-valor
EGGu vs EGu Hy: a=1vs H :a#1 25.1 < 0.00001
EGGu vs LIIGu Hy: B=1vs H :#1 4.7 0.0302
EGGu vs Gumbel | Hy: a=0=1vs Hi: a#1ouf#1 26.1 < 0.00001
Nivel de estresse Hipoteses Estatistica A | p-valor
EGF vs EF Hy: a=1vs H :a#1 56.5 < 0.00001
EGF vs LIIF Hy: B=1vs H :#1 12.4 0.0004
EGF vs Fréchet | Hy: a=06=1vs Hi: a#1ouf #1 57.5 < 0.00001

hipoteses (Tabela 2.5) podemos concluir que as distribui¢des EG s@o as que mais se
adequam aos dados analisados o que também podemos confirmar observando os graficos

e histogramas na Figura 2.7.

2.10 Conclusoes

Estudamos uma nova classe de distribui¢oes Generalizadas Exponencializa-
das (EG) que inclui como casos especiais as distribui¢oes Lehmann do tipo I e Lehmann
do tipo II introduzidas em Lehmann (1953). Esse novo modelo estende vérias distribui-
¢oes estudadas recentemente, bem como outras distribui¢oes, por exemplo, a Weibull
exponencializada, a Fréchet exponencializada e a Gumbel exponencializada (ver, por
exemplo, Mudholkar e Srivastava, 1993; Gupta et al,1998; Gupta e Kundu, 2001; Na-
darajah e Kotz, 2006), entre outros autores. Para quaisquer distribui¢oes base, pode-
mos facilmente definir a distribuicao EG correspondente. A maioria das propriedades
estruturais da nova classe tém propriedades matematicas trataveis. Algumas destas
propriedades podem ser obtidas a partir das propriedades das distribuicoes base.

Além disso, apresentamos duas aplicacoes das distribuicoes EG para dados reais

para mostrar a viabilidade dessa nova classe.
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Figura 2.7: Densidades estimadas dos modelos EG para os conjuntos de dados.



Capitulo 3

A distribuicao Fréchet Generalizada

Neste capitulo, estudamos uma generalizacao para a distribuicao Fréchet e
obtemos algumas de suas propriedades estruturais. A extensao da distribuicao Fréchet

¢ motivada pelo trabalho de Cordeiro et al.(2013).

3.1 A distribuicao Fréchet

A distribuicao Fréchet tem sido utilizada com grande frequéncia em estudos
de fendomenos ambientais principalmente para solucionar problemas relacionados a areas
de engenharia, entre os quais, analise de frequéncia de inundacoes, engenharias de
redes e engenharia nuclear. Kotz e Nadarajah (2000) demonstram, em seu livro, a
aplicabilidade da distribuicao Fréchet em vérias areas. A distribuicao Fréchet, ou

Valor Extremo Tipo II, possui fungao de distribui¢ao acumulada (fda) dada por

Glz: 0, 2) = exp {— (gﬂ >0, (3.1)

em que 0 > 0 e A > 0 sao, respectivamente, parametros de escala e de forma. A partir
da expressdao em (3.1) obtém-se a funcao densidade de probabilidade da distribuigao

Fréchet dada por

g(z;0,0) = AP e~ O+ exp l— (g” . (3.2)
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3.2 A classe de distribuicao generalizada exponenci-
alizada

Definigao 3.1 Seja G(x) uma fungao de distribuicao acumulada (fda) continua, defi-

nimos a classe de distribuicao generalizada exponencializada por

F(z) = [1-{1-G@)}7, (3.3)

em que a > 0 e b > 0 sao dois parametros de forma adicionais. Com funcao densidade

de probabilidade correspondente

fl@)=ab {1 - G@)}" " [L - {1 - G(x)}"]"" g(x).

3.3 A distribuicao Fréchet generalizada

A distribuicao Fréchet generalizada, denotada aqui por FrG, é obtida a
partir de (3.3) considerando G(x) como sendo a fungdo de distribuicdo acumulada

Fréchet com parametros ¢ > 0 e A > 0, definida em (3.1). Realizando esta substituigao,

F(z;0,) a,b) = [1 . {1 _exp [— (%)A] H b, z >0, (3.4)

em que o > 0 é um parametros de escala e os outros parametros A > 0, a > 0 e

obtemos

b > 0 sao parametros de forma. A fun¢ao densidade de probabilidade associada a (3.4)

é dada por

flzso A a,b) = abloz~ MY exp l_ (g)k] {1 . l— (%)A] }a—l
: {1 - {1 - [_ (%)A] H o (3.5)

As vantagens de se trabalhar com esta distribuicao é o fato de possuir formulas
explicitas para funcao de distribuicao e fungao quantil que nao envolve qualquer fungao
especial, nao depende da funcao beta, como a distribuicao beta Fréchet e nao tem

problema de identificabilidade como a distribuicao Kumaraswamy Fréchet.
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Definicao 3.2 Seja X uma varidvel aleatoria com fda F(x). Sua fun¢do de Sobrevi-
véncia S(z) € definida por

S(x)=1—F(x).
A funcao de Sobrevivéncia da distribuicao FrG é dada por

S(z;o,\,a,b) = 1— F(x;0,)\,a,b)
A a1b
— 1—{1—{1—exp{—<g> H] > 0.
x

Vamos verificar que f(x; 0, A, a, b) é uma fungao densidade de probabilidade de uma dis-
tribui¢ao continua. Como f(x;0, A, a,b) > 0, resta mostrar que fooo f(x;0,A a,b)dr =
1.

De fato,

| swonabis = [Tabaae 0 e [~ (o/a] {1 - e [~ 00|}

0

<[ {1-exp [~ (o/20]}] .

A —(1/A+1

Fazendo a mudanca de varidvel u = o 27 segue que dz = —c A 'u )du na

integral acima, obtemos
| s abyie = [ abesp(-u)lt = e 1= {1 - exp(-))
0 0

Considere, agora t = exp(—u) temos dt = — exp(—u)du, entao a integral anterior pode

ser reescrita como

/OO f(z;0, N, a,b)de = /1 ab(l =) M1 — (1 —¢)]" dt
0 0
1
=1
0

= [1-@-0)7

O que mostra que f(x;0, A, a,b) é de fato a fdp de uma distribui¢do continua. A partir

de agora denotaremos uma variavel aleatoria X com funcao densidade dada em (3.5)
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por X ~ FrG(o, A, a,b).

Definigao 3.3 A funcdo de risco (ou taza de insucesso) de uma varidvel aleatoria X

com densidade g(x) e uma distribui¢ao acumulada G(z) € dada por

. g(=)
T(x) = -Gl

Usando as equagdes (3.4) e (3.5), a funcdo de risco da FrG pode ser expressa por
abroe O exp [ (2] {1 —esp [~ (2)']}

[ e[ @) T
X ll . {1 — exp [— (g)k} ﬂ b_l. (3.6)

Observe que se considerarmos @ = 1 = 5 em (3.6), temos

T(z;0,\,a,b) =

A O exp (2]
T(x) = [~ o= s> 0.

Portanto, para « = 1 =  em 7(x), tem-se a fungao de risco da distribui¢ao Fréchet.
As Figuras (3.1) e (3.2) mostram a func¢ao densidade e a fungao de risco da distribui-
¢ao FrG para alguns valores dos parametros, respectivamente. Observamos na Figura
(3.1) que a distribuigdo Fréchet generalizada é assimétrica a direita e a medida que
aumentamos os valores dos parametros a e b as curvas desta distribuicao passam a ter
caudas mais pesadas. Além disso, a distribuicao Fréchet generalizada possui funcao de

risco unimodal como podemos ver na Figura (3.2).

3.4 Propriedades e distribuicoes relacionadas

A distribuicao FrG apresenta algumas propriedades e submodelos particulares

que sao apresentados a seguir.

Propriedade 1 Se X ~ FrG(o, A\, a,b), entao Y =c X ~ FrG(co, A\, a,b).
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Figura 3.1: Grafico da funcao de densidade FrG(o, A, a,b) para alguns valores dos
parametros. (a)Para o =1.5e A =1.0. (b) Para o =2.0e A = 1.0.

Prova:
Pr(Y <y) = Pr(cX <y)=Pr(X <vy/c)
= [1—{1—exp[—(a/(y/e) ]}
= 1= {1 —exp[—(ca/y N}

Propriedade 2 Se X; ~ F'rG(o, A, a,b) sao independentes e identicamente distribui-
das, entao Y = max(Xy,..., X,,) ~ FrG(o, \,a,nb).
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Figura 3.2: Grafico da fun¢ao de risco da FrG(o, A, a, b) para alguns valores dos para-

metros. (a)Parac=1e A =1.0. (b) Paraoc =15e A =1.0.
Prova:

Pr(Y <y) = Pr(max(Xi,.. X,)<y)
= Pr(X, <y, ..,X,<y)
= Pr(X; <y)..Pr(X, <y)
= [Pr(X <y))"
= [1—{1 —exp[~(a/y)"]}]"".

Propriedade 3 Se X; ~ F'rG(o, )\, a,b) sao independentes e identicamentes distribui-

dase 1/Y =min(1/X3,....,1/X,,), entdo Y ~ FrG(o, \,a,nb).
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De fato,

Pr(Y <y) = Pr(1/Y >1/y)

= Pr(min(1/X,...,1/X,) > 1/y)

(
(mi
= Pr(1/X; > 1/y,...1/X, > 1/y)
= Pr(1/Xy 2 1/y)..Pr(1/X, = 1/y)
(X

I
J

r <vy)..Pr(X, <y)

= [Pr(X <y)]"
= [1—{1—exp[~(a/y)"]}]"".

A distribuicao FrG generaliza algumas distribui¢oes conhecidas. Por exemplo, se
considerarmos b = 1 na equacdo (3.5) temos a distribui¢do Fréchet Exponencializada
(EF) definida por Nadarajah e Kotz (2003). Se considerarmos a = b = 1 na equacao
(3.5) obtemos a distribui¢ao Fréchet.

3.5 Uma expansao geral para a funcao de densidade

Nesta secao, mostramos que a fdp da distribuicao FrG pode ser escrita como
uma combinacao linear infinita de funcoes densidades Fréchet. Considere a expansao

binomial (para 0 < z < 1)

(14 2)" = i (“) o, (3.7)

=0 \/

em que

Aplicando a identidade (3.7) em (3.5) e depois de algumas manipulagoes algébricas,

obtemos

f(a) = abAo?a O+ i f: J+’f( 1) (a(j +k1> - 1) exp [—(k: +1) (%)A} .

j=0 k=0
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Considerando a mudanca de variavel oy, = o(k + 1)Y/*, entdo , a expressdo acima pode

ser escrita como

R 1y G-1)!  JaG+1) -1  ab o
fle) = ;020 k —j—l)j[(j+1)—k:—1]!(k+1))\0’?93 .

<o |- (%)

gy D) TG+ ab
=22 L(b—4)j! T[a (j+1)—k]k!(k+1)g(x’ak’)\>

7=0 k=0
= Zzwjakg(x7ak7)‘)v (3 8)
7=0 k=0
em que
(=1)7* T (b)T[a(j + 1)]ab
wjvk =

T(b— )Tla( + 1) — !k + 1)

e g(z; 04, ) denota a funcio densidade Fréchet com parametros o, = o(k + 1)Y/* e A
Portanto, a funcao densidade da distribuicao FrG pode ser expressa como uma com-
binacao linear infinita de densidades de varidveis aleatorias com distribuicao Fréchet.
Dessa forma, podemos obter algumas de suas propriedades diretamente das proprieda-
des da distribuicao Fréchet. Por exemplo, os momentos fatoriais da distribui¢ao FrG

seguem diretamente das quantidades da distribuicao Fréchet.

3.6 Momentos e momentos incompletos

Algumas das caracteristicas interessantes de uma distribuicao sao aque-
las que pode ser estudadas através dos momentos. Derivamos expressoes explicitas

para os momentos da variavel aleatoria X com fungao de distribuicao FrG. Primeiro,



Capitulo 3. Momentos e momentos incompletos 49

introduzimos a seguinte notagao (para qualquer d real e b positivo)

Sy = /000 2 exp(—x)[1 — exp(—x)]" d. (3.9)

Definigao 3.4 O r-ésimo momento de uma varidvel aletéria Y com fdp f(y) € dado

por

EYT) = /Ooo y"f(y)dy. (3.10)

Seja X ~ FrG(o,\ a,b). A partir de (3.5) e (3.10), para r € N, o r-ésimo

momento de X é expresso por

o0 by A a—1
oo - [l G-l 6]
0 T €T
a1b—1
X{l—{l—exp{ ]}]
Seja a substitui¢do u = (o/x)" , entao

B =abo” [t expl-ull = exp(-u) 1 - [1 - exp(—u)"}

Aplicando a expansao dada em (3.7) na equagdo anterior, decorre que

E(X")=abo" i(—l)f’ (b ; 1)

i=0

/ u™x exp(—u)[1 — exp(—u)]*UFV " du.
0

Utilizando, agora a fun¢ao dada em (3.9), a expressao anterior pode ser rescrita como

E(X") = abo" Z(—l)j (b - 1) / u' =3 exp(—u)[1 — exp(—u)]*UtV " dy, 1 — % >0
0

7=0 J
- b—1

= abaTZ(—l) ( j )51 r/xa(i41) T < A
=0

Proposicao 3.1 Se X ~ FrG(o,\, a,b), entio a partir de (3.8) o r-ésimo momento

da distribuicao FrG pode ser escrito na forma de combina¢ao como

) ) Yoy DTG+ D) (k4 D5
E(X")=abo"I'(b)T (1_X);; T'(b g(j +)1))(—k);!k! A
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Demonstragao: temos, por defini¢ao e da fun¢ao dada em (3.8)
r — A —(-r) op\
E(X") = E E Wi,k Ao, x exp | — (—) dzx.
x
j=0 k=0 0

Considerando a mudanga de varidvel u = (o3 /x)* e depois de algumas manipulagoes

algébricas, obtemos

B(X") = wjop ol T (1 - —>

_ . " = ()T a(g + D)k 4+ 13
— abo'T(H)T (1 - —) > oG =1 <

Seja X ~ FrG(o, )\, a,b), o r-ésimo momento incompleto de X é expresso por

:iiwmak{ §,<%>A},r<)\. (3.11)

z
=0 k=0

De fato, por definicao, o r-ésimo momento incompleto de X ¢é dado por

A partir das equagoes (3.8) e (3.2), obtemos

M, (z) = Zij,k/ x"g(x; o, N)dx
=0 k=0 0
SIS 0o A
= Zij,k/ Nopx A+1=1) oxp [— <%> ]d:v
j=0 k=0 0 r

Fazendo a mudanca de variavel u = (0, /y)”, temos que

M.(z) = ZZw],kak/ u”x exp(—u)du

]OkO ?

= 3> w15 (%)

§=0 k=0

, <A,

em que [(a,z) = [T 2% exp(—x)dz.
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3.7 Funcao quantil

O quantil da distribui¢do FrG, denotado por x = Q(u), pode ser obtido
invertendo F'(z) em (3.4). Portanto,

{~Tog[L — (1 — w7 e

Q(u) = FY(u;0,\ a,b) =

Em particular, a mediana é
o
{~log[L — (1= (0,5)1/2) /]y

Um namero aleatoério X com distribui¢ao FrG pode ser gerado por

Q(Oa 5) =

o
" gl = (- g
em que U ~ Uniforme(0,1).

3.8 Desvios médios

Os desvios médios da média e da mediana sao uma boa maneira de medir
dispersao em uma populagdo. Seja p = FE(X) e m a mediana da distribui¢ao FrG,
respectivamente. Os desvios médios em relagao a média p e a mediana m sao definidos,

respectivamente, por

D(p) = E(X — pf) = / e -l @)de

D(m) = E(X =) = [ ko = ml (o).

Assim,
D) = E(X —pl) = / e — ulf(x)de
= [(w-at@iss [ @ wiei

_ QM/OHf(x)dx—2/OH:cf(:c)d:c
= 2uF(p) = 2Mi (1)
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Portanto,

D(p) =2 pF(p) = 2M:i (1),

em que F(-) é a fungao de distribui¢ao de X e M;(u) denota o primeiro momento
incompleto de X. O primeiro momento incompleto de X podem ser obtidos a partir
da fun¢ao (3.11) para r = 1. De forma anéloga, o desvio médio da mediana pode ser

expresso como

D(m) = p—2M,(m).

3.9 Estatisticas de ordem, momentos das estatisticas
de ordem e L-momentos

Definicao 3.5 A funcao densidade da i-ésima estatistica de ordem X;.,, digamos

fi.. (x), de uma amostra aleatdria de tamanho n da distribuicao FrG € dada por

n!

(i — Dl(n —q)!

em que f(.) e F(.) sao a fdp e fda da distribui¢ao FrG, respectivamente.

fin(z) =

(@) F@) 1= F@)]" ™ i=1,..n,

Utilizando a expansao (3.7), a equagdo acima se reduz a

finl) = 7= 1) — Ji (” N Z) F(z)iti-t,

A partir das fungoes (3.4) e (3.5) a fdp da i-ésima estatistica de ordem pode ser escrita

finle) = e abass Ve [ (2) ] {1 e [- (g)k]}

S () -{e=LONT
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Aplicando a expansao (3.7) na expressao anterior, para b > 0 real nao inteiro, temos

) = et e [ (5) ]

X(n;i)(ﬂj+g)— )<{1_exp{_<§)A}}MM4%l
B (%—fms—ltféiéii ”%“<”;”)<Mi+g)—1>

§=0 k=0 £=0

A
« <a(k: +€1) - 1))\0Ax—(A+1) exp | — (UV + 1]k>
T

Defina o, = o[¢ + 1]'/*. Entdo, a expressio acima pode ser reescrita como

_ nlab N~ DT = (bt 5) — 1
Jin®) = Z1 n_llz;kz%;; e+1 <])< k‘ )

:<ao(ok +of1) - 1) Ao O e l_ (2 )A}
SN TN 6 glaion A (3.12)

=0 k=0 ¢=0

0 _ — 17;1?2_ . (_gl)j_'+1k+£ (n]—z) (b(z' +Z) - 1)

X(qk+;)—1)

e g(z;00,\) é a funcio densidade Fréchet com parametros o, = o[¢ + 1]'/* e A > 0.

em que

Proposicao 3.2 Para b > 0, real nao inteiro, o r-ésimo momento da i-ésima estatis-
tica de ordem com fdp dada em (3.12) € dado por

BE(XI) =0T (1 - %) iiiaﬁi(u DX, 7 <\

=0 k=0 £=0

Demonstracao: considere b > 0, real nao inteiro, segue pela definicao de momentos

e usando a fdp em (3.12), obtemos

E(X.,) = /OOOI’TZZZ(SJQI’O'@,)\)(I’)CZI’

.
I
o
e
I
o
~
Il
o
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Definindo u = (o,/x)*, temos

Portanto,

3.9.1 L-momentos

Os L-momentos, denotados por 7, sao analogos aos momentos ordinarios, mas
podem ser estimados por combinagoes lineares de estatisticas de ordem. Eles sao

fungoes lineares das estatisticas de ordem esperada definidos por (Hosking,1990) como

> S
Ns+1 = (S + ]-)_1 Z(_l)k (k)E(Xs—i-l—k:s-l-l)? §= 07 1a

k=0

3.10 Entropias Shannon e Rényi

A entropia é uma medida de incerteza associada a uma varidvel aleatoria. A

entropia de uma variavel aleatoria ¢ definida em termos de sua funcao de densidade.

Definicao 3.6 Seja X uma varidvel aleatdria com densidade f(x;0,\, a,b) definida
em (3.5) e seja @ = (o, )\, a,b)T, um vetor de parametros. A entropia de Shannon,
Is(X), € definida por

15(X) = B{~ loglf (X; 0)]}.
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O logaritmo da fun¢ao densidade de probabilidade dada em (3.5) é expresso por

log[f(x;0)] = log(abAe®) — (A +1)log(x) - (%)A +log {1 — {‘ (%ﬂ }

a0t 1o ()]}

Dessa forma, a entropia de Shannom de X pode ser expressa como

—/Ooolog[f(x; 0)]f(2:0) — —log(ab)a) /OOO flo: 9)dg;—(A+1)/OOO log ()
x f(z;0)dx + o /Ooo v f(x;0)dw
Ca—1) /OOO log {1 ~ exp {— (%)A} } F(w:0)dz
[l 1)
(b — 1)f (2 0)da. (3.13)

A primeira das cinco integrais da expressao (3.13) é igual a 1. Na segunda integral,

/Ooo log(z) f(x: 0)dz = /Ooo log(x)a b o™ exp [— (%)A] {1 —exp [— (%)A] }a_l
s~ O+ [1 - {1 —exp [— (%)A} H " de.

Fazendo a mudanca de varidvel u = (o/z)*, temos
/0 h log(z) f(z; 0)dx = /0 h log(ou™*)ab exp(—u)[l — exp(—u)]*™
x{1 —[1 — exp(—u)]*}*~du
— [ hox(e) — § tog(wlab exp(—)[1 — exp(-u)
{1 —[1 — exp(—u)]*}* " du
= /O " log()a b exp(—u)[1 — exp(—u)]""!

1
x{1 —[1 — exp(—u)]*}*"*du — / 3 log(u)ab exp(—u)
0
x[1 — exp(—u)]* {1 — [1 — exp(—u)]*}* " du.
Usando a expansao binomial

(1-2)"1= i wé, (3.14)
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em que |z|] < 1 e > 0 real ndo inteiro, na expressao acima, obtemos

/OOO log(z)f(z;0)dx = blog(o)I'(b) Z % /OO aexp(—u)[l — exp(—u)]a(jﬂ)—l

—7)3' Jo

_%b Z/ log(u) exp(—u)[1 — exp(_u)]a(j-i-l)—ldu
5=0 0

= blog(o)l'(b) Z_% F(E)_—l?j])j! {j le : 1 — exp(—u)]*0+Y

_%b Z/ log(u) exp(—u)[1 — exp(—u)]*U T dy
j=0

' = (=1 (a(f 4+ 1
= blog(U)F(b)Zp(b - j+1 ]ZZZ a(j +1) (_]g) 12?

x% /000 log(u) exp[—u(¢ + 1)]du.

Seja I(€) = [°log(u) exp[—u(l + 1)]du. Assim

log(z) f(x;0)dz = bF(b)log(a)ZF(b_

S—
8

b (DTNl + 1)
X L T g+ -y B

Por outro lado,

/0 TN (@ 0)dr = /0 T b Ao e @ {_ @)jl {1_exp {_ e”}a_l
x {1— {1—exp {_ (%)AH ] .

Aplicando a expansao (3.14), na tltima expressao, obtemos

/Oo v f(w;0)dr = g%ﬁg?/gwabka%‘@”” exp {— (g)k]

0
X {1 — exp {— (g)A] }“(j“)—l dz.

Definindo u = (o/x)*, temos

/OOO w M f(;0)dx = ab 'oo Ljr.@/owu exp(—u)[1 — exp(—u)]2U T duy.
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Consideremos agora a mudanca de variavel ¢ = exp(—u), na ultima integral, segue que

| et - Loy LT [ st - oro-a

b — —1)’T(b) .
S et CARU TR N | RCRT)

em que v é a constante de Euler-Mascheroni e 9(.) é a fungao digama.

Em relagao a quarta integral em (3.13), temos

[ oe{i-ew[- ()]} some - /{ [_ () }arre
-2
ol
el O

Fazendo a mudanga de variavel u = (o/x)*, obtemos

/OOO log {1 — exp [— (g)k] } f(z;0)dx = b/ooo log[1 — exp(—u)][1 — exp(—u)]*"

xa exp(—u){l — [1 — exp(—u)]*}*"'du.

Xx

Considerando a expansao

—log(1 — 2) :Z% (3.17)
k=1

a integral anterior pode ser reescrita como

/OMIOg{l‘eXP{—(g)A]}f<xe =—ab/ Zexp k+1>][

—exp(—U)]“ L= 1 = exp(—u))*} " du.
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Aplicando a expansao (3.14) na equagao acima e ap6s alguma algebra, obtemos

/ooolog{l—exp [_ (gy]}f(:c;e)dx = bggi I'a jfrllr[—(é]tl'l]z]

Q

H
=1

(3.18)

)
Gl )b — )

Finalmente, utilizando a expansao em (3.17), na ultima integral da expressao (3.13),
obtemos

/OOO log [1 - {1 —exp [— (E)A] H flz:0)de = — /OOO f: %‘Agj—mn exp {— (%)A}

k=1

e
- froe [ O] e

Usando a expansao em (3.14) podemos reescrever a expressao acima como

oo 0 0

/Ooo log [1 - {1 — exp [— (g)k] }a} f(z;0)dz = 0 S (e

:F(b: [;(k +j + 1)]abro?
Lla(k +j +1) = 50k

1 /OO —(A+1)
X —— T
F<b _J) 0

X exp {—(e +1) (g)k} dz.

Seja a mudanca de varidvel u = (¢ + 1)(o/z)*. Entao

/OOO log [1 — {1 — exp [— (g)A] }T f(z;0)dx = i f:f:(_l)j+é+l
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De modo que

/OOO log [1 — {1 — exp {_ (g)k} }“} f(x;0)dr = iig(_l)ﬁm

7=0 ¢=0

. Tla(k +j +1)]
T(b—j)Tlalk+j + 1) — £;'0!

X ;(21(61)) (3.19)

Substituindo (3.15), (3.16), (3.18) e (3.19) em (3.13), e apo6s alguma algebra decorre

que

b=\ [(A+1)log(o)  {y+la(j+1)+1]}
”(j){ i+ j+

Is(X) = —log(aba®) +bY (-
5=0
= P aj+1)—1 = ala+1) a(b—1)
o7
2; ( Mo+ VIS ATy
Definigao 3.7 A entropia Rényi de uma varidvel aletéria com densidade f(z;0) €

k=

definida como

1

Tn(a) = 1 log{T ()

em que (o fR x;0)%dz, x> 0e a# 0. Observe que quando  — 1, a entropia
Rényi converge para a entropia Shannon. A entropia Rényi para a distribuicao FrG é

expressa por
o a(a—1)
_ araya Ao —a(A+1) _ g A _ _ g A
I(a) a“b*\“o /0 x exp[a(z>]{1 exp[ (x)]}
a7 a(b—1)
o\ A
x{l—{l—exp{—(;)}}] dx.

Utilizando a expansao (3.7) na equagdo anterior, obtemos

(@) = a®b* g™ Z Z zﬂ( 1>) (a(a +jz’) - a) /0°° —ar)

=0 j=0

<op |~(a+7) (7) ] ao
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Aplicando a integral [~ 2P~ exp(—dz°)dx = ¢7'6P/I'(p/c), temos

) aam%mzz Zﬂ( 1)) (a(oz+ji)—oz)(_)\)_1r {W}

=0 j=0
X[O')‘(CL—i-j)] [1—a(A+1)]/(— )

Definindo ¢(\) = =\, p(a, \) = 1 —a(A+1) e §(a, j) = 0*(a+ 7). Podemos reescrever

a expressao acima como

(o) = a®b*\*0c(\)"'T [pi?x)w i i(—l)’“ (a(bi— 1)) (a(a +i) - a)

J

X[3(a )] 7.

De onde segue,

In(a) = ﬁ {a log(abAo?) — log(c(\)) + log {r {p(o‘ A)} } + log

Portanto, a entropia Rényi para a distribuicao FrG ¢ dada por

>y

i=0 j=0

In(a) = — {alog(ab)\a’\)—log(c()\))+log{F {p(co&;\)]}—i-log

1l -«
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3.11 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Definicao 3.8 Seja X1, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da varidvel aleato-
ria X com fungao densidade (ou de probabilidade) f(x|0), com 6 € ©, em que © C RPT2
€ o espago paramétrico e @ = (a, B,71)T € o vetor de parametros do modelo e y € um
vetor de parametros p X 1 desconhecido da distribui¢ao principal G(x;7y). A fungao de

verossimilhanga de @ correspondente a amostra aleatoria observada © = (x1,...,x,) €

dada por

n

L(6|z) = [ [ f(x:6).

1=1

Definicao 3.9 O estimador de mdzima verossimilhang¢a (EMV) de 0 € o valor 6co

que mazimiza a fungao de verossimilhanca L(0|x).

Para obtermos o estimador de maxima verossimilhanca, vamos considerar o lo-

garitmo da funcao de verossimilhanca de @ denotado por
((6]z) = log L(6]z),

pois na prética, as vezes, é mais facil trabalhar com o logaritmo da fungao L(6|z).
Como a funcao log é crescente nao temos problema.

Considerando X1, ...X,, uma amostra aleatoéria de tamanho n com distribuicao
FrG e 8 = (0, ), a,b)T o vetor de parametros do modelo, a fungio de verossimilhanca

para o parametro 6 é expressa como

o = oo (2 oo [ ()]
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Portanto, o logaritno da funcao de verossimilhanca ¢ dada por

0(0;x) = nlog(a)+nlog(b) +nlog(A) +nAlog(c) — (A+1) Z log(z;) —

)
g Ll Q)]

A funcao log—verossimilhanga pode ser maximizada usando diretamente o software R

ou resolvendo as equagOes nao-lineares obtidas diferenciando a expressao (3.20). As

componentes para o vetor escore, denotado por U(@), sao dadas por

Us(0) = n—)\—)\a)‘ 1Z$ + Aot 12 A{exp i )i) A}

1 — exp[—(

alb— {1 expl (2]}
" {“‘ T T e } ’

Ur(0) = ; +nlog(o) — Z log(z;) — o™ log(o) Z 7+ ot Z x;7 M og(z;) +

Para construir est1mat1vas 1ntervalares e realizar teste de hipotese necessitamos
da matriz de informacao de Fisher. A matriz de informacao de Fisher observada para

0 = (0, )\, a,b)”, denotada por J(8), é

ja,a ja,b ja,cr ja,)\
. /P AR A
Joy=| Tt e
Ja,a Ja,b JO’,O’ JU,)\
j)\,a j)\,b j)\,o j)\,)\
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em que os elementos da matriz J(6) encontram-se no Apéndice B.

3.12 Aplicacao

Nesta secao, ilustramos a utilidade da distribuicao FrG estudada neste capitulo
utilizando um conjunto de dados reais, ao qual ajustamos e comparamos as distribui-
¢oes Fréchet generalizada, Beta Fréchet (BF) e Fréchet. Estimamos os parametros
desses modelos pelo método de maxima verossimilhan¢a usando o pacote maxLik do

Software R. O conjunto de dados esta descritos a seguir.

3.12.1 Tempos de vida de Aluminio

Os dados apresentados na Tabela 3.1 foram obtidos de Birnbaum e Saunders
(1969 b) e representa o nimero de ciclos até a falha de 101 tiras de lamina de aluminio
6061-T6 cortadas paralelamente ao sentido do rolo e sob oscilacao de 18 ciclos por
segundo. Cada tira de aluminio foi submetida a uma pressao méxima de 31.000 psi,

em que psi (Pounds per Square Inch) é uma medida de pressao.

Tabela 3.1: Tempo de vida de aluminio
70 90 96 97 99 100 103 104 104 105 107 108 108

108 109 109 112 112 113 114 114 114 116 119 120 120
120 121 121 123 124 124 124 124 124 128 128 129 129
130 130 130 131 131 131 131 131 132 132 132 133 134
134 134 134 134 136 136 137 138 138 138 139 139 141
141 142 142 142 142 142 142 144 144 145 146 148 148
149 151 151 152 155 156 157 157 157 157 158 159 162
163 163 164 166 166 168 170 174 196 212
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Tabela 3.2: EMVs para os parametros do modelo e critérios de informagoes AIC, BIC e CAIC

Modelos o A a b AIC CAIC BIC
FG 290.9828 1.7609 35.2982 0.9593 911.5367 921.9574 911.9578
(0.9565 ) (0.1739 ) (4.3934 ) (0.4084 )

BF  185.3211  0.4994  68.4980  155.1565 914.2177 924.6384 914.6387
(1.2467 ) (0.0289 ) (1.0789) ( 0.5342)

Fréchet 121.0209  5.0370 945.8490 951.0594 945.9727
(3.2558 )  (0.3358 )

Apresentamos na Tabela (3.2) as estimativas de maxima verossimilhanga dos pa-
rametros dos modelos, juntamente com os respectivos erros-padrao (entre parénteses), e
os valores dos critérios de informagoes AIC (Critério de Informacao Akaike), BIC (Cri-
tério de Informagao Bayesiano) e CAIC (Critério de Informagao Akaike Corrigido).
Observe que o AIC possui o menor valor numérico no caso da distribuicao Fréchet Ge-
neralizada, indincando que o modelo FrG ¢é o mais adequado para ajustar esses dados,
quando comparado as distribuigbes BF e Fréchet. Na Figura (3.3) apresentamos os

histogramas e a fungao de distribuicao acumulada estimadas a partir das estimativas

na Tabela (3.2).
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Figura 3.3: Densidades e fungoes de distribuicoes acumuladas estimadas para os mo-

delos FrG, BF e Fréchet, figuras (a) e (b), respectivamente.



Capitulo 4

Modelo de Regressao Log-Fréchet

(zeneralizada

Neste capitulo, estudamos a distribuicao Log-Weibull Inversa Generalizada
e um modelo de regressao introduzidos por Gusmao, Ortega e Cordeiro (2011). Ainda
neste capitulo, propomos a distribuicao Log-Fréchet Generalizada e um modelo de

regressao baseado nesta distribuicao.

4.1 A distribuicao Weibull Inversa Generalizada

A distribuicdo Weibull Inversa Generalizada (WIG) foi introduzida por Gusmao,
Ortega e Cordeiro (2011) e possui funcao de distribui¢ao acumulada (fda) dada por

Fla:a, 8,7) = exp {—7 (%)ﬂ >0, (4.1)

e fungao de densidade (fdp) correspondente

9(z;a,8,7) = v Ba’z @ exp {—7 (%)B} - (4.2)

4.2 A distribuicao Log-Weibull Inversa Generalizada

Seja T uma variavel aleatoria da distribui¢ao WIG com densidade dada em (4.2).

Considere Y = log(T"), entao Y possui distribui¢ao log-Weibull Inversa Generalizada
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(LWIG). Parametrizando a fungdo densidade de Y tomando o = 1/8 e u = log(a),

obtemos

flyiv.oon) = gexp{— (%) —yexp [— <y_u)} } —o0o <y<oo, (43)

g

com fda associada

F(y;v,0, 1) ZGXP{—veXp {— (y_u)] } —00 < y < 00,

g

em que v > 0, 0 > 0 sao parametros de escala e —o0 < p < oo é um parametro de
locacao.

Apresentamos na Figura (4.1) o grafico da fun¢ao densidade da distribuigao LWIG
com parametros 7, o e i, denotada por LWIG(~, o, i), para alguns valores dos parame-
tros. Observamos que a distribuicao LWIG é assimétrica. E a medida que aumentamos

os valores dos parametros o grau de assimétria diminui.

— Elo=bp=-10
- e20=10;=0
1=3;0=15,1=5

- =4i0=20;=10

Dens
0.96

0.02

o SN
CD', LA
S T T T T

I I
-20 0 20 40 60 80 100
y

(a)
Figura 4.1: Gréafico da fungao de densidade LWIG (v, 0, 1) para alguns valores dos

parametros.
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A funcao de sobrevivéncia para a distribuicao LWIG é dada por

S(y) =1 —exp{—”yexp {_ (y;“)}},

Considere a variavel aleatoria padronizada Z = (Y — p)/o. Portanto, a funcao densi-

dade de Z é dada por

m(z;7) =7vexp[—z —vexp(—2)], —co <y < oo, A>0. (4.4)

Se considerarmos v = 1 na expressao (4.4), obtemos a distribuigdo Weibull in-
versa ou valor extremo inversa. Seja p), = FE(Z*) o k-ésimo momento ordinario da
distribui¢ao com densidade dada em (4.4), entao

i =/ Zryexp -2z — yexp(—2)] dz.
Considere a mudanga de variavel u = exp(—=z). Entao, a integral anterior pode

ser reescrita como
p = (=% [ log(u]* exp(— ). (4.5)
0
Utilizando a integral definida por Prudnikon et al., (1986) e Nadarajah (2006) ).

pode ser reescrito como

0 k[ .—a
/ log(u)]* exp(—c u)du = 17T (4.6)
0 8ak -
A expressao (4.5) pode ser expressa como
k. 0"y "T(a)]

= (D)

a=1
Proposicao 4.1 Se Y ~ LWIG(vy,o0,u), entao o k-ésimo momento ordindrio de Y

pode ser erpresso como

=" g(—l)i <l:) pigi 20T h;;,r(a)]

Demonstracgao: temos por definicao que

o2 [l (2) o] (52




Capitulo 4. Conceitos béasicos 69

Fazendo a mudanga de variavel v = exp [—(y — u)/o], obtemos

= [ = o tog(u) exp( = u)du.

Aplicando a expansao binomial na expressao acima, obtemos

4 = vi(—l)i (§)ot [ ogtu) expl— wjaa.

]

Utilizando o resultado em (4.6), a expressao anterior pode ser reescrita como

i, = 7Z(_l)ij) Mk—iaialh(;;l;(a)]

4.3 Conceitos basicos

Os dados em analise de sobrevivéncia sao compostos pelos tempos de sobrevivén-
cia e, geralmante, pelas censuras e as covariaveis.

Os tipos de censuras sao:

e Censura a direita - se o tempo de falha é maior do que um periodo pré- estabe-

lecido de tempo;
e Censura a esquerda - se o tempo registrado é maior do que o tempo de falha;

e Censura intervalar - acontece quando se sabe somente que o evento de interesse

ocorreu em um certo intervalo de tempo.

A censura a direita é a que ocorre com maior frequéncia nos dados de sobrevi-

véncia. Existe varios tipos de censura a direita, dentre as quais destacamos:

e Censura do Tipo I - ocorre naqueles estudos que ao serem finalizados apés um
certo periodo pré-estabelecido de tempo, registram alguns elementos que ainda

nao apresentaram o evento de interesse;

e Censura do Tipo II - acontece quando o estudo é finalizado apo6s ter ocorrido o

evento de interesse em um nimero pré-estabelecido de elementos;
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e Censura aleatoria - acontece quando o elemento deixa o estudo sem que o evento

de interesse tenha ocorrido.

Nesta dissertacao abordamos, unicamente, mecanismos de censura do Tipo [.

4.4 Modelo de Regressao Log-Weibull Inversa Gene-
ralizada

Sabemos que o tempo de vida das pessoas pode ser influenciado por variaveis
explicativas tais como o nivel de colesterol, a pressao arterial entre outras. Seja x; =
(%1, ..., xip)T 0 vetor de varidveis explicativas associadas a i-ésima varidvel resposta y;
para i = 1,....,n. O modelo de regressao linear para y; baseado na densidade da LWIG

(Gusmao et al., 2011) é dado por
yi=x B+oz,i=1,..,n, (4.7)

em que o erro aleatorio z; tem distibuigao dada em (4.4), B=(B1,...,3,)T, 0 > 0 e
v > 0 sao parametros escalares desconhecidos e x; o vetor de variaveis explicativas
que modela o parametro de locagao u;—x. 3. Dessa forma, o vetor de parametros de
locacao p—(p1, ..., ftn)? pode ser expresso como uma fungio linear p—=X@3, em que
X = (21, ...,2,)T. O modelo de regressao Log-Weibull Inversa generalizada apresenta
como caso particular, quando v = 1, o modelo de regressao Log-Weibull Inversa (LWTI).

Seja (1, ..., Y) uma amostra de n observagoes independentes provenientes de uma
distribuigao LWIG, em que y; = min{log(;),log(c;)} para i = 1,...,n, t; e ¢; a0 0s
tempos de vida e censura, respectivamente. Suponha censura nao informativa e que
o tempo de vida observado e o tempo de censura sao independentes. Considere F' e
C' conjuntos de individuos para os quais y; = log(t;) ou y; = log(c;), respectivamente.

Neste caso, a funcao de verossimilhanca para o parametro do modelo 8 =(v, o, 31T
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considerando tempo de falha e censura pode ser escrita da seguinte forma:

L@) = [[fw:0)][[sw:e

ieF ieC

= Moeo{- (%) e[ (“7)]}
xg {1 —exp{—vexp [— (%)] H ’

em que f(y;;0) e S(y;;0) sao as fungoes de densidade e sobrevivéncia, respectivamente.
Entao o logaritmo da funcao de verossimilhanca é dada por

(o) = T[log(v)—log(a)]—Z(yz_xﬂ) VZexp[( _XTﬁ)}

iEF ieEF

R —

em que r ¢ o nimero de falhas observadas.

Podemos obter os estimadores de maxima verossimilhanca, digamos 9, de 0 ma-
ximizando a fungao (4.8) usando o Software estatistico OX (fungao MaxBFGS) (ver
Doornik 2007), por exemplo.

Sob certas condicoes de regularidade. A distribuicao assintotica de 0 ¢ dada por

V(0 = 0) — Nipia) (0, K(6) 1),

em que K(0)™! é a matriz de informagao de Fischer. Visto que o célculo da matriz
K(6)~! nao é possivel devido a presenga de censura, podemos utilizar alternativamente
a matriz de informagao observada, denotada por J(0), avaliada em 6. Neste caso, a

matriz de informacao observada é dada por
—L —Lyo _L"/Bj
JO0)={-Lis}=| —Loy, —Low —Log, |-
—Lgyy —Lgje —Lgg,
em que os elementos da matriz J(@) encontram-se no Apéndice C.

Portanto, um intervalo assintotico para cada parametro 6,., considerando 100(1 —

[CATZ<9AT—ZQ/2 —L7,ér+2a/2\/ —L7),

«) é dado por
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/.?/r7/r

A~

em que —L ¢ o r-ésimo elemento da diagonal principal da matriz J(0)™" e 2,2 € 0
quantil 1—a/2 da distribui¢ao normal padrao. Para comparar os modelos podemos usar
o teste da Razao de Verossimilhanca (RV) que é baseado na normalidade assintotica
dos estimadores. Podemos comparar LWIG com o modelo LWI que equivalente a testar

Hy: v =1 versus Hy : v # 1. Neste caso, o teste RV é dado por
A =2{0(6) - ¢8)},

em que 6 6 o EMVs sob H; e 6 é 0 EMVs sob H,.

4.5 A Distribuicao Log-Fréchet Generalizada

Considere X uma variavel aleatoria com distribuicao FrG. A variavel aleatoria
Y = log(X) tem uma distribui¢do Log-Fréchet Generalizada (LFrG) cuja densidade,

parametrizada em termos de ¢ = 1/X e pu = log(o), é dada por

0 - ol (52) ol (ool (S
e[ () e o

em que ¢ > 0, a > 0 sao parametros de escala, —oo < pu < co e b > 0 sao parametros

de locacao. A fda correspondente é

O R

A funcao de sobrevivéncia correspondente a (4.10) é dada por

T R N R

A representacao gréafica da densidade da distribuicao LFrG com parametros ¢, p,
a e b, denotada por LErG (¢, i1, o, b), para alguns valores dos parametros selecionados
esta representada na Figura (4.2). Note que de acordo com os valores dos parametros
a distribuicao torna-se mais assimétrica.

Definindo a variavel aleatoria normalizada Z = (Y —pu)/¢. A fungao de densidade

da variavel aleatoria Z pode ser obtida usando o método da transformacao. Neste caso
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' - — 0=410=0.5=-10;p=10
---- 0=50=1.041=5.0,0=15

0=6;0=2.031=10:0=20
...... 0=7,0=1.0)1=15;p=25

Dens

-20 0 20 40 60 80 100

Figura 4.2: Grafico da funcao de densidade LFrG (¢, a, i1, b) para alguns valores dos

parametros selecionados.

a densidade da variavel aledtoria Z é dada por

f(z) = abexp[—z —exp(—2)][1 — exp{—exp(—2)}]*~"

(1 —[1 —exp{—exp(—2)}]*)"!, —0c0 <y < o0, (4.12)
cuja funcao de sobrevivéncia é dada por
S(z) =1—(1—[1—exp{—exp[(—2)]}]")".
O r-ésimo momento ordinario de Z com densidade dada em (4.12), denotado por
p. = E(Z"), ¢
py = ab/oo 2" exp[—2 — exp(—2)][1 — exp{—exp(—2)}]*~"

[e.e]

(1= [1 = exp{—exp(—2)}]*)"""dz.
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Fazendo a mudanca de variavel, u = exp(—z) temos que

i = (“1yab / " log(w)]” exp(—u)[1 —exp(—u)]*~ {1~ [1—exp(—w)]*}du. (4.13)

Considere a expansao binomial

(1— 2) i (1' (®) (4.14)

J

=
para |z| < 1. Aplicando a expansao (4.14) em (4.13) repetidamente, obtemos

= (ayary S0 AU D [ oy exp(-u(e + D)

(4.15)

Utilizando a integral definida em (4.6), a expressao (4.15) pode ser expressa como

;o ”*“TP (O)(a(j +1)) 0"[(£+1)"T'(a)]
Hr = O‘bzz T(b— )l (a(j + 1) — 0)j0) dar

_ ijz f‘l’l) “F(a)]

a=1

em que

2 (=17 ()T + 1))ah
Z( ) (O)I'(a +1))

= LT — )T (a( + 1) = O

=0
Proposigao 4.2 Seja Y ~ LrFG (¢, i1, a,b), dada na equagao (4.9), entao o r-ésimo
momento da distribuicao LrFG € dado por

o ZW (¢ + 1) T (a)]

a?”

a=1

r (Pl +1D)ab (7 .
ZZ a(j+1)— )50 <z)“ '

¢=0 i=0

em que

Demonstracao: pela definicao de momentos temos que o r-ésimo momento pode ser

escrito como

i = Lo (45) o[- (5]
frm{m [N
O RN GO Iyt



Capitulo 4. Modelo de Regressao Log-Fréchet Generalizada 75

Fazendo a mudanga de variavel u = exp [—(y — p)/¢], temos

= b [l plogu) exp(—u)lt = exp(—)" M1~ [1 — expl(—u]*} o

Aplicando a expansao (4.14) na expressao acima repetidamente, obtemos

_ ab; ; 0 Dl F )]Fi f{fz)))w /OO[M — b log(u)]” exp(— (€ + 1)u)du.

Usando agora, a expansao binomial, tem-se

L A IO 1) (T
He = b0 D TG el 1) ()“ i

j=0 £=0 i=0

X /Ooo[log(u)]i exp(—(¢ + 1)u)du.

Utilizando o resultado em (4.6), a expressao anterior pode ser reescrita como

RS (LIl 4 1) (P 0+ 1) T(a)]
peo= DD D TG Tl + D) - D) w()“ T

7=0 ¢=0 =0 L
= 9(e+1)T
= 3w, 2 a; @l
=0 a=1
em que
- o T (_1)J+Z+2F(b)r( (]+1))¢20éb r .
e i D) (a(j+1) -5t \i g
|

4.6 Modelo de Regressao Log-Fréchet Generalizada

Em muitas aplicacoes praticas, por exemplo, a satude das pessoas é afetada por
variaveis explicativas tais como o nivel de colesterol, a pressao arterial, peso, idade e

muitos outras. Baseado na densidade LFrG, propomos um modelo de regressao linear
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locagao-escala ligando a variavel resposta y; e x; = (x4, ..., xip)T o vetor de varidveis
explicativas como:

Y =X B+ bz, i=1,..,n, (4.16)

em que o erro aleatorio z; tem distibuigao dada em (4.12), B=(84, ..., B,)%, ¢ > 0, a > 0
e b > 0 sao parametros desconhecidos e x; o vetor de variaveis explicativas que modela
o parametro de locagio p; = x 3. O vetor de parametros de locagao p—(p1, ..., fin)?
é representado pela funcao linear u=Xg3, em que X = (z1,...,2,)7. O modelo LFrG

(4.16) apresenta como caso especial, para a = = 1, o seguinte modelo de regressao:
e Modelo de regressao log-Weibull inversa

Cuja a fungao de sobrevivéncia é dada por

st =1- o {-ow |- (=22)])

Considere uma amostra (yi, ..., y,) de n observacoes independentes provenientes
de uma distribuicao LFrG de tal forma que cada resposta aleatoria é definida por
y; = min{log(t;),log(c;)} para i = 1,...,n, em que t; e ¢; sdo o tempo de vida e
tempo de censura, respectivamente. Suponha censura nao informativa de modo que
o tempo de vida observada e o tempo de censura sao independentes. Seja F' e C
conjuntos de individuos para os quais a variavel resposta y; é a log-vida ou log-censura,
respectivamente. A partir das equacoes (4.9) e (4.11), a fungao de verossimilhanca
total para os parametros do modelo 8 = (¢, o, b, 37)7, considerando tempo de falha e
censura, pode ser expressa como

L(g) = H f(yi;6) H S(yi; 0)

1eF ieC

- Qoo () [ ()
ol 22
(e )]
A (-l 2]
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O logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢ dado por

() = rloge) + log(h) ~lox(o)) - 3 (L8 - S e |- (1222
+(a—1) ieZFlog (1 — exp {—exp {— (#)} }) +
+(b—1) ;bg (1 - [1 —exp {—exp [— (#)} Ha) +

(bl [ )] o

em que 7 é o nimero de falhas observadas. Os estimadores de maxima verossimilhanca

(EMVs) () do vetor de parametro 8 pode ser obtido maximizando a funcio em (4.17).
Podemos maximizar a fun¢ao em (4.17) usando uma rotina numeérica de algum software,
por exemplo, o SAS (proc NLMixed) e OX (MaxBFGS) (ver, Doornik, 2007).

Sob certas condicoes de regularidade, a distribuicao assintotica de 0 ¢ definida
como

V(0 — 6) — Niyy5(0, K(6)7),

em que K(0)~! é a matriz de informagao de Fisher. Como o célculo da matriz K(0)™*
nao é possivel devido a presenca de censura, podemos utilizar alternativamente a matriz
de informacao observada, denotada por J (0), avaliada em 6. Neste caso, a matriz de
informacao observada é dada por
—Lgp  —Lga  —Lgb — Log,
—Loy —Laa  —Lap — Lag,

J(0> = {_f‘r,s} = )
—Lpy  —Lpa  —Lpp — Lug,

| Lo —Lga —Lgp—Lgp, |
em que os elementos da matriz J(G) encontram-se no Apéndice D.

Portanto, um intervalo de confianca assintotico para cada parametro 6;, conside-

rando 100(1 — «) é dado por

ICA; = ( — Zaj2V — A” 9 + Zaj2 V AH)a
1

em que —L é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz J(Q)_ e Zq/2 € 0

e

quantil 1—«/2 da distribui¢ao normal padrao. Para comparar os modelos podemos usar
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um dos trés testes de hipoteses conhecidos, a saber, o teste da Razao de verossimilhanca
(RV), o teste de Wald (W) e o teste escore de Rao (Sg) que sao baseados na normalidade

assintotica dos estimadores.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

No desenvolvimento deste trabalho de dissertagao, estudamos a classe de dis-
tribuicoes generalizadas exponencializadas, proposta por Cordeiro, Ortega e Cunha
(2013). Também estudamos expressoes para calcular os momentos desta distribuigao
usando somas infinitas. Estudamos ainda algumas propriedade tais como: desvio médio
e estatisticas de ordem para a distribuicao referida. No final de cada capitulo utiliza-
mos bancos de dados reais para analisar a qualidade dos ajustes dessa distribuicao. O
que se concluiu é que para cada situagao analisada, as novas distribui¢oes tinham um
ajuste melhor quando comparadas aos seus submodelos. Ainda neste trabalho, estu-
damos a distribuicao aqui denotada por Fréchet Generalizada. Apresentamos algumas
propriedades para esta nova distribuicao. Mostramos que os momentos dessa distribui-
¢ao podem ser expressos explicitamente em termos de somas infinitas da distribuicao
Fréchet. O mesmo acontece para a densidade das estatisticas de ordem. Abordamos
ainda o modelo de regressao com censura a direita utilizando a distribuicao log-Weibull
inversa generalizada. Propomos a distribuicao log-Fréchet generalizada e um modelo
de regressao baseado nesta distribuicao considerando censura a direita. Tanto para a
distribuicao log-Weibull inversa generalizada quanto para a distribuicao Fréchet gene-
ralizada explicitamos foérmulas para os momentos.

As principais contribuicoes cientificas deste trabalho de dissertagao concentram-se
nos Capitulos 3 e 4, onde obtemos algumas propriedades da distribui¢ao Fréchet gene-

ralizada e propomos um modelo de regressao baseado no logaritmo desta distribuicao,
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respectivamente.

5.1 Trabalhos Futuros

Dando continuidade a esta pesquisa, diversos trabalhos podem ser desenvolvidos

futuramente. Por exemplo:

e Analise de diagnostico baseados na teoria de influéncia local e global,

e Analise residual do modelo de regressao e mediante simulacao estudar a distri-

buicao empirica desses residuos;

e Aplicagoes do modelo de regressao LFrG.



Apéndice A

Distribuicao Generalizada

Exponencializada

Os elementos da matriz de informacio observada .J(0) para a distribuicao Gene-

ralizada Exponencializada com parametros («, 8, A) sao

.o "\ [1 - G(zi37)]*{log[l — Gz 7)]}?
Joa= = = O T T G

=1

- = [1= Gl y)]*{log[l — Gz )]}
D e e PR

&[G, e Gl )y = Gl )]
D D e FTE R D D e ey e

{1+ alog[l — G(x;7)]H1 — [1 = G(zs;7)]} + alog[l — G(zi;7)][1 — G(xi;7)]}

Jav'y

J

. n
Jop=—72

B

. "L = G 7)o G (i),
i =} e [L=Glasy)l 7

=1
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Jy o =
R P [9(xi;7)]

- [G(:L'“ 7)]%‘% [1 = G(xi;7)] + [G (23 7)]%‘ G (; ’7)]%
—a(a—1) Z 1= Gl )P

1=1

a8~ Y g Gt {0 b Gl

"L [G(wg; Vo, [G@s )] [1 = G )2

(Gl = G} = (-1 TRy

em que [§(z;7)]y,4. = 029(x57) /077 € [G(x437)]y,0. = 0*G(2457) /077 para j, s =
1,...,p.



Apéndice B
Distribuicao Fréchet Generalizada

Os elementos da matriz de informacao observada .J(8) para a distribuicio Fréchet

Generalizada com parametros (o, A, a,b, ) sao

A
y o[ (2)]
X

Joo = ——5 = AA=1> s+ AA=1)0* )
=1

7 Ti-ew|-(2)]
y {(al) pohtew [_ (2) P}
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z; Mlog(z;)]” +

z; *[log(o) — 2log(z,)] — o
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Apéndice
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Apéndice

W exp {— (zﬂ {1 — exp {— <_)A} } (—o*e; M) log(o) — log(z,)]

o no | Ao Tlr P exp [— (f) } log (f) B
S

()\ UA_lxi—A log (x%) + O_A—lxi—A) exp {_ (%)A}

1— exp [— (iﬂ

o[ oo

b}

152 exp {_2 <%)A} {1 — exp {_ (%y} }“‘2 log <§>

S il

n a’ o=
~(b-1)3
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alo-
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Apéndice C

Distribuicao Log-Weibull Inversa

(zeneralizada

Os elementos da matriz de informacao observada J(0) para a distribuigao Log-

Weibull Inversa Generalizada com parametros (7, o, i) sao

. eXp[_(@)]Qexp{—vew[—(@ﬂ}
TR e[ ()

- _% — ) " exp(—22) exp|—7 exp(—2)]{1 — exp[—7y exp(—z)]}
eC

= —% — ZeXp(—QZ’i)hi(l - hi)_2v
g
ieC

Lw:_
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b= R () (5]
oy [ e [ () e { e (2
ZEZC _\ 1—exp {—yexp |- (222) ] ]
e [ ()] () v { e[ (5]}
1 —exp {—7. e%p - (=[]

'_ITB
o [esp {y e |- (+52)

X
B

[1 — exp {—7 exp [— (yi_;iT
p(—z)h + (~2) yexp(~22)h] (1~ hy)

= Zz: (—%) exp(—2;) +Z [ %) S (1;_ L v AT

= Z( s exp(—z;) + Z hi(Z) s exp(—2) [yexp(—2) — 1] (1 — hy) ™t +

+ Zv exp(—22)h2 (%) (1 — hi) 72,
ieC
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ieC [1 — exp {—7 exp [_ (w—;?ﬁ)
2

oo - (22)] 11

X

ea{en[- ()]} e[ ()] )
[1 — exp {—V exp [— (yi_:;ﬁ -
el i )
[1 — exp {—7 exp [— (yi_:iTﬁ
= ZGXP(—Zz’) <—@) + Z [hi
icC

+ Zv ( ) exp(—22)hi (1 = hy) ™

NS

= Zexp i), T Zh exp(— )g,(vexp(—z) — 1)(1 — )L+

+Zv 5, exp(—22)h2(1 — hy) 72,

s G | R B e R C
Ly (0 ;:Z“m)lxp [EE=LN

[(2582)nnl 22 o ol ()]
> =S

ieC [1—exp{ Y exp
[1—exp{ yexp[ (:
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+7

|
-
(22 oo (252 o
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) Z ((yi—(;giTB))ZVZ [exp [(_(w—;?ﬁ))”zexp {—7 exp2[— (@)]}
R = C=D))
= % ( ) 72( )exp 72( ) exp(—z;) +

Z {( 24 7y exp(—2;) exp[— exp(—2)] (%)Qexp< %) exp[— vexp(—zz')]}_

ool el T expl ez}

B 72 exp( —22z;) exp|—y exp(—2;)]
Z {1 exp[—7 exp(—z)]}*

- Ly Z (=)o +70xp(=2) [(Z)ow — (E)al} = S hiexp(—2) x
ieC

><{ [ [yexp(—2) = 1] + (£)o0 } (1 — hy) ™" =
! Zh? exp(—22)[(20)o2(1 — h) 2,

1eC
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93

Lo = 2 () (%) e [ (2]

(22) (22) {eso [ (2222

+

() () e |- (252 [ exp { e [ - (2552) |}
+VZ{ 2T 2
e {—ye |- (252) [}

1 —exp {—7

oo e Wm]

e[ (2]}
¥ [exo

oy rs) () {on [ (="

= ) [—vexp(—2)(Z)p,(20)s] — 7D hiexp(—2){(2:)s, (3)p.[v exp

S

it Z exp(—22;) (%) g, (i) g, 1 (1 — hy) 72,
ieC

em que h; = exp[—vyexp(—=z)], (Z), =

_Zi/ga (’éi)ﬁj = _«Tij/aa (ZZ>B = —SCz's/U;
(Z)o0 = 221/0%, (£i)p;, = wij/0? e zi = (yi — x] B) /0.
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Apéndice D

Distribuicao Log-Fréchet Generalizada

Os elementos da matriz de informacao observada J(0) para a distribuigao Log-
Fréchet Generalizada com parametros (¢, a, i1, b) sao

Ly = —% + Z (—%) exp(—z) — Z <Z—;)2exp(—z,-) i

el iEF

>< [{1 ~explexp(-a)) ™ = (%) [l el exp(—zw] ><

{1 — exp[— exp(==)]}? + (5) fexp( =) expl— exp(—2)] {1 — expl— exp(—z»]}} n

(b—1) Z {o(a = {1 — exp[— exp(—z)]}**[1 — {1 — exp[— exp(—z)]}*]+

¢

<1 {1~ expl-exp(-z)* (2 ) exp(—a) explexp(—2)] +

afl —exp[—exp(=z)]}*" | [ 22 ex(— 2 % 2ex Y el exi( — 2
*1—{1—exp[—exp<—z»]}{< 7)o+ () e onleat-a)

ra?{1 = explexp(-2)2 Y (2 ) exp(—z) expl- exp(—2)] | x

- (ﬁ) [exp(—2:)]* exp[— eXP(—Zi)]} N Z {QQb(b — )[1 = {1 — exp[—exp(—2)]}]" "' x

¢ ieC
x {1 — exp[— exp(—z)]}** Y (%) exp(—2;) exp[— exp(—z;)]+
Fab(a —1)[1 — {1 — exp[—exp(—2)]}* {1 — exp[— exp(—2)]}* > <%) X

x exp(—2;) exp[— exp(—2;) ]} {1 — [1 — {1 — exp[— exp(—2)]}""} '~
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Lbb

=Sl {1 el espl T esplesp( e (5)
x exp(—z;) exp[—exp(—2z)]{1 — [1 — {1 — exp[—exp(—2)]}]°} 2 +
Zab[l — {1 — exp[—exp(—2)]}" "1 — exp[— exp(—2)]}* " x

y {( 2;2 ) exp(—2) + (%)Qexp(—zg}
Z M—Zexp Z)oo +[(Z)el"} +
+Ha—1 Z{ 1= hi) " exp(—zi){(£)ge + [(Z)a] H (1 — ha) ™ = [(Z0)g]*[exp(—2:) A+
+(a — 1)(2)3exp(—= h)} +(b—1) Z{a — (1= ) % x

xlexp(—2)]*hi(1 = hy) [( = 1)[1 = (1 — hy)* ]+a(1—h)( i)o exp(—zi)hi] +

ol — hy)* 1 — (1 — h)*](Z)g g exp(—2z) } —

—Zab{l — (1= h) 7 (1 = ha)* 72 (Z)g exp(=zi)hi {a (b = 1)(1 = hy)™ + (@ = 1)} x
x{1—[1—(1—h Zab — (1= hy)*" Pexp(—2) {(1 — hy)* ' x
X[1 = (1= hi)*]" " exp(— )[( )]h{l—[l—(l— DT+ [(F)gs + (Z)el}

o log(1 — hy)[2(1 — hy)° (= ho)°
foa = —a =01, 1= (1—h)e {1_1—(1‘hi)a}+

log(1 — hi)]*(1 — hy)® ath—1 a
Z 1_[1_(1_hi)a]b {b[l_(l_hi)] _(1_hi>}_

5 PPlog(l = h)PP(1— h)* 1 = (1= h) P
2 00 (0 TP |

— g+ Stoglt — {1 - emplexp(ayy { 1 el o0 C I

=1 — {1 - exp[— exp(—=)| P

[1 — {1 — exp[—exp(—2)]}9]* }

T {1 = expl— exp(—z) R

- 4y [1— (1= hy)*]"{log[t — {1 — exp|—exp(—z)]}"]}* {1+ [L— (=R }

b? icC I—[1—(1—hy)pP 1—[1—(1—=hy)e] "
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X {1 — eXP(_Zi)<1 flh,)} -« (b - 1) Z(’éi)ﬁj('éi)ﬁs exp( )(1 — h: )a lh «

1eF
o [tz

a(l — hy)®
PER (- 1+ (2 ] — et f +
ab[l —(1- hz’)a]b_l(l - hi)a_lhi(zi)ﬁj(éi)ﬁs exp(—2;)
2 1= (=R "

x(1= )R (25, (20 exp<—zi>{1‘ | [i[_l(—lglff)fj);]lb}’

x {1+alog(1—hi) {1_%“+

bexp(—z;)(Z)phi(1 — hi)* 1 — (1 — h;)*]""!
2> 1[0 AT
{1+ alog(l—h;) [T+ (b—1)(1—h)*[1—(1—h)*'] -

Cab(l—h)[1-(1- hi)“]b‘l}
L= [1= (1= hg)P

X

Loy = — Z log(ll_—g — — + Zlog — h)*[1 = (1= hy)*)" =
iEF ieC
—b(1 — h;)*log(1 — hy)[1 — log(1 — hy)]""'} { (1= hi)® ]b}_l *
+3 001 = (1=~ log[l — (1 — hy)][1 — log(1 — hy)]~! {1 —[1-(1- hz-)“]b}_2

e’
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Leag, = Z(Zi)gjhi(l —h) Tt —=(b—-1) Z (2i)8, eip(_—(zlz)_hz}(zboj hi)*~ "

x {1+ alog(l —h;)[1—2(1—h)*}+
bexp(—z;)(Zi)ghi(1 = hi)* ' [1 = (1 = hy)*]*~"

2> T[T (1= )T

{1 + alog(l — hy) [1 +b-1)A—-h)1-(1- hz‘)a]_l] -

Cab(l = hy)l (1 - hi)a]b—l}
1—[1—(1—hy)P

X

_ —QZ ZZ ¢€XP ZZ (1 - h,) B o Z(Zz)qb exp(zi)h,-(l N hi)a_l[(l o hi)a]b_l >

iEF = ha)e icC

o1t

Lys, = —aZeXp —2)(Z)p, hi(1 — B 1 — (1 — y)°] ! —
el
eXp Zz Zz hz(]- hi )a_l[l - (1 - hi)a]b_l
-2 1—(1—hy)e 8
eC

X {ablog[l (1= )] g sl AR — (- hz’)“]b} |

[= == R

a—1) Z expizi)ﬁi o+ (i), (o) |1 — exp(—z) — eXpEZi)'hi _
: 1— by 1—h;

01 3 SR (s + (006

g ).

el

(o — 1)(1 — hy) "t exp(z)h; — exp(z;) +

Z - exp(ZZ)h1(iE1h_)?1 _[1h4_) (]11)_ e {(Z)s,4 + (Zi)s, (Z0)o [1+

—afl — h)* Lexp(z)h; + (o — 1)(1 — h;) "t exp(z;)h; — exp(—z)—

—ab(1—h)* Fexp(z) bl — (1= h)* P},
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em que h; = exp[—7yexp(—2)], (Zz)¢ = 2i/®, (Zi)ﬁj = xij/¢7 (Zz)ﬁ = Tis/ P, (5i)¢¢ =
_2Zi/¢27 (’é.i)ﬁma = _xij/¢2 €2 = (yl - x?ﬁ)/gﬁ
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