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gar a seus proximos e a comunidade" (Albert 

Einstein). 

Este trabalho dedico a minha maior mestra, mi-
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Como dizia o poeta: "... Fosse eu Rei do 
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RESUMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Esse trabalho apresenta elementos complementares da formacao de licenciatura para o tra-

balho em teoria de campos de particulas elementares e Fisica de altas energia. Discutimos 

aspectos de mecanica classina (newtoniana) na formulacao lagrangeana e hamiltoniana tendo 

como objetivo o entendimento de sua generalizacao para sistemas com infinitos Gaus de liber-

dade, ou seja teorias de campos. Esse trabalho tern como tema principal uma revisao sobre 

teorias classicas de campos com especial enfase para a teoria de relatividade Geral. Essa teoria 

e uma teoria de gravitacao e seu desenvolvimento marca a entrada de metodos avancados de 

geometria diferencial da Fisica e tern como elemento fundamental o uso de simetrias. Nesse 

trabalho procuramos enfatizar os elementos necessarios para o entendimento matematico da 

Relatividade Geral, revisando aspectos de geometria diferencial e mostrando como metodos de 

computacao simbolica podem ser utilizados para a obtencao veloz de resultados fisicamente re-

levantes. O exemplo fisico trabalhado nesse trabalho e a metrica de Friedman-Robetson-Walker, 

elemento-chave na cosmologia moderna. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Palavras-chave: Teoria de Campos, Gravitacao, Geometria Diferencial, Teoria da Relati-

vidade, Cosmologia 



ABSTRACT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

This work presents supplementary material to the undergratuade studies in Physics with the 

aim of studying elementary particle field theory and High Energy Physics. We discuss aspects 

of (newtonian) classical mechanics in lagrangean and hamiltonian formalism as a tool to un-

derstand its generalization to systems with infinite degrees of freedom, i.e., field theories. The 

main subject is a review of classical field theory with a view towards Genral Relativity. This is a 

theory of gravitaion and paved the way for the entrance of advanced differential geometry tech-

niques into Physics subjects. Its development opened up the use of symmetries as a fundamental 

tool in Physics. Throughout this work we will enphasize the necessary ingredients to the mathe-

matical understanding of general relativity and we will review aspects of differential geometry 

showing also symbolic computation methods that can be used for fast reliable computation of 

physically relevant quantities. Our main example will be the friedmann-robertson-walker me-

tric, a key ingredient in modern cosmology. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Keywords: Field Theory, Gravitation, Differential Geometry, Theory of Relativity, Cos-

mology 
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1 INTRODUCAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Este trabalho tem como objetivo abordar elementos de teoria classica de campos. Tendo 

como temas a formulacao classica da mecanica newtoniana atraves dos formalismos Lagrangi-

ano e Hamiltoniano, a formulacao dos principios de relatividade especial e das transformacoes 

de Lorentz, os principios de relatividade geral e as equacoes de um campo gravitational, o uso 

da metrica de Friedman-Robertson-Walker como solucao das equacoes de campo de Einstein 

e mostrar como o uso da computacao simbdlica 6 util na a resolucao calculos matem&ticos 

extensos, comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 o caso do calculo de tensores. 

Os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano serao usados para analisar sistemas dinami-

cos de particulas com numero finito de graus de liberdade sendo o encaminhamento para o 

entendimento de sistemas dinamicos de particulas com numero infinito de graus de liberdade. 

Esse principio nao apresenta nenhuma nova formulacao das leis da natureza, ele apresenta uma 

nova alternativa mais simples e elegante que a mecanica de Newton para analisar a formulacao 

matem&tica de sistemas fisicos. Nesta mesma secao sera introduzido o conceito de transforma-

coes de coordenadas, as transformacoes canonicas. As transformacoes de coordenadas serao 

tratadas em todo o nosso trabalho. 

Os fundamentos de toda a fisica classica baseiam-se no conceito de dist&ncia regido pelas 

regras da geometria euclidiana e possui o tempo como uma variavel adicional, cuja natureza 

nao e metrica. Ate meados do seculo XIX, isto parecia ser uma verdade exata sobre o uni-

verso, entretanto Maxwell propos em suas equacoes que uma onda eletromagnetica possuia 

uma velocidade c fixa, independendo do observador. As transformacoes de Galileu, usadas na 

mecanica newtoniana propunham que a velocidade era uma grandeza que dependia claramente 

do sistema de referenda, mas as proposituras de Maxwell sobre o eletromagnetismo se contra-

punham a essas transformacoes. Mostraremos neste trabalho que relatividade especial valeu-se 

das transformacoes de Lorentz, que deixam invariante a metrica que descreve qualquer obser-

vador inercial, introduzindo o tempo como parte da m6trica. Albert Einstein estava de acordo 

com as consideracoes das leis do eletromagnetismo de Maxwell e as transformacoes de Lorentz 
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satisfizeram perfeitamente as necessidades dessa teoria. Sendo assim, Einstein postulou que 

a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnetica independe do observador inercial e 

nada pode ser mais rapido do que ela e as leis fisicas que descrevem esse fenomeno devem ser 

as mesmas que descrevem os fenomenos classicos estudados por Galileu e Isaac Newton. 

Apos publicar seus trabalhos sobre relatividade especial Einstein se viu com mais uma 

complicacao, esses trabalhos consideravam referenciais inerciais e nada falavam a respeito de 

sistemas de coordenadas imersos em um campo gravitational. Mais uma vez, Newton em suas 

leis afirmava que os efeitos da gravidade eram sentidos instantaneamente por todos os corpos 

que estivessem sob acao da gravidade, no entanto no paragrafo acima enunciamos que as leis 

de Maxwell afirmam que a velocidade de uma onda eletromagnetica e a mesma para qualquer 

observador e Einstein annua em um de seus postulados que a luz possui velocidade flnita e nada 

pode ser mais rapido do que ela. Com isso na presenca de um campo gravitational, necessitare-

mos de uma nova transformacao de coordenadas que englobe esse fato, entao apresentaremos o 

conceito de transformacoes de coordenadas gerais ou difeomornsmos, juntamente com a intro-

ducao dos conceitos de algebra tensorial atraves de operates simples com vetores e derivadas 

covariantes. 

Na relatividade especial introduziremos o conceito de espaco quadrimensional ou espaco-

tempo, em relatividade geral apresentaremos o conceito de curvatura desse espaco. Enunciando 

um espaco piano que curva-se com a presenca de materia, atraves deste fato mostraremos as 

caracteristicas geometricas do campo gravitational e a algebra tensorial nos mostrara como 

calcular essa curvatura. 

Em termos da metrica de Friedmann-Robertson-Walker mostraremos solucoes exatas das 

equacoes de Einstein, que formam a base da cosmologia moderna. Nessa mesma secjio estra 

contida uma abordagem classica para as equacoes de Friedmann e para a inflagao do universe 

com a indroducao da constante cosmologica A. 

Abordaremos, por rim, como o uso de Computacao Simbolica pode simplificar calculos, 

como e o caso das equacoes de Einstein. Com essa ferramenta, tambem chamada de computacao 

algebrica, pretendemos mostrar a relativa economia de tempo por ela proporcionada em calculos 

extensos. Em nosso estudo utilizamos o programa Mathematica. 

i < f 
O 
LU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I n . 
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2 MECANICA CLASSICA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nesse capitulo apresentaremos os fundamentos da formulacao Lagrangiana e Hamiltoniana 

para a mecanica classica (mecanica newtoniana) descrevendo sistemas com um numero finito de 

graus de liberdade. Os topicos abordados serao as definicoes de Lagrangianas e Hamiltonianas. 

e as equacoes de movimento associadas (equacoes de Euler-Lagrange e equacoes de Hamilton) 

que podem ser obtidas a partir de um principio variational (principio da minima acao). Trans-

formacoes de coordenadas e transformacoes canonicas tambem serao abordadas. Usamos como 

referencia os livros classicos de mecanica newtonianazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (1-4). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 FORMALISMO LAGRANGIANO E HAMILTONIANO 

Nessa sessao abordaremos os principios dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano. 

Os fundamentos da mecanica lagrangiana foram introduzidos por voita de 1770 por Joseph 

Louis Lagrange, descrevendo uma nova maneira de escrever as equacoes do movimento de um 

sistema dinamico de particulas, essas equacoes sao chamadas de equacoes de Lagrange. O 

conceito fisico das equacoes de Lagrange e similar ao formalismo Newtoniano, entretanto, esta 

formulacao apresenta vantagens especificas para solucionar alguns problemas fisicos, isso por 

conta da mecanica Newtoniana apresentar-se na forma vetorial e a Lagrangiana na forma esca-

lar. A diferenca entre estes dois principios e a formulacao matematica e a maneira analitica de 

se observar certas propriedades. Vale ressaltar que o formalismo lagrangiano nao se contrapoe 

ao formalismo newtoniano, ele trata apenas de uma nova maneira de analisar problemas me-

canicos e e equivalente as ideias de Newton. Como veremos no decorrer desse trabalho essa 

formulacao 6 fundamental para a describe de sistemas fisicos com infinites graus de liberdade 

ainda que possa, as vezes, parecer apenas uma maneira alternativa para sistemas de particulas. 

Esses principios nao apresentam nenhuma nova lei da fisica, mas pode permitir uma sa-

tisfatoria unificacao de varias teorias tendo por base um unico postulado. Destina-se a fisica 

teorica, nao unicamente como algo que viabiliza uma formulacao matematica para descricao 

de um fenomeno, mas como algo que descreve esses efeitos de forma bastante economica, no 

I — 
f 

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

to 

^3 
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que diz respeito aos procedirnentos avaliativos e e um dos principios mais prdticos e elegantes 

da fisica tebrica, tendo como caracteristicas fundamentais a conservacao das leis fisicas e da 

simetria do sistema. 

Nas equacoes de Lagrange as coordenadas que descrevem o sistema fisico nao sao neces-

sariamente as coordenadas cartesianas. Pode-se utilizar o sistema de coordenadas que melhor 

descreve o sistema fisico de maneira livre (nao-vinculada), esse conjunto de variaVeis atende 

pelo nome dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA coordenadas generalizadas. 

Consideraremos um sistema mecanico constituido dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n particulas puntiformes. O estado de 

nosso sistema depende do tempo. O movimento de um sistema de particulas e frequentemente 

influenciado por agentes externos que exercem forcas inicialmente desconhecidas. Porem, co-

nhecendo o efeito geometrico causado por esse agente, podemos conhecer o efeito dessas for-

cas1. Por conta de cada vetor ser radial os numeros das coordenadas espaciais que descrevem a 

posicao das particulas sao 3n. Podemos encontrar as equacoes de forca em (2) descritas como 

/ V , . , * V ) = 0 , * = l , 2 , . . . , m (2.1) 

onde x sao as posicoes dos vetores nas coordenadas 3n, elas nao sao todas independentes. Esse 

fato se da por conta do numero m de equacoes de forcas, e com isso temos 3n — m coordenadas 

independentes, consequentemente, 3n — m graus de liberdade. 

HerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( s i t r \  *» i m n A r t o n t o / ^ A n c i H a r o r m A O nno r\  r\  rv-i orr\ c — 'Xn vy% Ae*  r* r\ r\ i* Ac* Y\  oHqc \  r r \ A r \ c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i u u ' v_ i i i i p v i m m v . J V v v i i . m u v . i u i m i v m v j v i v , v ' i i u i i i v . i « ' i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * J l i - III v_»v_ v_ v ' v -1 v» v r i u v_i u , > . v , , m « i u " ' 

em cada caso, sao independentes do parametro escolhido (ele pode ser retangular ou curvilineo). 

Isso 6 o que chamamos de coordenada generalizadas para qualquer conjunto de quantidades s 

que descreva completamente o estado do sistema. As coordenadas generalizadas sao comu-

mente escritas como ql,q2,... ou simplesmente qK Os numeros de coordenadas generalizadas 

independentes sao iguais ao numero s de graus de liberdade do sistema e nao sao limitadas pela 

restricao, mas pelas propriedades do conjunto das coordenadas generalizadas. 

As equacoes que correlacionam as coordenadas espaciais com as coordenadas generalizadas 

sao 

= * * V , ^ , . . . , . ' ' ' (2.2) 

1 Isso porque a simetria do sistema 6 preservada. 
2 A maioria dos livros de mecanica classica utiliza a notacao de indices na parte inferior das variaveis, entretanto, 

estamos utilizando a notacao de (2) onde os indices sao postos na parte superior das coordenadas (e coordenadas 

generalizadas) e na parte inferior dos momentos. 

o 

http://vvii.muv.iui
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7 = 1 , 2 , . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- , s (2.3) 

A derivada das coordenadas generalizadas em funcao do tempo sao por analogia, em (1, 3), 

chamadas de velocidades generalizadas e denotadas por qi, onde j =1,2, Em geral, as com-

ponentes letangulaies as velocidades generalizadas dependem das coordenadas generalizadas e 

do tempo e sao de notadas por 

xa"=xa"(qi,qj,t). (2.4) 

E suas transformacoes inversas sao 

q> = «*(***,*) (2.5) 

qj = q'{xaJ,xa',t) (2.6) 

Neste caso a equaeao (2.1) 6 escrita como 

Fk(xi,t)=0, k=\,2,...,m (2.7) 

As Lagrangianas que adotaremos neste capitulo descrevem o movimento de corpos em 

baixa velocidade se compararmos a velocidade da luz e massa relativamente grande se com-

pararmos as particulas elementares e tambem sao funcoes exclusivas das coordenadas e das 

velocidades3 

L = L(xi,xi) = T-U. (2.8) 

Onde T e U sao as energias cinetica e potential do sistema, respectivamente. 

As transformacoes das coordenadas espaciais em coordenadas generalizadas se dao da se-

guinte forma: Considere o exemplo de uma particula pontual movendo-se na superficie de um 

hemisferio de raio r com a origem no centro, con forme a Figura 1. Uma vez que o movimento 

esta vinculado ao hemisferio superior da superficie 

x2+y2 + zl = r2, z > 0 . (2.9) 

As coordenadas generalizadas que escolheremos serao os cossenos dos angulos entre os eixos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

! Em nossa formulacao o tempo / esta implicito. 

O 
IX. 



L5 

Figura 1: Partfcula movendo-se em um hemisferio de raiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r com a origem do sistema de coor-

denadas no centro. 

x e y, e eixo z e iinha que conecta a particuia a origem. Sendo assim, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 * 
(2.10) 

^ x y 
r r r 

No entanto a soma dos quadrados na direcao dos cossenos em uma linha reta e igual a um 4 , ou 

seja, 

1? ->? 
(2.11) 

oi2 + a22 + a32 = \. 

Este conjunto de q' nao constitui uma propriedade de um conjunto de coordenadas gene-

ralizadas, pois, podemos fazer as coordenadas em funcao das outras, como por exemplo, a 

coordenada q3 como funcao das coordenadas ql e q2, da forma 

« W * i 2 + « * 2 . (2.12) 

Mas de qualquer forma, a escolha feita em (2.10) condiz uma propriedade das coordenadas 

generalizadas, e estas quantidades, juntamente com a equaeao (2.9), onde 

= yjr2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — x2 - y 2 , (2.13) 

con eiifi/*!prit*»c noro ptprmmnrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ac± rr>e\ f\ c\  nnipn ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t /̂~\cipon /In r\or+ipn]o Tctr\ nr\c Horio o racnltorln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
H I V H I M V i V v l l l V . ' [ ' H I U U V V V . I I l l i l l U I U V I I I ' ' \ l V 1 U I I I V. V I A j ' V / 1 I V (. I V ' V I L l p U i l l C - U l U . l O t V J 1 1 V O U l l l 1 1 1 \ J A W O U 1 V. 1.1 W V ' 

de forma facil, tendo em vista que apenas duas coordenadas, longitude e latitude, sao necessarias 

lRelembrando que os primeiros indices acima de (2.11) sao os indices / = 1,2,3 e o segundo € a potencia 2. 

o 

o 

O 
• »~ 
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para iOcaiizar o ponto em que a partfcula se encontra. Este cxcmplo rnostra corno urn conjunto 

de coordenadas generalizadas atua em um conjunto de coordenadas experimentais. 

Tendo em vista que a Lagrangiana e a diferenca entre as energias cinetica e potencial, e 

que a energia e uma grandeza escalar, assumimos tambem, que a Lagrangiana e uma grandeza 

escalar. A Lagrangiana e invariante com respeito a transformacoes de variaveis, porem, certas 

transformacoes que mudam a Lagrangiana, mas deixam as equacoes do movimento invariantes 

sao aceitas. Por exemplo, as equacoes do movimento sao invariantes mesmo que L seja dada 

porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L-\-d/dt[f(q',t)] para uma funcao f{q',t) onde a segunda derivada partial seja continua. 

A Lagrangiaiia pode ser expressa cm uiodos das coordenadas generalizadas subsiiiuindo x! e xf 

por qj e ql respectivamente, da seguinte forma: 

L = T(xa'i)-U(xa'i) 
. . V ' (2.14) 

= T(XJ,qJ,t)-U(q,t), 

assim, 

L={ql,q2,...,qs;q\q2,...,qs;t) 

= L(qJ,qjj). 

Em posse dessas informaeoes, agora, enunciaremos o principio de Hamilton5 que nos diz 

que dentre todas as possiveis trajetorias que ligam um ponto a outro para qual uma particula, 

dentro de um determinado sistema dinamico, pode percorrer, o caminho que e fisicamente obser-

vado e aquele que leva o menor tempo possivel, esse principio tambem e chamado dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA principio 

da minima acao. 

Pnmeiramente definiremos atraves do principio de Hamilton a acao de um sistema que e 

escrita como 

S= ^(T-U)dt L = L(xi,xi) = T-U, (2.16) 

onde T e a energia cinetica da particula e U e a energia potencial. 

O principio de minima acao e descrito atraves dos conceitos do calculo variational6. Para 

isso, primeiramente introduziremos a notacao 8. 

5Vide(3). r . -
6Vide(l ,3,4) 

h 



17 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O simbolozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8 e uma notacao estenografica. Especificamente, em nosso caso faremos 

ox = —Jr . 
dt 

8x' = —dt. 
dt 

(2.17) 

A equaeao (2.8) pode ser interpretada como a soma de duas funcoes7, x*(e,t) = ^'(O,*) + 

erj(t), como pode ser visto na Figura 2. Onde £r/(r) 6 uma funcao arbitraria qualquer de t. 

Nessa funcao os pontos tj.(/i) = J}(fe) = & Atreves deste fato e juntamente com a aplicacjio do 

delta na equaeao (2.16) teremos: 

°~S=o'fi L(x',xl)dt = 0 

(2.18) 

Figura 2: Representacao de uma funcao **(€,*). A curva inferior representa £T](r), a curva 

central representa y(0,r) e a curva superior representa a parte variational y(e , r ) . Vemos que 

^(e,r) = ^ (0 ,0 nos pontos em vermelho, denotados por t\ e ti. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7Para uma explanacao mais detalhada veja o canfrulo (6) de (3) e n capfrulo (2) de (1). 
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rvuavcd ua itiayau / ; pcictucmua Que 

assim podemos reescrever (2.18) como 

M - f ( S ^ + S s M * - * ( 2 2 0 ) 

Integrando o segundo termo por partes teremos que 

No entanto a variacao e arbitraria, a condicao que foi imposta e que nos extremoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8S = 0, 

nos resta concluii que o integrando entre parenteses de equaeao (2.21), logo 

dL dL d rt 

-—— = 0. (2.22) 
dx1 dtfdt v ' 

Estas sao as equagdes de Euler-Lagrange, ou simplismente, equacoes de Lagrange para o 

movimento de um sistema de particulas. Se mudarmos nosso sistema de coordenadas x1 para 

um sistema de coordenadas generalizadas aj a equaeao de movimento correspondente e 

dL d dL 

dj-TtW
 = °> 7 = 1 , 2 s - ( 2 - 2 3 ) 

Existe um numero s dessas equagoes, juntamente com um numero m de equacoes de for^a e 

condicoes iniciais que sao impostas, que descrevem completamente o movimento do sistema. 

Iremos agora dar um exemplo do uso das coordenadas generalizadas no calculo da Lagran-

giana. Considere um pendulo simples, de comprimento / e de massa m, movendo-se no piano 

(x,y) (veja a Figura 3). 

Primeiramente temos as energias, cinetica T e potencial, U como 

T = I ^ + I m y 2 , (2.24) 

U = mgy. (2.25) 

E a Lagrangiana como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 - 1 , 

L = T-U = ^mx2 + ^mf - mgy. (2.26) 

O movimento pode ser escrito em modos de 6 e 6. Para isso, basta transformar x e y na 

coordenada 6 e teremos L em termos de 6. Entao, 
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X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3: Pendulo de comprimento / e de massa m. 

x = /sin0, 

y = —/cosy, 
(2.27) 

x = 16 cos 0, 

y = - /0s in0 . 

Substituindo (2.27) e (2.28) em termos de (2.26) teremos, 

L = —\l 0 cos 0 - j - / 0 sin 0/ + ra#/COS0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ / /  

= -l202+ mgl cos 0. 

(2.28) 

(2.29) 

Com as coordenadas generalizadas do caso do pendulo de angulo 0, podemos expressar a 

Lagrangiana em termos de 0 fazendo uma transformacao simples das coordenadas x e y para 0. 

o 

o 
1 
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As equacoes do movimento sao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dL 

j£ = -mglsmd, (2.30) 

dL a . 

J$ = ~ML °, (2.31) 

d(dL\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Jt\Te) = ~ml'e- ( 2 3 2 ) 

Podemos usar as relacoes acima na equaeao (2.23). Com isso encontraremos 

0 + y Sill (9 — 0. 

Esta e a equaeao de Lagrange do movimento de um pendulo simples movendo em torno do piano 

x — y com um angulo 6. O resultado e analogo ao encontrado usando a mecanica newtoniana. 

Estamos considerando Lagrangianas que nao dependem explicitamente do tempo. Nesse 

caso a energia do sistema e conservada (tambem nao depende do tempo). 

Podemos, agora, definir a nossa Hamiltoniana H como a energia total do sistema, ou H = 

E = T -f- £7, e esse quantidade 6 uma grandeza conservada (se a Lagrangiana e independente do 

tempo). 

O momento generalizado e definido como 

dL 
Pi = 

Podemos escrever, tambem, 

» - W (2.34) 

dL 
Pi = T~i-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.35) 

dxl 

Com isso, as equaeoes de Lagrange expressas em termos das coordenadas generalizadas resul-

tam em 

dL 
Pj = j - (2.36) 

e 
dL 

P , - W (2.37) 

Mais uma vez, por analogia. tambem, os chamamos de momentos generalizados. r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 

A Hamiltoniana e uma funeao das coordenadas generalizadas e dos momentos generaliza-

dos que e obtida por uma transformaeao da Lagrangiana em que a dependencia funcional das 

velocidades generalizadas e substituida pela dependencia nos momentos generalizados que sao 

vistos no formalismo Hamiltoniana como um conjunto de varidveis independentes das coorde-
O 
Ix. 
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iuichis generalizadas: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H = 1£pjq
j-L. (2.38) 

A Lagrangiana e uma funcao das coordenadas generalizadas, das velocidades generalizadas, 

e ha a possibilidade de ser do tempo, tambem. Podemos solucionar a equaeao (2.34) para as 

velocidades generalizadas e expressa-las como 

qj = qj{(f,Pk,t). (2.39) 

Podemos reescrever (2.38) em termos das variaveis (2.39), trocando o conjunto (qj,qj,t) 

para o conjunto (qj,Pj,t), assim a Hamiltoniana fica expresso como 

H(qk,Pk,i) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y,Pj4J -L(qJ,qJ,t). (2.40) 

Esta equa£ao foi escrita de modo a enfatizar o fato da Hamiltoniana ser sempre uma funcao do 

conjunto (qJ,pj,t), enquanto a Lagrangiana e funcao do conjunto (qJ,q\t)\ 

H = H(cf,pk,t), L = L(qi,qi,t). (2.41) 

A derivada total da Hamiltoniana e 

De acordo com a equaeao (2.40), nos teremos 

d H = I (idpk+Pkdi - ̂ dct - - ̂ dt. (2.43) 

Usando as equaeoes (2.36) e (2.37) para substituir dL/dqk e dL/dcf por seus respectivos 

valores, o segundo e o quarto termo entre parenteses de (2.43) se cancelam, e remanesce 

dH = Ytfdpu - Pkdcf) - -£dt. (2.44) 

Comparando os coeficientes dq*-, dpk e dt pertencentes as equaeoes (2,42) e (2,44)} encon-

tramos que 

<t = (2.45) 
dPk 

-Pk = (2.46) 

O 

I — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 

o 
IX. 
• 3 
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dL dH 

-Tt=lH- ( 2 - 4 7 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Finalmente, usando as equaeoes (2.45) e (2.46) em (2.42) os termos entre parentesis se anulam, 

e chegamos a conclusao de que 

dH dH 

if = i» ( 2 - 4 8 ) 

As equaeoes (2.45) e (2.46) sao chamadas dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA equaeoes de Hamilton do movimento
8 e por 

conta da conservaeao da simetria do sistema tambem sao denominadas de equacoes canonica* 

do movimento. 

As equaeoes canonicas sao equaeoes diferenciais de primeira ordem e a Lagrangiana e uma 

equaeao diferencial de segunda ordem. Para usar as equaeoes canonicas na solueao de proble-

mas, n6s primeiramente construimos a Lagrangiana em funeao das coordenadas generalizadas 

e do momento. Em alguns casos podemos fazer isso diretamente. Para um caso mais com-

plicado, serd necessario primeiramente ampliarmos a Lagrangiana e os calculos do momento 

generalizado de acordo com a equaeao (2.36). 

2.2 TRANSFORMACOES CANONICAS 

As equaeoes de Lagrange nao dependem da escolha das coordenadas generalizadas, desta 

forma e possivel mudar as coordenadas g 1 , ^ 2 , ^ 3 , . . . , transformando-as em novas coordenadas 

Ql> Q2, (?3

5 • • • > as quais serao escolhidas de forma que dependam explicitamente do tempo, da 

forma 

fl* = eW)- (2-49) 

Essas equaeoes sao chamadas de transformagdes de ponto9. 

O mesmo tambem pode ser feito para o momento generalizado PuPi,P3,..., que, por sua 

vez, sao transformados em P1.P2.P3.... podemos considerar como exemplo as mudaneas do 

piano cartesiano para coordenadas polares, que geralmente podem ser escritas da forma (2.49). 

Entretanto, no formalismo Hamiltoniano as coordenadas generalizadas sao independentes do 

momento. Mas, o conceito de transformaeoes pode ser estendido de forma que podemos englo-

bar transformaeoes de coordenadas que possuam tanto as coordenadas generalizadas q! quanto 

os momentos generalizados pi, em um novo conjuntos de coordenadas Q e I). Estas transfor-

8 A discrieao do movimento por estas equa?oes € chamada de dinamica Hamiltoniana. 
3Vide(4). 
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m&CGeS SaO inVCrSiVCiS, C SaO uauiiS pOr 

(2.50) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P — P ( n n t) 

Desta forma temos as novas coordenadas e os novos momentos escritos em termos das velhas 

coordenadas e dos momentos antigos. 

Para que as equaeoes canonicas conservem sua forma canonica as novas variaveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {ff,Pi) 

deverao obedecer as mesmas propriedades das equaeoes de movimento para (q,p), que sao 

reiacionadas com as equaeoes canonicas de Hamilton, provenientes da Hamiltoniana (Q,P,t), 

dada por 

u dpc 

, - dor 

(2.51) 

Onde H e a nova Hamiltoniana em funeao das novas variaveis. 

O principio da Hamilton representado pela a equaeao (2.44) pode ser expresso como 

/'2 

£ I (ma1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— PI(a d rU/fr = fl n so\ 

O somatorio esta implicito no fndice i. Assim, podemos, tambem, escrever zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 f\PiQ[-H(Q,P,t))dt = 0. (2.53) 

Jtx 
As equaeoes (2.52) e (2.53) sao interrelacionadas da forma 

d¥ 
X(piq'-H) = PiQ

l-H + 
dt 

(2.54) 

Onde F e uma funeao das coordenadas do espaeo de fase, corn a segunda derivada contmua, 

e X e uma constante independente das coordenadas canonicas e do tempo. A constante multi-

plicativa X relaciona a transformaeao canonica a uma transformaeao de escala. Para A ̂  1 a 

transformaeao e chamada de transformacao canonica estendida, a para os casos onde X = 1, 

ele 6 chamada simplesmente de transformagdes canonicas10. Isto nos permite concluir que uma 

transformaeao canonica estendida pode ser composta de uma transformaeao canonica mais uma 

transformaeao de escala. 

Podemos considerar como exemplo uma transformaeao para um conjunto (Qf,P/) definido 

luVide(l). 

O 

&— 

o 
Till 

o 
Li -
's 
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por 

(2.55) 

Pela a equaeao (2.51), teremos a Hamiltoniana transformadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H'(Q',P') = pvH(q,p). Desta 

forma teremos 

ILV{ptf ~H)= - Tf. (2.56) 

Esta equaeao e da forma (2.54), onde X = /xv. Para o caso onde X = 1 temos uma aparente 

contradicao entre as equaeoes (2.56) e (2.54). No entanto, o ultimo termo do lado direito da 

equaeao (2.54) contribui com a forma variational da integral e desaparecera caso F seja uma 

funeao de (q,p,t) ou (Q,P,t) ou qualquer mistura das coordenadas do espaeo de fase, pois 

possuem derivadas totais iguais a zero. 

As equaeoes (2.51) e o inverso de F podem ser expressas em termos das novas e velhas 

coordenadas ou a mistura delas. Desta forma podemos enunciar F como sendo a funcao geratriz 

das transformaeoes canonicas. 

Podemos observar como uma funeao geratriz especiflca a transformaeao supondo que F 

seja simultaneamente funeao das novas e das velhas coordenadas generalizadas do espaeo de 

fase: 

F=Fl(q,Q,t). (2.57) 

A equaeao (2.56) pode ser escrita como 

Onde as velhas coordenadas ql e as novas coordenadas Q sao independentes. A equaeao (2.58) 

so podera ser identica se os coeficientes de q1 e Q' se anularem, assim 

P i

~ ae" 

e finalmente 
— dF\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H = H+-^r±. (2.60) 
dt -

A primeira equaeao de (2.59) sao as n relaeoes definindo pi como funeoes de q', Ql, e f. Assu-

mimos que elas podem ser invertidas podemos soluciona-las para as nQns em termos de qi, pj, 

e t. Uma vez que as relaeoes entre os nQl,s e as velhas variaveis canonicas (q,p) foram estabe-
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lecidas podern ser substitufdas na segunda equaeao de (2.59), resultando cmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n termos TVs em 

funcao de q], p3, e t. Por fim, a equaeao (2.60) e proveniente da relacao entre a nova Hamilto-

niana H e a velha H. Devemos ter cuidado ao interpretar a equaeao (2.60), pois, q e p em H sao 

expressos em funcao de Q e P pelo inverso de (2.59). E qi em dF\/dt sao expressos em termos 

de Q e P de maneira similar e as duas fun^Ses sao adicionadas para resultar em H(Q,P,t). 

O 

5— 
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3 RELATIVIDADE ESPECIAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A Relatividade Especial foi proposta porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Albert Einstein no ano de 1905. Essa teoria intro-

duz uma nova maneira de enxergar aspetos da Fisica Classica, mais especificamente, a mecanica 

newtoniana afirma que a velocidade, seja ela qual for, depende diretamente do referencial, no 

entanto, a relatividade afirma que nada pode ser mais rapido que uma onda eletromagnetica (luz) 

e independente de qual seja a velocidade que o observador inercial se afaste ou se aproxime do 

local onde iniciou-se a propagacao da onda, a propagacao da luz mantem a mesma velocidade 

igual a c, implicando uma aiierayao na regra de adiyau de velocidades associada a referenciais 

galileanos. 

Neste capitulo trataremos as transformaeoes de coordenadas de Lorentz, a simetria associ-

ada a relatividade restrita e a definieao de grandezas fisicas com transformacoes simples (linea-

res) e bem comportadas com relacao a essas transformacoes de coordenadas, os quadrivetores1. 

As equaeoes de Maxwell aparentemente nao apresentam simetria por transformaeoes de 

Lorentz mas mostraremos nesse capitulo que o eletromagnetismo e uma teoria relativistica sem 

qualquer alteraeao e pode ser formulado de uma maneira em que esse fato e explicito. 

A relatividade restrita introduz a geometria como ferramenta fundamental na Fisica. E 

o inicio do estudo que fundamenta a relatividade geral e o coroamento da geometria como 

ferramenta da Fisica, como ficara exposto no resto do trabalho. 

Nesse capitulo nossas referencias foram (5-7). 

3.1 RELATIVIDADE E S P E C I A L 

o 
O principio da Relatividade Especial afirma que as leis da natureza sao invariantes sob de-

terminadas transformaeoes, estamos falando do primeiro postulado de Einstein da Relatividade 

Especial, estas transformaeoes sao chamadas de Transformaeoes de Lorentz que transformam 

um sistema de coordenadas do espaeo-tempo de coordenadas xa em um sistema de coordenadas 

'Os indices gregos variam entre 0, 1, 2, 3 e os latinos entre 1, 2, 3. 
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JO. A~A„ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A , UilUcl 

onde Ag sao constantes restritas pelas condicdes2 

x,a=Aa

dxP+aa, (3.1) 

AyA^T] a ^ = T7yg, (3.2) 

+ 1 a = /3 = l,2,ou 3, 

*?«0 = | - 1 a = j 3 = 0 , (3.3) 

Nesta notacao a, p. y (ou quaisquer outros indices gregos) variam entre os valores 0, 1, 2, 3, 

onde *° e a componente temporal e x', para i = 1,2,3, sao as componentes do vetor posicao 

A principal propriedade das Transformacoes de Lorentz e que elas mantem o intervalo de 

tempo dx (tempo proprio) invariante, definido por1 

dt2 = dt2 -dx2 = -T)apdxadxP. (3.4) 

No novo sistema coordenadas x!a as coordenadas sao dadas por (3.1), assim 

dx"* = A°dxr, (3.5) 

com isso o intervalo de tempo nas novas coordenadas pode ser escrito como 

dta = -J]apdx,adx'p 

= -t\a^y^5dxydx5 (3.6) 

= -rjr5dxrdx8, 

e com isso concluimos que 

dza = dx2. (3.7) 

O experimento de Michelson e Morley constatou que a velocidade da luz e a mesma para quais-

quer referenciais inerciais4. E este e o enunciado do segundo postulado de Einstein. 

Uma frente de onda tera \dxjdt\ igual a velocidade da luz, que em nosso sistema de unidades 

c = 1, e sua propagacao c descnta por 

dr = 0. (3.8) 

2aa tambem sao constantes. 

'Estamos < 

'Vide (6). 

3p„»„ ~ r»nnci/1—„„^„ i 
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Ao se fazer uma Transformacao de Lorentz5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dx nao 6 mudado, assim dx12 = 0, e desta 

formazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \dx*jdt'\ = 1, isto e, a velocidade da luz no novo sistema de coordenadas e a mesma. 

Uma operagao matematica importante para nossos estudos e o comportamento do operador 

gradiente nessa notaeao, que e representado por 

d d Bjfi d 

dX1" ux - Ox -• axp 

A transformaeao (3.1) (considerando a constante aa = 0) pode ser escrita como 

(3.9) 

ftzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a P in. ,^ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tw 

X'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — AAX , ( j . lOj 

e com isso 

5 ^ = Ag, (3.11) 

desta forma o gradiente e covariante. Isso nos tras como consequencia o fato de que a divergen-

cia de um vetor contravariante6 e invariante7. 

3.2 EQUAgOES DE M A X W E L L E TRANSFORMACOES 

DE L O R E N T Z 

Vamos mostrar que as equaeoes de Maxwell podem ser escritas em termos de quadrivetores 

e portanto podem ser escritas como equaeoes covariantes. Isso mostra que as equaeoes de 

Maxwell sao covariantes sobre transformaeoes de Lorentz e portanto o eletromagnetismo e 

uma teoria relativistica sem nenhuma alteraeao de seus fundamentos. 

Nao e feita nenhuma alteraeao no eletromagnetismo, apenas mostramos que e possivel re-

escrever as equaeoes de Maxwell em uma forma que explicitamente respeita as simetrias da 

teoria. Esse procedimento, de escrever teorias (equaeoes de movimento ou Lagrangianas) de 

forma explicitamente covariante e fundamental para o estudo mais aprofundado de teorias de 

campos da Fisica Moderna e acarretou resultados importantes para o estudo de propriedades 

quanticas da eletrodinamica e da cromodinamica quantica. 

A principio defmiremos as densidades de carga e corrente, conforme e definido em (6). 
, , . , - ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . .. , . . _ . ^ 

Supondo que nosso sistema de particulas e dado pelas posieoes xn(t) e carga en, dennimos a o 

I — 
O 

5Isso pode ser visto com detalhes em (6,7). 
6Este objeto sera definido na secao (4.3), por hora, tome esse fato apenas como uma informagao adicional. 
7Outra consequencia e que o produto escalar de d/dxa com ele mesmo (operador de d'Alembertian) tambem 

6 invariante. 

o 
o 

I D 
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densidade de carga e de corrente, respectivarnente, corno zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J{x,t) = ^nS\x-xn{t))^l., (3.12) 

e 

e(x,t) = £en83(x-x„(t)). (3.13) 
n 

Onde 5 3 e a funeao Delta de Dirac em 3-dimensoes, definida pela seguinte afirmacao: 

jd3xf(x)83(x-y)=f(y), (3.14) 

(veja o Apendice A). Assim podemos escrever J e e em forma de um unico quadrivetor Ja 

fixando 

J° = e, (3.15) 

/ a = r e „ 5 3 ( j c - ^ ) ) ^ ^ . (3.16) 

Ressaltando que em nossa notaeao x®(t) = t, podemos escrever (3.16) como 

Ja = jdtXen54(x-x„(t'))^fl. (3.17) 

A diferencial dt' pode ser substituida pelo intervalo invariante dx, assim a equaeao (3.17) 

fica 

J" = J dx^en8*(x-xn(x))—^. (3.18) 

Essa e" a corrente escrita como um quadrivetor. Note que a componente temporal representa a 

A&rtzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAHoHp Ha r »o rrt o p o r»r\tvir\r\n«af»t"<a A/Afrr^fi o l f A n r A C A n t o o H at -)c i H o H a Ha ^ r M T A t i t A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U V U O I U U U W u v . v- u i

 1

'
 1 1

 \_ V i i i |  ' v - i i \ _ i i v v. t V l V / l l U l i w p i W O V l l l U «.* u \ - i i .< i u u v . i v . U V W V / l l V l l l w < 

As correntes e cargas satisfazem uma equaeao de conservaeao conhecida como equaeao 

da continuidade8. Vamos ver como essa equaeao aparece no formalismo de quadrivetores. 

!Vide (5). 

http://iuuv.iv
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Considcre 

Logo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n
 U-An l 

* 3 ( * - * « ) 

Kit) 
dt 

dt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8\x-xn(t))^ 

= -yL^[S(x-x„(t))]. 

V-J{x,t) + —£ = 0 
dt dx" 

Ja=0. 

(3.19) 

(3.20) 

Com isso podemos perceber que a equaeao de continuidade (conservacao de corrente) pode ser 

escrita na notacao de quadrivetores como um escalar de Lorentz e portanto e preservada sobre 

transformaeoes de Lorentz. 

As equacoes de Maxwell 9 para um campo eletrico E e um campo magnetico B produzidos 

por uma densidade da carga e e uma densidade de corrente / sao 

V £ 

VxB 

V B 

V x £ 

d£ 

dt 

0, 

~ dt' 

Podemos definir o tensor FaP onde FaP = —F^a (antissimetrico) como 

( F00 p\Q F20 F30\ ( o _ E [ _ E i _ E 3 " 

Foi F n F2l F31 

F02 pl2 F22 F32 

F03 F13 F22 F33 

Ex 0 -B3 B2 

E2 B3 0 -B{ 

E3 -B2 Bi 0 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

Considere a equaeao covariante 

F «/3 = _jPm 

Em termos dos campos E e B, temos 

(3.26) 

9 As equaeoes de Maxwell estao escritas no Sistema de Unidades CGS. 
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dxa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 7 ° ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F0G plO f20 F30 \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ \ 

e \ 
pOl FU p2\ p31 

J1 

F02 pl2 F22 F32 
J2 

F03 pl3 p-22 F33 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— 2̂̂ -2 — ^3^3 \ ( £ \ 

(3.27) 

(3.28) 

V 

d0E2 - dxB3 - a\Bx 

doE3 - diB2 - f o\Bx 

J-

- V E 

dtEi + (V x B)j 

dtE2 + {VxB); 

{ dtE3 + {Vxgyk J 

e 

r 

f-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^
3

> 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

ou seja, V - £ = £ e ( V x f i ) = / - | e reproduzimos as equacoes de Maxwell (3.21) e (3.22). 

Nosso prdximo passo e mostrar como as equacoes (3.23) e (3.24) podem ser escritas nesta 

notacao. Primeiro definimos os simbolos de Levi-Civita
1 0 eaPys

j onde a,/5,y,5 variam entre 

0, 1, 2 e 3, com o fato de 

+1 se a, j3, 7, 8 sao permutagoes ciclicas de 0, 1, 2, 3; 

- 1 se a, j3, 7, 5 sao permutacoes nao-ciclicas de 0, 1, 2, 3; 

0 para quaisquer indices iguais. 

(3.32) 

Escrevemos o tensor Fy5 com os indices abaixados: 

FyS = TlyaTlspE^ 
{ Foi = rlooriiiF0i=-F0i, 

Fjk = r}jjr1kkFjk = FJk. i 
(3.33) 

Desta forma 

F()i — (3.34) 

(3.35) 

10Rstes simbolos estao definidos em (5-7). 
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para os i n d i c e s j ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi Yaliafldo entre J, 2, 3. 

Notemos agora que 

e a equaeao que descreve as equagoes (3.23) e (3.24). 

Formalmente temos em (3.36) quatro equagoes, a primeira e 

dxP 

£0ijk^Flk = 0 = * (3.37) 

^ [ « « % ] = 0 

Mais precisamente 

As outras tres equagoes sao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dx1 

d 
_ 5 , = 0 = > V B = 0. (3.38) 

JOmjk d

 F JMk *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _LC0 m / i fe
 d 

£ m ^ F , * + 2 e ™ ^ % = 0 

—Bm + 2e"«k^Ek = 0 

9Br 

Em notagao vetorial podemos escrever 

dt 

Mostramos assim como as equacoes de Maxwell podem ser escrita de forma covariante 

(3.40) 

o 
UJ 

(3.41) O 

assim o eletromagnetismo e uma teoria relativistica sem nenhuma alteragao adicional e o for-

malismo de quadrivetores permite deixar esse fato explicito. Historicamente essa foi uma das | . 
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rnotivagoes do trabalho de Einstein em construir a relatividade restrita, preservar o conjunto 

de simetrias que as equagoes de Maxwell respeitam e a exigencia de compatibilidade dessas 

simetrias com as regras de transformagoes de coordenadas em mecanica newtoniana levaram a 

formulagao da mecanica relativistica e suas consequencias. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H . I i 

IX. 
13 



34 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 RELATIVIDADE GERAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1 B R E V E INTRODUCAO AO PROBLEMA DA R E L A T I -

VIDADE G E R A L 

A Relatividade Geral foi proposta por Albert Einstein entre os anos de 1915 e 1916. Logo 

apos a propositura da relatividade especial, que explica o movimento de sistemas dinamicos de 

particulas na ausencia de gravidade em 1905, Einstein iniciou os estudos do movimento destes 

sistemas na presenga de um campo gravitacional. 
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da curvatura do espago-tempo. E essa interpretagao teve um profundo impacto em toda a fisica 

teorica. 

Esta formulacao difere de forma significativa de alguns aspectos da fisica classica, em es-

pecial quanto a varias previsoes: a passagem do tempo, a geometria do espago, o movimento 

dos corpos em queda livre e a propagagao da luz. Apesar da relatividade geral ser uma teoria 

consistente com dados experimentais ha questoes ainda por ela nao respondidas. 

A teoria newtoniana nao e invariante por transformagoes de Lorentz, ela postula uma in-

teragao a distancia e uma propagagao instantanea do campo gravitacional para cada ponto do 

espago, e isso e oposto as ideias de Einstein contidas em um dos postulados da relatividade 

especial (veja a segao (3.1)). Desta forma, claramente, havia a necessidade de substituir a teoria 

cl&ssica por uma mais abrangente. 

Este fato requeria bastante trabalho, pois na relatividade especial a massa e considerada 

como outra forma de energia, e isso repercute no campo gravitacional. Diferentemente da 

teoria newtoniana, o campo gravitacional deve ser nao-linear, ou seja, o campo gravitacional 

de duas massas nao pode ser igual a soma dos dois campos destas massas, neste caso devemos 

considerar a energia gravitacional de todo o sistema. 

Podemos encontrar em (7) a afirmagao de que para solucionar esse problema Einstein valeu-

se dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Principio de Equivalencia entre a gravitagao e a in6rcia. Este principio nos diz que a 

massa gravitacional e a massa inercial sao equivalentes (apesar de nao haver nenhuma razao 

obvia para isso), ou seja, o efeito da gravitagao nao e sentido por um observador caindo livre-

mente. 

Galileu Gallei comprovou experimentalmente que quaisquer corpos massivos em queda 

livre sentem o mesmo efeito da forga gravitacional, independentemente da massa possuida por 

esses corpos. Atraves deste fato o enunciado do principio de equivalencia nos diz que existem 

pontos do espago-tempo em um campo gravitacional arbitrario que um sistema de coordenadas 

pode ser considerado "localmente inercial". 

4.2 METRICAS E TRANSFORMACOES D E COORDENA-

DAS 

No espago piano a nogao de distancia entre dois pontoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x e y 6 dada pela grandeza \x — y\ — 

yj[xl - y 1 ) 2 H \-{x" -y")2, entretanto, em mecanica classica o espago estudado e em tres 

dimensoes (n = 3). A metrica e uma generalizagao desse conceito de distancia ou, em geral, 
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do tamanho de um vetor. 

Como pode ser visto em (8) a relatividade especial "mistura" o tempo com as outras coorde-

nadas, tratando-as de maneira equivalente e assim temos um espago-tempo quadridimensional. 

Na relatividade especial esse espago € chamadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA espago-tempo de Minkowski, que pode ser 

descrito pelo elemento de linha zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ds2 = j]^d^d^, (4.1) 

(onde j 1 , t;2, e £ 3 sao as coordenadas espaciais). Estamos considerando a velocidade da luz 

igual a 1, assim £° = t. Os rjap sao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J?00 *7l 0 T]20 T730 ^ 

nap = 

/ - 1 0 0 0 ^ 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

(4.2) 
*7o i *7l l *?21 7731 

7]02 7712 T]22 V32 

\ 103 113 ^722 7̂33 /  \  U U U 1 j 

Note que a metrica de Minkowski % v e invariante por transformagoes de Lorentz como vimos 

na segao (3.1) 

Essa metrica e a metrica cartesiana 8tj sao metricas planas1. 

A relatividade geral necessita descrever sistemas de referencias nao inerciais, em outras pa-

lavras, na relatividade geral ha uma necessidade de transformagoes de coordenadas mais gerais 

do que as transformagoes de Lorentz. Essa transformagoes devem considerar difeomorfismos 

(que serao definidos na segao (4.3)). 

Para entender o conceito de metrica em relatividade geral, primeiro, consideremos o tensor 

gpV que e chamado de metrica do espago-tempo de um espago-tempo pseudo-Riemaniano que 

define um elemento de linha 

ds2=g^v(x)dx^dxv. (4.3) 

Veremos na proxima segao as condigoes necessarias para que ds2 seja um escalar, ou seja, sob 

transformagoes de coordenadas xf(x) 

ds' = ds. (4.4) 

O tensor g^v, chamado de tensor metrico, codificara as informagoes sobre o campo gravitaci-

onal. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 

o 
1

 As metricas planas sao usadas no espago Euclidiano. 

o 
^3 
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4.3 A L G E B R A TENSORIAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Estudaremos nessa segao aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA transformagoes de coordenadas na relatividade geral. As trans-

formagoes de coordenadas vem sendo usadas desde Galileu com o objetivo de simplificar pro-

blemas fisicos. Na relatividade nao e diferente, Einstein valeu-se do fato de que um observador 

dentro de um campo gravitacional nao percebe a agao da forga de campo (de um modo mais 

formal dizemos que em uma regiao infinitesimal na redondeza de um ponto podemos descon-

siderar os efeitos da gravidade e considerarmos essa regiao localmente inercial), ou melhor 

dizendo, ele nao distingue que tipo de forga esta atuando sobre ele, assim podemos considera-lo 

como um observador localmente inercial, e todas as transformagoes de coordenadas devem ser 

feitas tendo como parametro este observador. 

As transformagoes de coordenadas na relatividade devem possuir algumas propriedades, a 

primeira e que elas devem ser inversiveis e a segunda e que elas devem ser diferenciaveis e suas 

inversas tambem devem ser diferenciaveis. Essas transformagoes sao chamadas transformagao 

gerais de coordenadas ou difeomorfismos. 

Mediante os conceitos abordados em (9) definiremos um campo vetorial V como sendo 

expresso em uma base generica de vetores e^, ou seja, 

V = V % . (4.5) 

Se considerarmos um vetor x^ tangente a uma curva sob transformagoes de coordenadas temos 

axr 

que e uma famflia de vetores contravariantes. O termo contravariante significa que os indices 

estao posicionados na parte superior do termo que expressa o vetor. 

Uma base natural para os vetores V id j dxP, que sempre geram vetores tangentes a curva. 

Agora podemos pensar em vetores como operadores diferenciais de primeira ordem, via corres-

pondencia 

V» V = V % . (4.7) 

Objetos que se transformam como operador de derivagao 

d dxv d 

9jfl* ~ d^ dx!» ( } 

sao chamados de vetores covariantes e para manter a invariancia de V, sua componente se 

transforma como vetores contravariantes (4.7). 

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 

iXm 
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Em posse destas informagoes mostraremos qual a forma da transformagao de vetores utili-

zados pela geometria diferencial. 

O primeiro exemplo e de como se transformam fungoes escalares. Considere a fungao / 

sob a transformagao de coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x** —> x/fl: 

f'(x')=f(x). (4.9) 

Isto implica que fungoes sao invariantes quanto as transformagoes de coordenadas e essa e 

a primeira face das transformagoes de coordenadas utilizadas na geometria diferencial que a 

partir de agora chamaremos apenas de transformagoes. 

Definimos entao objetos que transformam os vetores contravariantes V^: 

dx!*1 

V > 1 = i-7VV- (4-10) 

Vetores covariantes diferem simbolicamente dos vetores contravariantes pela posigao do 

indice que e posto na parte inferior, e sao objetos do tipo U^, apresentando, tambem, uma 

transformagao de coordenadas que e o inverso da transformagao de um vetor contravariante, e 

e dada por 

^ = j £ < > v , (4.1D 

(compare com a equagao (4.9) e observe a posigao dos indices). A derivada de uma fungao / 

dada por = d^f € um exemplo de um vetor covariante, cuja transformagao e 

< ^ / V ) = J ^ / t o - (4.12) 

No final da segao (4.2) apresentamos o termo tensor de segundo posto, pois bem, agora 

explicitaremos o significado deste termo. Um tensor e classificado segundo o numero de indices 

livres que ele possui, ate" entao os tensores apresentados nesta segao foram todos de posto 1 

(vetores), pois possuiam apenas um indice livre, veja como exemplo a equagao (4.12), que 

possui o indice p. independente, na segao (4.2) apresentamos a metrica g^v, que possui os 

indices p e v livres, conforme ja foi dito este tensor e um tensor de posto 2. Vejamos agora um 

pouco mais deste tema. 

Tensores sao objetos que se transformam como produtos de vetores contravariantes e veto-

res covariantes. 

O 

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 
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Podemos considerar o caso do tensor A M V cuja lei de transformagao e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, , dx° dxP A 

V W ^ ^ P ' (4-13) 

Podemos perceber que esse objeto se transforma por meio do produto de dois vetores covarian-

tes. Assim, A u v e um tensor covariante de posto 2. 

OszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tensores contravariantes de posto 2 sao definidos como os que se transformam como 

produto de dois vetores do mesmo genero. Observe o exemplo do tensor B^v que e descrito 

pela a transformagao 

B ^ = M M B c P ( 4 1 4 ) 

dxa dxP 

A metrica g^v e um tensor covariante de posto 2 e se transforma de forma identica a (4.13) e 

sua inversa g M V se transforma como (4.14). 

Existem tambem tensores formados pelo o produto de vetores contravariantes e vetores 

covariantes, estes sao chamados de tensores mistos e sao representados por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.„ dx1* dxP -

Lembrando que em todos os casos nosso sistema pode ser formado por vetores contravariantes 

e p-covariantes e o calculo 6 feito atraves da regra da cadeia da derivada. Note que se um tensor 

e nulo em um sistema de coordenadas ele se mantera nulo em quaisquer outros sistemas de 

coordenadas. 

Um tensor misto de grande utilidade e o 8 de Kronecker: 

(4 ,6 ) 

10 p + \. 

Observe que ele se transforma como um tensor: 

-pdx'Pdx™ dx,PdxJ» -p 

Podemos fazer as seguintes operagoes algebricas com tensores: podemos soma-los, multiplicci-

los e contrai-los. A adigao de tensores ocorre da seguinte maneira: 

A^ + B^C^. (4.18)' 

Note que os tensores devem ser de mesmo posto. Tambem podemos fazer o produto direto dos 
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tensoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ay • A contragao de uma maneira geral e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ dx? dx^dxO1 p x ,M%tv, 

~ dx!* a p a 

dxP 

Um exemplo particular de uma contragao e o produto escalar de um vetor contravariante e um 

vetor covariante que resulta em um escalar. 

4.4 C A L C U L O TENSORIAL 

Nesta segao abordaremos os principios da derivada covariante. Como vimos, transforma-

goes de coordenadas sao uma otima ferramenta para os estudos das leis da Relatividade de 

Einstein. Porem, as leis da fisica sao formuladas atraves de equagoes diferenciais ordinarias 

(veja os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano no capitulo 2), desta forma seria bastante 

util uma definigao para a diferenciagao de tensores. 

Como pode ser visto em (7, 9) a diferenciagao de um campo escalar e um vetor, entretanto 

nem sempre a diferenciagao de um campo vetorial ou um campo tensorial resulta em um ten-

sor. Para verificar essa afirmagao considere a transformagao da derivada parcial de um vetor 

contravariante dada por 

v dx»dx*\dxP ) 
(4 20) 

dx»dxP ° d^dxPdx* ' 

Veja que a aparigao do ultimo termo desta equagao mostra claramente que a derivada parcial de 

um vetor contravariante nao e um tensor. 

Para calcularmos uma derivada precisamos subtrair vetores associados a pontos diferentes 

do espago. Diferentemente do espago piano, em um espago curvo vetores em pontos diferentes J £j> 

nao pertencem ao mesmo espago vetorial e por isso nao existe nenhuma nogao natural de comoj 

l o 

subtrai-los. E necessaria a inclusao de uma nogao de transporte paralelo para que esses vetores; • 

sejam colocados no mesmo ponto. observe isso atraves da definigao formal de derivada em um | 

lo l 
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espago Euclidiano dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M componentes de um campo vetorial V = V^e^ com respeito a**1: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

BV>= W ( ^ A r * . . . . ) - ^ . . . ^ . . . . ) 

dxv Ax»->0 Axv 

No numerador de (4.21) consta uma subtragao e e exatamente essa subtragao a responsavel pelo 

termo extra na equagao (4.20). 

Para solucionar esse problema necessitamos introduzir um conceito de derivada para ten-

sores. Introduzimos entao o conceito abordado em (9) dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA derivada covariante VyV^ de um 

campo vetorial definida por 

VMV^ = dyV*1 + r ^ A V A . (4.22) 

Os simbolos P j , sao o que chamamos de conexao2. 

Tendo definido a derivada covariante de um vetor contravariante, definiremos a derivada 

covariante de um vetor covariante como 

V^Uy = dyUy-r^yUX. (4.23) 

Para um tensor misto a derivada covariante e definida como 

v M r ; = d ^ + r ^ r * - r * , r p

v . (4.24) 

E conveniente que definamos uma conexao compativel com a metrica sob a qual essa e 

constante. Ou seja, 

VvSvA^O. (4.25) 

Primeiro considere as equagoes 

0 = VvgpX = dygpX - T%gaX - r«xgpa, (4.26) 

0 = Vpgvx = dpgyX ~ r%ygaX - r « A g v a , (4.27) 

0 = V A * v p = dkgyP - T
a

Xvgap - Ta

kpgya. (4.28) 

2 A conexao e o termo que carrega as informacoes do vetor durante o transporte paralelo. 

O 

I o 

o 
j U . 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

» 
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Veja que se fizermos a soma de (4.27) e (4.28) e subtrairmos por (4.28) teremos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dvgpx + dpgvX - dkgvp = +T°lpgaX +T%xgpa 

- n u « p - n > «zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (4.29) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= sax ( r j p + r « v ) + g a p ( r « A - r « v ) + g a v ( r « v - r%) 

= 2gnXTvp-

Na penultima linha impomos adicionalmente a simetria da conexao TyP = rpv com respeito 

aos dois indices inferiores. Os segundos e terceiros termos entre parenteses ap6s a igualdade se 

anulam e temos finalmente: 

Typ = \g»X(dv8px + dp8vX ~ hgvp)- (4-30) 

A conexao nao necessariamente deve ter essas caracteristicas, entretanto essa imposigao a ca-

racteriza como os Simbolos de Christoffel Fyp e a chamamos de conexao afim. 

Utilizando o fato de que a derivada covariante se transforma como um tensor podemos obter 

a transformagao da conexao, que evidentemente nao pode se transformar como um tensor: 

^ dx?" 9xK dx?** W dxVdxfVdxPdxP' { } 

A atuagao de V u em um produto direto de tensores e dada por 

V ^ f l J ) = ( v X ) f l J + ^ ( V M f l S ) . (4.32) 

Isto 6 uma generalizagao da f6rmula de Leibniz. 

Um fato importante de derivadas covariantes e que o delta de Kronecker e constante. Ob-

serve: 

= r ; A - r ; , = o . 

Em decorrencia disto, veja o que ocorre com a contragao de indices. Primeiramente, considere 

um tensor misto Ap, a derivada covariante dele 6 

UJ 

V ^ = d , A j + ^ A j - r J p A j , (4.34) g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmJ  

vemos que (4.34) e similar a (4.24), entretanto, se considerarmos a contragao A J teremos 
££3 

V ^ = 3vA^TlxA
x-I%vAl=dvAl. (4.35) O 

U . 
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A relacao que este fato tem com (4.33) e que podemos provar isso usando o fato do delta de 

Kronecker ser constante, conforme podemos ver: 

= V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM ( ^ 5 V

P

) 

= (V„i4j)S?+A*(VMaJ) (4.36) 

= V „ ( A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX ) .  

4.5 CURVATURA 

Analisaremos nesta segao o carater geometrico envolvendo as derivadas covariantes. Pri-

meiramente, vide (10), considere um paralelogramo infinitesimalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pqrs possuindo as coordena-

das { ^ } , {xP + e^}, {xr1 + + 8^} e {x*1 + <5^}, respectivamente, alem disso, e 5^ sao 

infinitesimals. Consideremos o deslocamento ao longo da curva C = pqr e da curva C' = psr 

(veja a figura 5). Podemos calcular a variacao VJ? - V1^, para isso, primeiro veja que 
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Vgh)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = V ' l { p ) + V M V M ( p ) ^ J (4.37) 

Vg(«) =V^q) + VflV^q)Sll. (4.38) 

Substituindo a equagao (4.37) na equagao (4.38) teremos, 

y'ciq) = V^ip) + V v V * ( p ) £ v + V v V ^ ( p ) S v + V v V p V " (p)eP5 v. (4.39) 

Analogamente zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ ( ^ ^ W + V v ^ W ^ + V ^ W ^ + V v V p ^ W S " ^ . (4.40) 

Logo 

^W-^cW = ( V V V P - V p V v ) 5 ^ v . (4.41) 

Veja que o termo entre parSnteses da segunda parte de (4.41) e o comutador3 [V^, V v ] e isso nos 

instiga a definirmos curvatura em termo deste comutador, ou seja. a curvatura e uma medida da 

falha em vetores, transportados em um caminho fechado se voltarem paralelos a si mesmos. 

Calculemos entao 

[ V M , V V ] V = VpV v VP - V v VpVP. (4.42) 

Analisemos a equagao (4.42) por partes: primeiro vejamos VVV
P: 

+ r{!„(aMV'> + r? A V i ) (4.43) 

Em seguida vejamos V v V ^ V p : 

vA 

v v ( v u v p ) = a v ( ^ ^ + r ^ ^ ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+rp

va(dvvp+r%xv*) (4.44) 

-r°v(davp+r£Av
A). 

'Veja o Apendice (B.l). 



45 

Desta forma substituindo os valores de (4.43) e (4.44) na equagao (4.42) encontraremos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v A
rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) "W/ik 

(4 45) 

O lado direito da equagao (4.44) e o que chamamos de tensor de curvatura de Riemann-

Christoffel. Que pode ser reorganizado para 

/ V

(T/XV 
_ 3 r A _ n r A , rX rP _ r A r P 

"~ ^ U
1

 (TV " V * <yp. T 1 p p l VCT
 1

 V p
1

 /iO"- (4.46) 

Podemos deflnir entao 

(4.47) 

As simetrias desse tensor sao 

RaHX8 = -RaR8k (4.48) 

RapX8 = ~Rpak8 (4.49) 

Ra[fiX5] - 0 Rapk8 + ^a5/3A + ^ aAS/3 =
 0 (4.50) 

RafSX8 = ^ASa/3 (4.51) 

Segundo (8) tensor de Riemann permite definir um tensor bastante importante em relativi-

dade geral, estamos falando do tensor de Ricci. O tensor de Ricci e definido como a contragao 

do tensor de Riemann com ele mesmo, observe: 

V = < w - (4-52) 

Onde tensor de Ricci i ? ^ e simetrico, ou seja, 

Rvn=Rfiv (4.53) 

Assim, para n = 4 (ou seja, os indices variando entre 0, 1,2, 3) teremos o tensor de Ricci 

com 10 componentes independentes. O tensor de Riemann-Christoffel por sua vez teria n4 = 

256 componentes independentes mas as condigoes de simetria acima expostas vinculam esse 

tensor para ter apenas (n2 — 1) = 20 componentes independentes. 

A contragao do tensor de Ricci com a metrica nos fornece o escalar de Ricci ou escalar de 
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curvatura. Observe: 

(4.54) 

4.6 EQUAgOES DO CAMPO GRAVITACIONAL 

4.6.1 TENSOR MOMENTO-ENERGIA 

O principio da equivalencia e o principio da covariancia geral requerem que consideremos 

a materia do universo como a fonte de campos gravitacionais que serao representados pela 

geometria do espago e que as grandezas fisicas sejam representadas por tensores, em geral. 

Gravitagao e uma teoria de campos classica e desejamos poder descrever a materia tambem 

usando os metodos usuais de teorias de campos. Nesse caso a materia e representada por uma 

Lagrangiana adequada para descrever o tipo de materia desejada: campos escalares, vetoriais, 

espinoriais ou qualquer outra generalizagao desejada. 

O principio de covariancia geral requer ainda que a Lagrangeana que representa a materia 

seja invariante por transformagoes de coordenadas e o teorema de Noether portanto, afirma 

existir uma corrente conservada associada a essa simetria do problema Fisico. Segundo essa 

visao, e natural definir o tensor momento-energia associado a uma Lagrangeana de campos 

de materia como sendo o gerador associado a simetria de transformagoes por difeomorfismos. 

Difeomorfismos sao variagoes da metrica do espago-tempo e portanto e natural definir o tensor 

momento-energia conforme e definido em (9): 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM e a agao que descreve a materia adequadamente acoplada a geometria de espagos cur-

vos (isto e, com a definigao correta de elemento de volume apropriado e a nogao de acoplamento 

minimo implementada, substituindo-se as derivadas ordinarias por derivadas covariantes): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 5 
(4.55) 

(4.56) 

Explicitando (4.56) em termos de g M V teremos 

(4.57) 

Isso resulta na dedugao da equagao do tensor-momento energia de um fluido perfeito ex-

tremamente importante no estudo da cosmologia inflacionaria. Segundo (8) Um fluido perfeito 
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€ caracterizado por tres quantidades:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ua = dxa/dz; campo de densidade propria p 0 = Po(x); e 

o campo de pressao escalar P — P(x). O tensor momento-energia para um fluido perfeito e da 

forma 

Ta* = p0u
au^PS

ap. (4.58) 

O tensor SaP e um tensor simetrico de posto 2 definido por 

S*P=Xi/*vP+llffi. (4.59) 

onde X ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p sao constantes. A continuidade da equagao (4.97) implica que X = 1 e p = — 1 . 

Assim podemos reescrever (4.58) substituindo os valores de (4.59), 

Tafi = (Po + p ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk V - pg"?. (4.60) 

A equagao (4.60) e a definigao do tensor momento-energia de umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fluido perfeito. Segundo (11) 

para um gas onde a pressao e nula chamado de poeira p = 0 a equagao (4.60) fica 

T"? = puauP. (4.61) 

O gradiente desta fungao e importante para dar informagoes sobre o movimento dos elementos 

do fluido em um regiao nao homogenia. 

Outro tensor momento-energia importante e o tensor momento-energia de Maxwell, que 

em (8) e definido como 

Tap = ^ f - a ^ W j v + Jsa/i W M V ) • ( 4 - 6 2 > 

Na regiao de uma fonte as equagoes de campo sao chamadas de equagoes de Einstien-Maxwell 

e sao denotadas por 

Tap = ~2- g^FapFpv + ^gapF^F^. (4.63) 

A densidade de energia e dada pela a componente de (4.62) 

Too = ^(E2+B2), (4.64) 

e a densidade de momento 

(7bi,7b2,7b3) = ~(ExB). (4.65) 
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4.6.2 E Q U A T E S DE EINSTEIN zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A gravitagao newtoniana descreve o potencial gravitacional satisfazendo uma equaeao de 

Poisson onde a fonte esta relacionada com a densidade de materia. Uma generalizacao relati-

vistica dessa equagao deve levar em conta que a densidade de materia esta relacionada a outras 

correntes por meio de transformagoes de Lorentz. Em verdade ja sabemos que a densidade 

de energia, pressao e tensoes relacionadas a materia estao todas no mesmo tensor, o tensor 

momento-energia. Por analogia com a mecanica newtoniana e imbuidos no espirito do princi-

pio da equivalencia e da covariancia geral e natural procurarmos uma generalizagao da equagao 

de Newton da forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£MV = -SnGT^y. (4.66) 

onde o tensor E^y deve obedecer algumas restrigoes de ordem fisica e matematica. A primeira 

e que E^v deve ser um tensor construido em termos da metrica e de suas derivadas (primeira e 

segunda) e possuem dimensao da segunda derivada dela. Alem de ser sim6trico. Outro ponto 

importante e que seTliv6 covariantemente conservado, E^y tambem sera. 

Pode ser encontrado em (6) que a ultima imposigao e que para um campo gravitacional 

nao-relativistico tern: 

Eoo=Agoo. (4.67) 

Temos tambem que para um campo estatico fraco produzido por um densidade de carga nao 

relativistica p a componente tempo-tempo dada por 

g o o - - ( 1 + 2 $ ) . (4.68) 

Onde $ e o potencial newtoniano determinado pelas as equagoes de Poisson: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2<P = 4xGp, (4.69) 

e G e a constante de Newton. Porem, a densidade de energia TQQ para a metrica nao e relativis-

tica, no entanto, tambem e 

Too a p. (4.70) 

Combinando estas equagoes nos temos 

V2goo = -8M&0. (4.71) 

Esta equagao de campo e nao relativistica e nao respeita a invariancia de Lorentz. 

< 
O 
LJU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 

i 
MM 

CS2 

i . • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CD 
O 
u . 
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Entretanto, podemos escreve-la em termos da distribuigao do tensor momento-energiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tap 

da forma 

Gafi = -%nGTap, (4.72) 

em que Gap e uma combinagao nao-linear da metrica e de suas derivadas primeiras e segunda. 

Atraves do principio de equivalencia sabemos que as equagoes que governam os campos 

gravitacionais de uma forga arbitraria deve assumir a forma 

Glxv = CiRliV+C2gllvR, (4.73) 

onde C\ e C2 sao constantes. 

Usando a identidade de Bianchi4 temos que a divergencia de G^v e 

(%W=(^+C2^Rv. (4.74) 

Para essa equagao anular-se devemos ter C\ — -C2/2, assim (4.73) pode ser reescrita como 

G „ v = Ci [Rpv-^gfivRy (4.75) 

entretanto, podemos considerarCi = 1, logo 

G M V = R^iv ~ ^8nvR = -SKGT^. (4.76) 

Estas sao aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA equagoes de Einstein. 

Contraindo (4.76) em termos do inverso da metrica g^y, temos 

R-2R = -SnGT^ (4.71) 

ou 

R = SKGT£, (4.78) 

substituindo em (4.76) fica 

fyv " \gM^GT.u) = -ZnGT^. (4.79) 

No vacuo T^v = 0, logo 

Rnv = 0. (4.80) 

< 
O 
IU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t— I 
O l 
I I 

Esse foi o resultado final do magnifico trabalho iniciado por Einstein logo apos a propositura 

4

Para mais detalhes sobre a identidade de Bianchi veja (8). 

O 
LL. 
ZD 
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da Relatividade Especial, em 1905. Seu desenvolvimento demorou uma decada mas obteve 

uma expressao de extrema simplicidade que representa todos os principios fisicos que se queria 

introduzir na teoria de maneira clara. Embora a justificativa fisica utilizada com as analogias 

com a mecanica classica possam parecer insuficientes, a equagao apresenta extrema elegancia e 

simplicidade e do ponto de vista matem&tico parece essencialmente unica. Mesmo assim nada 

garante ainda que essa equagao possa descrever o comportamento de campos gravitacionais. 

Contudo, pode-se mostrar que essa equagao apresenta um limite nao-relativistico compati-

vel com a mecanica newtoniana e as previsoes feitas com essa teoria apresentam enorme preci-

sao experimental. 

Tida como a grande obra-prima de Einstein, a teoria da Relatividade Geral, resumida em 

uma equagao tao simples, e hoje considerada a teoria classica da gravitagao e o estudo de suas 

consequencias continua intrigando geragoes de Fisicos. 

Num trabalho cuja principal preocupagao e salientar as tecnicas de teorias de campos utili-

zadas na Fisica e importante observar que essa equagao de movimento deve ser tambem obtida 

por meio de um principio variacional. Nessa formulagao a relatividade geral mostra ainda uma 

maior simplicidade e elegancia e possiveis generalizagoes ficam claras. 

As equagoes de Einstein podem ser obtidas a partir de um principio variacional baseado 

em uma Lagrangiana. Para construirmos uma Lagrangiana que tenha como campo a m6trica 

precisamos construir uma Lagrangiana em termos de derivadas segundas desse tensor, e o tensor 

de curvatura e o elemento geometrico que depende das segundas derivadas da metrica. Impondo 

ainda que a agao seja um escalar temos apenas uma possibilidade para considerar: 

Esta equagao e chamadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA agao de Einstein-Hilbert e g e o determinante da metrica. O principio 

de minima agao segundo (3) nos diz que as equagoes de movimento sao determinadas a partir 

(4.81) 

de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S8SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEH — G\ (4.82) 

temos ainda que: 

(4.83) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 
Analisando separadamente os termoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8 t  

(4.84) 

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZD 
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8gR = 8(g^R,v) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( V
V

) V + ^
V

( « V ) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Substituindo estes termos em ( 4. 83)  teremos 

( 4. 85)  

88SEHzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = J d4x^ 

( 4. 86)  

Pode ser mostrado que a variagao 8R^V = V^(6rJv) - Vv(5r^A). Logo o termo da variagao 

do tensor de Ricci e uma derivada total e nao contribui para a variagao funcional, assim 

88SEH = j d4xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^Rf t y + ^gMvR^ \TIg. ( 4. 87)  

Nao ha nenhuma restrigao para colocarmos um termo de constante cosmologica A, e com 

esse feito teremos a equagao ( 4. 81)  escrita como 

SEHA = j d4xV=g(R-2A). ( 4. 88)  

A constante cosmolbgica sera introduzida na abordagem classica das Equagao de Friedmann na 

segao ( 5. 2) .  

Essa formulagao nos permite calcular a acao total ST em termos separados, ou seja, pode-

mos separar a agao do campo gravitacional e da materia de tal forma que 

S T = S^GSEH+SM' ( 4 , 8 9 ) 

Onde G e a constante gravitacional newtoniana. Alem disso, podemos tambem escrever 

8ST = -1—8SEH + 8SM. ( 4. 90)  

07T& 

Se substituirmos na equagao ( 4. 90)  as equagoes ( 4. 87)  e ( 4. 57)  teremos 

ssT = Jd4x L L (R^V + lGFLVRJ + rM V] W = * 

Desta forma o principio de minima agao nos diz que 

( 4. 91)  

Rf i v  + 2*/ i v* = - 8 7 TGr MV,  ( 4. 92)  

e portanto mostramos que as equagoes de Einstein podem ser obtidas a partir de um princi-

pio variacional. 

< 
O 
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Consideremos agora um variagao de coordenadas geradas por um campo vetorial V M : 

Essa transformagao implicara em uma agao de Einstein-Hilbert da forma : 

(4.93) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V) 
= / ^ 4 x v ^ [ G M V ( V M V v + V v ^ ) ] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= -j ^ v ^ [ V M G M V V v + V v G M V ^ ] . 

Uma das propriedades do tensor de Einstein e que ele e simetrico e G^ v = GV ju, logo 

(4.94) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 M V 
(4.95) 

O vetor contravariante V M introduz uma transformagao de coordenadas e devemos impor que 

a Fisica seja invariante por transformagoes de coordenadas, ou seja, os fenomenos Fisicos nao 

dependem do observador, isso implica que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V G ^ O .  (4.96) 

Assim,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Gfxv satisfaz uma lei de conservagao. E facil perceber que uma aplicagao analoga dessa 

transformagao de coordenadas na agao da materia acarreta uma lei de conservagao semelhante 

para o tensor momento-energia: 

V % v = 0. (4.97) 

O 
UJ 

as zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 
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5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA APLICAQAO: METRICA DE 

FRIEDMAN-ROBERTSON-

WALKER 

5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 M E T R I C A D E F R I E D M A N N - R O B E R T S O N - W A L K E R 

A teoria da relatividade geral permite pela primeira vez o estudo matem£tico de proprieda-

des do universo como um todo, ou seja, da cosmologia. 

Uma importante ferramenta nesse estudo sera discutida aqui, um modelo simplificado que 

apresenta, a despeito de sua simplicidade, muitas caracteristicas importantes que acreditamos 

sejam validas para o nosso universo. 

Esse modelo e conhecido como modelo de Friedmann-Robertson-Walker e e baseado na 

metrica com o mesmo nome. 

O principio cosmologico assume que o universo, em largas escalas, e homogeneo e isotro-

pico e esse fato e verificado experimentalmente com certo grau de precisao. Assim, vamos tentar 

descrever o universo com essa suposi^ao quanto a sua simetria. Isso indica que o universo nao e 

necessariamente estatico, mas que suas se^oes espaciais devem ser espacos 3-dimensionais ma-

ximalmente simetricos. Existem apenas tres desses espa?os em tres dimensoes, ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA espa90 piano, 

a esfera e o hiperboloide. Essas tres possibilidades podem ser contempladas em uma metrica 

como expressa abaixo que e a unica metrica homogenea e isotropica possivel, como pode ser 

visto em (8): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ds1 = -dt1 + a2(t) 
dr2 

+ r2(dd^ s in 2 6d$) \-kr2 

(5.1) 

O 

onde os valores de k representam a topologia do universo. Conforme vemos e m ( 1 2 ) e ( l l ) com 

k = 0 teremos piano, com k=\ teremos uma esfera e k = — 1 teremos um hiperboloide, com 

consequencias para a evolu9ao do universo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I ,'  

UL. 

ZD 
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A metricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g ^ v e representada pela a matriz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8nv = 

- 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
,2  

E tambem sua inversa, 

»J" V — 

/ - 1 

0 

0 

0 

aru] 

0 

0 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r V ( f ) 

0 0 

0 

0 

0 

r V ( r ) s i n 2 0 

(5.2) 

0 

i-ki2 

0 

0 

0 

0 

_ 1 

r^t) 

0 

0 

0 

0 

1 

r 2 a 2 ( 0 s i n 2 e / 

Enquanto, as componentes das diferenciais serao dadas por 

dx° = dt, 

dxl = dr, 

dx2= dd, 

dx3 = dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(j). 

(5.3) 

(5.4) 

Tomemos essa metrica como a representa?ao da geometria do universo e calculemos os 

seus tensores de curvatura. 

Primeiramente calculemos os simbolos de Chistoffel em termo da metrica (5.1) usando 

a equacao (4.30). Primeiro faremos para X = 0: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r° = 

0 

kr2-! 

0 

0 

0 

0 

Ai(f)<*(f) 

o 

0 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

r2a ( f ) f l ( f ) s in 2 0 j 

(5.5) 

Para A = 1, teremos 

r 1 = 

0 
4 0 

0 0 

m kr 

kA-i 
0 0 

0 0 r ^ - l ) 0 

\ 
0 0 0 rikr2-!) s in 2 0 

(5.6) 
< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 

ZD 
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Ja parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X=2 

r 2 = 

Por hm, para A = 3 temos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-3 

0 0 
d(t) 
m 

0 

0 0 i 
r 

0 

d(0 
W) i ) 0 

0 0 0 - cos 6 sin 0 

f ° 
0 0 «(0 \ 

0 0 0 l 
r 

0 0 0 COt0 

dU) 
\ a(t) 

J cote 
0

 J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

(5.7) 

(5.8) 

Os tensores de curvatura R^vp possuem os seguintes valores diferentes de zero: Primeiro 

os valores de R^0p sao 

R{t, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a(t)a(t) 

1 0 1 " I ^ T ' 

R°202 = -r2a(t)a(t), 

R%3 = -i*a(t)a{t)mn?0. 

Em seguida os valores de /?^ 0 p sao 

*oio — 

*212 — 

*313 = 

Enquanto para os valores de / ? 2

2 p sao 

*020 — 

#121 

*323 — 

a(tY 

- r 2 s in 2 0 ( f c + « 2 (O). 

k + d2(t) 

kr2-l 

-^sm2 d(k + a2(t)). 

Por fim, para os valores de R3^3p sao 

a(t) 

„3 * + " 2 ( 0 

«232 = - ^ ( * + « 2 W ) -

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 
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Estas contas pode ser encontradas no Apendice C. 

O escalar de RiccizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R = g^vR^v em termos da metrica de Friedmann-Robertson-Walker 

possui o valor de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6[k+d2(t)+a(t)a(t)] 
R = 

a\t) 
(5.13) 

Na suposicao de um universo homogeneo e isotropico representaremos as galaxias como 

um fluido nao-interagente descrito apenas pela densidade de energia e pressao. Na verdade essa 

possibilidade e fixada pela propria simetria da metrica conforme pode ser encontrado em (9), 

embora nao vamos provar esse resultado. 

O Tensor momento-energia que descreve essa materia T^v € escrita como 

T^iv = (p + P)"/i"v+PgMv, (5.14) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (1,0,0,0) e um sistema de coordenadas com6vel. Isto e exatamente o tensor momento-

energia de um fluido perfeito. E ^ e a velocidade do fluido com respeito ao sistema de coorde-

nadas de repouso em relacao ao fluido. Temos tambem p como a densidade de energia e p e a 

pressao. 

A conservacao do tensor momento-energia representa uma equacao de continuidade e nao 

fornece, portanto, toda a informacao sobre o fluido de interesse. £ necessario alguma infor-

macao adicional que complemente a informacao que seria obtida com a Lagrangiana. Essa 

informacao e uma equacao de estado, ou seja, uma relacao entre as grandezas macroscopicas 

do problema. Consideremos o caso mais simples e usual, 

P=G>P, (5.15) 

e co e um parametro da equacao de estado. 

Aplicando a conservacao do tensor momento-energia, a unica consequencia nao-trivial vem 

de 

v M 7^° = + r ^ 0 r v 0 + r ^ r ^ = o, (5.16) 

que para um fluido perfeito e expressa como 

a p ( 0 + r > M + k r y = o . (s.i?) 

Inserindo o resultado encontrados para os simbolos de ChristofTel teremos 

(5.18) 
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Para essa materia podemos obter tambem as equacoes de Einstein 

(5.19) 

Onde A e a constante cosmologica. 

Apenas duas componentes sao nao-triviais de (5.19), as componentes 

(5.20) 

com isso as equacoes de Einstein nos fornecem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a1 kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SkG A 

(5.21) 

- 3 - = 4^G(p + 3/?)-A. 
a 

Temos entao duas equacoes como consequencia da equacao de Einstein e uma equacao 

de conservacao. Essas tres equacoes nao sao independentes ja que a conservacao do tensor 

momento-energia esta relacionada com a conservacao do tensor de Einstein. Assim temos ape-

nas duas equacoes independentes para descrever essa cosmologia e em geral e conveniente que 

se escolha apenas as duas equacoes que tern derivadas de primeira ordem uma vez que equacoes 

diferenciais de primeira ordem sao em gerais muito mais faceis de resolver do que equacoes de 

segunda ordem. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.2 EQUACAO DE FRIEDMANN EM UMA ABORDAGEM 

A equacao de Friedmann descreve a expansao do Universo e e a mais importante equacao 

da cosmologia. Ela e derivada da energia potencial gravitacional e da energia cinetica de um 

sistema de particulas. 

Assim como e abordado em (12) iremos considerar o Universo expandindo de forma uni-

forme, com densidade p com uma massa contida em um determinado volume. Podemos con-

siderar qualquer ponto como sendo o centro. Com isso, consideraremos uma particula a uma 

distancia r de um determinado ponto e de massa m. segundo a teoria newtoniana esta particula 

esta sob acao de um campo de forca devido ao meio em que esta particula esta contida. 

CLASSICA 
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Este meio possui uma massa dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M = 4xpr3/3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5.22) 

contribuindo para a forca gravitational, de seguinte forma, 

GMm AnGprm zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
F

 = — =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <
5

-
2 3

> 

e assim a particula possui uma energia potencial gravitacional 

v=GMm = AKGpr^m • 

r 3 

A energia cinetica e dada por 

T = ^mr2. (5.25) 

A equacao que trata do deslocamento em relacao a r e derivada do teorema da conservacao 

de energia que dado por 

U = T + V, (5.26) 

onde U e constante. Substituindo as equacoes (5.24) e (5.25) em (5.26), temos 

1 4n ~> 
U = -mrl - —Gp?m. (5.27) 

Esta equacao descreve a separacao de duas particulas. 

Por conta da homogeneidade do Universo chamaremos as demais coordenadas de "coorde-

nadas perturbadas". Estas sao as coordenadas levadas junto a expansao. Como a expansao e 

uniforme, a relacao entre a distancia real f e a distancia perturbada x e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r = a(t)x, (5.28) 

a homogeneidade nos assegura que a(t) € uma funcao de um tempo unitario. A quantidade a(t) 

e crucialmente unica, e e o fator de escala da expansao do Universo. E a medida da taxa de 

expansao do Universo. Ela nos diz que as distancias fisicas estao crescendo ao longo do tempo. 

Por fim, substituindo a equacao (5.28) na equacao (5.26), encontramos a equacao 

U = ^mdx2 - y GpaVm, (5.29) 

e multiplicando por 2/m 2* 2, finalmente, chegamos a 

fd\2 &7tG kc2 

P--T, (5-30) 3 r a 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = —lU/nvr. Esta e a equacao de Friedmann para a expansao do Universo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.3 INFLACAO 

Na formulacao da relatividade geral, Einstein acreditava em um Universo estatico, mas, 

essa teoria e incompativel com isso. Esse fato se da simplesmente por conta de toda a atracao 

gravitacional existente, e nenhuma solucao dessas equacoes corresponde a um Universo esta-

tico. Para solucionar esse problema, Einstein propos uma mudanca em suas equacoes, algo que 

ele consideraria "o maior erro" de sua vida. Isso era a constante cosmologica. 

A introducao deste termo, embora enfraquecido por Einstein, e hoje um dos mais impor-

tantes e enigmaticos termos da cosmologia. A constante cosmol6gica, hoje, aparece como um 

termo extra na equacao de Friedmann e se da da seguinte forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H2 = — p - - 1 + - , (5.31) 
~3~h a2 ' 3 

onde A tern unidades de [tempo] - 2. A constante cosmologica e descrita em termos da geometria 

Euclidiana plana, k = 0. 

O efeito de A pode ser visto mais diretamente na equacao da aceleracao, mas usando a 

equacao de Friedmann agora como dado em (5.31), temos 

2 

a) 

a\2 4nG( 3 p \ A 
= T - P + - T + T . (5.32) 

Em principio a constante cosmol6gica pode ser positiva ou negativa, entretanto, estudare-

mos o caso positive Isso acarreta em uma contribui9ao para a positiva, e assim, efetivamente 

para uma forca repulsiva. Em particular a constante cosmologica e suficientemente grande, po-

dendo superar a atracao gravitacional e proporcionar a inflagao. Todas as condicoes do lado di-

reito sao significativas, entao isto e bastante complexo. Felizmente, as duas primeiras condicoes 

estao reduzidas rapidamente pela a expansao, enquanto o ultimo termo permanece constante. 

Assim, depois de certo tempo, unicamente a constante cosmologica sera significativa e teremos 

como H = a/a, temos que 

# 2 = y . (5.33) 

LU 

a = J^a. (5.34) : i 

O 
o 

ZD 
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A solucao desta equacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a{t) = exp (Jj*) • (5-35) 

Assim, quando o Universo e dominado pela a constante cosmologica a expansao se torna extre-

mamente acelerada. 

O 
O 
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6 COMPUTAQAO SIMBOLICA 

Nesse capitulo mostraremos uma forma alternativa e pratica de fazer todos os calculos do 

Apendice C cujos resultados foram mostrados na secao (5.1) do capitulo (5). Faremos isso 

atraves do uso da computacao simb61ica. O programa utilizado foi o Mathematica, com ele 

podemos calcular todos os tensores de Reimann, entretanto mostraremos como calcular o tensor 

de Ricci RpV. 

Primeiro o que deve ser feito e baixar o pacote do Mathematica RGTC1 que pode ser encon-

trado facilmente no site http : // www.inp.demokritos.gr/~sbonano/RGTC/. As funcoes usadas 

para operar sobre todos os tensores da geometria Reimaniana sao:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Raise/Lower para baixar ou 

levantar indices, Contract para especificar miiltiplos indices, Covariant and Lie Diferentiantion 

e Covariant Divergence. Essas funcoes, juntamente com as funcoes do Mathematica Outer 

(usada para produtos de tensores) e Transpose (para o rearranjo dos indices), fornecem as ferra-

mentas necessarias para executar todas as operacoes dos tensores Reimanianos no computador, 

no entanto, mostraremos apenas os calculos do tensor de Ricci. 

O primeiro passo para iniciar os calculos, apos a instalacao do pacote RGTC, e introduzir 

o codigo de inicializacao 

< < EDCRGTCcode.m (6.1) 

Esse codigo vem combinado com o c6digo de EDC (do ingles: Exterior Diferential Calculus) 

para permitir os calculos em frames arbitrarios. 

Em seguida especificamos o espaco de Riemann, criando uma lista de simbolos (= coordi-

nates), usaremos um sistema de coordenadas esfericas, para isso digitamos o comando 

xcoord = {r,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, 0,/} (6.2) 

Para especificar uma matriz simetrica das funcoes destas coordenadas usamos o comando (= 

metric tensor). Os nossos calculos serao em termos da metrica de Friedman-Robertson-Walker, 

l0 pacote RGTC 6 compativel com a versao Mathematica 3.0 ou todas as versoes posteriores. 

http://www.inp.demokritos.gr/~sbonano/RGTC/
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sendo assim, digitamos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g = {{- l ,0 ,0 ,0} ,{0 , f l [ / ]
A 2/( l -^r

A 2) ,0 ,0} , 

{O,O,flMA2rA2,O},{O,O,O,rA2aMA2Sin[0]A2}}; 

Em seguida digitamos 

simpRules = TrigRules; 

e por ultimo 

RGtensors[g, xCoord] 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

Seguindo estes passos podemos calcular os elementos da metricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g^v e de sua inversa g^v 

digitando simultaneamente as teclas Shift e Enter sequencialmente em (6.1), (6.2), (6.3), (6.4) 

e (6.5), com isso teremos: 

gdd = 

1 0 

4]_2 

0 0 

0 & 0 0 

0 0 r 2 ^ ] 2 0 

^ 0 0 0 r ^ f f S i n l e ] 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

LineElement = - _ d{t}2 + ,*a[t]2d[e]2 4- r 2 a[r] 2 J[( P ]
2 Sin[0] 2 

1 ~~\~ kv 

gUU = 

/ - 1 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

0 

-1+kr2 

0 

0 

0 

0 

rtaW 

0 
Csc 

r 

[9£ 
^aW J 

gUU computed in 0.047 sec 

Gamma computed in 0.016 sec 

Riemann(dddd) computed in 0.031 sec 

Riemann(Uddd) computed in 0.016 sec 

Ricci computed in 0. sec 

Weyl computed in 0.047 sec 

Conformal ly Flat 

Einstein computed in 0. sec 

onde a matriz g^v e simbolizada por gdd e a matriz g^v e simbolizada por gUU. 

Todos os simbolos de Christoffel r £« tambem podem ser calculados de forma rapida e pra-
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tica, para isso introduzimos o comando GUdd[[valor dos indices]]//MatrixForm2 e em seguida 

digitamos Shift+Enter, novamente. Mais uma vez encontraremos os valores esperados: 

GUdd[[l]]//MatrixForm 

^ 0 0 0 0 

o 0 0 

0 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r2a[t]a'[t] 0 

0 0 0 ^aWSin la jVM zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

GUdd[[2]]//MatrixForm 

0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a\t] 

kr 

a[t] -\+kr2 

0 0 

0 0 

kr2) 0 

r ( - l + f c r 2 ) S i n [ 0 ] 2 j 

GUdd[[3]]//MatrixForm 

/ o o fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

0 0 ± 0 
r 

0 0 0 -Cos[0]Sin[0] 

0 0 

GUdd[[4]]//MatrixForm 

/ o o 0 f \ 

0 0 0 J 

o o o Cot[e] 

I f J Cot[0] 0 y 

As componentes do tensor de Ricci R^ov sao calculadas no frame (default = coordenar 

frame), e em um frame nulo a rotina principal (RGtensors) calcula o escalar de Ricci R, para 

isso, digitamos os comandos Shift+Enter, ap6s introduzir Rdd e R, representando o tensor e o 

2 0 comando GUddf[lH//MatrixForm significa ̂ oo, 0 comando GUddff21]//MatrixForm significa gu, e assim 

por diante. 
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escalar em questao respectivamente, assim teremos: 

Rdd 

IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA alt] ' U ' U > U M U > -l+kr* ' ' 

{O,O,r2(2A:-r-2fl /[r]2 + a[r]fl , ,[r]),O},{O,O,O,r 2SinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[0] 2 (2ik- r-2fl /[r]2 + aWfl / /[r])} 

6 ( * W [ ? ] 2 + «[/K /[;]) 

Queremos salientar que basta apenas seguir os procedimentos (6.1), (6.2), (6.3), (6.4) e 

(6.5) juntamente com os comandos GUdd[[l, 2, 3, 4]]//MatrixForm, em seguida introduzir Rdd 

e R, todos seguidos do comando Shift+Enter, e todos os resultados esperados serao encontrados. 

Com isso podemos ver que essa ferramenta e bastante util em calculos extensos, lembrado 

existe outras maneiras possiveis de fazer esses calculos usando o Mathematica, para isso pode 

ser encontradas varias alternativas similares em sites da internet, no entanto, essa foi a alterna-

tiva mais pratica e rapida que encontramos. 
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7 CONSIDERA£dES FINAIS 

Foram abordados nesse trabalho elementos de teoria classica de campos. Os formalismos 

Lagrangiano e Hamiltoniano entraram como pecas fundamentals para a analise de sistemas di-

namicos de particulas com numero finito de graus de liberdade e foi a porta para o entendimento 

de sistemas dinamicos de particulas com numero infinite de graus de liberdade. Esse principio 

proporciona uma nova maneira de analisar a formulacao matematica de sistemas fisicos. Nesta 

mesma secao (2.1) abordamos as transformasoes canonicas como a parte introdut6ria do con-

ceito de transformacoes de coordenadas. 

As transformacoes de coordenadas foi um tema constante em todo nosso trabalho. Em re-

latividade especial as transformacoes de Lorentz, sao as que deixam invariante a metrica que 

descreve qualquer observador inercial. Isso foi essential para a teoria de Einstein que postulava 

invariancia da velocidade da luz com respeito a qualquer observador inercial em concordan-

cia com as leis de Maxwell do eletromagnetismo. Na presenca de um campo gravitational, 

necessitamos de uma nova transformacao de coordenadas, entao introduzimos o conceito de 

transformacoes de coordenadas gerais ou difeomorfismos, impondo tambem a introducao dos 

conceitos de algebra tensorial atraves de opera9oes simples com vetores e derivadas covariantes. 

Em relatividade geral aprendemos que o espaco quadrimensional, introduzido em relativi-

dade especial, curva-se com a presenga de materia. Atraves da algebra de tensores mostramos 

como calcular essa curvatura. E como Einstein demonstrou a gravitacao em termos do efeito ge-

ometrico da curvatura do espaco tempo. Analisamos ainda a metrica de Friedmann-Robertson-

Walker e as equacoes de Einstein por ela obedecidas, que sao os pilares da cosmologia moderna, 

permitindo a modelagem da evolucao do universo em suas diferentes fases, desde o Big Bang, 

passando pela era inflacionaria ate a fase dominada pela materia em que vivemos na atualidade. 

Esse estudo hoje atende pelo nome de Modelo Padrao da Cosmologia. 

Em sintese esse trabalho nos foi extremamente proveitoso do ponto de vista formativo, 

levando em considera9ao o fato dele abordar temas que nao fazem parte dos conteudos progra-

maticos das disciplinas ofertadas pelo curso de Licenciatura em Fisica. 
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Sem deixar de levar em conta o enriquecimento propiciado pelo aprendizado e aperfeicoa-

mento em t6cnicas de Computa^ao Simbolica atraves do uso do programa Mathematica como 

ferramenta extremamente util na resolucao de calculos longos e complicados. 

Este trabalho foi de grande utilidade para as perspectivas de nossa formacao profissional, 

tendo em vista a importancia para a fisica tedrica que os temas abordados possuem, alem de 

propiciar uma preparacao para um Mestrado na area de Fisica de Particulas Elementares de A l -

tas Energias, tendo em vista que o tema estudado e de grande relevancia para o desenvolvimento 

recente dessa area. 

O 
LLI 

O 

o 
o 
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APENDICE A - TEORIA DA DISTRIBUKJAO 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA teoria das distributes ou das funcoes generalizadas tern como objetivo estender a 

dennicao matematica de funcoes. Essa teoria diz que uma sequencia de funcoeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fn(x) converge 

para uma funcao g(x) infinitamente diferenciavel, os livros usados como referenda foram (13). 

O nosso estudo sera feito atraves de uma sequencia de integrais e assumiremos os limites 

de integracao como sendo de - ° ° azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 0 0 . Assumiremos que g(x) tern suporte compacto. A essa 

funcao g(x) chamaremos de funcao teste, pois serve para testar propriedades especificas de cada 

distribuicao. 

Enunciaremos agora as funcoes admissiveis. As funcoes admissiveis serao infinitamente 

diferenciaveis no intervalo ( - 0 0 , - ! - 0 0 ) , podendo possuir comportamento arbitrario no infinito. 

Esta classe de funcoes pode ser ampliada para abranger a uma classe de funcoes nao necessari-

amente suaves, e tambem, distribuicoes. 

Uma sequencia de funcoes admissiveis fn(x), onde n = 1,2, 3, . . . , sera chamada de sequen-

cia fracamente convergente se 

existir para todas as funcoes teste g(x). 

Uma distribuicao (j>(x) e definida como um conceito matematico associado a uma sequencia 

fracamente convergente de funcoes. A integral e simbolizada por 

(14)e(15). 

(A. l ) 

e so tern significado se associada a equacao 

(A.3) 
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distribuicao nao define a uma funcao em um ponto, mas pode equivaler-se a uma funcao na 

redondeza dele. 

As distribuicoes podem ser sujeitadas a varias operacoes lineares comuns a funcoes ordina-

rias. Elas podem ser somadas e multiplicadas por constantes, ou seja, combinacoes lineares de 

distribuicoes tambem sao distribuicoes. Isso se da por conta da sequencia de integrais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA lfn(x)+hn(x)]g(x)dx (A.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
./  - c o 

e 

/ [Cfn(x)]g(x)dx {C = cte.). (AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—oo 

Distribui56es tambem podem ser multiplicadas por infinitas func,oes diferenciaveis. Pode-

mos observar isso, se considerarmos a integral 

[+~[fn(x)hn(x)}g(x)dx, (A.6) 
J — oo 

onde, h(x) e uma funcao infinitamente diferenciavel e a sequencia fn(x) e fracamente conver-

gente. Se fizermos yn(x) = h(x)fn(x) teremos fun96es admissiveis. A integral acima tambem 

converge para n —> oo, pois pode ser escrita como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

+o o 

fn{x)[h„(x)g(x)]dx (A.7) 
-co 

e g(x) = h(x)g(x) 6, notoriamente, uma fun9ao teste. 

Dificilmente, o produto entre distribui96es podera ser feito. E o caso em que elas sejam 

arbitrarias sera matematicamente improvavel. 

As distribui96es tambem permitem transforma96es lineares de uma variavel independente, 

isto e, se <j>(x) 6 uma distribui9ao, entao <j>(x — a) e <p(Cx) tambem sao distribui9oes (onde a e 

C sao constantes). Elas sao definidas por uma sequencias de fun96es admissiveis fn(x - a) e 

fn(Cx), que sao fracamente convergentes. Para observar isso, podemos notar que 

F"fn(x-a)g(x)dx= [+0°fn(x)g(x + a)dx (A.8) 

J— oo J—oo 

e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

-(-OO 1 CO 

fn(Cx)g{x)dx=— fn(x)g(x/C)dx, (A.9) 
-oo |v— I J —oo 

onde g(jc + a) e g(x/C) sao fun96es teste e fn(x) e fracamente convergente. 

Uma das propriedades mais importantes das distribui9oes e sua infinita diferenciabilidade. 
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A derivada de uma distribuicaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <j>(x) e associada a sequencia de derivadas de funcoes admissi-

veis fn(x), que convergem fracamente em (f>(x). Para verificar isso, basta notar que f'n{x) sera 

uma funcao admissivel se fn(x) tambem for. Alem disso, integrando por partes, temos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. + 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

- e x 

CO 

fn(x)g(x)dx = 

(A. 10) 

fn(x)g(x) - fn(x)g(x)dx=- fn(x)g'{x)dx. 
— 0 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J —CO J— 0 0 

A primeira parte do lado esquerdo da segunda equacao de (A. 10) se anula, isso se deve ao fato 

de g(x) anular-se em um intervalo infinite Como g'(x) e uma funcao teste, o limite (nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — > 0 0 ) 

do lado direito da integral existe. Isso implica que o limite do lado esquerdo da integral deve 

existir. Entao, fn(x) e fracamente convergente para alguma distribuicao definida para a derivada 

de (j>(x), denotada por <j)'{x). AszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA distribui96es <f>(x) e (j)'(x) sao relacionadas pela a formula 

[+~ti(x)g(x)dx=- $(x)g'(x)dx. ( A . l l ) 
J—OO J — CO 

Para qualquer fungao teste g{x). Esse resultado pode ser facilmente obtido usando o metodo de 

integra9ao por partes, analogo a (A. 10). 

Como ja dissemos uma distribui9ao nao define uma funcao em um ponto, mas, em uma 

determinada regiao, entao, considered = Entao se g{x) e uma fungao teste diferente de zero 

dentro desta regiao, isto e, dentro do intervalo finito — e, £ + e) e se para uma fun9ao f(x) e 

uma distribui9ao $(x) a rela9ao 

_ /*£+£ 

r e <j>(x)g(x)dx = 

e v&lida para todas as fun9oes g(x) do tipo descrito acima, dizemos que <j>(x) e equivalente a 

f(x) na regiao do ponto %. 

Apos termos exposto as principals propriedades relativas as distribui96es, enunciaremos 

agora o teorema da aproxima9ao para distribui9oes. 

Teorema da Aproximacjio 1 Para toda funcao continua f(x) pode-se construir uma sequen-

cia fn(x) defungoes admissiveis, tal que 

o 

\fn(x)-f(x)\<e (A.13) 

para e arbitrariamente pequeno e uniforme em x dentro de qualquer intervalo finito. 

Esse teorema impoe uma convergencia uniforme, com isso, podemos chegar ao seguinte 

corolario: Para toda fun9ao continua f(x) podemos encontrar uma distribui9ao equivalente O 

I D 

f+£+{x)g{x)dx= f(x)g(x)dx (A.12) 
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tal que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ (j>(x)g(x)dx =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f f(x)g(x)dx (A.14) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—oo J—oo 

para qualquer funcao teste g(x). 

Para um melhor entendimento dos conceitos tratados, ate entao, explanaremos as proprie-

dades relativas a sequencia delta de Dirac. Antes disso, detalharemos as propriedades da funcao 

delta de Dirac, ou simplesmente 8(x). Salientando que as propriedades da funcao 8(x) nao sao 

usadas para definir uma funcao, tao pouco uma funcao integravel. 

Sendo assim, a funcao 8(x) possui as seguintes propriedades: 

/ 0 ( * # 0 ) , 
8(x) = t (A.15) 

[ °o (x = 0). 

A integral de 8(x) e normalizada, ou seja, 

/ S(x)dx=l. (A.16) 
J — oo 

Consideraremos agora, a seguinte operacao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. + 0 0 

/ ^ 8(x)f(x)dx, (A.17) 
J —OO 

onde f(x) e uma funcao continua. Atraves das propriedades descritas acima sabemos que 8(x) 

e zero parax / 0, com isso podemos mudar os limites de integracao para —£ e +£ , onde £ e um 

numero positivo pequeno. O fato da continuidade de f(x) em x = 0, nos diz que seus valores 

para o intervalo [—£, +£] nao serao muito diferentes de f(0) e com isso 

r°° 8(x)f{x)dx= f+£8(x)f(x)dx**f(0) f+£ 8(x)dx. (A.18) 

7—00 J—£ J—e 

Esta aproximacao melhora quando £ se aproxima de zero, no entanto, 

1 8(x)dx=l. (A.19) 

Isso e valido para todos os valores de £, por conta de 8 (x) = 0 parax ^ 0, e 8 (x) ser normalizada. 

Com isso, para £ —> 0, temos exatamente 

f+°°8(x)f(x)dx = f(0). (A.20) 
J-00 

Vale lembrar que os limites — 0 0 e + 0 0 , podem ser substituidos por dois numeros quaisquer a e J 

b, onde a < 0 < b. 
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A integral acima e associada a propriedade de teste da funcao delta, ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8(x) atua na 

selecao de todos os valores possiveis para f(x) no ponto x = 0. Esta e uma forma de definir 

8(x), ou seja, uma integral que satisfaca, irrestritamente, a propriedade (A.20) para toda f(x) 

continua. 

A aplicacao da funcao delta de Dirac em uma funcao nos da varios resultados, particular-

mente, interessantes. Por exemplo, considere 8(x — a), parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a um numero real qualquer. A 

integral (A. 17), flea 

/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-j-oo 

8(x-a)f(x)dx. (A.21) 
-oo 

Facamos x - a = h,, assim, f(x) = /(£ + a) = g(%) e dx = dt;. Entao, 

[+~8(x-a)f(x)dx= r~8(S)g(S)dt=g(0)=f(a). (A.22) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J—OO J—CO 

Agora, iremos ver o que acontesse com 8(ax), onde a e uma constante qualquer. Analiza-

remos esse caso em duas etapas: 

• Primeira etapa: Condere o caso em que a > 0. 

Substituindo ax por § e dx por (I/a)dt, a integral (A. 17) ficara 

[+~5(ax)f(x)dx= 's(S)ftS/a)(l/a)dS = (l/a)f(0).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A.23) 
. /  —oo . /  —oo 

• Segunda etapa: Condere o caso em que a < 0. 

Desta vez, faremos a mesma substituicao anterior, entretanto, o limite de integracao de (A.23) 

sera invertido da forma 

r~8(ax)f(x)dx= r ~ « ( 4 ) / ( § / a ) ( l / a ) ^ = - ( l / a ) / (0 ) . (A.24) 
J+oo J+oo 

Em qualquer caso, o resultado sera ( l / | a | ) / (0 ) para a ^ 0. Consequentemente, podemos enun-

ciar a regra 

8(ax) = (l/\a\)8(x), a^O. (A.25) 

Com isso concluimos, tambem, que 8 (x) e uma funcao par. 

Tendo enunciado as propriedades da funcao delta. Pasaremos, agora, ao segundo ponto, a 

distribuicao delta. Conforme pode ser visto na Figura ??, 8 (x) tem um pico alto, infinitamente 

estreito em x = 0. Mais uma vez lembremos que tal funcao nao existe, no sentido usual de 

funcao. Porem, e possivel definir uma sequencia (j>n(x) (onde n = 1, 2 , 3, . . . ) de funcoes 



72 

continuas que obedecam a propriedade 

limzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r~ U*)mdx = f(0). 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—>
00

 J - o o 

Essas sequencia sao chamadas de sequencia delta. 

Por exemplo, as funcoes (veja a Figura 6) 

J OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (\x\ > \/n\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*»W

 =

 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J _ / I I 1 , v ("=1,2,3, . . . ) 
[ w/2 (\x\ < 1/w), 

formam uma sequencia delta. Para verificar esse fato, consideremos a integral 

\(x)f{x)dx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.1—00 

para qualquer funcao continua f(x). Com a definicao de (j>n(x), temos 

£~4>(x)f(x)dx= / _ 7 ( ^ W
J x =

 (5) C~f&dx-

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

Figura 6: Grafico da sequencia (A.27): A medida que a variacao de n cresce, (j)n(x) tambem 

cresce, para n = 0 0 , temos 0„(x) = 0. 
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Usando o terema do valor medio para integrals, deduzimos que 

GOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C m d x = G O {l)fw=m -? ^ ( A j o ) 

Onde para nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> °o, temos f —> 0. Como / ( * ) 6 uma funcao continua, temos que f(Q —> 

/ (0 ) , portanto 

lim /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <l>(x)f(x)dx = f(0). (A.31) 

para qualquer 0 n(x). Com isso, provamos que (j>n(x), corresponde as exigencias da sequencia 

delta. 

Sabemos que existe uma propriedade das distribuicoes que trata de sua suavidade. Entao, 

analisaremos se isso se aplica a distribuicao delta. Para isso, considere a derivada de 8(x), 

denotada por 8'(x) e a funcao continua f(x) relacionadas pela a integral 

/ 8\x)f(x)dx (A.32) 
J—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 

que pode ser, tambem, integrada por partes. Logo 

/+" S'(x)f(x)dx = 8(x)f(x) + - /"~ 8(x)f'(x)dx. (A.33) 
J—00 _„ 7—00 

A primeira parte do lado direito da equacao se anula (analogo a (A. 10)), com isso 

»-)-oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X->±ool, 
Km / 8(x)f'(x)dx=-f'(0). (A.34) 

Com isso, podemos observar que a propriedade (A. 10) tambem se aplica a distribuicao delta. 

Ou seja, 

f+0° 8(x)f'(x)dx = - f+°° S'(x)f(x)dx. (A.35) 
J— OO J — OO 

Considerando que 5(x) e suave, podemos atraves de (A.34) anunciar a propriedade 

A propriedade (A.35) nos remete a uma formula que nos pode ser util. 

Considere f(x) = \/x e fix) = —X. Desta forma 

I — 

/ S(x)f(x)dx = - / = - / /(*)</*. (A.37) 
. / — 0 0 J—00 x j—00 \ x y 

o 

^5 
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Comparando com a propriedade (A.35), podemos notar que 

(A.38) 

Analisaremos agora a sequencia de gaussianas (veja: Figura 7) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4>n(x) = 

d*„(x) = n3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 x c _ n 2 x 2 

dx 0 r 

(A.39) 

(A.40) 

Figura 7: Grafico da sequencia (A.39): Podemos notar que a medida que os valores de n au-

mentam, $>n(x) cresce rapidamente. 

Iniciaremos nossa analise considerando a integral 

dx 
f(x)dx. 

onde f(x) e diferenciavel. Integrando por partes, temos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

+oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CO dx 

,+oo 
f(x)dx = <t>n(x)f(x)\ 

J — C O 

(A.41) 

(A.42) 

c3 
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Podemos assumir que 

limzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JLe-&f(x) = 0. (A.43) 

Com isso, parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n —>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA oo, temos 

lim / ^ ~ ^ f ( x ) d x = - lim / *>„(*)/(*) = - / ( 0 ) . (A.44) 

Trocando 4>„(x) por 5'(x), associado a derivada da funcao delta, temos 

lim / + ~ * ' ( * ) / ( * ) = - / ( 0 ) . (A.45) 

Observamos, entao que a sequencia gaussiana respeita as propriedades da distribuicao delta. 
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APENDICE BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - COLCHETE DE POISSON zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B.l ALGEBRA DE L I E 

Iniciaremos esse apendice introduzindo os conceitos da algebra de Lie , vide (2). Primeiro 

consideremos as propriedades da derivada de Lie para um campo de vetores, ela e obtida atraves 

da extensao da formula de Leibnitz para um produto interno. 

LX(CDJ) = (LXCD,Y) + (CQ,LXY), (B. l ) 

onde Y e um campo vetorial. 

Em seguida, teremos a derivada de Lie para um campo de vetores U definida por 

UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = LXY = Lx-Ly-LyLx. (B.2) 

Este fato prove da f6rmula de Leibnitz aplicada ao produto de funcoes. O campo vetorial U 6 

chamado de colchete de Lie para x e y e pode ser escrito como 

U = [x,y]. (B.3) 

Os colchetes de Lie, como todos os colchetes, sao bilineares e antissimetricos. Ou seja, 

M = - M . (B.4) 

e satisfazem a identidade de Jacobi: 

[ * , M ] + [ y , M ] + feM = o. (B.5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 

o 
• J 

L i 

o 
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B.2 CLOCHETES DE POISSON 

Para tratarmos deste tema consideremos uma funcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F(qk,pk,t) que e explicitamente de-

pendente do tempo t. Sua derivada total em relacao ao tempo e 

dF dF (dF k dF \ 

dt dt \dqk dpk j 

Substituindo qk e pk pelos os valores obtidos em (2.45) e (2.45) da secao (2.1) obteremos 

dF__dF_ SdFdH BF dH\ 

dt " d t + ydtfdpk ~ dpkdq*) ' ( } 

onde o termo entre parenteses e o que chamamos de colchete de Poisson e e denotado por 

r„„, dF dH dF dH 
{F,H} = — k J — - 1 — - 1 . (B.8) 

dqk dpk dpk dqk 

Este e o colchete de Poisson para Hl eF. 

De uma forma geral a definicao dos colchetes de Poisson para duas funcoes f{qk,Pk) e 

dg* dp* dpk dqK 

Ele tambem possui importantes propriedades que enunciaremos agora: Considere os col-

chetes de Poisson entre um conjunto de coordenadas generalizadas e H: 

dqkdpk dpkdqk 

dH 

dpk 

(B.10) 

Analogamente, para pke H encontraremos 

{Pk,H}=pk. ( B . l l ) 

Outra propriedade importante e bastante utilizada em mecanica e que os colchete de Poisson de 

1 OndezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H 6 uma Hamiltonoana qualquer. 

UJ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 

o 
o 
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qp eqa, para pea quaisquer resulta em 

dqkdpk dpkdqk 

= dqP_df__dqP_dq^ ( B 1 2 ) 

dqk dpk dqk dpk 

= 0. 

E por analogia a (B.l2) os colchetes de Poisson de pp e pa sao 

{Pp,Po}=0. (B.13) 

Por fim, para {q',pj}, teremos 

dq' dpj dq' dpj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{W,PJ}} = dqkdpk dpkdqk (B.14) 

Os colchetes de Poisson respeitam todas as propriedades dos colchetes de Lie e sao bastante 

utilizados na Mecanica Quantica. 
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APENDICE C - CALCULO DOS TENSORES DE 

RIEMANN E RICCI E 

SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL 

EM TERMOS DA METRICA 

FRW 

A metrica de Friedmann-Robertson-Walker possui o elemento de linha dado por: 

ds2 = -dt2 + a2(t) I — ^ + ^(dd + sin 2 ddzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(j)) 

En termos deste elemento de linha o tensor m6trico e expresso como 

( C I ) 

'-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

0 

0 

0 

a\t) 

0 

0 

0 

0 

r V ( f ) 

0 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

0 r V ( f ) s i n 2 0 , 

(C.2) 

e seu inverso como 

/ - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

0 

o l ~ k r 2 

u HI 
a2(t) 

0 

0 

0 

0 

1 

7*̂ (7) 

0 

0 

0 

0 

1 

r2a2(t) sin2 9 I 

(C3) 

Atraves destes dados podemo calcular oa simbolos de Christofell 

Os termos diferente de zero estao calculados a seguir. O primeiro calculo e para I"» 

(C.4) 
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l°*--\f°**u. (C.5) 

Assim, 

Os demais sao: 

r?i = ~8°°do8n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A t L ) (C6) 
2 " V l - i t r 2 

= q(Qg(0 
l-kr2 ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T°33 = ~J*>*>833) 

= iab(f2fl2(r)sin2e) (C8) 

= r2a(0«(r)sin2e. 

r o i = J * " ( ^ S i o + ^ i S i i -JigQi) 

1 / l - ^ X . 

2 

*( ' ) _ r i 
- 1 io-4 0 

r l l = + - < ? l g l l ) 

* ^ (CIO) 

r 2 2 = \ s U {d\g\2 + d\8\2 - d\g22> 

= j ( \ d ^ \ d x ( ^ m e c u ) 

= r[l-h2). 



r 3 3 = ^ S n ( ^ l £ l 3 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dlgU -^1^33) 

=

 " 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (~?(0~) * ( r V ( f ) s i n 2 e ) 

= rikr2 - 1) s i n 2 0 . 

1 / 1 

a(0 
2 
02-

r i 2 = ^822(dl822 + <?2g20 ~ 4^22) 

= i = r i , 

r 

r 3 3 = 2 ^ (*533 + <hg23 ~ <hg33) 

= — cos 0 s in 0 . 

r i o = \^3(<hsys + ^ 2 3 - ^3^33) 

1 ( 1 

2 Vr
2

fl
2

(r)sin
2

0 

^ ) " r ° 3 -

1 ,33 
> 

4 ( /VW sin
2

 0 ) 

r 31 = 2 # 3 3 ( ^ l £ 3 3 + - ^3^33) 

2 \ r V ( f ) s i n 2 0 

- i - r 3 

di ( r V ( O s i n 2 0 ) 

r 2 3 = \^{^2833 + <%£22 ~ <%#33) 

1 / 1 

2 \ r 2 a 2 ( f ) s i n 2 e 

3 
32 

< % ( r V ( f ) s i n 2 0 ) 

= cote = d 9 . 



O tensor de Ricci pode ser calculado da seguinte forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^Av dxv dx1 1 1 1 K MV Xk' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r>0 _ U L 10 U r K H) r l f rO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dx1 dx° 

a(t)d(t)+a(t) ^(t) 

k2 - 1 k2 - 1 

- _ ^ i i o -

#0 _ ^^02 dr%2 « « 

*202 - ^ O
- 1

 20
1 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK ~

 1

 22
1 0K 

= -r 2 (f l 2 (r)+fl(r)a(0) + '-2«2W 

= - r ^ f f ) ^ / ) 

-R° 
220-

r>0 _ ^^30 ^ £ 3 3 RK rO RK yO 
3 0 3 ~~ "dx3 dx® 3 0 3 * 3 3 °K 

= - ^ s i n 2 ^ 2 ^ ) - r 2 sin2 9d2(t)a2(t)+ 

= -r2 sin 2 6d2(t)a2(t) 

nl _ u x

 00 ^ X 01 r- K r l r i c r l 

oio-

r>l _ ^^21 ^^22 r-r r l r j c r l 

* 2 1 2 ~ ~ d x 2 ~ ' d x T i 2 l i 2 K ~ i 2 2 i l K 

= -3kr2^l-^kr2-l-r2d2 (t) + kr2 

= -r2(d2 + k) 

— -^221-
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"I IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 v- i M l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
d*3 W 3 1 3 K 3 3 1 k 

sin2 0 - 3A;r2 sin2 0 - sin2 0 + fcrsin2 0 - r V sin2 0 + fcr2 sin2 0 

V s i n
2

0 ( £ - M 2

( f ) ) 

(C.25) 

331' 

l

002 - ^ o "
1

 OO
1

 2K:
 _ 1

 02
1

 0> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a2(t) a2(t) (C.26) 

D 2 
_ K

0 2 0 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

drl drl r>2 _
 U L

 11 ^ M 2 r i r r 2 r i c r 2 
1 1 2 " " a ? ~ ' a ? " l l l l 2 ' c " i l 2 l l ' f 

i A2(0fl2(0 i 
r 2 A : r 2 - 1 r 2 

d ^ i f c r 
(C.27) 

k r 2 - \ 

= -R12\-

dY\2 d r 2

3 2 r v r 2 

1 M l — 1 M l • 
%3 d * 2 * 3 2 * 3 * i 3 3 A 2 , c 

cos2 0 - sin2 0 - r 2 + (-cos2 0 ) - (r 2sin 2 0a 2(f) + (fcr2 - 1)sin 2 0 ) 

-^(sin 2

 Qa2{t) + k)) 

-R2 

332-

r,3 _ ^ 0 3 <^O0 r 3 r xr r 3 
3 0 ~~ ~5Jc°" SJc3" 0 3 ° K ~ 3 k 

= a(t)a(t)-d2(t) 

«2(0 (C.29) 

fl(r) < 
O 

— ~^003-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I O 
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p3 _ d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr

i lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^r
3

3 r 3 r v r 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 1 3 ~~ ~dx3 57" 1 1 3 v 1 3 l K 

J_ -a2(t) + k 1 

r 2 &r 2 — 1 r 2 (C.30) 

- 0 2 ( f ) + f c 

kr2-l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- ~R13V 

r,3 _ ^22 ^23 rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-KT r 3 r x : T-3 
2 2 3

 ~ "5?" " "S
2

"
 2 2 3 K

 ~
 2 3 1 2

* 

= esc2 0 + r 2 ^ ) - 1 + kr2 - cot2 0 

= (esc2 0 - cot2 0) = r2(d2 + k) 

- P3 

— ~K232-

(C.31) 

Por fim, mostramos o calculo do escalar de Ricci: 

R =g»vR»v 

=8°° (^000 + ^010 + ^020 + ^030) 

+ 8U

 (R\0l + R\ll + ^121 + ^13l) 

+ g22 {R202 + ^212 + ^222 + ^232) 

+ g33 (4)3 + *313 + *323 + *33 3 ) (C32) 

d(t)a(t) d{t)a(t) (k + a(t)) a(t)a(t) k + a{t) Jk + a{t)) 

a(t) a(t) a2(t) a(t) a2(t) a2{t) 

a(t) (k + d(t)) 
= 0 — r - r + OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT-TT 

a(t) a2{t) 

_6{a(t)a(t) + k + d] 

~ dt) " 

< 
O 

o 

o 
rz3 
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