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Resumo

Neste trabalho estudamos o controle hierdrquico, para um sistema parabélico,
em um dominio nao cilindrico. O controle hierdrquico é um problema que consiste em
aproximar, em um tempo fixado, as solugoes das equagoes de estado que temos, (essas
solugoes dependem de fungoes chamadas controles), de um estado considerado ideal,
através de um sistema de lider, que é o controle independente, e seguidores, que sao
os controles que dependem da acao do lider. Comecamos fazendo uma transformagao
do problema original para um equivalente em dominio cilindrico, entao estudamos o
controle hierdrquico deste sistema. Usaremos a estratégia de Stackelberg-Nash, pro-
cesso no qual, para cada escolha do lider, procuramos por seguidores que satisfacam um
certo problema de minimizacao, as solu¢oes deste problema formam o que chamamos
de Equilibrio de Nash, resolvido esse problema, trabalhamos para provar que o sistema
é aproximadamente controlavel usando o lider. Resolvemos ainda um sistema sistema
de otimalidade para os seguidores.

Palavras chave: Controle hierdrquico, estratégia de Stackelberg-Nash, controlabili-

dade aproximada, sistema de otimalidade.



Abstract

We present hierarchic control to a parabolic system in a noncylindrical domain.
The hierarchic control is a problem that is how to bring in a fixed time, the solutions
of the equations of state we have, (these solutions depend on a functions called con-
trols), a state considered ideal, througha system of leading, independent control, and
followers, the leader controls dependents. We start by making a transformation of the
original problem to an equivalent cylindrical domain, then do the hierarchic control of
this problem. We use the strategy Stackelberg-Nash, a process in which each leader’s
choice, look for followers to satisfy a minimization problem, the solution of this pro-
blem form what we call the Nash equilibrium, solved this problem, work to prove that
the approximately system is controllable using the leader. We further resolve to a of
optimality for followers.
Key words: Hierarchic control, Stackelberg-Nash strategy, approximate controllabi-

lity, optimality system.
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Introducao

O conceito de controle aproximado foi usado pela primeira vez em 1990, pelo
grande matematico francés Jacques Louis Lions, durante as jornadas Hispano-Francesas
sobre controle de sistemas distribuidos. Ele apresentou essa forma de controle para a
equacao do calor, onde mostrou que ela era uma consequéncia do Teorema de Hahn-
Banach, quando se trabalha com um funcional custo relacionado com o sistema. Mais
tarde, em 1994, Lions publicou um artigo entituado Hierarchic Control, onde ele in-
troduziu, pela primeira vez, a idéia de controle hierarquico que ¢ um tipo de controle
aproximado com um esquema de um controle "global", chamado lider, e controles "lo-
cais", denominados seguidores, que trabalham para aproximar, em um tempo T, a
solucao do sistema u de um estado ideal u?. Lions faleceu em 2002, mas em 2005, J.
I. Diaz publicou um trabalho que tinha feito em parceria com Lions, que tratava do
controle hierarquico para um sistema distribuido, onde consideraram a existéncia de
um lider v e N seguidores wy, ..., wy, e procederam do seguinte modo: os seguidores,
supondo que o lider fez uma escolha v a sua politica, buscam encontrar um equilibrio de
Nash para seus funcionais custo. Entao, o lider faz a escolha final para o sistema. Este
processo é conhecido como estratégia de Stackelberg-Nash. Este trabalho tem como ob-
jetivo principal estudar o controle hierarquico usando a estratégia de Stackelgerg-Nash
para o mesmo tipo de problema que em [5], mas em dominio nao cilindrico.

Cosideramos um aberto conexo ) C R" e defomagoes por aplicagoes suaves 7; :
Q — Q, 0 <t < T, com isto obtemos um dominio nao cilindrico @T, o qual é a

deformacgao do cilindro Q7 = Q x (0,7). O problema de controle (problema (2.3))
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é formulado no dominio @T, onde denotamos por v e wy, ..., Wy, respectivamente, o
lider e os seguidores. A solugao @ do sistema (2.3) depende de (x,t) e dos controles ¢ e
Wy, ..., wy. Esses controles trabalham com o objetivo de fazer a solugao se aproximar
de um estado ideal, 27, em um tempo T, por meio da estratégia de Stackelberg-Nash.

Para resolver esse problema transformamos, através da aplicacao 7;, o problema
(2.3) em um problema equivalente, (2.7), em Qr, que é difeomorfo a @T. As solucoes
deste problema sao denotadas por u e dependem dos pontos de ()r e dos controles
transformados v, lider, e wq, ..., wy, seguidores. Entao, investigaremos o controle hie-
rarquico, como em [5], usando a estratégia de Stackelberg-Nash, para fazer a solugao
u se aproximar do estado ideal u”, no tempo T. Nesse método, um ponto importante
é resolver o sistema de otimalidade, neste trabalho faremos isto no capitulo 5.

Um principio importante que é usado nesses problemas de controle é o da conti-
nuagao unica, que é o seguinte: se a solugao da equacao de estado é nula em um cilindro
q contido no cilindro ) do R", entao ela é nula no cilindro (). Esse principio depende
do problema considerado. Usaremos neste trabalho o principio da continuacao tnica
provada em [22].

No controle hirarquico, devemos provar que o sistema é aproximadamente con-
trolavel, isto é fundamental para que a estratégia de Stackelberg-Nash funcione. Para
isto, usamos o principio da continuacgao tnica e o Teorema de Hahn-Banach, que é o

processo criado por Lions.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

Facamos uma breve introducgao da teoria dos espagos de fungdes usados no decor-
res deste trabalho. Nao provaremos os reultados, apenas citaremos a referéncia onde

as provas estao feitas.

1.1 Espacgos de Sobolev

Uma exposigao completa do que iremos enunciar nesta se¢ao pode ser encontrada

em L.A. Medeiros e M.M. Miranda [15].

Definicao 1.1. Sejam Q um subconjunto aberto do R™ e f : Q@ — R uma fun¢ao
continua. Definimos o suporte de f, e denotamos por supp(f), como o fecho em Q do
conjunto {x € Q; f(x) # 0}. Se este conjunto for um compacto do R™, entao dizemos

que f possui suporte compacto.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (aq, @, ..., a,) é denominada multi-
indice e sua ordem ¢é definida por |a| = a1 + as + ... + .
Representamos por D o operador derivagao de ordem |«/, isto é,

olel

= a1 QO °
071 0%s ... 8%;

DO{

Se a = (0,0,...,0) definimos D%u como a identidade.

Denotamos por LP(2), 1 < p < oo, 0 espago da fungoes reais f definidas em € com a
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p-ésima poténcia integravel no sentido de Lebesgue. Esse é um espago de Banach com

Flovey = ( / |f|pdx>p-

Por L>°(£2) denotamos o conjuntos das fungoes essencialmente limitadas em €. Este

a norma,

também é um espaco de Banach, com a norma

| flLo(0) = supess|f(z)|r.
zeN

O espago L?(f2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por

(f.9) = /Q F(2)g(x)d.

Por LP

1.(82), 1 < p < oo, denotamos o espago das fungoes reais definidas em € cuja

p-ésima poténcia é integravel a Lebesgue sobre qualquer conjunto compacto do R™
contido em (2.
Denotaremos por C3°(€2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes

infinitamente diferencidveis e com suporte compacto.

Definigao 1.2. Seja Q um aberto do R™. Uma sequéncia (on)nen em C§°(£2) converge

para ¢ em C§°(QY), quando existe um compacto K C §2 tal que:

i) supp(p), supp(¢,) C K, ¥n € N.
1) Para todo multi-indice o € N, tem-se D*(¢, — @) — 0 uniformemente em K

Chamamos de Espaco das Funcoes Testes sobre €1, representamos por D(£2), o

espago C§°(€2) munido da nogao de convergéncia desta definigao.

Teorema 1.3. O espago D(Y) € denso em L*(Q).

Prova. Ver [15]. |

Definicao 1.4. Uma distribuicao sobre um aberto 0 C R™ € um funcional linear

T :D(2) = R continuo no sentido da convergéncia em D(S), isto €,
1) T'(ap + by) = aTl(p) +bT(¢)),Va,b € R e Vp,1p € D(Q);
1) se @, converge para @ em D(QY), entao T (p,) converge para T'(p) em R.

Denotamos o valor da distribuigao 7" em ¢ por (T, ¢). Representamos por D'((2)

conjunto de todas as distribui¢oes sobre ). Dizemos que

T, — T em D'(),
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quando,

(Th,p) = (T, ), em R,V € D(Q).

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L, () tal que

/ u(z)p(z)dr =0, Vo € D(Q).
Q
Entao, u =0 quase sempre em (2.

Prova. Para a prova ver [15]. |

Observagao 1.1. Seque do Lema de Du Bois Raymond que se u,v € Li (), entdo

loc

T. =T, em D'(Q) se, e somente, se u=v. Desta forma, temos uma correspondéncia

biunivoca entre as distribuigoes do tipo T, com o espago Lj,.(Q).

Exemplo 1 (Distribuigao). Seja u € L}, (Q). O funcional T, : D(Q2) — R, definido

por
(T, o) = / u(a)p(z)da

€ uma distribuicao.

A seguir definimos derivada no sentido das distribuigoes.

Definicao 1.5. Seja T uma distribuicao sobre Q) e a um multi-indice. A derivada
DT de ordem || de T € um funcional D*T : D(2) — R definido por

(DT, ¢) = (=1)™(T, D%p).
Além disso, D*T € uma distribui¢ao sobre €.

Observacao 1.2. Decorre da defini¢ao acima que uma distribuicao tem deriwadas de

todas as ordens.

Seja © um aberto limitado do R™. Se u € LP(f2), com 1 < p < oo, sabemos,
da observacao 1.1 e da defini¢ao de derivada distribucional, que u possui derivadas de
todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao é verdade, em geral, que D%u é
definida por uma fungao de LP(2), em [14] podemos encontrar a prova desta afirmagao.
Isto é o que motivou a definigao do espago de fungoes chamado Espago de Sobolev.

Dado um numero inteiro m > 0, representamos por W™P(Q2) o espago vetorial

de todas as fungdes u pertencentes a LP(f), tais que para todo |a| < m, temos que
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a derivada de u no sentido das distribuigbes D®u, pertence a LP(Q2). Para cada u €

Wm™P(Q)), definimos a norma de u pondo

SAL

il = | 3 [ D%ty |+ auando 1< p<oc

||| wrm.oo () = Z | D%u| oo (0)(£2), quando p = oo.

o] <m
Observacgao 1.3. O espago de Sobolev W™P(Q) € um espago de Banach. Para p =2,
representamos W™2(Q)) por H™(Q).

Proposicao 1.6. O espago H™ (X)) munido do produto interno
(1, 0) i) = > (D, D*0) 120y
la|<m

€ um espaco de Hilbert.

Prova. Ver [15] . |

O fecho de C§°(2) em H™(2) é denotado por HJ*(2) e por H™™(2) o dual
topologico de HJ*(€2). Denotaremos a norma em H™(§2) simplesmente por ||.||,, e por
|.|| para m = 1.

No que segue listamos algumas propriedades importantes dos Espacos de Sobolev.
Teorema 1.7 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto limitado em alguna

diregcao, digamos pri(2) C (a,b), onde pr;(2) denota a projecio de Q) na diregio i e

(a,b) € um intervalo aberto e limitado de R. Entao,

iz < (b= | |

2
dz, Yu € Hy(Q).

ou

(9xi
A prova deste resultado pode ser encontrada em [15]. Nesta mesma referéncia

podemos encontrar a prova do seguinte corolario.

Corolario 1.8. Em H['(S2), com § nas condigdes do Teorema 1.7, as normas ||u|| e

3 /QD%ﬂ)% (1.1)

laj<m

|Vu|(L2(Q))n = (

sao equivalentes.
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Consideremos espagos de Hilbert V' e H, com normas |.|y e |.| g, respectivamente,
e suponhamos V' C H. Seja i : V — H a injecao candnica de V em H, que a cada
elemento de v € V fazemos corresponder i(v) = v como um elemento de H. A imersao

é continua quando existe uma constante C' > 0, tal que
|U|H < O‘U’\/, Vev.
Dizemos que a tmersao é compacta quando a imagem de subespacos limitados de V'

por ¢ sao relativamente compactos em H.

Lema 1.2 (Imersoes de Sobolev). Seja Q2 um aberto reqular de R", m e Nel < p < 0.

Entao, para qualquer j € N, as tmersoes abairo sao continuas.

i) Sem < 2, entdo WIT™P(Q) < WH(Q),q € [ : P )§
p

n—mp

n

it) Se m = —, entao WIt™P(Q) — W1(Q),q € [p, >);
p

i4i) Se m > . entdo Witme(Q) — C(Q),
_ b
onde C7(Q) € o conjunto das fungoes continuas limitadas.
Prova. Ver [15]. |

Teorema 1.9 (Rellich-Kondrachov). Suponha que € é um aberto limitado de classe

O, j € N. Entao temos que as imersoes sio compactas:

i) Sem < 2, entao WItmP(Q) — W(Q), q € [17 o );
p n—mp

ii) Se m = %, entao WiTmp(Q) — W71(Q), q € [1,00).
Prova. Ver [15]. [ |

Proposicao 1.10. Suponha que Q0 é um aberto limitado de classe C', j € N. Entao

temos as sequintes imersoes:

i) Se Q € limitado e p < n, entao W'P(Q) — LY(Q), para, p < q < np ;
n—p
1) Se Q € limitado e p < n, entao WHP(Q) — L4(Q), para, 1 < q < P p*
n—p
Prova. Ver [15]. |

Observagao 1.4. O numero p* € conhecido como expoente critico de Sobolev.
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Teorema 1.11 (Férmula de Green). Se u € H*(Q), entdo

/Vqudx = —/ Audz—l—/@vda:,Vv c H'(Q).
Q Q rov

Prova. Ver [1] |

Proposicao 1.12 (Regra do Produto). Consideremos um aberto @ C R™. Sejam
u,v € WHP(Q) N L>®(Q) com 1 < p < oo, entdo uv € WIP(Q) N LX(Q) e

d(uv)  Ou ov .
oz, _Uaxﬁ 1,...,n.

u i =
(9aci ’
Prova. A prova pode ser encontrada em [1]. [

Pelo Teorema da Representacao de Riesz (Teorema A.8), temos a seguinte cadeia

de imersoes continuas
D(Q) — HY(Q) — L*(Q) = (L*(Q)) — H Q) — D'(Q)

com cada espaco denso no seguinte.

1.2 Espagos LP(0,T; X)

Seja X um espago de Banach. O espaco das aplicagoes lineares e continuas
de D(0,T) em X serda denotado por D'(0,7T,X), isto é, T € D'(0,T,X), quando
T:D(0,T) — X é linear e se 0,, — 0 em D(0,T) entdo (T,6,) — (T,0) em X.
Diremos que T,, — T em D'(0,T,X) se (T,,,0) — (T,0) em X, ¥0 € D(0,T). O es-
pago D'(0, T, X)) munido da convergéncia acima é denominado espa¢o das distribuicées
vetorias de (0,T) com valores em X

Observagao 1.5. Temos que o conjunto {0¢,6 € D(0,T),£ € X} € total em D' (0,7, X).
Também mostra-se que o conjunto {0¢,0 € D(0,T),§ € D(Q)} € denso em D( x

(0,7)) =D(Q).

Definigao 1.13. Dizemos que u : (0,T7) — X € fortemente mensurdvel quando ezistir

uma sequéncia de funcoes simples (n)nen, ¢n : (0,T) — X tal que

lon(t) —u(t)|x — 0, quase sempre em (0,T).
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Denotaremos por LP(0,7,X) , 1 < p < oo, ao espago das (classes de) fungoes
u, definidas em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e |lu(t)|% é

integravel a Lebesgue. Neste espaco definimos a norma

T 1

P

o = ( / ||u<t>||§dt) .
0

Por L>(0,T, X) representamos o espago das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7)
com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u(t)|x possui supremo essencial

finito em (0,7"), a norma neste espago é dada por
lullLoe 0,7, x) = sup ess|lu(t)] x. (1.2)
0<t<T

Os espagos LP(0,7,X) e L>(0,T,X) sado espagos de Banach com suas respectivas

normas.

Proposicao 1.14. O espago LP(0,T; X) € denso em D'(0,T; X).

Prova. Ver [2]. |

Observagao 1.6. No caso p = 2 e X um espaco de Hilbert, seque que L?(0,T,X) ¢

um espacgo de Hilbert, cujo produto interno é dado por

T
(1, 0) 20 x) = / (u(t), v(t)) x .
0
Se X é reflexivo, entao podemos identificar

[LP(0,T; X)]" = L0, T; X7),

1
onde — + — = 1. No caso em que p = 1, identificamos

p q
(L0, 75 X)) = L>(0,T; X')

Podemos encontrar a prova dessas identidades em [20].

Observacao 1.7. Uma identificacio que usaremos bastante € a sequinte: consideremos
Q C R™ um aberto limitado, T >0 e Q = Q x (0,T) um cilindro em R""! entao, para
1 <p < oo temos

L(0,T5 17(2)) = 1(Q).

No nosso caso, trabalhamos com p = 2.
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Defini¢ao 1.15. Dada T € D'(0,T, X), definimos a derivada de ordem n como sendo
a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por:

d"T dnp
—_— =(-1)"(T,— D(0,T).
(o) = 01 52 ) e € DO.T)

Representamos por C([0, 7], X) o espago de Banach das fungoes u, definidas em

[0, 7] com valores em X, cuja norma é dada por
[tlloe = sup [|u(t)]|x-
Denotaremos por H} (0,7, X) o espaco de Hilbert
Hy(0,T,X) = {ue L*(0,T,X);u" € L*(0,T,X),u(0) = u(T) = 0},
munido do produto interno

((uvv))Hé(O,T,X):/O (U(t),v(t))xdtJr/o (w'(t), v (1)) xdt.

Identificando L*(0, T, X) com o seu dual (L*(0,T, X)), via o Teorema de Riesz,

obtemos a seguinte cadeia
D(0,T,X) — Hy(0,T,X) — L*(0,T,X) — H (0, T, X) — D'(0,T, X),
onde
(Hy(0,T, X)) = H'(0,T, X).

Proposigao 1.16. Seja u € L*(0,T, X). Entdo, existe uma tnica f € H*(0,T, X)
que verifica

(f,08) = ((u,0),8),v8 € D(0,T),V¢ € X

Prova. Ver M.M. Miranda [16] ou [20]. |
A proposi¢ao anterior nos permite identificar v’ com f. Desse modo, diremos que

se u € L*(0,T, X) entdo v’ € H1(0,T, X).
Proposicao 1.17. Seja X um espaco de Hilbert, entao a aplicagcao
ue L*0,T,X)—u € H'0,T, X)

€ linear e continua.
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Prova. Ver M.M. Miranda [16] ou [20]. |

Proposigao 1.18. Suponhamos que u,g € L'(0,T,X). Entdao, as condigoes abaizo

sao equivalentes:
t

i) FEziste & € X, independente de t, tal que u(t) = §+/ g(s)ds quase sempre em
0

(0,7), (ué quase sempre uma primitiva de g);

T T
d

1) Para cada ¢ € D(0,T) tem-se / u(t)e' (t)dt = —/ g(t)p(t)dt, (g = d—? deri-

0 0

vada no sentido das distribuigoes);

d
iit) Para cada y € X/, %w(t), y) = (g(t),y) no sentido das distribuicaes.

Prova. Ver [13] ou [21] . |

Consideremos espacos de Hilbert X e Y, com X — Y. Entao definimos o espaco
W(0,T;X,Y) ={ue L*0,T; X);u' € L*(0,T;Y)}.
Este espaco, munido da norma

||u||I2/V(0,T;X,Y) = ||UH%2(O,T;X) + ||u/||%2(O,T;Y)7

é um espago de Hilbert. Além disso, estd imerso continuamente em C°([0,7];Y). Entao
faz sentido avaliar os elementos de W (0,7;X,Y) em 0 e T. Isto é consequéncia do

seguinte resultado.

Teorema 1.19. Sejam X, Y espacos de Hilbert tal que X — Y ew € LP(0,T,X),
' € LP(0,T,Y), 1 < p < oo, entio u € C°([0,T];Y).

Prova. Ver [13] u

1 1
Teorema 1.20. Seja — + — = 1. Sejam u € [L4(0,T, X)] ev € LP(0,T, X), entao
p q

T
(U, V) [La(0,7, X)) x LP (0,7, X) :/ (u(t),v(t)) xxxdt.
0

Prova. Ver [13]. |
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Notacoes e formulacao do problema

Seja 2 C R™ uma aberto limitado e conexo com fronteira I' de classe C?. Con-
sideremos o cilindro Qr = Q x (0,7), T' > 0, cuja fronteira lateral ¢ ¥ =T x (0, 7).
Consideremos uma familia de aplicagoes {7 }o<:<r, onde para cada ¢, 7 transforma (2

em um aberto 2; do R™ definido por

O ={zx e R x=mn(y),y € Q},

onde 79 é a identidade e entao 2y = . Os elementos de 2 sao os vetores y =
(Y1, Yn), com y; € R parai=1,...,n, e os elementos de (; sdo representamos por
r=(x1,...,2,), x; ER parai=1,...,n.

Definimos o dominio nao cilindrico @T C R" por
or= U 1 x 1}
0<t<T
A fronteira de €; é I'y, e a fronteira lateral de @T é f]T definida por

Sr= | {Tex {t}}.

o<t<T

Necessitamos das seguintes hipoteses:

7; & um difeomorfismo de classe C* de 2 em Q, (2.1)

€ CY([0,T]; C°(Q, R™)) N C°([0, T; C(2, R™)). (2.2)
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Onde temos o difeomorfismo
o Qr — @T
(1) — (nly),t) = (7(y,1),t) = (x,1)

Sejam O e O1,...Ox subconjuntos abertos, nao vazios e dois a dois disjuntos
de Q2. Denotaremos por O; e Oy, respectivamente, as imagens de O e O; por 73, para
t=1,...,N. Sendo 7; um difeomorfismo entre €2 e );, entao os subconjuntos O; e Oy
sao abertos, nao vazios e dois a dois disjuntos em €2, i = 1,..., N. Com isto, definimos
os seguintes dominios nao cilindricos contidos em @T:

Or= |J {0x{t}}, Or= |J {Oux{t}}, parai=1,....N.

0<t<T 0<t<T
Obseve que estes conjuntos sao imagens, por 7, de cilindros em ()1 cujas bases sao os

abertos O, 04, ...,0y.

Figura 2.1: Mudanca de dominios

Por @ = 4(x,t) representamos uma fungao definida em @T. Denotaremos por Y
e Xi, respectivamente, as fungoes caracteristicas de Oe (/Q\i, parat=1,..., N.
Consideramos ainda a funcdo @ = a(z,t) e a funcdo vetorial b = b(x,t) =

(bi(2,1))1<i<n com as seguintes regularidades:
@€ L*(Qr), be [L=(Qr)]".
Consideremos o seguinte problema de controle

. N
—- = N+ ai+b-Vi=0g+ Y ;X; em Qr;

. S (2.3)
. = 0 sobre Xr;

(0) = 1y em £,
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onde os controles v = v(x,t) e w; = w;(x,t), i = 1,..., N estdo localizados, respecti-

vamente, sobre @T e O;r e tem regularidades
b € L*(Or), w; € L*(Oup).

Agora vamos transformar, por meio do difeomorfismo 7 : Qr — @T, o sistema
(2.3) em um sistema em Q7. Em Q7 as fungdes de estado u = u(y, t), y € €, sdo dadas

por
u(y,t) = u(r(y),t) = u(r(y,t),t), Vy € Q, vVt € [0,T].
De modo equivalente, em @T temos
i(z,t) = u(r; H(2),t) = u(r~Ha,t),t), Yo € Q, Vt €[0,T).

Vamos denotar 7, '(z) = 77(z,t) por ¢;(r) = ¢(z,t). Com esta notagio, para i =

1,...,n, temos
ou ~ Ou B dp  Ou ¢ _ (9 0Py,
5 (x,t) = 5 (p(x,t),t) = Vu T + 5 onde 5 = ( 5 o ) . (24)
e
ot _ Ou B J9 dp (O ¢,
oz, (x,t) = oz, (p(z,t),t) = Vu or, onde oz, (axi,..., ar. ) (2.5)
Da igualdade em (2.5) obtemos,
oi . B 9, _ 09, i
oz, (x,t)b;(x,t) = Vu oz, (x,t)b;(x,t) = Vu(r(y), t) oz, (1e(y), )bi(1e(y), t)
e ainda,
0% [ DPu 0y Pu ¢, \ 0P  Oud?¢,
a7 =) = (@a?* 5900 axi) or, T A Tt
2u 2 . , 26,
o (00 P00, 06, ouds,
0y 0y, Ox; 0y2 0x; ) Ox;  y, Ox;
entao, adicionando em ¢ = 1, para i = 1,...,n, ficamos com
. © 0 [ ou
Ad= ) Ozkg(y,t)a—yk (8—%) + Vu - Ao, (2.6)

k,j=1
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onde,

" 9%,
Am(b = (Ax¢17 s 7A:Jc¢n>7 com A$¢] a ( (y)7 t)

O¢r 09,
sy, ¢ Z 6?:;2C &vj y):):

De (2.6), usando a regra do produto para derivada, temos

"9 ooy, 8u
At = g — E 7 VAN

k,j=1 Yj

Agora notando que

Doy Ou Jag(y,t)
=Vu
k;l Oy, 39 Z Oy,

onde,

e definindo

com

temos o seguinte sistema

ou -
El Alt)u + aly, thu + b(y,t) - Vu = vxox(or) + Z WiXo;x(0,T), em Qr

= (2.7)
u = 0 sobre Xp

u(0) = ug, em £,

onde,
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Na observagao 2.1 mais adiante neste trabalho, mostraremos que os sistemas (2.3) e
(2.7) sdo equivalentes.

O operador A(t) esté associado a seguite forma bilinear

au,v) Z /akﬂg; Ov —dy, Yu,v € Hy(Q).
;0

k,j=1

Lema 2.1. A forma bilinear a(u,v) € coerciva em Hj(2) x Hj(£2).

Prova. Sabemos que ¢, é um difeomorfismo de classe C? entre Q e €, entdo a

@
O 1<i,j<n

¢ invertivel e existe C' > 0 tal que

matriz

1M~ nllen <

1
< EHUHR’% vn € R™
Considerando n = M temos
|[ME][r > T[€] [ 2.8)

entao, pelas definicoes de ay; e M,

ou 0
au,u) Z/akjy, a—u%d—
j

k] 1

-S4 ()
52, Ja \ 9w Oz ) \ Oyx. Oy;

S ()
kj=1"9 Ox; Dyy, Ox; Dy,

= /Q(MVu, MYu)dy, Yu € Hy(S2).

Logo,
a(u,u):/(Mvu,Mvu)dy:/||Mvu\|§ndy.
Q Q
Sendo, por (2.8),

/ 1MVl ndy > T / [Vl 2y, Vu € HY(Q)
Q (9]
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obtemos,
a(u,u) > C°lJul 2, Yu € HY(Q),

portanto « é coerciva em Hg () x H} (). |

2.1 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta se¢ao definiremos as solugoes fortes e fracas para os sistemas (2.3) e (2.7).
Também provaremos a existéncia e unicidade das solugoes forte e fraca para o sistema
(2.7) usando o método de Faedo-Galerkin. Depois mostraremos que (2.3) e (2.7) s@o,
de fato, equivalentes e concluiremos a existéncia e unicidade de solucoes forte e fraca
para (2.3). Veremos ainda como as solugoes dependem dos controles.

Definigao 2.1 (Solucdo Forte para (2.3)). Dizemos que fungio @ : Qr — R € solugio
forte do sistema (2.3) quando

(S W(OvTa H&(Qt> A H2<Qt)>L2(Qt>>7

>
|

>
>
+
Q>
>
+
SN

N
Vi =0y + E w;X; quase sempre em Qr,
i=1

~

com 0(0) = .

Definigao 2.2 (Solugao Forte para (2.7)). Dizemos que fun¢io u : Qr — R € solugao
forte do sistema (2.7) quando

we W(0,T; H Q) n HA(Q), LA(Q)),

N
u + A(t)u + au + b-Vu= vXox(0,1) + Z WiXo,x(0,1) quase sempre em Qr,
i=1

com u(0) = up.

Definigao 2.3 (Solugao Fraca para (2.3)). Dizemos que a fun¢io  : @T — R € solugao

fraca do sistema (2.3) quando

@€ W(0,T; Hy (%), H (),
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satisfaz a sequinte identidade integral

T aa R T N T . T - .
/ (—,g) dt+/ (va,vg)dt+/ (ail, )dt+/ (b- Vi, &)dt =
0 at 0 0 0

T . N T R
0 i—1 J0
VE € W(0,T; Hy (), LA()), &(T) = £(0) =0,

Defini¢ao 2.4 (Solugao Fraca para (2.7)). Dizemos que fun¢io u : Qr — R € solugdao
fraca do sistema (2.7) quando

we W(0,T; H(Q), H (),

satisfaz a sequinte identidade integral

T T T T
/0 <%, )dt+/0 a(u,{)dt—k/ﬂ (au,{)dt—l—/o (I;-Vu,g)dt:

T N T
/0 (UX0x(o,T)7§)dt+Z/0 (wixo,x(0,1), §)dt,
i=1
VE € W(0,T; Hy(), L*(2)), &£(T) = £(0) =0,

(2.10)

u(0) = up.

2.1.1 Existéncia e unicidade de solucao fraca.

Teorema 2.5. Se uy € L*(2), entio o problema (2.7) tem uma tnica solu¢io fraca u

e

u € C°([0,T]; L*(2)).

Prova. Seja

N
f = vxoxom + Y wixo,xo.n)-

i=1

Entao, das hipoteses sobre v e os wy, i =1,..., N, temos f € L*((0,T), L*(Q)).
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Para demonstrar a existéncia de solu¢ao para (2.7) usaremos o método de Faedo-
Galerkin. Considere (w;);eny uma base de Hi(€) ortonormal em L?(€2). Obtemos essa

base resolvendo o problema espectral
alw,v) = MNw,v), Yo € H}(Q).

Cada w; é uma autofungao deste problema correspondente a um autovalor \;. Seja
Vin = [ws,...,wy,| o subespago gerado pelos m primeiros vetores w;. Considere o

seguinte problema aproximado: encontrar

U =Y gim(t)wi(y) (2.11)
1=1
solugao do sistema de equacoes diferenciais ordinarias

(ul,(t),v) + a(um(t),v) + (a(t)um(t),v) + (5 Vun(t),v) = (fm,v), Yv € V,,,
Uy = 0, sobre X, (2.12)

U (1, 0) = Ugpm — ug, quando m — oo em L*(Q),

m

onde f,, = E (f,w)w;. A convergéncia acima ocorre devido a densidade dos V;, em

=1
L?(€2). Considerando v = w; em (2.12), i = 1,...,m, e usando (2.11), temos

D IO wrw) + Y gun()a(wr, w;) + Y gun(t)(alt)wr, wi)+

+ Zglm(t)(g' Vi, wi) = (f, wi),

glm(o) = Glom-

Logo, para i =1,...,m,

(1) + A (£) + g (t)a(t) + ég””“)@' i) = 1
glm(()) = Jiom-

Observamos que o sistema (2.13) é um sistema linear do tipo

(2.14)
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onde
G = (g1m, - Gmm);
(fsw1) = Mgim(t) — a(t)gim(t) — Zglm(t)(g' Vwy, wy)
F(t,Go(t)) = _
(fa wm) - /\mgmm(t> - a(t)gmm(t) - Zglm(t)(l;- Vuwy, wm)
=1
Jiom
@ -
Imom

Sendo (2.14) um sistema linear de equagbes diferenciais ordinarias, ele possui uma

tnica solugao G, definida em [0, T, portanto existe uma tnica solugao

m

U (Y, 1) = Z Jum(t)wi(y)

1=1
para o problema aproximado definida em [0, 7.

Agora vamos obter estimativas que nos permitam fazer a passagem ao limite da
sequéncia (u,,), formada pelas solugoes aproximadas.

Estimativas

Considerando v = u,,(t) em (2.12) temos

(m (1), 13 (1)) + (tm (t), um () + (@()m (1), um (1)) +

N (2.15)
+(b(t) - Vum(t), um(t)) = (fn(t), um(t))

Como (U, (t),u, (1)) = %%|um(t)\2, da equagao (2.15) obtemos,
1d , B
5 g (O + alum(t), un(t)) = (fn(t), um(t)) = (a(t)um(t), un(t))—

—

—(b(t) - Vum(t), um(t)),

integrando de 0 a t ficamos com

_/o (b Vi (5))ds + um (0)[*.
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Lembremos que a forma bilinear « ¢ coerciva em H}(Q) x H}(Q), entao,

1 — [* 1 t
Slen®F + T [ flun(@)Pds < Flun + [ alun(s),un(s))ds,
0 0
onde C' > 0 é a constante de coercividade de a.. Além disso,

[ ) (6D = [ (@5 (6) ) — [ G Tums)s + 140

IN

/"|fm (s |ds+¥/ (a5t (5), i (5) |ds+:/)\b vmm()nds+-ﬁﬁégﬁf,

logo,

0+ / t(s)|Pds < / (), ()]st

/ [(a($)um(s), um(s) |ds—|—/ I( b Vi, (s ))!ds—|—| éO)|2

Observacao 2.1. Notemos que, para todo t vale,

[fm(®)] < [f(B)], Vm €N,

(2.16)

PO1S,

[fm(OF = {fm(t), fm(8)) = <Z(f(t),wz)wz, Z(f(t)>wz)wz>,

dat,
@ =D 1@, )z <D I(FE), w)lz,

entao, pela desiqualdade de Bessel, obtemos

n(OF £ LU0l < O,

Portanto,

|f@®)] < |f(®#)], Vm € N,

Da observagao (2.1), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

SOF | Jun(®)P

[(fin (@) ()] < | @O um ()] < [ () [ (B)] < =5 5

, Vm € N.(2.17)

Agora, sendo a imersao de H}(€)) em L?*(f2) continua e a € L*(f2), denotemos a

constante de imersao por Cp, temos

(@)t (t), um (1))] < llal|[u(®)]* < (Collalll[tm ()] (2)]
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dai, sendo

CiellalPlun @I lwm ()

(Collal[[[um () ]um )] < 5 5c

onde € > 0, ficamos com

CoellalPlum@I1* |, lum(®F

@) (1), (1)) < ST O (218)
Como b € [L®()]", temos
[(B(t) - Yt (t), i (0)] < [6(2) - Vet (8)] [t ()] < (1011t (8) [t (0]
Bl ()] < TN e O,
e > 0 é o mesmo considerado (2.18), obtemos
’(g(t) . Vum(t),um(t))‘ < 5Hb|’2||gm(t)”2 + |qu(8t)‘2 (2'19>

Logo, de (2.16)-(2.19) ficamos com,
t t t
un® 4 Co [ len(o)lPds < [ 156)Pds + Co [ fun(o)Pds + fun0) (220
0 0 0
2 .
com Cy =1+ — > 0 e para € > 0 suficientemente pequeno temos
5
Cy =207 — C2||al[% — [|b]|%e > 0
Seja C3 = min{l,C}} > 0, entao

a0+ [ NanPas] < [ s+ [ un(o)ds + a0

Como (u,,(0)) é uma sequéncia convergente em L*({2), existe uma constante Cy > 0,

tal que
[um (0)* < Cy, ¥m € N,
assim,

| (1)) —i—/o [t (8)]|ds < Cs + 05/0 |f(s)]?ds + 05/0 | ()| ds, (2.21)
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onde C5 = ma:zc{c1 : gﬁ, 03} > 0. De (2.21) temos

t t
un(®) < Cs+ Cs [ 1P+ C [ Jun(s) s
0 0

o que implica,

T T
U (1)]? < C5 + C5/ |f(s)]?ds + 05/ |t (5)|?ds (2.22)
0 0
logo, como f € L*(Qr), aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
T
lum (t)]* < Cs( 1 +/ |f(t)[2dt | e = Cp, Wt € [0,T]. (2.23)
0
Desta desigualdade e de (2.21) ficamos também com
T
/ || (t)|[Pdt < Cr. (2.24)
0
Obeservemos que a constante Cp > 0 nao depende de m. Portanto de (2.23) e (2.24)
temos
() & limitada em L*(0,T; L*(Q)) (2.25)
() & limitada em L*(0,T; H3(S2)) (2.26)

Passagem ao limite
As limitagoes (2.25) e (2.26), como feito em Brezis [1] nos permitem obter uma

subsequéncia de (u,,), ainda denotada por (u,,), tal que, respectivamente

U, — u em L(0,T; L*(Q)); (2.27)

Uy — u em L*(0,T, Hy(Q2)). (2.28)

Dado & € L*(0,T; L*()), como a € L>(Qr), entao aé € L*(0,T; L*(Q)), logo por
(2.26)

| o, swyi = [ wn.atema —
/0 (u(t), a(t)E())dt = / (u(t)a(t), £(t))dt

portanto,

/OT( ()um(t),&(t))dt —>/ (t))dt, V¢ € LX(0,T; L2(Q)) (2.29)
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Resulta da convergéncia (2.28) que
Vi, — Vu em [L*(0,T; L*(Q))]",
ebe [L%(0,T; L*(Q))]", entdo, analogamente ao caso da fungao a, obtemos
b-Vu, —b-Vuem L*0,T; L*()),
ou seja,

/0 (B(t) - Vaun(£), £(£))dt — /0 (B(t) - Vu(t), €(8))dt, Ve € L2(0,T: I2()). (2.30)

Agora, da convergéncia (2.28), dado ¢ € L?(0,T; H}(Q2)), sendo o uma forma bilinear

continua e coerciva sobre H}(Q) x H}(Q) temos

/0 aum(t), E(E))dt —> /0 alult), £(t))dt (2.31)

Considere ¢ = wn, onde w € HF(Q) e n € D(0,T), entao & € L*0,T; H(Q)) e da

convergéncia (2.28) temos

/0 (ul, (1), w ()t = / (s () 0 (81—

_/o (u(t), wyef (t)dt = /0 (' (£), w)n(t)dt, (2.32)

Yw € H}(Q), Vn € D(0,T).

Portanto, de (2.29)-(2.32), obtemos

—/ (u(t),w)n’(t)dt+/ oz(u(t),w)n(t)dt—i—/ (u(t)a(t), w)n(t)dt
0 0 0 (2.33)

T T
s [ E- vt = [ (oo e e H@), v e DO.7)
0 0
entao, por densidade, temos

- / (u(t), €/(1))dt + / o (u(t), €(6))di + / (ult)a(t), £(t))dt

‘|—/0 (5 Vu(t)aﬁ(t))dt :/0 (f,&(t))dt, (2‘34)

V& e W(0,T; Hy (), L*(Q2)), com £(0) = &(T) = 0.
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Notemos que

entao, de (2.34) temos

(W' (1),6) = (=A)u(t) — a(t)u(t) = b(t) - Vult) + f.€), VE € Hy(Q).  (2.35)

u' € L*(0,T; H (). (2.36)

Portanto, como u € L*(0,T; H3(Q2)) e HY(Q) — L*(Q) — H~(Q), sendo as imersoes,

além de continuas, densas, resulta como feito em Lions-Magenes [12]:

we CO([0, T [HY(Q), H()],) = C°((0, T]: LA()). (2.37)

[N

Convergéncia dos dados iniciais
Consideremos & = w(y)n(t), com w € HL(Q) e n uma fungio continuamente dife-
renciavel tal que n(T) = 0 e n(0) = 1. Substituindo v por & em (2.12) e integrando

temos
[t [ atum®.om@i s+ [ @,
+ [ 6w omeri= [ (.o,
entdo, integrando por partes ficamos com
- [ o @at s [ atunumta s [ ban. o
+ [ GV oma = [ Gt wmoa s [ 0,0
logo, passando ao limite obtemos

—/ (u(t),w)n'(t)dt+/ oz(u(t),w)n(t)dt—i—/ (u(t)a(t), w)n(t)dt
0 0 0 (2.38)

+/0 (E-Vu(t),w)n(t)dt:/o (f(t),w)n(t)dt+/0 (uo, w)dt,
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Por outro lado, observamos que (2.33) ainda vale considerando ¢ dessa forma, assim

—/ (u(t),w)n’(t)dt+/ oz(u(t),w)n(t)dt—i—/ (u(t)a(t), w)n(t)dt
0 0 0 (2.39)

+ [ G vumwa = [ ao.wmoa [ wo),w
Comparando (2.38) e (2.39), temos
(u(0),w) = (ug, w) = (u(0) — up, w) =0,
como w € H}(Q) é arbitréario, por Du Bois Reymond, obtemos
u(0) = up quase sempre em §.

Unicidade
Sejam u e w duas solugoes do problema (2.7), entdo como a equacdo é linear

temos que z = u — w satisfaz

- / (1), £(8))dt + / a=(t), £())dt + / (=(t)alt), £(8))dt

+ [ F-vso. g o (2.40)
Vf € W(07T; H(}<Q)v L2(Q))7 com §(O> = f(T) = 07

2(0) =0

Notemos que z € W(0,T; H3 (), L*(R2)) e 2(0) = z(T) = 0, entao substituindo em

(2.40), € por z e usando que (2/(t), z(t)) |2(t)]? temos

T 2dt
T

1 T
—|z(8)|? a(z(t), z(t))dt 2(t)a(t), z(t))dt
. <2\+/0 G020t + [ (c(2)alt) (1) .

Logo, procedendo de modo analogo a o que fizemos na parte das estimativas, ficamos

com

1 T T T
S0 + 0 / 12(8)|Pdt < lal| / 2(6) Pt + / B @N=0lde,  (2.42)
sendo,

eI

- —2
b[]*l=)* |, C
c —

+ —lz(®)|*
20"

BIll=@l11=(0)] = ( ;

)6||z<t>|| <
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Substituindo em (2.42) obtemos

2

1 c ! ||I;||2 1
—zt2+—/ z(t 2dt<<a —i——)/ thdt,

entao,
2, A2 ’ 2 ||g||2 g 2
0F+T [ o< (2o + 25 [ o
0 C 0
dai,
< (2 ey 2d 2.43
2O < { 2[lal] + —; |2(t)["d. (2.43)
C 0
De (2.43) e da desigualdade de Gronwall, obtemos
|z(t)]* <0, Vt €[0,T]. (2.44)
Portanto, z(t) = 0 para todo ¢ em [0,7]. Com isto concluimos a demonstragao. |

2.1.2 Existéncia e unicidade de solucao forte.

No que segue provaremos a existéncia e unicidade de solucao forte para o problema

(2.7).

Teorema 2.6. Se ug € H}(2), entio o problema (2.7) tem uma tnica solugio forte

u. Além disso,

u € C°([0, T]; Hy(Q)).

Prova. Na equagao (2.12), fazendo v = u/ (t), lembrando que a solugao u,, é

definida em [0, 7], temos
[t (O + tan (£), 1, (£)) + (@)t (£), 103, (8)) + (B(0) Vit (), 3, (1)) = (fn (), 03, (1))

o que implica,

[ () + et (8), g, (8) = (fin(8), w0 (£) — (a(t)tin (1), ur, (1))
—(0(O)Vum (1), 1, (1))

Da expressao de a, aplicando a regra do produto temos

(2.45)

()., (1)) = 5 T (0), (1)) = 50t (8) 0 (1), (2.46)
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onde usamos a notagao

o (un(8), (1)) = /Q (%%ﬂy,t)) 8%Z§t) azg;iﬁdy

Entéao, substituindo a expressao de (2.46) em (2.45) ficamos com

/ 2 = ! L !
A+ 5 gy m ) (0) = U 16,0) + 50 @ n@)

—(alt)um(t), wr, (£) = (0¥ (8), s, (1))

Agora temos usando Cauchy-Schwarz, a observagao 2.1 e a desigualdade elementar,

2 )12
D) ()] < U ()] < 17 (0] < 25 O (g
e para € > 0, sendo a € L>(Qr), be [L>®(Qr)]™, temos
(@) (t), up, (1))] < lalllum (6)| |, ()] = Collal [l um (6) |1, (8)] <
Vol 2.y 2 2 (249)
< CollallPlum®F | [um @]
- 2 2e
[(B(t) - Ve (£), ()] < 1B(2) - Vatan (8)] |25, (£)] < [[B]]] 213 (8) [ 11 (£)] <
o NI | lBIP s, (O (2:50)
- 2e 2
além disso, da expressao de o’ obtemos,
o (i (£), i (£))] < il (8)]]7, (2.51)
onde, C; = <1 max Hozjk||>. Logo, usando em (2.47) as estimativas (2.48)-(2.51), para
<5k

e>0 suﬁcientemente pequeno, temos

O + 1 Lalun), unt)) < UL+ Colloll £ elBIE L
# (0t 2) el
implicado,
Cali (O + (1), 1, 8)) < |2+ Collun ()] (252
onde

5 1
Co=1—e(C3||a|] + |[B[?) > 0 e Cy = 2 (cl +g) .
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Notemos ainda que Cy < 1, assim de (2.52), obtemos

o (O + alun(®,un(®)) <1+ Cllun O
dai,
O + (0, (1)) < CUTP + Callun (1) (259

onde C; = {c%» g—z} > 0. Agora integrando de 0 a t, t € [0,7], usando (2.24) e que

f € L*(Qr) temos
/Ot [ul,(8)2ds + a(um(t), um(t)) < Cs + a(um(0), um(0)), Vt € [0,T], (2.54)
com Cs = max{|f|?,Cr} > 0, portanto, sendo a continuo e coercivo, segue que
/Ot lu! (s)]*ds +62Hum(t)]|2 < Cs + Cg|lun (0)||?, ¥t € [0,T], (2.55)

Cs > 0 € a constante da continuidade de «.

Agora, notemos que no problema aproximado podemos considerar
U, (0) = gy — ug em Hy (52),
entao, existe C; tal que

Co|[um(0)||* < C7, ¥m € N. (2.56)

De (2.55) e (2.56), existe Cs > 0 tal que
/T lul (t)*ds + ||um(t)||* < Cg, independente de m. (2.57)

0

Observemos que a constante Cy ainda depende de T', pois Cs depende. De (2.57) temos
(u!,) limitada em L*(0,T; L*(Q)); (2.58)
() limitada em L>°(0,T; Hy(€2)). (2.59)

Das limitagoes (2.58) e (2.59), como feito em Brezis [1], podemos extrair de (u,,) uma

subsequéncia, ainda denotada por (u,,) tal que,

U, — u em L0, T; HY(Q)); (2.60)

ul —u em L*(0,T; L*(Q)), (2.61)
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assim,
u € W(0,T; Hy (), L*(Q)). (2.62)

Considere & = wn, com w € H}(Q2) e n € D(0,T), entao das convergéncias em (2.60) e
(2.61), temos

/ (W, Dt —> / Bdt, Yw € HYQ), ¥y € DO, T), (2.63)
/O (U t)dt —>/ t)dt, Yw € Hy(2),¥n € D(0,T). (2.64)
De (2.64), lembrando que
(Alt)o, w) = a(o,w), Yo,w € HY(Q).

obtemos

/o (Al f)dt _>/ ), (2.65)
Yw € HI(Q) Vn € D(0,T).

Como a € L*>*(Q) temos de (2.60)
T
/ (1), Dt —>/ Ddt, Yw € HAQ), ¥y € D(0,T)
0
o que implica,
T
/ (a(t)tm, t)dt —>/ t)dt, Yw € Hy(),¥n € D(0,T). (2.66)
0
Sendo b € [L>(Q)]™ e de (2.59), obtemos
Vi, — Vu, em L=(0,T; L*(Q2)).
Entao,

/OT(vuma)ﬁ(t) Yn(t dt—>/ (Vu(t), b(t)w)y(t)dt, Yw € HY(Q), Vi € D(0,T),

o que implica

/ B0V (1) w)n (1)t — / (t)dt, (2.67)
Yw € Hy(Q), Vn € D(0,T).
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Agora das convergéncias (2.65)-(2.67) e (2.63), passando ao limite no problema

aproximado ficamos com

/o (u'(t),w)n(t)dt+/0 (A(t)u(t),w)n(t)dt+/0 (a(t)u(t), w)n(t)dt +

/o (l;(t)Vu(t),w)n(t)dt :/0 (f(t),w)n(t)dt, Yw € Hy(Q), ¥n € D(0,T), (2.68)
logo,

/0 (1), B(8))dt + / (A(t)ult), o(t))dt + / (alt)ult), $(6))di+

- . (2.69)
| Evat. e = [ (0.0 vo e D)
Desse modo,
/ (W + A(t)u + au + bVu — f)odydt = 0, Vo € D(Qr), (2.70)
portanto, do Lema de Du Bois Raymond, segue que
u + At)u + au+ bVu = f, em L*(0,T; L*(Q)). (2.71)
Como f —u' — au — bVu € L*(0,T; L2(£2)), de (2.70) temos
A(t)u € L*(0,T; L*(2)),
entdo,
u € L*(0,T; Hy () N H*()) (2.72)

De (2.72) obtemos
D(A(t)) = {u;u € Hy(Q), A(t)u € L*(Q)} = Hy(Q) N H*(Q),
logo, como feito em Lions-Magenes [12], temos

D(Ab (1) = { e L2(9): Y Alu,w))? < oo} — H}(Q).

ficamos com, ver [12],
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isto é,

[H, () N H*(Q), L*(Q)]y = Hy(Q)

[NIES

portanto, ver [12],

u € C°([0,T]; Hy()). (2.73)
A prova de que u(0) = ug e a unicidade de solugao forte sao feitas de modo anélogo ao
que fizemos na prova do Teorema 2.5. [ |

2.1.3 Equivaléncia dos problemas

Por construgao do sistema (2.7), u(y, t) é solugao forte de (2.7) se, e somente se,
u(z,t) = u(r(y),t) é solucao forte de (2.3). Além disso, da regularidade de 7; e ¢;

obtemos

@€ L*(0,T; Hy (%)) N H?(2,) N CO([0,T7; Hy (%)), @' € L*(0,T; L*()).  (2.74)

Seja (%) a matriz jacobiana da mudanca de variavel 7, 0 < t < T,
i Jig=1

denotemos o determinante dessa matriz por D;(y) = D(y,t), y € Q,0 <t < T, ou
simplesmente por D; quando nao houver perigo de confusao. A matriz jacobiana de ¢y,

0<t<T,é¢ (%) e seu determinante ¢ D(z,t) = D7 Y(y,t), 2 € Q;, 0 <t < T.
ij=1

De (2.1) e (2.2) temos
£ e W(0,T; H (Q), L*(Q) & D™'¢ e W(0,T; HL (%), L*()). (2.75)

Entao, usando o teorema da mudanca de variaveis, de (2.75) temos

/Q (Vu(y,t) ' 8¢(Tta(ty),t) N augi, t)) E(y. 1)y /Qt (8&(89;,25))

€ mais,
JARC

/ Ad(x, t)E(x, t)dx.
Q¢

E(x,t)dx. (2.76)

Oayj Ou(
Z 60;? uay +VU'Axeé(n(y),t)]f(y,t)dy=

(2.77)
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Temos também

| (et uta / 0)é(x,t)da (2.78)
/f y,1)&(y, 1) /

onde usamos a notagao

f(x, t)E(x, t)dr, (2.79)

N
f=ox+ Z W; X (2.80)

Agora lembrando da definicio de b, das igualdades (2.76)-(2.79) e integrando de 0 a T

temos que ocorre

/0 (?}? )d”/OTO‘<“>5)dt+/OT(au7§)dt+/OT(E-vu,g)dt:

T N T
/ (UX<9x(o,T),£)dt+Z/ (wixo,x(0,1), €)dt, (2.81)
0 i=1 70
vE € W(0,T; Hy(Q), L*(Q), &(T) = £(0) =0,

se, e somente se, verificamos

T aﬂ T A R T . T:, .
/O (at g) dt+/0 (vu,vg)dt+/0 (@i, g)dt+/0 (b-Va,é)dt =

. 2.82
/ X, € dt—l—Z/ 1Xz> t, ( 8 )
0

vf € (O7T; H&(Qt>>L2(Qt))7 é( ) = é(O) =
E mais,
u € W(0,T; Hy(Q), H1(Q)) N C°([0,T]; L*(Q)) &

i€ W(0,T; Hy(Q), H™' () N C°([0, T]; L* ().

Com isto verificamos que, de fato, os problemas (2.3) e (2.7) s@o equivalentes.

2.1.4 Dependéncia dos controles

Observacao 2.2. Da reqularidade de 1, existem constantes positivas Ko e K1 tais que

0 < Ko < |D(y,t)] < Ki, ¥(y,t) € Qx[0,T],
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em particular,

0< Ko <|D(y,t)| < Ky, V(y,t) € Qr. (2.83)
As solugoes fortes de (2.3) e (2.7) dependem linearmente dos controles v, Wy, . .., Wy
e v,w,..., Wy, respectivamente.

De fato, provaremos esta afirmacao para as solugoes de (2.7), para as solugoes de
(2.3) a prova é analoga.
Dadas

N N
J1 = vixox@o1) + Zw}Xoix(O,T), e fa = vaXox(,1) + ZUJ?XOM(O,T)a
i=1 i=1

sejam u, u; € ug, respectivamente, as tinicas solugoes dos sistemas

0 o
o5 T ADu+ aly,u+ Ky, 1) - Vu = fi+ fr. em Qr,

u = 0 sobre Xr (2.84)

u(0) = uf + ud em Q,

onde u1(0) = uj e uz(0) = u3,

8 —
S+ Al + aly, Ohus + By, 1) - Vo = fi, em Qr,

u; = 0 sobre Xp

u1(0) = u} em Q,

a —
C2 4 Aty + aly, Oy + By, 1) - Vu = fo, em Qs

us = 0 sobre Xp

u2(0) = w2 em Q.

Como as equagoes sao lineares temos que 4 = u; + us também é solugao do sistema
(2.84), entao pela unicidade de solugao forte temos u = u. Além disso, se u é solugao
de

9 B
8—1; + A(t)u+ a(y, t)u+ b(y,t) - Vu= f em Qr

u = 0 sobre X (2.85)

u(0) = up em €,
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com
N

[ =vXxoxomr + Z WiX0; x(0,T) s
=1

entao, da linearidade da equacao e da unicidade de solugao para o sistema

B .
8—1;+A( Yu+ aly, t)u + b(y,t) - Vu = Af em Qr

u = 0 sobre X

u(0) = Aug em €,

temos que Au é solucao do sistema

% + A(t) u + a(y, t)\u + l;(y, t)-Viu=\f, em Qr

Au = 0 sobre Xp
Au(0) = up, em S

Com isto concluimos que as solugoes fortes do sistema (2.7) dependem linearmente dos

controles v, wy, ..., wy.

Observacgao 2.3. Podemos supor, sem perda de generalidade que u(0) =0, (u(0) =0),
pois se tiwermos 4(0) = ug # 0 podemos transformar o problema em um equivalente
com g = 0.

De fato, considere 4(0) = g # 0 e seja 2 = 2(x,t), (z,t) € Qr, solugio do

problema

0z

ot
2 =0 sobre ET

2(0) = ug, em ,

Az+az—|—b Vz=0, emQT

entao, da linearidade do problema e da unicidade de solugdo podemos fazer i = Z + é,

onde é € solucao do problema

a¢ N .
5 _AC+al+b-VE =i+ g em Qr,
(:OsobreiT
C(0) =0, em Q.

Ja provamos que as solugoes fortes das equagoes (2.3) e (2.7) dependem linear-

mente dos controles 0, wy,..., Wy € v,wy,...,wy, respectivamente. Provemos agora
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que as solugoes fortes @ de (2.3) e u de (2.7), 0 < ¢t < T, dependem continuamente dos

controles v, w1, ..., Wy € v,wy,...,wy, respectivamente.
N

De fato, sejam (fy), com fn = vmXox(or) + ZwimX@X(O,T), uma sequéncia
i=1
de controles para (2.7) e (u,,) a sequéncia de solugbes, onde u,, é solugao de (2.7)

correspondente a f,,,. Suponha que

N N

Jm = UmXoxo1r) Z WimXox(0,1) — | = vXox@o1r) + Z wiXox©,r),  (2-86)
=1 =1

em L*(Qr), quando m — oo entdo, seja u a solugao do sistema (2.7) com controle
f. Considere z,, = Uy, —u € g = fmn — f, € pela observagao 2.3 podemos supor
Ugm = U = 0, entao zg,, = Ugm — ug = 0. Logo, procedendo de modo analogo ao que

foi feito para obter a desigualdade (2.21) obtemos

T

T T
|%@Fﬁ/H%@Wﬁscjﬁmeﬁ+c/|%@ﬁw (2.87)
0 0 0
onde C' > 0 é uma constante. Entao,
T T
an@F <C [ lgn@Pit+C [ (o)
0 0

e da desigualdade de Gronwall obtemos

ant@ < Cr ([ lamoar).

0

Logo, desta desigualdade e de (2.86) obtemos
T
|Zm(t)|27/ |z (t)2dt — 0, m — oo, (2.88)
0
De (2.87) e (2.88) obtemos
T
/ || 2m (1)||2dt — 0, m — oo. (2.89)
0
Portanto,
U, — u, em L*(0,T, Hy(9)), quando m — oco.

De modo analogo, usando a mudanga de varidveis 7;, obtemos que se (f,,), com f,, =
N

@mhfﬁ—z Wim Xi, uma sequéncia de controles para (2.3) e (1,,) a sequéncia de solugdes,
i=1
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onde ,, é solugao de (2.3) correspondente a fm com U, (0) = g, = 0. Entao supondo

N N
fn = OmhX + D im¥s = [ = 0%+ > _di%s, em L*(Qr)
=1 =1

temos
Ty — 1, em L*(0,T, Hy (%)), m — oo.

Do que foi feito nesta secao temos que, para qualquer escolha dos controles
0,1, ..., Wy, podemos escrever a correspondente solugdo @, (com 4y = 0), em um

tempo t como

N
a(t) = So(t)o + Z Si(t)w, 0 <t <T, (2.90)
i=1
onde §0 e §i, t = 1,..., N, sao operadores lineares e continuos dos controles. Para
t =T, escrevemos
N
i(T) = Lod + » _ Ly, (2.91)
i=1
onde ZO e fi, 1=1,..., N, sao operadores lineares e continuos dos controles.
De modo anélogo, escrevemos
N
u(t) = So(t)v + > Si(thw;, 0<t < T, (2.92)
i=1
com Sy e S;, i =1,..., N, operadores lineares e continuos dos controles. Para t =T,
escrevemos
N
u(T) = Lov + » _ Luw;, (2.93)
i=1
com LgeL;,i=1,..., N, sao operadores lineares e continuos dos controles v, wy, ..., wy,

onde u é a solugao forte para (2.7) correspondendo a esses controles com condigdo inicial

u(0) = up = 0.

2.2 Formulacao do problema e metodologia

Como o préoprio nome da se¢ao ja sugere, agora vamos explicar qual é o tipo de

problema de controle que vamos resolver e qual o método usado.
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Como a solugao u do sistema (2.3) depende de 0,1, ..., Wy, algumas vezes usa-
remos a notagado u = u(x,t,v,w,...,wy). Controle Hierarquico foi o nome dado por
J.-L. Lions a um tipo de controle que se baseia num esquema de lider e sequidores. Mais
explicitamente, o controle v faz sua escolha independentemente dos outros controles,
por isto, chamamos © de lider, ja os controles wq, ..., wy fazem sua escolha dependo
da escolha de © e sao chamados seguidores. Muitas vezes para enfatizar a dependéncia
dos seguidores escrevemos wy (0), ..., Wy (D).

Para localizar a acao dos seguidores, introduzimos as fungoes p; : Q@ — R, 1 =

1,..., N dadas por

pi(z) >0, pi(x)=1em G; C Q, (2.94)

onde CA;Z ¢ uma regiao proxima de onde w; atua.
Os controles devem trabalhar no sentido de fazer com que @(z,T), onde @ é a
solugdo da equagao (2.3), se aproxime de um estado ideal 47 (z).

Parai=1,..., N definimos os seguintes funcionais custos

~

> a N I o (07NN A N

Ji(0,01, ... 0N) = 5/ / s (2, ) |Rdzdt + E\pz[u(a:, T,0,%) — uT(:L')]|%2(QT£,‘2.95)
0 Ot

onde, denotamos w = wq,...,wy e, parat=1,..., N, a; > 0 sao constantes.

Observagao 2.4. Da existéncia, unicidade e reqularidade da solugao u de (2.3), 0s
funcionais jj\i, 1=1,...,N, estao bem definidos.

Apo6s o lider ter feito uma escolha v em sua estratégia, lembrando que as escolhas
do lider sao independentes, os seguidores buscam encontrar um Equilibrio de Nash
para os funcionais custo 31, e ,EN, isto é, buscam controles w1, ..., wy dependendo
de ¥ que minimizem simultaneamente seus custos. Ou seja, trabalham para obter

controles w1 (v), ..., wy(v), satisfazendo

~

ji(@vwla s 7wi—l7wi7wi+17 R 7UA}N) S %(@7@2}17 s 7wi—l7wi7wi+17 s 7UAJN)7 (296>

para todo w; € LQ(@T). Em outras palavras, supondo que o lider tenha feito uma

escolha 0, os seguidores fazem escolhas w;(v),. .., wy(v) tais que

~ ~

ji(vawla ceey W1, Wiy Wig1y - - - 7U)N) = inf Jz'(’U,wb ey Wis 1, Wiy Wit - - - ,’LUN)-

’LT}ELQ(OZ'T)
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Uma vez obtido o Equilibrio de Nash w(v) = (wy(v),...,wy(v)), para cada controle 0,
o lider trabalha para que u(z,T,?,w(v)) se aproxime do estado ideal u”(z). O que é
possivel, como veremos adiante, desde que o sistema seja aproximadamente controlavel.
Este processo ¢ chamado de Estratégia de Stackelberg-Nash. Segue entao, dois

pontos que devemos mostrar:

(i) Existéncia de um tunico equilibrio de Nash para os funcionais custo ji, ..., jn;

~

(i) Supondo que existe um equilibrio de Nash, quando ¢ varia em L?*(O) o conjunto
das fungoes u(x,T,v,w(v)), onde u(x,t,v,w) é solugao forte do sistema (2.3), é

denso em L?(Qr).

Observe que o ponto (i7) nos permite aproximar u’. Essas questoes ja foram resolvidas
por Diaz e Lions em [5] no caso do dominio cilindrico. Mostraremos, nos proximos

capitulos, através da mudancga de variaveis 7; os pontos (7) e (i7) no caso nao cilindrico.



Capitulo 3

Controlabilidade Aproximada

Transformamos o sistema (2.3) no sistema equivalente (2.7), neste capitulo pro-
varemos que o sistema (2.3) é aproximadamente controlavel, provando que o sistema
(2.7) é aproximadamente controlavel. Neste sentido precisamos antes definir e provar

algumas propriedades dos funcionais custo em Q7.

3.1 Funcionais Custo no dominio cilindrico

Nesta secao iremos definir os funcionais custos no dominio cilindrico Q7. Obser-

varemos que as propriedades que provaremos para os funcionais custo em )y também

valem para 31, e ,}N.
Usando o Teorema da Mudanca de Variaveis, para i = 1,..., N, obtemos

1T 1T
1 / / (s, ) Rzt = — / / s (), )Rt =
2J)o Jo, 2J)o Jrno)

1 T
—5 [ ] 1Dt gt
0 O;

e, analogamente,

(CTRIN N A A 7 o N A A N
3 I@lite 7.6, 0) =i @llsan = 5 | (@), T0,0) — i (1) fade =
T

- & / D) |ps() ey, T 0, w) — u ()] By,
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Observagao 3.1. Parai=1,...,N, temos p;(y) >0 e p;(y) =1 em G; = G;.
Entao, definimos os funcionais custo em ()7 como
jl v wza-"awN) / / |Dt ||wz(y7 )|]Rdydt
(3.1)
5 [ D) ety 70, 0) =" )
O equilibrio de Nash para os funcionais j;, i = 1,...,N, é w = (w,...,wy) que
depende de v e
Ji(v,wr, oo Wi, Wiy Wigas - wy) < Gi(0, w5 Wi, Wi Wi, W) (3.2)
para todo w; € L*(O; x (0,T)). Provemos que os funcionais custo l/]\Z eji,i=1,..., N,
sao continuos. A prova seré feita para j;, para EZ a prova é analoga.
Seja (wy,) uma sequéncia em L?(O; x (0,7T)) tal que
Wi — w; em L*(O; x (0,T)), m — oo.
Entao,
e I
3 | ot ORdyd > 5 [ )yt 33)
0o Jo, 0
e como
Q;
5 |Dt(y)||pl<y)[u(y’ T7 UV, W1y« Wi—1, Wi, Wit1, - - -, U)N) - uT(y)] |]%dydt =
2
O;
Q;
T2 /O 1 De(y)l1pi(y)[Lov + Liw + -+ + Liign + -+ - + Livwy — u” (y)][zdydt,
sendo L; um operador linear e continuo, temos
Q;
5 / |Dy(y)|]pi(y)[Lov + Liwy + -+ - + Liwgn + -+ - + Lywy — u’ (y)]|zdydt —
O;
Q;
3/0 |Dy(y)|]pi(y)[Lov + Liwy + -+ - + Liw; + - - - + Lywy — u” (y)]|3dydt.
Logo,
Q;
5 / |Dt(y)||pz(y)[u(y7 T7 UV, W1y« vy, Wi—1, Wi, Wig1, - - - 7wN) - UT(y)”fRdydt —
O (3.4)

Q;
5/ |Dt(y)le<y)[u(ya T7 UV, W1,y ...,Wi—1, Wi, Wit1, - - - ,UJN) - uT(y)]@dydt,
O;



Capitulo 3. Funcionais Custo no dominio cilindrico 47

portanto, de (3.3) e (3.4), obtemos
Ji(v, Wi, . Wi, Wi, Wit - WN) = Jil(0, W1, Wi, W, Wi, - -, WN ), T — OO

Isto prova que j; é continuo.

Como os funcionais j; e fy\z sao continuos, eles sao semicontinuos inferiormente.
Além disso, observamos que eles sao estritamente convexos.

De fato, sabemos que a fungao f : R — R, f(r) = 72, é estritamente convexa,

entao para todo A\, com 0 < A < 1 temos
fOr 4+ (1= Nra) < Af(r) + (1= A) f(r2), Vri,rm2 € R.
Logo,

|IAw; + (1 — N)g)? < M |> + (1 — N)|wy]?, Vo, w; € L*(O; x (0,T)), (3.5)

1 T
-/ / Dyl As + (1 — Ny 2dydt <
//|Dt||wz| dydi + L= //|Dt\|wz| dyt

quaisquer que sejam w;, w; € L*(O; x (0,T)). Agora, usando (2.93) e notando que os

assim,

(3.6)

L;,i=1,...,N, sao lineares, temos

[Lov + Lywy + -+« + Liy(Aw; + (1 — N)w;) + -+ - + Lywy — uT]? = [ALov+
(1 = XN)Lov + ALywy + (1 — N) Lywy + -+ + ALw; + (1 — N Liw; + - -+ + ALywy+
(1 =N Lywy — AT — (1 = NuT]? = {\[Lov + Lywy + -+ + Liw; + -+ + Lywy—
ul] 4+ (1 = N)[Lov + Lywy + -+ + Liw; + -+ - + Lywy — u’]}?,
mas,
{MLov + Lywy + -+ + Lyw; + -+ - + Lywy — u'] + (1 — N\)[Lov + Lywy + -+
Lib; + - -+ Lywy — uT]}? < MN[Lov + Lywy + -+ + Ljww; + - - + Lywy — u?]?+
(1 — N)[Lov + Lywy + -+ + Ljw; + -+ - + Lywy — ul]?,
entao,
{Lov + Lywy + -+ Li(Mw; + (1 — Nw;) + -+ - + Ljw; — ul' }2 < N[ Lov+
Lywy + -+ Liw; + -+ + Lywy — u']2 + (1 — M) [Lov + Lywy + - -+ + L+

Lywy — u”)?
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dai,

% /Q | Del{pilLov + Lywy + -+ + Li(Aw; + (1 = \)i;) + -+ + Lywy — u'|}2dy <

)\Oéi
2

/ |De|{pi[Lov + Lywy + - -+ + Li(w;) + - - - + Lywy — u” ] }2dy+
Q
1—A a; B
%/ |Dt|{pi[L0U + Lywy + -+ Lz(wz) + -+ Lywy — UT]}Qdy,
Q

isto para quaisquer w;, w; € L*(O; x (0,T)), i = 1,...,N. Desta desigualdade e de
(3.6), temos

ji(’l)7w1,...,/\wi—|—<]_—)\)’(I)Z‘,...,U)N) < )\ji(v,wl,...,wi,...,w]v)—i—

(1 - /\)ji(v,wl, NP ,ﬁ)i, con ,IUN),

para todo A\, 0 < X < 1 e quaisquer w;, w; € L?(O; x (0,T)). Portanto, j; é estritamente
convexo, 1 = 1,..., N. Do mesmo modo mostramos que 31 ¢ estritamente convexo,
t=1,...,N.
Observagao 3.2 (Derivada no sentido de Gateaux). A derivada de j; no sentido de
Gateaux na diregao do vetor w; € L*(O; x (0,T)) € definida por

d

ji(v,wl,...,wi,...,wN) QIJZ: —ji(v,wl,...,wi—I—/\u]i,...,wN)|)\:0,

X

analogamnete, a derivada de Gateaux de}i na direcao do vetor w; € LQ(é\iT) é definida

por
~ . . _ d~, . . . _ .
ji(v,wl,...,wi,...,wN)-wi:ﬁji(v,wl,...,wi+/\w,-,...,wN)|)\:0.
Desta observacgao e da definicao de z,i: 1,..., N, temos
d~ . ) } . d |1 [ . o
ﬁji(v,wl,...,wi—i-/\wi,...,wN)})\:O = 5{5/0 /@T(wz‘-i-)\wi) dxdt +
2% AT A T oA = _ =~
‘|‘3 {,Oz[Lov—i-L]wj—i-—i—Ll(wz—I—)\wZ)—i——i-LNwN]}Q} s
r A=0
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Lembremos que L;w; = u;(x, T, w;), onde u;(x,t,w;) é a Gnica solugao forte do sistema

aa? — AT + 4T; + b+ Vi, = 0%, em Qr,
u; = 0 sobre X, (3.7)
Z_LZ(O) = 0, em (2.

Portanto, como j; é semicontinuo inferiormente e estritamente convexo, para i =

1,..., N, temos que w(0) = {w(0),...,wn(0)} é um equilibrio de Nash para os fun-
cionais custo ;1, e JN se, e somente se, satisfaz a equagao de Euler-Lagrange

-~

Gi(0, Dy, .. Ay, ... DN) - = 0, Ya; € LA(Op).
ou seja,

T
/ / dosindadt + o / 21i(T) — i) (T)dx = 0, (3.8)
0 Oit Qr

~

para quaisquer w; € L*(O;r) e u;(z,t,w;) solugao de (3.7).
De modo anélogo, considerando os funcionais j;, temos que w(v) = {wy (v),...,wx(v)}

¢ um equilibrio de Nash se, e somente se, verifica a equagao de Fuler-Lagrange
ji(v7w17 sy Wiy e ,UJN) Cw; = 07 Vu—)z € L2(OZ X (07T))7
isto é,
T
/ / | Dy |wiw;dydt + ai/ |Dy|p2[u(T) — v (T)dy = 0, (3.9)
o Jo, Q

para todo w; € L?(0; x (0,T)), onde @;(T) = L;w; e ;(y,t,w;) ¢ a tnica solugao forte
do problema
ou,
ot
u; = 0 sobre X (3.10)

12,(0) = O, (S00% Q,

3.2 Controlabilidade Aproximada

Considere o conjunto

u(-, T,v,w(v));v € L2(O x (0,T)), u(y,t,v,w(v)) € solugio forte de
(2.7), com up =0
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Nosso objetivo nesta segao ¢ provar que R(T') ¢ denso em L?*(£2). Desse modo, temos

que o problema (2.7) é aproximadamente controlavel.

Teorema 3.1. Suponha v € L*(O x (0,T)) e que existe um equilibrio de Nash w(v) =
{wi(v),...,wy(v)}, dado pelas desigualdades (3.2). Entao, o conjunto R(T) é denso
em L2(92).

Prova. A prova sera feita em duas etapas. Na primeira etapa vamos obter
o sistema adjunto ao sistema (3.10) e o sistema de otimalidade. Na segunda etapa
provaremos a controlabilidade aproximada usando argumentos de anéalise funcional e
um resultado de continuacao tnica.
1* Etapa. Suponhamos que existe um equilibrio de Nash w(v) = {w;(v),...,wy(v)}
para os funcionais custo j;, ¢ = 1,..., N. Entao, w(v) é uma solu¢ao da equagao de
Euler-Lagrange (3.9), condicionada ao sistema (3.10). Com o intuito de obter o sistema
de otimalidade, vamos obter o sistema adjunto a (3.10).Para isto, mutiplicamos em

(3.10) por p;, obtendo

/ (CZ;Z + A(t)d; + aly, t)d; + b(y, t)Vﬁi) pidydt = / Wipixo,dydt  (3.11)
Qr .

integrando por partes ficamos com

)T + {5 A+ aly. O~ dilF )] | e =
’ (3.12)

/ WipiXo,dydt

T

Com isto definimos o sistema adjunto

opi o
— (;jf + A(t)p; + aly, t)p; — div[b(y, t)p; = 0 em Qr,

p; = 0, sobre Xp (3.13)
pi(T) = pi[u(T) — u']| D] em €,

onde a condi¢ao para p;(T) no sistema (3.13) foi motivada pela equagdo de Euler-

Lagrange (3.9). De (3.12) e (3.13), obtemos
(WD), A 1u(T) ~ ") = [ @ipixo,dyi.
T
logo,

[ ()~ MDDy = [ ipixe,dyit (3.14)
Q

T
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Agora da equagao de Euler-Lagrange, temos

1 (T
——/ /|Dt\wz’U~J¢Xidydt:/ w;pixidydt
a; Jo Ja Qr

T T

o que implica,

onde denotamos por y; a fungao caracteristica de O; x (0,7"). De (3.15) ficamos com
/ ([ Dylws + apiliadydt = 0, Vs € L2(O; x (0,T))
T
dai, pelo Lema de Du Bois Raymond, obtemos

| D¢|w; + ap; = 0 quase sempre em O; x (0,7")

implicando que,

w; = _|gf|% quase sempre em O; x (0,7). (3.16)
Com isto, desde que w(v) = {wy(v),...,wn(v)} seja um equilibrio de Nash para os
funcionais custo ji,...,jn, temos o seguinte sistema de otimalidade
ou > a QiD;
En + A(t)u + a(y, t)u + b(y,t) - Vu + ; |Dt’Xi = vy, em Qr,
—aa]? + A()p; + aly. t)p; — div[b(y, )p] =0 em Qr, i=1,....N,  (3.17)

u=0, p; =0, sobre X,
u(0) =0, pi(T) = p?[u(T) — u]|Ds| em Q.

onde x denota a fungao caracreristica de O x (0, 7). Esse sistema tem um tnico par de
solugbes {u,p}, com p = {p1,...,pn}, a prova desta afirmagao sera feita no capitulo
5. Por enquanto vamos supor a existéncia de um par de solugoes {u, p} para o sistema
de otimalidade (3.17).
22 Etapa.

Podemos considerar, sem perda de generalidade, para simplificar os calculos que
u? = 0. Isto é possivel gracas a lineridade e da unicidade de solucdao do sistema de

otimalidade. De fato, seja {u,p}, p = {p1,...,pn}, podemos escrever

(uvpi> = (Ua R) + (Va Qi)
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onde (U, P), P ={Py,..., Py}, é solugao do problema

ou N P
— + At t b(y,t) - VU E ;=0
at + ( )U+a(y7 )U+ (y7 ) V + pa |Dt|X €m QT?
P; o .
_aﬁt + A(t)P; + a(y, t) P, — div[b(y,t)P, =0, em Qr, i =1,..., N,

U=0, P,=0, sobre Xp
U0) =0, P(T) = p;[U(y, T,v,w(v)) = u"]|Dy| em €,

e (V,q),q=A{q,-..,qn}, é solugao do sistema

oV - al ;g

— + At t b(y,t) - ;=

5 TAWOV +aly, )V +b(y,¢) VV+; D, ¥ = vy em Qr,
dq; - .

- aqt + A(t)QZ + a(yv t>ql - dlv[b(y’ t)ql - Oa em QTa 1= 17 R N7

V =0, ¢ =0, sobre Xp,
V(0) =0, g:(T) = p}[V(y, T, v, w(v))]| D] em Q.

Observamos que neste sistema o estado ideal ¢ VT = 0. Portanto, se o conjunto das
solugoes V, avaliadas em t = T é denso em L*(Q2), entdo, para a solugao U fixa, o

conjunto das fungoes
uw(T)=U(T)+ V(T),

¢ denso em L*()). Isto mostra que podemos considerar u”? = 0.
Vamos provar que conjunto R(T') ¢ denso em L?({2). Para isto seja f € L*(2) tal

que
(u(-, T,v,w(v)), f) =0, Yo € L*(O x (0,T)),

devemos mostrar que f = 0. Desse modo, segue de um corolario do Teorema de
Hahn-Banach que R(T) ¢ denso em L?(Q), (ver [1] p.8).

Multiplicando por ¢ e ¥; em (3.17); e (3.17)9, respectivamente, e integrando em
Q7 temos

au
or O

/ vxedydt
T

OGP X P
| Dy

N
pdydt + / [A()u + aly, t)u + b(y, t)Vu]edydt + / Z dydt =
T Q

T =1
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—

a /QT ot %d dt + /QT [A(t)p; + a(y, t)p; — div(b(y, t)p;)|idydt = 0.

usando integracao por partes as condicoes iniciais, temos

/ u(T)p(T)dydt + / { - g—t + A(t)p + a(y, t)p — div(b(y, t)cp)] udydt+

/ Z ZplXZ(’Dd dt = / vxedydt,
Q

T =1 T

O .
- /Q oDyt -+ [ {5 A+ aly )+ BTt =0,

logo,
oo ..
D)0+ [ (G5 )yt
N (3.18)
/ Zaipixwdydt:/ vxpdydt,
Qr ;-1 |Dt| T
e
i
(pD) ™) + [ (G A) pudyt =0, (3.19)
Qr
onde,

Mo = At + aly, t)e — div(b(y, t)e) e Ay = A(#)vs + aly, )i + by, 1) V.
Com isto, motivados por (3.17), podemos definir o sistema, lembrando que u’ = 0.
——t + A(t)p + aly, t)e — div(b(y,t)p) = 0 em Qr,
af A + aly, s + By, )V = = SN2 em Qp, i = 1,..., N,

| D
¢ =0, ¥; =0 sobre ZT,

(3.20)

i(0) = f+§:mm )| D] em Q.

Pelo mesmo método usado para provar existéncia e solugao para (3.17) pode-
mos provar que o sistema (3.20) tem um tunico par de solugbes {p, ¥}, com ¢ =

{11, ...,¥n}. Substituindo (3.20); em (3.18) e (3.20)5 em (3.19) temos

N

Q;Pi X

D))+ [ 30y~ [ oot (3.21)
T =1 t Qr
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(7)) = [y~ (322)

Somando em (3.22) de 1 a N, temos

[ aagp
;( pi(T), (T E/T D, vt =0, (3.23)
entao, de (3.21) e (3.23), obtemos
() () + ST lT) = [ oo (3:24)

Agora como estamos considerando u? = 0, de (3.17), e (3.24) ficamos com

N

f+§j/wz D)+ (DD 1) = [ oxdyat

o que implica,

(uT), )+ S (lT), AT = Y (ulT), 21D u(T) = / oxdyd
e dafi
(u(T), f) = / oxpdydt, (3.25)
Qr

mas, estamos supondo
(w(T), f) = (u(-, T,v,w(v)), f) =0, Yo € L*(O x (0,T)),

logo,

/ vxpdydt = 0, Yv € L*(O x (0,T))

Qr
o que implica,
/ vodydt = 0, Yv € L*(O x (0,T)).

Ox(0,T)

Portanto,

¢ = 0 quase sempre em O x (0,7).
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Assim, notando que O x (0,7) C @Qr ¢ um cilindro, pelo Principio da Continuacao

Unica, ver Teorema A.11, temos
¢ = 0 quase sempre em Q7. (3.26)

E por continuidade ¢(7') = 0. Substituindo (3.26) em (3.20), temos ¥; = 0 quase

sempre em @7, entdao, por continuidade, temos 1;(T) = 0,7 =1,..., N. Logo, sendo

P(T) = f+ > pii(T)| Dy,

i=1

chegamos a f = 0, como queriamos mostrar. |



Capitulo 4

Existéncia e Unicidade do Equilibrio
de Nash

Cosideremos os funcionais custo j;, ¢ = 1,..., N, definidos no Capitulo 3. Sabe-
mos que eles sao estritamente convexos e semicontinuos inferiormente. Lembremos tam-
bém dos operadores lineares e continuos, L;, dados por L;w; = w;(T), onde w;(y, t, w;)
é a Unica solucao forte do sistema

ﬁui
ot
u; = 0 sobre X (4.1)

u;(0)=0em Q,i=1,...,N.

+ A(t)u; + aly, t)u; + g(?/a t) - Vu, = wixo, em Qr,

Notamos que u; € C°([0,T]; Hy(2)). Consideremos os espagos de Hilbert

N
MH;=L*(0; x (0,T)) e H =[]

i=1

Logo,

||UiHCO([o,T};Hg(Q)) < Cir|wily, - (4.2)

Sabemos que na definigdo de j;, i = 1,..., N, u(y,t,v,w(v)) denota a tnica solu¢ao
N

forte do problema (2.7), com membro direito da equagao sendo vxp + Z W;Xo, € com

=1
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u(0) = 0. Desse modo, para v € L*(O x (0,T)) fixo, seja z € C°([0, T]; L*(Q)) a tnica
solucao do problema

0 -
5 H AWz +aly. 0z + 5y.1) - V2 = vxo em Qr.

z = 0 sobre Y, (4.3)
2(y,0) =0em Q,s=1,...,N.

N
Como (2.7) & linear entao z + Zul também ¢é solucao forte deste sistema. Segue da

=1

unicidade de solugao para (2.7), (4.1) e (4.3) que

N N
z(y,t,v) + Zui(y,t,wi) = u(y,t,v,w) = So(t)v + ZSi(t)wi, 0<t<T.

i=1 i=1
Em particular,

2T (y) + Zul(y, T, w;) = z(y, T,v) + Zui(y,T, w;) = u(T) = Lov + Z Liw;. (4.4)

i=1 i=1

De (4.4), podemos reescrever os funcionais custo j;, pondo

Ji(v,wi, .. wN) =
T N 2

1 2 Q; 2 T

5 [DilfwiPdydt + = | [Drl 6 > Liwi (. T) =" | o dy

2J)o Jo, 2 Ja j=1
onde nT =u? — 27,

Agora sendo j;, para i = 1,..., N, semicontinuos inferiormente e estritamente

convexos, temos que w = {wy, ..., wy} é o equilibrio de Nash para os funcionais j; se,

e somente se, as suas derivadas de Gateaux se anulam, ou seja,

N
=1 L2(Q)
Observamos que L}, o adjunto de L;, i = 1,..., N, pertence a L(L?*(2),H;), temos
N N
o (!DTlpi > Ljw; - nT],piLiwi> = <LZ‘|DT|p? > Ljw; - nT],u?i> :
=1 L2(2) =1 Hi

para todo w; € H;. Substituindo em (4.5) ficamos com

N

(1 Dyfws, 7), + v (L;“ (|DT|p? > [Ljw; — nT]) , w) =0, Vi; € H;
H

j=1

i
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implicando que,

N
<|Dt|wi + azL;k (|DT’p?Z[ijj — 77T]>77IJZ-> = 0, Vlf)l S 7‘[2
H

Jj=1 .
%

0 que acarreta,

N

| Dy|w; + o, L} <|DT|,012 Z[ijj — nT]) = 0 quase sempre em O; x (0,7)
j=1
logo,
N
Ditwi-+ oot (1Dl Y- Ly ) = st (10112 (46)

j=1
quase sempre em O; x (0,7), parai=1,..., N.

Considere a aplicagao

F=(Froeeo i ) € R, fizoziLf(|DT|p?nT), i1 N

e o operador L : H — H, Lw = ((Lw)y, ..., (Lw)y), onde

N
Lus = | Dufus + aiL:(\DT\pszjwj)-

j=1
Notemos que L € L£(H,H). Usando f e L, podemos reescrever o sistema em (4.6)

como
Lw=femH. (4.7)

Portanto, devemos provar que para cada f € H a equagao linear (4.7) tem uma tunica
solugdo w = (wy,...,wy) € H. Faremos isto como uma aplicagdo do Lema de Lax-
Milgram, com certas hipoteses sobre os p;.

Proposicao 4.1. Se ||p||r=() € suficientemente pequena, para cada i@ = 1,..., N,

entao o sistema linear (4.7) tem uma unica solugao.

Observacao 4.1. A existéncia e unicidade de solug¢ao para o sistema (4.7) garantida
pela Proposi¢ao 4.1, significa que existe um tunico equilibrio de Nash, w = (w1, ..., wy)

para 0s funcionais custo j;, 1 =1,..., N.
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Prova da Proposicao 4.1. A prova sera feita em duas etapas. Na primeira
provaremos o resultado para N = 1 e na segunda etapa para N > 1.
12 Etapa.

Suponhamos N = 1. Desse modo, temos w = wy, dai

(Law, w) = (| Ds|wr + a1 Li(|Dr|pi Liws ), wr)

o que implica,
(Luw,w) = || Dl zwn 3, + aa(|Dr|o Lywn), Lywn),

acarretando

(Law, w) = || Dyl 2wy, + || Dr|2 ot Lywn [
Da observacao 2.2, temos

Kolwil, < [1Di|2wif3y, e Koon|oiLywi* < || Dr |2 p} Lywn

entao,

(Lw, w) > Ko(lwlf, +ailpiLio[?) =

logo
(Lw, w) > Kolwi|3, = Ko|w|*. (4.8)

Mostrando que, neste caso, I é coercivo, portanto, pelo Lema de Lax-Milgram, a
equacao Lw = f tem uma tnica solugao w € H.
22 Etapa.

Seja N > 1. Sendo L; € L(H;, L*(2)), temos

N N
(]Lw, ’Uj) = Z(lDt’wz, wz)% + Z (OézL;k (p12|DT’ Z ijj> s wl> s
' M

i=1 i=1 j=1

i

entao, pela observagao 2.2, temos

N N N
i=1 1=1 L2(Q)

j=1

J/

v

(1)
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Analisemos o termo (/) da desigualdade em (4.9). Temos

N N N N
Z <a1pZ|DT\ Z ijj7 szzwz> S Z (azpz‘DT’ Z ijj7 szlwl> s
@) =1 L2(Q)

i=1 j=1 j=1

logo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
N N
3 <aipinT|zijj,piLiwi> S
i=1 Jj=1 LQ(Q) =1
N
> Liw;

N
a;pi| Dr| Z Ljw;

j=1

|pi Liw;|

N
<> aillpill e Ka

N
| Liw;| < Jnax o i_T{laXN||Pz‘||ioo(Q)K1 (Z |ijj|>
=1,.., ‘=

i=1 j=1
N
2 2
< max oi max||pil[fe o) KN (2 | Liwi] ) :
1=
Agora, como L; € L(H;, L*(2)), considerando p = max HpiH%oo(Q) ¢a = max o,
i=1,..., i=1,...,
temos
N N
apkK,N (Z \Liwi|2> < apKiN (Z CfT\wl-ﬁ{i) < apk,C2|w|3,,
i=1 i=1
com C7 = N max C%.. Portanto,
i=1,...,
N N
> (Ofim|DT| > ijjypiLiwi) < apK,Cilwl3,.
Com isto, considerando ||p;|[z=(q), i = 1,..., N, suficientemente pequeno de modo que
K
apk,C2 < 70

temos

N K N
0
> (%pi!DT! ZijjapiLiwi> Y > lwiliy, (4.10)
' L2()

i=1 j=1 i=1

Entao, substituindo (4.10) em (4.9), obtemos
K
(Lw, w)y > 70|w|3{. (4.11)

Logo, o operador I é coercivo. Portanto, do Lema de Lax-Milgram, segue que existe

uma unica solu¢ao w € H para o problema (4.7). [ ]



Capitulo 5

Analise do Sistema de Otimalidade

No capitulo 3 concluimos que o sistema (2.7) é aproximadamente controlavel su-
pondo a existéncia do Equilibrio de Nash e da solugao para o sistema de otimalidade
(3.17) para os seguidores. A existéncia e unicidade do Equilibrio de Nash foram prova-
das no capitulo 4, agora vamos estudar a existéncia de solu¢ao para o sistema (3.20),
o qual é equivalente ao sistema de otimalidade (3.17).

Faremos a analise do seguinte sistema

% + A0+ aly, )0 — div(b(y,1)0) = 0 em Qr,
O > iXit
(;i + A)Yi + aly, ) + by, )V = —O‘égt‘ em Qr,

(5.1)
0 =0, ¢ =0, sobre X7,

N
Yi(y,0) =0, 0(y,0) = f + > pi(T)|D,| em Q.
=1

Observagao 5.1. No problema (5.1) usamos a mudanca de varidveis t = T —t, entdo

temos 0(y,1) = o(y, T —t), de onde obtemos
96 _ _0p
ot ot
Vamos provar o seguinte Teorema.
Teorema 5.1. (i) Se {a,g} € [L>=(Qr)]"™ e f € L*(Q), entao existem N + 1 fungoes
{0,4;} solugoes fracas de (5.1), com regularidade

0,1; € [L*(0,T; H)N T N [C°(0,T; L*(92))]V . (5.2)
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(i) Se {a,b} € L=(Qr) x [Wh=(Qp)]", f € HE(Q) e p; € Wh2(Q), entio existem
N + 1 fungoes {0,1;}, solugdes fortes de (5.1) com regularidade

0,4 € [L*(0, T Hy () N H*(Q))]¥ 1 N [C°(0, T Hy (2)]. (5.3)
Além disso,

', € [L*(0,T; L*(Q))¥ . (5.4)

Prova. Para provar os itens (i) e (i7) usaremos o método de Faedo-Galerkin.
Sendo continua, simétrica e coerciva em H}(Q2) x H}(Q), existem sequéncias (\;)ey €

(wp)ien tais que

a(wy,v) = N(wy,v), Yo € Hy(Q).

com
l—o0
O<)\l, VieNe )\ — .
Além disso, (w;) forma uma base ortonormal para L?(Q2). Seja Vi, = [wy, ..., wy]

o subespago gerado pelos m primeiros vetores da base (w;). Provaremos que em V,,

existem fungoes
em(ya t) = Zglm(t)wl(y)7 € wzm(y’ t) = Z h;m(t)wl(y)a
1=1 =1

solucoes do sistema de equagoes diferenciais ordinérias

(01 (1), ;) + O (1), w;) + (a(£)0m (1), w;) = (div[b()60n(1)], ;) = 0,
(D (0)105) + (Wi (£), 1) + (a8 i (8), ;) + () Vi (1), w5) =

X,
D ) (5.5)

wim(ya O) =0,
N

0, 0) = 3 P2in (DI Di| = fin, Yoy € Vi,
i=1

m

onde (-,-) denota o produto interno em L*(Q) e f,, = Z(f, wy)wy.
=1
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Das expressoes de 0, e 1,,, usando que (w;) é ortonormal em L?*(2) temos de

(5.5) que
Fim () + Ajgim (t "‘Zglrn t)wy, w; +Zglm (t)wr, Vw;) =0,
hgz< +/\Jh;m +Zh t)wy, wy) +Zh (t)Vw, wy) =
_aigjm( )Xz) (5.6)
| Dy
him(0) =0,
N
Gim(0) = > (P2 (T)| Delwy) = (fowy), j=1,....m,
i=1

Agora usando as notagoes

Gu(t) = (Gum(t), - s Gmm (1)), Gm(0) = G,

By;(t) = A + (a(t)wh"%‘) + (b(t)ywi, Vuy),

H. () = (him(t), - ., hnm (1)), (5.7)
) = Ay + (aft )wlaw;) (b(t) Yy, wy),

B (t) = (Byj(t)r<tj<m: Km(t) = (Ki;(0))1<ij<m-

Observamos que os termos \;;, que aparecem em By;(t) e K;(t), s@o tais que
Aij =0, sel#j,
Aij = A, (autovalor correspondente a wy) se | = j.

Desse modo as matrizes B, (t) ¢ K,(t) sdo simétricas. Com as notagoes (5.7) podemos

reescrever o sistema (5.6) na forma

dG,,(t
Gm(?) + B (t)Gm(t) =0,

dt
2\ K (DHE (1) =

g T L) = 75 Gn(1), (5.8)
Gm(o) = G?na
H' (0)=0,i=1,...,N.

Agora fazendo, parai=1,..., N,
Gn(t) — B, (t) 0
X(t) = , ,F(X(@),1) = N :

H (1) —‘f‘z)’ff I, —K,(t)



Capitulo 5. Analise do Sistema de Otimalidade 64

onde, por I,, denotamos a matriz identidade m x m, vemos que (5.8) é um sistema

linear da forma

(5.9)

Temos que, ver Conddington-Levinson [4], existe uma tnica solu¢ao de X (t) definida
em [0, 7] para (5.9). Logo, existem tnicas N + 1 solugoes {6,,, Vi, } para o problema
aproximado (5.5) definidas em [0,7]. A proxima etapa consiste em obter estimativas
que nos permitirdo fazer a passagem ao limite das soluc¢oes aproximadas {6,,, Vi }-
Prova do item ;.

Estimativas I.

Procedendo de modo anélogo a prova do Teorema 2.5, obtemos
t T
t)[? +/ |10, (5)]|?ds < Cl/ 10, (1) 2dt + C1|0,,(0)?, (5.10)
0 0
entao, pela desigualdade de Gronwall, temos
10,(1)> < Cr10,,(0)?, Vm €N, Vit € [0,T], (5.11)
onde C'r > 0 & uma constante que nao depende de m. Logo, de (5.10) e (5.11) temos
t
|9m(t)|2+/ 10m(8)[|2dE < Crlom(0)[2, ¥m € N, ¥t € [0, 7). (5.12)
0

A constante C'r > 0 nao depende de m. Além disso, também analogamente ao que foi

feito na prova do Teorema 2.5, temos
Cha;C
[Wim (8)]* + / | (£)] 2l < S—LL0 7;‘ 0/ 16, (1)])2dt, ¥Ym € N, Vt € [0,T], (5.13)
0

com C# > 0 independente de m e € > 0 ¢ uma constante arbitraria. De (5.13), fazendo

t =T, ficamos com

EOICYZ'C T
in(D < L2 [ 0, 1) P (5.14)
0 0

Agora de (5.5)4, usando a desigualdade elementar, temos

N
> bim(T)P| Dy

2
<2

2
+ 2| fu]?

N
= > Vi D)PF|D] + fim
=1
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entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e da observagao 2.2, obtemos

10 (0)]* < 2K7 (Z ‘wim<T)‘2> <Z HmH“) +2|f]*, vm eN. (5.15)

j=1

Logo, fazendo t = T em (5.12) e de (5.15), obtemos

|97n(T)|2+/0 10, (t)[[*dt < 2C7 K} (ZWm(T)IQ) (lepjll4> +207|f[*.(5.16)

Jj=1

De (5.14) e (5.16) resulta

T T
On(T)P + [ 1Bm(0)| Pt < My [ (@)t + 21 1P
0 0

onde

2K2C,CLCT & al
My = % (Z%) <Z||pj\|4> > 0.
j=1

i=1

Consideremos ¢ > 0 suficientemente pequeno, entao 1 — M7 > 0, e ficamos com
T
(D) + (L= 2Mz) [ |6(0)| Pt < 2
0
o que implica,
T
(1= ebta) (16T + [ 10no]Far) < 2s17
0
entao,

T
6,(T) + / 16, (0) 2t < Kr| P2 (5.17)
0

2CT

com Kr = 1

> 0. Observemos que Kr nao depende de m. Notemos que |f| ¢ um

namero que nao depende de m, de (5.17), assim existe um ntimero positivo C tal que
T ~
/ 16,,(8)|[2dt < €, ¥m € N, (5.18)
0
Logo, de (5.12)-(5.15) e (5.18), existe uma constante C' > 0, tal que
T
OnF + [ 10m (0]t < C, v € N (519
0

) + /0 [ (D|Pdt < C, ¥m € N. (5.20)
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Portanto,

(6,,) & limitada em L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q)) (5.21)
(Yim) € limitada em L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy()),i=1,..., N. (5.22)

No que segue, quando falarmos de );, a menos que explicitemos de outro modo, esta-
remos supondo ¢ variando de 1 a N.
Passagem ao limite.

De (5.21) e (5.22), ver Brezis [1|, podemos extrair subsequéncias de (6,,) e (Vim),
ainda denotadas recpectivamente por (6,,) e (¢i,), de modo que existem 6 e 1); em

L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; H3(2)), tais que

O, — 0 em L*(0,T; H}(Q));
Oy — 0 em L>®(0,T; L*(Q));
Yim — i em L2(0, T Hy(9));
Yim = 1; em L>(0,T; L2(Q))-

(5.23)

Das convergéncias em (5.23), analogamente ao que foi feito na passagem ao limite na

prova do Teorema 2.5, obtemos

/ (0t o)t / (000 )t

/(wzm dt—>/ (i(t)

/OT(a(t)em(t),f(t))dtﬁ/ (00, ()t (5.24)
/OT( () Yim (t) dt—>/ (Ws(t) .

Ve € L2(0,T; L2(Q))




Capitulo 5. Analise do Sistema de Otimalidade 67

/T(l?(tﬁ ), VE(t)) dt—>/T5t6t VE())dt,

/O T(( )V i (t), £())dt — / £)V(t)

[ et th/W o o
[ et dm/ (Wit

VE € L*(0,T; H} ()

e

E ainda, para todo £ = wn, com w € Hj(Q2) e n € D(0,T), obtemos

/0 (60, (6).£(1))dt — / (O(1), £(2))de
/0 (6 (1), £(0))dt — / (W4(0), £(0))dt

Usando as convergéncias em (5.24)-(5.26), sendo a unidao dos Vj, densa em Hg (),

(5.26)

podemos passar ao limite em (5.5), e entao obtemos

/0 (0’(t),w)17(t)dt+/0 a(@(t),w)n(t)dt+/0 (a(t)8(t),w)n(t)dt—

/ (div[b()0()], w)n(t)dt = 0
’ (5.27)

/0 (4(8), w)(E)dt + / (s (8), w)(t)dt + / (at)s(t), ) (t)dt-+

[ Govi o =—a [ (405 0) o

para todo w € H}(Q) e toda n € D(0,T). Em particular, para w € D(Q) e n € D(0,T)

e usando a densidade do produto wy em D(Qr), obtemos

[ @@.owas [ aa.san [ oo
/0 T(dw[z?(t)e(m, o(t))dt = 0

[t owiars [ atown+ [ o0

[ dove.sn=-a [ (4% o0 ) a
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para toda ¢ € D(Qr). Assim

/0 (0'(t) + A()O(t) + a(t)6(t) — div[b(t)0(t)], p(t))dt = 0

Oéi9<t)Xi
| Dy

/0 (@w;(t)A(tm(t) T at)(r) + OV () +

para toda ¢ € D(Qr). Logo,

a0

0'(t) + A)O(t) + a(t)0(t) — div[b(t)0(t)] = 0
() + A i(E) + a(t)i(t) + B(H) V(1) + == =0,

no sentido de D'(Qr).
Portanto, como A(£)0(t)+a(t)0(t)—div[b(t)0(t)] e A(t); (t)+a(t)bs(t)+b(t) Vb (t)+

i0(t) X
a |l(7)|X pertencem a L*(0,7; H~'(2)), temos
t

{0, 47} € [L*(0,T; H™H ()M (5.28)
Como também temos
{6, ¢:} € [L>(0,T; L*()) N L*(0,T; Hy (92))]¥

segue, ver Lions-Magenes [12], por um resultado de interpolagao entre Hy () e H (),

que
{0.¢:} € [C°([0, T); L2(9))] V. (5.29)

Portanto, podemos calcular (0), 1;(0) e ¥;(T).
Convergéncia dos dados iniciais
Multiplicando (5.5), por uma fun¢ao 1 continuamente diferenciavel, com n(7") = 0

e n(0) = 1, e integrando por partes, temos
T T T
- [ @O+ [ aln(®.wn0de+ [ @@, w0+
0 0 0

+ /0 (B() Vi (1), wy)n(t)dt = — /0 i (O ()i, wy) (t)dt, Yw; € Vi,

entdao, como a uniao dos V,, é densa em H}(f2), obtemos
T T T
~ [ Wit o+ [ a0 om0+ [ (a0, v+
0 0 0

n / BtV (1), 0) (1)t = — / s (Bun(E) i v) m(t)dE, Yo € HY(9).
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Logo, fazendo m — oo, ficamos com

[ omtis [ ot [ o, nyes
—l—/o (b(£)Vii(t), v)n(t)dt = — / L (0() i, v) n(t)dt (5.30)
Vv € Hy ().

Por outro lado, considerando em (5.27), n dessa forma, integrando por partes obtemos

- / (W4(8), )n(t)dt + / o(u(8), v)n(t)dt + / (alt)s(t), o)n(t)dt

+ /0 (b(6)Vehi(t), v)n(t)dt = — /0 a; (B(t)xa, v) n(t)dt + (4;(0),v), (5.31)
Vv € Hy ().

Comparando, (5.30) e (5.31), obtemos
(¥i(0),v) = 0, Vv € Hy(Q),
portanto, pela densidade de H{(2) em L?(Q2), ;(0) = 0. Mostrando que
Dim(0) — ¥;(0) em L*(9).
Analogamente, obtemos
Vi (T) = ;(T) em L*(2) e 6,,,(0) — 6(0) em L*(Q). (5.32)

De (5.5)4, sendo (w;);eny uma sequéncia ortonormal em L?(2), temos

N
(6 (0),w;) = (Z p§|DT|¢im(T),wj> = (fn, w5),Yw; € Vi,

i=1

Entao, como a uniao dos V;, ¢ densa em L?*(2), obtemos
N

(6,(0),€) - (Z p?|DT|¢m<T>,£> — (). VE € I(Q).

i=1

Logo, fazendo m — oo, de (5.32) e usando que (f,,) converge para f em L*(Q)) ficamos

com

- (Zp?\DTm(T),g) — (£,€),V¢ € Vi



Capitulo 5. Analise do Sistema de Otimalidade

70

Portanto, como a uniao dos V;, ¢ densa em L?({2), obtemos

N
- Z P§|DT|%(T) =
=1

Unicidade.

Notemos que o sistema (5.1) é linear. Com isto, suponhamos que existam {6, ;}

e {0,1;} solucoes de (5.1), entdo {0,v;}, 0 = 0 — 0 e ¢; = 1; — 1, sdo solugdes do

sistema

4 A(t)é + a(y, 75)9~ — div(g(y, t)é) =0em Qr,

8% ¥ 5 h 7 zXz

+ A(t) i + aly, t)vi + by, 1) Vb = em Qr,

ot D
6 = 0, 121 0 sobre ZT
¢(y70 - Zﬂf% |Dt‘ em §2.

Multiplicando em (5.33); e (5.33) por 6 e 1;, respectivamente, obtemos

(0/(t),0(1)) + (() 0(t)) + (a

(t
((8), i(1)) + Wil ,@Zz(tH ()¢i(t), ilt))+

HEO V), ( )

Como,

(60),60)) + (@0, 66) = 3 16(0)? + a(6(0), 6(1)
entao,

(@0),66)) + (B0, 66) > 3 SIF0P + ()P
e sendo,

(5(0), )+ a((0), Bult) = 5 (D)2 + 0 (e), 0:(1)

temos

)0(1), 6(1)) — (div[b(t)0()], 0()) =

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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Agora procedendo como na prova do Teorema 2.5, obtemos

(a(hd(e), 8(1))] < |9~<2’2|2 . €Cozlla||;|!§(t)ll2’

N [ Cllall’l[ds()II”
(a(t)ti(t), va(O)] < —— + 5 ,

anfiwic), o) < PEIROIPE , DO

R 5/ sz( )% |wz< )
(B Vi(t), a(t))] < T

Além disso,

0(t)xi - Q2CRIOW)I1* | i)
'_ai< Dy ,¢i(t)>| < 22 t—

Logo, dessas desigualdades e de (5.34)-(5.36), obtemos

=Cillal PIOOI® HEHZH%)H%+ 4olk
2 2 2¢

2 | A1) 2 |9~(t)|2
<
SR+ T < TR0y

o que implica,

1d,, (1)

2 2 5(03”@“2 ||g||2)
< _|_

5 ] 1911 (5.37)

\]
&

Além disso, sendo

GOF  CRIAIPIGOIR | B0

S TP+ TP < P 5 Tt
B, o2GHIOIP 640
entéo,
QﬁWAW+GM@st5i3@®F+6“%WQHQWLWﬁm%
L SR o

2K

Assim, integrando de 0 a t em (5.37) e (5.38) e lembrando que vy = 0, obtemos

|2+c/|ye 2ds < /|e J[2ds+

(5.39)
(Rl + 1] 1" 511208 Loron
} ]A|W@Hwyww,

+
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1 - —2 [t - e+2 [t - Q2CE [t~
S0P +C [dolras < 52 [ agpas+ Gt [ 10)Pds

2K?2
(CElal? + 1R [ O (540)
0 7 2
y ] [ )P

_|_

t
Como / 0(s)|*ds, para todo t € [0,T] e |#(0)|? sdo niimeros positivos, entdo podemos
0

supor ¢ suficientemente pequeno de modo que,

16(0) / (o) 2" — <(CRllal + ) >

N

(1)
(1)

Logo, usando (II) e as desigualdades (5.39) e (5.40), obtemos

t N 2 t _
ewﬁ+q/ﬁmgmug-/wgwﬁ+ww% (5.41)
o+ [ 1sias < S22 [ e GIPds. (.42

onde, C; = 20" — e(C?|lal)* + [|b]]*) > 0. De (5.41) e (I) obtemos
- 4 [t .
b <2 [ BPds, vi e 0.7, (5.43)
0
assim, pela desigualdade de Gronwall, temos
10(t)]> < 0, YVt € [0,T]. (5.44)

Portanto 6 = 0. Com isto, de (5.42) segue que

(1) f”/yw@ )[2ds, vt € [0, 7).

entao, pela degualdade de Gronwall,
10:(1)]> <0, Vit € [0,T).

Logo, 1/32 = 0. Isto conclui a prova da unicidade. Portanto provamos o item (i).
Prova do item (ii).

Estimativas II.
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Multiplicando em (5.5); e (5.5)2 por ¢, (t) e hY,,, repectivamente, e somando de

j=1a 7 =m, obtemos

. . ) (5.45)
(b(t)VO ( )+ dw{b(t)w (£),0,,(t)) =0,
(Vi (8); Vi (1)) + (Wi (£), i (8)) + (@() i (), 5 () + (5.46)
BT bin(0) 010 0) = = (252 0. |
Agora procedendo como na prova do Teorema 2.6, obtemos
/ 2 lia — —(a / 7 /
O (O + 5 (O (t), 9m(1t)) (a(t)0m(t),0,,(2) + (b(t)VOn(t), 0;,()) (5.47)
+(div ()]0 (£), 6,(£)) + 3@ (O (1), O (1)),
U+ 5000, Yim()) = —(@(ODna(2), B (6) — (BT (1), (1)
il () xi (5.48)

1
50 Win(0) i (8) = (S (1)

Recordamos que

Z/(dt ks (4, ) ay(J)agy(:d Yu,v € L0, T; HY(R)).

k,j=1

Notemos que valem as desigualdades

(a(t)00n (), 6, ()] < Collal|[0m (£)]]181, (1),
[(B(£)V 00 (£), 6, ()] < 118111160 ()61 (2)],
(v [B(E))0,n (2), 02 (D)))] < [IdivB||||6 ()] 1161, (8)],
0 (0(1),0,(0))| < 10 (1)

(@) (2), W ()] < Collal||[im ()]0 (8)],
() Vi (1), ¥ (1) < A}\Eunw,-m( NG
S0 (t) B 0)] < 2 In O
‘(M\Dt (0,4, 0)) | < S Ol 0]

onde M = ( max ||oz;k||) Além disso, usando a desigualdade elementar e o fato da
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imersao de H}(Q) em L?*(Q) ser continua, obtemos

Collalll|6m (0) 1116, (&)1 + 11B11118:m (11167, ()] + HdingIWm(t)Hl%(t)! + %Hem(ﬂ‘P <

< (Collal| +[[B]* + Co!ldivgl\z)H@m(t)|H9’ @) + 7\\9 DI <

O (D)
2

l\DICO

(Cillall® + |[BlI* + C3lldivb]|* + )Hﬁm(lﬁ)H2

-~

C1/2

o que implica,

Col lalll|6m (£) 11165, (£)] + VB8 (11161 (£)] + il 16:m (D116, (2) [+

Moo e 2 G e, 10(OF (5.49)
+ 5 8O < B2+ 5

De modo anélogo, temos

Collalll[thimn () 1[5 (£)] + 11811 [im (11160 ()] + MHwim( t)|[*+

%C‘)He <>mwzm<>r<§[<02|ra\|2+r|b|| (] + C“He WP +
P )2 4 e

2
implicando,

Collall[[thim ()] ¢ (£)] + ||5||||¢im( E)[]16m ()] + M||¢im(t)||2+

C / 30202 ! 2 (5.50)
20, )17, 0 < LI+ ;“K;He ()2 + 1Lt

M
com, Cy = <C’2HaH2 +[10]* + ) Logo, de (5.45)-(5.48), obtemos

OO + 2 a(6,(0).0(0) < Ll (01 + LD,
i+ 5 b 600,V (1)) < Ll I + 35;{?3 o2+ Lo
¢ dai,
) + 0 (Bu1).0,10) < CUIB D (5.5)
0+ Salbin(0): 0n(0) < Callin 1P+ 252 00 0. (552)

Integrando de 0 a ¢t em (5.50), lembrando que v;,(0) = 0 e usando a coercividade da

forma bilinear o, obtemos

b . t 304202
/ [l (5)Pds + 7| am (B2 < 02/ i (s)[1*ds + / [10m ()] [*ds,
0 0
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entao,

/wm s + |[om(t \|2<03/me \ds+03/|re JPds,  (5.53)

onde

ma:z:{C'g, 36}5203}
03 = _20 > 0.
min{1l,C"}

De (5.19) e (5.20), existe uma constante C; > 0 que nao depende de m, tal que
s [ mds + G [ lom(olids < €
para todo ¢t em [0,7]. Logo, de (5.51) temos
/Ot Vi (8)"ds + [[am ()] < Cu, ¥t € [0, 7). (5.54)

Agora, integrando de 0 a ¢t em (5.49), usando a continuidade e a coercividade de «,

temos
t —9 t
[ 18,6 Pds + 001 < €1 [ 118, (5)IPds + Clion O
0 0
o que implica,
t
| 186 Pds + 60 < Co - Clon O (5.55)
0

C1Cy
Cy

onde C denota a constante da continuidade de a e C~’4 =

Analisemos o termo ||6,,(0)||?. De (5.5)4, temos

2

||‘9 ||2 szwzm |DT|+fm <2 sz¢zm |DT| +2||fm||2

Da definigao de f,,, segue que ||f||* < ||f]|?, para todo m. Com isto e usando a

desgualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

N 2
10, (0)[* < 2K (Z [1pillw1.02(0) ) (Z |[Wim (T H2> +2]1£11%.

i=1
Como p; € Wh=(Q), f € H}(Q) e de (5.52) (¥im(T)) & limitada em H}(Q), existe uma

constante C5 > 0, tal que

16 (0)||* < C5, ¥m € N. (5.56)



Capitulo 5. Analise do Sistema de Otimalidade 76
Logo, de (5.53) e (5.54), temos
t
/ 0 (s)*ds %—62||9m(t)||2 < Cg, YVt € 10,7, (5.57)
0
onde 3
Cy+ C5C
Cy= A0y,
min{l,C"}

Portanto, de (5.52) e (5.55), obtemos

0') e (¢),)) sdo limitadas em L*(0,T; L*(Q)),
(00) € (Yim) sdo limitadas em L>(0,T; Hy(Q)).

Com isto, como feito em Brezis [1], obtemos subsequéncias de (6,,) e (¢n), que ainda

denotaremos da mesma forma, e funcoes 0 e v;, tais que

0! — 0 em L*(0,T; L*(Q)),
Wi — ¥ em L*(0, T L*(92)),
O — 0 em L®(0,T; Hy (Q)),

Wim = ¥ em L*(0,T; Hy (2)).

Desse modo,

Wi, 0 € W(0,T; Hy (), L*(Q2)).

Consideremos & = w(y)n(t), com n € D(0,T) e w € HL(Q), entao de (5.56) e
temos
/ @ (1), dt—>/ (6(1), wn(t)dt, Yw € HNQ), ¥ € D(O,T),
0
/ W (@), dt—>/ Ddt, Yw € HA(Q), Vi € D(O,T).
0

De (5.58) e (5.59) temos

/OT <0m(t),v(t)>H1(Q)XH dt — /T(G(t),v(t))dt, Yo e LY0, T; H-Y(Q)),

/oT <¢im(t>’v(t)>H1(Q xH=1(Q) _>/ ))dt, v € L'(0,T; H™(Q)).

(SLEENEH

D Ot

o ©
— N N~

(5.57)

(5.62)

(5.63)
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Em particular,

/T(9 t)dt %/ t)dt, Yw e H(Q), (5.64)

/ (Yim (1) dt—>/ (;(t) t)dt, Yw € Hy(S2), (5.65)

para todo v = wn, com w € H}(Q) e n € D(0,T). Agora analogamente ao que foi feito

na prova do Teorema 2.5, da regularidade de a e g, obtemos

/OT(a(te £),w) tdt—>/Tat9t
/OT((@%L dt—>/

T —
/(b(t)VQ (t), w) tdt—>/ (b(t)VO(L), w)n(t)dt, (5.66)
0
/T( () Vi (t) dt—>/ t)Vi(t) (t)dt,

0

T

div(b(t) t)d (di t)dt

/0 (div(b(t)) t—>/ iv( n(t)dt,

quaisquer que sejam w € H}(Q) e n € D(0,T). Logo, de (5.60)-(5.64), obtemos

/ (8’(t),w)n(t)dt+/ a(@(t),w)n(t)dt—i—/ (a(t)6(t), w)n(t)dt+
0 0 0 (5.67)

/0 (div(B(1)0(1)), w)n()dt = 0,
/0 (L(8), w)(£)dt + / o(u(8), w)n(t)dt + / (at)s(t), w(t)dt-+

/0 LBV, wn(t)dt = —a /0 ' (‘)’@j‘i,w) n(t)dt

para todo w € H} () e todo n € D(0,T). Assim, usando a densidade do produto wn,
weDQ)eneD0O,T) em D(Qr), obtemos

(5.68)

/ (O(1). o(t))dt + / a(0(), 6(1))dt + / (a(t)6(2), (1)) dt—
0 0 0 (5.69)

/0 (div(B(1)8(1)), B(t))dt = 0,
/0 (WL(t), S(8))dt + / a(s(8), B(1))dt + / (altn(t), B(t))dt+

T T ' (5.70)
[ v oo = -a [ (S0 00)) ar
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para toda ¢ € D(Qr). Desse modo, temos

/ (0 + A9 + af — div(b0))pdydt = 0, Yo € D(Qr), (5.71)

T

/ (w; + Aty + agh; + bV + ai%) ¢dydt = 0, V¢ € D(Qr). (5.72)
Qr t

Portanto,

0 + A(t)0 + ab — div(b0) = 0, em D'(Qr),

o Ov; ,
Wi+ AL + s+ BV + aiﬁ, em D'(Qr).
t

, , Oy
Com isto, sendo —6'—ab+div(b0) e —wg—awi—bvwi—ai%' pertencem a L*(0,T; L*(Q))
t

temos

A0, A(t)p € L*(0,T; L*(Q2)).
Logo,
0,1; € L*(0,T; HY (Q) N H*(Q)). (5.73)

Desse modo, como na prova do Teorema 2.6, temos D(A(t)) = HE(2) N H*Q) e

1

D(Az(t)) = H}(Q), entdo, como feito em Lions-Magenes [12],

[H () N H*(Q), L*(9)]

0,0, € C°([0,T); Hy()). (5.74)

A prova das convergéncias dos dados iniciais e da unicidade sao feitas de modo analogo
a prova do item (7). Com isto concluimos a prova de (ii). O que finaliza a prova do

Teorema. [ |



Apéndice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice listamos alguns resultados e algumas defini¢coes que usamos no

trabalho.

Teorema A.1 (Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial real. Consideremos uma
funcao p: X — R satsfazendo

p(Ax) = \p(z), Vo € X, VA >0,
p(z+y) <plz)+ply), Ve,y € X.

Sejam G C X um subespaco vetorial e g : G — R um funcional linear, tais que
g(x) < p(x), Vx € G.

Entao, existe um funcional linear f : X — R que € uma extensdao de g, isto é, g(x) =

f(z), para todo x € G, e tal que

f(z) <p(x), Ve € X.

O corolario a seguir é uma das ferramentas fundamentais neste trabalho, uma vez
que através dele e do Teorema de Imanuvilov-Yamamoto que provamos que o sistema

com o qual estamos trabalhando é aproximadamente controlavel.

Corolario A.2. Seja Y C X um subespaco vetorial tal que Y # X. Entdo, existe
fe X' f nao nulo, tal que

(f,x) =0, Vz €Y.
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As provas do Teorema de Hahn-Banach e deste corolario podemos encontrar em

Brezis [1].

Definicao A.3. Seja X um espacgo topolégico. Dizemos que uma func¢ao ¢ : X —

(—00, 00| € semicontinua inferiormente quando, para todo A € R, o conjunto
[p <Al ={z € X;p(x) <A}
€ fechado.

Definicao A.4. Seja X um espaco vetorial. Dizemos que uma fungao ¢ : X —

(—00, 00| € convexa quando ela tem a sequinte propriedade
otz + (1 —t)y) <to(x) + (1 —t)e(y), Yo,y € X, Vt € (0,T).
Quando verificamos a desigualdade estrita, dizemos que ¢ € estritamene conveza.

Definicao A.5. Uma funcao f : R — R € absolutamente continua quando para todo

e >0, existe 0 > 0 tal que, para quaisquer intervalos abertos (a1, b1), ..., (an,byn),

d bi—a)<é = Z () — fla;)] < e.

=1

Lema A.1 (Desigualdade de Gronwall). Seja z(t) uma fun¢ao real, absolutamente

continua em [0, a) tal que, para todo t € [0,a) tem-se

2(t) < C+ /tz(s)ds, (A.1)
0
onde C' € uma constante nao negativa. Entao,
2(t) < Ce', vt € [0, al.
Consequéntemente, z(t) € limitada.

Prova. Podemos obter a demonstragao deste lema em [14]. [ |

Teorema A.6. Suponhamos que X seja um espago de Banach reflexivo e (x,) uma
sequéncia limitada em X. Entao, existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) que converge

na topologia fraca.

Prova. Ver [1]. |

Teorema A.7. Consideremos X um espago de Banach separdvel e (f,,) uma sequéncia
limitada em X'. Entao, existe uma subsequéncia (f,, ) de (f,) que converge na topologia

fraca*.
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Prova. Ver [1]. |

Lema A.2 (Desigualdade de Young). Sejam p,q > 1 tal que }D + % = 1. Entao,

1 1
ab < —a? + -b?,VYa >0 e Vb > 0.
p q

Prova. Ver [1]. |

Observacao A.1. Para p = 2, em geral, chamamos a desigualdade de Young de

desigualdade elementar.
1 1
Lema A.3 (Desigualdade de Hoélder). Sejam f € LP(2) e g € LY(R2), com —+ — =1

p 9
el <p<+oo. Entio, fg € L'(Q) e

/Q Falde < 111l gl zocey.

Prova. Ver [1]. [ |
Observagao A.2. Para p = 2 temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema A.8 (Representacao de Riesz). Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP(Q))". Entao,

existe um tnico u € L1()), onde % + % =1, tal que

(0, ) =/Qufd:z:, Vf e LP(Q).

Além disso, verificamos

[ullze = NIl o 0)-
Prova. Ver [1]. |

Definicao A.9. Uma forma bilinear a : X x X — R € dita:

1) continua quando existe uma constante C > 0 tal que
(4) q q
la(u,v)|r < |ulx|v|x, Yu,ve X;
11) coerciva quando existe uma constante K > 0 tal que
(i) q q

a(u,u) > Kluly, Yu e X.

No capitulo 4, usamos o teorema a seguir para provar a existéncia e unicidade do

equilibrio de Nash.
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Teorema A.10 (Lax-Milgram). Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entao, dado qualquer f € X' (espaco dual de X) existe unico u € X tal que
a(u,v) = (f,v),Vv € X.

Além disso, se a é simétrica, entao u € caracterizada pela propriedade

we X e %a(u,u) o) = éi)l(l{%a(v,v) - (f,v)}.

v

Prova. Ver [1]. |

Teorema A.11 (Imanuvilov-Yamamoto). Consideremos o sequinte problema de valor
inicial e de fronteira:
o O ou )
5 ZZI oz, (aij(x,t)a—%) + 2 o, (bi(z,t)u) + c(x,t)u = g em @,
7 ; (A.2)

u =0 sobre X,

u(z,0) = ug em €.

Onde Q = Q x (0,T) e Q CR"™ € um aberto conexo com fronteira OS2 suficientemente

suave e 3 = 09 x (0,T). Suponhamos ainda,

( aij € WLOO(Q)? 1 S Za] S n,
b € L(0,T; LP(Q), p>2n, 1< i<,

1 2
ce W™9PH(@Q), 0 <s < 5 ep > max{g_nQS,l},

aij(z, t,u,u) > Clul?, V(z,t) € Q, Yu € R™, para algum C > 0,
aij = aji7 1 S Z,j S n,

(A.3)

| a Lipschitz continua em Q.

Nestas condigdes, seja u uma solug¢io de (A.2) com g =0, entao se u € igual a 0 em
O x [0,T] para algum aberto O C ), temos u =0 em Q.

Prova. Ver [22]. |

Teorema A.12 (Mudanga de Variaveis). Sejam f : U — V um difeomorfismo de
classe C entre abertos U,V C R", X C U um compacto j-mensurdvel e g : f(X) — R

uma aplicacao integravel. Entdo, go f : X — R € integrdvel e
| awis= [ or@)-|det pa)de
f(X) X

Prova. Podemos obter a prova deste resultado em |[8]. |
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