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Resumo

Neste trabalho estaremos interessados em estudar resultados de existéncia e nao
existéncia de solugao, comportamento do funcional energia e condicao de Palais-Smale
para sistemas de equacoes do tipo Schrodinger-Poisson; usaremos o método variacional.
E, as solucoes sao pontos criticos do funcional energia associado ao problema. Para
alcancar nossos objetivos, sera fundamental o estudo das variedades de Ruiz e de
Nehari, o Principio Variacional de Ekeland, o teorema do Passo da Montanha, e o lema
Concentragao de Compacidade.

Palavras-chave: Schrédinger-Poisson, Variedade de Ruiz, Variedade de Nehari,

Principio Variacional de Ekeland, Passo da Montanha, Concentragao de Compacidade.
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Abstract

In this work we are interested in studying the results of existence and non-
existence of solution, behavior of the energy functional and Palais-Smale condition
for systems of equations of the type Schrodinger-Poisson; by using variational appro-
ach. In fact the solutions are critical points of the energy functional associated with
the problem. To achieve our goals, it is essential to study the Manifolds of Ruiz
and Nehari, the Ekeland Variational Principle, the Mountain Pass theorem, and the

Concentration-Compactness argument.

Keywords: Schrodinger-Poisson, Ruiz’s Manifold, Nehari’s Manifold, Ekeland

Variational Principle, Mountain Pass, Concentration-Compactness.
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Introducao

Em nosso trabalho, estaremos interessado em resultados relacionados a sistemas

de equagoes do tipo Schrodinger-Poisson, os quais sao dados por:

—Au+V(z)u+pu = f(z,u), emR?

. (1)
—A¢ = v lmpe @(z) =0.

Uma das formas de solucionar tal problema é substituir a solu¢ao ¢ = ¢, da equacao
—Ap=u?, em R?
e, encontrar u € H'(R?) tal que a equagao de Schrodinger:
—Au+ V(x)u+ Apu = f(z,u)

é satisfeita por u.

O termo ¢, é chamado termo nao local, pois, nao depende apenas da variavel
x. Tal termo pode ser escrito da forma:

2
oua) = [ oy, wew

Tal forma serda muito importante em alguns pontos de nosso trabalho. Este termo nao
local sera fundamental na abordagem dos problemas que faremos, tanto é, que devota-
remos boa parte do primeiro capitulo a demonstracao de algumas de suas propriedades
as quais serao de grande importancia em nosso trabalho.

Abordaremos diversos problemas dessa natureza. Diante do que abordamos até
o momento, surge a pergunta: qual a motivacao para tal problema? Bem, uma versao
da equacao de Schrodinger em R3, é dada por:

Oy
i—

5+ B+ Gl — [ = 0



onde 1 <p<bHer:R3x[0,T] — C. Interessa-nos a existéncia de solugoes da forma
Y(x,t) = e tu(x).

Tal equacao aparece frequentemente em diversas areas da fisica matematica,
como, por exemplo, na teoria dos semicondutores e modelagem da interagao entre

particulas; para maiores detalhes ver [5]. Temos que u deve satisfazer:
—Au+u+ ¢(x)u — Julf~lu = 0.

No caso deste trabalho, estaremos interessados em situacoes onde ¢ tem sua deter-
minagao influenciada pela funcao onda do problema, ou seja, pela equagao de Poisson
—A¢ = u?; caso que também aparece frequentemente nos problemas fisicos. Desta
forma, para termos solucao de problemas fisicos onde aparece a equacao de Schrodin-
ger em R? dada em (1), com influéncia da funcao onda; surge entao, a necessidade de

solucao para o sistema de equacoes,

—Au+u+ou = |ulflu, em R?

: (2)
—A¢ = v, limp e d(z) =0

do tipo Schrodinger-Poisson. Claro, que no contexto fisico, aparecem varias variantes
para o problema, donde se faz necessario trabalhar com a forma geral desse tipo de sis-
tema dado em (1). Onde se faz necessario, enfatizar que V' é chamado potencial do pro-
blema. Outro fato bem interessante de se destacar é que, quando f(z,u) = |u[P~ u, o
sistema Schrodinger-Poisson é frequentemente chamado de Schrodinger-Poisson-Slater.

O primeiro problema que iremos trabalhar serd um caso subcritico para um sis-

tema Schrodinger-Poisson-Slater, com potencial constante, dado por:

—Au+u+Apu = |ulP~lu,

N 2 (0.1)
CAb = 2

onde A > 0, 1 < p < 5 e as solugoes que queremos encontrar (u, ¢) € H'(R?) x DV2(R?).

Assim como em todos os problemas que abordaremos, faremos a minimizacao do
funcional energia restrito a uma certa variedade, lembrando que cada problema tem
seu proprio funcional energia. Para (0.1), o funcional é dado por:

1 1 A 1
T — kv 2 =2 _u2__ p+1d‘
(u) /1[{32' ul +2u +4qbu erl|u| T



A variedade padrao, que se trabalha nesse tipo de problema, é a variedade de

Nehari, a qual é dada por:
N ={ue H'(R%) —{0};  I'(u)(u) =0},
porém no problema (0.1) usaremos a variedade de Ruiz, a qual é definida por:
M ={ue H.(R*) —{0}); J(u) =0},
onde J : H'(R?) — R é dada por:

3\

3 1 % — 1
T(w) = B 2, L9 2
() = [ GIVuP + 3+ o

- p+1

lu|Ptda.

Inicialmente, a funcao J parece ser sem sentido algum, porém, ela é 2I'(u).u
menos a identidade de Pohozaev dada pela equagao (3) abaixo para nosso caso, ou seja,
se u for solucao do problema, certamente estara na variedade de Ruiz. A identidade

de Pohozaev para este caso, é estabelecida pelo seguinte teorema:
Teorema 0.1. Seja (u,d) € HY(R3) x DV?(R3) solugdo fraca do problema

—alAu + bu + cou = duP, R?
~A¢p =u?, R3

onde a,b,c,d € R sao constantes reais. Entao,

a s 3b 5 dc, 4 3d
— — —u® — —— dx = 0.
/RSZ|VU|+2u+4¢u p+1u x
Em particular, a solu¢ao de (0.1), deve satisfazer
1 2, 3 9, 9N 5 3 o
- e - — dxr = 0. 3
/R32|Vu\ —|—2u + 4¢u p+1u x (3)

O problema seguinte que iremos trabalhar também serd, um caso subcritico para

um sistema Schrodinger-Poisson-Slater, dado por:

—Au+V(@)u+ou = |ufflu, R3

Ao - B (0.2)

onde 3 < p <5 e V satisfaz:

(V1) V:R3> — R é uma fungao mensurével.



(V2) 00 > Vi = limy, 0 V(y) > V(z), para quase todo z € R?, e a desigualdade ¢

estrita em dominios de medida nao-nula.
(V3) Existe C' > 0; para todo u € H'(R?)
(Vul? + V(z)u*de > C|lulf?,
R3
onde ||u|| denota a norma usual em H'(R?), a qual ¢ dada por:
|ul|? = / |Vul? + u?dr.
R3
Neste problema, o funcional energia associado é I : H*(R?) — R dado por:
1 2 2 1 2 1 +1
Iu)== [ |Vu*+V(@ude+ - | ¢ude——— [ Jul"dx.
R3 4 -+

2 R3 p 1 R3

Usaremos a variedade de Nehari,
Ny ={u€ H'(R’) - {0}; G(u) =0}

onde G(u) = I'(u)(u). Observamos que, Ny indica com que potencial a variedade de
Nehari ¢ construida, quando nao houver confusao usaremos AN ao invés de Ny .

O problema seguinte que abordaremos, é um caso critico do sistema Schrédinger-
Poisson-Slater, incluso mais no sentido de darmos um contra-exemplo, de um resultado

valido no caso subcritico que, nao é valido num caso critico.

—Au+V(@)u+ou = v, R? 0.3)
-Ap = u?, R?
onde as condicoes de V' serao dadas no teorema que demonstraremos. Neste caso, nao
precisaremos utilizar uma variedade especifica.
Um problema bem interessante, é quando pertubamos o sistema Schrodinger-

Poisson-Slater, ao invés de f(u,z) = u®, termos f(u,z) = |u[P" u + u5, dai, temos o

problema problema critico:

—Au+V(@)u+ou = |u/u+u®, em R3 (0.4)
~A¢p = u?, em R3
onde 3 < g < 5 e as condigoes de V serao dadas nos enunciados dos resultados. O
funcional energia associado é I* : H'(R3) — R dado por:
1 1

1 1
I"(u) = = Vul> +V 2d - wulde — —— a1 ——/ bdz.
(u) 5 R3| ul* + V(z)u x+4 R3<j§ u”dx i1 ) || da 5 Rgu x



A variedade de Nehari do problema é dada por:
N*={ue H'(R®) = {0}; G"(u) =0}

onde G*(u) = (I")'(u).u.
No 1ltimo capitulo de nosso trabalho, trataremos, talvez o problema mais com-

plicado desse texto, o problema critico:

—Au+u+du = K(z)|u*u+ pQ(x)uliu, em R?

(0.5)
~A¢p = u?, em R?

onde 2 < ¢ <6 e p > 0 e, assumiremos
(H1) (i) K e C(R*R),lim 0 K(z) = Ko € (0,00) e K(z) > Ky para z € R?,
(1) Q€ C(R* R), im0 Q(x) = Qoo € (0,00) e Q(z) > Qoo para x € R®.
(H2) |K(z) — K(x0)| = o(Jx — z0|%), onde 1 < a < 3 e K(xp) = maxgs K(z).
No caso do problema (0.5), o funcional energia que iremos trabalhar sera dado
por:

1 1 1
I(u) = 5 /R3 \Vul? + udr + 1/, puuids — /11{3 6K(x)|u+|6 + gQ(aj)|u+|qdm

e, a variedade de Nehari do problema, serd dada de maneira andloga a definida nos
outros problemas. Quando, ao invés, de estarmos trabalhando com K e (), estivermos
com K e (Qs, 0 funcional energia associado I, sera dado por:

1 1 1
Io(u) = 3 /R3 \Vul? + u’dx + 1 g dpuidr — /]Rg 6Koo|u+|6 + ngo|U+|qu'.

Enfim, durante nosso trabalho focaremos em resultados relacionados aos proble-
mas acima. Algumas vezes resultados de existéncia, outras vezes de nao existéncia e
ainda outras de comportamento do funiconal energia e, se a condi¢ao de Palais-Smale
(PS) é satisfeita.

Estruturalmente, nossa dissertagao esta dividida da seguinte forma: no Capitulo
1 apresentaremos resultados preliminares tais como propriedades do termo nao local,
da variedade de Ruiz assim como da variedade de Nehari. Tais propriedades sao de
fundamental importancia em todo o texto; no caso das propriedades da variedade de

Ruiz, elas serao particularmente usadas no Capitulo 2. No Capitulo 2, provaremos

5



diversos resultados relacionados ao problema (0.1), tais como existéncia e ndo existéncia
de solugoes radiais positivas, além de resultados relacionados ao comportamento do
funcional energia; a variedade de Ruiz é usada neste capitulo, devido ser alguns dos
resultados alcancados com tal variedade nao serem conhecidos quando trabalhados na
variedade de Nehari. Tal capitulo esta baseado no artigo do D. Ruiz [24]. No Capitulo
3, provaremos um resultado de existéncia de solu¢ao para o problema (0.2) e, também
mostraremos que tal resultado nao é valido no caso critico, ou seja, mostraremos um
resultado de ndo existéncia para o problema (0.3). No Capitulo 4, fazemos uma
pertubagao no sistema Schrodinger-Poisson-Slater, e veremos que passaremos a ter
resultados de existéncia para o problema (0.4). Os Capitulos 3 e 4 estdo baseados
no trabalho de A. Azzolinni e A. Pomponio [3]. Por fim, e ndo menos importante,
no Capitulo 5 trataremos do problema (0.5), e como j& dissemos, ele se trata de um

problema mais delicado. Tal capitulo esta baseado no artigo L. Zhao e F. Zhao [30].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo nosso objetivo serd demonstrar algumas das principais proprieda-
des do termo nao local, além de algumas das propriedades das variedades de Ruiz e
Nehari. Tais propriedades serao de fundamental importancia para o desenvolvimento

do nosso trabalho.

1.1 Propriedades relacionadas ao termo nao local

Para cada u,v € L'*/°(R®), considere o funcional linear h : D'?(R?) — R,

definido assim,

Como D'?(R?) — L5(R?), temos

h(w) < / lwwv|de < ||lwllel|ullizsl|lvllizs  para todo w € D (R?)
R3

visto que % + Tl/s + ﬁ = 1. Destacamos neste momento, que em todo texto:

Jas [Vul*dz
ueD12(®3)—{0} ( [ [u|0dz)1/3

S —
Desta forma,
h(w) < 571/2||w]|D||u||12/5Hv|]12/5, para todo w € D*(R?),

onde ||.||p denota a norma no espago D'?(R?). Assim, h é funcional linear continuo e
tal que ||Al| < S7V2||ull12/5]|v]l12/5 €, pelo teorema da representagio de Riesz, temos a

existéncia de um tnico ¢ € DV?(R3) tal que

7



Vip.Vwdr = / wuvdr, paratodow € DM*(R?), e |[¢|p=|R|. (1.1)

R3 R3

Diante disso, temos que ¢ = ¥,,, ¢ solugao fraca do problema

—AYp=uv em R

Dai, fica bem definina a aplicacao

B: LYP(R3) x LY?°(R3) — D*(R?) dada por B(u,v) = ...
Temos,

e B ésimétrica: B(u,v) = B(v,u), paratodo wu,v € L'*/°(R?) (definicio da 1),,)

e B é continua,
1B(w,v)|p = [I¥]lp = |l < S™2|[ulhossllvlhass:  paratodo wu,v € L*/5(R?).
A partir de B, vamos definir a forma 4-linear:

a: L12/5(R3) % L12/5(R3> % L12/5(R3) % L12/5(R3) SR

dada por a(u,v,uy,vy) = / uv1 B(u, v)dz. Agora, veja que, para h definida a
R3

partir de u; e vy, temos

a(u,v,ur,v1) = h(B(u,v)) < STV B(u, v)||pllutllizysllvillizss < S ullvoysl|vllaesllua llizys]o [lizys

para todo u,v,u;,v; € L'*°(R?). Além disso, pela definicio de a e das propriedades

de B, temos, para u, v, u;,v; € L'*/°(R3), que

o a(u,v,uy,v1) =a(v,u,u;,v1) e alu,v,u,v) = alu,v,vy,u);

e Usando (1.1), temos que a(u, v, uy,v1) = a(ug, vy, u,v) :

a(u,v,ul,vl):/ ukuwlda::/ Vl/}um.kumdx:/ U 1Yy = a(ug, v1,u,v).
R3 R3 R3



Diante do que ja foi exposto, podemos definir ¢ : L'?/°(R3) — D"“?(R3), a partir
de B por ¢(u) = ¢, = B(u,u), onde ¢ = ¢, fica determinado como tinico ¢ € DH?(R?),

tal que

/V(b.dex—/ wu?dr, paratodo w € DV?(R?)
R3 R3

ou seja, ¢ = ¢, € solucao fraca do problema,

—AYp=u?, em R
Usando o fato de B ser uma forma bilinear simétrica limitada, temos:
e pcC® e ¢(u).(v)=2B(u,v).

e Se u,v,w € L'*°(R?) e mais uma vez usando (1.1), temos:

/vmbudx: va,w.vmdx:/ UQwv’wdQ}.
R3 R3 R3

Agora, considere a aplicacio J : L'?/°(R?) — R, definida por:

1
J(u) = 1/, Puuida.

Note que, J(u) = ta(u,u,u,u), e portanto,

J (u).(v) = i[a(@,u,u,u)—l—a(u,v,u, w)+a(u, u, v, u)+a(u, u,u,v)] = J (u).(v) = alu,u,u,v)

pela simetria da aplicacao a. Desta forma,

J(w).(v) = | Yowdr ou J(u).(v) = g Voot

R3
Note que, convencionamos v, , = ¢,. Existem outras propriedades que a aplicagao

¢ satisfaz, as quais serao de fundamental importancia para nos, a saber:
(i) Existe K >0, tal que [|¢,|p < K|lul},5 para todo u € L'*/>(R?).
(ii) ¢, > 0, para todo u € L'*/°(R?) (consequéncia do principio do maximo)

(191) ¢py = t2¢y, para todo t > 0,u € L'?/5(R3).



(iv)

Sey € R e u(x) = u(r +y), entao ¢gz(x) = gu(x +y) e,

dptidr = duude.
R3 R3

Demonstracgao.

(4)

(iid)

Note,

2 2 - . 9 B
Hd)uHD—/RJV%\ dx—/RSV%.V%dx—/qubuu dz = h(¢y)

assim,

I6ullD = h(éu) < ST loullpllulliys = ST72B(u, w)llpllulliys < S™ ullfysllulliys

ou seja,

l¢ulll < 8™ lullyys-

Basta observar que,

Gru = Bl(tu, tu) = t*B(u, u) = t?¢,,Vt > 0,u € L'*/°(R3).

De fato, usando o teorema da representacao de Riesz discutido no texto, temos

/]R3 Véu(z).Vw(z)de = /RB w(z)u? (z)dx = /}R3 w(@)u?(z + y)de

por mudanca de variaveis,

/ w(z)u?(z +y)dr = / w(z —yu?(2)dz = | Véu(2).Vw(z —y)dz
R3 R3 R3
portanto, usando novamente mudanca de variaveis na ultima integral, temos que

Vou(zr).Vw(z)dr = /RS Vou(z +vy). Vw(x)d.

RS

Como a igualdade acima, é verdadeira para todo w € D%?(R3), temos que ¢, (x +

y) = ¢u(x), pela unicidade da representagao de Riesz. Ademais, temos

9 dz(2)@*(z)dx = [ ¢u(x +y)u*(z + y)de = . Gu(7)u*(z)dx

]RS

pela invariancia da integral por translagao. Donde, concluimos que

dutidr = duulde.
RS R3

10



]
Podemos fazer uma restrigao da aplicacio ¢ & E, onde E = {u € D"*(R3);u €

L'?/5(R3)}. Tal espaco, trata-se de um espaco normado, com norma dada por:
lulle = llullp + [lullzys-

E interessante notar que H*(R3) < E < L'2/5(R3). Para ndo carregar a notacao
consideremos ¢ : E C L'?/°(R3) — D%?(R3). Tal aplicacdo ¢ continua sendo de classe

C°. Desta forma para u, — v em FE, temos que:
(v) u, ~u em FE= ¢, — ¢, em D'*(R?).
(vi) Nas mesmas hipdteses:

. 2
lim Du, Upudr = ouudr.
R3 R3

(vii) O limite do tipo Brezis-Lieb, é valido para o termo nao local:
Dun—w) (U, — u)’dx = / bu,uidr — | puuidr + 0,(1).
R3 R3 R3

(viid) a(u,u,u,w) < liminf a(u,, wy,, Uy, Uy).
Demonstracgao.

(v) De fato, primeiramente, note que como E < D(R3), sendo u, — u em
E, temos u, — u em D“?(R3). Agora, consideremos ¢y € C$(R3). Como
D'(R3) — L?*(Q) (imersdo compacta) para |Q| < oo, temos que u, — u em

L*(K), tal que K = supti). Dali,

lim Yulde :/ Yuldr = lim Yuldr = Yutdx
K K 3

n—00 n—oo Jp R3

desta forma, pelo que ja temos feito exaustivamente nesta secao e pelo limite

acima, temos que

Vo, Vipdr = / Yuide = lim | V¢, .Vidr = | Yulde = | V¢, Vidx
R3 R3 R3 R3

n—oo R3

= ¢y, — du em DA(RY).

A ultima implicagao acontece em virtude de DV?(IR?) ser espaco de Hilbert e de

C5°(R?) ser denso em D'?(R3).
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(vi)

(vit)

De fato, notemos antes de tudo, que para todo € > 0, existe M, > 0 e uma funcao
n € C&PR3) tal que 0 < n <1,n=1para |r| < M. en =0 para |z| > 2M,
tal que a fungdo w = un satisfaz ||w — ul|12/5 < € e Jw| < |u| em R*. Como (u,,)
converge fracamente para v em H'(R3), temos u,, — u em L,/ *(R3) ¢ |t |l12/5,

||y, — u||12/5 sdo limitados (suponhamos por M > 0), daf usando as propriedades

da aplicacao a, temos
(I(Um Up,, Unp, u) - a(una Un, U, u) - a(una Up, Up — U, u)

= a(Up, Up, Up — Uy, U — W) + A(Up, Up, Uy, — U, W)

como,
|t Uy U — 1,10 = w)| < |35l um — ull1zys]lw = wllrz/s < MPe
e,
|a(tp, U, Uy, — uy,w)| < / Gu, | un — u|wdz
|z|<2M,
< unlliossllun = wllpizs sy, llwlheys
S C’M2||un — u||L12/5(BQMS)
logo chegamos que,
lim sup | (U, U, U, 1) — (U, U, uy )| < Mg
n R3
para todo € > 0.
Ou seja, usando o item anterior temos,
lim Oy, Unudr = lim by, utdr = pyuldr
R3 R3 R3

Basta observarmos que, analogo ao item anterior, temos
lHm a(t,, ty, w, u) = lim a(uy, u, u,, w) = a(u, u, u, u)
e, como pelas propriedades de a,

AUy — Uy Uy — Uy Uy, — Uy Uy — W) = AUy Uy Uy, Upy) + (U Uy Uy 1) — AUy Uy Uy W)

— Ada(u, u, u, uy) 4+ 2a(ty, Un, w, w) + da(ty,, u, w,, w)

12



(viii)

observando também que, lim a(uy, Uy, Up, u) = a(u, u,u,u), lima(u, w, u, u,) =
a(u, u, u,w), im a(ty, up, u,v) = a(u,u,u,u) e ima(u,, w, u,,w) = a(u,u, u, u);

pelas utilizagoes do item anterior e resultados analogos. Teremos que,
AUy — Uy Uy — Uy Uy — Uy Uy — W) = AUy, Uy Uy, Uy) — @, u, u,w) + 0,(1)
donde segue o resultado.

Dado v € C§°(R?), denotando Q, = suptv, temos

0< < |(u2 — u®)v|dx

RB

/ V(¢u, — ¢u).-Vodx
R3

= |(ui — u2)v|dx
Qy

< ol / (e — 1) (1 + )]z

< ”UHOO</U(un — u)zdx> 1ﬂ(/y(un +u)2d:c>

< lun = ull 2y (Junll 2 + llull 2 @) [0l

1/2

2

como u,, — w em Lj .

(R?) e, (uy,) é limitada em H'(R?), temos também que
V(¢pu, — ¢u).Vode - 0= | Vo, Vvdr — [ V¢, Vodr
R3 RS R3

observando que, D'?(R3) é Hilbert, temos

bu, — by em DV2(R?),

Desta forma,

alu,u,u,u) = [ ¢ u’dr = / IV¢o|*dr < lim inf/ Voo, |Pdz = liminf a(u,,, ty, Uy, u,)
R3 R3 n R3 n

o que conclui nossa demonstragao.

As propriedades aqui expostas foram as que julgamos basicas e essénciais. Caso

necessitemos de alguma outra, certamente que sera destacada no texto.

13



1.2 Propriedades relacionadas a variedade de Ruiz

E importante destacarmos e demonstrarmos algumas das principais propriedades
da variedade de Ruiz, visto ser ela uma variedade bem jovem e ainda pouco estudada.
Todas as propriedades focadas, serao expostas no intuito de usa-las no Capitulo 2,

pois, é em tal capitulo que elas serao necessarias. Esta se¢ao tem como base [24].

Lema 1.1. 1. Para todou € H'(R?), u # 0, existe um tinico t > 0 tal que uz € M,
(onde uy(z) = t*u(tz), para todot >0 e x € R?). Ademais,

I(uz) = max I(w);

2. Existe C > 0 tal que ||ul|p+1, ||u|]| > C para todo v € M, onde p € (2,5);
3. Todo ponto critico de I|p € um ponto critico de I.

Demonstragao.
(1) Temos que,

1 1 1 1
) =1I(uw)==t* | |Vuld +—t/ 2d +—t3/ Apyuldy— ———21 P+l
1) =1I(w) = 3 R3| ul*da+2 et puudz P RSM x

donde, v tem um tnico ponto critico o qual corresponde ao maximo. Consideremos tal

ponto critico, como sendo ¢ > 0, dai,
I(uz) = 7(f) = max I(u,)

como também, J(uz) = t7/(t) = ¢.0 = 0, temos que uz € M.

(2)

Note que,
/ uf* de < Collu|™*! (H'(R?) — LM(R?))
R3

para algum Cjy > 0. Portanto,

2p—1
p+1

3 1, 3\ % —1 1
J — - 24 2,2 _u2__ PHL gy > = 2_ (o
(u) /RS2|VUI +2u + 1 Oyl 1 |ul x > 2HuH o

- Jull* > 0
p

a ultima desigualdade para ||u|| suficientemente pequena e maior que zero. Donde con-
cluimos que zero nao estd na fronteira de M, pois, para pertencer a fronteira teriamos

de ter (u,) C M tal que u,, — 0, dai, ||u,|| < ¢ para ¢ > 0 dado, e n suficientemente
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grande, porém tal nao pode ocorrer, visto que para u suficientemente préximo de zero,
J(u) > 0. Donde, zero nao estar na fronteira de M, ou seja, existe C' > 0 tal que
Jull > C.

Com a existéncia do C' > 0 acima garantida, temos, para u € M, que

Jul> _ 3 2 1/ 2 3 2 2p—1 1
C< < = Vu|*dx 4+ = de + — W dr = rtiq
< _2R3\u| 93+2 R3u .CE—|—4 R3¢ux P |u[P™ dx
1
2p+ C? < / lu[Pdz = ||ul,e > C >0
p
(3) Veja 5°Etapa da demonstracao do Teorema 2.1. |

Diante do lema acima, podemos definir:

¢ = Inf max I(g I(g(t));

= gl

= Rl

onde I' := {g € C([0, 1], H'(R?)); g(0) = 0, 1(g(1)) < 0,9(1) # 0}.

Lema 1.2. A igualdade € vdlida:

Demonstracgao.
Primeiramente, note que, dado u € H'(R3), pelo Lema 1.1 existe ¢ > 0 tal que

uz € M, dai

< < <
I(uz) = m%xf(ut) = ulél}‘/l I(u) < I(uz) = m%xl(ut) = ulél/a I(u) ir;gr?g)xf(ut) = c3 < oo

Agora, dado u € M, temos
I(u) = max I(u;) > inf max I(uy) = inf I(u) > inf max I(u;) = c3 > co,

>0 T w0 t>0 uEM u£0 t>0

assim, fica provado que ¢y = c3.

Podemos ver, também que,

u#0=3tt; >0, ;€M e I(u,)<O.
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Neste ponto, definamos ¢ : [0,1] — H'(R?®) dada por g(t) = uy,, temos que
g € I'. Como também, I(uz) = maxs>q I (us)

I(g(t)) = I(uw,) < I(ug), Vt € [0,1] = inf o 1(5(t)) < max I(g(t)) < I(ug)

inf max I(5(t)) < max [ inf max 1(5(t)) < inf max [
= Inf max (8(£)) < max (ut)=>§gmrg[g§] (0(£)) < inf max I(u,)

donde, temos que ¢; < ¢p. Para mostrar a desigualdade contraria, precisaremos de

algumas ferramentas adicionais. Definamos,
A={ue H'R*);J(u) >0}u{0} e B={uec H(R?;J(u) <0}

dai, observamos que H!(R3) = AU MU B, onde, claramente, a unido ¢ disjunta e A e
B sao abertos. Agora, tomemos g € T, afirmamos que g(1) € B. De fato, suponhamos

g(1) =u e AUM. Dai, como

1 1 1 3 1 3 2p—1
31 Z|Vul+Zu? 4 - Apu’d >/—v2 —u* + — A ude >
/Rg2] u|+2u+4¢u x> R32| u|—|—2u—|—4¢u a:_p+

|u|Ptdx
1 Jes

Diante da desta desigualdade, temos que

1 1 1 -1 1
I(u) = = *+ud —/Au2d——/ P >( — )/ Pdz >0
(u) 2/RS|VU\ tudet g puudx | Rg]u\ x> S+l pil R3|u\ x>

o que gera um absurdo. Visto que I(g(1)) < 0. Portanto, g(1) € B.

Como ¢(0) = 0 e 0 € A(aberto), temos que existe t; € (0,1) tal que g(t;) €
A — {0}. Desta forma, temos

J(g(t)) >0 e J(g(1)) <0
donde, existe t € (t1, 1) tal que g(t) € M. Assim,

max [(g(t)) > inf I(u) = inf max I(u;) = inf max I(g(t)) > inf max I (u;)

te[0,1] ueM u#0 t>0 gel' ¢t€[0,1] u#£0 t>0
portanto,
C1 Z Co.
O que conclui nossa demonstragao. [ ]
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1.3 Propriedades relacionadas a variedade de Nehari

Esta se¢ao tem como base [3]. Primeiramente, estudaremos propriedades varie-

dade de Nehari para o problema (0.2):

Lema 1.3. 1. Para todo u # 0, existe, um tinico, t > 0 tal que tu € N ¢

I(tu) = max I(tu);

2. Eziste C > 0 tal que |ul|,+1 > C, para todo u € N;
3. N é uma variedade de classe C*;
4. Todo ponto critico de I|n € um ponto critico de I.

Demonstracgao.

(1)

Note que, 7 : Ri — R, dada por

1 1 1
yt)=I(tu) = = | |V(tu)]? + V(z)(tu)’de + = | ¢w(tu)’de — —— [ [tultT'dx
2 R3 4 R3 p + 1 R3
= 7(t) = th |Vul? + V(z)u*dz + 1154 pyu’dr — o lu|Pttdx
2 R3 4 R3 “ P + 1 R3

usando as propriedades do termo nao local.
Desta forma, ~ tem um tnico ponto critico, o qual corresponde ao maximo.

Consideremos t > 0 sendo o ponto de méaximo. Logo,
v(t) = I(tu) = max I (tu).

>0

Afirmamos que, tu € N. De fato, pois,

0=A@®) =F [ |VuP+V()yde+F | éulde—F / [Pz
R3 R3 R3

=17 | |[VuP+V(@)lde +1 | ¢pude — T / |u|PTdr = 0.
R3

R3 R3
Dai,
I'(tu)(tu) = 0,
assim,
tu e N.
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(2)
Primeiramente, note que zero nao pertence a fronteira de A/. Pois, pelas imersoes

de Sobolev existe Cy > 0 tal que
[ urtids < Collul
R3
donde,
Gu) = [ |Vul?+ V(z)u? + ¢yu? — |uffdx > / |Vul|? + V(z)u? — [ufP™dx

R3 R3

pela propriedade (V'3) (tal condigao é dada para V' no problema (A)), temos
G(u) > Cllull* = ColfuP*!

donde, vemos ser G positiva para ||u|| pequena. Assim, zero nao estd na fronteira de

Agora, para u € N, temos que G(u) = 0, ou seja,
/ |u|Pdr = / \Vul? + V(2)u® + dyu’de > / (Vul? + V(2)u’dx
RS RS RS

por (V3),
[ lupide > Clul?
R3

e, como zero nao pertence a fronteira existe K > 0 tal que ||ul|,+1 > K para todo

ueN.
(3)
E conhecido que, para N ser variedade de classe C!, temos de ter: para todo

u € N deve existir F' C H'(R?) de codimensao 1, um aberto U C F e ® : U — H'(R?)
tal que

(i) @ ¢ C;
(13) ® é injetiva;
(iii) ®'(y) : F — H'(R3) é injetiva, para todo y € U;

(iv) ®(U)C N, ®U)=NnNA, ACF aberto em H'(R3).
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O que de fato acontece, vejamos: u € N, como sabemos:
H'(R?) = KerG'(u @<v> G'(u)(v) #0

observando que, G'(w) # 0 e G'(w)(w) # 0, para todo w € N, fato destacado na
demonstragao préximo item. Agora, consideremos T : KerG'(u) x R — R, dada por
T(y,t) = Gy + tu), logo

aT ,
g(y,t) =G'(y + tu)u

donde, temos

T0,1) = G(u) =0,

L0,1) = Glu)u) £ 0
dai, pelo Teorema da Funcao Implicita , existe 1 : B.(0) — (1 — 4,1 + 4) de classe C*
unica, tal que

(0) = 1,
Gy +1(y)

ou seja, @ : B.(0) C KerG'(u) — H'(R?), dada por ®(y) = y + ¥(y)u, onde

u) = 0, |yl <e

(i) ® ¢ CH(B.);
(77) ® é injetiva;
(ii7) ®'(y) : KerG'(u) — H'(R?) é injetiva, para todo y € B.;
(iv) ®(B.) CN, ®(B.) =N NA, AC KerG'(u) aberto em H'(R?).

(4)
Sendo ug ponto critico de I|yr, temos que I'(ug)(v) = 0 para todo v € T, N =
KerG'(up), donde KerG'(ug) C Kerl'(ug), assim, existe A € R tal que

I/(Uo) = )\G/(U())

Observemos também que, G'(ug)(ug) # 0, de fato, como ug € N, temos que

G(up) = 0, dai
G (ug)(ug) = 2 g |Vu|® + ugdz + 4/ Gutiadr — (p+ 1 / lulPtde < 0
visto que,
0 = Glug) = I (ug) (tg) = /R Vol + o + / b2z — / Pz
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=0=(p+ 1)/ (Vug|? + uddz + (p + 1)/ Puyuidr — (p + 1)/ ufP+idz >
R3 R3 R3

>2 [ |Vuol* + uide + 4/ Guusdr — (p+1) [ |ulf™dw.
R3 RS R3

Deste modo,
0= [/(U())(Uo) = )\G/(U())(U()) > A=0=> I/(Uo) = 0,

o que conclui a demonstracao. ]

Diante do lema acima, poderemos assumir a definicao

cy = in{/l(u).

ue

Nossa meta serd encontrar u € N tal que I(u) = ¢y, dai, concluiremos que
(T, pz) € GSS do problema em questdo. Também pelo lema acima, fica bem definida
t: HY(R3) — {0} — R, onde t(u) é dada por I(t(u)u) = max;>q I (tu).

Com a introducao da constante ¢y, a qual é de grande importancia para os resul-
tados que desejamos provar, é de fundamental importancia enunciarmos o lema abaixo,
tendo em vista a ligagdo com o teorema do passo da montanha. Nao demonstraremos

tal lema, pois, a demonstragao é idéntica a prova do Lema 1.2.

Lema 1.4. Vale a igualdade:

cv = Inf max (9(1)) inf max (tu)

onde I'={g € C([0,1], H'); 9(0) = 0,I(g(1)) <0 e g(1) # 0}.

Os proximos resultados, serao completamente direcionados a prova de resultados

relacionados ao problema (0.2):
Lema 1.5. Seja (u,) C H'(R?), tal que |ju,|| > ¢ >0 e
<
I?ZaOX I(tu,) < cy + 9,

com 6, — 07. Entdo, existe (y,) C R e R,u > 0 tais que

n

liminf/ up |*dx > p
Br(yn)
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Demonstracgao.

Para (u,) como na hipétese, temos que existe, pelo Lema 1.3, (¢,) C R tal que

cy < I(tyu,) = n?;aoxf(tun) <cy+90,.

Denotemos, para cada n € N, w,, = t,,u,.
Agora, afirmamos que, (w,) é limitada. De fato, como

1 1 1 1 1
T(wn) = Twn) == I'(wn)(wy) = (5-—) R3\an|2+V(x)widx+<Z—m) [ bu

temos, pela propriedade (V'3)

1 1 \—
= (L LYl
() 2 (5= >5)Clluw
assim, como I(w,) é limitada, pela hip6tese, temos que (w,) é limitada.
Afirmamos também que: existe (y,) C R3, R, > 0 tal que

lim inf widx > 4.
" BR(yn)

De fato, caso contrario,

para todo Ry >0, liminf sup / widr =0
" yeR3 JBg, (y)

como (w,) é limitada, temos, por M. Willem [28], que
w, =0 em LYR*, q¢e€(2,6)

— w, -0 em LPT(R?), pec(3,5)

o que gera um absurdo. Visto que (w,) C N e, existe ¢ > 0 tal que ||ul[p41 > ¢ >0
para todo u € A/. Diante disso, existe (y,) C R®, R, u; > 0 tal que
lim inf wida: >
" Br(yn)
como wy, = tyUy,, logo ||w,| = t.||u.||, donde, usando o fato que zero ndo pertence a

fronteira de N, existe C' > 0 tal que

0 < tnC < tnlunl = [lwnll < M

C 1 C?

_:> —_
M 827 M2

onde M vem da limitagao de (w,,). Assim,
1
—>

tn, —
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como também,

1
/ uidr = = w?dx
Br(yn) t” Br(yn)

temos,

1
lim inf / u2dr = liminf <—2 / wida:)
" B m M B

n

e, notando que,

1 2
= / w?dr > 0—2 w?dx
tn J Br(yn) M= Jr(y)

temos, finalmente, que

liminf/ uidr > ¢’ liminf/ w2dr > iy >0
n = 3759 n Z 175 =
Br(y) M2 Br(y) M*

Lema 1.6. Seja (u,) C H'(R3) tal que |ju,|| =1 e
I(t(up)uy,) = n&aoxf(tun) — cy.

Entao, a sequéncia (t(uy,))(também denotada por (t,))€é limitada em R.

Demonstragao. Primeiramente, note que
/ (Vu,|? +V(z)uide < C | |Vu,|* +uide
R3 R3
onde C' = max{1, V. }, dai, como ||u,| = 1, temos que

/ IVu,|? + V(z)uidz < C.
R3

Observe também que, como t,u, € Ny, temos

|V (tntn)? + V(@) (ttn)? + Oru, (tntin)? — |taun P de =0
]R3

2 |\ Vu|* + V(z)udde +t) | gy uide — 2 [ |u, [Pt de =0
R3 R3 R3

desta forma,
Vu,|* + V(z)uide = t{;l/ |, [P da — ti/ by, U’ dx
R3 R3 R3

- ti(tﬁ_?’ |un|p+1da7—/ qzﬁunuidx>
R3 R3
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assim,

C> / Vu,|* + V(z)uide = t2 (tff‘g/ |, [P da —/ qﬁunuidx).
R3 R3 R3
Agora, note que, pelo lema anterior: existe ng € N tal que para n > ny

_2 p—1 2 -
0<p< / uldy < [ / \un|p+1dx] o [ / da:] A= ( |un|p+1dx> T Bra(yn) |55
Br(yn) Br(yn) Br(yn) R3

ou seja,

/ |Un|p+1d.7}' Z |ﬂ—_1 = L > 0
R3

BR(?Jn)lT
e7
/ Gu,uidr < Llu,||* < L = —/ bu,uidr > —L
R3 R3
assim,
C>2(t?L—-L)=t""L—-L
donde, concluimos ser (t,) limitada. |

Lema 1.7. Suponhamos que V.V, € L®(R3), para todo n € N. Se V,, — V em

L>®(R3), entdo ¢, = cy, — cy.

Demonstragao.

Primeiramente, facamos algumas consideracoes:

1 1 1
I,(u) == 2 n 2d - uldr — —— prig
(u) 5 R3|Vu| + Va(x)u z+ 7 R3¢u x o R3|u| x
e7
I(u) = 1 \Vul® + V (2)u’dr + ! pyudr — L lu|Pttdx
2 R3 4 R3 “ P+ 1 R3 ‘
Assim,
1
() = I(u) = 5 / V() — V().
R3

Agora, dado € > 0, fixemos w € H*(R?) tal que

I(w) = I?zaoxl(tw) <cy e

Consideremos também, para cada n € N, £, > 0 tal que,

I,(t,w) = max I, (tw)

Vemos claramente que:
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e ¢, < I,(t,w), pois, t,w € Ny,

e (t,) ¢ limitada, pois, como [/ (t,w)(t,w) = 0, temos

ti/ Vw|? + V, (2)w?de +t& | ppwidr = 2! / lw[PTda
R3 R3 R3
assim,

\Vw]? + V,,(2)w?dz + 2 | ¢pwide =27 / |w[PTda
RS RS RS

dai, usando o fato de (V},) ser limitada, por ser convergente, e as propriedades do

termo nao-local, temos a existéncia de C' > 0 tal que

ot [ olrde < Clul? + ol

o que implica,

ot [ ol = CllulP = & ull* < 0.
sendo assim, (t,) é limitada.

Agora, note que

1
cn<cy+e+ ||V, — V||wti/ wdx
2 RS

o que implica,

limsupe, < cy +¢,Ve > 0= limsupec, < cy.

n n

Para concluir, fixemos (u,) C H'(R?) tal que

1
< < — —
en < In(uy) < cp+ - e I,(up) I?zaox I, (tuy,)

consideremos também, para cada n € N, s, > 0 tal que w, = s,u, € N, ou seja,

I(w,) = max I (tu,).

>0

Afirmamos que:
o ¢y < I(w,) (w, €N)
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e (u,) é limitada. De fato, observando que I,,(u,,) é limitada, por ser (¢,) limitada,

temos que

(i) = Lq,(un)—]ﬁf;(un)(un)

1 , 11 )
S de+ (5 — —— d
: p+1 / V|2 + Vi (2)u2 x+<4 p—|-1> [ Guuida

1
> (3 )0l
2 p+1

assim, (u,) é limitada.
e (s,) é limitada. De fato, primeiramente, observe que existe C' > 0 tal que,

liminf [ |u,|[P"'dx > C
n R3

caso contrario, ||u,| — 0, assim, como
0 < e < Ln(un) < Cllun|*(1 + [Junl?) — 0
donde, ¢,, — 0, o que, de fato, nao pode acontecer. Ou seja, existe C' > 0 tal que,

liminf [ |u,|P™'ds > C.
n R3

Agora, como s,u, € N, temos
si/ (Vu,|* + V(z)uidzr + si/ P, udr = sffl/ up [P dz > OsPT
R3 R3 R3
donde, segue que (s,,) é limitada.
Diante das afirmacoes,

cy < I(wy) = I(spun) = L(spun) + (L(spun) — In(spun))

1
L(uy) + =||Vy — V||oo/ (snun)de
2 s

IN

IN

1 1
Cn+—+ =||Vi — VHOOSZ/ u?dr
n 2 R3
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assim,

cy <liminfc,
n

portanto,
limsupe, < ¢y < liminfc,
n n
ou seja,
cy = lime,.
O que conclui nossa demonstracgao. [ ]

Para concluir a discussao do capitulo, destacamos que: apesar de a todo tempo
focarmos as propriedades da variedade de Nehari do problema (0.2), conseguimos resul-
tados andlogos para tal variedade relacionada a outros problemas que aqui estudaremos.

Quando for necessério faremos tal comentério.
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Capitulo 2

O problema
Schrodinger-Poisson-Slater, para
potencial constante e solucoes

radiais

Este capitulo tera como foco, apresentar resultados de existéncia e nao-existéncia

para e equagao (0.1), a qual é dada por:

—Au+u+Apu = |uf7lu, em R3
~A¢p = u?, em R3

onde A > 0, 1 < p < 5 e as solugoes que queremos encontrar (u, ¢) € H!(R?)x D}?(R?).
Lembrando que, H!(R3) = H'(R3) N {u : R? — R;u(r) = u(|z]),Vz € R3},

Além disso, abordaremos o comportamento do funcional energia associado ao
problema, o qual relembramos ser I : H}(R3) — R dado por:

——|ulP*tda.

1 1 A
I — _v 2 T2 _u2_
(u) /R32| u!—i—2u —|—4g25u P

Como dito na introdugao, alguns desses resultados nao sao conhecidos quando tra-
balhados na variedade de Nehari, por isso, trabalharemos com a variedade de Ruiz. Em

resumo, nosso objetivo sera, demonstrar os resultados especificados na tabela abaixo:
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0<A<1/4 A>1/4

l<p<?2 2 solucoes inf I > —o0 0 solucoes inf/ =0
p=2 1 solugao inf I = —o0 0 solucoes inf/ =0
2<p<b 1 solugao inf ] = —o0 1 solugao inf ] = —o0

Para facilitar a abordagem, dividiremos nosso estudo em dois casos, a saber, o
caso p > 2 e 1 < p < 2. Destacamos que este capitulo esta baseado do trabalho [24]
de D. Ruiz.

2.1 O -casop>?2

Comecaremos provando um resultado, relacionado a limitacao do funcional ener-
gia:
Proposicao 2.1. Seja A >0 e p € (2,5). Entao, I nao é limitado inferiormente.

Demonstragao. Seja u € H}(R?) funcao radial e positiva, consideremos também
vi(x) = t*u(tr). Estimemos I(v;). Note, primeiramente que, usando mudanca de

variaveis, temos que

0/ |Vvt(x)]2dx:/ t6]Vu(tx)\2d:U:t3/ |Vu(x)|?dx
R3 R3 R3

. /R () = /R () =1 /R ()
. / P (2)de = /R P () = £ /R ()
e Como ¢y, (x) = t2¢,(tz), visto que: sendo —Ag, = u* e ¥(z) = t*¢,(tx), temos
—AY(z) = t1(=A¢y(tr)) = t'u’(tr) = (Pulte))? = vi(z) = ¢y, (2) = P (tz)
logo,

o, (D)0 (@)dw = t° | u(tw)u’(tr)de =t* | u(2)u’(v)dr.
R3 R3 ]R3

Sendo assim, fica claro que,

1
—— () [P da

I(v) = /R %t3|Vu(x)\2 n %w(@? n gtggbu(x)u(xf -
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Desde que, 2p — 1 > 3, temos que I(v;) — —oo quando t — oo. [ |

Em seguida, provaremos um dos resultados mais importantes do capitulo:

Teorema 2.1. Suponhamos que p € (2,5) e A > 0. Entao, existe um minimizante u

de I|p. Além disso, u é positivo e I (u) = 0.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao do teorema em 5 etapas.
1°Etapa. inf |y > 0. Tomando u € M arbitrario, definamos k& = I(u). E,
definamos também,
a= \Vul*dz, b= / wide, c=\[ ¢ulde e d= / lu|Ptdx
R3 R3 R3 R3

Sabemos que,
1 1 1 1 g
§a+§b+zc—md— k
R =V

onde a primeira equagao segue do fato de I(u) = k e a segunda de J(u) = 0. Através

de calculos basicos chegamos que tal sistema ¢é equivalente ao sistema
1 1 1 1oy
ia‘{'ib—i‘zc—md—k’
—b— 22 = -3k

p+1

donde, temos que d pode ser escrito da forma

. p+1
d= (3k—0) T
como d > 0, dai, 3k > b. Desta forma,
1 1 1 1
a4 b+ -c— ——[Bk—=b)(p+1/2p—4)] =k

2" T2 Tt pt1

fazendo algumas manipulacoes algébricas, chegamos que

1 3 1 1 1

b= (- (G Do 3

1€ < oy op—4 2)0 T
desde que ¢ > 0, temos novamente por manipulagoes

b+a< (2+i)k.
p—2

Dai, como zero nao pertence a fronteira de M, temos que existe ¢ > 0 tal que

a+b > e para todo u € M, donde inf I > 0.
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2°Etapa.Seja (u,) C M tal que I(u,) — inf I|y. Afirmamos que (u,) é limi-
tada.

De fato, pela primeira etapa, ja sabemos que
2 < (2+i)1(u )
n — p _ 2 mnj)-

Dai, como I(u,) ¢ limitada, por ser convergente, temos de imediato ser (u,)
limitada.

3°Etapa. Como (u,) é limitada em H!(R?), passando a subsequéncia, se ne-
cessario, temos que u, — u em H!(R?). Afirmamos que u € M e u,, — u em H!(R?).
Desta forma, |y assume minimo em w. Para justificar tal afirmagao, definamos o

conjunto de equagoes (2.2):

a, = ]Vun|2dx, b, :/ uidx, Cn = A gzﬁunuidx, d, = |un|p+1dx,
R3 R3 R3

R3
a = |Vu‘2d:c, b= ude, c=\ ¢uu2d:c, d—/ !u\pﬂda:,
R3 R3

R3 R3

@ =lima,, b=1limb,, ¢=Ilime, e d=Ilimd,

onde bem sabemos que os limites @ e b existem a menos de subsequencia, por ser ()
limitada em H!(R?), j4 ¢ e d, serdo justificados a seguir.
Observemos que, como u, — u em H!(R3) e H!(R?) — LPT(R3) compacta-

mente, temos que u, — u em LPT(R3), dai,

/ |un [P dr — / lulPdr = d=d
R3 R3

onde d = limd,,, ou seja, fica justificada a existéncia de d e a quem ele é igual.

Diante das propriedades do termo nao local, temos também que

/\/ by, u2dr — )\/ pyuide =T =c
R3 R3

onde ¢ = lim ¢,, ou seja, fica justificada a existéncia de ¢ e a quem ele é igual.

Agora, sendo H}(R?) — D}?(R3), L2(R?), temos que u,, — u em D}?(R?) e em
L2(R?), donde @ > a e b > b.

Afirmando que as desigualdades acima sao, de fato, igualdade temos u, — u
em HY(R3) e ||u,|| — ||u||, donde u,, — u em H!(R3) e, entdao u € M. Em resumo,

suporemos, por contradi¢do, a +b<a+b(@=a e b=b<a+b=a-+0b). Dai

1 -
¢— ——d=infI|u

1 1 1- 1
—a+=b+-c———d< -a+-b+-
p+ 2 4 p+1
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donde I(u) < inf I, isso, no entanto, ndo tras nenhuma contradicao, visto que

3 1,3 2p—-1, 3_ 1. 3 2p—1-

< =0
4 2+4 p+1 4 2 4 p+1

logo, J(u) < 0, ou seja, u ndo pertence a M. Dali, nosso objetivo, serd encontrar
to > 0 tal que vo(z) = t3u(tor) € M, donde veremos que I(vy) < inf Iy O que é um
absurdo!

Como I(u,) — inf I\ € J(u,) = 0, temos que o sistema:

1= 17 1= 1 3 _ -

564+ 5b+ 3¢ — —=d=inf]

20T AT _|M (2.3)
Sa+3b+ic—2d=0

onde a primeira equagao é por I(u,) — inf I|y; e a segunda por J(u,) = 0.
Agora, definamos:

1 -1 1 -
t) = —at® + =bt + ~¢t® — ——dt**!
f(8) = qat” + bt + get” = =

1 1 1 1
t) = —at® + =bt + ~ct? — ——dt*!
() = gat’+ bt gt =

Dai, temos que f e f tém tnico ponto critico, que corresponde ao maximo. Note

que,
3, 1 3, 2%p—1-
t) = —at> + =b+ ~ct? — ———dt*?
F) =gat’ + bt gt =~
quando t = 1, por (2.3), teremos
o3 1. 3. 2p—1-
l)=za+-b+-c— d=0
F)=ga+gbtge——m7

donde, podemos concluir que o méximo de f é inf I| 4.
Se supormos, a+b < @+ b, temos que f(t) < f(t) para todo ¢t > 0. Consideremos
ty ponto maximo de f. Dai, f'(ty) = 0 e, f(ty) < maxf = infI|y. Definamos,

vo(x) = t3u(tox), claramente, temos

1, 1 3 ot
I — Zat Zbt —c— ——d = f(ty) <inf [
(vo) 2a0+2 0+4C b1 f(to) < inf I]pq
e7
3 1 3 2p—1 o, 4
J(Uo):Zat3+§bto+ZCt8_p+1dtop = tof'(to) =0

diante disso,

vo €M e I(vg) <infl|m
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o que é absurdo. Portanto, u minimiza I|y. Como J(|u|) = J(u) e, I(u) = I(Jul),

temos que |u| também minimiza I|,. Donde podemos considerar, u nao-negativa.
4°Etapa. J'(u) # 0, onde u ¢ a minimizagao achada acima. Suponhamos J'(u) =

0. Usando a, b, ¢ e d definidas na 3°Etapa, e k = inf I|, > 0. Temos, no sentido fraco,

que J'(u) = 0 pode ser escrito como
—3Au~+u~+ 3Apu— (2p—1)u’ =0 (2.4)

desta forma, temos

sa+ b+ je—qd=k

oo fo+ 3o 2=

3a+b+3c—(2p—1)d=0

(2.5)

%a+%b+%c—(2p—1)1%d:()

\
onde a primeira equacao é do fato de u minimizar |y, a segunda por u € M, a

terceira de (2.4) e a quarta da identidade de Pohozaev, descrita na introdugao. Dali,

para 1 # p # 2, temos
p+1
42 =3p+p?)

desde que, p >2e k>0, d < 0. O que é absurdo. Provando assim a 4°Etapa.
5°Etapa. I'(u) = 0.

d= -3k

Pelo método do multiplicador de Lagrange, existe p € R tal que I'(u) = pJ'(u).
Afirmamos que p = 0. A equacao I'(u) = pJ'(u), pode ser escrita no sentido fraco
como,

—Au+ u~+ Apyu — uP = p[—3Au~+ u + 3Ap,u — (2p — 1)u”] (2.6).

Equivalentemente,
—Bu—1Au+ (p—1u+ Bu—1)Apu—[(2p — 1) —1u? =0 (2.7)

dai, usando a, b, c e d, como definidos anteriormente, temos

(

30+ 3b+je— qd=k

R e L

Bu—1a+ -1+ @Bu—1)c—[2p—1p—1]d=0

| Bu—1)za+ (p—1)50+ Bu—1)je—[(2p — Dp —1];}d =0

(2.8)
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A primeira por w minimizar |y, a segunda por u € M, a terceira vem de (2.7) e a
quarta é da identidade de Pohozaev. Diante do sistema acima, temos, para a,b,c e d

incognitas, a matriz dos coeficientes

1 1 1 1
2 2 4 p+1
3 1 3 _ 21
2 2 4 p+1
Bu—1  p—1 3p—1 —[2p—Dpu—1]
Bu—11 (p-1% @Bu-1r —Aebel

Calculando o determinante, temos:

(1=3u)(p—1)(p—2)

| =0<=p=1p=2,0=0 ou pu=1/3

detA =1

Como p > 2, detA =0<«<= =0 ou pu=1/3. Casopu # 0ep # 1/3.
Entao, detA # 0, portanto, o sistema acima tem uma tnica solugdo a qual depende

dos parametros u,p e k. Usando a Regra de Crammer, temos que d é dado por:

3k(1+ p)
4(p—1)(p—2)

donde d < 0. Absurdo! Caso u = 1/3, a quarta equagao do sistema serd

d= —

T ke
p+1

absurdo! Visto que b,d > 0. Portanto, u = 0 e, consequéntemente, I'(u) = 0. O que

conclui nossa demonstracao. [

2.2 Ocasol<p<?2

Para iniciarmos esta secao daremos o seguinte resultado de nao existéncia:

Teorema 2.2. Suponha A\ > 1/4. FEntdo, v = 0 € a unica solugdo do problema em

questao.

Demonstracgao.
Suponhamos que, (u, ¢) € HY(R3) x D?(R3) seja uma solugao do problema em

questao. Dai, multiplicando a primeira equacao por u e integrando, temos
/ (Vul? + u® + Apu® — |u|"Tdz = 0. (2.10)
R3
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Pela definicao de ¢, temos também

27 _ _ _ 2
g oudr = /]RB o(—Ap)dx /RB \Vo|*dx (2.11)

Por outro lado,

P — / (—Ad)|uldz = / V6.V |u|dz
R3 R3 R3
como, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,

Vo.V]u| < [Vul| V6| = (VAIVul)( 5 Vo)) < [Vul’ + 1V67

1
—1|V
751Vl
temos que,

1
/ lu|3dx g/ |Vul® + = |Vo|*dz. (2.12)
R3 R3 4

Portanto, analisando (2.10), com (2.11) e (2.12). Tendo também em mente que

A>1/4,
0= / IVul? + u? + A|V|* — |ulPdx > / w? + |ul® — JuPTd.
RS RS

Note que, como 1 < p < 2, a fungao f(z) = 2> + |z]> — |z[P*! é ndo-negativa e,

se anula somente em x = 0. Donde,
0> / & 4 Juf — JuP iz > 0 = / & 4 Juf — Pz = 0
R3 R3

=+ |ul’ — [ufft' =0 ¢s.=u=0 g¢s.

ou seja, u =0 em H'(R?). ]
E interessante observar que o resultado acima é o Uinico, neste capitulo, que nao
envolve exclusivamente funcoes radiais.
A partir de agora, comecaremos a distinguir os casos p = 2 e 1 < p < 2; desta

forma conseguiremos cumprir nossa tabela.

Teorema 2.3. Suponhamos 1 < p < 2. Entdo, para qualquer A € (0,1/4), temos:

e inf/ > —o0.

e [ satisfaz a condig¢io (PS).
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Demonstracgao.
Primeiramente, facamos algumas estimativas. Pelo mesmo argumento do teorema

anterior, temos, para C = %, que

C’A/ \u]g’dx:CA/ (—A¢)|u!d:v:C,\/ Vo.V|uldx
R3 R3 R3

como, pela desigualdade de Young,

1 1 A
. < (== 2 < = 24 - 2
C\(Vo-Vul) < (5190l (CV2IV6) < {IVul + {199l
temos que,
3 1 2, A 2 1 2, AL
Cy [ |uPde < [ = |Vu|*+ < |Vo|"de = [ —|Vu|*+ —¢udx (2.13)
R3 R3 4 8 R3 4 8
Usando (2.13), na definigdo de I, temos
1 1 A
] _ - 2 =02 - 2 - p+1d
W) = [ FIVal+ g Jout - —luPtde
1 o 1o A p+1 (1 5 A 2>
- S S — —— - 2 pu?)d
/RS4|VU| +2u +8¢u p+1|u| + 4|Vu| —|—8gbu x
1 1 A
> 4 2, L oo Ao 3 _ Pl
> /RB4|VU| +5u +8q§u + Ch|u| p+1|u| x
ou seja,
I(u) > / 1|Vu|2 + 1uZ + égz5u2 + Cy|ul® — ! lu|Ptdx
= Jgs 4 2 8 A p+1

Agora, definamos f : R — R dada por

1, 1
= ~2? 4 Cylz® — —— a1
f(@) = 32 + Golaf’ = ——le

Dai, sendo p € (1,2), f é positiva para + — 07 e para * — oo. Definamos
m = min f. Suponhamos m < 0. Entao, o conjunto {x > 0; f(z) < 0} ¢é da forma
(a, B), com a > 0. Note que, «, f e m sdo constantes que dependem exclusivamente

de p e de A. Assim, para u € H!(R?), temos

1 1 A 1
I = - 2 202 0 Dot 1y
(u) /]R3 2Wu\ Ut 4q§u 1\u] x

1 1 A 1 1 1 A
_ SVl £ S 4 Dou? — |yt (—V R 2)
/R34| ul +qu +8¢u erl|u| + 4| ul +qu +8¢u
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usando (2.13), temos

I(u)

v

1 1 A 1 1
/ Z|VU|2 + ZU2 + gqbuQ — m\u|p+l + (Zug + C,\|u|3>d:v
R3

1 1 A 1 1
= / Z|Vu|2 + ZUQ + gqbqux +/ Zuz + Cy|ul® — m|u|p+1dx
R3 R3

1 1
= / ~|Vul* + Su? + iqf)quw + [ f(u)dx
s 4 1“3 -

donde temos,

1 1 A
I(u) > / —\Vu\2+—u2—|——¢u2dx—|—/f(u)dx
R3 4 4 8 A

1 1 A
> /Rs Z—l\Vu\Q + Zluz + g(buzd:r; + m|Al.
Assim,
1 2, Lo A s
I(u) > | —|Vul*+ —u® + Z¢udz + m|A| (2.14)
s 4 4" T8

onde A = {z € R} u(x) € (o, B)}.

Agora, diante destas estimativas, podemos comecar a demonstracao. Provemos
a primeira tese. Suponhamos, por contradi¢io, a existéncia de (u,) C H}(R?) tal que
I(u,) — —oo. E imediato, que (u,) ndo ¢ limitada na norma. Para cada u,, podemos
definir A, = {z € R u,(z) € (a,3)}. Definamos também, p, = sup{|z|;z € A,},
note que p, > 0 quando A, # (). Estamos considerando que A,, # () para todo n € N.
Desde que, I(u,) < 0 para n suficientemente grande, temos, por (2.14), que

1 1 A 1
Z|Vun’2 + _ui + g(buidaj +m|A,| > ZHunHQ +m|A,|

O>I(un)2/ 1

R3
1 2
= —mldu] >
1 2
= mllAdl = 5 ] (215)
Desta forma, |A,| — co. Agora, lembrando que,

lu(z)| < Colz| Hul|, paratodo wu € H'(R?) (2.16)

onde C é constante positiva. Para demonstracao deste fato, vela Teorema B.21.

Agora, tomemos para cada n € N, z,, € R3? tal que ||z,|| = p,. Claramente u,(x,) =
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a > 0, visto que as fungoes de H!(R?) sao continuas e para z € R* com normas grandes

tais fungoes se aproximam de zero. Usando (2.15) e (2.16), temos

_1|Un _
0 < o= () < Copy ] = 2C0p; 2 < 207 4,
ol < A = Cupn < |4, (2.17)

onde C; = a|m|~1/2/2C.

Por outro lado, pelo mesmo argumento usado para (2.15), temos

A
—/ Pu, upda < [m| Ay
8 R3

porém, usando a expressao de ¢ dada na introducao, temos

8
Smliad = [ ot

_ dydx
[ /Rm_m
- %dd
47?/11@3/]1@3 -y Y
2 2
i/ / un(ﬂi)un(y)dxdy
Am |z =yl
—_dxd
//2pnxy

a tltima desigualdade em virtude de u, (), un(y) € (a, ). Dal, temos

v

v

|m||A | >

8
= Capy > \An| (2.18)

onde Cy = 64m|m|Aa? > 0. Donde podemos concluir que, p, — oo visto que |A,| — co.

De (2.17) e (2.18), temos que
Cipn < [Au|"? < G2 P2 = Criplf? < 03

logo p, ¢é limitada, implicando que |A,| é limitada. Desta forma, concluimos que
inf I > —oo. O caso m = 0, fica claro pelas estimativas que fizemos. Agora, provemos
que a condigao de (PS) é satisfeita. Seja (u,) C H!(R?) tal que I'(u,) — 0. Provemos

que (u,) converge fortemente. Veja que para n suficientemente grande temos:
1 () () < () [t < ]| = () () < [Jun| (2.19)
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Temos também, usando os mesmos argumentos do inicio da demonstracao, que

A A
S |uglPdr = \/j/ Vou, Viup|de = VX | |u,|>de = \/X/ Vou, V|u,|dx
8 Jrs 8 Jrs R3 R3

e, por Cauchy-Schwarz, chegamos que
VA g Pda < / VAV, || V| dz.
R3 R3

Dai, usando a desigualdade de Young e (2.11), temos

2 2 2
VA |un|3d:v§/ AV + [V dm:/ N[ +i¢unuidl‘
- s 2 2 b 2 2

2
Desta forma, por (2.19) e (2.20),

2
:>/ V| + iqbunuidx > \/X/ u, [P da (2.20)
R3 2 R3

”unH > [/(u")(un) = / |Vun‘2 +ui + AQu, i - ‘un‘pﬂda;
R3
1 1 A 1 1 A
= /R3 §]Vun\2 + éui + §¢unui + <§\Vun]2 + §ui + §¢unui — \un\p“dx)
1 o Lo A 2 3, 14 1
> —|Vu,|* + zu;, + =, u; + <\/X|un| + —ui — |u,l? )da:
e 2 2 T3 2
1

1 A
— /3 §|Vun|2 + iui + §¢unui + g(uy,)dz
R

onde g(u) = tu® + vAul> — |u[P™. Caso (u,) nao seja limitada, temos

1 A
ol > Fll? + [ S, + sl

assim,

1 1 A
el (1= lwl) = Gl + [ 560+ glun)io

%HunH2 + /R3 %gbunui + g(u,)dr <0, n grande.
Diante disso, definamos g : R — R dada por g(z) = 32°+v/A|z|> — |z[P*!. Temos
que g tém as mesmas caracteristicas da f da primeira parte; dai, consideremos também
m = ming. Entdo, o conjunto {x > 0; g(z) < 0} é da forma («, ) onde o > 0. Dai,

1 A
0> =|jun|? —|—/ =y, uldw +/ g(uy,)dx
3 ]R3 2

An
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onde A, = {z € R%u,(r) € (o, 3)}. Donde temos,
1 A
0> —|lunl? +/ oy, uidz +m|A,|
s 2

dai, observamos que caso m = 0, fica provado que (u,) é limitada, donde considerare-

mos m # 0, assim temos
1 2
- n| Z 5 n n
(=m)|An] 2 gllunl” = [An] = 00

e, a demonstragao segue da mesma forma que na primeira parte, o que nos garante que
(u,) é limitada. Donde, u,, — uy em H!(R?), passando a subsequéncia se necessario.

Agora, deveremos observar que,

e Temos: u, — uy em H'(R3) e f € (H}(R?))" onde f é dada por

flv) = / vugdz
R3
dai, temos que

/ upuodr — usdax
R3 R3

e Temos que: f: H'(R3) — R dada por

f(v)= [ Vou.Vuydz

R3

pertence a (H}(R?))". Dai,

Vun.Vuodx—>/ |Vug|*d
R3

R3

e Note que u, — ug em L?’(R?) visto que H}(R?) — L*(R?) compactamente para
s € (2,6) e p € (1,2). Sendo assim, a menos de subsequéncia, u, — uy qtp e

existe h € L?"(R?) tal que |u, ()| < h(z) qtp. Dai,
wn P — Juo P gl = 0 g.s.
[t P i, o P g € L2 (R?)
P et — [P 0| < [unl? + Juol? < B[P + |uol” € LAR®), qtp.

Donde, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que |||, [P~ u,—

|ug|P|]2 — 0, e consequentemente,
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IN

| / P g — Juol / [P~ 11 — o P o]
R3 R3

P~ 2t — [uig]P||2]luol|l2 — O

IN

Ou seja,

/|un|p_1unu0dx—>/ o P+ da.
R3 R3

Diante das observagoes anteriores, temos pelo fato de I'(uy,)(ug) — 0, visto que

I'(u,) — 0, que

0 +— I'(uy)(ug) = Vi, Vg + tUntip + Ay, Unty — |[tn|P ™ unuodz —
R3

— [ 1Vl 4+ A~ ol
R
assim,
/R3 |Vug|® + ug + Apoug — |uolP™dz = 0
logo,
ol = [ fuol?™* = Aguriar
R

Por outro lado, como I'(u,)(u,) — 0, pois, (u,) é limitada e I'(u,) — 0, temos

I'(ug) (u,) = . |Vun|? + uZ + Ay, u — |u, [P dx — 0.

lim (HunH2 + )\/ P, u2dzx —/ \un|p+1da:> = 0.
R3 R3

Dai, observando as propriedades do termo nao local e que H}(R3) — L*(R?)

portanto,

compactamente para s € (2,6), temos

/ ADu,, uidw — Apoupdx
R3

R3

/ |, [P d — | [P da
R3 R3

desta forma,
lim||un||2:/ |u0|p+1d:v—/ Aouada.
R3 R3

Assim, temos ||u,| — ||u|, donde w, — uw em H}!(R?), visto que j& tinhamos a
convergencia fraca. O que conclui nossa demonstracao. [

Como consequéncia do teorema anterior, temos:
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Corolario 2.4. Suponhamos p € (1,2) e A € (0,1/4). Entdo, existem, pelo menos,

duas solugoes positivas para o problema (0.1).

Demonstracgao.

Sendo A > 0, temos que inf /[ < 0. Note também, que do teorema anterior,
I ¢é limitada inferiormente e satisfaz (PS). Considere ¢ = inf I, temos que existe
(un) C HY(R3) tal que I(u,) — c¢. Donde, pelo principio variacional de Ekeland, existe
(v,) C HY(R?) tal que

1
o —un|l <=, I'(vy)) =0 e I(v,) —c
n

desta forma, como (PS) é satisfeita, temos que existe v € H!(R?) tal que v, — v em
H!(R?)(a menos de subsequéncia). Donde, I(v) = ¢ e I'(v) = 0. Dai, v é solu¢ao nao

trivial do problema. Por outro lado, como:

1 A 1 1 1
[(U) = 5 - |VU‘2+U2d$+Z - ¢uU2dl‘—m /RB |U‘p+1dl’ Z §Hu|]2—mCHquH

dai, como p € (1,2), existem constantes «, p > 0 tais que,
Ilop, >a e ve H(R*) —B,.

Assim, via Passo da Montanha, existe um valor critico d > « para I, consequen-
temente, uma outra solucao para o problema em questao. [ ]
Para o caso p = 2, nao temos uma informacao completa do problema. Por
exemplo, nao sabemos se a condigao de Palais-Smale é satisfeita. Porém, sabemos algo

sobre a limitacao do funcional energia I. Temos o lema,
Lema 2.5. Para A € (0,1/4) e p =2, I é nao limitado.

Demonstracgao.
Sejam u € H!(R3) fixo, M > 0 também fixo e t > 0 parametro. Definamos,

vi(z) = Mt?u(tz). Dai como, por mudanga de varidveis, temos

o |Vvt(x)|2dx:/ M2t6|Vu(tx)|2dx:/ M?*t3|Vul*dz
R3 R3 R3

o / vi(x)dr = [ M*t*A(tr)dr = | M*tu’dx
R3 R3 RS

° |vt|p+1dx:/ Mp+1t2p+2|u(m)|p+1dxz/ Mp+1t2p71|u|p+1dx'
R3 R3 RS
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Agora, obsevando que, ¢,,(z) = M?*t?¢,(tz) temos que

o by, (7)02 (z)dr = M* ¢, udzr, pois, via mudanca de varidveis:
R3 R3
b, (2)02 (z)dr = M2t ¢, (tx) M*t*u?(tr)d
R3 R3
= M0, (tx)u? (tr)da
R3
= M3 o u’de.
R3

Donde, observamos que para p = 2,

1 1 A 1
I(vy) = §M2t3|Vu|2 + §M2tu2 + Zt3M4q§uu2 - §M3t3|u|3dac.
R3

Consideremos que M seja tal que,

1 1
—M2/ |Vul?dz < —M3/ lu|®dx
2 Jes 127 Jus

e, A € (0,1/4), tal que

A 1 :
MY puutdr < —M?’/ lu|*dx.
17 e 127 Jus
Dai,
1 1 1 1
I(v) < =M% [ |ul’dx+ —Mzt/ wide + =Mt [ |ul’dx — —M3t3/ lu|*dx
12 R3 2 R3 ].2 R3 3 R3
1 1
= —— M | |ufdx+ —MQt/ u?dr — —oo quando t — oo
6 R3 2 R3
Assim,

I(v)) — —o0.

Para concluirmos a tabela, demonstremos o ultimo resultado do capitulo:
Proposicao 2.2. Suponhamos que p € (1,2] e A > 1/4. Entao, inf I = 0.

Demonstragao.
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Caso p € (1,2), suponha por contradi¢ao, inf I < 0. Usando os mesmos argumen-
tos do Corolario 2.4, temos a existéncia de 2 solugoes nao triviais. O que contradiz
o Teorema 2.2. Dal, inf [ = 0.

Para o caso p = 2. Suponhamos inf I < 0, logo existe u € H}(R?) tal que
I(u) = /R3 %’VU’Q + %uz + %gbuz - %\u|3dm < 0.
Como também,
o |ul'" — |ul®> qtp quando ¢ — 2.
o [ulitt e L1(R3),q € (1,3).
o |ul?t < ul* + |ult € LY(R?).

Temos, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

lim/ |u|q“d:c:/ lu|®dx
=2 Jp3 R3

logo,
1 1
lim ——— [ |u|*"'dz = —=
=2 q+1 Jgs 3 Jr3

lu|®dx
1

1

A 1
2 2 q+1
+ —ou* — ——|uldr <0
a2 Jp3 4¢ q—l—l‘|

logo, existe ¢ < 2 tal que

1 1, A 1
SVl + =t + Sout — ——|uft e < 0
/R3,2| Ut g gout =l de

donde chegamos & um absurdo. Visto que, inf I = 0 para q € (1, 2).
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Capitulo 3

O problema
Schrodinger-Poisson-Slater para

potencial nao constante

Este capitulo é destinado ao estudo da equagao Schrodinger-Poisson-Slater para
potencial ndo constante. Sendo mais exato, daremos um resultado de G'S'S(Ground
State Solution) para o caso subcritico da equagdo Schrodinger-Poisson-Slater, com
potencial assintéticamente constante no infinito. Temos como base o artigo de A.
Azzollini e A. Pomponio [3]. O problema em foco é (0.2), o qual é dado por:

—Au+V(x)u+ou = |uftu, em R3
—A¢ = v limped(z) =0

onde 3 < p < 5 eV satisfaz:
(V1) V:R3> — R é uma fungao mensurdvel.

(V2) 00 > Vi := limyy 00 V(y) > V(2), para todo x € R?, e a desigualdade é estrita

em dominios de medida nao-nula.

(V3) Existe C > 0, tal que, para todo u € H'(R?), temos
|Vul? + V(2)uldz > C|lul|.
R3
Lembremos que o funcional energia deste problema ¢ I : H'(R?) — R, dado por:
1

1 1
I(u) == Vul* +V 2d — Wulde — ——— Py,
(u) . \Vul* + V(z)udr + 1/ puudx el |ulP™ dx
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Como os lemas essenciais para este capitulo ja foram demonstrados no Capitulo

1, podemos ir direto para os teoremas. Entao,

Teorema 3.1. Se V satisfaz (V1) — (V3) entao, o problema em questao tem GSS para
qualquer p € (3,5).

Antes demonstrar o teorema, precisamos de algumas observagoes. Para tal, con-
sideremos (u,) C N, tal que

I(u,) = cy.

Agora, definamos o funcional J : H*(R?) — R, dado por

J(u) = <% - L) /R3 |Vul? + V(2)uldz + (i — L) . puuidz,

p+1
onde podemos ver que, I(u) = J(u), para todo u € N, visto que I (u) = J(u )+p+1G( u),
lembrando que G(u) = I'(u)(u). Temos também que, existe K > 0 tal que

1 1 1 1
00> K > I(uy) = J(un) > (-——) V4V (2)uds > <§—?)C||un||2 >0
R3

pelo fato de (I(u,)) ser limitada e pela propriedade (V'3). Donde, (u,) é limitada em

H'(R3). Dai, existe u € H'(R?) tal que, a menos de subsequéncia, temos
u, =~ u em H'(R®)
u, —u em L*(Q),Q C R* limitado e 1 < s < 6

Para continuarmos, definamos a medida

1

_(r_ 1 2
l/n(Q)—(Q p—l—l /]Vun\ + V(z)u? d:ic+ p—l—l /¢unu d.

Temos o lema, que sera importante num ponto especifico adiante:
Lema 3.2. Se V satisfaz (V1) — (V3), entao cy < ¢ =: v, -

Demonstracgao.
Como sabemos, pelo capitulo anterior, existe (w, ¢,,) € H'(R?) x DM(R3) GSS

para o problema,
—Au+Vou+gu = |ulfu,
~A¢p = u?,
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Consideremos t,, > 0 tal que t,w € Ny. Dai,
Coo = oo (w) > I (tyw) = I(t,w) —i—/ (Voo = V(2))|tww|?dz > cy
R3
como queriamos demonstrar. ]
Provemos o seguinte teorema, que sera fundamental na demonstracao do teorema

acima citado.

Teorema 3.3. Para qualquer 6 > 0, existe R >0 tal que para todo n > }N%, n €N,

temos

/ | Vu,? + ulde <.
|

z|>R
Demonstragao.
Suponhamos, por contradicao, a existéncia de dy > 0 e, uma subsequéncia de

(uy,), ainda denotada por (u,), tal que para todo n € N,

/ |Vu,|? +uZdr > 6.
lz|>n

Definamos,
Pn(2) :/|Vun\2+uidx+/gbunuida:
Q Q

e, parar > 0, seja A, = {z e R%r < |z| <r +1}.

Afirmacao 1: Para todo u, R > 0, existe r > R tal que,
pe(A;) < p,  para todo k suficientemente grande. (3.1)

Caso tal fato ndo ocorresse, existiria i > 0, R e N tal que, param € N, m > ﬁ,

existe p(m) onde para todo k > p(m)
pr(Am) = 1. (3:2)

Observe que, podemos tomar a sequéncia (p(m)),, nao-decrescente. Além disso,

como existe C' > 0, tal que

/ pyuidr < Clul|*, paratodo wu e H'(R?)
R3
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temos a existéncia de C' > 0 tal que, para cada m € N com m > E, exiStird Up(m)=m

tal que

Cllunl® (X + lluall?) = Jual* + /RS Gu,Und > pu(By — Bp)
= ,On(Amfl U Am,Q U...u Aﬁ)

~
~

= Y ) = (- B

onde (3.2) é usada na ultima desigualdade. Dai, chegamos numa contradigao, pois,
(uy) é limitada em H'(R3). Assim, a Afirmagao 1 fica demonstrada.

Pelo Lema 3.2, temos a existéncia de p > 0 pequeno, tal que

(Voo — 1) < (V) (3.3)

por (V2), temos também que, existe R, € N tal que

V() > Ve —pn>0, qs. |z| >R, (3.4)

para r > IR, passando a subsequéncia, temos
pe(A) <p, k>1. (3.5)
Agora, observemos que

i > pe(A;) > min(1, 1/VOO)/ \Vug)? + Voouidz +/ bu,urdr >0
Ar Ar
donde,
/ V|2 + VaouZdz = O() (3.6)
Ar

assim como,

[ Gutar =0 (37)

r

desta forma, observando que

/ Vug? + V(x)uide = / |Vug|? + Vaouida +/ (V(z) — Vo )ujda.
Ay Ar Ay

também que, por (V2) e (3.4)

‘/r<V(SC) - Voo)uidx‘ < / (Vo — V(2))uidz < ,u/ widr < P

Ar Ar
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= / (V(z) — Voo )uidr = O(u) (3.8)
Ay
temos, por (3.6) e (3.8), que
/A |Vug|* + V(2)uide = O(p). (3.9)

Para dar continuidade a demonstragio, consideremos x € C5°(R?) tal que xy = 1
em B, x =0em BS, |, 0< x <1e |Vx| <2. Definamos vy = xug e wp = (1 — x)ug.

Donde, vemos que
(I) /A (Vur|? + V(2)vide = O(u)
) [ IV + Viaoids = 0()
O

) / i Pz = O(u).

De fato, como V|4, > 0 para r grande, por (V2), temos

0< /A T V(x)vldz, /A T V(2)wide < / V(z)uddr = O(p)

Ay

OS/ |Vvk|2dx,/ |Vwk|2dx§/ |Vug|*dx + O(p)
A Ay Ay

temos que (I) e (II) ficam provadas. Observemos também que, por (3.6) e pelas imersoes

de Sobolev,
[ tuptide = o).
Ar

desta forma, como
0< / |Uk|p+1dl‘,/ lwg [Pz < / lug|Pdr = O(u)
Ar Ar AT‘
(III) e (IV) ficam provadas. Sendo assim,
Va4V (2)ubde = / Vo PV (x)obdit / Vel +V (2)ukdr+O() (3.10)
R3 RS RS

¢,

/ |uk|p+1da::/ |vk|p+1dx—|-/ lwg [P dz + O(p) (3.11)
R3 R3 R3
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Recordemos que, estamos supondo

/ |Vug|? + uide > &
lz|>k

donde,
/| |Vug|? + uide >
z|>r+1

e, assim

/ |Vug? + tusde > 6, = té > 0, t> 0. (3.12)
|z|>r+1

Dai, podemos ver que, por (II),
/ |Vwg|? + V(z)wide = / |Vwg|? + V(z)widz
R3 T
= / IV ? + V(z)wide + / |Vug|* + V(2)ujde
A, |z|>r+1

= O(p) + / \Vug? + V(2)uide
|z|>r+1

como, por (3.4),

/ |Vug | +V (z)u;dr > / (Vg P+ (Vo —p)uide = / \Vug P +tuide > 6
|z|>r+1 |z|>r+1

|x|>r+1
onde t = V,, — i, usando o que recordamos anteriormente. Assim,
/RS |Vwg|? + V(z)widz > O(p) + 6. (3.13)
Além disso, podemos observar que:

up =vp +wp e vpwp = x(1 —x)ui >0

donde, usando o principio do maximo,
—AY =vwg > 0(= ¢ >0), —A¢, = vi e — Ay, = w;
= (v, + wi)? = v} + 20pwg + Wi = —A(Pu, + Duy, +20) = —A(Puy 1w,
= Quptuwy, = P T Ouy T 20 2 Gy, + Duy,
= buyty > (Do, + Gu) Uk + Wk)* = (Do, + Gu) (U + 205wk + W}) > bo, Uf + oW

:>/ Guy U de/ gb@kv,%dx—i—/ Py Wide. (3.14)
R3 R3
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Dai, por (3.10) e (3.14), temos
J(ue) = J(0) + J(wi) + O(n) (3.15)
e, consequentemente, como
g |Vwe|* + V(2)wide > O(p) + 6

temos,

11 ,
<§ - m) g |Vwg|? + V(z)widz = O(p) + 0

onde ¢ = §;. Assim,

e, consequentemente,
J(ur) > J(vg) + J(wi) + O(p) > J(vp) + C6" + O(n)
para algum C' > 0, dai,
J(ug) — C6 > J(vg) + O(p). (3.16)

E, também como
/ |Vup)? + V(z)vide > / IVur? + V(2)vide = O(u)
R3 Ay

temos que,

J (k) = O(p)

assim, por (3.15),
J(ug) > J(wyg) + O(p). (3.17)

Lembremos que, G : H'(R?) — R, é definida por

G(u) = (Vul? + V(2)u? + du® — |ulftdr
R3
e, que para u € N, temos G(u) = 0. Desta forma, usando (3.10), (3.11) e (3.14), temos

que

0= G(uk) Z G(Uk) + G(wk) + O(u)

Neste momento, faremos distincao de 3 casos.
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1°Caso. Existe uma subsequéncia, tal que G(vg) < 0. Pelo Lema 1.3, temos

para todo k € N, t;, > 0 tal que tyv, € N, e
/R3 2V + 2V (@)0? + thdyvE — 0 o P dz = 0
jﬂQWwHV®M+i%%m=AQZ%W“M (3.18)
como G(vg) < 0, temos £~ 'G(v;,) < 0, donde
! /3 |Vur? + V(z)vf + ¢y, v — [vp[PTdz <0
R

= til/ IVup|? + V(z)vide + tzl/ by vidr < til/ o [P d. (3.19)
R3 R3 R3

Logo, fazendo (3.19) — (3.18), temos

(' —1) /RS Vo2 + V(z)vide + (127" — 12) /Rg G, vidr < 0

e, como [ps |Vup|? +V (z)vide, [4s du,vide > 0, temos que t; < 1. Portanto, para todo

k > 1, usando (3.16) e que J(ux) = cy + 0x(1), temos
Cy S I(tkvk) = J(tkvk) S J(Uk) S J(uk) - 05/ + O(,U) = Cy — 05/ + Ok(l) + O(,u)

chegando assim, a uma contradicao.
2°Caso. Existe uma subsequéncia tal que G(wg) < 0. Seja (nx) C R, tal que
mwy € N. Pelo mesmo argumento do Caso 1, temos 7, < 1. Definamos w;, = nwy,.

Seja também (#;) C R, tal que t,wy € Ny, _,. Dai,
y V05 [* + (Voo — )W + ¢ Wid < /Rg VW, |>+V (2)W} + ¢ Wid = /RS @, [P dae
= / (Vg |* + (Voo — p)W;, + ¢, Wrdw < / [ [P da
R3 R3
como também, ;W € Ny, _,, temos
[ VT + (Ve = )t + i whde = [ [Pt

donde, multiplicando a tultima desigualdade por ti_l e subtraindo a identidade acima,

temos
@ 1) meﬂwm—mﬁm+%l—@/ﬁmmmgo
R R
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assim,

t < 1.

Dali, concluimos que,

(Voo —p) < I(txwy)

t% — 2 2 ti 2 tiﬂ +1
— k| VT2t (Ve — p)@kde + £ | by Widr — / WP dx
t% t4 tp-i—l
= Vo, |* + Vi(x)wide + = o Wadr — —~
2 /RSl k'| ( ) k 4 R3¢ k k? p+

IN

1 Jgs

agora, multiplicando a expressao

|VEk|2 + V(l’)@z + QSmkwkdlL' = / |@k|p+1dx
R3 R3

Tt . . :
por ( — pk—i-_1>’ e substituindo na desigualdade acima, temos

g 2 2 o
Vi —p) < <__—)/ Va2 + V(x)wid (———) o T2
(oump) < (220 [ vmp v+ (- 20) [ nuti

< J(wi) = J(pwy) < J(wg) < J(ug) + O(p) = ey + ox(1) + O(p)

mas, 4 — 0 e k — 0o, donde, pelo Lema 1.7, temos
Coo = (Vo) < cy. Absurdo. Pois, pelo Lema 3.2, ¢y < ¢y

3°Caso. Existem subsequéncias tais que G(vg) > 0 e G(wy) > 0.
Temos que, G(wg) = O(u) e G(vg) = O(p). Seja (nx) C R tal que nywy, € N.
Supondo limn, = ny > 1, logo

O() = Gluwy) = / Vel + V(@)ud + dugwd — [P de
R3

1 1
= <1 - p_1> / |Vwg)? + V (z)widr + (1 — p_3> / Py Widx
Ui R3 M R3

visto que,
G(npwp) = 0 = ni/ [Vw|* + V(2)wide + 77;3/ Guy widz — / |wi["*dz =0
R3 R3 R3
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e, cComo consequeéncia,

/|wk|p+1dx— /gbwk
R3

Tendo justificado tal fato, podemos continuar. Segue da identidade,

/ b 0]

0w = (1- ) [ v + vt + (

1
71> / |Vwg|? + V(z)widz > 0
R3

= [ |Vw|* + V(z)wide = O(u)
R3

o que, de fato, é uma contradigdo com (3.13). Para o caso de 1, < 1+ O(u), basta

usar os mesmos argumentos do 2°caso.

Demonstracao. (do Teorema 3.1)

Pelo teorema provado acima, temos: para todo § > 0, existe r > 0 tal que

para todo n € N.
Dai, como

u, = u em H'(R?)

e?
u, —u em L*(Q), Q C R® limitado para 1 < s < 6.
Temos que, para s € [2,6): para todo d > 0, existe r > 0 e ny € N tal que, para
n > ng
[tn = Tllrsey = |lun —Ullses,) + [lun — llLe(Bg)
< Bc) + ||u||Ls Bc)
< 0+ Clllunllmse) + 1Tl (se))-
Desde que, [[us||m1(pe), [Tl (sey < 6, pois, iminf ||lup|[ g (e > ||Ullm (s, tem-
se,

[un — |
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implicando que,

u, —u em L*(R*),2<s<6. (3.20)

Além disso, pelas propriedades do termo nao local, sabemos que:
. — ¢z em D*(R?) (3.21)

/ gbunundx — qbu (3.22)

O, Untpdr — / pzurbdr, para todo ¥ € Cg°(R?).
R3

R3

Como I(u,) — ¢y, podemos supor [28] que (u,) é uma sequéncia (PS) para I|y
e, consequentemente, (u,) é (PS) para I. Assim, pelas estimativas acima e usando
argumento andlogo ao feito no Teorema 2.4, temos ['(u) = 0. Agora, observemos
que, como (u,) C N pelo Lema 1.3, temos (||up|[,+1) ¢ limitada inferiormente por
uma constante positiva. Dai, como consequéncia de (3.20), @ # 0 e, entao u € N.

Finalmente, pelas mesmas observacoes feitas tem-se
cy < I(u) <liminf I(u,) = cy

portanto, (4, ¢z) é GSS do problema (0.2). Como queriamos demonstrar.
[ ]
Para finalizarmos o capitulo, mostraremos que o resultado provado acima, nao
é, de fato, vélido para o caso critico. Com efeito, mostraremos que o problema (0.3),
dado por:
—Au+V(z)u+ou = u’,
—~A¢p = u?,

nao tem, necessariamente, solugao nao trivial.

Teorema 3.4. Suponhamos que V' satisfaz:
(V4) V € C(R* R)
(V5)0<C3<V(z)<(Cy, 7€R?
(V6) 0 <2V (z) + (VV(z)|z), =xeR3.
Seja (u,¢) € HY(R?) x DV3(R3) solucio do problema (0.3). Entdo, u = ¢ = 0.
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Demonstracgao.
Primeiramente, note que, se (u,¢) € H'(R3) x DV?(R3) é solugao do problema

(0.3), entao (u, ¢) satisfaz a identidade de Pohozaev, ou seja,

|Vul? + 3V (z)u® + (VV (z)|2)u® + g(ﬁqux = / udx.

R3 R3

Multiplicando a primeira equacao do problema por u e integrando, temos

/|Vu|2dx—|—/ V(z)u*dx + ¢u2d1’:/ ubdx
R3 R3 R3 R?

por outro lado, multiplicando a segunda equacao do problema por ¢ e integrando,

/|V¢|2dx:/ pudx
R3 R?

juntando as trés tltimas identidades temos,

temos

/Rs[%/(x) + (VV (z)|2)u’de + ; /RS Vé|2dz = 0

donde, segue, pelas hipdteses dadas a V', que
2V (z) + (VV(2)|2)]u®* =0 e |Vo|> =0.

Portanto,

25



Capitulo 4

O problema
Schrodinger-Poisson-Slater com

perturbacao

Este capitulo, assim como o anterior, tem como base [3], ele é destinado ao estudo
da equagao Schrodinger-Poisson-Slater com perturbagao. Sendo mais exato, daremos
resultados de GS'S para um caso critico da equagao Schrodinger-Poisson. O problema

em foco é (0.4), o qual é dado por:

—Au+V(z)u+ou = |ufflu+u’,
-A¢p = u?
onde 3 < p < 5 e V satisfaz as propriedades (V1) —(V'3) exibidas no inicio do Capitulo

3. Lembrando que o funcional energia para o problema é I, : H'(R?) — R, dado por:

1 1 1 1
L(u) = 3 /R |Vul® + V(x)u’dr + 1/, puuidr — 011 L |u|Ptdx — 5 /R ubdz.

Diferente dos problemas anteriores, faremos num mesmo capitulo os casos poten-
cial constante e nao constante. Primeiro, faremos o caso potencial constante e, depois

o caso nao constante. Vale destacar, que estaremos considerando,

= ulerjl\% L(u).

Iniciemos o capitulo com o seguinte lema:
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Lema 4.1. A desigualdade:

C* < _53/2
¢ valida.

Demonstracgao.

Consideremos uma funcao de Talenti u. € D?(R?), definida por
c1/4

Ue 1= Cg—((€ PR ERTE
onde C. > 0 é a constante normalizada (ver [27]). Seja ¢ € C5°(R?) tal que existe
R > 0 com,

olp, =1, 0<p<1 e supty C Bap.

Definamos também, w, := u.p e v, := ”;”5”6. Usando as estimativas dadas em [8],
temos
[Vv.||2 = S + O(?) (4.1)

e, para s € [2,6),
O(e1), se s€[2,3)
JvllE =4 O(el|ine]), se s=3 (4.2)
O(c*7), se s e (3,6).
Para cada € > 0, existe t. > 0 tal que t.v. € N*. Afirmamos que, (t.) é limitada
inferiormente por uma constante positiva. De fato, caso contrario, existiria (g,) tal que

limt., = 0 e, consequentemente,
0<c* <lim/l(t,v.,)=0

visto que, usando o Lema 1.3, (4.1) e (4.2), temos

2 N , Lot
0<Lltar) = 5 [ IVoPriddot % [ oo tdem 22 [ o ride = [ o
R R R R
t 1 £6

2 g+

< SVl + lloe, [2) + 72 Cllve 1 - ﬁllvenlléﬁ = el
t2 t4 tq-‘rl 5-q

< SHSH0E) +C(S+0()” - a0 ) =0

quando n — oco. Assim,

lim L. (t., v.,) = 0.
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Afirmacao 1: Para todo € > 0, suficientemente pequeno,
t. < (/ V. |? + vidr) /4.
R3

De fato, seja 7. (t) := L(tv.) e re == ([gs |V | +v2dx)"/*. Dai, por (4.1) e (4.2),
(rc) é limitada inferiormente por uma constante positiva. Como também, t.v. € N*,

temos 7. (t.) = 0, pois, para t > 0

, 12

¢t gt £
7.(t) |V |* + v2dx + —/ Py V2 dx — —/ .| daw — —/ vidw
R3 t Jrs t R3 t Jr3

e, consequentemente,

/ 1
Ve(te) = r ’V<tevs)’2 + (tsvs)z + Ot (tsUE)Q - ’tsvsyqﬂ - (tsvs)Gdz =0
e JR3

1
7;(?55) = t_li (teve)(tove)

€

Y.(te) = 0.
Por outro lado, pelas propriedades do termo nao local,
Ye(t) = trd =87 4 £ /3 o v2dw — v |7ty < trd =10+ CP|ue[tyys — tlocll g
R

como, ||va||£;‘; = O(&3/°), temos

o35 = (lvell1572)%2 = (O(e¥/%))%2 = O(e)

() S trt — £ +3(C'0(e) — 130 (7T)).
onde O(¢) e O(es?) podem ser tratados como fungdes nao-negativas.
Dai, temos que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, 7.(t) < 0 em ¢ € (r., 00),
assim a Afirmacao 1 segue.
Agora, note que, a funcao f : R% — R dada por:

1 1
£ = Zg2p4 _ 46
f() 2 TE 6
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é crescente em (0,r.). Desta forma, pela Afirmagao 1 provada acima, temos

‘1+1 tG
L(tov.) = —/ \V06]2+v2dx+—/ Pu.V 2da:— / ]vglq“dx——s/ v
1 R3 6 R3

3/2 +1
5 a +1
S g \/]RS |V'Ua|2 + U?dl’) C/ ||U5||12/5 + 1||’UE||Z+1

1 1
= 3(S+ O /)32 4 C’ZE||U€||112/5 - —q‘; . el

Usando a desigualdade (a + b)° < a® + 6(a + b)°~'b, que é vélida para § > 1 e

a,b > 0, temos, por (4.2) e pela desigualdade citada, que

1 5—q
L(tow,) < 553/2 + O(e¥?) 4+ C10(e) — C,O(e 1)) (4.3)

onde Cy, Cy € [o, B] com o > 0. Tal fato, é garantido por t. e 7. serem limitados supe-
riormente, visto que ser t. < r., para todo € > 0; também ¢, é limitada inferiormente
por constante positiva. Em verdade, como ¢ > 3, a conclusao segue de (4.3), para

e > 0 suficientemente pequeno. [

Teorema 4.2. Seja V uma constante positiva. Entao, o problema em questao tem

uma GSS.

Demonstragao.

Primeiramente, definamos o funcional J* : H'(R3) — R dado por:

1 1 1 1 1 1 ,
J*(u) = <———> Vu 2—|—u2d:ﬂ+<———> Jurdr+ (———)/ uldz,
() 2 q+1 Rg‘ | 4 qg+1 ¢ q+1 6/ Jps
o funcional J* tém as mesmas caracteristicas e mesmo propésito do J do teorema

anterior.

Agora, seja (u,) C N* tal que

lim I (uy,,) = ¢*.

Como vemos I*(u,) = J*(u,), donde lim J*(u,) = ¢*. Observando que, J*(u,) >
C|lun|?, chegamos que (u,,) ¢ limitada.

Dai, existe u € H'(R3) tal que, a menos de subsequéncia,
u, ~u em H'(R?)

29



u, —u em L*(Q), Q C R? limitado e 1 < 5 < 6.

Agora, usaremos o argumento concentragao de compacidade de Lions (ver [22]),

sobre a sequéncia de medidas dadas por

1 1 1 1 1 1
(@)= (5 yq) |1l (G- [ ownider (g 5) [ ot

onde podemos observar que, uf(R?) = J*(u,) e, assim, lim u} (R3) = ¢*.

O anulamento nao ocorre
Suponhamos por contradi¢ao, que o anulamento ocorre. Logo, para todo r > 0,
lim sup /i, (B:(¢)) = 0.
T ¢eRr3

Em particular, existe 7 > 0 tal que

lim sup / uldr =0
" ¢eR3 J Bx(¢)

por P. L. Lions [22], u,, — 0 em L*(R?), s € (2,6). Desta forma,

/11@3 lu, | dr — 0 e /]1@3 Gy, uzdr < CHunH‘llQ/S — 0.

Assim, como (I*)(uy,).(u,) = 0, visto que (u,) C N*, temos

lim ( |V, |* + uide — / uf’;dx) =0.
R3 R3

Dai, sendo (||u,]|) é limitada superiormente, pois, J*(u,) > C/|lu,||? e lim J*(u,) = ¢*;
e limitada inferiormente por constante positiva, visto que zero nao pertence a fronteira

de NV*, temos assim, a existéncia de [ > 0 tal que

[ = lim/ \Vu,|* + uide =lim [ uldx
R3 R3

1 1 1

o< Jas [V | + uida I 2/3
T (Js uSdx)l/3 AT

Donde, ¢* = 11 > $9%2. O que contradiz o lema anterior.

1
3

A dicotomia nao ocorre
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Suponhamos, por contradigao, que a dicotomia ocorre. Logo, existe ¢ € (0, c*),

duas sequéncias (&,) e (r,), com r,, — oo e duas medidas pl e u? tais que
0 < piytptn < gy 1y (RY) = C iy (RY) = €"=¢, supt(py) C By, () e supt(uy) C B, (€)-
Agora, consideremos (p,) C C*'(R3) tal que

2
pnzl €m Bm(&n)u pn:O em Rg—Bgrn(fn), OSpn <1 e |V,0n| < —.
r

n

Definamos também,

Up o= Pplly, € Wy = (1 — pp)uy.
Denotando por, Q, = By, (&) — B, (&), temos
fin($2) — 0

visto que,

1 () + 1, (R?) + 5 (R?) = g1 (By,, (&n)) + 1 () + p122(B3,. (6))
< () + i (Br, (&0)) + 1 (B3, (&)

= n(RY)

assim,

0 < 41 () < 4 (R?) = (1 (R?) + 11, (R?)) — 0

deste modo,

lim 4, (Q2,,) = 0.

Desta forma, como

1 1
i () = (5 - —) / [V, |? + upde > 0,
Qn

1 1
fn (S2n) = (‘ - —> Pun tpdz > 0,
Qn
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temos que,

/ Vu,|* + uide — 0 (4.4),
Qn
/ Gu, uzdr — 0 (4.5),
Qn
e7
/ ubdr — 0 (4.6).
Qn

Observe também que,

/vidm,/ widxg/ u?dx
n n Qn

/ |an|2d:p,/ |an|2d:p§/ |Vu,|*dx + 0,(1)
Qo Qn

n

sendo assim,

OS/ |an\2+vidx§/ |Vu,|? + u2dr + o,(1),
Qn Qn

OS/ |an\2+w,2ldx§/ (Vu,|? + uZdr + o,(1),
Qn Qn

donde,
/ |V, |* + vzdaz,/ |Vw,|* + w2dz — 0. (4.7)
n Qn

Portanto, temos (4.8) dada por,

/ IVu|* +vide = / \Vun|2—|—uid:c+/ [Vu|? + vida
RB Brn(sn) Q”
= / |Vu,|? + uZdr + 0,(1)
BT‘n(gn)

e (4.9), dada por

/ |Vw,|? +wide = / |Vun]2+uidx+/ |Vw,|* + widz
R3 Bs,., (én) Qn
= / (Vu,|? + uZdr + 0,(1).
BS, ()
Dai, por (4.8) e (4.9),
/ IVu,|? +uide = / |Vun|2—|—uidx+/ |Vun|2+uidm+/ IV, |? +ulde
R3 Br, (&) Qn BS, (&n)
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implicando,
/ |Vu,|? + ulde = / Vo, |* +v2dx + / |Vw,|* + w2dz + 0, (1) (4.10)
RS RS RS
Desde que, como H(Q,) — L7((,),

/ Vu,|* + vide = o,(1) = / lu, |7 dr = 0,(1)
Qn Qn

e, dai, observando

Og/ |vn|q+1dx,/ |wn|q“dx§/ [ = 0, (1)
Qn Qn Qnp,

Qp Qn

desta forma, chegamos que

temos,

|7 = / | T + 0(1)
R3 By, (én

e7
/ lw, | da = / |, |7 d + 0, (1)
R3 Bs,, (&n)
portanto,
/ 1y [ Ll — / | d + / [ Lz + on(1). (4.11)
R3 R3 R3
Analogamente,
/ uldr = / v8dx + / wldz + 0, (1). (4.12)
R3 R3 R3
Além disso, temos, pelo mesmo argumento de (3.14), que
/ bu,u2dr > / Gy, V2dx + / Gu, W2dw + 0,(1). (4.13)
R3 R3
Assim, por (4.10)-(4.13) temos
T (un) = J*(vn) + J*(wn) + 0(1)
= ¢ =lim J*(u,) > liminf J*(v,) 4+ lim inf J*(w,) > 0
assim,

0 < liminf J*(v,) < ¢*
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0 < liminf J*(w,) < c¢".

Afirmagao 1: Tais liminf sao positivos, ou seja, temos

0 < liminf J*(v,) < ¢ (4.14)

0 < liminf J*(w,) < . (4.15)

De fato, como pl < u*, pl(R?) — ¢ e supt(ul) C B, (&), temos que
limin (B, (6,)) > & (416)

Assim, pela defini¢ao da ), temos que

1 1 1 1 1 1 ~
(———) / |V, |*+udz+ <———) / P, U2 da+ <———) / ubdx > ¢Ho,(1
2 4+ /B, 4 9+ B, ¢+1 6/ /5., )

Dai, podemos afirmar que,

1 1

B Vu,|* +uide > C + o,(1 4.17
(5 q+1)/3m(gn)| | (1) (4.17)

para algum C' > 0. Caso contrério,

1 1
lim inf (- _ —> / IV, |? + uldz = 0
no N2 g+ 1/ /B, (e

donde,
hrr;mf HunHHl(Brn({n)) =0. (418)

Por outro lado, através da desigualdade de Holder, temos

1/6 5/6
/ Gu, u2dr < / ¢S dx / || 2P e
BTn (fn) BTn (gn) BTn (gn)

como H'(Q) — L'2/5(Q), logo existe M > 0 tal que,

1/6
/ u,uzds < M(/ !ebunlﬁdx) el s, e
By (60) R?

como também: |jull¢ < M||Vul|; para todo u € H'(R?), temos

1/2
/ Pu, Uupdr < M(/ |V¢un|2d$> unll3 (s, )
Brn(g’ﬂ) RS
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e, usando as propriedades do termo nao local, chegamos que

/B s < Ml (4.19)

Como (u,,) ¢ limitada em H'(R?), temos, por (4.18), que

n

lim inf / Gu, u2dr = 0. (4.20)
BT‘n(gn)

Também temos, para todo n € N,

[unllzo (s, 6y < Mllunllmr(s,, )
assim,
lirnninf ||un||L6(BM(5n)) =0. (421)

Dai, pela observacao de (4.18), (4.20) e (4.21), chegamos a uma contradi¢ao com (4.16).

Portanto, a equagao (4.17) é valida. Donde observamos que,

1 1 1 1
J*(vp) > (— — —) / IV, |* + vide = (— — —) / (Vu,|* + ulde
2 9+l Jp, @) 2 q+1/ Jp,

= liminf J*(v,) > C > 0 = liminf J*(v,) >0 e liminf J"(w,) < c".

n

Analogamente,

liminf J*(w,) >0 e liminf J*(v,) < c*.

n n

Portanto,

*

0 < liminf J*(v,) < ¢

*

0 < liminf J*(w,,) < ¢,

e , a Afirmacao 1, fica provada.

Sabemos que, o funcional G* : H'(R3) — R ¢ definido por
G*(u) = / |Vul? + u? + ¢yu® — |u|f — ubdw
R3
e, sendo u € N*, temos G*(u) = 0. Dai, por (4.10)-(4.13), temos

0=G"(un) > G*(v,) + G*(wy,) + 0,(1) (4.22)
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Como, para cada n € N, existe ¢, > 0 tal que t,v, € N*, temos G*(t,,v,) = 0, ou

seja,

ti/ |V, |* + vidz + tﬁ/ by, v2dT — t?fl/ |0, |7 da — tg/ vodr =0 (4.23)
R3 R3 R3 R3

assim,

2 [ |Vo,|> +vidr + ti/ by, v2dr = tIT / |0, |7 d + tg/ v da
R3 R3 R3

R3
Neste momento, faremos distingao entre 3 casos:

1°Caso: Supondo que existe subsequéncia tal que G*(v,,) < 0.

G*(vn) <0 =t G*(v,) <0

implicando,

t?fl/ Vo, |* + vide + t?fl/ by, V2dT — tf’fl/ v, |1 dx — t%“/ v8dr <0
R3 R3 RS R3

subtraindo a equagao acima pela equagao (4.23), logo

(thrl . ti)/ ’V?}n‘Z + Uﬁdl‘ + (tq+1 _ ti)/ ¢vnvzd1‘ + (t6 — t%Jrl)/ ’Ugdm <0.
R3 R3 R3

assim,

t, <1, paratodo n € N.

Desta forma, por (4.14), temos
" < L(tyv,) = J* (tav,) < J ()

donde,

*

¢ <liminf J*(v,) < ¢

chegando assim numa contradicao.
2°Caso: Supondo que existe subsequéncia tal que G*(w,,) < 0.
Chegamos a um absurdo da mesma forma que no caso anterior.
3°Caso: Supondo que existe subsequéncias tais que G*(w,,), G*(v,) > 0.
Teremos que, G*(v,) = 0,(1) € G*(w,,) = o,(1), por (4.22). Se t,, < 1+ 0,(1),

chegamos a uma contradicao da mesma forma que no 1°Caso. Caso limt, =ty > 1,
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temos, usando (4.23), que

0n(1) = G*(vn>=/ V0l 05+ du, 0 = [va T~ v = / |an|2+vzdx
R
+v2dz — / Bo, v 2da:+ q+1 —1) /RB v8dx
= ( = )/ Vo, |2 + o2 dx—i—(l— pan )/ by, V2 d:zc—l— —1)/ v da
tn tn n R3

desta forma,

0 = liminf [(1—

logo,

2
+ Qﬁvnvndﬂc— e

1
1)/ |an|2+vidx+< )/ Gu, U 2dm—i— 1>/ Ugdx]
R3 R3

0> Mliminf [ |[Vu,|* + 02 + ¢y, 02 +vidz  com M >0
n RS

sendo assim,

0 > liminf J*(v,)
n
o que é um absurdo. Visto que,

*

0 < liminf J*(v,) < ¢,

Portanto, a dicotomia nao ocorre.
Desta forma, a compacidade acontece, sendo assim, existe (£,) C R?® tal que:

para todo 0 > 0, existe r = r(d) > 0 tal que para n suficientemente grande,

¢ = < (BUE) +H(BHE)) <+ 2 (defnicio de )

wr(Br(&)) > ¢ — (pela compacidade ser valida)

Wl >

deste modo,
a(BEED) + Ha(Bo(E) = ¢ — 3 + s (Bi(E)

implicando,

d 0
p(BEE)) ¢ =3 ¢t 3 = i (BiE) <0

assim,

1 1
- - / IVu,|? +uide < 6. (4.24)
2 a+1 ) I
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Agora, definamos v, := u,(. — &,). Claramente, (v,) C N*. Desta forma, por

(4.24), temos que para todo ¢ > 0, existe r > 0 tal que
vl (sey < 8, para todo n € R®. (4.25)

E, como (u,) ¢ limitada em H'(R3), temos que (v,) também serd. Consequen-
temente, existe v € H'(R?) tal que v, — v em H'(R3), a menos de subsequéncia.
Donde,

v, =0 em L(Q), Q C R® limitado para 1 < s < 6. (4.26)

Desta forma, para s € [2,6), temos, por (4.26), que: para todo § > 0, existe r > 0

e ng € N tal que, para n > ng

|vn =0 Ls@sy < [Jvn = VllLss,) + [[vn = UllLse) < 6+ |[vnllzs ey + 0] Ls(Be)

usando as imersao H'(B¢) < L*(B¢), teremos a existéncia de K > 0 tal que,

|vn = 0| s@sy < 6+ K(||vallar ey + [0 m1(8e))

como v, — ¥ em H'(R3), temos v, — ¥ em H'(BS) e, dai, por (4.25)

= ||lvp — V|| ps(msy LI+ 20K = (1 +2K)6
= v, -0 em L°(R®), s € [2,6). (4.27)

Lembrando que, ¢ é uma aplicacao continua de L'?/°(R3) em D'?(R?) e as pro-

priedades do termo nao local, temos
bv, = ¢ em DVA(R®), pois, v, — T em L'¥°(R?).

by, V2dT — G502 dz.
R3 R3

Além disso, para 1 € C§°(R?),

/ Oy, Updr — Pz0Ydx
R3 R3

/ v2pdr — Tpda.
R3 R3
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Agora, note que, pelo inicio da demonstracao podemos supor via [28], que (v,) é

(PS) em I,|y+, consequentemente, (PS) em I,. Desta forma, 7 € N*. Assim,

1 1 1 1
— [ |VO|]* +v%dx + —/ G50 dx — —/ o7 da — —/ 7de =0
6 R3 6 R3 6 R3 6 R3

donde,
LE) = [ v +vde+ [ otde — —— [ [prde — - / Pz
* 2 R3 4 R3 v q+1 R3 6 R3
1 1 1 1 1 1
— - V—Z _2d - ﬁ_2d - - —q+1d
(2 6)/]1@3’ u]* 4+ l’—|—<4 6) R3¢v T+ 6 g1l Rglv] T

1 1 1 1
= [*(5) = § /R3 ’VU|2 + vdx + 1 - %Ule’ + (6 - m) /R3 ]6|q+1dx.

Analogamente,
1 1 1 1
L(v,) = = \INE 2d — v, U2d - — — |7
e, dai

¢ < L(v) <liminf I,(v,) = ¢*
= (U,¢5) ¢é GSS do problema em questao.

[ ]
Provado o teorema acima, para potencial constante, provaremos agora um outro
teorema de existéncia de solugao, sendo agora para potencial nao constante. Antes

dele, provemos o lema auxiliar:

Lema 4.3.
1
¢ < =832,
Y3
Demonstragao.
Primeiramente, note que, pelo teorema anterior, existe GSS para o problema em

questao quando V = V,, e, assim como no Lema 3.2, podemos ver que cj, < ci.

Donde o resultado segue pelo Lema 4.1. [ ]
Teorema 4.4. Se V satisfaz (V1 —V3). Entao, o problema em questdio

—Au+V(@)u+ou = |u|" u+ud,
~A¢p = u?,
tem um GSS.
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Demonstracgao.
Seja (u,) C N* tal que

lim 7, (u,) = c.

Da mesma forma, que nos outros teoremas, (u,,) ¢é limitada e,

u, ~u em H'(R?)

e?
u, —u em L¥(Q), 2 C R® limitado e 1 < 5 < 6..
Do teorema que auxiliou na demonstragao do teorema anterior, temos
||un||H1(B$) < (5, n>1
consequentemente,

u, = u em L*(R*),1 <s<6.

E, o resultado segue de modo analogo ao caso potencial constante.
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Capitulo 5

Solucoes positivas para um sistema
equacoes do tipo
Schrodinger-Poisson com expoente

critico

Este capitulo, tem como base o trabalho de L. Zhao e F. Zhao [30]. Temos
como foco, investigar a existéncia de solugoes nao triviais positivas para um sistema de
equacoes do tipo Schrodinger-Poisson, envolvendo um caso critico. Sendo mais exato,

investigaremos tais resultados para o problema (0.5), o qual é dado por:

—Au+u+du = K(z)|u*u+ pQ(z)uliu, em R?
—A¢ = v, limp e d(z) =0

onde 2 < g <6 ey > 0. Suporemos, que:

(H1) (i) K € C(R*R),lim 0 K(z) = K € (0,00) e K(x) > Ko para z € R?,
(1) Q€ C(R* R), im0 Q(7) = Qoo € (0,00) e Q(z) > Qoo para x € R®.

(H2) |K(x) — K(z0)| = o(J]x — x0|*), onde 1 < a < 3 e K(x¢) = maxgs K(x).

O funcional energia associado ao problema ¢ dado por:

1 1 1
) = 3hlP + 1 [ owide— [ SR@I T+ EQ)utirds
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onde ut = max{u,0}. I é de classe C' e seus pontos criticos sao solugoes do problema

em questao.

Para o caso de fazermos K = K, e () = (Q, 0 funcional energia do problema

serd dado por:

1 1 1
Lo(u) = Sfufl? + —/ bt —/ Lot |8+ PO ut e
2 4 R3 R3 6 q
e, as variedades de Nehari, associadas aos funcionais serao denotadas por:

N ={u e H'(R?) = {0}: I'(u)(u) = 0}

Noo = {u € H'(R?) = {0}; I, (u)(u) = 0}.

Além disso, destacamos que, estaremos considerando:

c:uig/f\‘[l(u) e Coo = inf I(u).

UENOO

Lembramos que, a melhor constante de Sobolev da imersao D"?(R3) < L%(R3),

estd sendo denotada por:

/ |Vu|*dx
S = inf R?

ue DL2(R3)—{0} 1/3°
</ |u|6dx)
R3

Enfim, este capitulo tem como objetivo principal, apresentar uma demonstracao

dos seguintes teoremas:

Teorema 5.1. Suponha (H1) e (H2). Entdo, para 4 < q < 6, o problema em questao,
tem pelo menos uma solugdo positiva (u,d) € H'(R®) x DV(R?) para todo p > 0;
quando q = 4, o problema ainda tem uma solugao positiva desde que p seja suficiente-

mente grande.

Teorema 5.2. Suponha que (H1) e (H2) sejam verificadas. Assumindo que 3 < q < 4,

e além disso K e QQ funcgoes radiais que satisfazem:

(H3) K,Q € CY(R*R), (VK(z),z) € L(R?), (VQ(x),z) € L®(R3) e (VK (z),z) <
0, (VQ(z),z) <0 para z € R®.
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Entao, o problema em questao tem ao menos uma solugdo radial positiva (u, @) €

H'(R3) x DM(R®) para pn > 0 suficientemente grande.

Teorema 5.3. Suponha (H1) e (H2) vdlidas e q € (2,3), e além disso K e Q) fungoes
radiais. FEntao, o problema em questdo, tem pelo menos uma solucao radial positiva

(u,¢) € HY(R3) x DY*(R3) para pn > 0 suficientemente grande.

Para chegarmos ao nosso objetivo, seguiremos ao seguinte roteiro: dividiremos
este capitulo em trés secoes. A primeira é destinada a lemas bdsicos que serao de
fundamental importancia para a prova dos teoremas em questao. A segunda é destinada
a demonstragao do Teorema 5.1, e a terceira as demonstracoes dos Teorema 5.2 e

Teorema 5.3.

5.1 Lemas essenciais do capitulo

Antes de iniciarmos a secao, é importante destacarmos que, estaremos denotando:

m = inf max I(tu) e my = inf max [ (tu).
u#0 >0 u£0 >0

Lembramos que, por argumentos ja utilizados, temos ¢ = m € Coo = Mo

O primeiro lema da secao é padrao para as variedades de Nehari, por completude

ele foi adicionado ao presente capitulo.
Lema 5.4. Suponha (H1) e 4 < q < 6, entao m, my > 0.
Demonstracao. Primeiramente, note que, por (H1), existem K,Q > 0 tais que
K(r) < K e Q(z) < Q para todo x € R®.
Dai, existem C,C > 0 tais que
1K($)|u+|6 + gQ(I)|u+|qd{E < 0/3 lu|®dx +5/3 |u|?dz < Cjul/® + C||ul|?
R R

s 6

donde,

1 1 1
1w = Sl [ wtdr [ LK@ Qi
2 4 R3 R36 q

1 _
Sllul” = Cllu]® = Clull* > 0

v
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para ||u|| suficientemente pequena. Desta forma, concluimos que zero é minimo local

estrito. Dai, existe p,a > 0 tais que
I(u) > a para [lul| = p
ou seja, vemos de maneira clara, que

m = inf max [ (tu) > a > 0.
u#0 >0

Analogamente, m., > 0.

Lema 5.5. Suponha (H1) e 4 < q < 6. Seja (u,) C H(R®) uma sequéncia limitada
tal que I'(uy).un = 0 € [ K(2)|ut|® + pQ(x)|u) [Pde — a > 0. Entao, existe (t,) C R
onde t, > 0, tal que I'(t,u,)(thu,) =0 e t, — 1.

Demonstragao.
Pelas propriedades da variedade de Nehari, existe (¢,) C R com ¢,, > 0, para todo
n € N, tal que
I'(tpuy) (thuy,) = 0,

dai,
P+ [ ouutde= [ K@)luil®+ nQ@)luPds + o,(0)
R3 R3
e7
Bl +8% [ onuide =t [ Kol de+ ot [ pQlufrds
R3 R3 R3
assim,

(1 - }) Jul? = (1= 82) [ Koo+ (1= #7) [ pQ@liPde +0,(1),

Dai, analisando a tultima identidade, levando em consideragao que: (H1) é veri-
ficada, 4 < ¢ < 6, (u,) C H'(R?) é uma sequéncia limitada tal que I'(u,).u, — 0 e
Jos K (z)|ut 0+ pQ(x)|uf [Pdx — a > 0. Temos que (t,) é limitada, donde, ¢, — to > 0,
a menos de subsequéncia. Caso ty < 1, para n suficientemente grande ¢,, < 1, chegamos
assim a um absurdo ao analisarmos a identidade acima. Da mesma forma caso ty > 1,
pois, para n grande ¢, > 1 e chegamos a um absurdo. Portanto, ty = 1. [

Por fim, o ultimo, e nem um pouco menos importante, lema da secao:
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Lema 5.6. Suponha (H1) e 4 < q < 6. Entao, I satisfaz (PS)q para
- L 3o ~1/2
d € (0, min{me, §S 1K |l7*})-

Demonstracgao.
Seja (u,) C H'(R?) sequéncia (PS) de I no nivel d € (0, min{m.., §S3/2||K||;ol/2}),
ou seja,

I(u,) = d e I'(u,) — 0. (5.1)
Dai, para n suficientemente grande:
Iup) < d+1e [I'(up)(un)] < I (un) [l < [lual

assim,

d+ 1+ funll = I(un) -

> luall?

donde (u,) é limitada em H'(R?).
Agora, definamos

= |Vu,|? + u2 + ¢y, ul.

Podemos ver que p, € LY(R?), visto que u,, € H'(R?) e, pela utilizacao das proprieda-
des do termo nao local, ¢, u? € L'(R3).

Note que, (p,) ¢ limitada em L'(R?), pois, novamente pelas propriedades do

termo nao local e, por (u,) ser limitada em H!(R3), temos

lpnll = / IVun|2~|—ui+qbunqudx :/ |Vun|2+uid:v+/ gbunuidx < g ||P4+Cun ||* < C.
R3 R3 R3

Portanto, passando a uma subsequéncia, se necessario, ||p,|1 — (.

Temos que [ > 0, pois, caso | = 0,

I(uy,) < —Hun”2 / gzﬁunundac < ||unH2 / (bunu dr — 0
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implicando,

0<d=1limI(u,) <0

o que gera uma contradi¢ao. Logo, [ > 0.

Agora, pelo Lema Concentracao de Compacidade de Lions (ver [22]), apli-
cado a sequéncia (p,), temos a compacidade de (p,). Para tal, mostraremos que o
anulamento e a dicotomia nao ocorrem.

O anulamento nao ocorre

Caso ocorresse,
lim sup / pndx =0, para todo R >0
70 yeR3 J Br(y)

e, dai

n—0o0 yERS

lim sup / u?dx = 0, para todo R > 0
Br(y)

e, consequentemente, por [29],
u, — 0 em L*(R?), s € (2,6)

desta forma,

0< / b2z < Cllug |45 — 0 (5.2)
R3
e?
0< / puQ(x)|uy,|%dx < @/ |un|?dz — 0. (5.3)
R3 R3
Portanto, por (5.2) e (5.3), temos
1 1
Tun) = ~ gl — 2 / K (@)l fdz + 0a(1) (5.4)
2 6 Jgs
e7
T (1t (1) = [Jt]]? — / K(@)[u}6dz + 0,(1). (5.5)
RS

Agora, observando (5.1), temos
7" (un) (un) | < | (un) [l < CIH (un) || — 0

= I'(u,)(u,) — 0. (5.6)

Note que, por (5.1) e (5.4), existe d > 0 tal que ||u,||*> > d. Sendo (u,) limitada,

podemos supor ||u,||* convergente para b > 0, assim, por (5.5) e (5.6), temos

Il = b>0e / K(@)|ut e — b > 0. (5.7)
R3
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Agora, relembrando que

|Vul?dz
S = inf R

ueDL2(R3)—{0} 1/3
(/ |u|6da:>
R3

/ lulfdz < (S~1||Vaul]2)?, para todo u € D'*(R?)
R3

temos,

dai,
/RB K(2)uy*de < 1Ko (STHIVual3)” < 1K [loo (5™ lunl?)*.

Desta forma,

lim [ K(2)[u;°de < Tim [[[K]|oe (S [[ual*)’]
n—oo

n—o0 R3

assim, por (5.7), temos
b < K lo(S710)° = | K[ S% <07 = b > || K /25%2. (5.8)

Sendo assim, por (5.4), (5.7) e (5.8), temos

d = lim I(u,) = (% - é)b > %S3/2HKH001/2

o que contradiz a nossa hipétese. Portanto, o anulamento nao ocorre.
A dicotomia nao ocorre
Suponhamos que, existem a € (0,1) e (y,) C R3 tais que: para todo € > 0, existe

R, > 0 tal que para todo r,7" > R,, temos

n n

lim inf/ pndxr > a—¢e e lim inf/ ppdr > (Il —a) — ¢ (5.9)
Br(yn) B:/(yn)

ou seja, supondo que a dicotomia ocorre. Tome g, — 0, r, — o0 e rl, = 4r,. Seja
também, £ € C§°(R) verificando: £ =0 em (—o0,1JU[4,00),{ =1em [2,3],0<E< 1
e [¢'(x)] < 2.

Consideremos também, &,(x) = &(|z — yn|/rn), logo I'(u,)(&nun) = 0,(1). De
fato, como

1" () (i) | < (117 () [ 1€

e, por (5.1), I'(u,) — 0, basta mostrarmos que ({,u,) é limitada em H'(R3). Antes,

note que,

§n =1 em Bs,., (yn) — Boy, (yn)
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&n=0em B,, (yn) U Bzirn (yn)

Desta forma,

Jevtall = [ 960+ G e = [ 190t [ V() ()l

'y

onde Qn = <B2rn (yn) - Brn (yn)> U <B4rn (yn) - B3rn (%)) € Fn = B3rn (yn) - BZrn (yn)
Donde,

H&MWSH%W+A;W@WOF+@Wm%w

Agora, basta mostrarmos que a ultima integral é limitada. Vejamos:

IV (€nttn) 2 + (Enin)?de = |wa%Wm+/X@%ﬂm

Qn Qp

< / |V(§nun)|2dx+/ uldr
Qn Qn

2 7 1 . 2 Rk .
como [, uidr é limitada, devemos mostrar que [, |V(&§,uy)[*de é limitada para co-
cluirmos o que queremos.

Observe que:

/ |V(§nun)\2dx:/ w2 |VEN? + E|Vu,|* + 2un&n (V€. YV, )de.
Qn

n

Como |V&,| = ¢ (2())|.1/rn, onde z(z) = |x — yu|/rn, temos

4 2
/ IV (&u,)|?de < —2/ u?dx +/ \Vu, |[*dz + —/ 2u, |V, |dz.
Qn TTL Qn Qn Tn Qn

Da desigualdade acima, claramente, observamos ser [, |V(&,u,)|*dr limitada,

visto que (u,) é limitada em H'(R?). Portanto, ||{,u,| ¢ limitada e, daf

|1 () (§ntin)| — 0

ou seja,
I'(un)(&ntin) = 0n(1). (5.10)

Diante disso,

[V |* + up, + fu, ude = / K(2)|uy|® + pQ(@)|uy |"dr + 04(1) = 0,(1). (5.11)
I'n n
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De fato, primeiramente, observemos que

on(1) = I'(uy) (€ntin)

- Vi,V (Entin) + Enupda + / P, Entind — / K (2)]uy|°€, + pQ (@) uf "€ de
R3 R3 R3

+ \Vun|* +ude + [ ¢uuidr —
Iy In

K (x)]u,|° + MQ(x)IUZqufE] :

I

Para continuarmos,
Afirmagao 1: As integrais sobre (2, convergem para zero.

Por (5.9), temos
[+o0,(1) = / pndz
R3

= / prndx + / pndzr + / pndx
Bsry, (yn) Buyry, (Yn)—Bsry, (yn) Birn (yn)

> (a—gn)—i—/ pndx 4+ (I — ) — g,
Bary, (Yn)—Bsry, (yn)

donde,
on(1) z/ pndr 20
B4rn (yn ) 7B37“n (yn)
implicando,
/ pudic = 0,(1).
Biry, (Yn)—Bsry, (yn)
Analogamente,
/ pndz = 0,(1)
Bary, (Yn)=Bry (yn)

e, assim

/ pndx = o,(1). (5.12)

n

Donde, pela definigao de p,, podemos ver, de (5.12), que

/ |Vun|2d:v,/ uid:c,/ by, utdr = 0,(1).
Qn Qn Qn

Assim, usando as imersoes de Sobolev

0< / K(@)|uy |° + pQ(@)uy |"de < K [ |u,|°dz +@/ |un|?dz < 0n(1)
2, 2,

Qn
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logo,
/ K(@)|uf * + 1Q (@) [uf 1°de = o,(1). (5.13)
Q’VL

Além disso, como

Qn

n

2
/ |Vu,|*dr + r_/ ]un|]Vun\dx+/ u?dx
n n Qn n

IN

e, observando que |u,|? + [Vu,|? > 2]u,|[Vu,|, temos

/ Vu,. V(&) + Enuidr = o0,(1). (5.14)

n

Temos também, com o auxilio das propriedades do termo nao local, que

0< / P, Epuidr < / bu, v dz = 0,(1)
Qn Qn

dai,
[ ouguids = o). (5.15)
Qn

Portanto, por (5.13)-(5.15), a Afirmacao 1 feita esta provada. Com a afirmacao

acima, ja temos:
[Vual* +up + ¢u,unde = | K(2)|uy|° + pQ(z) ]y [*da + 04(1).
'y I'n

Dai, usando a mesma argumentacao com p, da Afirmacao 1, chegamos em
(5.11).

Agora, definamos uma outra funcdo, a n € Cg°(R) tal que: n(s) = 1 para s < 2,
n(s)=0paras>3,0<n<lemRely(s) <2emR.

Definamos também,

wn(m):n<w>un e Un(x):<1—n<’x_yn‘>>un.

T'n Tn

Para nao ficarmos carregando a notagao, consideraremos:

() = 77(|aj — Z/n’)

Tn

e, observemos que: 1, = 1 em By, (yn), 1, = 0em B, (y,), 0 <, < 1e|Vn,| < 2/r,.
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Assim,

Vwn|* + w), + du,wide > a — &, (5.16)
R3

/ |Vup|? + 02 + ¢y, v2dx > (I — a) — &, (5.17)
R3

De fato: para provarmos (5.16), vejamos
/ IVw,|? + w2 + ¢, w2dr = / \Vu,|* + u2 + ¢, ulde
R3 BQTn (y’ﬂ)

+ / |V77nun|2 + (Unun)Q + ¢nnun (nnun>2dx
Bsry, (yn)—Bary, (yn)

e, usando novamente o argumento com p,,, chegamos que

/ pndr = 0,(1)
B3Tn (yn)_BQ”'n (yn)

donde,

/ gbunuidx =o,(1),
BSrn (yn)fB27'n (yn)

/ uldr = 0,(1)
B3rn (yn)_BQ?“n (yn)

/ |Vu,|*dz = 0,(1).
B3Tn (yn)_BQ"‘n (yn)

Usando argumentos que exaustivamente temos usado, observamos que:

0< / ¢nnu7z(nnun)2dx < / Qbunuidx = on(1),
BS?"n (y”)fB%“n (yn) BS"“n (yn)fBQ"‘n (y’ﬂ)

o< | (e < [ = 0(1)
BSrn (yn)_BQTn (yn) BSrn (yn)_BZTn (yn)

0< / |Vt | ?dr < / (Vu,|?dr = 0,(1).
BSrn (yn)—BZ'rn (yn) BSrn (yn)—B2'rn (yn)

Portanto,

/ |Vw,|* + w2 + ¢, widr = / IV, |* + u2 + ¢, uidr + o,(1).
R3 B

2rn (yn)

Dai, como estamos supondo vélida a dicotomia, chegamos que
/ IVw,|? + w2 + ¢y, wide > a —¢
n n Wn, n - n-
R3
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Donde fica provada (5.16). Analogamente, mostra-se (5.17). Agora, usando as desi-

gualdades construidas para se demonstrar (5.16) e (5.17), observando também (5.11),

temos

/ |Vu,|? +u2dr = 0,(1)
Bsrr, (yn)—Bary (yn)

Vw,|* + w2dr < / IVu,|? + uZde + o,(1)
B27'n

/ |V, |* + v2de < / |Vup|* +uZdr + 0,(1)
R3 Bg,,, (yn)

/ gzﬁunuidx = o0,(1)
B37”n (y’ﬂ)fBQT'n (y’"«)

gbwnwidx < / gbunuidx + o,(1)
RS BQTn (yn)
/ by, v2dr < / Gu, uidx + 0,(1)
R3 BS,. (yn)

/ K (@)l Pdz = on(1)
B3rn (yn)fBQTn (yn)

K (@) |wtPdz = / K (@)|ut dz + on(1)

RS

R3 BQT'n(y”)
K ()| 5 = / K (@)|ut8dz + on(1)
R3 B§M(yn)

/ Q@) [1ds = 0,(1)
B3"“n (y’ﬂ)_BQTn (y’ﬂ)

Q@i = [ Qa)fui|'ds + o,(1)
R3

Ban(yn)
[ a@iri= [ Qs +o,0)

R3 Bs,.,, (yn)

Unindo as estimativas acima, chegamos a:
I(up) > I(wy) + I(va) + 0n(1). (5.18)
Agora, note que existe C' > 0 tal que
/ v, [0z < / u,|®dz < Cllu,||® < C, para todo n € N
R3 R3

visto que (u,) é limitada. Dai, como podemos tomar

Tn > |yn| +1 e e, = sup |K(z) — Ky

|z|=n
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temos,

0< / (K(z) — Kyo)|vf|°dz < / (K(7) — Kuyo)|vn|%dx
R3 Ern(yn)

< / (K (2) — Ka)|on|Sda
|z|>n
< swp [K(e) ~ Kal [ ool
|z|>n
< ,C—=0
donde,
/(K(x)—Koo)|v;|6dx—>o. (5.19)
R3
Analogamente,
[ (@) - Qs o (5.20)
R3
Desta forma, podemos observar, através de (5.19) e (5.20), que
I(v,) = —|| wlf+ 5 [ usito— [ GK@IE+EQluiitds = Sl + 5 [ onoids
1
— = | Ky|v)|%dx — /(K(x)—Koo)]vm dx——/ Qoo|v |2dz
6 R3 6 R3 q JRr3
= 2 [ (@) = Qulof1de + 0u(1) = Lu(w) + 0n(1)
R3

assim,

I(vn) = Io(vy) + 0n(1). (5.21)

Além disso, também por (5.19) e (5.20), temos

L)) = ol + [ onido— [ Kaluilfdo— [ Qs

= JoulP+ [ ou o / K)o e — [ u@a)lof s
R3 R3 R3

= [ @ = Kl Pde + [ p(Q() = Qullde + 0,(1)

logo,
Il (0n)(vy) = I'(v3) (Un) + 0n(1). (5.22)
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Agora, note que, para 2, = B3, (yn) — Bay, (Yn), temos

I'(up)(v,) — I'(vp) (v,) = / (Vu, — Vu,). Vo, + (U, — v,)v,de +/ (Pu, Un — Py, V) Updx

n n

- / K(@)on(ut [ — oot de
Qn

= [ Q@ — e e

n

Agora, fagamos algumas estimativas, com o auxilio de p,,. Vejamos:

/ (Vu, — Vuv,).Vu,dx :/ Vu,. Vv, — |V, |*dz :/ Vun.andx—/ Vo, |2dz
O O Qn Q

n

observando que,

0< / |V, [*de = / (1= 1) Vtn|® + 12| V> + 2(1 — 0,)un (V1. Vuy, )da
Qn

n

4 2
< / |Vu,|?ds + r_2/ urde + — 2|u,||Vu,|dx = 0,(1)

n JQp Tn JQ,

¢,

0<

/ Vu,.Vo,dz S/ 2|Vun||an|dx§/ \Vun|2dx+/ |V, |*dz = 0, (1)
Qn Qn Qn On

temos,
/ (Vu, — Vu,).Vo,de = 0,(1). (5.23)
Qn

Também temos,

/ (un—vn)vnd:c:/ unvndx—/ v2dz,
/ vide < / uldr = o,(1)
Qn Qp

S/ 2]un||vn\dx§/ uidx—i—/ v2dr = 0,(1)
Qn Qn 2

/Q (Un, — Vp)Updx = 0,(1). (5.24)

notando que,

0<

/ Uy Uy AT
Qn

logo,

Além disso,

/ (Guptn, — Do, Vn ) UpdT = / Gu, Unpdr — [ ¢, v2dx
n Qn Qn
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Qn Qn

0 S/ b, Ui S/ Gu, uzdr = 0,(1)
Qn Qn
desta forma,

/ (¢unun - stnvn)vndaj = On(l)- (525)

n

Por fim, observemos que

| E@on () = o fode = [ K@l fuivde - [ K@
[9% Qn

n

e,
0< /Q K (@) |ut [t vnda| < /Q K (@)|utPdz = o, (1)
0 g/ﬂ K (2)|o Sdz g/ﬂ K () |ut Pdz = o, (1)
donde, : :
i K(z)vn (| "t — ot [*o)de = o,(1). (5.26)
Analogamente, '
[ nQ@ it = e = 0,1). (5.27)

Portanto, usando as estimativas dadas por (5.23) — (5.27), conclui-se
I'(un)(vn) = I'(vn) (vn) = on(1),
donde segue-se de (5.22),
I (vn)(vn) = I'(un) (vn) + 0n(1). (5.28)

Dai, segue pelo fato de I'(uy,)(v,) = on(1) (pois I'(u,) — 0 e (v,) é limitada),
que

Il (vn)(vn) = 0,(1). (5.29)

Analogamente, podemos fazer estimativas semelhantes as de (5.23) — (5.27), com

as quais temos

I'(wy)(wy) = I'(uy) (wy) + 0, (1).
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E, por justificativa anédloga a (5.29), conclui-se que
I'(wy)(wy,) = 0,(1). (5.30)

Desde que,
I'(wn) (wn) = 0n(1)

temos,

|Vw,|? + w? + ¢, widr = 0, (1) + K(z)|w|® 4+ pQ(x)|w, |*dz.
RS R3

Dai, por (5.16)
a=en s [ Vol b+ dnuide =0,(1)+ [ K@)+ n@a)u 'ds
R R
Note que, em virtude de (w,) ser limitada em H'(R?), existe C' > 0 tal que
a2+ on(1) < / K@) [wt P + pQ()|w|dz < C,
R
sendo assim,

K(2)|w!® + pQ(x)|w}|%dz — a > 0. (5.31)

R3

Usando argumentos analogos, temos
/ Koo|v) 1% + pQoolvf|%dz — b > 0. (5.32)
R3

Como podemos ver, estamos com as hipéteses do Lema 5.5 sendo satisfeitas.
Assim, existe (t,), (s,) C R com t,,s, — 1, tais que t,v, € Ny e s,w, € N. Donde,

usando (5.21) e a continuidade de [ e I, temos

I(v,) = Io(vy) + 0n(1) = Io(tnvn) + 0,(1) > ms + 0,(1) (5.33)

I(wy) = I(spwy) + on(1) > m+ 0,(1). (5.34)
Agora, recordando (5.1) e (5.18), temos
d < I(uy) > I(wy,) + I(v,) + 0,(1)
=d> Mo +M > Mo
contradizendo a nossa hipétese, na qual temos d € (0, min{m.,, %SWQHKH;OIM}).
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Visto que o Anulamento e a Dicotomia nao sao validas, concluimos que a
Compacidade acontece.
Sendo a compacidade vilida, existe (y,) C R? tal que: para todo £ > 0, existe

R > 0 tal que

/ pn(z)dr < e.
B}c{(yn)

Donde, pelas imersoes de Sobolev e teorema de mudanca de variavel
| K@l s @@l < Kl [ Jufdes Qe [l
B&(yn) B, (yn) B%(yn)
— 1Kl [ o+ )l
R

b @l [ e+ )

IN

IN | / Vanle + ) + 2o+ )dr)
# IRl 19wt e i)
- C||K||oo</ N dx)
(

+ CHQHOO / |Vun|2 +u dg(;) < CgQ/Q
BC (yn)

sendo assim,

/ K (2)|un|® 4+ pQ(2)|u,|dz < Ce¥/? (5.35)
7 (yn)

ou seja, (K (x)|u,|% 4+ uQ(x)|u,|?) satisfaz as mesmas propriedades de (p,). Entao, (y,)

é limitada. Caso contrario, para n suficientemente grande, temos da equagao (5.35),

/(K(x)—Kooﬂunyﬁdx _ / (K(;z:)—KOO)|un\6dx+/ (K (2) — Koo |un|da
R3 Br(yn) B%(yn)

< eC + Ce/?

assim,
/ (K (x) — Ko)|un|5dz = on(1).
R3
Analogamente,

[ (@) = Qe = o,1),
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dai, fica claro que I(u,) = Io(un) + 0,(1) e I (un)(u,) = 0,(1). Desta forma, pelo
Lema 5.5 e pela continuidade de I, existe (t,) C R tal que ¢, — 1 e t,u, € Nx.
Portanto, d = I(uy) 4+ 0,(1) = Ino(tpttn) + 0, (1) > Mmoo +0,(1), 0 que é absurdo. Donde
(yn) € limitada.

Agora, sendo (u,) limitada, existe u € H'(R?) tal que u,, — v em H'(R?). Desde

que (y,) é limitada, temos u,, — u em L(R?). De fato, veja que

|up, — u|?dx = / |un, — u|?dx + / |ty — u|%dx
R3 Be By

onde R ¢ suficientemente grande de modo que By D Bgr(yn), para todo n € N. Note

/ lu, — ullde < 2‘1/ |un|?dz + Qq/ |ul?dx
3 Be Be
R

24 ¥ i 24
< | QW|upl'dr+ — [ Qz)|ul'dx
Qoo BCE 00 B%

que,

e, observando que dado ¢ > 0, podemos considerar R grande de modo que:

5—; [ Qs <efs
2 Q) ulrdr < /3

/ |, — ul|?de < /3
Br

para n suficientemente grande. Dal,

/ |up, —ulldx < e
R3

para n suficientemente grande. Fica provada a afirmacao.

Diante da afirmacao, denotemos v, = u,, — u, entao
[ oo < Clloaltys < Clloalonll 0 0

onde 0 € (0,1), ou seja,
/ b, v2dr = 0,(1). (5.36)
R3
Desta forma, como
[oall? = Hlun — ull* = [Juall® + ull® = 2(un, w) = [Jual* + [[u]]* = 2[ju]l* + 0,(1)
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temos,

lvnll* =l |* = lull* + on(D), (5.37)

visto que:

U, —=u em H'(R*) = (up,u) = (u,u) = ||Jul*.

Também temos, pelas propriedades do termo nao local e por (5.36), que

u 2d - u 2d - v d n — Un 1
/R3qbnuna: /gbux /(bnv z + 0,(1) = 0,(1)
assim,
/ Py, U dr — gbuuzdx = 0,(1). (5.38)

Por fim, observando que:
u, = uem LY(R?*) = uf — u" em LY(R?), (5.39)

teremos por (5.37) — (5.39) que,

1
) = 1) = 50hual? = l?)+ ([ oo = [ ouiie)

_ o)[|ut]? — |ut|? x—l o)[Juf]® — |ut|%)dx
[ uQ@latlr = e — & [ K@)t~

q
1 1
= Slleall® - 6/ K ()[uy|® = [u**)dz + 04 (1)
R3

dai,
Tun) = 100) = ol = 5 [ K@il = e +0,(1). (540
Notando que, f, = KY%u, e f = K'/%u satisfazem as hipéteses de Brezis-Lieb
em [7], quando j(z) = 27|, p.(z) = 5.2°.%|2(0 e ¢.(y) = (2°/e® + 6.2°)|y|®. Dai,

temos

g K(z)|ul|5dx — /RS K(z)|u™|%dx = /}R3 K(z)|(un — )%z + 0,(1)

1 1
= I(uy,) — I(u) = =||va||* — —/ K(z)lv}°dz + 0, (1). (5.41)
2 6 Jgs
De maneira anéloga,
I'(un) (wn) = I'(u)(u) = [|vg|? —/ K (2)[v;|°dz + 0, (1). (5.42)
R3
Neste ponto,
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Afirmarcao 2: ['(u) =0e I(u) > 0.
Para comprovar tal afirmacao, precisaremos de algumas estimativas. Sabemos
que,

I'(uy)(v) =0

ou seja,

Vu, . Vutu,vdr+ gbununvdx—/ K(x)|u:|4u;[vdx—/ pQ(x)|ut |9 2ut vdr — 0.
R3 R3 R3

R3

(5.43)
Como u,, — u em H'(R?), temos
Vu,. Vv + u,vdr — Vu.Vv + uvde. (5.44)
R3 RS
Também temos,
K () [*utvde — / K(z)|ut*utvdz. (5.45)
R3 R3
Para justificar (5.45), definamos f, := Klu!|*uf e f = Klu™[*u™, dai, como

fo, f € L°(R?) e f, — f qs. temos f, — f em L°(R?), ver [17]. Donde, tomando
n € C3°(R?), temos

K(x)|u:{|4u:{77dx—>/ K(x)|u+|4u+ndx
R3 R3

por densidade, teremos

lim K(x)]u:{ﬁu:[vdx:/ K(z)|ut[*utvdx (5.46)
n—r00 R3 R3
e, analogamente,
lim pQ($)|u:|q_2u;:vdx:/ pQ(x)|ut |9 2 ut vdr. (5.47)
n—oo R3 R3

Observando as propriedades do termo nao local, temos

lim (bununvdx:/ ouuvde. (5.48)
R3 R3

n—o0

Desta forma, por (5.43) — (5.48), temos
I'(up)(v) = I'(w)(v) = I'(u)(v) = 0 para todo v € H'(R*) = I'(u) = 0.
Para concluir a prova da afirmacao, observemos que,

1) = 1)~ = (50l (§=7) [ outdes(c=5) [ K@ fiar =0
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dai, = I(u) > 0. O que conclui a prova da Afirmagao 2.

Para concluir a prova do lema, observemos que, por (5.42) e a Afirmagao 2
acima, como (v,) é limitada em H'(R?), podemos supor ||v,||> — b;. Caso by # 0,
fazendo contas andlogas as feitas no caso do Anulamento, temos d > 15%/2|| K [
o que contradiz a hipétese. Portanto b; = 0, e consequentemente, v, — 0 em H'(R?),

ou seja, u, — u em H'(R?). O lema fica assim demosntrado. ]

5.2 O Teorema 5.1

Antes de demonstrarmos, de fato, o teorema, precisaremos de algumas observacoes
adicionais que nos serao de fundamental importancia. Primeiramente, recordemos que
no Lema 5.4, provamos que zero é um minimo local estrito de I. Temos também,
I(tu) — —oo quando t — oo, para todo u € H'(R3). Basta notar que, para u € H'(R3)

fixada, temos
1 1 1 1
I(tu) = =t*||ul]* + —t4/ ppuide — =t° | K(z)u"|®dx — —tq/ puQ(x)|ut|%dz.
2 4 R3 6 R3 q R3
Como [ tem a geometria do Passo da Montanha poderemos considerar,

¢ = nf max I (v(1))
onde I' = {y € C([0,1], H'(R?));(0) = 0,I(7(1)) < 0}. Dali, para chegarmos ao

resultado de existéncia, basta mostrarmos, em virtude do Lema 5.6, que
1
¢1 < min{me, §S3/2HKH;}/2}.

Para tal, introduziremos as fungoes u. ., € D*(R3) definidas por

c1/4

(e + |x — xo|2)V/%’

Ue gy = C

onde C' é uma constante normalizada e zy é escolhida de tal forma que K(zg) =

maxgs K (z). Relembremos que, u. ., ¢ tal que

/ |Vum0\2dx :/ |u57$0|6dx = §3/2,
R3 R3

Seja ¢ € C3°(R?) tal que 0 < ¢ < 1, ¢|pgw,) € Supty C Bag(xp). Definamos

Ve 1= PUc 4. Entao a seguinte estimativa assintdtica é vélida se ¢ ¢ suficientemente
pequeno (ver [8]):

Vo3 = Ky + O('/?) (5.49)
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[0e][§ = K2 + O(e) (5.50)
O(e1), se s€[2,3)
Jv-ll2 =4 O(et|inel), se s=3 (5.51)
6—s

O(e 1), se s€(3,6)
onde K /Ky =

Lema 5.7. Seja 4 < q < 6, entao para todo j > 0
1
1 < 553/2||K||;1/2.

Ademais, se 2 < q < 4, a desigualdade continua vdlida desde que i seja suficientemente

grande.

Demonstracgao.
Primeiramente, note que I(tv.) — —oo quando t — 0o e, bem sabemos que existe
t. > 0 tal que

I(tov.) =supI(tv.) >0 com t.v. € N.
>0

Lembremos também que, existe p, C' > 0 tais que

I(u) = C, lull = p,

donde,
I(tva)—sup](tva)>]< )ZC’>0,
>0 Toll
visto que,
oo | _
[[oe |

Dali, pela continuidade, sabemos que existe t, > 0 tal que t. > to > 0, para
todo € > 0; caso contrario, teriamos (t.,) C R tal que t., — 0 e, consequentemente,
I(t.,ve,) — 0, visto que, (v.,) é limitada. Agora, note que pelas estimativas (5.49)-

(5.51), temos
1
I(tn) = t2|\v€\|2+t4/ 6o 02 — tG/ L @) ot Pz — /—ucg(:c)yv;wdx
R3
< (||Us||2+||VUsH)+t4\|Us||12/5—t6 = lvellg — MQooHUqu

— P(K, 1 O(EY2) + 10(e) - tﬁ%% L 0(e) gu@moﬁ")
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donde, caso t., — oo, I(t., v.,) — —00, 0 que é absurdo. Visto que, I(t.v.) > 0, para
todo € > 0. Portanto, {¢.} é limitado superiormente. Denote,

t2

t6
g(t) / |Vv5\2dx——/ K ()|v.|°dz.
2 R3 6 R3

Afirmacao 1:
1
sup g(t) < 2 82| K| + O(e'?).
>0 3

De fato, pela hip6tese (H2), temos que: para todo § > 0, existe p > 0 tal que
|K(z) — K(z9)| < d|lx — x0|%, quando |z — xo| < p

assim,

/ | K (z) — K(m0)||v5|6dx < / oz — x0|°‘|v5|6dx + C/ |vg|6da:.
R3 Bp(ffo)

Bg(xo)

Agora, chamemos

L :/ S|lw — zo|*|ve|®d
BP(QCO)

I, = C/ v |Sda.
Bg(zo)

Dali, teremos

L < C Sl — aol'—— S _4p = 3/2/ L
. < T — Xo x = Cde —dx
B, (x0) (e + [x — x0[?)? B, (€ +|z[*)3
= 0(553/2/ de%—C(Ss‘"’ﬂ/ &dw
wj<et/2 (€ + [z[?)? 12<z<p (€4 [2[?)?

Agora denotando,

x|*
I} :/ —‘ dx
! wj<etr2 (€ + [2[?)3

e
|=]°
2 :/ dx
1 2\3 )
el/2<|z|<p (6 + |I| )
teremos
|| wy [ wy £ w w
a—3
I < —dr = —;’ rot2dr = —33 RS D G R
lo|<el/2 € e’ Jo eSa+3d a+3 a+3
© 3 3
p a—3 a—o a—9 a/2
_ €2 €2 €
I2§/ w3r® 4dr:w3[p — ]§w3 < ws
1
c1/2 a—3 a—3 3—« 3—«



implicando,

/2

I, < C§3/? _“3 s =

b= e a+3€2+w33—a
e
I, = C v |°dx = C’/ |v.|®da
Bg(zo) p<|z—z0|<R
32 R
< C —gdr = C’w353/2/ r~4dr
p<lal<r |Z| p
RfB p73
= C 3/2(——+—>.
e 3 3
Desta forma,
/ |K(z) — K(z0)||ve|®dz — 0 quando ¢, 6, p — 0.
R3
Observando que, para A, B > 0 constantes

(At2 Bt6> 1( A )3/2

sup(— — — ) == ==

e\ 2 6 3\ B3

temos,

t? 16 1
sup (— VoelPde — K(x0)|v€|6dx> = SVK| 2+ 0
]R3

>0 R3

visto que, por alguns calculos simples, temos

/|va|2d:v 3/2
RS
(K(xo)/ |UE|6dZL‘>

RS

] / |V >dx  73/2
_ ~1/2 R3
K% [ 1/3]

( ]UE\Gd:L)
R3

3
- I ()"
31"\, 00

1
= SR + 0

W

t2 ) £ 6
sup | = [ |Vo|*de — — | K(xo)|v|’dz | =
t>0 2 R3 6 R3

1

donde segue a Afirmacao 1.
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Diante da Afirmacao 1 acima,

) < swo®)+ Slelf+ % [ onitas—" [ Quojulras

IA

1
5ASY:)>/2||K”(:01/2 + O(E?) + Ks|v. |2 + K4||UE||‘112/5 — ,qu,/ |v.|9d,
R3

onde K3, K, e K5 sao constantes positivas cuja existéncia é devido (¢.) ser limitada
superiormente e inferiormente como dito no inicio da demonstragao. Desta forma, como

¢ < I(t.v.), para completarmos a demonstragao, basta mostrarmos que

. 1
tim =75 ([ 02 = otds = folfys) ==

Com efeito o limite é verdadeiro, visto que, pelas estimativas conhecidas de v.,

temos
CLeY? — Cope™ ™ + Cye, g€ (3,5)

5/3
/ (v — po?)dz + (/ |Ua|12/5d93) < Q¢ Cie'? — Cope?*|Ine| + Cse g =3
R3 R3
0151/2 — Cg/h‘fq/4 + 035 qc (2, 3)

onde C}, Cy e C5 sao constantes positivas que nao dependem de €. Donde vemos que,
se 2 < q < 4, o limite, a ser provado, segue da estimativa acima para p > 0. Se

—0

2 < g < 4, basta escolhermos =77, 0 > 0 que também verificamos o limite. [

Lema 5.8. Seja 4 < q < 6. Entdo, my, € atingido em H'(R?) para todo > 0. Se

q =4, my € atingido em H'(R?) desde que p seja suficientemente grande.

Demonstragao.

Temos que, I, tem a geometria do Passo da Montanha. Seja,

- f I (~(t
c irérfé‘ﬁi‘] (v(t))

onde I' = {y € C([0,1], H'(R?));7(0) = 0, I(y(1)) < 0}. Desde que, 4 < ¢ < 6,
temos

Moo = inf max I (tu) > 0
u#0 t>0

€, Moo = Coo-

Desta forma, pelo principio variacional de Ekeland, existe (u,) C H'(R?) tal que
Io(up) = coo € Il (u,) =0 (5.52)
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Pela mesma justificativa do Lema 5.6, temos que (u,) é limitada. Denotemos
wy () = u,(z+y,) para y, € R3 Afirmamos que, existe (y,) C R3 tal que w, — w # 0
em H'(R?).

De fato, suponhamos que para toda sequéncia (y,) C R® w, — 0 em H(R3).
Notemos,

lim sup/ lup|?de =0, s€]2,6) (5.53)
Bi(y)

n—oo yERS

caso contrério: existe s € [2,6), § > 0 tal que

n—oo yER3

lim sup / |up|®de > 6 >0
Bi(y)

assim, existe (y,) C R tal que

)
lim |un|*dx > 5> 0

= lim / |wy|*dz > 0 >0
nro0 . 2
o que é uma contradigao. Visto que, se w, — 0 em H*(R?), w, — 0 em H'(B), logo
w, — 0 em L*(B;). Como queriamos demonstrar.

Dali, observando (5.52), teremos, por [22], que u,, — 0 em L*(R3) para 2 < s < 6.

Em particular, temos u, — 0 em LI(R3) e em L'?/°(R?®). Desta forma, usando as

propriedades do termo nao local,

bu,uidr — 0 e / Qooltin|?dx — 0
R3 R3

1 1
= L) = gl — £ K /R [t Bz + on(1) (5.54)

I (un) (un) = [Jun]|* — Koo/ [y °d + on(1). (5.55)
R3

Como (u,) é limitada, temos I. (u,)(u,) — 0 e, assim, por (5.54) e (5.55),

poderemos supor

lunl> =b>0 e Ko [ |uf|’de—b>0
R3

pelo mesmo argumento usado para mostrar, que o anulamento nao ocorre no Lema

5.6.
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Donde, por desigualdade de Sobolev,
Koluy|®de < Koo(STH VU [15)° < (Koo (S7HJual*)?
R3
implicando que,
b> S| K|/

desta forma,

1 1 1
Coo = lim Iy (uy,) = (5 - g)b > §SS/Q||K||;>1/2

o que é um absurdo. Visto que estariamos contradizendo o Lema 5.7. Portanto, a

afirmacao é verdadeira.
Desde que, I(wy,) = Ino(tn) = Cooy 1o (wy)(vy) = I (uy)(v), por mudanca de

variaveis, onde v, (z) = v(z + y), temos, por (5.52), que
Lo (wn) (vy)| = 5 (un) ()] < 15 (un)|[[|0]] = 0.

Usando o mesmo argumento, do final da demonstracao do Lema 5.6, teremos

I' (w) = 0=1TI'_(w)=0 (5.56)
e dai,
o = lim[loo(wn)—iléo(wn)(wn)] _ lim[innHQ a1 / Kool o (& / Quclw;|1da].
Note que,
w, = w em H'(R?) = [jw|?* < lim inf |, ||? (5.57)

e, pelas imersoes de Sobolev e limitacao de (wy,)
/ walPdz < Cllwa|® < C.
R3
Pelo lema de Fatou, teremos
|wt|®dx < liminf/ lw|®da (5.58)
R3 " R3

e, analogamente

|wt|?dzr < lim inf/ lwt|%dx. (5.59)
R3 n R3

Desta forma, por (5.57) — (5.59),

) 1 1 1 [T
lim |~ lw, (———)/Koo fod (———)/ ol |7
lmLHw F+17 -5 . i de + (5 ) ].e |wy |"dz
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assim,

Coo > Ino(w).

Desde que, w # 0, coo = Moo € (5.56), temos I (w) > coo. Segue que, I (w) =
Coo- ]
Neste ponto, ¢é valido destacar que, sem perda de generalidade, podemos supor
que ao menos uma das desigualdades de (H1) é estrita em algum conjunto de medida

nao nula, pois, caso contrario, o teorema que desejamos provar seguiria do Lema 5.8

que acabamos de provar.

Lema 5.9. Se 4 < g < 6, entdo ¢y < my, para todo p > 0. Se g =4, entao ¢y < My

desde que i seja suficientemente grande.

Demonstragao. Seja u,, € H'(R3) tal que I (too) = Moo € Lo (tUoe) = maxyso I (ttuoo ).
Dai, existe t* > 0 tal que
c1 < sup I(tus) = T(t" oo ) < Too(t too) < Too(Uoo) = Moo
>0
implicando,

1 < Meo-

[ ]
Por fim, com as ferramentas contruidas até agora, podemos provar o Teorema

5.1, cuja demonstragao segue abaixo:
Demonstragao. Primeiramente, note que, pelos Lema 5.7 e Lema 5.8, temos 0 <
1 < Meo, %53/2“KH501/2; desta forma, pelo Lema 5.6, existe u € H'(R3) ponto critico

nao trivial de I. Dai,

0= Fl)u) =l P+ [ ouluPda >
=su =0=u>0

Desta forma, pelo principio do méximo, v > 0. Dali, (u,¢,) é uma solucao

positiva. [
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5.3 Os Teoremas 5.2 e 5.3

Os Teoremas 5.2 e 5.3, faz parte da abordagem do problema em questao para o
caso 2 < g < 4. No entanto, este caso é bem mais delicado que o caso 4 < ¢ < 6, visto
que encontramos duas dificuldades. A primeira, segue do fato da variedade de Nehari
N4 ser estruturalmente complicada, por exemplo, nao conseguimos comparar Cs, €
My, fato este importante para suprir a falta de imersoes compactas. Sendo assim, se
faz necessério a restricao de I ao espago H!(R?), pois, como bem sabemos ganhamos a
imersao compacta H!(R?) < L*(R?) para s € (2,6). E importante, destacarmos que,
todo ponto critico de I|g1(rs) é ponto critico de I, fato encontrado em [28]. A outra
dificuldade, é que nao conseguimos uma sequéncia (PS) limitada de forma usual para
I quando 2 < g < 6. Para superar tal dificuldade, teremos de usar o resultado de L.

Jeanjean [16]. Tal resultado serd mencionado como proposigao, a qual segue abaixo:

Proposigao 5.1. Seja X um espago de Banach com a norma ||.||x e seja J C RT um
intervalo. Consideremos a familia {®\}res de funcionais de classe C definidos em
X, da forma

Oy (u) = A(u) — AB(u), para todo A € J,

onde B(u) > 0 para todou € X, e tal que A(u) — oo ou B(u) — 00, quando ||u|| — oco.
Assumindo que existe dois pontos vi e vo em X tal que
e\ = ;rellfﬂtrggmﬁ Oy (v(t)) > max{Py(vy),Pr(v2)},  para todo A € J
onde
I'={y € C([0,1], X);7(0) = v1,7(1) = va}.
Entao, para quase todo \ € J, existe uma sequéncia (PS)., limitada para ®y, isto é,

existe uma sequéncia {u,(\)} C X tal que
o {u,(\)} € limitada em X,
o O, (u,(N) — ey,
o O\ (u,(N) =0 em X', onde X' € o dual topoldgico de X.

No que segue, faremos referéncia a familia de funcionais, para A € [1/2,1]
Lo 1 2 1 w6, M +
L(u) = zJJull*+ = [ ¢uude —X | —K(x)u"|”+ =Q(z)|u"|'dz.
2 4 R3 R3 6 q
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No lema seguinte, mais uma vez, faremos mencao de uma identidade tipo Poho-

Zaev:

Lema 5.10. Seja u um ponto critico de I, em H'(R?), entdo

1 A A
S| |Vu|2dx+§/[ u2da:+§ r puldr—= , K(a:)|u+|6dx—3— [ pQ(x)|u™|?dz—
2 R3 2 R3 4 R3 2 R3 q R3
A +16 A +1q
2 (K@)t e -2 [ (@9Q). ot P =0
R3 4 Jrs

O préximo lema, é extremamente importante para nossos objetivos. Sera funda-
mental nas demonstragoes dos teoremas. Sendo mais exato, a parte (1) deste lema, serd
usada na demonstragao do Teorema 5.2, enquanto que a parte (2), na demonstragao

do Teorema 5.3.

Lema 5.11. Supondo (H1) e (H2) e, que K e Q sdo fungoes radiais. Se I tem uma
sequéncia (PS)q limitada com d € (0, %5’3/2\][(\]501/2), entao para j > 0 suficientemente

grande temos:

1. I tem um ponto critico nao-trivial u € HY(R3) com I(u) = d, para 3 < q < 4,

desde que (H3) se verifique.
2. I tem um ponto critico nao-trivial u € H}(R?), para 2 < q < 3.

Demonstragao.
Seja (u,) C HYR3) sequéncia (PS)y limitada em I. Como temos a imersio

compacta H!(R3) < L*(R3?) para s € (2,6), logo existe u € H(R?) tal que
u, ~u em H'(R*) e wu, —u em L°(R?

Por justificativas andlogas & ja usadas nesse texto, temos I'(u) = 0.
(1) Para tal caso, afirmamos que, I(u) > 0.

De fato, denotemos

6:—/ |Vul*da, 1_9:—/ widr, ©:= duude
R3 R3 R3

= K(z)|u™|®dz, E::/ pQ(x)|u™|%dx
R3

RS

ul

+16 1 g
/ng3(VK(x)’x)’u | dijg/Rg(MVQ(a:),xﬂu 9d

| =
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chamaremos todas as equagoes acima de (5.60); de (H3), temos A < 0. Entdo,

satab+ie—gd—32 = A
satsb+je—gd—te = I(u) (5.61)
a+b+c—d—e = 0

onde a primeira equagao vem da identidade de Pohozaev dada no Lema 5.10, a se-
gunda vem da defini¢do de I(u) e a terceira vem de I'(u)(u) = 0.

Dai, usando a relagao acima e 3 < ¢ < 4, temos

- 3 3- 3 1- 3 1 3- 5 1- 3
I > 31 A=-a+=-b+-¢——-d—-e+-a+=b+-¢c— -d— -¢
3I(u) > 3I(u)+ 2a+2 +4c 5 qe—|—2a+2 +4c 5 qe
o7 o 6. _ -+ _ q—6_
= 2a+3b+2c—d—-e=a+2b+c+ e
q q
- - —6 - 2q—6
> a+2bte—d+ I e =b4 qq e>0
q

desta forma,

donde I(u) > 0.

Agora, seja v, = u, — u. Como v, — 0 em LS(R3) para s € (2,6), temos as
mesmas equagoes (5.41) e (5,42). Observando que, (||v,||) é limitada, podemos supor
que seja convergente. Suponhamos ||v,]| - 0, andlogo ao que fizemos para provar que
o Anulamento nao era valido na demonstracao do Lema 5.6, temos, usando o fato

de que I(u) >0, que
d = Um[I (u,) — I(u)] + I(u) > Hm[I(u,) — I(u)] > %S?’/QHK I/

donde chegamos a um fato nao veridico. Dali, ||v,|| — 0, donde u,, — u em H!(R?) e
desta forma I(u) = ¢ # 0 e u # 0. Portanto, (1) esta demonstrado.
(2) Para a prova deste caso, basta mostrarmos que u # 0. Suponhamos, por

contradigao, u = 0. Entéo, u, — 0 em LY(R?) e [o5 ¢y, uzdx — 0, dai,

1 1
Tn) = gl = 5 [ K@l +0,(0) (562

I un)tn) = hual = [ K (@)t %+ 0,(1). (5.63)
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Caso [|u,|| — 0, temos, usando o fato que I'(u,)(u,) — 0, (5.62) e (5.63), que
K (@)l dz = on(1)
R3
donde,
I(u,) = 0=d=0,

ou seja, chegamos a um absurdo. Sendo ||u,|| - 0, andlogo ao que fizemos para provar

que o Anulamento nao era valido na demonstracao do Lema 5.6, temos
L sy ~1/3
1> 5K

o que gera um absurdo. Portanto, u # 0. [
Finalmente, com as ferramentas construidas até aqui, poderemos demonstrar os
Teoremas 5.2 e 5.3. Cujas demonstracoes seguem abaixo:
Demonstracao. (Teorema 5.2)
Usando o Lema 5.11 parte (1), é suficiente construir uma sequéncia (PS)4 li-
mitada com d € (0, %SWQHKHQOI/Q) para I. Consideremos a familia de funcionais I},
1/2 < X < 1. Considerando também a Proposigao 5.1 com X = H}(R?), J = [1/2,1]

e &, = I,, teremos

1 1
B(u) =~ | K(z)u"|%dx + —/ pQ(z)|u*|%dx > 0
6 g3 q Jrs
e?
Lo 1 2
Au) = Z||ul|*+ = | ¢uudr — oo
2 4 Jos

quando ||u|] = co. Como I, tem a geometria do Passo da Montanha, podemos definir:

cx = inf max I,(v(¢)), Ae[l/2,1]

~€T t€[0,1]
onde I' = {7 € C([0,1], H'(R?));7(0) =0 e ~(1) =vo} e I12(vy) < O.
Dai, pela Proposicao 5.1, temos a existéncia de J; C [1/2,1] com |J;| = 0 tal
que para A € [1/2,1] — J; existe sequéncia (PS),, limitada, para I,.
Como, ¢, € (O,§S3/2||)\K||;ol/2), pelos Lema 5.7 e Lema 5.11 parte (1), a

existéncia de uy € H}(R?) tal que
If\(u,\) =0 e ])\(U)\) = C)
para A € [1/2,1] — J;.
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Donde podemos escolher (A,) C [1/2,1]—J; tal que \,, — 1, e consequentemente,
existe (uy,), a qual denotaremos simplesmente por (u,), pontos criticos de I, como
acima. Afirmamos que, (u,) ¢ limitada em H!(R?).

O que, de fato, acontece. Definamos a,,, b, ¢,, d,, €, e A, como em (5.60),

substituindo u por w,. Observemos que, por (H3), A, < 0. Dai, como em (5.61),

temos
%an + %bn + gcn - %dn — ?”\T"en = MA,
3n + 30y + j00 — pdy — 22e, =y, (5.64)
ap + by, +cp— Adp, — e, = 0
donde,
An —4
an+bo + Fhdy + L7 2\ e = dey, (5.65)
q
29— 6
by, + Andp + ———Xnen = 3ca, + A4, < 3. (5.66)
q
A 1ltima desigualdade, segue do fato de que,

MA, <0 e ey, <, (5.67)

onde (5.67) se justifica da seguinte forma:

I, (v(t) < Lia(y(t) < Imax Lija(y(t))

o que implica,

max I, (7(t)) < max I o(y(t))

tefo,1] " ~ t€l0,1]
assim,
inf I t) < I t
inf max I, (9(t)) < max I x(v(t))
dai,
Crn, S C1y2

Sendo 3 < g < 4, (5.66) diz-se que (e,,) é limitada. Sendo ¢ = 3, (b,) e (d,,) s@o
limitadas por (5.66), daf, (u;) ¢ limitada em L?(R?®)(desigualdade de interpolacao),
desta forma (e,) é limitada. Diante disso, por (5.65), (u,) é limitada em H!(R?). O
que prova a afirmacao.

Portanto, como podemos supor (\,) crescente e, claramente, (c,,) é crescente e
convergente para cj, visto que A, — 1(usando justificatica semelhante a dada para

(5.67)), temos que (u,) é sequéncia (PS),., limitada para I; = I, pois,
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o I (u,) = c1 = I(u,) =

Basta observar que,

(o) = )| < (1= %) | K@+ 2 Q@)luf]do — 0

R3

em virtude de, (u,) ser limitada e A, — 1. Ou seja,
Iy, (uy) — I(uy) = 0= I(uy) = &

o I} (up) =0=I'(u,) =0

Notando que, para v € C5°(R?), onde suptv = €,

A= 1) | K(x)|u|*ufvde + (A, — 1)u Q(2)|ut |7 2ufvdx

R3

< (1-=X /K YwtP|vlde + (1 — A /Q Yt Ho|dx

11 (un) (v) = Iy, (un) (0)| - =

= (1-\,) K(x)u! \ lv|dx 4+ (1 — A / Q(x)|uf|T 1\v|da:

Qo

pois, (u,) é limitada e A, — 1. Ou seja,
I'(u,)(v) = 0, para todo v € C5°(R?)
dai, por argumento de densidade
I'(uy,) — 0,
o que prova a implicagao.

Portanto pelo Lema 5.7 e Lema 5.11, [ tem um ponto critico nao-trivial w,
donde (u, ¢,,) é solugao positiva do problema em questao. [

Para concluirmos mais um capitulo, demonstremos o ltimo teorema:
Demonstragao. (Teorema 5.3)

Primeiramente, note que, pelo Lema 5.11, é suficiente construir uma sequéncia
de (PS)4 limitada para d € (0, %53/2HKH;3/2). Como I tem a geometria do Passo da

Montanha, existe (u,) sequéncia de (PS)4 com d no intervalo citado, tal que:
I(u,) > d e I'(u,)—0. (5.68)
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Na segunda equagao do problema, multiplicando ambos os membros por |u,],

temos
u, |*dx :/ —Ady, |u,|d :/ Vou, .Vu,|dx
R3 R3 R3
pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos
3 2 1 2 2 1 2
|up|*dr < \Vu,|°de+— | |V, |"de= [ |Vu,|*de+—- [ ¢y, u;dz. (5.69)
R3 R3 4 Jps R3 4 Jps
Com (5.68) e (5.69), podemos deduzir que
L
d+1+ [lun]| = I(un) - [ (un) (un)
o
Sl + —/ ot = (5= KVl [l
R3
2
Il Yn oA U d n
sl + 57 [ o x+g<u )

Vv

v

onde g(u) = ¢ [os [ulPde + § [os ude — <5 %>||Q||oofR3 |up|Td.
Afirmamos que, (u,) é limitada em H!(R3). De fato, caso contrério, para n

suficientemente grande,

1, o, 1 ) 1, 1
glluall + 57 [ dudde + o) = glual < d+ 1+ (1= g7l ]

ou seja,
1 2 1 2
o lYn Yl u d n SO
il + 37 [ duiddo -+ g(u)

e seguindo os mesmas argumentagoes do Capitulo 2, chegamos a uma contradigao.

Portanto, (u,) é (PS), limitada. u
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Apeéendice A
O Principio Variacional de Ekeland

Este apéndice, tem como objetivo apresentar o Principio Variacional de Eke-
land. Trata-se de um resultado utilizado em varios trechos importantes de nosso texto
e de grande importancia na Teoria dos Pontos Criticos em geral. Devido a tal im-
portancia, reservamos tal apéndice. Para construcao do Apéndice tivemos como base

123].

Teorema A.1. Seja M um espaco métrico completo e ® : M — R funcional semi-
continuo inferiormente (sci), limitado inferiomente sobre M. Dado € > 0, sejau € M
tal que,

O(u) <infd +e.

Entao, existe u. € M tal que,

O(u.) < P(u) e du,u.) <1 (A.1)
e, para todo w € M — {u.},

O (w) > D(u.) — ed(us, w). (A.2)
Demonstragao. Primeiramente, definamos a relacao: para w,v € M, temos
w<vE P(w) + ed(w,v) < P(v)
tal relacao, define uma ordem em M. De fato, para u,v, w € M, temos
e u < u, basta observar que,
O(u) + ed(u,u) = P(u) + 0 < O(u)
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e Seu<wvev<w,temos u < w. Note,
u<v= o) +edu,v) <Pv) e v<w= dw)+edw,v) < d(w)
= O(u)+ed(w,u) < P(u)+ed(w,v)+ed(v,u) < P(v)+ed(w,v) < P(w) = u<w
e Seu<vev<u,entao v = u. Observe,
u<v=du)+edv,u) <) e v<u= P +edu,v) < d(u)

= O(u) + ed(v,u) < P(v) < P(v) + ed(v,u) < P(u)

= ed(v,u) <0=d(v,u) <0=dv,u)=0=u=v

Assim, fica provado que tal relacao é, de fato, uma relacao de ordem em M.
Agora, construamos de forma indutiva, uma sequéncia (u,) C M. Partindo de uy = u,

e supondo u,, conhecida, definamos
Sp={w € M;w < u,}

e, escolhamos u,1 € S, tal que

1
O(ttpy1) < inf @ .
(tn1) S Tpf @+

B imediato, que S,41 C S, € Uupy1 < u,. Desde que, ® é (sci), temos que S, é
fechado. De fato, dada (zy) C S, tal que z;, — z em M, temos z;, < u,, para todo

k € N, assim, pela definicao da ordem em M,
O (zy) + ed(xg, un) < P(u,) paratodo k € N
assim, passando o liminf,, teremos
limkinf[(l)(xk) + ed(xp, uy)] < P(uy,) = limkinfq)(xk) + 6limkinf d(zp, u,) < O(uy,)
por ® ser (sci), chegamos
O(x) + ed(x,u,) < P(uy),

ou seja, r € S,,. Dali, S, é fechado.
Agora, observemos que, para w € Sy, temos w < U, < u, e assim,

1
n+1

ed(w, tupi1) < P(upy1) — P(w) <inf P +

—inf® =
Sn n + Sn
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desta forma, para w,v € S,,1, temos

1 1 2
dw,v) < dlw, ) + d{v,un) < e(n+1) * en+1) e(n+1)

Sendo assim,
2

e(n+1)

isto é, diam.S,, — 0, quando n — oo. Dai, como M é completo e com as informagoes

diamSy 11 <

adquiridas até aqui, temos u, — u. e,

ﬂ Sp = {uc}

neN

para algum u, € M. Em particular, temos u. € Sy, ou seja, u. < ug = u, donde

D(u.) < P(u) — ed(u, u.) < O(u)

d(ue,u) < e 1 (P(u) — P(ue)) < et (infq) + ¢ —inf (I>> =1
M M
assim, fica provado (A.1). Agora, para mostrarmos (A.2), basta mostrarmos que
O(w) < P(u.) — ed(ue, w) = w = u..

Sendo ®(w) < ®(u.) —ed(ue, w), temos w < u,, dai, como u. € S, para todo n €
N e usando a defini¢ao de S,,, chegamos que w € S,, para todo n € N. Portanto, como

MnenSn = {ue}, temos w = u,, e (A.2) fica provada. Como queriamos demonstrar. ®

Observacao A.1. Usando Ad, com X > 0, no lugar de d no teorema anterior, as

conclusoes (A.1) e (A.2) sdo substituidas, respectivamente, por

d(u,u.) <

> =

O (w) > P(ue) — edd(ug, w).

A escolha \ = ¢71/2 é por demais interessante. Com esta escolha, provaremos o

teorema seguinte.
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Teorema A.2. Sejam X um espaco de Banach, ¢ : X — R funcional limitado inferi-

ormente e diferencidvel. Entao, para cada e >0 e u € X tal que

o(u) < i&f ©+e, (A.3)
eriste v € X, tal que
p(v) < p(u), (A.4)
lu —v| < e/, (A.5)
o' (v)] < 2. (A.6)
Demonstracgao.
Consideremos M = X e & = ¢ e, para ¢ > 0 dado, considerando A\ = ¢~/2 como

no teorema e observagao acima. Temos, entdo para u que satisfaz (A.3), a existéncia

garantida de v € X, tal que (A.4) e (A.5) sao satisfeitas. Além disso,
p(w) > p(v) — v — wl (A7)

para todo w # v em X. Assim, tomando w = v +th comt >0, h € X, |h| =1 em
(A.7), obtemos
o(v +th) — p(v) > —/2t.

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por t e, fazendo t — 0,

chegamos

@'(v)(h) > —e'/2.

Também para todo h € X com |h| =1,

¢'(v)(h) <72,

assim,
|/ (v)(h)] < &2
donde,
' (v)] < e,
E, o teorema esta provado. [

Como consequéncia imediata, do teorema acima, temos:
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Corolario A.3. Seja X um espaco de Banach, ¢ : X — R funcional limitado infe-
riormente e diferencidvel. Entao, para toda sequéncia minimizante (uy) de @, existe

uma sequéncia minimizante (vy,) de @, tal que

o(vr) < p(ur),

|ug, — vk| = 0, quando k — oo.

|S0/(Uk)| — 0, quando k — .

Um outro corolario, bastante interessante e usado, quando abordamos a variedade

de Nehari neste trabalho é o seguinte:

Corolario A.4. Seja N a variedade de Nehari do funcional energia I : H'(R?) — R
(qualquer um dos usados neste trabalho). Entdo, para toda sequéncia minimizante (u,)

de 1|y, existe (v,) em N tal que,

I(v,) < I(uy), (A.8)
|ty — vp| — 0 (A.9)
e
|7’ (vn)| = 0. (A.10)
Demonstracgao.

Primeiramente, observe que a variedade de Nehari é espago métrico completo.
Desta forma, pelo Principio Variacional de Ekeland, temos a existéncia de (v,)

em N com: I(v,) < I(up), |u, —v,| — 0 e, para todo w # v, temos
I(w) > I(v,) — end(vp, w),

onde, podemos considerar, &, — 0.
Agora, observemos que, H'(R3) =< v, > @ KerG'(v,). Lembrando que, G(u) =
I'(u).u. Dado w € KerG'(v,), entao I'(v,).w < g,]jw||. De fato, sabemos que, para

cada n € N, existe a: (—¢,¢) = N continua com a(0) = v, e o/(0) = w, assim
I(a(0)) < I(e(t)) + enlla(t) — a(0)]]
= 1(a(0)) = I(a(t)) < enlla(t) — a(0)]
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I{a(t)) = I((0)) a(t) — a(0)
assim,
—1I'(a(0))a/(0) < x|/ (0)]],
donde,
—I'(vp) w < gpl|lw| = |[I'(vy,) w] < epljw].
Observemos também que, para v € H'(R?) com |v|| = 1, temos

v =1trv, +w, €< v, > @ KerG'(vy,).

Note que, (v,) ¢ limitada, pois, (u,) é limitada. Como vemos, v — thu, €
KerG'(v,), assim, pelo mesmos argumentos usados em vérios momentos do texto, (t2)
é uniformemente limitada para ||v|| = 1. Dai, (w”) também é uniformemente limitada,
pois,

lwpll < [ lllonll + [loll = 1T+ [ [ {[unll
Sendo assim, para ||v|| = 1, teremos
|1 (on)-v| = [E5 1" (Un)-vn + I'(vn)-wp | = |1 (vn) wy] < enllwy]] < Cen,

ou seja,

| (v,). 0| = 0= |I'(v,)] = 0.

E, estda demonstrado o corolario.
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Apendice B
Definicoes e Resultados Utilizados

Neste apéndice, apresentaremos as principais defini¢oes, notagoes e os principais

resultados utilizados ao longo de todo texto.

Teorema B.1. (Teorema de Mudanca de Varidvel) Sejam h : U — V um dife-
omorfismo de classe C' entre abertos U,V C RY, X C U um compacto J-mensurdvel

e f:h(X)— R uma funcgao integrdvel. Entao, foh: X — R € integravel e:

/ fly dy—/f ))|deth!(x)|dx.

Demonstragao. Ver [20]. u

Teorema B.2. (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L'(Q) tal

que,
(1) para cadan € N, f,(z) >0, ¢.s. sobre Q;

(17) supneN/ fndr < 00.
0

Para cada x € Q, tomando f(z) = liminf, f,(x). Teremos, f € L*(Q) e,
/f(:c)dx < liminf/fn(m)dx
Q " Q
Demonstragao. Ver [4]. |

Teorema B.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)

uma sequéncia de fungoes em LY(Q). Suponha que,

(1) falx) = f(x) q.8. sobre Q;
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(i) existe g € L*(2) tal que,

|fn(2)] < g(x), ¢.s. em$, para todon € N.

Entao, f € L}(Q) e,
1fn = fllzri) — 0.

Demonstracao. Ver [4]. |

Teorema B.4. (Teorema de Fubini) Sejam €, C RY, Qy € RM™ subconjuntos
abertos e F : Q1 X Qs — R uma fun¢ao mensurdvel. Suponha que F € L'(Q; x Q).

Entao, para quase todo x € )y,

Flr.y) € LL(Q) ¢ /Q Fla,y)dy € L (Qy).

Da mesma forma, para quase todo y € s,

F(z,y) € LL(Q) e /Q F(z,y)dx € Ly(Q).

Além disso,

//F(z,y)dydx:/ / F(x,y)dwdy:/ F(x,y)dxdy.
Ql QQ QQ Ql Q1><92

Demonstragao. Ver [4]. n

Teorema B.5. (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e p e q expoentes conju-

gados. Entao,

ab b
ab < — + —.
p q

Demonstracao. Ver [4]. u
Teorema B.6. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(R2), com p e
q expoentes conjugados. Entao, f.g € L1(Q) e,

/Q Fgldz < 111l lgllzocey.

Demonstracao. Ver [6]. u

Teorema B.7. (Desigualdade de Interpolacao) Se f € LP(Q2) N LI(Q2) com 1 <

p < q < oo, entio f € L"(S2), para todo r € [p,q| e,

1 llzr @) < AT @1 ety
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Demonstracao. Ver [6]. u

Teorema B.8. Seja X um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada

em X. Entdo, existe (Tn;) C (2n) tal que (v,,) € fracamente convergente.
Demonstracao. Ver [18]. n

Teorema B.9. Sejam Q C RY, (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q), tais que

| fn = fllzr@) — 0.
Entdo, eviste uma subsequéncia (fn;) tal que

o fn,(x) = f(x), quase sempre em €1;

o |fun; ()| < h(z), quase sempre em Q e para todo n € N, para alguma h € LP(12).
Demonstragao. Ver [6]. n
Teorema B.10. Os espacos LP sao reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstracao. Ver [6]. n
Teorema B.11. O espaco D'? ¢é Hilbert.

Demonstracao. Ver [6]. u
Teorema B.12. (Imersées de Sobolev) As sequintes imersoes sao continuas:

o H'(R3) — LP(R?), p € [2,6];

o DV(R3) — LS(R3).

Demonstragao. Ver [6]. n
Teorema B.13. A sequinte imersao € compacta:
H(R?) — LP(R%), pe€(2,6).

Demonstragao. Ver [6]. n
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Teorema B.14. Seja 1 < p < o0, 1 < g < o0 com q # p*, se p < N. Supondo (uy,)
limitada em LY(RY), (Vu,) limitada em LP(RY) e

lim sup / |up|?dz =0, para algum R > 0.
Br(y)

n—oo yERN

Entao, u, — 0 em L*(RY), para o entre q e p*.
Demonstragao. Ver [22]. |

Teorema B.15. Sendo (u,) limitada em H'(RY) e R > 0 tal que

lim inf sup / |u, |*dx = 0.
"0 yeRN J Bg(y)
Entdo, u, — 0 em LY(RY), para todo q € (2,2).

Demonstracao. Ver [29]. u

Teorema B.16. Seja 7 : R — R continua tal que j(0) = 0 e, para todo ¢ > 0

suficientemente pequeno, existe duas funcoes nao negativas . e ¢. tal que:

jx+y) —jx)] <epx)+ ¢:-(y) para todo x,y € R.
E, fn. = f + gn sequéncia de fungoes mensurdveis de 2 em R tal que:
e g, — 0 quase sempre.
o j(f) € LNQ).
o [o¢e(gn(z))du(z) < C < oo, para algum C > 0, independente de € e n.

o [, 0-(f(x))du(z) < 0o para todo € > 0.

Entao,

[t + a)dn@) = [ ta)dnt) = [ i(duta) + 0,1
Demonstracao. Ver [7]. u

Teorema B.17. Seja 1 < p < oo, (fn) sequéncia limitada em LP(S2), onde Q2 é um

conjunto mensurdvel. Se f, — f quase sempre, entio f, — f em LP(Q).

Demonstracao. Ver [17]. u
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Teorema B.18. (Principio Concentracao de Compacidade) Seja (p,) uma

sequéncia em L'(RN) satisfazendo
on>0 emRY e / prdx = X+ o,(1),
RN

para algum X\ > 0 fizado. Entdo, existe uma subsequéncia (pp,) de (pn) verificando

uma das trés possibilidades a sequir:

(i) (Anulamento) para todo R > 0,

lim sup / P, (z)dz = 0;
Br(y)

k—o0 yERN

(ii) (Dicotomia) existe a € (0, \) tal que, para todo € > 0, existe kg > 1 € p}, pi €

LY (RY) satisfazendo, para k > ko:

o lpn, — (o + Pl <&

/p,ﬁdw—a’ﬁe;

RN

/pidx—(k—a)‘éa
RN

o dist(supt pi,supt pi) — 00,k — oo.

(iii) (Compacidade) existe (y,) C RY tal que, para todo € > 0, existe R > 0

satisfazendo

/ P, (x)dz > X — €.
Br(yk)

Demonstracao. Ver [22]. u

Teorema B.19. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espago de Ba-

nach real e I € C*(E,R) satisfazendo a condigcao (PS). Supondo I(0) =0 e que
e existem constantes p,a > 0 tais que I‘aB,, > Q;
o criste e € E — B, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > «. Além disso, ¢ € caracterizado como:

c = inf sup I(g(t)),
9€l te(0,1]

onde,

I'={g € C([0,1], £); g(0) = 0,g(1) = e}.
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Demonstracao. Ver [1]. u

Teorema B.20. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam E um
espago de Banach, J, F : E — R funcionais de classe C*(E,R) e M = {u € E; F(u) =
0} = F~1({0}) com F'(u) # 0, para todo w € M. Se J é limitado inferiormente sobre
M e existe ug € M tal que

J(ug) = ulélj\f/[ J(u)

entao, eziste A € R(multiplicador de Lagrange) verificando
J (ug) = MNF" (ug).

Demonstracao. Ver [17]. u

B.1 Resultados com Demonstracao

O primeiro , que se segue, demonstrado, foi de grande importancia no Capitulo

2 e pode ser encontrado em [17].

Teorema B.21. Seja N > 2. Seu € HY(RY), entdo para quase todo x € RY, temos

—1

Ju(a)] < A3 a5 ul
onde A = do,,.
|w|=1
Demonstragao. Note primeiramente, que as fungoes radiais de C$°(RY) ¢ denso em
H(RY), dai, por argumento de densidade padrao, provaremos somente para as fungoes
radiais de Cg°(RY). Sendo ¢ € C5°(RY) radial, temos que ¢ € C5°(]0,00)), dai, para
r > 0 (qualquer) e R > O(suficientemente grande) tal que ¢(R) = 0, temos

6(s))% = / (6(s)2)ds = / " 20(s)6 (s)ds = G(R) — 6(r) = 2 / " o) (s)ds

r

como ¢?(R) = 0, temos entao que,
2 =2 [ os s <2 [ 1o)ld (s)]ds

= ¢"(r) <2 /Oo s~ Vlg(s)[|¢ (s)|s™ s = ¢ (r) < /OO s~V (1o (s)P o (s)*)s™ s
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visto que |¢'(s)]? + |o(s)|? > 2|¢'(s)||¢(s)|. A partir da desigualdade acima, também

podemos chegar que
) <0 [ ) +o(s) )5 s

() <Y / TS G+ 6(s)P)s s ()

Observevemos que,

a ¢*(x)dz = /OOO(/M 1rN L6 (r)do,)dr = A/OOO PN =182 (r)dr

:>/ N1g2 (r)dr = A7 ®*(z)dx
RN

e, notando o fato de que, V() = ¢ ()% a7, temos

| 1ot - / (s

;»/ N=1g (r)?dr = A / |Vo(z)|dx.

Dai, usando tais observagoes, temos que

/ooo NP (r) + ¢ (r)*)dr = A7 /RN Vo(@)[* + ¢*(2)de = A7 ¢

Portanto, usando (L), temos

¢*(r) < VAT = o(z) < ATV |2V g

O que conclui nossa demonstragao. [

O proéximo, foi utilizado em diversos pontos do texto.

Teorema B.22. Seja o, 3,7,6 > 0, e p > 2. Definamos f : Rf — R, dada por
f(x) = ax® + Bz + vya® — 5%, para x > 0. Entdo, f tem um tinico ponto critico, o

qual corresponde ao mdximo.

Demonstragao. Como p > 2, fica claro que f tem maximo. Mostremos que f tem

um unico ponto critico. Observemos que,
f'(z) = 3az® + B + 3ya? — §(2p — )22
f"(z) = 6ax + 6yx — 5(2p — 1)(2p — 2)2* >
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f"(x) =60+ 6y — 6(2p — 1)(2p — 2)(2p — 3)2*~*

Pela expressao da f”, temos ser ela positiva para valores de ¢t pequenos, f” — —oo
quando t — oo e, além disso, temos ser [ estritamente decrescente. Entao, existe
ts > 0 tal que f"(t3) = 0e, f"(t)(ts —t) > 0, para t # t3. Do estudo da f"”, temos
que f” é crescente para t <tz e f” > 0em (0,t3). Além disso, para t > t3, temos que
1" é decrescente com f” — —oo, quando t — oo. Dali, existe to > t3 tal que f”(t2) =0
e f"(t)(ta —t) > 0, t # t5. Da mesma forma, concluimos que existe ¢; > 5 tal que
f'(t1) =0e f'(t)(t1 —t) > 0 para t # t;. Portanto, t; é o tinico ponto critico de f.

Concluindo assim o lema. ]

119



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

[9]

[10]

A. Ambrosetti, P. H. Rabinowitz, Dual variational methods in critical point theory

and applications J. Funct. Anal. 14, 349-381 (1973).

A. Ambrosetti, D. Ruiz, Multiple bound states for the Schrodinger-Poisson equa-

tion, preprint

A. Azzollini, A. Pomponio, Ground state solution for the nonlinear Schrodinger-

Mazwell equations J. Math. Anal. and Appl. 345, 90-108 (2008).

R. G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesque Measure, John Wiley e
Sons, Inc., New York (1995).

R. Benguria, H. Brezis, E.-H. Lieb, The Thomas-Fermi-von Weizsacker theory of
atoms and molecules, Comm. Math. Phys. 79, 167-180 (1981).

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,

Springer, 2010.

H. Brezis, E. Lieb, A relation between pointwise convergence of functions and
convergence of functionals, Proc. of the Amer. Math. Soc. Vol.88 n°3, 486-490
(1983).

H. Brezis, L. Nirenberg, Positive solutions of nonlinear elliptic problems involving

critical Sobolev expoent, Comm. Pure Appl. Math. 36, 437-477 (1983).

T. D’Aprile, D. Mugnai, Solitary waves for nonlinear Klein-Gordon-Maxwell and
Schridinger-Mazwell equations, Proc. R. Soc. Edinb. Sect. A 134, 1-14 (2004).

T. D’Aprile, D. Mugnai, Non-Existence results for the coupled Klein-Gordon-
Mazwell equations, Adv. Nonlinear Stud. 4, 307-322 (2004).

120



[11]

[12]

[17]

[18]

[19]

[20]

[23]

T. D’Aprile, T. Wei, On bound states concentrating on spheres for the Mazwell-
Schrédinger equations, STAM J. Math. Anal. 37, 321-342 (2005).

T. D’Avenia, Non-radially symetric solutions of nonlinear Schrédinger equation

coupled with Mazwell equations, Adv. Nonlinear Stud. 2, 177-192 (2002).
L. Ekeland, On the variational principle, J. Math. Anal. Appl. 47, 324-353 (1974).
L. C. Evans, Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 1998.

D. Gilbarg, N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Or-
der.Berlin: Springer-Verlag, 1998.

L. Jeanjean, On the existence of bounded Palais-Smale sequence and application
to a Landesman-Lazer type problem set on RN, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect.
A 129, 787-809 (1999).

O. Kavian, Introduction a la Théorie des Points Critiques et Applications aux

Probléemes FElliptiques, Springer-Verlag, 1993.
E. O. Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley, 1989.

E. L. Lima, Curso de Andlise, Vol. 1, Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA,
2008.

E. L. Lima, Curso de Andlise, Vol. 2, Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA,
2008.

E. L. Lima, Espagos Métricos, 4° Edicao, Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA,
2009.

P.L. Lions, The concentration-compactness principle in the calculus of variations.
The locally compact case, I, II, Ann. Inst. H. Poincar Anal. Non Linaire 1, 109-
145,223-283 (1984).

J. Mawhin, M. Willem, Critical Point Theory and Hamiltonian Systems, Springer-
Verlag, New York, 1989.

121



[24] D. Ruiz, The Schridinger-Poisson equation under the effect of a nonlinear local

term, J. Funct. Anal. 237, 655-674 (2006).

[25] W.A. Strauss, Ezistence of solitary waves in higher dimensions, Comm. Math.

Phys. 55, 149-162 (1977).
[26] M. Struwe, Variational Methods, 2* Edi¢ao, Springer, 1996.

[27] G. Talenti, Best constant in Sobolev inequality, Ann. Mat. Pura Appl. 110, 353-372
(1976).

(28] M. Willem, Minimaz Theorems, Birkhauser, Boston, 1996.

[29] V. C. Zelati, P. H. Rabinowitz, Homoclinic Type Solutions for a Semilinear Elliptic
PDE on RN, Comm. on Pure and Appl. Math., Vol. XLV, 1217-1269 (1992).

[30] L. Zhao, F. Zhao, Positive solutions for Schriodinger-Poisson equations with the

critical expoent, Nonlinear Analysis 70, 2150-2164 (2009).

122



