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Resumo

Neste trabalho, usando uma adequada aplicagao do chamado principio do maximo
generalizado de Omori-Yau, obtemos um teorema tipo Bernstein para hipersuperficies
completas com curvatura média constante imersas no espaco produto R x H"™. Além

disso, tratamos o caso em que tais hipersuperficies sao graficos verticais.

Palavras chave: espaco produto Riemanniano, hipersuperficies completas, cur-

vatura média, grafico vertical.

il



Abstract

In this work, as suitable application of the so-called Omori-Yau generalized ma-
ximum principle, we obtain a Bernstein type theorem concerning to complete hyper-
surfaces with constant mean curvature immersed in the product space R x H". Fur-
thermore, we treat the case that such hypersurfaces are vertical graphs.

Keywords: Riemannian product space, complete hypersurface, mean curvature,

vertical graph.
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Introducao

Neste trabalho estudamos hipersuperficies com curvatura média constante imersas
no produto Riemanniano R x H", onde H™ ¢ o espaco hiperbdlico n-dimensional, o
qual é o modelo para as variedades de curvatura seccional constante negativa.

O estudo de hipersuperficies com curvatura média constante imersas em uma
variedade Riemanniana, foi inicialmente feito para as hipersuperficies minimas, que
sao hipersuperficies com curvatura média identicamente nula e foram alvo de diversos
trabalhos de pesquisa, iniciados em 1915, quando N.S. Bernstein provou que os tinicos
graficos inteiros e minimos do espaco euclidiano R? sdao os planos. Posteriormente,
J. Simons [13] generalizou o resultado de Bernstein para graficos inteiros e minimos
imersos em R"™! quando n < 7 e, em seguida, E. Bombieri, E. De Giorgi e E. Giusti [4]
mostraram que o resultado nao é valido paran > 7. Mas os trabalhos nao pararam por
ai, por exemplo, em [12], H. Rosenberg provou uma extensao do teorema de Bernstein.
De fato, Rosenberg provou que se M? é uma superficie com curvatura Gaussiana nao
negativa, um grafico minimo inteiro em R x M? é totalmente geodésico. Neste caso,
ou o grafico é um slice ou M? é isométrica a R? e o grafico ¢ um plano. Em [1], L.
J. Alias, M. Dajczer e J. Ripoll generalizaram o resultado de Rosenberg para graficos
inteiros, com curvatura média constante, imersos em ambientes Riemannianos que tém
curvatura de Ricci nao negativa e um campo de Killing globalmente definido.

Em [2], P. Bérard e R. Sa Earp descreveram as hipersuperficies de rota¢do com
curvatura média constante imersas em R x H", usaram-nas como barreiras para provar
a existéncia e caracterizacao de alguns graficos verticais com curvatura média constante,
e dai provaram resultados de simetria e unicidade de hipersuperficies compactas, com
curvatura média constante, cujo bordo é formado por uma ou duas subvariedades

paralelas contidas em slices.
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Mais recentemente, J.M. Espinar e H. Rosenberg, em [6], estudaram superficies
com curvatura média constante num produto R x M?, onde M? ¢é uma variedade
Riemanniana completa. Assumindo que a funcao angulo nao muda de sinal, eles
classificaram tais superficies de acordo com o infimo da curvatura Gaussiana de suas
projecoes horizontais.

Nesta dissertagao mostramos um teorema tipo Bernstein em R x H™ obtido recen-
temente por H.F. de Lima e U.L. Parente, em [7]. Mais precisamente, com ajuda do
principio do maximo generalizado de Omori-Yau, nosso objetivo é mostrar o seguinte

(veja Teorema 3.2):

Teorema. Sejam v : X" — R x H™ uma hipersuperficie completa com sequnda forma
fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que a func¢ao
angulo n = (N, 0;) de X" verifique n > § > 0, para uma escolha apropriada do campo
de vetores normais unitarios N e para alguma constante 0, e que a func¢ao altura h
satisfaca

o
VA" < —— AP,
n—1
para alguma constante 0 < a < 1. Entao X" é um slice.

Em particular, do ultimo resultado obtemos a seguinte caracterizagao de slices

(veja Corolério 3.3).

Corolario. Seja v : ¥ — R x H" uma hipersuperficie completa com sequnda forma
fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que uma das

sequintes condigcoes € satisfeita:

(a) A fung¢ao angulo n = (N,0;) de X" wverifique n > § > 0, para uma escolha
apropriada do campo de vetores normais unitarios N e para alguma constante 6.

n—1

) H? <

Se a funcao altura h de X" € tal que
|Vh|2 < ﬂ[_]{
n—1

para alguma constante 0 < o < 1, entao X" é um slice.



11

Além disso, tratando o caso em que a hipersuperficie é um grafico vertical, como
consequéncia do Teorema acima, mostramos os seguintes resultados (veja Corolarios 3.4

e 3.5, respectivamente).

Corolario. Seja ¥X"(u) um grdfico vertical completo em R x H", com segunda forma
fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que a func¢ao
angulo n de ¥"(u) verifigue n > 6 > 0, para uma escolha apropriada do campo de

vetores normais unitdrios N e para alguma constante 6. Se a func¢do u satisfaz
2 1 2
| Du|” < AT,
n—1
entao u = t, para algum t, € R.

Corolario. Seja X" (u) um grdfico vertical completo em R x H", com segunda forma
fundamental limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que uma das

sequintes condigcoes € satisfeita:

(a) A fungdo dangulo n = (N,0;) de ¥"(u) verifigque n > 6 > 0, para uma escolha
apropriada do campo de vetores normais unitdarios N e para alguma constante 6.

n—1

(b) H* <

n

H?, entdo u =ty para algum ty € R.

Se |Dul|* <

n —

Este trabalho apresenta-se com a seguinte organizacao. No Capitulo 1, estabele-
cemos as notagoes e fatos preliminares que serao utilizados no decorrer do texto. No
Capitulo 2, fazemos um breve estudo de hipersuperficies em uma variedade produto
da forma R x M™, onde M™ é uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional. O
Capitulo 3, é dedicado ao estudo do resultado principal desta dissertacao, o Teorema
tipo Bernstein em R x H" descrito acima. Por fim, na Se¢ao 3.3, estudamos o caso em

que as hipersuperficies sao graficos verticais em R x H".



Capitulo 1

Elementos para Variedades

Riemannianas

Para um estudo das variedades Riemannianas, apresentamos brevemente alguns
conceitos 1teis e necessarios para o entendimento dos resultados principais descritos

neste trabalho.

1.1 Campos de Vetores

Definicao 1.1. Um campo de wvetores em uma variedade diferenciavel M™ é um
ope- rador linear X : C®(M) — C>(M) satisfazendo, para todas f,g € C>*(M), a
regra de Leibniz

X(fg) = fX(g) +9X(f),

onde C*°(M) denota o anel das fungoes de classe C* definidas em M™.

Denotaremos o conjunto dos campos de vetores em M por X(M). Se X € X(M) e
f e C>®(M), é imediato que que fX : C°(M) — C>(M), dado por (fX)(g9) = fX(9),
é um campo de vetores em M, de modo que X(M) é um C*°(M )-mébdulo.

Fixemos p € M. O germe de fungoes suaves C*(p) é o conjunto-quociente de
C*(M) pela relagao de equivaléncia que identifica f,g € C*(M), caso f = g em uma
vizinhanga aberta de p. Obviamente, C*°(p) é um espago vetorial. Um vetor v em

p é um operador linear v : C®(p) — R, tal que v(fg) = fo(g) + gv(f), para todas
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f,g € C*(p). O conjunto dos vetores v em p é um espago vetorial, o espago tangente
a M em p, denotado por T, M.

Se X € X(M) e f,g € C*(M) sao tais que f = g em uma vizinhanga aberta
U C M de p, pode-se mostrar que X(f) = X(g). Assim, fica bem definido o vetor
X, € T,(M) pela regra X,(f) = X(f)(p). Reciprocamente, dados p € M e v € T,(M),
é possivel mostrar que existe um campo X € X(M) tal que X, = v.

Dados uma curva diferenciavel ¢ : I — M e um e ty € I, definimos o vetor

tangente ¢'(tg) € T,,)M por

C)(f) = S (f o)1)y,
Tal vetor ¢(ty) é o vetor velocidade de ¢ em t;. Um campo ao longo de ¢ é a
escolha, para cada t € I, de um vetor Y; € T (M), tal que se f € C°(M), entao
t — Y;(f) é diferencigvel em I. E imediato que t — /() é um campo ao longo de ¢, o
campo velocidade de c.

Se p: U — €1 é uma carta coordenada em M, definimos os campos coordena-

dos O,...,0, € X(U) por

0
az(f) = Gm(fOSD_l)y

onde o segundo membro denota a derivagao parcial ordinaria em R™. Sempre que

nao houver perigo de confusao, escreveremos a igualdade acima simplesmente pondo
oi(f) = 88_:;: (i.e., a composigao de f com a inversa da carta coordenada, no segundo
membro, ficarda subentendida). Para p € U, pode ser mostrado que {(01),, ..., (0n)p}
¢ uma base de T,(M), de modo que dim7,(M) = n.

Para X,Y € X(M), definimos o colchete de X e Y como a aplicacao [X,Y] :
C®(M) — C*(M), dada para f € C*°(M) por

[(X,Y](f) = X(Y(f)) — Y (X(f)).
E imediato verificar que [X,Y] é um campo de vetores em M. E também claro que

[0;,0;] = 0 sempre que 0;, 9; forem campos coordenados em U C M.

1.2 Tensores

Definicao 1.2. Dados inteiros r,s > 0, nao ambos nulos e um espaco vetorial V sobre

um corpo K, chamamos de tensor do tipo (r,s) sobre V a uma fun¢ao K-multilinear
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A (VY x V5 K

De modo anélogo, definimos o campo de tensores em uma variedade dife-
rencidvel M" como sendo uma aplicacao A : X*(M)" x X(M)* — C°°(M) multilinear
no anel das fungoes C*°(M), onde X*(M) denota o dual de X(M). Denotamos também

por TL(M) o conjunto de todos os tensores do tipo (r,s) sobre M. Por convengao
(M) = C>(M).

Exemplo 1. Sejam X um campo e 0 uma 1-forma sobre M, entio A : X*(M) X
X(M) — C*(M) definida por A0, X) = 0(X) é um tensor do tipo (1,1).

Podemos somar de maneira natural dois tensores desde que ambos sejam do

mesmo tipo, enquanto definimos a multiplicacao para quaisquer dois tensores da seguinte

forma: dado dois tensores A € T/(M) e B € T7,(M), definimos
A® B : X (M) x X(M)*** — C>=(M)
pondo

ARB(OY, .0 Xy, X ) = A0, .07, Xy, X)) BO 0 X, X))

1.2.1 Identificagoes

Temos TY(M) = X*(M) e identificamos T(M) = X(M), pois a cada V € X(M)
associamos V = A : X*(M) — C=(M) da forma V() = 6(V). Esta identificacio é
injetiva e, portanto, bijetiva, uma vez que M tem dimensao finita.

Os tensores do tipo (0, s) sdo chamados de covariantes enquanto os do tipo (7, 0)
sao chamados contravariantes. Notemos que, se A for covariante e B for contravari-
ante, entao A ® B = B ® A. No entanto, a comutatividade nem sempre ocorre. De
fato, se 01 e Oy representam dois campos coordenados de uma variedade M™ e dx!, da?

sao seus duais, entao
de' @ dz*(0y,05) = da'(0))dz*(0y) = 1,
de? @ dz'(0y,05) = da*(0y)dz'(0;) =0,
logo da' @ dx? # dx?* ® dx'.

Similarmente aos campos de vetores, os campos de tensores podem ser vistos

pontualmente conforme nos sugere a seguinte
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Proposicao 1.3. Sejam p € M", A € T(M), 6*,....0" ¢ 6*,....,0" 1-formas tais que
00 =0 (1 <i<r)eX,..XseXy,..,X, campos tais que X! = X! (1 < i < s)

entao

A0, 07, X1, ..., X ) (p) = A0, ...,07, X1, ..., X,)(p).
A prova desse resultado é equivalente a do seguinte

Lema 1.1. Se alguma das 1-formas 01, ..., 0" ou algum dos campos de vetores X1, ..., X

se anular em p € M, entao
A, ...,07, X1, ..., X,)(p) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos X|, = 0 esejaé = (z!, ..., 2") um sistema de coordenadas

numa vizinhanca U de p. Entao
X, = ZXZ@Z- em U,
i=1
onde X' = X,(2') € C>=(U). Agora, consideremos f uma funcao salto com suporte

em U. Entao fX'e C®(M)e f0; € X(M). Com isto, temos

FRAOY, 00 X, X)) = AGY, o 07, X o F2X)
= A0 X X))
=S XA 0, X o, £O),
Como X[, = 0, temos X*(p) = 0, Vi € {1,...,n}, logo f*(p)A(0*,...,0", X1, ..., X;)(p) =
0 e, como f(p) =1, obtemos A(#',....0", X1, ..., X,)(p) =0 O

Para provarmos a Proposicao 1.3 basta observarmos a soma telescopica e deno-

tando 6, ...,0", X1, ..., X, simplesmente por Xi,..., X} onde k = r + s temos

A(Xl, 7Xk) - A(Xl, ,Xk) — A(Xl - Xl,XQ, an)
+ A(XDXQ - X27X37 an‘)

to+ AX e X1, X — Xi),
o que prova o resultado. Desta forma, esta bem definido o operador multilinear

Ay s (T,M*) x T,M* — R.
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Definigao 1.4. Seja & = (2!, ..., 2") um sistema de coordenadas em U C M. Sendo

A e X(M), as componentes de A com rela¢io a & sao as fungoes

A i1 i
A G = Alda® s da, 9y, 05,) em U
onde 1 < iy, .ceylp, 1,00 Js < M.

Notemos que, para o caso de (0,1) tensores, a identificacao nos fornece

6 = Z 0,dx’.

E quando se tratar de um campo de vetores X temos X (dz') = dz'(X) = X (2%) = X".

Consideremos agora o seguinte exemplo: seja A € TL(U), entao

A=Y A0, @ dr' ®da?. (1.1)

ij

Para mostrarmos a igualdade basta aplicarmos ambos os lados da equacao em elementos
da base associada ao sistema de coordenadas £ comprovando a igualdade anterior, e

com 0 mesmo método podemos mostrar o seguinte
Lema 1.2. Sejam & = (x!,...,2™)um sistema de coordenadas e A € T7(U) entdo
A=A, © .00, @d @ .. @ da'*

onde 1 < 1i4,7, < n.

1.2.2 Contracao

Uma contragao é uma aplicac¢ao que transforma um (7, s) tensor num (r—1,s—1)

tensor satisfazendo algumas propriedades apresentadas a seguir:

Lema 1.3. Existe uma tnica aplicagio C(M)-linear C' : TI(M) — C*(M) tal que
C0® X) =0(X) para todos X € X(M) e 0 € X*(M).

Demonstracao. Numa vizinhanca coordenada U o tensor pode ser escrito

A= A @d.
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Como C(0; ® dx?) = dz?(0;) = b;; temos que C(A) = >~ Al o que prova a unicidade.
Para a existéncia, definamos C' pela expressao C(9;®@dz?) = da?(9;) = d;;, restando-nos

apenas mostrar a independéncia do sistema de coordenadas. De fato,
0 oxd
Al dy™, — = A
; ( Yy 78ym) Em: ( axz Z 8x])
Oy™ Ox’ , )
= ‘ Alds, — | = 0;;A [ da', —
£~ Jx' Qy™ (x’axﬂ) ; ! (a: 8x3>

Z,J,m
0
oxrt )’

= E A (da:’,
i
Podemos, assim, ver que esta contracao esta intimamente ligada a ideia de traco.

O

No caso geral das contragoes, fixamos r — 1 1—formas e s — 1 campos de vetores, e

consideremos o tensor
(0, X) — A(@l, ey 91_1, 07 QH_I, ey «9T—1, X1, ..., Xj—l, X, Xj+17 ey Xs—l)-
Definigao 1.5. A contracao

C;(A)(917 "'79T717X17 "'7X871) = C<1A(617 "‘797’717X17 ...,Xs,1>)

J

onde ;A(@l, 0L X LX) €0 (1,1) tensor

(6, X) = FA®BY, .0 X, Xoo1)(6, X)
A(e ..,9%-1,9,9%,...,er—l,xl,...,Xj,l,X,Xj,...,Xs,l).

¢ chamada contracao de A sobre i,].

De modo anélogo ao caso feito anteriormente temos a seguinte expressao para a

contracao em coordenadas locais

Lema 1.4. Sejam (i,7) € I, x I, para I, = {1,...,m} e A € T,(M) com as sequintes
componentes

A’Ll yeeesbr

J1yeends
~ 1 .
entao CJT(A) tem as sequintes componentes
n

E : Ailrn:il'—lvmﬂ;g'—klam,ir
]17"'7.71—1)m).]l+1~~~7.]s

m=1
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1.2.3 Tensores Covariantes

Consideremos uma aplicagao diferenciavel ¢ : M™ — M~ entre variedades dife-
renciaveis M" e M . O pull-back pela 1, denotado por ©* é uma aplicagao capaz de

. M .
transportar tensores covariantes em M para M™ como vemos na seguinte

Definig¢do 1.6. Sejam ¢ : M™ — M wma aplicacio diferencidvel entre variedades

diferencidveis M™ e M, e A € TUM). Consideremos 1* A € TUM) definida por
W A(vy, ..y vs) = A(dYvy, ..., diduyg).
Entao ¢¥*A € o pull-back de A por ). Para s=0 denotamos simplesmente )*A = Ao1).

A seguir, enunciamos algumas propriedades do pull-back, cujas demostracoes

seguem diretamente da ultima definigao.

Lema 1.5. Sejam v : M™ — M, o : M= — M aplicacoes diferencidaveis e A, B

tensores covariantes em M entdo:
(1) ¥* € R-linear;
(i) v*(A® B) = ¢*(A) @ v*(B);
(iid) (p o)™ =" ot
Geralmente nao podemos definir um operador que transporte tensores de quais-

. M . , . . .
quer tipo de M para M"™ ou vice-versa. Porém se a variedade for Riemanniana, como

veremos mais adiante, todos os tensores podem ser considerados covariantes.

1.2.4 Derivada Tensorial

Analogamente as metodologias empregadas para as funcgoes reais, calculemos
também as derivadas dos tensores, generalizando o Céalculo Diferencial para funcoes

e campos vetoriais.

Definicao 1.7. Uma derivacao tensorial ® em uma variedade M"™ é um conjunto

de aplicagoes R-lineares
D=2:%F(M)—T(M) (r>0,s>0)

tal que para quaisquer tensores A e B:
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(i) D(A® B)=9(A)® B+ A®9(B);
(i1) D(CA) = C(D(A)) para qualquer contracao C.

Para o caso r = s = 0, ©® é uma derivacao atuando em C*°(M) e, neste caso,
existe um unico campo V € X(M) tal que Vf =D f, Vf € C*(M).

De modo geral, C*°(M)-linearidade nao é uma caracteristica das derivagoes ten-
soriais, assim elas nao podem ser determinadas pontualmente como os tensores. No

entanto, é possivel caracteriza-las localmente conforme a seguinte proposicao.

Proposicao 1.8. Sejam ® uma derivacao tensorial em M e U uma vizinhanca de um

ponto p € M. Entao existe uma unica Dy em U tal que
Du(Aly) =D(A)|ly, para todo tensor A em M.

Neste caso Oy € dita a restrigao de ® a U.

Demonstrag¢ao. Primeiramente notemos que se f = ¢ localmente, entdao D(f) = 0. De
fato, suponhamos inicialmente que f é a fungao nula, logo temos ©(0) = ©(0.0) =
©(0).0+0.9(0) = 0. Se ¢ = 1 obtemos de modo andlogo D (1) = 29(1) dai ®(1) = 0.
Seja agora ¢ arbitrario, assim temos D(c) = D(c.1) = ¢D(1) = 0 dai D(c¢) = 0.

Suponhamos agora que f é localmente constante em p. Notemos que podemos
supor que esta constante é nula pois se f(V,) = {c} temos que f = f — ¢ é localmente
nula e D(f), = D(f), ¥ ¢ € M™. Consideremos g uma funcio salto em p tal que seu
suporte seja um subconjunto de V,, e assim fg = 0, logo 0 = D(fg), = D(f),9(p) +
f0)D(9)p =D(f)p-

Sejam B € TL(U) e f uma fungao salto com suporte em U e f = 1 numa

vizinhanga de p fixado em U, entdo fB € TL(M). Logo
(DuB), = D(fB)y.

Mostremos que a definicao nao depende da escolha da fungao f. Sejam f, g funcoes salto
em p. Entao D(gfB), = g(p)O(fB), + ©(9),f(p)B|, = ©(fB), mostrando assim a
independéncia da funcgao salto f devido a comutatividade do produto de fungoes. Com

um simples calculo podemos comprovar os seguintes fatos

(1) Dy B é um tensor em U;
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(ii) Dy é uma derivacao tensorial em U;
(1ii) Dy(B|y) = D(B)y para todo tensor B em M,

(iv) Dy é unico.

Vejamos uma forma pratica de calcular derivacoes de tensores.

Proposicao 1.9 (Regra do Produto). Sejam © uma derivacdo tensorial em M™ e

A e TI(M), entao

D[AG,....0", X1, ..., X,)] = (DA, ....07, X1, ..., X,)

+ Y A, D007 X, X)
i=1

+ Y AW, 07X, DX X).
j=1

Demonstragao. Por simplicidade, consideremos r = s = 1. Notemos que A(f, X) =

C(A® 0@ X), onde C' = C3C? é uma composta de duas contragoes. Daf

D(A0, X)) =DC(AR0® X)
=C@DA)RIX)+C(AD0I X)+C(A®0®DX)
=9(A)0,X)+ A(D0, X) + A0, DX),
o que prova o resultado neste caso especifico sem perda de generalidade. O

Corolario 1.10. Se ©, e Dy coincidem em fungoes e em campos de vetores, entao

D =9,.
Demonstragao. Basta observarmos que ©(0(X)) = (960)(X) + 0D (X) O
Teorema 1.11. Dados V € X(M) ¢ uma fungio R-linear 6 : (M) — (M)

O(fX) =V(NX+[o(X), V(X [)eX(M)xC*(M)

Entio existe uma tinica derivacio tensorial ® em M tal que D3 =V e D} = 6.
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Demonstragdo. Seja 6 € TV(M) e definindo
D(0)(X) =V(0X) —0(6(X))

Através de um célculo direto vemos que D () é uma 1—forma e ® = D} satisfaz

as propriedades requeridas para uma derivagao. Para um tensor A € T%(M), definamos

(DA G, ....0", X1,.... X,) = D[A®B,..,0", X1, ..., X,)]

= ) A@' .. DO 0, X X)
=1

= ) A@ .0, X0, DX X).
j=1

Apés alguns célculos, verificamos que ©(A) € TL(M) e, dai, © é uma derivagao.

]

1.3 Meétricas Riemannianas

As métricas Riemannianas em variedades diferenciaveis, que passamos a definir

nesta se¢ao, sao pecas chaves para obter os resultados principais deste trabalho.

Definicao 1.12. Uma métrica Riemanniana g (ou tensor métrico Riemanniano)
em uma variedade diferencidvel M™ € um (0,2) tensor g definido em M™ que € simétrico
(isto €, g(X,Y) = g(Y,X) para todos X,Y € X(M)) e definido positivo (isto €,
9(X,X) >0 se X #0). Una variedade diferenciavel M™ munida de uma métrica

Riemanniana g é chamada uma variedade Riemanniana.

Uma métrica Riemanniana g determina um produto interno em cada espaco tan-
gente T,M, p € M", que é tipicamente denotado por (X,Y) := ¢(X,Y), para todos
X, Y eT,M.

Numa vizinhanga coordenada (z?,...,2") de M™ a métrica Riemanniana admite

a seguinte expressao:
n
; :
(,)=) gyda' ®da’,
ij=1
onde as funcoes

9ij = (0i, 9;).
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sdo chamadas as componentes de g. Assim, se X =77 | X'0ieY =377 | Y/0; sdo
campos diferenciaveis em M"™ entao

(X,Y) = (i gz-jda:i@)da:j) (X,Y)

ij=1

= Y gyda'(X)da' (Y)

1,j=1
n
o
ij=1
Uma vez que (, ) é definida positiva, a existéncia da inversa da matriz (g;;)nxn €

garantida. Suas componentes sao funcoes diferencidveis que denotaremos por g“.

Exemplo 2. Um exemplo obvio de uma variedade Riemanniana é o espago Fuclidiano
R™ com métrica Riemanniana
n
<, > = E 51](1.%2 X dxj,
ij=1

onde as funcoes componentes sao dadas por

1, sei1=7,
5ij — j
0, sei1#7.
Neste caso, se X = (X1,....X") eY = (Y',...,Y") sdo campos diferencidveis em

R"™ entao

(X, V) =) 65XV =) XY
ij=1 i=1
cotncide com o produto interno ussual em R™ de X eY.

1.4 A Conexao de Levi-Civita

Sejam V, W campos de vetores numa variedade Riemanniana M™, em cada ponto
p € M™ queremos calcular a taxa de variagao de W na direcao de V). Isso pode ser
feito naturalmente em R"™ com a derivacao de um campo com relagao ao outro. No

contexto de variedades, devemos introduzir o conceito de conexao

Definicao 1.13. Uma conexao V em uma variedade M é uma funcao

Vi X(M)x X(M) — X(M)
(V, W) = V(V,IW) = VW
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tal que

(Dy) VyW é C>(M)-linear em V;

(Dy) VyW € R-linear em W;

(D3) Vy(fW) =V (/)W + fVyW, para toda f € C®(M).

VvW € chamada a derivada covariante de W em relacao a V para a conexao V.

O axioma (D) nos diz que VW é um tensor em V', entdao podemos calcular seu
valor pontualmente, isto ¢é, se v € T,M temos V,W € T,M.

A conexao estara diretamente ligada a métrica desde que acrescentemos uma
compatibilidade com a meétrica e outra propriedade relacionada ao colchete de Lie,
conforme nos mostra o teorema da existéncia e unicidade da conexao de Levi-Civita.

Mas primeiro vejamos um resultado algébrico.

Proposicao 1.14. Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Se V- € X(M) seja V* a

1-forma satisfazendo
V*X)=(V,X), paratodo X € X(M).
Entao a fungao V-— V* € um isomorfismo C*°(M)-linear de X(M) para X*(M).

Demonstragao. Ora, esta aplicagao é C'°(M)-linear, pois é dada por 1-forma que é
C>°(M)-linear.

(a) Para a injetividade, suponhamos que V* = W*, assim, para todo Z € X(M),
temos (V,Z) = (W, Z) o que implica (V — W, Z) = 0 para todo Z € X(M), e dai
V=W.

(b) Agora, vamos provar que dada uma l-forma § € X*(M) existe um unico
campo vetorial V € X(M) tal que 0(X) = (V, X) para todo X € X(M). A unicidade
segue do item anterior. Para a outra parte é suficiente encontrar um V em uma
vizinhanga coordenada U arbitrdria. Seja 6 € X*(M). Entao 6 = > 60;dz' em U.
Tomemos V' = 7, . g0;0;. Entao, desde que as matrizes (g;;) e (g"/) sdo uma inversa

da outra, temos
(Vo) = (> 970:0;,00) = 970:(0;,0k) = > _0:g7gsr = > _ 0:0ik = 0 = 0(0y).
i i 0 i

Segue pela C'*(M)-linearidade que (V, X) = 6(X) para todo X em U. O
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Com a adi¢ao de duas novas propriedades temos a unicidade da conexao, conforme

o seguinte teorema.

Teorema 1.15 (Levi-Civita). Em uma variedade Riemanniana M™, eziste uma tnica

conexao V tal que
(Dy) [V,W] =VyW = Vy 'V,
(D5) X(V, W) = (VxV, W) +(V,VxW),

para todos X, V,W € X(M). V é chamada de conexdo de Levi-Civita e é caracte-

rizada pela equacao de Koszul
2(VyW, X) = V(WX)+W(X,V)-X(V.W)

- (VW X)) + W [X,V]) + (X, [V, IV]).

Para provarmos este resultado, basta calcularmos o lado direito desta equacao.
J4a a existéencia é obtida definindo VW pela expressao do segundo membro da equacgao
anterior. Um calculo direto, porém extenso, nos mostra que V satisfaz as propriedades

requeridas.

1.5 Curvatura

A seguir passamos a estudar a no¢ao de Curvatura em uma variedade Riemanniana

M™", que intuitivamente mede quanto M" deixa de ser euclidiana.

Lema 1.6. Seja M™ uma variedade Riemanniana com a conexao de Levi-Civita V. A

aplicagao R : X3(M) — X(M), denotada e definida por*
R(X, Y)Z = V[X’Y]Z —VxVyZ +VyVxZ,
¢ um (1,3) tensor em M. FEste tensor é chamado tensor curvatura de M™.

A demostracao do Lema 1.6 segue diretamente ao identificar R com a aplicacao
C°°(M)-multilinear
R: X*(M)x X(M)?
0,X.,Y,7)

C° (M)

_>
— R(0,X,Y,Z) = O(R(X,Y)Z).

1Esta definigao estd de acordo com [5] e [9].
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Devido ao cardter pontual, para x,y € 1), M podemos considerar o operador linear
R(xz,y) : T,M — T,M

que serd chamado de operador de curvatura. Vejamos algumas propriedades deste

operador.

Proposicao 1.16. Se x,y, z,v,w € T,M entao
(i) R(z,y) = —R(y, v);

(i1) (R(z,y)v,w) = —(R(z,y)w,v);

(1ii) R(x,y)z+ R(y,2)r + R(z,x)y =0;

(iv) (R(z,y)v, w) = (R(v,w)z,y).

A titulo de exemplo, faremos a demonstragao de (i7i). Consideremos XY, 7
extensoes dos vetores x,y, z de forma que os colchetes entre eles sejam nulos. Sejam

F:X(M)? — X(M) uma fungao R-linear e
GF(X,Y,Z) = F(X,Y,Z)+ F(Y,Z,X) + F(Z,X,Y)

a soma das permutacoes ciclicas de X,Y, Z. Uma permutacao ciclica de X,Y, Z deixa

GF(X,Y,Z) sem alteracao. Consequentemente,

SR(X,Y)Z = &(VyVxZ—VxVyZ)
= BVyVyZ—GVyVyZ = GVyV,Y —6VyVyZ
= BVx(VzY —VyZ) = 6Vx[Z,Y]=0.

Usando estas notagoes temos a segunda identidade de Bianchi como nos diz a
seguinte proposicao.

Proposigao 1.17. Se z,y,z € T,M entio &(V,R)(x,y) = 0.

Para a demonstragao, que usa uma vizinhanga normal, veja [9].
Agora vejamos uma expressao que nos diz que o tensor curvatura pode ser ex-

presso em termos do tensor métrico g.
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Lema 1.7. Em uma vizinhan¢a coordenada (x*, ..., x") temos
R(8y, 8,)0; = Z R0,
onde as componentes de R sao
k= % b~ % TR YRR y v

A demonstracao segue direto do célculo baseado na expressao de Vy,(V,0;) em

termos dos simbolos de Christoffel I';,, definidos por V,0; = 3, 0.

1.5.1 Curvatura de Ricci

Definimos o tensor curvatura de Ricci como sendo uma forma bilinear
Ric: X(M) x X(M) — C*(M)

dada pela contracao C3R do tensor curvatura. Desta forma, podemos calcular o tensor

de Ricci como sendo o traco

Ric(X,Z) =tr{Y — RxyZ} = i(R(X, E)NZ, E;),

i=1

onde {E;} , é um referencial ortonormal ao redor de um ponto p € M™.

1.5.2 Curvatura Seccional

Em T,M consideremos a fungao Q(v,w) = (v, v)(w,w) — (v,w)?, que representa

o quadrado da area do paralelogramo bi-dimensional determinado por v, w € T, M.

Proposicao 1.18. Seja II um 2-plano em T,M e sejam v, w € 1l dois vetores linear-

mente independentes. Entao

K(v,w) = —(R(g&g});};w>

independe da escolha da base de 11.

A demonstracao da Proposigaol.18 é obtida observando que K (v, w) é invariante

pelas transformagoes: {v,w} — {w, v}, {v,w} = {Av,w} e {v,w} = {v+ I, w}.
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Definicao 1.19. Dado um ponto p € M"™ e um 2-plano II C T,M, o nimero real
K(v,w) = K(II) é chamado curvatura seccional de 11 em p, onde {v,w} € uma

base qualquer de I1. Dizemos que uma variedade Riemannniana M"™ é flat quando

K=0

O préximo resultado é vélido para qualquer funcao satisfazendo a linearidade e

as simetrias do tensor R. No entanto, o enunciaremos apenas para este caso particular.
Proposicao 1.20. Se K =0 em p € M" entao R =0 em p.

Demonstragao. Temos que (R(v, w)v,w) = 0 para quaisquer v,w € T,M que geram
2-planos. Agora, usando polarizagoes algébricas obtemos que (R(z,y)v,w) = 0 para

todos x,y,v,w € T,M, o que mostra o resultado. O

A importancia da curvatura seccional provém do fato que o conhecimento de
K(II), para todo II, determina completamemte a curvatura R. Para mostrar isso
precisamos da seguinte terminologia.

Dizemos que uma aplicagdo multilinear F' : (T,M )4 — R é uma funcao tipo
curvatura se F' verifica as simetrias da Proposicao 1.16. Assim, da Proposigao 1.20
obtemos que se F(v,w,v,w) = 0 para todos v,w € T,M que geram 2-planos entdo
F=0.

Agora podemos mostrar que K determina R no seguinte sentido.

Corolario 1.21. Seja F' uma funcao tipo curvatura em T,M tal que

F(v,w,v,w)

K(v,w) = (v, v){w, w) — (v, w)?

para todos v,w que geram um 2-plano em T,M. Entao (R(z,y)v,w) = F(z,y,v,w)

para todos x,y,v,w € T,M.

Demonstracao. Consideremos

F: (T,M)' — R

(v,w,z,y) — Flv,w,z,y) = F(v,w,z,y)— (R(x,y)v,w).

Temos que F' é também uma funcao tipo curvatura. Por hipdtese, se v e w geram

um 2-plano em 7, M entao 1/7\(21, w,v,w) = 0. Logo, da Proposi¢ao 1.20 obtemos que

~

F =0, e o resultado segue. O]
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Toda esta discussao nos diz qual a expressao para R no caso de variedades de

curvatura seccional constante.

Corolario 1.22. Se M™ tem curvatura seccional constante C' entao

R(x,y)z = C{<Z,l’>y - <Z,y>l‘},
para todos x,y,z € T,M.

Demonstragao. Basta definirmos F(z,y,z,w) = C{(z, 2) (y,w) — (z,y) (x,w)} e uti-

lizarmos o Coroléario 1.21. O]

1.6 Imersoes Isométricas

Definicao 1.23. Sejam M™ e M wvariedades diferencidveis. Uma aplicacio dife-
rencidvel ¢ : M™ — M ¢é chamada uma imersao se a diferencial dip, = T,M —
Tw(p)M ¢ injetiva para todo p € M™. Se, além disto, ¥ é um homeomorfismo sobre
Y(M™) ¢ M™, onde (M) tem a topologia induzida por M, dizemos que v € um
mergulho. Se M" C M e a aplicacdo inclusdo v : M™ — M é um mergulho, entdo

. , . M
dizemos que M"™ é uma subvariedade de M .

Definigao 1.24. Sejam M™ e M variedades Riemannianas, com métricas {, ) e (, ),

. . = Fm . . .
respectivamente. Um difeomorfismo ¢ : M™ — M~ é chamado uma isometria se

(u, v)p = (dipp(w), dipp(v) )us(p)
para todo p € M"™ e todo u,v € T, M.

A seguir, ilustraremos uma maneira de construir uma métrica Riemannina numa
variedade diferenciavel.
. ——n+k . ~ ——n+k . S, . .
Seja v : M™ — M uma imersao. Se M possui uma métrica Riemannina

{(, ) entdo ¢ induz uma métrica Riemannina (, ) em M", pondo

(w, 0)p = (dop(u), dy(v))) )

para todo p € M" e todo u,v € T,M. Como di), ¢ injetiva, (, ), é positivo definido. A

métrica de M™ é chamada métrica induzida por v, e ) ¢ uma imersao isométrica.
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Neste caso, é costume denotar, e assim o faremos, as métricas (, ) e ((, )) por um
mesmo simbolo.
n 2 . . . . —n+k . ~
Se M™ é uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M e a aplicacao
. ~ n w5tk . ~ . o ~ . n s
inclusao ¢ : M™ — M ¢ uma imersao isométrica, entao dizemos que M™ é uma

. . . ——n+k
subvariedade Riemanniana de M .

Observagao 1.1. Para o que segque, lembremos que o fibrado tangente (para mais

detalhes veja [9] ou [5])de uma variedade diferencidvel M™ é a variedade 2n-dimensional
T™M = | J{T,M ; pe M"}.

Definicao 1.25. Sejam M™ e M wariedades diferencidveis. Um campo vetorial X
ao longo de uma aplicagio v : M™ — M é uma aplicacio X : M™ — TM tal que

noX =1, ondenw:TM — M € a aplicacio projecao.

, . k . ~ . ~
Se M™ é uma subvariedade de M , um campo X ao longo da aplicagao inclusao
Lo M — M 6 chamado um M -campo vetorial sobre M". Assim, X aplica a
cada p € M"™ um vetor tangente X, € TpM. Neste caso, dizemos que X é suave se

f € C®(M) implica X(f) € C=(M). O conjunto
X(M)={X; X é M-campo vetorial sobre M"}

é um médulo sobre C=(M). Observemos que se X € X(M) entdo X|ym € X(M).
Agora, seja M™ uma subvariedade Riemanniana de M Logo, cada espaco
tangente T, M é um subespaco de T},M e o produto interno de T, M decompoe T, M na

soma direta

T,M =T,M & (T,M)*, (1.2)

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Neste caso, vetores de
(T,M)* sdo ditos normais a M™.

De (1.2) obtemos, para todo v € T,M, que
v=u0v' + UL,

onde v’ € T,M e vt € (T,M)*. Segue que as aplicagdes projegoes 7' : TPM — T,M

et T,M — (T,M)* sdo R-lineares.
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Um campo vetorial N € X(M) é chamado normal a M™ quando N, € (T,M)*,

para cada p € M"™. Temos que o conjunto
X(M)Y*={NecX(M); N énormal a M"}

é um sub-médulo de X(M).

Para cada X € X(M), aplicando 7" e 7+ a cada X,, com p € M", obtemos
campos vetoriais X' € X(M) e X+ € X(M)*. Segue que as aplicacdes projecoes
T X(M) = X(M) e nt: X(M) — X(M)*+ sao C°(M)-lineares. Além disso, como
para todo X € X(M) temos a decomposicio X = X + X+ (de forma tinica) entio

X(M)=2%(M)® X(M)*.

1.7 A Conexao Induzida

. , . . . —n+k
Seja M™ é uma subvariedade Riemanniana de M~ . Denotemos por

V: X(M)x X(M) — X(M)
(Z,W) — VZW

. e k
a conexo de Levi-Civita de M.
Sejam V, X € X(M). Para cada p € M", sejam V e X extensdes locais suaves

. .. —n+k ~
de V e X, respectivamente, sobre uma vizinhanca U de p em M . A conexao

induzida em M™ ¢ M 6 definida pondo

V: X(M)xX(M) — X(M)

(V,X) — VyX = VvX vons

Temos que Vi X é um M-campo vetorial suave bem definido sobre M™ (cf. [9], Lema
4.1). Logo, considerando extensoes apropriadas de campos de vetores definidos em M™

obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 1.26. Seja V a conezdo induzida de M™ C M Se VW € X(M) e
X,Y € X(M) entdo

(1) Vy X é C®(M)-linear em V;

(2) Vy X € R-linear em X;
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(3) Vv(fX)=V(f)X + fVvX, para cada f € C>®(M);
(4) [V,W] =VyW —Vy'V;
(5) VIX,)Y) = (VyX,) + (X, VyY).

Para campos de vetores Ve W em M™, o proximo resultado nos garante que

(VyW)T coincide com a conexdo de Levi-Civita de M™.

Proposicao 1.27. Seja M"™ uma subvariedade Riemanniana de M Se VW €
X (M) entao
Vv W = (VyW) T,

onde V é a conexao de Levi-Civita de M™.

Demonstracio. Seja X € X(M). Consideremos extensoes locais X,V, W de X,V, W,

—n+k . . ,
em M | respectivamente. Consideremos também

FV,W,X) = V(W,X)+W(X,V) - X(V,T)

Assim, (VyW, X) = (Vi W, X). Portanto, sendo X € X(M) arbitrario obtemos que
VW = (VyW)T. =

A seguir, para fazer um estudo mais detalhado de M™, analisamos (Vy W)L

Proposicao 1.28. Seja M"™ uma subvariedade Riemanniana de M4 fungao
IT: X(M)xX(M) — X(M)*+
(V. W) = (VW) = (VyW)*

¢ C®°(M)-bilinear e simétrica. Il € chamada sequnda forma fundamental de

—n+k

M M
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Demonstrag¢io. Como VW é C®(M)-linear em V e R-linear em W entdo o mesmo

acontece com II. Agora, para f € C*(M),
Vv (fW) =V(H)W + fVy .
Como W € X(M) e a aplicacdo projegao 7= é C°°(M)-linear entao
LIV W) = (T (FW)E = (VW + FT0W)E = F(ToI0) = FII(V.W).

Assim, IT é C°°(M)-bilinear. Além disso,

II(V,W) = II(W,V) = (VyW)t — (Vi V)t = (VW =V V)t = [V, W] =0,
pois [V, W] € X(M). O
Juntando os resultados das Proposisoes 1.27 e 1.28 obtemos
VvW = VyW + I1(V,W), (1.3)

para quaisquer V., W € X(M), chamada férmula de Gauss.

Em cada p € M", I determina uma funcao R-bilinear

I

p-

TM xT,M — (T,M)*
(v, w) — IL(v,w) = 1I(V,,W,)
onde V,W € X(M) sdo tais que V, = v, W, = w. Paracada N € (T,M)™ fica associada

uma aplicacao R-linear auto-adjunta Aév : T,M — T,M dada por

(AN (@), y) = (I (2, 9), N) , @,y € T,M, (1.4)

O campo de operadores lineares auto-adjuntos AN : X(M) — X(M), definido pon-
tualmente pela expressao (1.4), é chamado operador de forma (ou endorfismo de
Weingarten) da subvariedade Riemanniana M™ na direcao N.

O seguinte resultado nos d4 uma expressio de AY em termos da conexao de

Levi-Civita do espaco ambiente A
Proposigao 1.29. Sejamp € M", x € T,M e N € (T,M)*. Entao

AN(z) = = (V.N) .

P
Esta expressao € chamada formula de Weingarten de M". Assim, para todo X €
X(M) temos
AN(X) = — (VxN)'
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Demonstracao. Sejam y € T,M e X, Y extensoes locais de x, y, respectivamente, e

tangentes a M™. Entao (N,Y) =0 e, portanto,

(A (@), y) = (IL(X,Y),N) = (VxY = VxY,N)(p) = (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p) = (-V.N.y),

para todo y € T,M. Logo, AY(x) = — (V:,;N)T : O

Definicao 1.30. Dizemos que uma subvariedade Riemanniana M"™ de M ¢ total-

mente geodésica quando 11 = 0.

1.8 Variedades Produto

A partir de variedades Riemannianas podemos obter outras variedades Rieman-
nianas. As variedades produtos, que passamos estudar nesta secao, sao um exemplo
dessa situacao.

Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis e consideremos

M x M3 ={(p,q); pe M" e g € My }.

1

Temos que se (z!,...,2") e (z"1,.

n+m) sao vizinhangas coordenadas arbitrarias

RN
para M7 e Mj", respectivamente, entdao (z',...,2"™™) é uma vizinhanca coordenada
para M x MJ'. Com esta estrutura diferenciavel, M{" x M3 é chamada variedade
produto de M7 por MJ".

Em uma variedade produto M7{* x M3" temos:
(a) as projecoes
m o M x M3t — M7
) = mpao = p,
me: MPx M3y — M

(p.q) — mpg) = q,

sao aplicacoes diferenciaveis de classe C*°;

(b) se M é uma variedade diferenciavel entao uma aplicacao ¢ : M — M x M é

diferenciavesl se, e somente se, m 0 ¢ e my 0 ¢ sao diferencidveis;
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c) para cada (p,q) € M x MJ*, os conjuntos
1 2

MP xA{gt ={(p.a) s pe M}, {p}x My ={(p,q); g€ M},
sao subvariedades de M{* x MJ*;
(d) para cada (p,q) € M} x M3", as aplicagoes
s s M x - M, 7 : x M3 — MJ",
1 My {a) i x{q} 1 2 (oM {r} 2 2

sao difeomorfismos.

Logo, do item (d) obtemos que os espagos tangentes
T My i=Tipq) (MY x{a}) ,  TipgMa = Tipq) ({p} x M3")
sao subespagos de T, 4 (M; x M,). Além disso,
Tip,g) (My x My) = Tty My & Tipq) M (1.5)

ou seja, cada w € T(y q) (M x My) pode ser escrito de forma tinica como w = wy + wo,
onde wy € T(p g My e wy € T(y g Mo.
Agora, se M{* e MJ" sao variedades Riemannianas entdao usando (1.5) podemos

munir de uma métrica Riemanniana o produto M{* x Mj".

Lema 1.8. Sejam M} e M3" variedades Riemannianas com métricas Riemannianas

g1 € ga, respectivamente. Entao g = g1 ® go, definida por
g(X,Y) :gl<X1aYv1)+92(X27Y72) (16)

para todos X = X1+ X, Y =Y, +Ys € X(M; x My), onde X1,Y; € X(M;) e Xo,Y5 €

X(M,), € uma métrica Riemanniana em M} x M3*, chamada métrica produto.

Demonstrag¢ao. Basta observarmos que sendo g1 e g2 (0,2) tensores simétricos e

definidos positivos entao o mesmo acontece com g. O

Também usamos
<X7 Y>(p,q) = <X17 Yi)p + <X27 Y2>q

para denotar a expressao dada em (1.6).
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1.8.1 Conexao de Levi-Civita em uma Variedade Produto

Para relacionarmos as conexoes de Levi-Civita de M7, M3" e M*x MJ* é necessario

estabelecermos as seguintes nogoes.
Definicao 1.31.

(i) Se f € C=(M,) entio o levantamento de f para M x Mi* é f = fom €
COO(Ml X MQ)

(it) Sewv € T,M, e g € M}" entdo o levantamento de v para (p,q) € M} x Mj* é

0 tnico vetor v € Tipq My tal que d (), , (V) = v.

(1ii) Se X € X(M;) entao o levantamento de X para M x M3 é o inico campo
X € X(My x My) tal que d(m1), ) (Xpg) = Xp € d(m2),,) (Xpg) = 0. O
conjunto

Ly (M) ={X ; X ¢ levantamento de X € X(M;)}

¢ chamado conjunto de todos os levantamentos horizontais.

Funcgoes, vetores tangentes e campos vetorias em M3' sao levantados para M x M3

de forma andloga via 5. O conjunto

Ly(My) ={V ; V € levantamento de V € X(Ms)}
¢ chamado conjunto de todos os levantamentos verticais.

Com relacao ao levantamento do colchete de campos horizontais e verticais temos

o seguinte resultado, que pode ser encontrado no Corolario 1.44 de [9].

Proposicao 1.32.

—_—

(i) Se XY € £4(M) entio [X,Y] = [X,Y] € £4(M)) (resultado andlogo para
campos verticais).

(ii) Se X € Ly(My) e V € £,(M,) entio [X,V] = 0.

Agora, podemos relacionar a conexao de Levi-Civita do produto M{" x MJ* com

as conexoes de Levi-Civita de M{" e MJ".
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Proposicao 1.33. Consideremos a variedade produto M = M x M3* munida

com a métrica produto. Sejam V', V2 e V as conexdes de Levi-Civita de M}, M3 e

Mner, respectivamente. Se X, Y € £4(My) e VW € £y,(M3) entao

(i) VxY € o levantamento de VY ;
(ii) VyW € o levantamento de VW ;
(i) VyX =0=VxV.

A demonstracao deste resultado pode ser feita diretamente através da férmula de

Koszul (veja, por exemplo [9]).

1.9 Geodésicas

Dada uma curva « : I — M"™ em uma variedade Riemanniana M", onde [ C R ¢
um intervalo, definimos um campo sobre o como sendo uma aplicacao Z : [ — T M tal

que Z(t) € To,yM, onde T'M denota o fibrado tangente de M™. Denotamos Z € X (o).

Proposicao 1.34. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, com conexdo de Levi-

Civita V. Se Z € X(«), entao eziste uma unica funcao Z — Z' € X(«) satisfazendo:
(i) (aZ1 +bZy) = aZi +bZ), para todos a,b € R;
g , dh ,
(i) (hZ) = EZ + hZ', para qualquer h € C*(I);
111) (Vo) (t) = Van(V), para todo t € I e todo V € X(M);
(*)
L d
(i) (21, Zo) = (21, Zo) + (21, Zy).

Demonstracao. Supondo a existéncia de tal funcao, consideremos um sistema de coor-
denadas (z',...,2") ao redor de um ponto de M™ e obtemos, apés alguns célculos, a

expressao
dz' ,
7' = —0; Z'N o (0;). 1.
> ot S 7Vul0) (1.7

A unicidade segue diretamente de (1.7). Para a existéncia, basta definirmos Z’ de
acordo com a expressao (1.7). Através de célculos diretos, mostramos que as quatro
propriedades sao satisfeitas localmente e, pela unicidade, obtemos a independéncia do

sistema de coordenadas. O
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Defini¢ao 1.35. Uma curva a: I — M™ é chamada geodésica se (/) = 0.

Através da equacao (1.7) obtemos que « : [ — M™ é uma geodésica se, e s6 se,

(% oa) xoa)d(xjoa)
= F k 1,... 1.
0 Z o ke{lon}, (1.8)

onde (z!,...,2") é um sistema de coordenadas ao redor de um ponto de M™ e Ffj sao
os simbolos de Christoffel associados.

Os teoremas de existéncia e unicidade de sistemas de equacoes diferenciais or-
dinarias de segunda ordem nos fornecem alguns resultados de existéncia e unicidade

para geodésicas, como os seguintes.

Proposicao 1.36. Se o, : I — M" sdo geodésicas tais que o/(a) = ('(a) em algum

ponto a € I entdo o = f3.
Proposicao 1.37. Dado v € T,M, existe uma tnica geodésica o, : I — M™ tal que
(1) av(p) =0 e a,(0) =v;

(1) a, € mazimal, i.e., tem dominio maximal.

1.9.1 A Aplicagcao Exponencial

Definicao 1.38. Seja v € V C T, M tal que a geodésica o, € definida ao menos em

[0,1]. A aplicagcdo exponencial ¢ a funcdio exp,:V — M tal que exp,(v) = a,(1).

Proposicao 1.39. Para cada p € M™, existe uma vizinhanca V da origem em T, M

na qual exp, € um difeomorfismo sobre uma vizinhan¢a U de p em M™.

A prova deste resultado é uma aplicacao direta do Teorema da Funcao Inversa e
pode ser encontrada em [9].

Por conveniéncia, vamos usar a seguinte terminologia. Se exp,, ¢ um difeomorfismo
em uma vizinhanga V' da origem em T, M, exp,V = U ¢ chamada uma vizinhanga
normal de p. Se B.(0) é tal que B.(0) C V, chamamos exp, B:(0) = B.(p) a bola
normal (ou geodésica) de centro p e raio .

O seguinte resultado garante a existéncia de referenciais especificos ao redor de

um ponto de M™, que muitas vezes facilita os calculos.
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Lema 1.9 (Referencial Geodésico). Seja M™ uma variedade Riemanniana com conexdo
de Levi-Civita V. Entao, para cada p € M™, existe uma vizinhanca U C M de p en
campos de vetores Ey, ..., E, € X(U), ortonormais em cada ponto de U, satisfazendo
Vi, Eij(p) =0. Uma tal familia E;, i =1,...,n, de campos de vetores é chamada um

referencial (local) geodésico em p.

Demonstrag¢ao. Sejam U = B.(p) a bola normal de centro p com raioe > 0e v : [ —
M uma geodésica radial, ligando p a ¢ em B.(p). Consideremos Fi(p),..., E,(p) um
referencial ortonormal em p e estendendo cada E;(q) = P(E;), i = 1,...,n paralela-
mente ao longo de v, e usando o fato de P ser uma isometria, obtemos n campos de
vetores F1(q), ..., F,(q) € X(U) ortonormais em cada ponto de U, uma vez que ¢ € U
é arbitrario. Agora, observando que Vg, E;(p), depende apenas do valor de E; e do
valor de F; ao longo da geodésica 7y, que no instante ¢ = 0 passa por p, com velocidade

7;(0) = Ej, temos que

d
Vi, Ei(p) =V Ei(v1)],_, = %(Ej(%' )))],—, =0,
pois E;(;(t)) é um campo paralelo ao longo de v;, j=1,...,n. O

1.9.2 Variedades Completas

Definicao 1.40. Dizemos que uma variedade Riemanniana M™ é (geodesicamente)
completa, se para todo p € M", a aplicagdo exponencial exp, estd definida para todo
v e T,M, isto é, se as geodésicas v(t) que partem de p estio definidas para todos os

valores do parametro t € R.

Com ajuda da distancia intrinseca d(p, q), definida como sendo o infimo dos
comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por partes ligando p a ¢, é possivel obter

o seguinte resultado cléssico, cuja demonstragao pode ser encontrada em [5] ou [9].

Teorema 1.41 (Hopf e Rinow). Seja M"™ uma variedade Riemanniana e consideremos

p € M™. Sao equivalentes:
(i) exp, estd definida em todo T,M;

(i7) os limitados e fechados de M™ sao compactos;
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(1i1) M™ € completa como espago métrico;
(iv) M™ € geodesicamente completa.
Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implica que

(v) para todo g € M™ eziste uma geodésica v ligando p a q tal que () = d(p,q),

onde £() denota o comprimento de .

1.10 Gradiente, Divergente e o Laplaciano

Definimos, nesta secao, alguns operadores que serao utilizados neste trabalho,
assim como algumas formas de calcula-los através do uso de um referencial ortonormal

geodésico {F;}"_; em uma variedade Riemanniana M™.

Definigao 1.42. Dada f € C*(M), definimos o gradiente de f como sendo o campo
Vf tal que X(f) =df(X) =(Vf, X), para todo X € X(M).

Com relagao a um referencial ortonormal geodésico {E;}" , em p € M, temos
VI = Eil)E
De fato, como Vf =" (Vf, E;)E;, entdo, usando a definicao acima, obtemos
VI = E)E

Definicao 1.43. Dado um campo X € X(M), definimos o divergente de X como

sendo

div(X) =tr (Y — VyX).
Em um referencial ortonormal geodésico {E;}! , em p € M, temos
div(X) =) Ei(a"),
onde
X = ZmlEl

De fato,

div(X) =tr (Y = VyX) =) (Vg X,E)=> (V5 () _2'E)) E).

i % i
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Como

Vi (27 Ej) = 'V, Ej + E(2')E; = Ei(2?) E
uma vez que o referencial {F;}; é geodésico em p, entao
divX =Y (Ei(2))Ej, E)) =Y Ei(a?)(E;, E) =Y E(a").
ij irj i

Definicao 1.44. Para f € C®°(M) temos Vf € X(M) e, a partir dai, definimos o

Laplaciano de f, Af, como sendo
Af =div(Vf).
Em um referencial ortonormal geodésico {E;}, em p € M, temos
Af = ZE’L<EZ(f))

De fato, como

Ve V[ = Vg (Z Ej(f)Ej) = V5Ei()E;
J J
= > {Ei(E;(/)E; + E;(f)VEE;}
J
= Y Ei(E;(f)E;,
J
uma vez que Vg, E; = 0, pois o referencial {E;}" , é geodésico em p. Logo, como
Af=div(Vf)=tr(Y — VyVf),

temos que

Af =3 0 BB (N)E, ) =D BB (N)(E;, B) = > B Ei(f):

§ i P
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Imersoes na Variedade Produto

R x M"™

2.1 Hipersuperficies em R x M"

Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional, com métrica Rie-
manniana ( , )y e conexao de Levi-Civita ¥ V.

No que segue, consideraremos a variedade produto M = R x M™ munida com
a métrica produto, dada no Lema 1.8. Por simplicidade, escrevemos a métrica produto

da forma

<? >:dt2+<> >M>

isto é, se 0; denota o vetor unitario que gera R, entao para vetores x = A\0; + x* e

y = o+ y* em Mnﬂ, com z*,y* € T,M, temos

(z,y) = A+ (2", y" ) m-

Ao longo deste trabalho, para cada t, € R, as subvariedades M;’ = {to} x M"
serdio chamadas de slices de M.

Como um caso particular da Proposicao 1.33 temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1. Sejam MV eV as conexoes de Levi-Civita de M™ e MRH, respecti-

vamente. Se X € £4(R) e VW € £,,(M) entdo

(i) VyW € o levantamento de M\ W ;
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(ii) VyX =0=VxV.

Como uma consequéncia direta deste resultado obtemos a seguinte caracterizacao

dos slices.
Corolario 2.2. Os slices de M sio totalmente geodésicas.

Demonstragao. Do item (i) da Proposigao 2.1 obtemos que a segunda forma funda-

mental de M ¢ dada por
IH(V,W) = (VyW)t = (MVyW)*t =0,

para todos V,W € £,(M). Assim, segundo a Definicao 1.30, M ¢é totalmente
geodésica. O]
Para uso futuro, mostramos aqui o seguinte resultado.

Lema 2.1. Com as notacgoes estabelecidas acima, %tat = 0.

Demonstra¢io. Como (9;,0,) = 1 entdo 0 = 0,(0;, 0,) = 2(Vy,0,,0;). Assim Vy,0, ndo
tem componente na direcao d;. Logo, existe V € £, (M) tal que V5,0, = V. Agora,

como (0, V) = 0 entao do item (i) da Proposic¢ao 2.1 obtemos

0 — at@t, V> - <Vat8t, V) + (@,V@V) - <Vat8t, V)
——
0
Assim V5,0, também nao possui componentes nas direcdes de M™. n

No que segue, iremos considerar uma imersao isométrica ¢ : X" — Rx M"™ de uma
variedade Riemanniana n-dimensional orientada, conexa, completa X" na variedade
produto M= R x Mm. Abreviaremos tudo isso dizendo simplesmente que
1 X" — R x M™ é uma hipersuperficie completa.

Exemplos de hipersuperficies no produto R x M™ sao dados pelo chamados graficos

verticais, que passamos a descrever.

Exemplo 3. Sejam Q) um dominio conexo de uma variedade Riemanniana conexa M™

eu € C®(Q). O grdfico vertical de u em R x M"™ € a hipersuperficie

Y u) = {(u(z),z);x € QF CR x M".
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Dizemos que um grdfico vertical é inteiro quando 2 = M™. A métrica induzida em €2

a partir da métrica produto do espago ambiente via X" (u) € dada por

<7>:du2+<7>M"'

Para uma hipersuperficie completa ¢ : ¥ — R x M", denotemos por V a conexao
de Levi-Civita de 3" e por N seu campo de vetores normais unitarios. Notemos que

as formulas de Gauss e Weingarten sao dadas, respectivamente, por

VxY =VxY + (AX,Y)N (2.1)

AX = —VxN, (2.2)

para quaisquer X,Y € X(X), onde A : X(X) — X(X) indica o operador de forma de
Weingarten de ¥ com relacao a sua orientacao V.

De fato, temos que

0 = X(N,Y)=(VxN,Y)+ (N, VxY)
= <(va)T + (va)L,Y> + (N, (ﬁxY)T + (v){Y)L>
= (VxN)T,Y) + (N, (VxY)*).

Agora, como AX é a componente tangencial de —V x N (veja Proposicdo 1.29), ou seja,

AX = —(VxN)T e II(X,Y) = (VxY)*, temos que
AX,Y) + (II(X,Y),N) = 0 = (AX,Y) = (II(X,Y), N).

Dai, I1(X,Y) = (AX,Y)N. Portanto, a férmula de Gauss, VxY = VxY + I1(X,Y),
torna-se VxY = VyY + (AX,Y)N.

Para a férmula de Weingarten, temos que 0 = X (N, N) = 2(VxN, N), ou seja,
(VxN,N) = 0. Como VxN = VxN + (VxN)i, entdo ((VxN)*,N) = 0, para
todo N € X(X)*, o que implica (VxN)+ = 0,VX € X(X). Portanto, a férmula de
Weingarten (veja Proposicao 1.29),

AX = = (VxN)" = = ((VxN) +0) = = ((VxN) "+ (VxN) ') = =VcN.
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Definigao 2.3. Seja v : X" — R x M™ uma hipersuperficie completa. A curvatura

média H de X" € definida por

1
H(p) = tr(4), pes",

onde A € o operador de forma de X" com relagdo ao campo de vetores normais unitdrios

N.

2.2 A Equacao de Gauss e o Tensor de Ricci de uma
Hipersuperficie em R x M"

Um fato bem conhecido é que o tensor curvatura R da hipersuperficie X" pode
ser descrito em termos do operador de forma A e do tensor curvatura R de R x M"

pela equaciio de Gauss, dada por
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)* + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX, (2.3)
quaisquer que sejam os campos vetoriais tangentes X, Y, Z € X(X).
De fato, a equacio (2.3) ¢ valida pois
RIX.Y)Z = VixyZ—VxVyZ+VyVyZ
= (Vixy2)' = (Vx(VWv2)")T + (Vy(Vx2)")T
= (Vin2)" = (VxVy2)" + (VyVx2)" + (VxVy2)"
—(VyVx2)" = (Vx(Vy2)) + (Vv (Vx2)")'
= (RX,)Y)Z)" 4+ (VxVyZ2)" = (VyVxZ)'
—(Vx(Vy2)")" + (Vy(Vx2)")".
Usando a equacio (2.1), obtemos
RX.Y)Z = (RX,Y)Z)" + (Vx(VyZ +(AY, Z)N))"
—(Vy(VxZ +(AX, Z)N))" = (Vx(VyZ2))T + (Vy(Vx2)")T
= (R(X,Y)Z)" + (VxVyZ)" + (AY, Z)N(VxN)"
—(VyVx2)" —(AX, Z)(VyN)" = (VxVy2)" +(VyVx2Z)"
= (R(X,Y)Z
= (R(X,Y)Z

)"+ (AY, Z)(—AX) — (AX, Z)(-AY)
)T+ (AX, Z)AY — (AY, Z)AX,
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como queriamos.

Lema 2.2. Sejam X € X(X) e Ricy : X(X)* = C*(X) a curvatura de Ricci de X7,

entao

Rics(X,X) =Y (R(X,E)X, E;) + nH(AX, X) — (AX, AX),

onde {E;}I € um referencial ortonormal local de X(X).

Demonstracao. Usando a equagao de Gauss, obtemos
R(X,E)X = (R(X,E)X)" + (AX,X)AE; — (AE;, X)AX.

Assim, temos

Rics(X, X) = i(R(X,Ei)X,EO

= i(ﬁ(x, E)X,E;)+(AX, X)) (AE; E) - Y ({(AE;, X)AX, E;)
= Y (R(X,E)X,E;) + nH(AX, X) = Y (AX, E;)(AX, E;)
= Y (R(X,E)X,E;) + nH(AX, X) — (AX, AX).

i

2.3 As funcoes altura e angulo

Vamos analisar duas funcoes que estao naturalmente ligadas a hipersuperficie X"
imersa no espaco produto R x M™, a saber, a funcao altura h = (FR)’E e a funcao

angulo n = (N, 0y).

2.3.1 A funcao altura

Temos que a fungao altura h em X", h : ¥" — R, é dada por h(t,q) = t.
Calculemos o gradiente de h, Vh, sobre X".
Seja X € X(X), entdo podemos escrever X = f0, + X*, onde X* é tangente a

M™ e, assim,

(Vh,X) = X(h) = fO.(t) + X*(t) = [.
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Como

(X,00) = (fO, +X",00) = [,

segue que (Vh, X) = (0, X) e dai

onde ()" denota a componente tangencial de um campo vetorial em X (WH) ao longo
de X"

Portanto, temos
VA =1 -7, (2.5)

onde | | denota a norma de um campo vetorial sobre X",

2.3.2 A funcgao angulo

Analisemos a funcao angulo n = (N, 0t). Calculemos primeiro seu gradiente.

Temos que

<V’I7,X> = X<N, (9t> = <vXN, at> + <N,vX8t>
= <_AX7 at> = <_AX7 atT> = <_AX7 vh>
= (—=A(Vh), X).
Como o campo X € X(X) é arbitrario, segue que Vi = —A(Vh).

O célculo do Laplaciano de n é um pouco mais complexo e sera dado no lema

seguinte.

Lema 2.3. Sejam ¢ : X" — R x M"™ uma hipersuperficie com orientacio N e

n = (N,d,) sua fun¢ao dngulo. Se X" tem curvatura média H constante, entdo
A= — (Ricear(N*, N*) + | A]*)n,

onde Ricy denota a curvatura de Ricci da fibra M™, N* € a projecao do campo vetorial
normal unitdrio N sobre a fibra M™ e |A| é a norma de Hilbert-Schmidt do operador

de forma A.
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Demonstracao. Seja { Ex}7_, um referencial ortonormal geodésico local de autovetores

de A em p € ¥ fixado, entao, em p, temos

An = Y EpEy(n) =) E.Ey(N,0)

k=1
k=1
— ZEk Vg N,0,) = ZEk AE},, 9,). (2.6)
k=1 k=1
Denotemos por
ZalEl (N,d,)N (2.7)
e
AE, =) huE. (2.8)
1
Entao

Ew(AEy, 0)) = (Vg AEy, 0) + (AE), Vg, 0;)
= (V5D huEr), o)
]
= Z Ey(hi)(Ep, Or) + Z hia(V g, Er, Or)
! I
= Z Ek’<hkl)<El> Z OéjEj -+ <N, 8t>N>
l J
+ Y (Vi B, 0 + (N,9,)N)
I
= Y Ei(hw)oy+ Y (Vg Ey, (N, 0,)N)
! !

= ZEk(hkl)al + (N, 0y) Z hi(Vg, Ei, N).
! !

Acima usamos que a parte tangente de ka E; é nula em p, uma vez que o referencial
foi tomado geodésico em p.
Como N é ortogonal ao espaco tangente onde Ej estd inserido, vale (E;, N) = 0,
dai
Ew(E;,N) =0= (Vg E, N) = (E;,—Vg,N) = (E|, AE},).

Sendo A autoadjunta, temos (Vg, Ej, N) = (Vg Eg, N) e dai

hiw = (AEy, Ey) = (Vg Ej, N).
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Portanto,

AEk,at ZEk hkl Oél+ N 8t Zh

Assim, pela equagao (2.6), temos no ponto p,

An o= =Y O E(hw)o + (N,0)Y  hiy)
= = Exlhw)oy + (N, 0) Y h7)
kol Kl

=~ Bulhw)or + (N, 0)|AP). (2.9)

Analisemos, agora, o valor de Zk,l Ey(hg)ay. Como hyy = (Vg Ey, N), temos que

Ey(hy) = Ew(VgE, N)
= (Vg,VgEy, N)+ (Vg Ey, Vi, N)

Sendo o referencial ortonormal {Ey}?_, geodésico em p, temos (Vg Ex)" =0 em p e

daf (Vg Ey, AE,) = 0 e, assim, obtemos
Ei(ht) = (Vi Vg Ey, N).

Agora, observemos que Vg, 5,1 Ex = 0, pois sendo {Ej}_; um referencial ortonormal

geodésico em p, temos que

(B, Ey] = vElEk_kaEl
= VgEy+ (AE;, N)N — Vg, E, — (AEy, E))N
= (AE, E\)N — (AE,, E)N = 0.

Assim,

Ey(hw) = (Vg VgEy,N)— (VgVg E, N)+ (Vg Vg B, N)
= (Vg Ve E,— Vg Ve E,N)+ (Vg Ve E, N)
= (R(E;, E})Ey, N) + (V5 Vg, E, N)
= ( (Ey, Ex)N, Ex) + El<kaEkaN> - <kaEk7vElN>
— (R(Ey, Ey)N, Ey) + E/{AEy, Ey) + (Vg Ey + (AEy, E,)N, AE)
—

R(E;, E,)N, Ey) + E/(AEy, E).
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Somando, agora em k, obtemos

> EBi(hw) = — Y (R(E;,E)N,E) + E(> (AEy, Ey))

k
— — Ric(E;, N) + Ey(nH)

= — Ric(E);, N),

uma vez que H é constante.

Logo,

ZEk<hk:l)al = — Zalm(El,N) = — m(ZalEl,N)
k,l l l
= — Ric(d;, — (N,0;)N, N)

Notemos que

Ric(0,, N) = Ric(N,9,) = > (R(N, E,)d,, Ey) = 0.

De fato, temos que [N, Eg] € X(R x M"), dai [N,Ey] = a0, + X, X € X(M) e
V[N,Ek]at = aV,0, + Vx0, = 0. Pela mesma razio, V0, = 0. Logo,

}_%(N, Ek)at - v[N7Ek]at - vaEkat + kavNat = O

e, consequentemente,

m(&g, N) = O

Assim,

ZEk(hkl>al = (N, 9;)Ric(N, N). (2.10)

Substituindo a equag@o (2.10) na equacao (2.9), obtemos

An = = ((N,0)Ric(N,N) + (N, 0)|A[)
= — (Ric(N,N) + [A])n.

Para concluirmos a demonstracao, provaremos que

Ric(N,N) = Ric(N*, N*) = Ricy (N*, N*).
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Como N* é a projecao do campo vetorial normal unitario N sobre a fibra M"™, entao
N =no; + N*, entao
Ric(N,N) = Ric(nd;+ N*,n0; + N*)
= 1*Ric(0;, ;) + 2nRic(d;, N*) + Ric(N*, N*).
Sendo E} a projecao do campo vetorial E; sobre M", temos que E; = f;0, + E}, onde
fi = (E;,0,), dal
01, E;] = Vo, B — Vg0, =Vo,fi0+ E}) =V (s,0,+50:
= ()0 + [iV,00 + Vo, E} — [N 5,0, — Vp:0,
= 0i(f)0,

e, assim, v[at,Ei]ﬁt = 0,(fi)V,0, = 0. Temos também que V0, =0. Entdo

R<at7 Ez)at = 07

e, consequentemente,

Ric(0,,0) = Y (R(dh, Ei)oy, Ei) = 0.

i=1

Como 0 = Ric(d;, N) = nRic(0,,0;) + Ric(0;, N*), segue que Ric(d,, N*) =0. Logo,

Ric(N,N) = Ric(N*, N*) = Ricy (N*, N*).

2.4 O Principio do Maximo Generalizado de Omori-

Yau

O préximo resultado é uma ferramenta analitica devido a H. Omori e S. T. Yau
[8, 14], conhecido como o Principio do Maximo Generalizado de Omori-Yau e serd

utilizado na demonstracao do principal resultado desta dissertacao.

Lema 2.4. Sejam X" uma variedade Riemanianna n-dimensional completa com cur-
vatura de Ricci limitada inferiormente e f : ¥ — R wuma funcao suave limitada

inferiormente. Entao existe uma sequéncia (pg) em X" tal que

Jim f(py) = inf f, lim [Vf(pe)[ =0e lim Af(p) > 0.



Capitulo 2. O Principio do Maximo Generalizado de Omori-Yau 51

A demonstracao deste resultado foge aos propdsitos deste trabalho, mas pode ser

encontrada em [3] e [11].



Capitulo 3

Um Teorema tipo Bernstein em

R x H"

3.1 O Espaco Hiperbdlico

Consideremos o semiespago
H" = {(z1,...,2,) € R"; z, > 0},

e introduzamos em H" a métrica Riemanniana g = (, )g» cujas componentes sdo dadas

por
gij(xlv""xn) = o (31)
'TTZ
onde
1, set1=73,
5@']’ — ]
0, sei##j.

denotam as componentes da métrica usual de R"”. H" é chamado o espago hiperbdlico
de dimensao n.

Afirmamos que o espaco hiperbélico H” tem curvatura seccional constante igual
a —1.

De fato, faremos uma boa parte do calculo numa situagao mais geral.
Defini¢ao 3.1. Duas métricas ( , ) e (, ) em uma variedade diferencidvel M sdo
ditas conformes se existe uma funcgao diferencidvel f : M — R, positiva, tal que para

todop € M e todo u,v € T,M tem-se

(u, U>p = f(p)(u, U>>p'
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Notemos que a métrica (3.1) de H" é conforme a métrica usual do espago eucli-
diano R".
Consideremos em H™ a métrica
0
gzj - F27
onde F' é uma funcgao positiva diferencidavel em H™ e observemos que esta métrica ¢é
conforme & métrica usual de R™. Denotemos por ¢ = F?4;; a matriz inversa de g;; e

0
facamos log F' = f. Assim, indicando por £ f = fj, temos
Zj
0Gi 2

Oik
— Py = =25 1
or; T FsTY 2l

Para o calculo dos simbolos de Christoffel, temos que

1 0 0 0
s = = —q. L Gmi — —— G
1 0 0 0
D Sy s — ——q.: S F?
9 {axz ik + 8:1:j ki 8:1:kg”}
= —0ifi — Oif; + 0ij frs

e dai concluimos que se os trés indices sao distintos, Ffj = 0, e, que para dois indices
iguais, temos
_ J o J o i
_fj7 Pii - fja Fij - _fi7 Fii - _fi-

Observemos que, para o calculo dos coeficientes da curvatura, temos

- 1
Riij = Y Ry =Rl = Rl— 72
l
0
o l l J J
. {z I a1

0
Como —TY, = fi; e I‘j = —fi, teremos

8!Ej
F?Riji; = — Z fifi v £ =[] = 2+ £+ fij + fa
Liil#]
= =) R+ R+ +fat fise
l
Além disto, se os quatro indices sao distintos, R;j;; = 0, e, que para trés indices

distintos, temos

—fufi — frjs Bl = fifw + frir Riy = 0. (3.2)
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0 .
Finalmente, como e —— sao ortogonais, a curvatura seccional do plano gerado
oz, 0z
0 o
por e — ¢
al’i a.l‘j
Riiii
jij 4
Kij — = = Ry I’
9ii9jj

= <_Zfl2+fz'2+fj2+fii+fjj> F?
l

2

n’

Particularizando para o caso F? = z2, obtemos f = logx,. Neste caso, se i # j e

j # mn, teremos

sei=mn, j #n, teremos

Kuj = (~f2 4 f24 ) F? =~y = -1
n
finalmente, se i # j, j =n, teremos ainda K;, = —1. Usando as expressoes em (3.2)
e a Proposicao 1.18, concluimos que a curvatura seccional de H" é constante e igual a
—1. Provando assim nossa afirmacao.
E possivel mostrar que as geodésicas (retas perpendiculares ao hiperplano x,, = 0
e circulos de H" contidos em planos perpendiculares ao hiperplano x,=0 e cujos centros

estao neste hiperplano) de H" estao definidas para todo ¢t € R. Assim, o Teorema de

Hopf e Rinow (Teorema 1.41) nos garante que H" é completa.

3.2 Um Teorema tipo Bernstein em R x H"

Vamos, agora, enunciar e provar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 3.2. Sejam 1 : ¥ — R x H" uma hipersuperficie completa com sequnda
forma fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que a
funcdao angulo n de X" verifigue n > 6 > 0, para uma escolha apropriada do campo
de vetores normais unitarios N e para alguma constante §, e que a funcdo altura h

satisfaca

B2 < % a2 .
VA < AP, (33)

para alguma constante 0 < a < 1. Entao ™ é um slice.
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Demonstracao. Pela condicao dada da funcao angulo, podemos escolher sobre ¥" um

campo vetorial normal unitario N tal que (N, 0;) > § > 0. Dai segue que

}ggg n(p)

existe e ¢ um numero positivo.

Por outro lado, pelo Lema 2.3, obtemos que
A1 = —(Ricya(N*, N*) + | A]*)n,

onde N* ¢é a projecao do campo vetorial normal unitario N sobre H", isto ¢, N* =
N — n@t

Como a curvatura seccional de H" é igual a —1, temos que
Run (X,Y)Z = —((X, Z)Y — (Y, Z)X)

quaisquer que sejam X,Y, 7 € X(H"). Dai, tomando um referencial ortonormal local
{X1,..., X, } de X(H"), temos que
Ricy(N*,N*) = > (Ryn(N", X;)N*, X, )ue

i

N N X (X N V). K
= N N X, X+ (i, N
= VN — (X N
= —n(N*, N*)gn + Z<Xi= N*)un (X, N7 )
— _n<N*,N*>Hn+<JZ\7*,N*>Hn
— —(n— 1)(N*, N")un.
Como N* = N —nd;, temos que (N*, N*)g» = 1—n? e, usando a equacao (2.5), obtemos
Ricga(N*, N*) = —(n — 1)|Vh[2.

Portanto,

An = —(=(n=1)|VA[* +[A[")n = ((n — DIVA]* = [A])n.
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Da hipétese (3.3), obtemos que (n — 1)|VA|* < a|A|? e daf temos que
An < (al AP = [AP)n = (1 - a)|A'n <0, (3.4)

para alguma constante 0 < o < 1.
Vamos, agora, mostrar que a curvatura de Ricci de X", Ricys,, é limitada inferior-
mente.
Observemos que se X € X(X) e {F4,..., E,} é um referencial ortonormal local
de X", entao, pelo Lema 2.2, temos
Rics(X,X) =Y (R(X,E)X, E;) + nH(AX, X) — (AX, AX).

Notemos que

—nH(AX, X) + (AX, AX)

IA

| — nH(AX, X) + (AX, AX)|

IA

n|H[[(AX, X)[ + [(AX, AX)]
< (nlH||A[+[AP)IX]?

e dai
nH(AX, X) — (AX, AX) > —(n|H[|A] + |AP)| X |*.
Assim,
Rics(X,X) > Y (R(X,E)X, E;) — (n|H||A| + |A]")| X|*
Temos que

(R(X, E)X, E;) = (R(X", E)) X", E),

onde X* = X — (X,0,)0; e Ef = E; — (E;,0,)0; sao as projegoes dos campos vetoriais

tangentes X e F; em X(H"), respectivamente. Dali,

(R(X,E)X,E)) = (R(X*,E))X", E})un
= _(<X*7X*>H"<E:7E:>H" - <E:7X*>H"<X*7E:>H">

= —((X* X (B, B dmn — (X7, B ).
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Substituindo os valores dos campos, temos

(RX,E)X E) = —((X = (X,00)0, X = (X,0)00)(E; — (Ei, 0)0,, E; — (E;, 0,)0)

X — (X,0)0,, E; — (Ei, 8,)0,)%)
(X, X) — (X,0,)? — (X,0,)’
H(X, 0020, 0)) (| B:? — (Ei, 0,)?)

—(
=
—(
{
—((X, Ei) = (Ei, 0)(X, 0h) — (X, 0)(Ei, 0) + (X, 0)(Ei, 0)))
—(
—(
—(

(X,

(X7 = (X, 00") (1 = (B, 00)%) — (X, Eq) — (Ei, 01)(X, 0p))*
| XJ* = [X[(E:, 00)* — (X, 00)" + (X, 0)*(E;, 0y)°

(X, E)* = 2(X, E)(E;, 0)(X,00) + (B, 0)*(X, 0,)°)).

Tomando a somatéria em 7, obtemos

D (R, ENX Ey) = —(nIX]* = X[ 3 _(B:,0)* = n(X, 0,
| b0 B0 - OB
+ 2(X,9,) i(x, E)E;, é) — (X, 0,)* Z(E 9:)?)
= —(n]X[* - |;<I2Z<Ez,8?>2 —n(X, 8?>;

i

+(X,00)*> (E,0]) XZXE

7 7

= —(n|X]> = |X[*) (E;, Vh)* = n(X,Vh)

+ (X, Vh) Y (E;, Vh)* — (X, X)
+ 2(X, Vh)(X,Vh) — (X,Vh) > (E;, Vh)?)
= —(n|X|* - |X|2<Z<Vh, E)E;, Vh)

— (X, Vh)* + (X, Vh)() _Vh,E;)E;, Vh) — |X|?

+2(X,Vh)? — (X, V) (Vh, E)E;, Vh))

i
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= —((n = DIXP = [XPIVh] = n(X, Vh)*

+ (X, VR)|Vh|]? +2(X,Vh)? — (X, Vh)|Vh|?)
= —((n = 1|XP — |XPIVh[> = (n - 2)(X,Vh)?)
= —(n—D|XP+|VhX]*+ (n—2){(X, Vh)%.

Dai, obtemos

> (R(X.E)X. E) > ~(n — )| X[

Portanto,
Rics(X,X) > —(n — 1)|X[* = (n|H[|A] + [A]*)| X%,
ou seja,
Ries(X, X) = —((n — 1)+ n|H||A| + |AP)| X % (3.5)

para qualquer X € X(X). Consequentemente, como estamos supondo que H é constante
e A é limitada, temos que Ricy, é limitada inferiormente.
Agora, estamos em condigoes de aplicar o Lema 2.4 para a fungao angulo 7 e,

assim, garantir a existéncia de uma sequéncia de pontos (py) em X" tal que
lim An(p) >0 e lim n(px) = inf 7.
k—o0 k—o0 b
Consequentemente,
. 2 o2
= inf n*.
Jim 77 (pg) = inf 7
Portanto, de (3.4), obtemos
0 < lim An(py) < —(1— o) lim [AP(pg) infn < 0.
k—o0 k—o0 b
Desde que infy, 17 é um ntimero positivo, segue que
lim |A]*(px) = 0.
k—o00

Agora, usando mais uma vez a hipétese (3.3), obtemos

© dim AP () = 0

n — 1 k—oo

0 < lim |VA|*(p) <
k—o0

e dai

lim [Vh[*(py) =0,
k—oo
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O que 1mphca pela rela(;éo (25) que
.llf7]2 = lin 7]2 Pr) = 1.
IZ kﬁl 00 ( k>

Mas n? < 1, portanto, n* = 1 ou |Vh|? = 0. Logo existe t, € R tal que h = t; e,

consequentemente, 3" é um slice.

Observemos que

nH? < |AP. (3.6)
De fato, consideremos os vetores

n—uvezes Nn—vezes n—uvezes

—N—
u = (kl, ...,kl,kg, ...,kz, '--7kn7 ...,kn),
v=(ki,...kn, ki,okn, o, ki, k) € R

onde os k; sao os autovalores de A.

Assim,
(u,v) =ki1d> jki+ked ki+ . +k,D ki
= Zj k> ki =n*H?.
Notemos que

lul? = nk? + nk3 + ... + nk? = n|A|?

P =KADY K+ > K =n|AP

-~
n—uvezes

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
[{u, )| < [ullo] = |ul?
e dai

n*H?* < n|A]*> ou nH?<|A]?

como queriamos.

Do Teorema 3.2, obtemos o
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Corolario 3.3. Seja ¢ : ¥" — R x H" uma hipersuperficie completa com sequnda
forma fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que uma

das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) A fung¢ao angulo n de ™ verifique n > 6 > 0, para uma escolha apropriada do

campo de vetores normais unitdrios N e para alguma constante 6.

(b) H? <21,

n

Se a funcao altura h de X" € tal que

no

h?< —H? )
[V < O H?, (3.7)

para alguma constante 0 < o < 1, entao X" é um slice.

Demonstragao. Suponhamos que a condigao (a) é satisfeita. Da desigualdade (3.6) e

da hipdtese (3.7), concluimos que

bl

no a
|Vh|2§n—1H2§n—1| i

ou seja, a hipétese (3.3) é verificada e, portanto, o resultado segue do Teorema 3.2.

No caso da condigao (b) ser satisfeita, a hip6tese (3.7) nos da
|Vh|? < M g2 cg <.
n—1
Assim, pela equagao (2.5), temos que
”=1—|Vh*>1-a>0.

Portanto, a funcao angulo 7 satisfaz a condi¢ao (a) e, assim, o resultado segue como

no caso anterior.

3.3 Graficos Verticais Completos em R x H"

Nesta tultima secao, vamos estudar o caso em que a hipersuperficie imersa é um

grafico vertical.
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Seja X™(u) = {(u(x),z);z € Q} C R x H" um grafico vertical completo. Temos
que a fungao g : R x H* — R, dada por g(t,z) =t — u(x), é tal que X" (u) = g~ 1(0).
De fato,
g7'0) = {(t,z) e R x H"g(t,z) = 0}

= {(t,z) e Rx H";t = u(x)}

= {(u(z),r) e R x H"}

= {(u(z),z);z € H"}
= X"(u).

Além disso, para todo campo vetorial X tangente a R x H", sendo X* = X — (X, ;)0
a projecao de X em X(H"), Vg o gradiente de g e Du o gradiente de u em H", entdo

(Vg. X) = X(9) = (X,0)0(9) + X*(g)
= (X,0,) — X" (u) = (X,0;) — (Du, X™)
= (0, X) — (Du, X)
= <at - DU, X>7
pois Du é tangente a H". Portanto,

Vo(u(z), z) = O u(@)a) — Du(z),

para todo = em H". Assim, o campo vetorial unitario
1

N(z) = —/——

V14 |Dul?

onde |Du| é a norma com respeito a métrica hiperbdlica ( , )gn, define a orientagao de

(O (u(z)2) — Du(z)), € H",

¥"(u) tal que n = \/ﬁ > 0. Consequentemente, de acordo com a equagao (2.5),

temos

[Vh[* = 1—(N,8,)*

1
:1_—aumm_D 782
{ 1+\DU|2< | (w@).2) — Dul(x)), Or)
1
= 1- m((aﬂ(u(@,m)ﬁt) — (Du(x),d,))?
1

1 — =
1+ |Dul?’



Capitulo 3. Graficos Verticais Completos em R x H" 62

ou seja,

Du?
pe = P |
VAl 1+ |Dul? (3:8)

Do Teorema 3.2 e da equagao (3.8), temos

Corolario 3.4. Seja X"(u) um grdfico vertical completo em R x H", com sequnda
forma fundamental A limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que a
fun¢ao angulon de X"(u) verifigue n > § > 0, para uma escolha apropriada do campo

de vetores normais unitdrios N e para alguma constante 6. Se a func¢ao u satisfaz
2 1 2
| Du|” < AT, (3.9)
n—1
entao u = t, para algum t, € R.

Demonstragao. Da hipotese (3.9) e da equagao (3.8), temos que

1 1
2 2
VA" < n—1 (1+ |Du|2> 4]

Considerando « tal que 0 < o < obtemos que

1

1+ |Dul?

VA< 2 |AP,
n—1

com 0 < a < 1, que é a hipdtese (3.3) do Teorema 3.2. Portanto, aplicando o Teo-

rema 3.2, ¥"(u) é um slice, logo a fungao altura h é constante e, consequentemente,
|[Vh|* = 0. Sendo |Vh|* =
u = tg‘ L]

temos que Du = 0, logo existe ty € R tal que

Finalmente, o Coroldrio 3.3 juntamente com a equacao (3.8) nos fornecem o

Corolario 3.5. Seja ¥"(u) um grdfico vertical completo em R x H", com sequnda
forma fundamental limitada e curvatura média H constante. Suponhamos que uma

das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) A fungdo dangulo n de X™(u) verifique n > 6 > 0, para uma escolha apropriada
do campo de vetores normais unitdarios N e para alguma constante 9.

n—1

) H? < "
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n
Se |Dul? < —1H2, entao u =ty para algum ty € R.
n_

Demonstra¢ao. Suponhamos que a condigao (a) seja satisfeita. Da equacao (3.8) e da

n
hipétese |Dul? < —1H2, obtemos
n —

n 1
Vh|* < : 2
VAl “n—1 1+ |Dul?
1
Considerando o tal que 0 < a < 15 Dul Duf? obtemos que
a2 < g2,
n—1

com 0 < a < 1, que é a hipétese (3.7) do Corolario 3.3. Portanto, aplicando o
Corolario 3.3, ¥"(u) é um slice. Logo, existe ty € R tal que u = t.

Suponhamos, agora, que a condi¢ao (b) é satisfeita, entdao a equagao (3.8), jun-
n n—1 1
-1 n  1+4|Dul*

n
tamente com a hipétese |Dul? < —1H2, nos dao |[Vh|* <
n p—

. 1
ou seja, |Vh|2 S m

|[Vh|? < a < 1. Assim, pela equagao (2.5), temos que

Tomando « tal que 0 < a < obtemos que

1+ [Dul?’

”=1—|Vh?*>1-a>0.

Logo, a fungao angulo 7 satisfaz a condigao (a). Portanto, o resultado segue como no

caso anterior.



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

ALIAS, L.J.; DAJCZER, M; RIPOLL, J. A Bernstein-type Theorem for Rieman-
nian manifolds with a Killing field, Ann. Glob. Anal. Geom. 31, 363-373, 2007.

BERARD, P.; EARP, R. S. Examples of H-hypersurfaces in R x H" and geometric
applications, Mat. Contemp. 34, 19-51, 2008.

BEZERRA, K.S. Um teorema de rigidez para hipersuperficies CMC' completas
em variedades de Lorentz, Universidade Federal do Ceara (UFC), (Dissertacao de

Mestrado), 2009.

BOMBIERI, E.; GIORGI, E. de; GIUSTI, E. Minimal cones and Bernstein prob-
lem, Invent. Math. 7, 243-268, 1969.

DoCARMO, M. P. Geometria Riemanniana, Instituto de Matematica pura e
aplicada-IMPA, Rio de Janeiro, 4¢ Edicao, 2008.

ESPINAR, J.M.; ROSENBERG, H. Complete constant mean curvature surfaces
and Bernstein type theorems in M? x R, J. Diff. Geom. 82, 611-628, 2009.

LIMA, H.F.; PARENTE, U.L. A Bernstein type theorem in R x H", Bull. Braz
Math Soc, New Series 43(1), 17-26, 2012.

OMORI, H. Isometric immersions of Riemannian manifolds, J. Math. Soc.

Japan.19, 205-214, 1967.

O’NEILL, B. Semi-Riemannian geometry with applications to relativity, Academic
Press, Los Angeles, 1983.

PARENTE, U.L. Alguns Resultados Tipo-Bernstein em Variedades Semi-
Riemannianas, Universidade Federal do Ceara (UFC), (Tese de Doutorado), 2011.



65

[11] PIGOLA, S.; RIGOLI, M.; SETTI, A.G. Mazimum principles on Riemannian
Manifolds and applications, Memoirs of the American Math. Soc., vol. 174, number

822, 2005.

[12] ROSENBERG, H. Minimal surfaces in M?* x R, Illinois J. Math., 46, 1177-1195,
2012.

[13] SIMONS, J. Minimals varieties in Riemannian manifolds,Ann. of Math., 88, 62-
105, 1968.

[14] YAU, S.T. Harmonic functions on complete Riemannian manifolds, Comm. Pure

Appl. Math., 28 201-228, 1975.



