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Resumo

A proposta desta dissertacao esta relacionada com o estudo das principais
familias de distribuigoes de probabilidade generalizadas. Particularmente, estudamos
as distribuigoes Beta Pareto, Beta Exponencial Generalizada, Beta Weibull Modificada,
Beta Fréchet e a Kw-G. Para cada uma delas foram obtidas expressoes para as fungoes
densidades de probabilidade, funcoes de distribuicao acumuladas, funcoes de taxa
de falha, funcoes geratrizes de momentos, bem como foram obtidos os estimadores
dos parametros pelo método da méxima verossimilhanca. Finalmente, para cada

distribuicao foram feitas aplicagoes com dados reais.
Palavras-chave: Distribuicao Beta Pareto, distribuicao Beta Exponencial

Generalizada, distribuicao Beta Weibull Modificada, distribuicao Beta Fréchet,

distribuicao Kw-G, momentos, método da maxima verossimilhanca.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to study the main families of generalized
probability distributions.  Particularly we study the distributions Beta Pareto,
generalized Beta Exponential, Beta Modified Weibull, Beta Fréchet and Kw-G. For
each one of these distributions we obtain expressions for the probability density
function, cumulative distribution function, hazard function and moment generating
function as well as parameter estimates by the method of maximum likelihood. Finally,
we make real data applications for each one of the studied distributions.

Keywords: Distribution Beta Pareto, Distribution Beta Generalized
Exponential, Distribution Beta Modified Weibull, Distribution Beta Fréchet,

Distribution Kw-G, moments, method maximum likelihood.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos alguns modelos de distribui¢oes de probabilidade
baseados na distribuicao Beta.

No capitulo 1, apresentamos a distribuigao Beta Pareto (DBP) introduzida por
Akinsete, Famoye e Lee (2008), cuja distribui¢do é muito importante na literatura,
pelo fato de ser uma generalizacao da familia da distribuigao Pareto. Neste capitulo,
discutimos algumas propriedades desta distribuicao, bem como expressoes para a
média, desvio médio, variancia, curtose e entropia.

No capitulo 2, definimos a distribuicao Beta Exponencial Generalizada (BEG)
introduzida por Barreto, Santos e Cordeiro (2010), motivada pela ampla utilizagao da
distribuicao Exponencial, e também pelo fato de que essa generalizagao proporciona
maior flexibilidade para analisar situagdes mais complexas. A distribuicao BEG
representa uma generalizacao de algumas distribuicoes, tais como, a distribuicao Beta
Exponencial discutida por Nadarajah e Kotz (2005) e a distribuicdo Exponencial
Generalizada introduzida por Gupta ¢ Kundu (1999).

No capitulo 3, trabalhamos com a Beta Weibull Modificada (BWM) introduzida
por Silva, Ortega e Cordeiro (2010). Essa distribuigao é capaz de melhorar a modelagem
de dados cujo ajuste é realizado por modelos tradicionais. Além disso, permite testar
a qualidade do ajuste de varias distribui¢oes conhecidas, como submodelos.

No capitulo 4, apresentamos a distribui¢do Beta Fréchet (BF) introduzida por
Barreto, Cordeiro e Simas (2011). Ela unifica algumas distribui¢oes anteriormente
propostas, proporcionando uma visao geral destas distribui¢oes para estudos tedricos.
A distribuicao BF é motivada pela ampla utilizagdo da distribuicao de Fréchet, e
também pelo fato de que a generalizagao fornece mais flexibilidade para analise de
dados assimétricos.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos a distribuicao Kw-G, introduzida por



Cordeiro e Castro (2010), em que estudamos alguns casos dessa distribuigdo, em
particular, a distribuicao a Kw Fréchet que é nossa contribuicao teodrica para esta
dissertacao. Esta distribuicao foi baseada nas distribuicoes Fréchet e de Kumaraswamy.

Vale salientar que em todos os capitulos foram discutidas expressoes para a fungao
de densidade de probabilidade, funcao de distribuicao acumulada, expancoes para as
fungoes de distribuicao e densidade, expressoes gerais para os momentos, momentos
das estatisticas de ordem, e estimacao dos parametros. Ao final de cada capitulo,
apresentamos aplicagoes para mostrar que a distribuicao em discurssao tem o melhor
ajuste em relagao aos outros modelos.

Os gréficos apresentados neste trabalho foram feitos utilizando-se a linguagem de
programagao computacional R em sua versao 2.15.0.

Todos os capitulos foram escritos de forma independente, de tal maneira que cada
um deles possa ser lido independente de outro. Desta forma, algumas defini¢oes e/ ou

resultados podem aparecer em mais de um capitulo.



Capitulo 1

A Distribuicao Beta-Pareto

1.1 Introducao

A familia da distribuicao de Pareto é bem conhecida na literatura por causa
de sua capacidade em modelagem do tempo de duracao de componentes ou tempo
de vida de individuos. Este fato é justificado, em funcao das distribuicoes existentes,
muitas vezes nao se ajustarem de forma satisfatoria ao conjunto de dados reais em
estudo. . Existem na literatura véarias formas da distribuicao de Pareto e suas
generalizagoes como por exemplo a distribui¢ao de Pareto Generalizada (DPG), que é
utilizada na modelagem de dados de valores extremos devido a sua densidade apresentar
cauda longa. A distribuicao de Pareto foi estendida para a distribuicao de Pareto
transformada chamada de distribuicao Burr. Outras distribuigoes como a exponencial,
a poténcia, a logistica e a distribui¢ao qui-quadrado sao relacionadas com a distribuicao
de Pareto por meio de algumas transformacgoes. Muitos autores, incluindo Choulakian
e Stephens (2001) tinham reivindicado a versatilidade da DPG na modelagem de varios
tipos de dados com cauda longa. Isso motivou uma outra generalizacao da distribuicao
Pareto, a distribuicao Beta Pareto. Neste capitulo, vamos iniciar com uma discussao
sobre a distribuigdo Beta Pareto, introduzida por Akinsete, Famoye e Lee (2008),
assim como discutir algumas propriedades desta distribui¢ao. Expressoes para a média,
desvio médio, variancia, curtose e entropia serao obtidas. Utilizaremos o método da

méaxima verossimilhanga para estimar os parametros desta distribuicao.



1.2 A distribuicao Beta-Pareto

Definicao 1.2.1 X tem distribuicio Beta com pardmetros o e [ se sua fung¢ao

densidade ¢ dada por

1
B(a, B)

1
onde B(a, B) = / 2711 — x)"ldz, é a funcio beta.
0

N1 —2)% 2 e (0,1),0,8 >0,

fx) =

A fungao de distribuicdo acumulada (fda) para uma classe de distribuigoes
generalizadas é definida por Eugene (2002) como sendo uma aplicagao inversa da fda

F(z) para uma variavel aleatoria da distribui¢ao beta,

G(v) = B(;,ﬁ)/o t7 (1 — )P, (1.1)

onde a > 0 e B > 0 sao dois parametros adicionais, cujo papel é introduzir assimetria

e variagao do peso da cauda, respectivamente.

Defini¢ao 1.2.2 Definimos a funcao densidade de probabilidade (fdp) correspondente

de G(x) como sendo

1
B(a, B)

No presente estudo, F(z) é a fda de uma variavel aleatoria Pareto com funcao

densidade definida por f(y) = k0% /y**, k>0, 6 >0, y> 6. A fda da distribuigao

g(x) = [F(2)]* 1 — F(x)]ﬁ’lF/(:c),a: € R. (1.2)

Pareto é dada por

FKx):]——(%>_é

Definicao 1.2.3 Definimos a fungao densidade de probabilidade da distribuicao Beta-

Pareto com parametros «, (3, 0, e k denotada por BP(«, 3,0, k) como sendo

g(x) = m{l — (%) _k}a_1<%) _kﬁ_l, x>0,a,8,0 k>0. (1.3)

Considere y = (2/0) %, desta forma podemos mostrar que

éwg@szl
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De fato, como dy/dx = —k(x/0)™"710 = dx = (—0/k(x/0)"*1)dy, entdo

/900 g(x)dr = /900 93(12,5) {1 - (%) _k}a_l<%> e

/ T gy = / ) QBZ; 500 (5)

e 1 o B B

A fda da distribui¢ao beta-Pareto obtida da expressao (1.1), denotada por G(z),
pode ser descrita por G*(z) = 1 — G(x). Podemos obter a fun¢ao densidade para a

distribuigao beta-Pareto (DBP) a partir da expressao (1.3), assim

0= [ amam- () VG Tz o

Considere y = (t/6) %, assim

dy/de = —k(t/0)*11/0 = (=k/0)(t/0) " = dv = —0/k(t/0)""",

substituindo em (1.4) temos:

0

0 o B(zad)
= /oBm,my =)y = e p)

em que B(z;a, 3) é a fungao beta incompleta com z = (x/6)~*. Logo,

0

,0< 2z <1,

0 = [zt e



B(z;a,5)
Glr) = 1-— 1.5
@ B(o.) =
2P 1 11—« (1-a)2—-a).(n—a) ,
= 1_B(a,ﬁ){5+6+1z+m+ (B +n) z —i—}
Note que, substituindo @« = 1 = f, na expressao (1.5) reduz-se a fda da

distribuicao Pareto.

De fato, a expressao (1.5) é dada por

2 1 1—042 (1—04)(2—04)...(71—04)2”
G(z)=1 —B(a,ﬂ){ﬁ+ﬁ+1 +.+ WG+ n) +}

onde z = (x/0)%. Para a = 1 = 3, temos

B 2P 1 1-a l-a)2—a)..(n—a) ,

= 1-—=z
- 1-(5)

1.2.1 Casos especiais

a) Caso 1: Quando @ = f = 1, a DBP na expressao (1.3) reduz-se a fdp da
distribuicao Pareto com parametros k e 6.

De fato, note que

Substituindo a = § = 1 temos,

i) = (-G Y6 =56 =50 =
k60 ko*

- Oy :Wa k>0,0>0y>86.

b) Caso 2: Quando o = 1, a DBP com parametros «, 3, 0 e k se reduz a distribuigao
Pareto com parametros k3 = c e #, com funcao densidade dada por

ct°
f(x)zﬁ,c>0, 0>O, ZEZQ



De fato, note que

glz) = m@ - (f)_k}a_l(f)_kﬂ_l, v >0,0,5,0,k > 0.

Substituindo @« =1 e kf = ¢ temos,

k x\ kY0 s\ —kB-1 | gRBFL k068 ch°
9(z) = 6B(1 5){1 B (5) } (5) T g kB kaﬁ“ﬂ ~ e >0,6>0,

c) Caso 3:
Teorema 1 Se X ~ BP(a,3,0,k), entao a varidvel aleatoria ¥ = (X/6)7% tem
distribuigao arco-seno com o« = 1/2 = .
Demonstragao: Usando o método da transformagao, é possivel mostrar que a variavel

aleatoria Y tem funcao densidade arco-seno dada por

1 1
1) = (=) (=—=).0<y<1
™AWyl =y)
De fato, seja Fy (y) a fda de Y,entao

B =P <y =P((¥) " <) =pP((2) <v)=P(L <) =
P(5 ) =r(aes ) = (e (5)) (x> ) (3

(%)

v

gl

N——
I

Derivando em relacao a y, obtemos a densidade de Y

fr(y) = Fyly) = —F}(@Yl/’f)e(_%)yukl
= fX(le/k)%yl/kl

- sl () 1T )

L SN PR NN L ARV S v/
1

= (1 - y)a_lyﬂ_17y > 0.



Se w = 1/2 = 3, entdo podemos escrever a expressao acima como sendo

1 —-1/2 —1/2

fry) = W(l_y) 2y~
1 L 1

B(1/2.1/2) VivI—y

1

y(1—vy)

1
— ) O<y<l.
m

d) Caso 4:
Teorema 2 Se X ~ BP(a,3,0,k), entdo a variavel aleatoria Y = flog(X/0) tem
distribuigao log beta, com parametros «, k e k/f. Isto é, Y ~ logbeta(a, k, k/[5).
Demonstragao: Usando o método da transformacao, vamos mostrar que a variavel

aleatoria Y tem funcao densidade dada por

fly) = (%) (1 - exp( - %))Q_lel’p(—yk),() <y < oo. (1.6)
De fato,
o = o <= p(an(3) 1) = < 5= < (2) -
= P(X < fexp (%))
Logo,

fy(y) = fX(GeXp (%))9% exp <%>
£ {1 - (Beplu/B)y oyt (Sesplu/D) 0

~ 6B(a.B) 6 5 5 OxP
= et (el ) el el )

- e () (e ()

— (%) (1 — exp( — %))a_l exp(—ky),y > 0.



De acordo com Dufresne (2005), se Y ~ logbeta(a, b, c), entao

fly) = k(a,b,c)exp—by(l — exp —cy)“_l, y >0

em que

B cI'(a+ IE’)
k(a,b,c) = WF(S)

Demonstracao: Considere a = a, k = b e k/f = ¢ = [ = b/c substituindo na

expressao (1.6), obtemos

b a—1
fly) = W(l—exp(—cy)) exp(—by)

— W(l — exp(—cy))* ' exp(—by).

Fazendo, ,

I b

Hobye) = Tt )

[(a)I'(2)

obtemos,
fly) = k(a,b,c) exp —by(1 — exp —cy)*~".
[ ]
e) Caso 5:

Corolrio 1 Se X ~ BP(a =1, 3,0,k), entao a variavel aleatoria Y = flog(X/0) segue
uma distribuigdo exponencial com média 1/k.

Demonstracao: Se X ~ BP(a =1,3,0,k), entdo Y = flog(X/0), temos a funcao
densidade dada por:

fly) = i 3) (1—6Xp<—@))a_leXp(—yk),O<y<oo.

BB(a, B

Substituindo e = 1 em f(y) temos,

fly) = m<l—exp(—%>>oexp<—yk):
= ﬁ(l — €Xp ( - %))06XP(—y/€) = kexp(—yk),y > 0.
B



f) Caso 6:
Corolrio 2 Se X ~ BP(a, 3,0, k), entao a fdp para a variavel aleatoria Y = Slog(X/0)
é uma integral que representa a fungao beta com k£ = 3, ou um caso especial para a
distribui¢ao beta-Weibull, BW (a, 3, ¢, 7).
Demonstragao: Seja k = (3, pelo Teorema 2, a fdp da variavel aleatéria Y pode ser

escrita como

fly) = B(; 5) P —yB(1l —exp—y)*™, 0<y< oo
De fato, note que
B B Byt
fly) = 3B(a. B) (1 — exp < - F)> exp(—yp3)
= By~ o) ey
= B(; 5 P —yB(1 — exp—y)* .

Este é um caso especial da distribuigao beta-Weibull, BW (a, 3, ¢,v), no qual
o mesmo foi discutido em Famoye (2005), com ¢ = 1 = v. A densidade pode ser
representada também pela integral da funcao beta, de acordo com Zwillinger e Kokoska

(2000),

o 1
/ exp —tp(1 — exp —t)7'dt = 1.
0 q

z
=

1.2.2 Outros tipos de distribuicoes beta-Pareto

Johnson (1994) discutiu vérios tipos de distribui¢bes Pareto. A densidade
fly) = k6% /4" k> 0,0 >0,y > 6, é chamada de Pareto do tipo I. As funcoes de
distribuicao acumulada das variaveis Paretos tipos I1, 11 e IV sao, respectivamente,
dadas por:

FQ(x):1—(1+%)_a, >0, C, a>0,

10



Cesz

() =1- (z+C)

x>0, C, a, b>0,

R =1 [+ (5] vsm 6 A as0

o

Substituindo a fungao de distribui¢ao Fy(x), F3(z) e Fy(x) na expressao

1
B(a, B)

obtemos a funcao densidade destes tipos de distribuigoes beta-Pareto, respectivamente.

g(x) = [F@)* 7ML = F()) 7' F (),

De fato,

93(7) = B(;, {1~ <xc j;) ) (1 o %)ﬁ_l (1 - Ce™¥(a+C)™)

1 Ce b ya-1 [ Cete \P1 et a
- B(a,ﬂ){l_ (x—i—C’)“} (m) (;c+0)a(b+ x—l—C’)

- S ()

0 = gyt -5 T { SN

- <z>}“1< s
e ()l (T e (5T

11



1.3 Algumas propriedades para DBP

1.3.1 O comportamento do limite

Lema 1 O limite da densidade da beta-Pareto quando x — oo é 0 e o limite

quando x — 0 é dado por

oo, 0<a<l,

lim g () 7oa=1
0, a>1.

Demonstracao: De fato, para x > 0, «, 3,60,k > 0 temos

fim g(z) = JLI?BO{QB(Z,@{“ (%)_k}a_l(g)_w—l}
kya—1 kB+1
- {93(];,5) 93520{1 - <g> } <§> }

Note que, 8/x — 0 quando z — oo, pois x > .
Assim,

lim g(z) = 0.

T—00

Por outro lado,

i o) = o i {- (7)1 (G) )

Vamos analisar os seguintes casos:

e ll<a<l==-1l<a—-1<0=a—-1<0,assim

lmg(e) = m}%{u—(l)—k]l—a(%)_w_l}

= OQ.

12



. k ) T\ —kB-1
lm g(w) = miﬂ%(a)

B k

= 6B(L5)

B k

0

_ kB

- 2

o o >1
o) = gt G) 1T G) )
- TEe -0
= 0.
Portanto,
o, 0<a<l,
limg(z) = ¢ &, a=1,

1.3.2 Tranformacao

Teorema 3 Se Y é uma variavel aleatoria da distribuicao Beta com parametros

«a e [, entao a variavel aleatoéria

el

X =601-Y)F,

segue a DBP com parametros o, 3, 0 e k.

Demonstracao: Utilizando o metdédo da transformagao, mostraremos que a variavel
aleatoria X tem fdp dada pela expressao (1.3).

De fato,
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NODIRION
Q{) €T —ky a—1 €T —k‘,B-i—kk’ €T —k—1
- F(;)rf;){1_<§> oG G =
€T —ky a—1 €T —kﬂ—l
RS I R

Portanto, a variavel aleatéria X = 6(1 — Y)_% segue uma DBP com parametros

a, 5,0 e k.

1.3.3 Unimodalidade

Teorema 4 A DBP é unimodal em xy. Quando 0 < a < 1, o ponto zg = 0 e

quando « > 1 o ponto x( é dado por

e

Demonstracao: Derivando a expressao (1.3) obtemos,

et 3 T M) M (B ) N
XON)

S 1 O (B ) ) R O N R

< ()

- G - G) TG B G) T )

- gl () TG e @) - () 0
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[gualando a expressao (1.7) a zero,obtemos zq = € como ponto critico para a
fungao g. A segunda derivada da fungao g igual a zero nos dé xg = 0, o qual ndao pode

ser um ponto modal, uma vez que X > 6 > 0. Resolvendo a terceira derivada obtemos

o) - ws0fi- ()] -0
bo-1(5) w0+t (5) =0
(ka-n+m6+0)(5) ~ks+1 =0
(ko —1)+ (8 +1)(5) " k1) =0,

k(a—1)+(k:5+1)<%> —kB+1,=

A kB +1
(5) T ha—DrkBrD))

(Q)k: kB +1 N

x (k(a—1)4+ (kB +1))’

9_’“: kB +1 _

¢ (k(a—1)+ (k8 +1))’

e Mkla = 1)+ (4 1))
kB +1 ’

. <k(a—1)+(k:ﬁ+1))t.
kB +1

Como x > 6, é necessario que

o)~ 0fi- ()] 23

e que por vez acarreta a > 1. Se a = 1, entao zy = 6, o qual coincide com o ponto
critico na primeira derivada na expressao (1.7). Se 0 < o < 1, a DPB ¢é uma fungao

decrescente em x e seu ponto maximo é xy = 6. Isto conclui a prova.

1.3.4 Funcao taxa de falha

Definicao 1.3.1 A funcado tazxa de falha de uma varidvel aleatoria X com densidade
g(x) e fungao distribuicao acumulada G(x) € dada por

15



em que g(x) e G(x) sao dadas pelas expressoes (1.3) e (1.4), respectivamente.

Utilizando estas expressoes a funcao de falha para a DPB pode ser expressa por

o=

Me) = A ——7a =N /2 (-l —a) =)\ o\
GHEen) @) () () )
De fato
) et -G G
Mz) = 2P 1 11—« 1l-a)(2—a)..n—a) ,
1_(1_B(a,ﬁ){g+ﬁ+lz+m+ (B 1 n) z +}>
k 2\ —kya—1 /N —(kB+1)
B eB(a,ﬁ){l_ <5> } <5>
= T
b () " Oty
k x\ ~kya-l
. =) G G
T\~ (1—« T k (1—-a)2—a)..(n—a) z\"F
(5) { <6+1;><5> o+ );'(ﬁJr)n)( )(5> oo
k x
: it (5) p — |
1 1—ay sz k )(2—a)...(n—a) fz\ "k
Gr (D6 a6 )
Note que se a = 1 = 8 em h(x), temos a func¢dao de falha para a distribuicdo
Pareto.

De fato, fazendo a substitui¢cao obtemos
—ky 1-1
-G
h(z) = & 0

A representagao grafica da func¢ao densidade (1.3), para § =k =2, § = 3 e para

alguns valores de « é dada na Figura (1.1).

16
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o
[ [ [ [

Figura 1.1: Fungao Densidade da distribuigao BP(«, 3,0, k) para alguns valores de «
eparaf=k=2e6 =3.
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Fazendo uma analise do grafico, na Figura (1.1), observamos que para « = 3,0 e
B =k=2e6 =3 fixos, o grafico é mais assimétrico a esquerda em relagao aos demais.

Lema 2 O limite da funcao de falha para a distribuicao beta-Pareto quando = — oo é

zero e o limite quando z — # é dado por

limh(x) = ¢ &2

z—6 0> ’

A representagao grafica da funcdo taxa de falha da distribui¢ao BP(«, 3,0, k) para
alguns valores de « e para f =k =2 e # = 3. ¢ dada na Figura (1.2).

18



Funcao de Falha

o _
N — o=3.0
-~ a=1.0
...... a=05
0 _
ey o ‘
E -
) :
o _
o
S -
[ [ [ [ [ [
4 6 8 10 12 14
X

Figura 1.2: Funcao taxa de falha da distribui¢ao BP(«, (3,0, k) para alguns valores de
aepara f=k=2ef=3.

19



1.4 Momentos para a DBP

Vamos determinar, primeiro, o valor esperado para a quantidade (X/60)". Em
seguida, a partir de manipulagoes apropriadas, obtemos o valor esperado de X". Por

definicao,

A integral definida pela funcao beta nos permite escrever o r-ésimo momento

como

BE(X") = 9?%. (1.8)

Fazendo r = 1 na expressao (1.5), obtemos a média para a DBP e seré expressa por

o BB -1/k)Y DTG k) T+ Lo+ ATE - 1/k)
n=B00) =o{ =5 = f e T R T~ TET et %—9)1//4)'
E interessante notar que quando o = 1 = 3, a expressdo (1.9) reduz a

Ok
B(X) =

em que esta expressao é a média da distribuicao Pareto.
De fato, fazendo a substituigao obtemos
_orera-1/k) . ra—1/k) 0k

EX) = Fore—1m — 9r(1)%r(1 —1/k) k-1

As expressoes dos momentos, da variancia (0?), da assimetria (a3) e da curtose

(cvy) para a DBP podem ser escritas, respectivamente como

o? = 92[3(04,/3 —2/k) _ (B(Chﬁ - 1/743))2} _ F(QQF(Q +B8) T(B—-2/k) 12,

B(a, B) B(a, B) a+pB-2/k) T(B)
(1.10)
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De fato, sabemos que:

0% = E(X?) — (E(X))?, dai segue que

LB—2/k)

et = (2505
0 = (PG’
Logo, ’
o po(T@UB=2/k)T(a+8) 5\ ,of TLla+p)
o’ =40 <F(Oz + 08 —2/k) D'(a)['(5) H ) =40 <F(a R

A assimetria é dada por

rg )

B2(a, B)B(a, B — 3/k) — 3B(a, ) B(a, f — 1/k)B(a, 8 — 2/k) + 2B(a, § — 1/k)

g3 =

De fato, sabemos que

ks s — 3popn + 2u°
3 = 3 =

3 3
ky? (uy — pi?)?

Y

além disso,

ks = s — 8 = E(X?) — [B(X)].

52— 92<B(O;(ﬂa,_52)/k>> _ 92(3(0"5 - 1/l<r>>2

[SI[e)

ks

B(a, B)B(a, B —2/k) — B?(«, B — 1/k)%

(BB —2/k)  Baf- b\, Bla BB,
Gl ) = (¢

(1.11)

B —2/k)— B*a, 3 — %))2

Bl(a, B) B*(a, B)
63 2 2
- W(B(Q,B)B(a,ﬁ —2/k) — B*(a, 5 — 1/k))?,

21
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B(a, 3 —2/k) B(a, 3 — 1/k)
B(a, B) B(a, B)
_ Bl B —2/k)(B(o, 3 — 1/k))

popy = E(X?)E(X) = 6°

Bl =Yy B(ess =

B(a, ) B3(a, B)
e /W) Bl — 2K) ) (0,5~ 1/k)
3B(a, B —3/k Bl -2 k)B(a,B —1/k B3, B—1/k
! Bad)_ 0 (0, 5) M)
W{B(avﬂ)B(avﬂ - Q/k) - BQ(Q7B - 2/k)}
93{32(04, 8)B(a, B — 3/k) — 3B(a, B)B(a, B — 2/k)B(a, § — 1/k) + 2B3(a, f — 1/k)}
_ B3(a, )
7 )
Bia 31 P 5)Blas § = 2/k) = B(ap = 2/)}

B?*(a, B)B(a, B — 3/k) — 3B(a, B)B(a, B — 1/k)B(a, B — 2/k) + 2B3(a, 8 — 1/k)
{B(Q»B)B(Oz,ﬁ —2/k) — B*(a, 8 — 2/k)}§

Finalmente, a curtose é dada por

T(B)
[B(o,9)B0, 6~ 2/k) — B0, —1/k}

(1.12)

Qg =

em que,
7(5) = B B (0,0 - 1) ~ 450, 0)B (o - ) B - )
#6898 (a8 = 1) 8(5 ) ~ 38 (a5 - )

De fato, sabemos que

Além disso,
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B(a, §) B*(a, B)

62 2
= { o Blond ~2/M Bl 8) - B - b))

(k= {pBOS 20 WB%mB—Um}z

2

Agora,
T(B) = ky = pg — dpzpty — 3> + 1200012 — 61

MZEuﬂ:mmgé;M[

s = E(X?) = 93B<O;(5&—;;/k)

= B(x) =2 (ﬁ&—ﬂi/m
Logo,

T(B) = pg— 4pspy — 3uo® + 12upp1% — 611

Bl f—4/K) _Blo,f—4/k) Bla,f— 1K) . BB~ 2/k)
=" Bwn Y Bwp U Bapn VT Bw@p
+ 1294B<Oé7ﬁ_2/k)8 (Oé,ﬁ - 1/k) —6043 (aaﬁ_ 1/k)

B¥(a, B) B*(a, B)
Bg(aaﬁ)B(aaﬁ — 4/k) — 432(04, B)B(Oé, 5 — B/k)B(aa 5 — 1/k)
B(a, B)B(a, B = 2/k) — BX(a, f = 1/k)"
6B(a, 8)Bla, 8 — 2/K)B*(0, f — 1/K) — 35" (0, — 1/k)

Bla, §)Blof —2/) ~ B, — UK}

1.5 O Desvio médio

Seja X a variavel aleatoéria seguindo a distribuicao beta-Pareto com média
p = E(X) e mediana M. O desvio médio para a média e o desvio médio para a

mediana sao definidos, respectivamente por
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D(u)=E|X—M|=/:O|X—u|g(ﬂf)dﬂf

D(M):E|X—M|:/900|X—M|g(x)dx.
O desvio médio para a média pode ser simplificado em
DG = [ 1X=nlgte)is = [ =@+ [ ngt)ite)
— 2 / (14— 2)g(w)d(x) = 2 / ug(2)d(z) — / rg(x)d(z)]
= 2 [ gla)ite) =2 [ agta)dta)

— () —2 / " eo(@)d(z).

Portanto,
D(u) = 2uG(p) — 2 / zg(2)d(z). (1.13)

Analogamente,

D(M) = / TX M| gla)de = / (M — 2)g(x)d(z) + /M (o — M)gla)d(x)
/ (M — 2)g(x)d(z) + / T — 2)g(x)d(x)

2
0 M
2/9 Mg(z)d(x) — 2/9 rg(x)d(x) + E(x — M)

= 2MG(M)—2/9 xg(x)d(x)—i—E(x—M):2MG(M)—2/9 zg(x)d(x) + o — M

— u 2MG(M) — M 2 /9 2g(2)d(z).

Assim,

M
D(M) = i+ 2MG(M) — M — 2 / vg(2)d(x). (1.14)
0
Usando a expansao binomial generalizada
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(14 s)*= Z (f‘)si, em que

1=0

)

<a> ala—1)(a—2)..(a—i+1)

i)~ il

podemos avaliar a integral nas expressoes (1.12) e (1.13). Assim temos,

/gcxg(x)dx = m/jw<%>kﬁl{l—<%>k}aldm

Calculando a integral, temos

€0 yx\kB—ki ¢ —k(B+) (3)1_1&5“)
4z5(5> dz = /9 <5> de = TG
L k(B +i)

multiplicando o resultado da integral por (—1) temos

O que acarreta,

¢ K 1y 1- (£>l_k(ﬂ+i)
i ¢ o
/@ 904 = B 5) 2(_” j BB+i)—1

2

(1.15)

em que ¢ = p ou M. Substituindo a expressao (1.15), nas expressoes (1.13) e (1.14),

o desvio médio para a média e o desvio médio para a mediana sao respectivamente,
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dados por

D(M) = ju+2MG(M) — M — B(QS%) Z(—l)i

1.6 As entropias de Rényi e Shannon

A entropia de Rényi para uma variavel aleatoria X ~ beta-Pareto com densidade

g(x), é definida por

Ir(§)

= 11£10g{/g£($)d1€}, (1.18)

em que £ > 0 e £ # 1. Utilizando a densidade da beta-Pareto, obtemos

I= /900 ¢ (@)de = W /:O (%) g(kml){l - (%) k}g(al)dx. (1.19)

Fazendo a substituigao y = 1 — (2/6)*, na expressao (1.19) obtemos

. <k>€lB(£(a — 1) +1,(8+ 1/k)E — 1/k)
N B(a, B)

De fato, note que

v= =) = () = e = gl
1

§(§>_k(§>_ dr = dy = g(l —y)(1 —y)%daz =dy = dr =

—k—1
) de = —dy =

(1—y)~' (1 —y) Fdy

T D 8

Substituindo, temos
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k¢ ! 0 s
I = Ela=1) (1 — ) EBFR) Z (1 — o)1 — )" *d
953(0[75)5/0 y (1 —y) 1=y (1 —y) T dy
kS0 !
_ PO [ samn(q ) —€BUR-1/k (] _ )1y
k95B(a,6)5/0 (1 -y (1-y) " dy

k£—1 1 . B B
= m/o Yy 1)(1_y)£(5+1/k) 1/k<1_y) Ldy

_ <E>5_1 1 /1 YEED (1 ) EBUB-Lk () ) 1gy
0 B(O[, 5)§ 0

-1 1 1
—5)5/ y[f(a—1)+1]—1(1 — y)[f(ﬂ-‘rl/k)_l/k]_ldy
0

-1 1
R IR RS NICERVARRIS

BE(ae— 1)+ 1,88+ 1/k) — 1/k)
B(a, )6

Portanto, a entropia de Rényi, agora, pode ser calculada como

BEla=1)+1,(8+1/k)§ — 1/k)}
B (e, ) '

Um caso especial da expressao (1.19) é definido por Shannon (1948) como

In(€) = —log (g) + 1i£10g{ (1.20)

E{—1log(g(Y))}, o qual, é obtido tomando o limite da entropia de Rényi quando { — 1,

E{~log(9(Y))} = lim { : i clos [/gg(x)dfv} }

Tomando o limite da expressao (1.20) quando £ — 1, utilizando a regra de L’Hospital

e simplificando o resultado, obtemos

E{~1os(g(¥))} = ~log (5 ) ~(a1)¥(a)— (547 ) W(5)+ (a- 146+ ) ¥la, 5)+os B0, 5),

em que V(z) =1"(z)/I'(z) é a fungao digama.

1.7 Os estimadores de maxima verossimilhanca para

os parametros

Definicao 1.7.1 Sejam X, X, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da

varidvel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x|6), com 0 €
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O, onde © € o espago paramétrico. A fungao de verossimilhanga de 6 correspondente

a amostra aleatoria observada € dada por
L(Olx) = [ ] f(x:l0).
i=1

Definicao 1.7.2 O estimador de mdxima verossimilhan¢a de 6 € o valor hco que
mazimiza a fun¢ao de verossimilhan¢a L(0;x). O logaritmo natural da funcao de

verossimilhanga de 0 € denotado por

0(0; x) =log L(0; x).

Assim a funcdo log-verossimilhanca da distribuicio BP(«, 3,60, k) pode ser

expressa por

log L(x; o, 3,0, k) = nlogk — nlog 6 + n(logI'(a + ) — log I'(a) — log I'(5))

+(a—1) ilog[l — (%) _k} — (kB +1) ilog (%) (1.21)

Derivando a expressao (1.21) em relagao a k, v e [, respectivamente, e igualando

o resultado a zero , obtemos

aloglf(x) — 2oy {B+@-Dfi- (%)k]} log () =0, (1.22)

L) _ (s ) - Zlog[l—( )= o)

dlog L(:U)
ap

Como x > 60, o estimador de méxima verossimilhanca para 6 é a estatistica

nV(a+ f) — kZlog( ) (1.24)

de primeira ordem z(;). Os estimadores de méxima verossimilhanca &, B e k para
os parametros «, [ e k, respectivamente, sao obtidos pela solucao interativa das
expressoes (1.22) —(1.24). As estimativas iniciais para 6, 5 e k sao obtidas ajustando a
densidade Pareto aos dados. A méxima verossimilhanca para 6 é § = r(1), a estatistica

de primeira ordem e a méxima verossimilhanca para k ¢ k = n[>_ In(z;/6)]~*. Usando 6
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e k, transformamos os dados para dados da densidade beta e, em seguida, encontramos

as estimativas de méaxima verossimilhanca para « e [ ou estimativas de momento

para « e [ da densidade beta. As estimativas iniciais para a DBP sao estimadores

de momentos de maxima verossimilhanca para « e 3, e a estimativa k. Usando as

expressoes (1.22) — (1.24), a segunda derivada parcial pode ser expressa por

0?log L “ ,
aokgaﬁ(x) - —;mg <%>
2 n ] _
sl S ()] (5

0?log L(x) §
9% log L

‘;iQ(I) = U (0+8) — T (a),
9%log L
‘;gT(x) = (0 + B) — ().

Estas segundas derivadas parciais podem ser usadas para calcular a matriz de

informacao de Fisher.

1.8 Aplicagcao da DBP

Nesta secao, a DBP ¢é ajustada para dados de dois rios.

Estes dados sao da

superagao dos picos de cheia, discutidos em Choulakian (2001), e das inundagoes
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ilustradas por Mudholkar (1996) na aplicagao da exponencial na distribuigao Weibull.
Estas regularizacoes de dados sao ajustadas pelo uso da distribuicao Pareto, pela
distribuicao Weibull com trés parametros, pela distribuicao Pareto generalizada e pela

distribuicao beta-Pareto.

1.8.1 Os dados do Rio Wheaton

Os dados sao da superaciao dos picos de cheia em (m?3/s) do rio Wheaton perto
de Carcross no territério Yukon, Canada. Os dados consistem de 72 excedéncias
para os anos 1958 — 1984, arredondados com uma casa decimal. Estes dados foram
analisados por Choulakian e Stephens (2001), encontram-se ilustrados na Tabela 1.1. A
distribuigao é fortemente assimétrica a direita. Choulakian e Stephens (2001) proporam
a distribui¢io Pareto generalizada (DPG) definida por f(z) = (1/a)(1 — kx/a)t=*)/k,
emque ) < x<oo,parak < 0e0 < z < a/kparak > 0. Esta distribuicao é
muitas vezes chamada de "picos acima dos limiares", desde entao o modelo é utilizado
para modelar o excedente, sobre o nivel do limiar em controle de inundagoes. Ha
detalhes sobre os dados e a DPG, podem ser encontrados em Choulakian (2001).
Os dados s@o ajustados para (a) A distribuicao Pareto, (b) distribuigao Weibull com
trés parametros, (c¢) a DPG e (d) a DBP. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov (K-
S) da o melhor ajuste é utilizada para a comparacao dos ajustes. Os parametros
sao estimados pela técnica da maxima verossimilhanga. Os estimadores de méxima
verossimilhanga e os p-valores com base nas estatisticas (K-S) de melhor ajuste sao
apresentados na Tabela 1.2, em que podemos observar que ambas DPG e DBP ajustam-
se, adequadamente, aos dados, enquanto a Weibull e a distribui¢ao Pareto nao fornecem

o ajuste adequado para os dados.
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Figura 1.3: Histograma para o conjunto de dados sobre a superacao da inundacao do

rio Wheaton.

Tabela 1.1. Os dados sobre a superacgao da inundacao do rio Wheaton

1,7 22 144 1,1 04 206 53 07 19 130 120 93
14 187 85 255 11,6 14,1 221 1,1 25 144 1,7 376
0,6 22 390 03 150 11,0 7,3 229 1,7 01 11 06
90 1,7 70 201 04 28 141 99 104 10,7 30,0 3.6
56 30,8 133 42 255 34 11,9 21,5 27,6 364 2.7 64,0
15 25 274 10 271 202 168 53 97 275 25 27,0
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Tabela 1.2. Estimativas dos parametros e as estatisticas K-S para os dados do Rio

Wheaton

Distribuigoes Pareto Weibull com Trés Pareto Beta-Pareto
Parametros Generalizada
E.M.V k=0,2438, 7=0,8471,3=11,20, k= —0,00093 @& =7,6954,3 = 85,75,
=01 & = 0,099 a=12,193, k=0,0208,0=0,1
Estatis. K-S 2,7029 1,6734 1,205 1,2534
P-valor < 0,000 0,0074 0,1094 0,0864

Fazendo uma analise do gréfico, na Figura (1.4), observamos que pelo fato de «
e [ serem dois parametros, cujo papel é de introduzir assimetria e variacao do peso da
cauda, respectivamente a distribuicao Beta Pareto é mais assimétrica a esquerda, com
caudas mais leves e proporciona um melhor ajuste do que os outros dois submodelos

para o conjunto de dados.
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Figura 1.4: Histograma dos dados e as fdps das distribui¢coes Pareto, Weibull com trés

parametros e Beta-Pareto.
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Capitulo 2

A Distribuicao Beta Exponencial

generalizada

2.1 Introducao

Gupta e Kundu (1999) definiram a fungao de distribuigdo acumulada (fda) para

a distribuigdo exponencial generalizada denotada por EG(\, &) como

Gro(@)=(1—e?)2>0,1>0a>0. (2.1)

Os dois parametros da distribuicdo EG(A, «) representam a escala (A > 0) e
forma (o > 0). A distribui¢do (2.1) também ¢é chamada de distribui¢do exponencial
exponenciada. Claramente, a distribuicao exponencial é um caso particular da
distribuigao EG, quando o = 1. A distribui¢ao Weibull exponencial (WE), instituida
por Mudholkar e Srivastava (1993) ampliou a distribuigao EG que também foi estudada
por Mudholkar et.(1995), Mudholkar e Hutson (1996) e Nassar e Eissa (2003).
Nadarajah e Kotz (2006) introduziram mais quatro distribui¢oes exponenciais do tipo:
gama exponencial, Weibull exponencial, exponecial Gumbel e a distribuicao Fréchet
exponencial, generalizando as distribui¢coes gama, Weibull, Gumbel e Fréchet da mesma
maneira que a distribuicao EG estende a distribuicao exponencial. Eles também
ofereceram algumas propriedades matematicas para cada distribuicao exponencial.

A funcao densidade da EG varia significativamente, dependendo do parametro
de forma «. Além disso, a funcao de risco é uma fun¢ao nao decrescente se a@ > 1, e é
uma funcao nao crescente se a < 1. Para @ = 1, é uma constante. A distribuicao EG

tem muitas propriedades que sao bastante similares as propriedades da distribuicao
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gama. A distribuicao gama, Weibull e EG ampliaram a distribui¢ao exponencial,
mas de diferentes maneiras. Assim, podem ser usadas como uma alternativa as
distribuicoes Weibull e gama. Em algumas situagoes, poderia funcionar melhor em
termos de montagem do que as outras duas distribui¢oes. Além disso, é bem claro que
a distribui¢ao gama tem certas vantagens em comparacao com a Weibull em termos da
convergéncia das estimativas de maxima verossimilhanca. Espera-se que a distribuigao

EG também deva apresentar essas propriedades.

Definicao 2.1.1 Definimos uma classe de distribuicoes generalizadas por

G(x)
Fz) = B<; 5 /O W — ), (2.2)

em que a > 0 e b > 0 sao dois parametros adicionais, cujo papel € introduzir
assimetria e variagao do peso da cauda e B(a,b) = fol wr (1 — w)?ldw € a funcio
beta.

Note que podemos escrever a expressao (2.2) como

F(x) = Igu(a,b), (2.3)

em que I,(a,b) = B(a,b)™" [/ w*™ (1 — w)*"dw denota a relagio da fungdo beta
incompleta, ou seja, o funcao de distribuicao acumulada (fda) da distribui¢ao beta com
pardmetros a e b. Em geral, podemos expressar a equagio (2.3) em termos da fun¢ao

hipergeométrica definida por

P, B,7;7) = wa
em que (a); = ala+1)...(a +i—1). Assim,

F(z) = %F}(a, 1—-b,a+1;G(x)).

A func¢ao densidade de probabilidade (fdp) correspondente a expressao (2.2) pode

SEer expressa por

1
B(a,b)

Agora, a distribuigao beta exponencial generalizada (BEG) é obtida tomando

fz) = G()* {1 = G(2)}"g(). (2:4)

G(z) na expressao (2.2) como a fda (2.1) da distribuigdo exponencial generalizada. Essa
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distribuigao foi obtida por Barreto, Santos e Cordeiro (2010). A fda da distribuicao

Beta exponencial generalizada é entao,

1
F = B

para a > 0,b > 0N > 0 e a > 0. A fdp e a funcao de falha para a nova

(176_)\1)0‘
/ w1 = w)dw, x> 0, (2.5)
0

distribuicao sao, respectivamente,

fz) = e M(1— e M) — (1 — e )} 2 >0, (2.6)

a)\e_’\“"(l o e—)\:c)aa—l{l o (1 . e—)\a:)oc}b—l
= . 2.
h(z) B(a, b) 11—y (a, D) @ >0 (27)

A representagao grafica da fungao densidade (2.6), para alguns valores especiais

de a, b, A e a s@o dadas na Figura (2.1).
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Figura 2.1: Fungao Densidade de Probabilidade

valores especiais de a, b, \, e o
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2.2 Expansao para as funcoes de distribuicao e

densidade

Fornecemos simples expansoes para a fda e a fdp da distribuicao BEG dependendo
se o parametro b é real ndo inteiro ou inteiro. Primeiro, se [z| < 1 e b > 0 é real néo

inteiro, temos a representacao em série

(1-2p zﬁ 0, 2:8)

Substituindo a expansdo em série (2.8) na expressao (2.5), obtemos a fda para a
distribuicao BEG com b real nao inteiro.

De fato,

Observe que,

/<1—e”>a bty W= (1 e ejatet)
0 a+jlo a+j
e
I'(a)C'(b)
B(a,b) =
(a,) I'(a+ D)
Substituindo em F'(z) temos
(a + HI'(b) = i(1— e—Aw)oa(aJrj)
F(x) = . 2.9
(z) )T (b) Z r (a+7) (2:9)
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Esta expressao revela a propriedade que a fda para a distribuicao BEG pode
ser expressa como uma soma ponderada infinita da fda da distribuicao exponencial

generalizada

I) = ijGA,a(a-i-j) (ZL’), (21[))
=0

em que Gjaatj)(®) € a fda da distribuicdo exponencial generalizada com

pardametros de escala constante \ e forma a(a + j) e w; sdo simples pesos dados por

L Tla+b)(-1y
7 T(@)T(b - )il a+j)

Para b inteiro, as quantias nas expressoes (2.9) e (2.10) sao finitas e simplesmente

param em j = b — 1.
A fda para as distribui¢oes beta exponencial (BE) e (EG) seguem da expressao

(2.9) com a =1 e a = 1, respectivamente. De fato,

e BE

CL + b 0 j —)\:c)a-i-j
F .
B e

o EG

(_1)j(1 _ e—)@)a—‘;—)\j
I(b—7)j'(1+J)
(_1)]'(1 _ 6—Az)a+/\j

— T(b— )i +))

= I(1+0)

Observe que, substituindo a = b = 1 na fda (2.1) obtemos a distribuigao EG.

De fato,

7)\36)(1(14’])

Z Fl—] (1+7)

Jj=0
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Se a = 1 na expressao (2.9), obtemos

= —)\:c)(l—i-O)

a4 b) SN (—1Y(1— e yoleri) >

— (1—e o)
H) 55 [~ +) )= TS

Pode ser visto no site de fungoes da Wolfran (http.//functions.wolfram.com) que para

b inteiro,

b—1 .
y* I'(a+j) :
I,(a,b) = E , 1—y),
y( ) F((l) p ]' ( )
e para a inteiro,
b a—1 F b '
L(a,b)=1— § | J” W,

Assim, para b inteiro temos uma forma alternativa para a soma finita na expressao

(2.9)

b—1

Flo) = S S R - - ey,

Jj=0

e para a inteiro,

=) =T+ )
T'(b) — !

J

Fla)=1- B (1 i

2.3 Expansoes para as estatisticas de ordem

Apresentamos, nesta secao, a densidade da i-ésima estatistica de ordem
Xin, [fin(x) para uma amostra aleatoria de tamanho n para a distribuigao BEG.

Sabemos que,

1

finl) = Gy @F@ T L= F@)

parai=1,....,n
Usando as expressoes (2.3) e (2.6) podemos expressar f;.,(z) em termos da fungao

hipergeométrica como

O‘)\ei/\xG/\,aa—l(J:)G)\,aa(ifl) (l‘){l - G)\,oa (:E)}b(niljrl)il
B(i,n —i+ 1)B(a,b)"a’=1b""

xFi(a,1—b,a+1;Gy0(2) ' F (0,1 —a,b+1;1 — Gyo(z)"

fzn(x) =
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De fato, Substituindo as expressoes (2.3) e (2.6) em f;.,(z), obtemos

Janl®) = Bom o ) BZLAN”“ — )L = (L= e
x {ag(((?b) Fi(a, 1= ba+1;G()}F {1 - bg((fb) Fi(b1—a,b+1; G(x))}”_i

AXe NG 4a—1(2) G aa(i-1)(X){1 — Gy o(x) Polr=itD=1
B(i,n — i+ 1)B(a,b)'a*'B(a,b)"~ 1o~ B(a, b)»*
x Fy(b,1—a,b+1;Gya(x) ' Fi(b,1 —a,b+1;1—Gyo(x))"
aAe G 40-1(2) G aaii—1) (T) {1 — Gy o) Ponmi+ D1
B(i,n — i+ 1)B(a, b)"a*~tp"—
x Fi(b,1—a,b+1;Gya(x)s ' Fi(b,1 —a,b+1;1—Gyo(x))" "

2.4 Funcao geratriz de momentos

Defini¢ao 2.4.1 Definimos a fungao geratriz de momentos (fgm) para a distribuicao
BEG por

M(t) = ﬁ)\b) /0OQ et;te—)\:v(l _ e—Aa:)aa—l{l —(1- e‘AI)a}b_ldx. (2.11)

Utilizando a expansdo (2.8) com b real nao inteiro, a expressao (2.11) reduz-se a:

aAL(b) o= (=1 [ (. “Az\aj
M(t):B(a,b)jZOF(b—j)j!/o e

De fato, da expansao (2.8),obtemos
— (—1)7T'(b :
[1 . (1 . e—Az)a]b—l _ Z ( ) ( ) (1 . 6—)@)04].

Dati segue que,
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B(ab) 24T j))
aAl'(b) . (1) / (t=A) —Az\a(atj)—

= — e (1 — e M)t =1y
Bl 2Ty )

Fazendo a mudanca de variavel © = e~** obtemos,

log u
A

u=eMN=r=—

du

dy = ————.
x )\ef)\z

Substituindo em M (t) temos,

o0 o ] 1 )
M(t) = AL (b) Z ( 1). : / e (1 —U)a(aﬂ)l)\di
"Jo e~

e8] ] 1
_ al'(b) Z (—1).] : / et(—logu%)u_u)a(aﬂ')—ldu
- Jo

o) 1 1 ¢
_ of® >, (1) / e 5 (1 — u) ™)y
= JO

o0 ] 1 t
_ ol > =1 / e (1 — u)™ )Ny
+JO

- ol'(b) i <_1),j . /1 ux (1 — u)* @) gy,

A expressao acima mostra que a fgm para a distribuicao BEG existe se, t < A.

Assumindo que t < A, temos

M) = g(z(,bzz) 2 r(é_—lt)y‘j)j!B (1 - ala +j>) ' (2.12)

Jj=0
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Para b > 0 inteiro, a expressao se mantém com j variando de 0 até b — 1. Note

que, a expresséo (2. 12) poderia seguir diretamente a partir da combinacgao linear

ijg)\a (a+j)(7) e da fgm da distribuicao EG. Além disso, se tomarmos

a=>b= 1 na expressao (2.12), a fgm se reduz a

ir 1_‘7‘ (1—§,A(1+j)> :)\B<1—§,O¢>.

Jj=

A partir da expressao (2.12) com a = 1, obtemos a fgm da distribui¢ao BE

() <« (=1 t B(b— %,a)
M(t)*B(a b);F(b—j)j'B<1_X’a+j) Bla,b) (2.13)
em que,
t — (DT (1 -
B(b-3.a) = ;Hb—j)j/o“ (1=

= (=1)'I(b) _ t
& (—1)T(b) t
- Zf(b—j)j!B<1_X’&+]>'

2.5 Momentos

O r-ésimo momento para a distribuicao BEG pode ser obtido por

d"Mx(t)
dtr t=0

Portanto, se b é real e ndo inteiro, temos a partir da expressao (2.12) a seguinte

BE(X") =

expressao

"= S 1”’" dTB(p,a(aH))
w(r) =E(X") e b Z SO W . (2.14)

J=

A expressao (2.14) generaliza os momentos das distribuigbes EG e BE. Os

primeiros momentos para a distribuicao BEG para b real e nao inteiro sao
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o

W) = Bx) = s G LBl s )

(=1 d'B(p,a(a+j))

~ AB(a,b) &= T(b— j)j!
_ al'(b) =
TR & )]
I'(a+0b)
I'(a+0b) = (—=1)(a+j)"
= AT(a) Zo NIV

W@ = B = s LI LBl )

= XN2B(a,b) &~ T(b—j)j!

o0

_ aT() (=1)’"* &®B(p,ala+j))
32 L(@IL'(0) <= T(b - j)j!
I'(a+b)
P(a+b) = (=1 (a+5)""
= W@ & o
e _al(h) <~ (=17 &B(p,ala+j))
w3) = E(X)_)\?’B(a,b),z::l“(b—j)j!
_al(h) <~ ()T @B(palat )
3 L(@IL'(0) <= T(b—j)j!
I'(a +b)

L(a+b) o~ (=1)(a+5) "
= W@ 2 T

J

al(b) <~ (=17 d'B(p,a(a+j))

)= X*B(a,b) 2 L —=7)7!

al'(h) = (=1)’" &*B(p,a(a+j))

WL@L0) 2T j)j!

I'(a+b)
| Tl S (1P )
NT@ & 10—

em que as quantidades c;,d;,e; e f; sao obtidas assim,
¢ =v(ala+7j)+1) — (1),
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dj =+ (1) —p(afa+j) +1),
e; = = +3{ (1) =¥ (ala+j) + 1)} + ¢ (1) — ¢ (a(a+7) + 1),

fi = AG+v 1) —(ala+7) + 1)} +3{g (1) — ¢(ala+4) + 1)} + 26 {¢ (1)
— YP(ala+j) + 1)} —de{y (1) — ¢ (afa+j) + 1)}

em que ¥ = I"(2)/T'(2) é a funcao digama e ¢', 9" suas respectivas derivadas.

Definicao 2.5.1 A entropia de Shannon de uma varidvel aleatoria X é uma medida
de incerteza e € definida por E{—1log f(X)}, em que f(x) é a fdp de X.

Para uma variavel aleatéria X com uma distribuicao BEG obtemos,

B{~log f(X)} = ~log(aA) +log B(a,b) + (1) + (1 = a) W(a) = W(a+1b) -
(b— 1)W(b) — T(a+b).

2.6 Estimacao e Inferéncia

Definicao 2.6.1 Sejam X1, Xs, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da
varidvel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x|0), com 6 €
O, onde © € o espaco paramétrico. A funcgao de verossimilhanca de 6 correspondente

a amostra aleatoria observada é dada por

n

L(lz) = [ ] f(x:l6).

i=1

Definicao 2.6.2 O estimador de mdxima verossimilhanca de 6 € o valor heco que
mazimiza a fungao de verossimilhan¢a L(0;x). O logaritmo natural da fungao de

verossimilhanga de 6 é denotado por

0(0; x) =log L(0; x).

Suponha que Y segue a distribuigago BEG e seja 6 = (a,b,\,a)” o vetor de
parametros. A funcao de log-verossimilhanga para uma tnica observacao y de Y é
dada por

0 =1{(a,b,\,a) =loga +log A — log B(a,b) — \y + (aa — 1) log(1 — e=¥)
+(b—1)logl — (1 —eM)> y > 0.

As componentes para o vetor escore U = (9¢/0a,dl/0b,dl/ON, 0 /da)T sdo
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O _W(a)+ W(a+b) + alog(l — ),

Oa

ol —Ay\o

%= —U(b) + ¥(a+b)+ alog{l — (1 —e M)},

ol 1 1 1

- = Z_ ) e -1

O\ A At (aa )1 e +® )1 — (1 — e M)
1 A\t (aa — 1)ye M _alb— e (1 —e M)ty
n A 1 — e 1— (1 _ e—)\y)a

or 1 gy (0=1)(1 = e )*log(l —e™)

90— o +alog(l —e™Y) (=) :

—a(l —e W) lye W

(1-— e’Ay)a log(1 — e’)‘y),

Como o valor esperado para o vetor escore, é igual a zero entao

Bllog(1 — )y = =T

(07

Eflog{l — (1 — e ™)} = ¥(b) — ¥(a +),

U(a) —VY(a+b)}+1
E{l— A a oo (] — /\Y}:a{ '
(1= ) log(1 — ) et
Para uma amostra aleatéria y = (yi,...,y,) de tamanho n de Y, a funcdo

n

log-verossimilhanga total é ¢, = f(,(a,b,\,a) = Y7 (D em que (D & a log-

verossimilhancga para a i-ésima observacao, com ¢ = 1,...,n. A funcgado escore total é

dada por U, = >, U@, em que U™ tem a forma dada anteriormente parai = 1, ..., n.

O estimador de méxima verossimilhanga ) para o parametro 6 é obtido igualando a

funcao U, a zero. Para a estimativa intervalar e os testes de hipoteses sobre o parametro

6, obtemos a matriz de informagcao de Fisher

ka,a ka,b ka,)\ ka,a
ka,b kb,b kb,)\ kb,a
ka,)\ kb,)\ kA,A k}\,(}é
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em que os correspondentes elementos sao dados por

b = B(= 28) = 0 (@) + w(a+ ),
(- 25 v
B ) <
:E( a) {(b) — W (a + b),

1
= ﬁ[l + (aa — 1)(To 22,20 + To1,1,20) + a(b—1){aTs2220 + (a0 = 1)T1 2220 — 111120}
o* a{¥(a) —V(a+0b)}+1
kvo = E| — - ’
> < @b@a) alb—1)
k _E<_ 82€>_l{T —(b—1>(T T . )}
Ao OO - a a101,1,1,0 1,1,1,1,0 2,1,1,1,1 1,1,1,1,1) 15
0%¢ 1
Foa = E( a W) - E{l + (b= 1)(T0,002 + T1,0002)}

em que T; j r1.m ¢ definido como

Tijkam = E[(L = V)71 = VYOI ViR eflog(1 — V)Y (log V)™,

em que V ~ Beta(a,b) com 4,75, k,[,m € {0,1,2}. A matriz de informagao total
de Fisher ¢ entao K,, = K, (0) = nK(0).

A distribuicao assintética de Y é definida como

V(0 —0) — Ny(0, K(0)7).
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A distribuicio normal assintotica multivariada N,(0, Kn(6)™!) de 6 pode ser
usada para construir intervalos de confianca aproximados, regioes de confianga para
os parametros e para fungoes de sobrevivéncia. A normalidade assintética também
é util para testar a qualidade de ajuste da distribuicao BEG e para comparar esta
distribuicao com alguns dos seus submodelos especiais usando uma das trés conhecidas
estatisticas de teste , ou seja, a razdo de verossimilhangas (RV), teste de Wald (W) e
teste escore de Rao (Sg).

Um intervalo de confianga assintotico com nivel de significincia v para cada

parametro ¢; é dado por

[C<917 1()0(1 - /7)) = (é; — Zy/2V Kei’ei, é\z + Zr/2V Kei’ei)’

em que K%% & o i-ésimo elemento da diagonal da matriz Kn(@\)_1 para i =

1,2,3,4 e zy/2 é 0 quantil 1 — /2 da distribui¢do normal padrao.

2.7 Aplicacao

Nesta se¢ao, ajustamos um modelo BEG a um conjunto de dados reais. Os dados
assimétricos obtidos por Smith e Naylor (1987) representam as resisténcias de fibras de
vidro com 1,5 c¢m, medidas no laboratério nacional de fisica, Inglaterra. As unidades

de medida nao sao dadas no livro. O conjunto de dados é:

Tabela 2.1. Os dados sobre as resisténcias de fibras de vidro com 1,5 cm.

055 0093 125 1,36 149 152 1,58 161 1,64 1,68 1,73 1,81
2 074 104 127 1,39 149 153 1,59 161 168 1,76 1,82
2,01 0,77 1,11 128 142 15 154 1,6 162 166 1,69 1,76
184 224 081 1,13 129 148 1,5 155 161 1,62 1,66 17
1,77 1,84 084 124 13 148 151 161 167 1,7 1,78 189

Os estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros e a fungao de

log-verossimilhanca maximizada para a distribuicao BEG sao:

G =0,4125,b = 93,4655, \ = 0,92271,& = 22,6124, lppc = —15, 5995,
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Considerando a distribuicao BE temos

G =17,7786,b = 22,7222, A\ = 0,3898, (5 = —24, 1270,
e para a distribuicao EG sao

X =2,6105,a = 31,3032, lop = —31, 3834,

Em relacao a estatistica RV para testar a hipotese Hy : BE x Hy : BEG e
Hy : EG x Hy : BEG sao 17,0550 (p = 3,63 x 107°) e 31,5678 (p = 1,39 x 1077),
respectivamente. Portanto, rejeitamos a hipdtese nula em ambos os casos a favor da
distribui¢ao BEG ao nivel de significancia de 5 %.
Fazendo uma anélise do grafico, na Figura (2.2), observamos que pelo fato de a e b serem
dois parametros, cujo papel é de introduzir assimetria e variacao do peso da cauda,
respectivamente a distribuicao Beta Exponencial Generalizada é mais assimétrica a
esquerda, com caudas mais pesadas e proporciona um melhor ajuste do que os outros

dois submodelos para o conjunto de dados.
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Figura 2.2: Histograma dos dados e as fdps das distribuicoes BEG, Beta Exponencial

e Exponencial Generalizada.
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Capitulo 3

A Distribuicao Beta-Weibull

modificada

3.1 Introducao

A distribuicao Weibull, tendo exponencial e Rayleigh como casos especiais, é
uma distribui¢ao muito popular para dados em modelagem de vida e modelagem em
fenbmeno com taxas de falhas monotonas. Ao modelar taxas de risco monétonas, a
distribuicao Weibull pode ser escolhida, inicialmente, devido & sua densidade. Um
exemplo de taxa de falha em forma de banheira é a experiéncia de mortalidade
humana, com uma taxa alta de mortalidade infantil. As taxas de falha unimodais
podem ser observadas ao longo de uma doenca cuja mortalidade atinge um pico apos
algum periodo de tempo finito e, em seguida, diminui gradualmente. De acordo com
Nelson (1990, p. 27), as distribui¢bes que permitem um ajuste sdo suficientemente
complexas. Por outro lado, distribui¢oes mais flexiveis requerem, geralmente, cinco
ou mais parametros. No entanto, mais recentemente, a gama generalizada (GG) e
a F generalizadas (FG), foram utilizadas em aplica¢oes de anélise de sobrevivéncia,
ver Cox et al. (2007) e Cox (2008), respectivamente. No entanto, nos tltimos
anos, novas classes de distribui¢coes foram propostas com base em modificacoes da
distribuicao Weibull para lidar com a taxa de falha em forma de banheira. Uma boa
revisdo de alguns destes modelos é apresentada por Pham e Lai (2007). Entre estas,
a distribuigdo Weibull exponencializada (WE), instituida por Mudholkar et al.(1995,
1996), a distribuigao Weibull apresentada por Xie e Lai (1995), a distribui¢ao Weibull
estendida (Xie et al. 2002), a distribui¢ao Weibull modificada (MW) proposta por Lai
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et al. (2003), a distribuigao beta exponencial (BE) apresentada por Nadarajah e Kotz
(2006), a distribuigao Weibull estendida flexivel definida por Bebbington et al. (2007), a
distribui¢ao beta Weibull (BW) estudada por Lee et al. (2007) e a distribui¢ao Weibull
Modificada Generalizada (WMG) proposta por Carrasco et al.(2008). Neste capitulo,
apresentamos uma distribuicao com cinco novos parametros, chamada distribuicao
beta Weibull modificada (BWM), que contém vérios submodelos, tais como a WE,
exponencial exponencializada (EE) Gupta e Kundu (1999, 2001), Weibull modificada
(WM), Rayleigh generalizada (RG) Kundu e Rakab (2005) e a distribuicago GMW,
entre outras. Esta distribui¢ao foi proposta por Silva, Ortega e Cordeiro (2010). A
distribuigao (BWM) devido a sua flexibilidade em acomodar todas as formas de fungao
de risco parece ser uma distribuicao importante e que pode ser usada numa variedade
de problemas de modelagem de dados de sobrevivéncia. A distribuicao BWM nao é
apenas conveniente para modelar taxas de falhas em forma de banheira, mas também

é adequada para testar qualidade do ajustamento de alguns submodelos especiais, tais

como a WE, WM e WMG.

3.2 A definicao do modelo

A ideia da distribuicao Beta-Weibull Modificada decorre da seguinte classe geral:
Se G denota a fungao de distribuicdo acumulada (fda) para uma variavel aleatoria,

entao uma classe generalizada de distribugoes pode ser definida como

G(x)
F(x) = Ig(x)(a,b) = ﬁ/o w1 — w)" tdw, (3.1)

para a > 0 e b > 0, em que [,(a,b) = By(a,b)/B(a,b) é a relagdo da funcdo beta
incompleta e By(a,b) = [/ w*™ (1 — w)*"'dw ¢ a fun¢do beta incompleta.

Lai (2003) introduziu a distribuicdo Weibull Modificada denotada por

WM (a,7y,\) com trés parametros « > 0,7 > 0 e A > 0 com fda e fdp dadas por

Gaya(x) =1 —exp{—az” exp(Az)} (3.2)
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Jarn(T) = @z’ 1y + Ax) exp{\r — az” exp(\z)}, 2 > 0, (3.3)

respectivamente. Os parametos « e 7 controlam a escala e a forma da distribuigao,
respectivamente. O parametro A é uma espécie de fator de aceleracao do tempo e
funciona como um fator de fragilidade na sobrevivéncia do individuo quando o tempo
aumenta. A distribuicao Weibull é um caso especial da expressao (3.3) quando A = 0.
Se, alétm de A = 0, v = 1 e 7 = 2, obtemos a distribuicao exponencial e Rayleigh,
respectivamente. A densidade correspondente a (3.1) pode ser escrita da seguinte

forma

f(z) = Gz)" 1 — G(z)" ' g(x), (3.4)

em que g(x) = dG(x)/dz ¢ a densidade da distribuigao de base.

Agora, introduzimos a distribuigdo Beta Weibull Modificada tomando G(z) na
expressao (3.1) como a fda (3.2) da distribuigao Weibull Modificada (WM). Assim, a
fda da distribuicao Beta Weibull Modificada BWM é entao

1 1—exp{—az” exp(yz)} . -
F(x) = Tl —w) N dw. 3.5
@ = 505 | (1w (35

A funcao densidade para a distribuicaio BWM pode ser escrita a partir das
expressoes (3.2) e (3.4).

De fato, temos,

fla) = B(é b)h_e{aw‘“)}]a1[1—1+e{w”6“”}]“ az? ™ (y + Az)e
v—1
= O MO | xp(h)J esp{ b exp(0)
y—1
- = W};(:?)‘%XP(/\@ [1 — exp{—ax” exp(Az)}]*"" exp{—baz’
x exp(Az)}. (3.6)
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A fungao taxa de falha da distribuicao BWM depende da fungao beta incompleta

e é dada por

az? (v 4+ Az) exp(\z)
B(a,b)[1 — I; — exp{—az" exp(Az)}(a,b)]
x exp{—baz” exp(Az)},x > 0. (3.7)

h(z) = [1 — exp{—ax” exp(\z)}]**

A Figura (3.1) ilustra algumas das possiveis formas da fdp (3.6), para alguns

valores de parametros selecionados, incluindo algumas distribui¢oes bem conhecidas.
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Figura 3.1: Funcao Densidade de Probabilidade da distribuicao BWM para alguns

valores de a, b, a;, A\, e 7y
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3.3 Expansoes para a distribuicao e funcoes

densidade

Fornecemos simples expansoes para a fda da distribuicao BWM dependendo se o
parametro b é real ndo-inteiro ou inteiro. A densidade em (3.6) ¢ simples de calcular
usando qualquer software estatistico. Apresentamos, agora, uma expansao para F'(x)
em termos de uma soma infinita de fda’s da WM. Para a > 0 real nao-inteiro, usando

a representacao em série, obtemos

Note que,
/x(l - w)bﬂ'*ldw _ (1 — w)bti=1+1
0 (b+7)
1= =)t
B b+j
Segue,

em que I['(.) é a fun¢ao gama.

Logo,
S ['(a) bt
F(z) = 1 — 1 —=Ga, 7, A +
ab;ra_ 5t 1 Gar A
ou seja,
Z% (b+7),7, M), (3.8)
em que
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(~1)'T'(a)
Bla, ) (a —j)(b+ /)7

sdo constantes tais que ) 7 w; = 1 e Gagpyj,a(z) ¢ a fda da distribuicio Weibull

wj = wj(a,b) =

Modificada com parametros a(b + j), v e A. Pelo fato de > 72 w; = 1, a funcio de

sobrevivéncia da BWM segue da expressao

S(z) = Z% (b+7),7,Mz), (3.9)

onde Sy(b+ j), v, AM(z) = exp —a(b+])m7 exp(Ax), é a funcdo de sobrevivéncia da
distribuigago WM com parametros a(b + j), v ¢ A. A densidade para a distribuigao
BWM segue como

2) =) Wiba(bri)an(®). (3.10)
=0

3.4 Confiabilidade

Obtemos, aqui, a formula para a confiabilidade R = P(X, < X;) quando X; e
X, sao variaveis aleatorias independente tendo a distribuigago BWM. A férmula de R

pode ser expressa como

R= / fla (3.11)

Substituindo as expressoes (3.6) e m (3.11), obtemos

= [ G- emy e Zw] (@)

> QI7_1<7 + )\13)6(/\3; [1 - e—az'Ve(/\l)] ! —baze(Ar) -
j=0 ) Jj=0

(a,b) / 27y 4 Ap)e (1 — w).
=0
Sendo que u = exp{—az? exp(Azx)}. Assim,
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du_ exp{—ax” exp(Az)} (—yaz" ' exp(Ax) — az” exp(Az)N)

dx
= u(—02” exp(Ar)) (72" + ).
Portanto,
du = ulogul(y + \z)/z]dx.
Dai, segue que
« e 00 ~ ) . |
R = B(a,b) ;wj(a, b) /j—o 27y 4 Ar)er (1 — w)* (1 — u’H)de
5 3 1 b+j 1 b1
- 1 — J _ a— _
— B(a, b) JZ:;WJ(G, b) Ko(l U )(1 u) e

Utilizando o software computacional Maple para calcular a ultima integral,

obtemos

R:

R [(a)T(2b+ j)
B(a,b) ;“’j(a’b) [B(“’ A T a)]'

3.5 Expressoes gerais para os momentos

Algumas das caracteristicas mais importantes de uma distribuicao podem ser
estudadas através dos momentos (por exemplo, dispersao, assimetria e curtose). O
r-ésimo momento da distribuicao BWM pode ser obtido derivando uma soma infinita,
a esta derivada representaremos por ,u;. A partir da expressao (3.10) podemos obter

uma expressao elementar

=Y wiT(j), (3.12)
=0

em que 7,.(j) = / T Jo(b+j) 4 M) dT, denota o r-ésimo momento para a distribuigao
5=0
WM com parametros a(b+ j),7v e A.
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Carrasco et al.(2008) obteveram uma representagao infinita para o r-ésimo

momento da distribuigago WM com os parametros acima, que pode ser escrita como

00
7(J) = T : (3.13)
12 L lalbt )]
em que
Ail ..... ip — Qjpy -0y Qg € Sr:il,...7i7~,
(§]

a; =

(—1)it14i-2 </\)Z»_1.

(-1 \y

3.6 Momentos das Estatisticas de Ordem

A densidade da i-ésima estatistica de ordem X, fi,(z) para uma amostra

aleatoria de tamanho n da distribuicao BWM, é dada por

1
B(i,n —i+1)

A fda para a i-ésima estatistica de ordem ¢ dada por F,(x) = Ip)(i,n —i+1).

fim(@) = fl@)F(z) {1 - F(z)}"". (3.14)

Alternativamente, pode-se escrever Fj,,(x) como somas binomiais

- n ik —
R I RN EE R IED Sl B NERE
k=1 k=0

Podemos obter uma expressao em forma fechada para os momentos das estatisticas
de ordem para a distribuicao BWM, a partir de um resultado geral aplicado ao caso
de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid) por Barakat e

Abdelkader (2004). Para uma distribuigdo com fdp f(z) e fda F(z) podemos escrever,

r™n

n A , — 1 ]
B(XL)=r 3 (-1 ) 1, (3.15)

j=n—i+1 n—1 n

em que

I;(r) = /OO oY1~ F(x)}Md.

i—0

A fungao de sobrevivéncia para a distribuigdgo BWM expansao (3.9) pode ser

resumida em
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infty

- j
< E wsus) = E cj s’ (3.16)
s=0 s=0
em que os coeficientes ¢; ; sao obtidos a partir da expressao de recorréncia

S

Cjs = (Sao)il Z(]m — S5+ m)wmcj,s—ma (317>
m=1

em que

A partir da tdltima integral e da expressao (3.16) concluimos,

i(r) = /Oooxrl(zwbﬂ)jd:c

Logo,
[j(,r) — Z Cj,s/ xrflefa(ijrs)x"Ve/\xdx. (318)
s=0 0

Obtemos I;(r), utilizando o mesmo desenvolvimento algébrico por Carrasco et

al. (2008). Podemos inverter a transformacio y = z7e para obter # em fungao
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polinomial de y quando ambos A e v sao positivos. Entao,

_ }p(%%, (3.19)

em que
> (_1)m+1mmf2 m

Fw)=Y" “

— (m—1)!

Portanto, podemos expressar z em termos de y na expressao (3.19), como

= any™",
m=1
em que
-1 m+1,,,m—2 m—1
o, = UM @) . (3.20)
(m —1)! 0l

De fato, note que

<)\y1/'y> i m+1 m— 2<)\y1/'y> |

m=1 v

e 3 U

o

A integral (3.18) pode ser escrita em termos de y como,

J = / (X amn} et g
0 m=1
o0 ° r—1 . >
_ / {3 i) et S R Yy,
0 m=1 p=1 v
Mas
o r—1 o]
m=1 mMi,e..,Mp—1=1

Entao, J pode ser escrito como

o

J=~v" > mrAml,...,mr/ yor/ ety gy,
0

My, ,Mp—1=1

em que os termos
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Aoy = Qg e Gy,

obtemos a partir das constantes em (3.20) e

Sr =M1 + ... +mM,.
Substituindo v = (j + 1)ay na tltima integral, obtemos

o
(L

J = -1 sp/y—1 p
g Z [(j+1)a]5r/7/0 v e “av,

my,e..,Mpr—1=1

que em termos da funcao gama reduz-se a

[e.e]

1 My Ay
p— —F .
I Z (7 + 1)afs/ (s0/7)

M yeeyMp—1=1

Combinando as expressoes (3.15) e (3.18), o r-ésimo momento da estatistica de

ordem pode ser expresso como,

n [e.e]

B(XI )y="_ 3 <_1)j_n+i_1<i_1i) C)iocj > MW%F(&M).

j=n—i+1 mi,...,Mp—1=1
(3.21)

Uma forma alternativa de computar estes momentos segue expressando a
densidade da estatistica de ordem da distribuicao BWM como uma mistura de

densidades WM. Temos de (3.14)

n n—

Fonlr) =32 () F@ 0 - Py =y S () 0 - P,

k=1 k=0

no que acarreta

fiem(2) = fl@) ) (=11 = F(z)}=**

A soma acima se torna

i—1 [e'¢) n—itk i—1 o0

k b+s o k b(n—i+k)+s
E (—1) < g Wil ) =) (-1) g izl s,
k=0 s=0 k=0 s=0

Substituindo (3.10), obtemos
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o0

fzm('r) - B(Z n—i-+ 1 Z ij Cn_H'k’sub(n_i+k)+sga(b+j)7%)\(x)

j s=0 k=0
entao,
fzm(x) = B . T 1 Z ij Cn—i-i—k,sa(b + j)x7_1(7 + )\ZE)
]S 0 k=0

x exp{d\r —ab(n —i+k+1)+ s+ jlz7er}.

Finalmente, a densidade acima pode ser expressa na forma

oo i—1

fzm<x> = Z Zpn,i,k,j,sga[b(n—i+k+1)+s+j],'y,)\('T)u (322>

7,=0 k=0

em que os coeficientes da combinagao linear infinita sao dadas por

Wi (=1)*(b+ j)Cn—iths
bn—i+k+1)+s+j

Portanto, algumas propriedades matematicas das estatistica de ordem da

Pnik,js = pn,i,k,j,s(a7 b) =

distribuicao BWM seguem imediatamente das propriedades da distribuicao WM.

3.7 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Definicao 3.7.1 Sejam Xi, X, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da
varidvel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x|0), com 0 €
O, onde © € o espago paramétrico. A funcao de verossimilhanca de 6 correspondente

a amostra aleatoria observada € dada por
L(Ol) = [ | f(:16).
i=1

Definicao 3.7.2 O estimador de mdzxima verossimilhanc¢a de 6 € o valor heo que
mazimiza o fungao de verossimilhanca L(0;x). O logaritmo natural da fungdo de
verossimilhanc¢a de 0 € denotado por

0(0; x) =log L(0; x).
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Seja X, ..., X,, uma amostra aleatoéria de tamanho n para a distribuicao BWM.
A funcao de log-verossimilhanca para o vetor de parametros 6 = (a, b, a, v, \)T pode

ser escrita como

00) = —nlog[B(a.b)] + ) {llog(y + Az;)] + log(v;) —log(z:)} + (a—1) ) _log{1 — exp(~1;)}

i=1 =1

- bzn:yi, (3.23)
=1

em que v; = ax; exp(Az;) é uma observagao transformada. A log-verossimilhanga pode
ser maximizada diretamente usando o programa OX ou resolvendo as equagoes nao-
lineares obtidas diferenciando a expressao (3.23). As componentes do vetor score Uy

sao dadas por

. 7 )‘z 1 A i
Ua(G):Z—xZ exi)( zi) —i—(a—l)ZeXp( i), eXp Ay —be exp(Az;),

i=1 i i=1 [1 exp(—vi)] i=1
B - 1 exp(— VZ>VZ log(z;)
U,Y(Q) = Zz:; [m log(xl)] + ((l — ].) Zz:; [1 — exp ] — bz V; log IL’Z

0= 3 (1 ) oS P S,

em que 9(.) é a fun¢ao digama.
Para a estimacao intervalar e testar hipoteses nos parametros do modelo, exigimos

a matriz de informagao. A matriz de informacao 5 x 5 é dada por

Joag Jap Jaa Jay Jan
Jop  Jop b Joy Iba
J=\| Joa oo Jaa Joary Jar
Jay oy oy Jvy Sy
Jax Jox Jax Jyx Ian

cujo os elemntos (a, b, a, 7y, A) s@o obtidos a seguir
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Joa = — { —U2(a) —T'(a+0) [\Ill(a+ b) + ¥%(a + b)]2 + U%(a + b)},

Jup = —n{ — () ~ Da+ b)[¥ (a -+ b) + ¥(a + b)}2 Fwa )}

o= Z [x?W exp2(2/\xi)} a1 2”: {exp(—yi)x?V exp(2)z;) }

i=1 z i=1 [1 - eXp(_Ui>]2

== 2 (14 Az 4 (@ 1) Zyz log(x:))* = by villog(x:))*,
=1

D= _Z-Zl (7 f;\%)z + (a — 1)221%%2 — bizlvﬂga

Jary=(a—1) Z yiv; 'a) exp(Aa;) log(z;) — b Z x] exp(Az;) log x;,

i=1 =1

Jar=(a—1) Zylv LeY  exp(A;) — be7+ exp(Az;),

=1

Jyr=(a—1) Zylazz log(z;) — vaixi log z;,

i=1 i=1

“ eXP(—U; )U;T;
Jur = Z [ p(—vi)

— [1 — exp(—vy)]’

< exp(—v;)z] exp(Az;)
T = 2 T explcn)]

. eXP(—Uz‘)Ui IOg(l'z')
ho =Y

—~ 1 —exp(—vy)]

Jop = —n¥'(a +b),
— Z x;] exp(A\x;),
i=1
Jb,'y = — Z U; IOg Z;,
i=1

n
Jb,,\ = — E ViZi,
i=1

onde y; = f_ii&:&{i) [1 - l—e:(}}i)(?)i):|'
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A distribuicao assintética de 9 & definida como

V(6 — 8) = N5(0,1(6)7).

em que [(f) é a matriz de informacao esperada. Este comportamento assintotico
¢ valido se I(f) é substituido por J(f), isto é, a matriz de informagao observada ¢é
avaliada em 8. A distribuigdo normal assintética multivariada Ns(0,.J(8) ™) pode ser
usada para construir intervalos de confianca aproximados, regioes de confianga para os
parametros e para funcoes de sobrevivéncia. A normalidade assintética também é tutil
para testar qualidade de ajuste da distribuicao BWM e para comparar esta distribuicao
com alguns dos seus submodelos especiais, usando uma das trés estatisticas de teste
conhecidas, ou seja, a razao de verossimilhangas (RV'), teste de Wald (W) e teste escore

de Rao (Sg).

3.8 Aplicacao

Considerando o conjunto de dados descrito por Aarset (1987) e também relatado
por Mudholkar e Srivastava (1993); Mudholkar et al. (1996) e Wang (2000),
representando 50 observagoes de tempo de vidas de componentes, que possuem como
propriedade a taxa de falha em forma de banheira. Nosso objetivo, neste secao é fazer
o ajuste da distribuicao BWM e cinco distribui¢oes como submodelos, que permitem
a sua avaliagao em relagao ao modelo da BWM. Além disso, calculamos os valores
méaximos da log-verossimilhanga para obtermos as estatisticas RV para testar alguns
submodelos. Uma anélise sob o modelo da BWM permite verificar a adequagao dos
modelos WMG, WM e EM que indica em que medida as inferéncias dependem do
modelo. Por exemplo, a estatistica RV foi obtida para testar as hipéteses Hy :=b =1
versus Hp : Hypfalsa. Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros, os
valores do critério de informagao Akaike (AIC) e os valores para o critério de informagao
bayesiana (BIC) para os seis modelos sao mostrados na Tabela 2.1. Como podemos ver
a partir destes resultados numéricos do AIC e BIC do modelo BWM sao os menores
entre os seis modelos ajustados e, portanto, esse modelo pode ser escolhido como o

melhor.
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Tabela 3.1. Estimativas dos parametros para alguns modelos ajustados aos dados de

Aarset (1987) (os erros padrao sdo dados entre parénteses) e os valores das estatisticas

do AIC e BIC

Modelos a b ! A v AIC  BIC
BWM 0,1975  0,1647 0,0002 0,0541  1,3771 451,6 461,2
(0,0462) (0,0830) (6,6931e-005) (0,0157) (0,3387)
BW 0,18356  0,0748 0,0007 0 23615  463,9 471,6
(0,0509) (0,0353) (0,0004) 0 (0,1715)
WMG 0,2975 1 0,0002 0,0529  0,9942 4558 4634
(0,0613) (0,0001) (0,0138) (0,2396)
WM 1 1 0,0624 0,0233  0,3548  460,3 466,0
(0,0267) (0,0048) (0,1127)
WE 0,4668 1 0,0011 0 1,5936  480,5 486,2
(0,0889) (0,0010) (0,1858)
RG 0,3643 1 0,0002 0 2 475,9 479,7
(0,0624) (4,8738e-005)
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Capitulo 4

Alguns resultados para a distribuicao
Beta Fréchet

4.1 Introducao

A distribuicao Fréchet tem sido utilizada com grande freqiiéncia em estudos de
fendomenos ambientais principalmente para solucionar problemas relacionados as areas
de Engenharia, entre os quais, velocidades maximas de ventos, temperaturas méaximas
e minimas e em estudos de precipita¢ao pluvial méxima. Kotz e Nadarajah (2000)
contribuiram com algumas aplicagoes em seu livro. Neste capitulo, iremos discutir
a distribuigdo Beta Fréchet (BF') introduzida por Barreto, Cordeiro e Simas (2011).
Eugene et al.(2002) definiram a distribuigdo Beta Generalizada a partir de uma fungao

de distribuigdo acumulada (fda) dada por

Py = g [ 0w (4.1

x)= w —w w :
B(a,b) J, ’

onde a > 0 e b > 0 sao dois parametros adicionais, cujo papel é introduzir assimetria

e variacao do peso da cauda e B(a,b) fo a=1(1 — w)*~!dw & a fungao beta.

Note que podemos escrever a expressao (4.1) por

F(x) = o (a,h). (4:2)
em que Iy(a,b) = B(a,b)" [Jw* (1 — w)**dw denota a relagao da funcdo beta
incompleta, ou seja, a fungao de distribui¢do acumulada (fda) para uma variavel
aleatoria com distribuicao beta de parametros a e b. Em geral, podemos expressar

a equagao (4.2) em termos da fungao hipergeometrica definida por
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2F1(Oé,6,’7;$) = ZX_; (’7)7,1' T,
em que (a); = a(a+1)...(a + 7 — 1). Dai obtemos,
_ G) .
F(l’) - MFI((I?l b,a—l—l,G(fﬁ))

A funcgao densidade de probabilidade (fdp) correspondente a expressao (4.1) pode

Ser expressa por

1) = g Gl L= G (o) (43)
em que ¢g(z) = dG(x)/dx.

A fda e a fdp para a distribuicao Fréchet sao, respectivamente dadas por

Gor(z) =& 2 >0, (4.4)

gor(z) = Aotz O~ 25 0, (4.5)

em que ¢ > 0 é o parametro de escala e A > 0 é o parametro de forma. O r-ésimo
momento para a distribuicio Fréchet com r < X\ é dado por . = o"T'(1 — r/)), e os

quatros primeiros cumulates sao

kl = 041, k2 = 02(92 - g%)?
fon — g3 — 3g192 + 247
-

3 9
(92 — g7)*

91— 49193 + 69792 — 391

ky = 22 ’
(92 — 91)

em que gy = '(1 — k/\) para k = 1,...,4.
Nadarajah e Gupta (2004) introduziram a fda da distribui¢ao BF com a > 0,
b>0,0>0e\>0, substituindo G(x) na expressao (4.1). Assim,

—(2)*

1 e
/ wa_l(l - W)b_ldw = Ief(g))\ (CL, b),ZE > 0. (46)
0 z

B(a,b)

F(x) =
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A fdp e a funcao taxa de falha para a nova distribuicao sao, respectivamente

dadas por:

A )\ g g
flz) = %x@mea(z)*ﬂ U} (4.7)
(2) \o J;—(A—f—l)efa(%)*{l _ ef(g)A}bfl
T\T) = , T
B(a, b){l — Ie_(%)/\ (CL, b)}

> 0. (4.8)

De fato, note que a fungao densidade da distribuicao Beta Fréchet (BF) pode ser

escrita a partir das expressoes (4.3) e (4.4). Entao,

1 — (2 a— (TN p—1 — (S
1@ = Fapk R R e A CIEO M OVED)
A
_ %x—(%&-l)e—a(;)’\[l _e—(%)*]b—l'
a’?

Agora, note que a funcao taxa de falha serd obtida substituindo as expressoes

(4.1) e (4.3) na defini¢ao (1.3.1). Entao,

A
(0/x) ()\/l’)efa(g)*[l
B(a,b)
1 e 1 b—1
“T(l-w) " d
am ),
)\gA:L,f(AJrl)e—a(%))‘[l _ 6—(%)/\]b71

B(a,b){l — I (z)(a,b)}

_ eGPt

A Figura (4.1) ilustra algumas das possiveis formas da fdp (4.7), para alguns

valores de parametros selecionados, incluindo o caso da Distribuicao Fréchet.
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Figura 4.1: 4 Funcao Densidade de Probabilidade da distribuicao BF para alguns

valores de a e b.
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4.2 Expansoes para a distribuicao e a funcao de

densidade

Apresentamos, nesta se¢ao, expansoes para a fda e para a fdp da distribuicao BF
dependendo se o parametro b é real nao inteiro ou inteiro. Considere a expansao em

série

(1—2)° i 1 (4.9)

7=0
em que |z| <1 e b> 0 real nao inteiro.
Substituindo a expansao em série (4.9) na expressao (4.1), obtemos a fda para a
distribuicao BF com b real nao inteiro.

De fato,

00 . —(
T o
= B b)ZF(b—j)j!/o o

J

I\
o

Observe que,

- (2 2 \A(a+)
€ a = J
/ g, Woti e e -(2)

0 a+7Jlo a+7
€

(a)T(b)

B(a,b) =

(a7 ) F(CL + b)

Substituindo em F'(z) temos

yMats)

e (

819

Fla) = a+b Z —1)7

Jj=0

CEL (4.10)
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Para b inteiro, a soma em (4.10) ¢ de 7 = 0 até j = b — 1. Quando
b = 1, segue que F(x) = e~ 5. Pode ser visto no site de Fungoes da Wolfran

(http://functions. Wolfram.com) que, para b inteiro

b—1 »
@ r 1—y)
I(a,b) = J (a+]),< y) )
['(a) = 4!
e para a inteiro temos

)P < T(b +] :

I(a,b)=1— Z Y.

7=0

Portanto, se b ¢ inteiro, obtemos outra forma equivalente para (4.10)

F —(Z()Zl a_i_.] 1_6(%))’
=0

e para valores inteiros de a, temos

_(2\A a—1 .
(L= @) ATh+)) jep

F(z)=1- )

Se a = 1, a expressao acima reduz-se a
Flz)=1—{1—e G},

Portanto, mostramos que a densidade BF pode ser expressa como uma
combinacao linear infinita de fdp’s de variaveis aleatorias com distribui¢oes Fréchet.
Seja b um numero inteiro, e novamente usando (4.9) podemos reescrever a expressao

(4.7) como

T) = wWila,a(T), (4.11)

em que

[(a+b)(—1)k
C(a)T(b— k)k!(k +a)’

k representa uma constante ponderada tais que Y- wr = 1 € go, 1(2) € a densidade

Wy =

de uma distribuicdo Fréchet com parametro de escala aj, = o(k +a)'/* e parametro de

forma M.
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4.3 Estatisticas de Ordem

Nesta secao, apresentamos a densidade da i-ésima estatistica de ordem
Xim s [inm(z) de uma amostra aleatoria de tamanho n, para a distribui¢ao BF. Sabemos
que,

1

finl®) = By O F @ = F@)y ™,

parat=1,...,n.
Usando as expressoes (4.6) e (4.7), podemos expressar f;.,(x) em termos da funcao

beta incompleta por

- n!go () a—1 b—1
fenl®) = G130 — i) Bla 5 O ) {“GM(W

X g, o @)(a,0) g, @)y (b,a)" "

A fda para i-ésima estatistica de ordem X, Fj.,(z) é dada por

n
n

En<l‘) = Z IGA,Q(OJ)(av b)TII—GA,a(JC)(bv a)nir'

r=1i T
4.4 Momentos

Nesta secao, obtemos o r-ésimo momento para a distribuicao BF e para as
estatisticas de ordem da BF. Pela expressao (4.11), se r < A temos

/ - O-TF(l — T/)\)F(a + b) > (_1)j(a _}_j)r/)\fl
i) = I'(a) ; T(b—j);!

(4.12)
O r-ésimo momento para a X;., com b > 0 real nao inteiro é dado por

w1 oo (D" VDB Blali + k) + 4, b)e
B =22 . B>(a D B(in — i+ 1) E&iw), (413

k=0 j=0
em que X ~ BF(a(i + k) + j,b,o,A\) e a  constante

L _al() = DM R) - j)
WET T(b—0)i!(a+1)

=1
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4.4.1 L - Momentos

Os L-momentos sao analogos aos momentos ordinarios, mas podem ser estimados
por combinagoes lineares de estatisticas de ordem. Eles sao fungoes lineares das

estatisticas de ordem esperada definidas por (Hosking, 1990).

r

/\r—i-l = (7’ + 1)_1 Z (k>E(XT+1—k:T+1)7T = 07 17 (414)

k=0
4.5 Estimacao e Matriz de informacao

Definicao 4.5.1 Sejam Xy, Xs, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da
varidvel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x|0), com 0 €
O, onde © € o espago paramétrico. A func¢ao de verossimilhanga de 6 correspondente

a amostra aleatoria observada € dada por

n

L(olz) = [ ] f(xil6)-

=1

Definicao 4.5.2 O estimador de mdzima verossimilhanca de 6 € o valor heco que
mazimiza o fung¢ao de verossimilhanca L(0;x). O logaritmo natural da fungdo de
verossimilhanc¢a de 0 é denotado por

0(0; ) = log L(0; x).

Suponhamos que Y segue a distribuicao BF e seja 6 = (a,b,0,\)T o vetor de
parametros. O logaritmo da funcao de verossimilhanca para uma tnica observagao y

de Y sera dada por
¢ =log A+ Aog(a/y) — log{ B(a,b)} — a(c/y)* + (b — 1) log(1 — e~ @/¥™),

As componentes para o vetor score U = (9¢/da,dl/0b,dl/ON, 0 /da)T sao dadas

por

ol N
(o) + Wa )~ (o)

ol o)
= —~U(b) + U(a+b) +log{l — e "/},
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o X )\a’\l{ b—1 }

9o = o T e 1
a1 - (G e- )]
Como E(0¢/0a) = 0, obtemos

V(a+b) — \If(a).

E(X) =
(X 2

Para a estimacao intervalar e testes de hipoteses nos parametros do modelo,
precisamos da matriz de informacao de Fisher. A matriz de informacao de Fisher é

dada por

koo kap Koo FKan

kap koo Kvo Ko

koo kvo koo Ko

Eax kpx kox ki
cujos elementos sao
kaa =0 (a) =0 (a+0), kyp = ' (b) — ¢ (a+D),
koo = ﬁ[l +a(A—=1)Y(a+b) —(a) + (b —1)(AT1120 — Ti1,10)],
kax = il +aloouz + (0= 1)(Tip22 — Ti2)l},
kor=—2[1—av(a+b) —¥(a) + Top11 + (b —1)(Tia0 + Tiaaa — Ai220)],
kap =~ (a+0), kor = tTo011,
koo = H{(a+b) —(a)}, ko = —2T1 110, kor = —3T11,11-

Aqui nos definimos uma variével aleatoria V' seguindo uma distribuigao Beta (a, b)

e o valor esperado

Tijws = EV'(1 = V)™ (= log V)*{log(—log V)}],

em que a integral obtida da definicao acima pose der determinada numericamente
usando softwares como, por exemplo, 0 MAPLE ou o MATEMATICA. Por exemplo,

para @ = 1,5 e b = 2,5 temos que os T's da matriz de informacdo de Fisher
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sao: 11120 = 0,51230070, 11110 = 0,55296103, Tpp12 = 0,62931802, T 222 =
0,43145336, Th112 = 0,32124774, Tho11 = 0,48641180, 11111 = —0,16152763, e
T 220 = 0,86196008.

Para uma amostra aleatéria y = (y1,...,yn)” de tamanho n para Y, a log-

verossimilhanca total é dada por

0y = 0,(0) = ie
=1

em que ¢¢ ¢é a log-verossimilhanca para a i-ésima observacao. A funcao escore total
é dada por U, = U,(#) = Y1, U’, com i = 1,....,n e a matriz de informagao total
¢ K,(0) = nK(#). O estimador de méxima verossimilhanca  para 6 ¢ determinado
a partir da solu¢ao nao-linear do sistema de equagoes U, = 0. A distribui¢ao normal
assintotica multivariada Ny (0, K n(@)_l) de 6 pode ser usada para construir intervalos
de confianca aproximados, regides de confianca para os parametros e para fungoes de

sobrevivéncia. De fato, um intervalo de confianga assintético para cada parametro 6; é

dado por
ICZ = (é; — Z'Y/Q V ]/(\'91'791"@; + Z»y/g V I?ei79i),
em que K%% ¢ o j-ésimo elemento da diagonal da matriz K n(é\)_1 parat=1,2,3,4 €

2y2 € 0 quantil 1 — /2 da distribui¢do normal padrao.

4.6 Aplicacao

Um dos principais beneficios da distribui¢ao Beta Generalizada é a sua capacidade
de ajustar dados assimétricos que nao podem ser ajustados por distribuigoes mais
usuais. Nesta secao, nos ajustamos a distribuicao BF para um conjunto de dados sobre
a resisténcia da fibra de vidro com 1,5 centimetro, medidas no Laboratorio Nacional

de Fisica, Inglaterra. Este conjunto é composto por 63 observagoes: obtido por Smith

e Naylor (1987),

Tabela 4.1. Os dados sobre as resisténcias de fibras de vidro com 1,5 cm.
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0,55 0,93 125 1,36 149 152 1,58 1,61 164 168 1,73 1,81
2 074 1,04 127 1,39 149 153 1,59 1,61 1,68 1,76 1,82
201 0,77 1,11 128 142 15 154 16 162 166 1,69 1,76
184 224 081 1,13 129 148 1,5 155 161 1,62 1,66 17
1,77 184 084 124 1,3 148 151 1,61 1,67 17 1,78 189

Os estimadores de méaxima verossimilhanca e a funcao log-verossimilhanca da
distribuicao Beta Fréchet sao,

G =0,3962,b = 225, 7272, \ = 6,8631,5 = 1,3021, (g = —90, 5180,

enquanto para as distribui¢oes Fréchet Exponencial e Fréchet sao,

b=112,5986,\ = 7,7859,5 = 0,9814, {pp = —93, 1962

e

N =1,2643,5 = 2,8875, (p, = —117, 7765.

Os valores das estatisticas RV para testar as hipoteses Hy : Fr x H; : BF e
Hy: FE x Hy : BF sao: 54,5170 (p — valor = 1,45 x 107'2) e 5,3564(p — valor =
2,06 x 107%), respectivamente. Assim, nos rejeitamos a hipotese nula em favor da
hipotese alternativa. Portanto, a distribuicao BF ¢ um modelo adequado para qualquer

nivel de significancia usual.
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Capitulo 5

Familia de distribuicoes Kw

generalizadas

5.1 Introducao

Vamos iniciar este capitulo com uma discussao sobre a distribuicao beta
generalizada (BG) e em seguida introduzimos uma nova familia de distribui¢oes
generalizadas a distribuicdo de Kumaraswamy (Kw-G) obtida por Cordeiro e Castro
(2010). No texto sao discutidas algumas propriedades desta distribuigao. Expressoes
para os momentos, funcao de falha, estatistica de ordem sao obtidas. Utilizamos o
método da méxima verossimilhanga para estimar os parametros desta distribuicao.

A distribuigao beta generalizada tem sido amplamente estudada. Muitos autores
desenvolveram varias classes dessa distribuigao. Eugene et al. (2002) propuseram
uma classe mais geral de distribuicoes de uma variavel aleatoria, definida a partir
da logit da variavel aleatoéria beta empregando dois parametros, cujo papel é o de
introduzir a assimetria e variacdo do peso da cauda, respectivamente. Seguindo o
trabalho de Eugene et al. (2002), que definiu a distribuigdo beta normal, Nadarajah
e Kotz (2004) introduziram a distribuigdo beta Gumbel, Nadarajah e Gupta (2004)
propuseram a distribui¢ao beta Fréchet e Nadarajah e Kotz (2005) trabalharam com a
distribuicao beta exponencial. No entanto, todos estes trabalhos levaram algumas
dificuldades matematicas, porque a distribuicao beta nao ¢ facilmente tratavel e,
em particular, a sua fungdo de distribuigdo acumulada (fda) envolve a fungao beta
incompleta. O artigo de Kumaraswamy (1980) apresenta uma nova distribui¢ao de

probabilidade para processos aleatorios limitados com aplicagoes hidrologicas. A
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distribuicao de Kumaraswamy recebeu um interesse consideravel em hidrologia e areas
afins. Em experimentos de testes de confiabilidade e de tempo de vida, muitas vezes
os dados sao modelados pela distribuicao gama. No6s comecamos com a distribuicao de
Kumaraswamy (chamado agora em diante como a distribui¢do Kw) no intervalo (0, 1),
tendo fungao de densidade de probabilidade (fdp) e a (fda) com dois parametros da

forma a > 0 e b > 0 definidas, respectivamente, por

flz) =abs* (1 -2t e F(r)=1—(1-a%" (5.1)

A fungao de densidade na expressdo (5.1) tem as mesmas propriedades que a
distribuicao beta, porém com algumas vantagens. A distribuicdo Kw parece nao
ser muito familiar para os estatisticos e nao foi investigada sistematicamente com
detalhes, nem tem a sua intercambialidade em relagao a distribuicao beta como tem sido
amplamente apreciada. No entanto, em um artigo muito recente, Jones (2008) explorou
a fundo a génese da distribuicaio Kw e, o mais importante, deixou claro algumas
semelhancas e diferengas entre as distribuigoes beta e Kw. Por exemplo, as densidades
Kw e beta sao unimodais, crescentes, decrescentes ou constantes, dependendo da
mesma maneira como a distribuigao beta é definida sobre os valores de seus parametros.
Ele destacou vérias vantagens que a distribuicao Kw tem sobre a distribuicao beta:
a constante de normalizacao, férmulas explicitas para a distribuicao e func¢oes quantis
que nao envolve qualquer funcao especial; uma férmula para geracao de variaveis
aleatorias; formulas explicitas para os L-momentos e mais férmulas para momentos
de estatisticas de ordem. Além disso, segundo Jones, a distribuicao beta tem as
seguintes vantagens sobre a distribuicao Kw: férmulas para momentos e para fungao
geradora dos momentos; uma sub-familia uniparamétrica de distribuigoes simétricas;
estimativas simples para os momentos e varias maneiras de gerar a distribuicao por
meio de processos fisicos.

A partir das obras de Eugene et al. (2002) e Jones (2008), Cordeiro e Castro
(2010) construiram uma nova classe de distribuigoes Kw generalizadas (Kw-G).

Considere a fda G(z) arbitraria, entdo a fda F(z) da distribuicio Kw-G ¢é definida
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por

F(r) =1-{1-G(z)"}, (5.2)

em que a > 0 e b > 0 sao dois parametros adicionais, cujo papel é o de introduzir
a assimetria e variar os pesos da cauda. Devido & funcao de distribuicao tratada em
(5.2), a distribuigao Kw-G pode ser utilizada de forma bastante eficaz, mesmo que os
dados sejam censurados. Correspondentemente, a funcao de densidade desta familia

de distribuigoes sera dada por

f(w) = abg(2)G(2)* {1 - G(z)"}"". (5.3)

Enquanto que, a densidade da distribuicao beta-G é dada por

1
B(a,b)

em que B (-, ) denota a fun¢ao beta. A nova densidade em (5.3) tem uma vantagem

fz) = 9(2)G(2)* {1 = G(x)}"™ (5.4)

sobre a classe de distribuigdo beta generalizada ( Eugene et al. (2002)), uma vez
que nao envolve qualquer funcao especial. As distribuicbes Kw generalizadas especiais
podem ser geradas como se segue: a distribui¢ao Kw-normal (KwN) é obtida tomando
G(z) na expressao (5.3) como sendo a fungao de distribui¢ao da distribuigdo normal.
Analogamente, a Kw-Weibull (KwW), Kw-gama (KwGa), Kw-Gumbel (KwGu) e
0 nosso novo caso Kw-Fréchet (KwF') sao obtidas tomando G(x) como sendo a fda
da Weibull, da Gamma, da Gumbel e da Fréchet, respectivamente. Assim, cada nova
distribuicao Kw-G pode ser obtida a partir de uma distribuicao G especificada. A
distribuicao Kw é um caso especial da distribuicao Kw-G com G sendo a distribuigao
uniforme em [0,1]. Um dos principais beneficios da familia Kw de distribuigoes
generalizadas ¢ a sua capacidade para ajustar dados assimétricos que nao podem ser

adequadamente ajustados por distribui¢oes usuais.

5.2 Distribuicoes Especias Kw Generalizada

A familia Kw-G com densidade (5.3) permite uma maior flexibilidade das suas

caudas e pode ser aplicada em muitas areas da engenharia e biologia. A densidade
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(5.3) sera mais tratavel quando a fda G(x) e a fdp g(x) tiverem expressoes analiticas
simples. Agora, vamos discutir algumas distribuicoes Kw especiais generalizadas.
5.2.1 Kw-normal

A densidade KwN ¢ obtida a partir expressao (5.3) tomando G (-) e g (+) como
sendo a fda e a fdp da distribuicaio Normal N (p,0?), de modo que

@ = o e e (1)

em que r € R, u € RN sdo pardmetros de locagao, o > 0 é um parametro de escala,
a,b > 0 sao parametros de forma, e ¢(.) e ®(.) sdo a fdp e a fda da distribuigdo normal

padrao, respectivamente.

5.2.2 Kw-Weibull

A fda da distribuigao Weibull com parametros § > 0 e ¢ > 0 ¢ G(z) =

1 — exp{—(px)¢} para x > 0. Correspondentemente, a densidade da distribuigao
Kw-Weibull, digamos KwW (a,b, ¢, 3), reduz a

f(x) = abefatte= B [1 — e~ (B0 a=1e] — [1 — e~ B9} 2 4 b, ¢, B > 0.

Se ¢ = 1, obtém-se a distribuigdo Kw-exponencial. A distribui¢ao KwW (1,b,1, )

corresponde a distribuicao exponencial com parametro 5* = bg.

5.2.3 Kw-gama

Seja Y uma variavel aleatéria gama com fda dada por G(y) = Iy ()/T' ()
para y,o, § > 0, em que I'(.) é a funcdo gama e T'.(a) = [5t* e 'dt é a funcao
gama incompleta. A densidade de uma variavel aleatoria X seguindo uma distribuigao

KwGa, digamos X ~ KwGa(a,b, 3, a), pode ser expressa por
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abcfexo e B
NOR

flz) = [ () HT ()" — Fﬁm(&)“}bfl, x,B,a,a,b> 0.

Para o = 1, obtém-se a distribui¢do Kw-exponencial. Note que KwGa(1,b,3,1)

é a distribuicao exponencial com parametro * = bj.

5.2.4 Kw-Gumbel

As funcoes densidade de distribuicao da distribuicao Gumbel com o parametro

de locagao p > 0 e parametro de escala o > 0 sao dadas por

A média e a variancia sao iguais a u — yo e m20%/6, respectivamente, em que
¢ a constante de Euller (y &~ 0.57722). Inserindo estas expressoes na Equagao (5.3)

obtemos a distribuigdo KwGu, denotamos KwGu (a, b, u, o).

5.2.5 Kw Gaussiana inversa

Adotando a parametriza¢do em Stasinopoulos e Rigby (2007), a fdp e a fda da

distribuicao Gaussiana inversa sao dadas, respectivamente, por

1

2
= ——exp -y (- 0> 0
g(m) 27T0'2[L'3 €xp { 2,&20'21' (-CE ,u) }7 Z, ,LL g
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Substituindo estas expressoes na Equagao (5.3) obtemos a distribuigdo Kw-inversa

Gaussiana, digamos KwlG(a, b, u,0?).

5.2.6 Kw Fréchet

A densidade e a fda da Kw Fréchet é obtida a partir das expressoes (5.2) e (5.3)

tomando G (-) e g (-) como sendo a fda e a fdp da distribuigdo Fréchet, entao

Fz)=1-{1—¢e@"} 2 >0, (5.5)

fz) = abhor =MD a0 1 — gma(5) o1 (5.6)

em que o > 0 é o parametro de escala e A > 0 é o pardmetro de forma.

A fungao taxa de falha para a distribuicao Kw-Fréchet é dada por,

ablo iL‘_(A—H —a % {1 _efa( )A}b 1
1-[1— {1 — e 2N
abor e {1 —a(%)’\}b—l
{1—e —a(3 }b

abhgr gz~ O+ e—a($)?

{1—e M

h(z) =

A representagao grafica da fun¢ao densidade das distribuiges Kw-Normal (a, b,
p= 0,02 =1) e Kw-Fréchet (a, b, \ = 1,0 = 2), para alguns valores de a e b sdo dadas
na Figura (5.1).
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Figura 5.1: Funcao densidade de probabilidade das distribuigoes Kw-Normal e Kw-

Fréchet para alguns valores dos parametros a e b.
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5.3 Uma expansao geral para a funcao de densidade

Para b > 0 real nao-inteiro, usamos a seguinte representacao em série

> [ b—1 ‘
{1-G@)t=> (-1 | G@)™,
i=0 ¢
em que o coeficiente binomial é definido para qualquer nimero real. A partir da

expansao acima e a expressao (5.3), podemos escrever a densidade Kw-G, como segue

f(z) = g(x) Z w;(G(x)) 0+~ (5.8)

em que os coeficientes sao

, b—1
w; = w;(a,b) = (—1)'ab
1

o0
e E w; = 1.
i=0
Se b é um numero inteiro, o indice ¢ na soma anterior para em b — 1. Se a é
um ndmero inteiro, na expressao (5.8) temos que, a densidade da distribuigdo Kw-G
é apenas igual a densidade da distribuicao G, multiplicado por uma série de poténcia
infinita ponderada de fda(s) da distribuigdo G. Caso contrario, se a for nao inteiro,
i+1)—1

podemos expandir G (z) como segue

Gy =1 - (1 - oy =3y [ TV TN a ey
j=0 J

e assim,

A > A a(i+1) —1 '
LR ) DT !

7=0 r=0 j "

G(x)".

Portanto, a densidade de f(x) na expressao (5.3) pode ser reescrita sob a forma

fla)=g) > > wi;,Gla), (5.9)

3,j=0 r=0
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em que os coeficientes sao

L a(i+1)—1 b—1 ]
stibrgy AT o ERT)

Wi jr = wz-,j,r(a, b) = (_1) . .
7 1 r

oo J
com E E wi,j,'rzl'

i,j=0 r=0
5.4 Foérmula Geral para os momentos

O r-ésimo momento para a distribuigao Kw—G pode ser expresso como uma soma
infinita ponderada de ordem (s,7) obtida da expressao (5.8), se a é um ntmero inteiro
e da expressao (5.9) se a € um ntimero nao-inteiro. Assumindo Y e X com distribuigoes
G e Kw—G, respectivamente, o r-ésimo momento de X, digamos ,u;, pode ser expresso

em termos do elemento (s, ) da soma infinita ponderada 75, = E{Y*G(Y)"} de Y para

r=0,1,..., tal como definido por Greenwood et al. (1979). Para a inteiro, obtemos
W, = Z WrTs a(r4+1)—1 (5.11)
r=0

enquanto que para a real nao inteiro, podemos escrever a partir da expressao (5.9)

oo J
,LL’S = Z Zwi,j,rTs,r- (512)

i,5=0 r=0
5.5 Estatisticas de ordem

A densidade f;.,(z) para a i-ésima estatistica de ordem, com ¢ = 1,...,n, para
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d) X3, ..., X, de uma

distribuicao Kw — G, é dada por

f (=)

B(i,n —i+ 1)F(“})i_1{1 — F(z)}"".

fin(z) =

Substituindo as expressoes (5.2) e (5.3), obtemos
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finl®) = B@.,na_bi 9@ C@) T L= {1 = Gl YL = Gy T

em que B(.,.) é a fungao beta, e portanto

fi:”(x):B(i,j(_w)i+1);(_1)j nj_z F(a) i, (5.13)

Apresentamos, agora, uma expressao para a densidade das estatisticas de ordem
da distribuicao Kw — G. Este resultado permite obtermos os momentos comuns das
estatisticas de ordem da distribuicao Kw — G, como somas infinitas ponderadas da
distribuigao G. A partir da expressao (5.2), obtemos uma expansao para a F(z)"/~!

que é dada por

pap =3 [T ) et ey

Usando a expansao em série para {1 — G(x)*}* temos

o kb
{1-Ga)}* = (- G(x)™,

e, em seguida, a partir da expressao,

=S [ ) [ ) cwr,

m=0 j=r J r
obtemos
i+j—1 . . 0o
o 1+7—1
Py =S T ) Y uab k)G ) (5.14)
=0 k =0

em que os coeficientes v, (a, b, k) sdo dados por

o0 kb
ve(a,b, k) =) (=)™ sy (ma),

k=0 m

e as quantidades s,.(ma) s@o obtidas a partir da seguinte expressao

88



s@=3 [ )7

j:r j T

Através do intercambio das somas na expressao (5.14), temos que
oo
F(@)™ ™ = " priyioa(a,b)G(x),
k=0

em que os coeficientes p, ,(a, b) s@o calculados por

Y u ol kb ma l
pr,u(aa b) = Z (_1>k Z (_1)m7”+1 ) (515>

=0 \ K m=0 l=r m l r

para r,u = 0,1, ...
Se a é um numero real nao-inteiro, inserindo as expressoes (5.9) e (5.14) na
expressao (5.13) e fazendo a mudanca de indices, podemos reescrever a densidade

fin(x) da seguinte maneira

n—

f() i [ Sy "
in — . . —1)/ u,v,tPri+j— ,bG [
f‘ (x) B(7/7 n-—i + 1) ]0( ) j u,v,t=0 t=0 N ’ ?tp " l(a ) (x)
(5.16)
De fato, note que
f(x) o [ n—i o
- = —1) F(x)I
Jinl®) = Biw—iv1) jzo( ) j «

oo J
0SS wnC N
i,j=0 7=0 [ t+J— k
— _1)d 1
B(i,n—i+1) Z( ) ; Z -

=0 J k=0 k

x Y wp(a, b, k)G(x)"

g(z) — [ n—t O T+t
= . . (_1)J W, tPri ‘71(017 b)G(JJ) .
Blin - 171 2 PPN
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Se a ¢ um namero real inteiro, substituindo as expressoes (5.8) e (5.13) na

expressao (5.14) , podemos reescrever a densidade f;.,(z) da seguinte maneira

f(gg) nt [ n—1 > B
f.(x)= —1) § w o (a.b)G a(u+1)+r 1.
Z.N( ) B(l, n—1 1) j—O( ) j r,u=0 wris 1( ’ ) ($)

(5.17)

De fato, note que

f(x) < [ n—i o
fin(2) = : : —1) F(z)™
R =1 Dl R R
. w, G2+
g( )Z () n—i n—i 1+j-1 Z—|—j—1

5.6 Inferéncia

Definicao 5.6.1 Sejam X, X, ..., X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da
varidvel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x]0), com 6 €
O, onde © € o espaco paramétrico. A funcao de verossimilhanca de 6 correspondente
a amostra aleatoria observada € dada por

n

L(Olz) = [ ] f(x:l6).

i=1

Definicao 5.6.2 O estimador de mdxima verossimilhanca de 6 € o valor heco que
mazimiza a fun¢ao de verossimilhan¢a L(0;x). O logaritmo natural da fung¢ao de

verossimilhanga de 0 € denotado por

0(0; ) = log L(0; x).

Seja v um vetor de parametros p-dimensional da distribuicao em estudo com

expressoes (5.2) e (5.3). Consideramos variaveis aleatorias independentes Xj, ..., X,
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em que cada X; segue uma distribuigdo Kw — G com vetor de parametros 6 = (a, b, ).
A funcao de log-verossimilhanca ¢ = ¢(f) para os parametros do modelo sao obtidos a

partir da expressao (5.3). De fato, aplicando o logaritmo na expressao (5.3) temos,

£(6) = n{log(a)+log(B) )+ log{g(xii1)}+(a—1) D" log{Glaii)}+b—1) Y log{1-Glaii1)"}.

Os elementos do vetor escore sao obtidos, derivando a funcao log-verossimilhanga

em relacao a cada parametro, entao

) > tox(Glr M) {1 - by,

out) _ 5~ L Oei) 106Gy _ab-n)

oy = lglziy) Oy G(zi,y) 0y G(zyy)—e— 101

para 7 = 1,...,p. A maximizagdo da fungdo log-verossimilhanga acima pode ser
realizada usando o programa R versao 2.15. A distribui¢ao assintética do estimador
f ¢ normal multivariada com vetor de média 0 e matriz de covariancia que pode ser
estimada por {—02(0)/00067}~1 avaliada em 6 = .

Consideremos duas distribuigoes Kw — G, entao:

A distribuigao Kw-G4 com parametros 6y, ...,0, e com fungao logaritmica de
méxima verossimilhanca igual a —2¢ (5;) e Kw-Gp com parametros 60y, ...,0,,0,41,...,0,
e com funcao logaritmica de méaxima verossimilhanca igual a —25(5;). Para testar a
distribuicao Kw-G 4 contra Kw-Gp utilizamos a estatistica da razao de verossimilhanca
(RV), igual a —2[5(5;) — E(é;)} ¢ tem distribui¢do assintotica x3_,. Para testar
a distribuicao que melhor se ajusta aos dados utilizamos o método AIC dado por
—2/ (5)—1—2}9*, em que p* é o nimero de pardmetros do modelo. A distribui¢ao com menor

valor de AIC é considerada como o melhor modelo para descrever um determinado

conjunto de dados.

91



5.7 Aplicacao

Nesta secao, nés ajustamos a distribuicao Kw-F para um conjunto de dados sem

censura definida por Nichols e Padgett (2006) composto de 100 observagdes sobre a

resisténcia de fibras de carbono (em Gba):

Tabela 5.1. Os dados sobre a resisténcia de fibras de carbono (em Gba)

3,7

3,22
2,53
3,56
2,97
1,59
1,25
1,08

2,74
1,69
2,67
3,15
1,36
2
4,38
2,03

2,73
3,28
2,93
2,35
0,98
1,22
1,84
1,61

2,5
3,09
3,22
2,55
2,76
1,12
0,39
2,12

3,6
1,87
3,39
2,59
4,91
1,71
3,68
1,89

3,11
3,15
2,81
2,38
3,68
2,17
2,48
2,88

3,27
4,9
4,2
2,81
1,84
1,17
0,85
2,82

2,87
3,75
3,33
2,77
1,59
5,08
1,61
2,05

1,47
2,43
2,55
2,17
3,19
2,48
2,79
3,65

3,11
2,95
3,31
2,83
1,57
1,18
4,7

442 241 3,19
2,97 3,39 2,96
331 285 2,56
1,92 141 3,68
0,81 5,56 1,73
351 2,17 1,69
2,03 1.8 157

Os estimadores de méxima verossimilhanca e a funcao

maximizada para a distribuicao Kw-Fréchet sao

log-verossimilhanga

G=12,05b=0943 \=0,83, 5 = 3,512, {xp_r = —129,0104,

Considerando as distribui¢oes Beta Fréchet e Fréchet obtemos

G =0,4108, b = 125,1801, X = 0,7496, G = 31,4556, lpp = —142, 9640,

X =1,7690, = 1,8916, (p,

respectivamente.

= —173, 1440,

Fazendo o calculo do AIC para as distribuicoes, obtivemos para a distribuicao
Fréchet , AIC = 350,288, para a Beta Fréchet, AIC = 293,928 e para a Kw
Fréchet AIC = 266,0208. Como podemos ver a partir do AIC o modelo Kw Fréchet

tem o menor valor entre os trés modelos ajustados e, portanto, o modelo Kw-Fréchet

se ajusta melhor aos dados.
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Figura 5.2: Histograma e as fdps das distribui¢oes Fréchet, Beta Fréchet e Kw-Fréchet.

A Figura (5.2) ilustra as fdps das distribuigdes Fréchet, Beta Fréchet e Kw
Fréchet, para o conjunto de dados sobre a resisténcia de fibras de carbono (em Gba).
Fazendo uma anélise do grafico, na Figura (5.2), observamos que pelo fato de a e b
serem dois parametros, cujo papel é de introduzir assimetria e variacao do peso da
cauda, respectivamente a distribuicao Kw-Fréchet é mais assimétrica a esquerda, com
caudas mais leves e proporciona um melhor ajuste do que os outros dois submodelos

para o conjunto de dados.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos algumas familias de distribui¢coes de probabilidade
generalizadas.

No capitulo 1, apresentamos a distribuigdo Beta Pareto (DBP). Discutimos
algumas propriedades desta distribuicao, bem como expressoes para a média, desvio
médio, variancia, curtose e entropia. O método da méxima verossimilhanca foi utilizado
para estimar os parametros da DBP. Em uma aplicacao aos dados de inundacao, a
DPB proporciona um ajuste significativamente melhor do que a Pareto e a distribuigao
Weibull com trés parametos. A DPG como discutido por Choulakian e Stephens
(2001) foi desenvolvida especificamente para a modelagem das excedéncias sobre o nivel
limiar no controle de inundacoes. A DBP nao foi desenvolvida especificamente para
a modelagem dos dados sobre "pico ao longo do limiar". No entanto, a versatilidade
da DBP (que tem dois parametros adicionais) permite que ela se encaixe de forma
adequada a esses tipos de dados. O resultado, neste trabalho, indica que a DBP
apresenta ser um bom modelo no manuseamento de dados com valores extremos.
Assim, podemos observar que outros estudos sao necessarios para explorar as aplicagoes
da DBP.

No capitulo 2, estudamos a distribuigdo Beta Exponencial Generalizada (BEG),
motivada pela ampla utilizacao da distribuicao Exponencial, e também pelo fato de
que essa generalizacao proporciona maior flexibilidade para analisar situagoes mais
complexas. De fato, a distribuicago BEG representa uma generalizacao de algumas
distribuicoes, tais como, a distribuicao Beta Exponencial discutida por Nadarajah
e Kotz (2005) e a distribuigdo Exponencial Generalizada introduzida por Gupta e
Kundu (1999). Fornecemos um tratamento mateméatico dessa distribui¢ao incluindo
as densidades das estatisticas de ordem. A funcao densidade da distribuicao Beta

Exponencial Generalizada pode ser expressa como uma mistura de densidades da
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distribuicao EG. Para obtermos estas densidade, derivamos algumas expansoes para
a fda, fdp e fgm da distribuicao BEG. Neste capitulo, também obtemos a fdp das
estatisticas de ordem que pode ser expressa em termos de uma combinacao linear da
densidade da BEG. Apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanga e obtemos
a matriz de informagao de Fisher. Uma aplicacao da distribuicaco BEG é exposta
para mostrar que esta distribuicao pode ter o melhor ajuste em relacao aos outros
submodelos discutidos.

No capitulo 3, trabalhamos com a Beta Weibull Modificada (BWM). Essa
distribuicao permite testar a qualidade do ajuste das vérias distribui¢coes conhecidas,
o que nao é possivel na maioria dos modelos generalizados utilizados. O novo modelo
¢ muito mais flexivel do que a Weibull Exponencial (WE), Weibull modificado (WM)
e a Weibull Modificada Generalizada(WMG) submodelos propostos, recentemente. A
nova distribuigao é capaz de melhorar a modelagem de dados. Além disso, permite
testar a qualidade do ajuste de varias distribuicoes conhecidas, como submodelos.
Para este novo modelo, alguns métodos paramétricos, como a estimacao da méaxima
verossimilhanca e o teste da razao verossimilhanca é mais eficaz quando aplicado
na analise de dados de sobrevivéncia. Apresentamos um tratamento matemaético da
distribuicao, incluindo a densidade das estatisticas de ordem e expansoes infinitas para
0 7-ésimo momento.

No capitulo 4, apresentamos a distribui¢ao Beta Fréchet (BF). Ela unifica algumas
distribui¢oes anteriormente, proporcionando uma visao geral destas distribui¢oes para
estudos teoricos. A distribuicao BF é motivada pela ampla utilizacao da distribuigao
de Fréchet, e também pelo fato de que a generalizacao fornece mais flexibilidade para
analise de dados assimétricos. A densidade da BF pode ser expressa como uma mistura
de densidades Fréchet, que permite obter algumas expansoes para a fda e para os L-
momentos. A fdp e as estatisticas de ordem da BF também podem ser expressas em
termos de uma combinacao linear de densidades de Fréchet. Neste capitulo, obtivemos
as estimativas maxima verossimilhanca e a matriz de informacgao. Para conjuntos
de dados que sao fortemente dispersos e / ou fortemente assimétricos o beneficio da
distribuicao BF comparado as distribui¢coes FE e Fréchet é mais evidente.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos nossa contribuicao teoérica para esta

dissertacao, a distribuicao Kw-Fréchet. Esta distribuicao foi baseada nas distribuigoes
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Fréchet e de Kumaraswamy. Apresentamos algumas propriedades matematicas
das distribuicoes Kw-G. Os momentos da distribuicao Kw-G pode ser expressos
explicitamente em termos de somas infinitas ponderadas da distribuicao G. O
mesmo acontece para os momentos das estatisticas de ordem das distribuigoes Kw-
G. Discutimos a estimagao dos parametros e a inferéncia dos parametros, em que
observamos que a estimacao de méxima verossimilhanca dos parametros da distribuigao
Kw-G é muito mais simples do que das distribui¢oes beta generalizadas. Uma aplicacao
da nova familia de distribui¢oes para dados reais foi apresentada para mostrar a

viabilidade da distribuicao Kw-Fréchet.
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