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Resumo

Neste trabalho, iremos mostrar a existéncia de solugoes para uma equacao de
Schrodinger quasilinear. Usaremos o método de Nehari e, minimizando o funcional
energia, encontraremos solugoes positivas e solugdes nodais (que mudam de sinal) para
este problema. Provaremos ainda a existéncia de solugoes positivas via Passo da Mon-

tanha, com diferentes hipoteses sobre o potencial.

Palavras Chave: Equagao de Schrodinger quasilinear, solugoes positivas e nodais,

Método de Nehari, Teorema do Passo da Montanha.



Abstract

In this paper, we show the existence of solutions for a quasilinear Schrodinger
equation. We will use Nehari Method and, minimizing the energy functional, we will
find positive and nodal solutions (sign changing) to this problem. We prove also exis-
tence of positive solutions via the Mountain Pass Theorem, with different hypotheses

on the potencial.

Keywords: Quasilinear Schrodinger equations, positive and nodal solutions, Nehari

Method, Mountain Pass Theorem.
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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em encontrar soluc¢oes fracas para a equagao

de Schrodinger quasilinear da forma
1
—Au+V(z)u — §(A(|u|2))u = Mulf"'u em RY, (1)

onde 4 <p+1<22"= N>3A>0eV =V(z),z € R, é um potencial dado

que é uma funcao Holder continua e satisfaz a condicao

Vo = inf V(x)>0. (2)

zeRN

A equagao (1) é um caso particular da equagao
10z = —Az +W(x)z — f(|2|*)z — kA2 (|2]*)2, (3)

onde W = W(z),z € RY, é um potencial dado, k ¢ uma constante real e f e h sao
funcoes reais. Este problema aparece em diversas areas da Fisica Matemética,
como por exemplo, Teoria dos Superfluidos e Mecanica Quantica Dissipativa (e. g.,
Hasse [11], 1980; Kurihura [15], 1981; Nakamura [23], 1977), e corresponde a modelos
de fenémenos fisicos .

Consideremos h(s) = s, f(s) = As"T K = 1 e z(t,x) = e u(x), onde F &

uma constante real. Notemos que
Oz = —iFe y(x),

implicando em

10z = Fe "Flu(x). (4)

Além disso,
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0z o—iFt Ju

Ox; Ox;
Dai,
ox? dx?’
Assim,
—Az = e~ Au) (5)

Temos também

p—1

FUP) =X ([217) = 2= Muf " rue™ m(|2?) = 127 = [u* e H(|2)) =1.
Logo, sendo k = %,

ARz (|2]*)z = %(AIUIQ)U e, (6)

F(I21) = Aul~ e (7)

Substituindo (4), (5), (6) e (7) em (3) e multiplicando a equagao obtida por ",
ficamos com

“Au+[W(x) = Flu— %(A(\u|2))u — Muf

Tomando V (z) = W(z) — F, obtemos a equacgao (1).

Neste trabalho, mostraremos a existéncia de solugao fraca para a equagao (1),
baseado nos artigos de Liu, Wang e Wang [21], publicado em 2004, e de Liu, Wang e
Wang [20], publicado em 2003. A existéncia de solucao fraca positiva para a equagao
(1) foi provado em 2002 (caso unidimensional, ou seja, N = 1) e em 2003 (dimensoes
maiores) por Poppennberg et al. [24] e Liu e Wang [19], respectivamente. Nesses
trabalhos, é considerado um problema com vinculo associado a equagao quasilinear (1)
e, sob certas condic¢oes, prova-se que o problema em questao possui solugao positiva
para uma sequéncia (A,) satisfazendo A, — 0 e para uma sequéncia (A,) verificando
An — +00. Para A > 0 qualquer, a existéncia de solugoes estava em aberto e é este o
caso que vamos tratar no nosso estudo.

Nos Capitulos 1, 2 e 3 desta dissertacao, vamos supor que o potencial V' satisfaz

a seguinte condicao:

Vie= lim V(@)= V] < 400, V(z)# Va (8)

|z| =400
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e no Capitulo 3, assumiremos também que existem constantes M, A,m > 0 tais que

para |z| > M,
A

V(z) “1iam mr

<V

< (9)
Nos capitulos citados acima, mostraremos a existéncia de uma solugao fraca po-
sitiva e de uma solugdo fraca que muda de sinal para a equagao (1). Para isto, utiliza-

remos o Método de Nehari. Essa técnica baseia-se em encontrar pontos criticos de um

funcional ¢ : E — R, definido em um espaco de Banach E e de classe C'*, no conjunto
N ={v e E;(¢'(v),v) =0}, (10)

onde ¢'(v) é a derivada de Fréchet de ¢ em v. Este método foi usado, entre outros
autores, por Castro et al. [5], em 1997, e Cerami et al. [6], em 1986, para obter
solugoes que mudam de sinal em dominios limitados, e mais recentemente, em 2003,
por Ambrosetti e Wang [2], para encontrar solu¢ao positiva, com N = 1. Observemos,
no entanto, que no nosso trabalho nao teremos a suavidade do funcional I e a derivada
que usaremos nao ¢ a derivada de Frechét.

A seguir, veremos a defini¢ao de solucao fraca e de derivada que utilizaremos nos
trés primeiros capitulos desta dissertacao. Além disso, fixaremos algumas notacoes.
Notemos inicialmente que as técnicas adotadas em nosso trabalho independem de A > 0.

Por isso, assumiremos A = 1. Além disso, vamos considerar X como sendo o conjunto
X={ueH (RY);v" e H (RY)}. (11)

Definigao 0.1 Dizemos que uma fungio u : RN — R € uma solugio fraca de (1) se
u € X e satisfaz

/ (1+u2)VUV¢dx—|—/ u|Vu|2¢>dx—|—/
RN RN

V(a:)ugbdx—/ |ulP~tupdr = 0, (12)
RN RN

para toda ¢ € W, onde
W = {(b € X;/ uw?|VoPdr < +oo e / IVul?¢*dz < +oo} .
RN RN
Seja I : X — R o funcional dado por

1 1 1 1
I(u) = §/RN \Vu|2dx+§/RN uQ\Vu|2dx+§/RN V(x)uzdx—m - |ulPtdz. (13)

Temos que I esta bem definido. De fato, dada uma funcao u € X, temos u? €

HY(RY). Consequentemente, u? € L? (RY), pois HY(RY) c L* (RY). Assim, u €
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L**(RY). Desde que u € L*(RY), ja que u € X € H'(RY) c L*(RY), pelo Teorema
C.12 (Desigualdade de Interpolagao), u € L1 (RN) ,Vq € [2,2.2%]. Dai,

X c LY (RY),Vq € [2,2.2"] (14)
e, em particular, para 4 < p+ 1 < 2.2%,
/ lulPdz < +oo. (15)
RN

Temos ainda V(u?) € L*(RY). Sendo V(u?) = 2uVu, segue que |V(u?)|?> =

4u?|Vul* e assim
/ w?|Vul*dr < +oo. (16)
RN
Como u € H'(RY), entdo
/ |Vul?dr < +oo, (17)
RN
e sabendo que V' é limitada, pois é uma fungao continua e satisfaz (8), temos ainda
/ V(z)u*dr < +oo. (18)
RN

De (15) - (18), o funcional I estéd bem definido em X.
Agora vamos introduzir a definicao de derivada que iremos usar. Dados u € X e

¢ € W, a derivada de I em u na diregao de ¢, denotada por (I'(u), ¢), é definida como

(I'(w), ) = lim 103 0) ~1(),

t—0+ t

No Apéndice A, mostraremos que (I'(u), ¢) esta bem definida, ou seja, se u € X

e €W, entao u+tp € X, e I é derivavel, com

(I'(n),¢) = /RN(l—l—UQ)Vqubdx—i-/ u|Vul*pdw

RN

— p—1
+ /RNV(:r)ugbdm / |u|P ugpdz. (19)

RN
De (12) e (19), segue que u € X ¢é solucao fraca de (1) se, e somente se,
(I'(u), ) =0,V € W. (20)

Fixemos algumas notagoes. Seja v : X — R o funcional dado por

() = (I'(u), u) = /RN [(1+ 22)[Vul> + Va2 — [u["*] do. (21)
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A Variedade de Nehari, neste caso, é o conjunto
S={ue X;v(u) =0,u#0}. (22)
Consideraremos também o conjunto
S*={ue S;ut €S u €8}, (23)
onde
ut(z) = max{u(z),0} e u (x) = max{—u(z),0}. (24)

Notemos que ut e u~ sao fun¢des nao negativas,

u=u"—u e |u=u"+u. (25)
Definamos ainda
= irelgl(u) (26)
e
= ulélsf I(u). (27)

Neste contexto, iremos encontrar solugdes positivas e solugdes nodais (que mudam
de sinal) para a equagao (1), minimizando o funcional I em S e S*, respectivamente.

Os principais resultados que iremos provar sao os seguintes:

Teorema 0.1 Seja 4 < p+ 1 < 2.2*. Suponha que valem (2) e (8). Entao, existe
u € S tal que I(u) = c°. Além disso, u € solugao fraca positiva de (1).

Teorema 0.2 Seja 4 < p+ 1< 2.2*. Suponha que valem (2),(8) e (9). Entao, existe
u € S* tal que I(u) = c*. Além disso, u é uma solu¢ao fraca de (1) que muda de sinal

e que tem exatamente dois dominios nodais.

Seja y € RY, com u(y) # 0. Um dominuo nodal D de u é a componente conexa
de y em RY tal que u(z) # 0 e u(x) tem o mesmo sinal de u(y), para todo x € D. Se
u(y) > 0, dizemos que D é um dominio nodal positivo e se u(y) < 0, D é um dominio
nodal negativo.

No Capitulo 1, apresentaremos os resultados preliminares e mostraremos a

existéncia de solugbes positivas e nodais para a equagao (1) em dominio limitado,
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mais especificamente, na bola centrada na origem. No Capitulo 2, provaremos o
Teorema 0.1, mostrando a existéncia de solucao positiva. E no Capitulo 3, faremos
a demonstragao do Teoreama 0.2, provando a existéncia de uma solu¢ao nodal. Esses
trés primeiros capitulos serao baseados no artigo de Liu, Wang e Wang [21].

Ja no Capitulo 4, provaremos a existéncia de solugao positiva para a equagao (1)
supondo diferentes hipoteses sobre o potencial V. Para isto, definiremos um conjunto
Y no qual queremos que a solug@o pertenga e, neste caso, vemos que o funcional energia
associado ao problema nao esta bem definido em Y. Por isso, faremos uma mudancga de
variavel e obteremos um novo problema, do qual mostraremos a existéncia de solugao
fraca positiva. A partir desta solucao, encontraremos a solugao fraca positviva para
a equacao (1). Neste capitulo, as novidades sao a introdugdo de um espago de Orlicz
adequado e a utilizacao do Teorema do Passo da Montanha. Neste tltimo capitulo,

estudaremos o trabalho de Liu, Wang e Wang [20].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados mais gerais utilizados ao longo
do nosso trabalho. Além disso, mostraremos a existéncia de solugao fraca na bola

Br = Br(0) = {x € RY;|z| < R}, com R > 0.

1.1 Resultados Iniciais

Na Introdugao, definimos uma solucao fraca para a equacao (1) como sendo
uma funcido u : RY — R verificando (12), para toda ¢ € W. Recordemos que estamos
assumindo \ = 1.

Antes de comercarmos a ver os resultados, vejamos a motivagao para esta defini-
cao. Suponhamos que u € C? (RN ) seja uma solucao classica para (1). Multiplicando
ambos os membros da equagao (1) por uma fungdo ¢ € C§° (]RN ), integrando sobre

RY e usando integracao por partes, ficamos com

1 2 — p—1
. Vqubd$+/RN V(z)updr + 5 /RN V(|u]*)V (up)dx )\/RN |ulP~ upde.  (1.1)
Como
V(ul?) =2uVu e V(up) = (Vu)p+ u(Ve),
entao

/RN V([ul*)V(up)dz = l/RN 2uVu[(Vu)¢ + u(Vp)]dr

1
2 2

= / u\Vu|2¢d:c+/ u*VuVedr. (1.2)
RN RN
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De (1.1) e (1.2), obtemos

/RN(l +u?)VuVedr + /RN u|Vul|2édz + /RN V(2)udds — /

MulP~tugdz.  (1.3)
RN

Fazendo A\ = 1, temos a igualdade dada em (12), para ¢ € C§° (RN ) A equacao
(1.3) motiva a defini¢ao de solugdo fraca para a equagao (1).

No nosso estudo, estamos interessados em elementos que estao em S ou S*, pois
sao nestes conjuntos que iremos minimizar o funcional /. Por isso, nas demonstragoes
dos resultados, a partir de um elemento em X ou de uma sequéncia de elementos em X,
queremos encontrar elementos associados que pertencem a Variedade de Nehari S ou a
S*. Nos lemas abaixo, mostraremos como sao e sob que condi¢oes obter tais elementos.
Em geral, dado um elemento em X, encontramos um miultiplo dele que pertence a S.

Por isso, vamos comegar com o resultado a seguir, que é uma desigualdade envolvendo

I aplicado em um ponto u de S e [ aplicado em multiplos de u.

Lema 1.1 Sejamu € S et € (0,+00). Entao, parat # 1,

I(tu) < I(u).
Demonstragao: Seja f: (0,400) — R a fun¢ao dada por

F(8) = I(tw). (1.4)

Notemos que se u € X, entao tu € X,Vt € R. Logo, a funcao f estd bem definida.
De (1.4) e (13), temos

ft) = 1/]RN \V(tu)|2d:v+%/RN(tu)2|V(tu)]2dm+%/ V() (tu)*dx

2 n
1 Pl
— P RN|(tu)| dx
t? 2 2 t* 2 2 o 41
= — \V4 V d — Vul“dxr — Pride.
5 RNU ul? + V(z)u’] x+2/RNu\ ul*dz p+1/RN\ul x

Logo,

N

u2|Vu|2da:—tp/ lu|P*tdz. (1.5)
RN

) = t/ [[Vul? + V(z)u?] de + 2753/
RN R
Para t < 1, temos

t >t (1.6)
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Além disso, sendo p > 3, segue que t? < 3 e dalf,
—tP > —t?, (1.7)
Assim, de (1.5), (1.6) e (1.7),
flt) > ¢ {/ [[Vul? + V(z)u?] da + 2/ w?|Vul*dw —/ |u]p+1dx}
RN RN RN
= t*y(u). (1.8)
Como u € S, entao
(u) = 0. (1.9)
De (1.8) e (1.9), concluimos que, para t < 1,

f(t) > 0.

Analogamente, para t > 1, temos t < t3 e —t? < —3. Logo, usando (1.5),

ficamos com

Fi) < ¢ {/RN [[Vul? + V(z)u?] dx+2/RN w?|Vul*de — /RN |U|p+1d$}
= t3y(u). (1.10)

De (1.9) e (1.10), segue que, para

t>1,
f(t)
f'(t) <0.

Observando que f’ é uma fungao |
continua, podemos afirmar que f’(1) =0
e f assume méaximo absoluto estrito em |
t =1. (Ver Figura 1.1.) i

0 1 ¢
Portanto, para t # 1, \

f) < f(1),
Figura 1.1: Grafico de f.
ou seja,

I(tu) < I(u).
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[ |
No proximo resultado, mostraremos a existéncia de um elemento em S a partir

de um elemento em X.

Lema 1.2 Seja u € X, u # 0. Sep+ 1 > 4, entao existe um unico ty > 0 tal que

tou € S. A mesma conclusao vale quando p+ 1 =4 e u satisfaz a condi¢ao
2/ u?|Vul?dr < / lu|Ptde. (1.11)
RN RN

Demonstragao: Seja f a fun¢ao dada em (1.4). Recordemos de (1.5) que

u2|Vu|2dx—tp/ lulPtide.  (1.12)

N RN

() = t/RN [[Vul® + V(z)u?] dz + 2t3/R

Mostraremos inicialmente a existéncia de ty. Para isto, consideraremos os casos

a seguir.
1 CASO: p+1 > 4.
Notemos que para t suficientemente pequeno,
t >3 (1.13)

De (1.12) e (1.13),

fle) > ¢ {/ [[Vul® + V(z)u*] do + 2/ u2|Vu|2dx} — tp/ |ulP*da
RN RN RN
= ¢ {/ [[Vul? + V(z)u* + 2u°|Vul?] do — tpg/ |u|p+1dx} . (1.14)
RN RN
Logo, como p — 3 > 0, pois p + 1 > 4, para t suficientemente pequeno,
/ [[Vul? + V(z)u* + 2u°|Vul?] do > tp?’/ lulPttdz,
RN RN
o que implica
/ [[Vul? + V(2)u* + 2u*|Vul?] do — tp3/ lulP*tdx > 0. (1.15)
RN RN
Desde que t3 > 0, de (1.14) e (1.15), temos, para ¢ suficientemente pequeno,
f'(t) > 0. (1.16)

Analogamente, para t suficientemente grande,

t <t (1.17)
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De (1.12) e (1.17),

ity < ¢ {/ [[Vul® + V(z)u*] do + 2/ uQIVu|2d:E} - tp/ |u|Ptdx
RN RN RN
= ¢ {/ [[Vul? + V(z)u* + 2u°|Vul?] do — tpg/ |u|p+1dx} (1.18)
RN RN
Dai, sendo p — 3 > 0, ja que p + 1 > 4, para t suficientemente grande, temos
/ [[Vul® + V(z)u* + 2u*|Vul?] do < tp_3/ |u|PTd.
RN RN
Logo,
/ [[Vul® + V(z)u® + 2u°|Vul?] do — tp_S/ lu|Ptdz < 0. (1.19)
RN RN
De (1.18) e (1.19),
f'(t) <0, (1.20)

para t suficientemente grande.
Como [’ continua, entao de (1.16), (1.20) e do Teorema C.1 (Teorema do Valor

Intermediario) existe ¢ty > 0 tal que

F'(te) = 0. (1.21)

Observemos agora que, de (21) e (1.12),

Y(tou) = /RN |V (tou)|*dz + Q/RN(tou)Q\V(tou)]Qda:
+ /R V(@)tou)dr - /]R ol o

= / [[Vul* + V(2)u?] de + 2t§/ u?|Vul?de — 0! / luPH dx
RN RN

_ {0/ (1V? + V()] dx+2t§/ u2|Vu|2dx—t§/ |u|p+1dm}
RN RN RN

= tof'(to) (1.22)
De (1.21) e (1.22), temos y(tyu) = 0, implicando que
tou S S

e concluindo o 1° CASO.
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2° CASO: p+ 1 =4, ou seja, p = 3.
Para p+ 1 =4, temos de (1.12),

f'it) = t/ [[Vul?> + V(z)u?] d:v+2t3/
RN R
= At + Bt

N

onde

u?|Vu|*dz — t3/

|u|*dx
RN

A= / [[Vul> + V(z)u*] dz e B = / (2u*|Vul|* = |ul!) dz.
RN RN

De (1.11), B < 0. Escrevendo

vemos que
f'(t) = —oo quando t — +0c0.
Logo, para t sufientemente grande,
() <o.
Podemos escrever também
f'(t) = t(A+ Bt?).

Desta forma, para

temos

A+ Bt? > 0.

(1.23)

(1.24)

Assim, como t > 0, de (1.23) e (1.24), podemos afirmar que para t suficientemente

pequeno,

f(t) > 0.

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ty > 0 tal que

f/(to) - 0
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De maneira analoga ao 1° C'ASO, temos tgu € S.
Agora mostraremos a unicidade de ty. Suponhamos que existe t; > 0, t; # ty, tal

que tyu € S. Pelo Lema 1.1,

I(ttou) < I(tou) e I(ttyu) < I(tyu), Vt>0,t# 1. (1.25)
Sejam t' = fo et = t—l
th lo

Notemos que t',t” # 1. Logo, de (1.25),
(i) I(t'tyu) < I(tyu);
(i) I(t"tou) < I(tou).

Mas

t t
I(t"tgu) = 1 (t—ltou) = I(tiw) e I(tou) =1 (t—otlu) = I(t'tyu).

0 1

De (ii) obtemos
I(t1U) < I(t/tl’lL),

contrariando (i). Com isso, provamos a unicidade de ¢y e concluimos o Lema 1.2.
[
Vamos agora generalizar o lema anterior, no sentido de que dada uma sequéncia
de pontos em X satisfazendo certas condi¢oes, podemos encontrar uma sequéncia de

pontos em S.

Lema 1.3 Seja (u,) C X uma sequéncia tal que

lim y(u,) =0 e lim lup|P e = ¢ > 0. (1.26)

n—-+oo n—-+oo RN
Entao, existe uma sequéncia (t,,) C (0,+00) tal que t,u, € S e

lim ¢, =1.
n—-+00

Demonstragao: Sejam

an:/ (|Vun|2+Vui)dx,bn:/ ul | Vu,|*dr e Cn:/ | [P .
RN RN RN

Entao,

Y(tn) = an + 2by — ¢y, (1.27)

ou seja,
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an + 26, = Y(uy) + cp.
Como a,, b, > 0, segue que
s by < Y(Un) + Cn. (1.28)

Por (1.26), v(u,) e (¢,) sao sequéncias convergentes. Logo, v(u,) e (¢,) sdo limi-

tadas. Segue de (1.28) que (a,) e (b,) sao limitadas e assim, a menos de subsequéncias,
existem a,b € R tais que

a, —>a e b, —b, quando n — 4oc.

Passando ao limite n — 400 em (1.27), obtemos

a+2b—c=0. (1.29)

Afirmacao 1: a > 0.
De fato, suponhamos por contradi¢ao que a = 0. Consideremos as fungoes
fw) =[P e hlu) = |u] 2w € X,

—1)(N =2
onde 0 = (p 2(]\)7<+ %) ) Notemos que

fe L™ (RN) e he Li(RY),

pois, usando (14) e o fato de que u € X,

| i |

RN

_1
[|u|2(1_9)} =0 dy = / |u|?dx < +oo
RN

1
/umez/ @Wwymz/|w%M<+m
RN RN RN

1 1 ox : .
Observando que 1= e 5 sao expoentes conjugados, ja que

1
.

1

—1-0+0=1,

| =
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pela desigualdade de Holder, temos

[ < ([ o) ([ o)
_ (/RN|u|2dx)1_9 (/RN|u|13N2dx)0. (1.30)

Por outro lado,

4N AN
21=0)+ 70 = 2-20+ 0
_ 5 oD -2) AN (p-1)(N-2)
2(N +2) N-2 2(N+2)
_ o, =DV =2) 2N(p-1)
N +2 N+2
2N 44— (p—1)(N—2)+2N(p—1)
N N +2
_ 2p+2+Np+N
N N +2
_ 2(p+ 1)+ N(p+1)
B N +2
_ (p+DHIN+2)
B N +2
= p+1.
Dai,
/ |f(u)||h(u)|d:z:_/ |u|2(1_9)|u]13N29dx_/ |u|2(10)+131\’29dx_/ P dz
RN RN RN RN

(1.31)
De (1.30) e (1.31), ficamos com

1-6 0
/\u|p+1dxg(/ |u\2dx) </ |u|&‘”zdx>. (1.32)
RN RN RN

Agora, para u € X, seja w = u?. Temos w € L* (RY) e Vw € L*(RY). Logo,
w € DYA(RY) = {v e L? (RY); Vv € L2(RM)}.

Como, pelo Teorema C.18, D*?(RY) — L2"(RY), existe C; > 0 tal que

L

(/ |w|2*dm> < </ |Vw|2dm) :
RN RN

N—-2

(/ ]u\ﬁgdas) < (/ 4u2]Vu|2d$) =, (/ u2|Vu|2dx> . (1.33)
RN RN RN

ou seja,
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N(p-1)
Nt2

com Cy = 2C. Elevando a poténcia ambos os membros de (1.33), obtemos

ON

AN 0 N-—-2
(/ ]u\zvzd:c) < (4 (/ u2]Vu|2da:) : (1.34)
RN RN
N(p—1)

onde C5 = C, " . De (1.32) e (1.34),

1-6 I
/ lu|Ptdr < Cs </ u2dx) </ u2|Vu|2dx) Vu € X. (1.35)
RN RN RN

Em particular,

1-6 S
/ up [P dr < Oy (/ uidw) (/ ui|Vun|2dx) ,Vn € N. (1.36)
RN RN RN

Como estamos supondo que a,, - a=0e¢e¢ V > 0, entao
V(z)uldz — 0 quando n — +o0.
RN

Usando (2), temos
0< Vg/ uldr < / V(z)ulda,
RN RN
e podemos concluir que, quando n — +o0,
/ uzdr — 0. (1.37)
RN

Observando que b, = [,y u2|Vu,|*dz e (b,) ¢ limitada, segue de (1.36) e (1.37)

que
/ |, [P d2 — 0, quando n — 400,
RN

implicando que ¢ = 0, o que é um absurdo, pois, de (1.26), ¢ > 0.

Assim,
a, — a >0,

concluindo a Afirmacgao 1.
De (1.29) e da Afirmagao 1, obtemos 2b — ¢ < 0, ou seja, 2b < ¢. Dai, para n
suficientemente grande,

2b, < Cp. (1.38)

Logo, para cada n suficientemente grande, temos ¢, > 0, pois ¢, — ¢ > 0, e da

definigao de ¢,, segue que u, # 0. Temos ainda, pela desigualdade em (1.38), que a
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condigao (1.11) é satisfeita. Assim, podemos usar o Lema 1.2 e garantir que existe
t, € (0,+00) tal que t,u, € S, implicando que
Y(tnun) = t2a, + 2t2b, — P lc, = 0. (1.39)

Afirmacao 2: Existem constantes 77,75 > 0 tais que

0<T1§tn§T2,‘v’n€N.

Suponhamos que nao existe T} > 0 tal que ¢, > T},Vn € N. Entao, a menos de

subsequéncias,

Temos
a, —a>0 e 2b, —c, = 2b—c<0. (1.40)

Dai, para n suficientemente grande, existem constantes Cy > 0 e C5 < 0, tais que

a, > Cy e 2b, —c, > Cs. (1.41)
Além disso, para t, suficientemente pequeno, t2 > P+ implicando que
—tPth > (1.42)

Assim, usando (1.41) e (1.42),

ant? 4 20,2 — c Pt > aut? 4 20,1k — ¢ bt
= apt? +12(2b, — c,)
> Oyt + Csth
= 2(Cy+ Cst2). (1.43)
Segue de (1.39) e (1.43) que, para t,, suficientemente pequeno,

0 = ant? + 2b,t — ¢, tP* > 0,

o que é um absurdo! Portanto, existe T} > 0 tal que t,, > T7,Vn € N.
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Suponhamos agora que nao existe Ty > 0 satisfazendo t, < Ts,Vn € N. Entao,
a menos de subsequéncias, temos t,, — +00. De (1.40), existem Cs > 0 e C7 < 0, tais
que, para n suficientemente grande,
a, < Cgs e 2b, —c, < Cs. (1.44)
Temos ainda, para t,, suficientemente grande,
— n

—th < h (1.45)

De (1.39), (1.44) e (1.45), para t,, suficientemente grande,

0 = ant® +2b,tt — ¢, t2™!
< ant? + 2b,th — e tt
< (G + Crty)
< 0,

o que é um absurdo! Com isso, mostramos a Afirmacgao 2.
Da Afirmacgao 2, (t,) é limitada e, a menos de subsequéncia, existe to > 0 tal
que

tn — to, quando n — 4oo. (1.46)

Passando ao limite n — 400 em (1.39) ficamos com
at? 4 2bts — cth™ = 0. (1.47)
Consideremos a funcao
g(t) = at® + 2bt* — Pt > 0. (1.48)

De (1.47), seque que ty é raiz de g. Observemos ainda, de (1.29), que 1 é raiz de
g, pois g(1) = a+ 2b— ¢ =0. Além disso, para t > 1,

<t e —trth < 4, (1.49)
Logo, de (1.29), (1.48) e (1.49),
g(t) < at* +2bt* — ct* = t4(a +2b—c) = 0,
ou seja,

g(t) < 0,Vt € (1,400). (1.50)
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Analogamente, para t < 1, gt)
>t e —t > ¢
e segue de (1.48) que

g(t) > at*+2bt* — ct*

0 1 t
= t'(a+2b—c)

= 0,
Figura 1.2: Grafico de g.

isto é,

g(t) > 0,Vt € (0,1), (1.51)

De (1.50) e (1.51), podemos concluir que g nao tem raiz positiva para t # 1 (Ver
Figura 1.2). Assim, 1 é a tunica raiz positiva de g e, consequentemente, devemos ter

to = 1. Portanto, de (1.46),

t, — 1 quando n — +oo.

[
Antes de continuarmos, recordemos que
o _ - * -
c —irelgl(u) e ¢ —ulélsf*](u).
Lema 1.4 Temos >0 e ¢ > 2.
Demonstragao:
Seja w € X. Denotemos
o= p(w) = / (1+w?)|Volde + | Vwlds. (1.52)
RN RN
—1)(N -2
De (1.35), para 6 = v 2(]\)7(+ 5) ), existe (' > 0 satisfazendo

ON

1-0 N
/ |wPtdr < Oy (/ wzda:) (/ w2|Vw]2da:) : (1.53)
RN RN RN

Vo < V(x),Vz € RV,

De (2),
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Logo,

Vo/ deng V(z)w?da,
RN RN

implicando que

1 1
/ widr < — [ Vwlde < — {/ (14 w?) [Vw|*dx —|—/ Vw%l:c] . (1.54)

0 JrN 0
Assim, de (1.52) e (1.54),

/ w?dr < Cyp?, (1.55)
RN
de C !
onde Cy = —.
TV
Por outro lado,
/ w?|Vw|Pdz < p?. (1.56)
RN

De (1.53), (1.55) e (1.56), para C3 = C,Cy,

29N

/ |’UJ|p+1dl’ < C3p2(1—9)p N3
RN

220+ 200
C’3p N-2

46

= Cyp*'rz,
—1)(N -2 .
Como 0 = (p 2(]\)7(+ %) ), entao
9 4 p-1HIV-2) 2(p-1)
N—-2 N-2 2(N+2) N+2
Dai,
/ fwlde < Cyp?t v, (1.57)
R

Desta forma, usando (1.57), temos

1 1
I(w) = 3 {/RN(l + w?)|Vw|*dz + /RN Vw%lx] _ m [P+ d

RN
1 1
_ —p2 . |w\p+1dx
2 p+ 1 RN
> po G o
-2 p+1

_ [1_ Cs p2%’+;)],

2 p+1
isto é,

(1.58)

Agora, seja u € S. Pelo Lema 1.1,
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que

I(tu) < I(u),vt € (0,+00).

Temos, de (1.58), considerando w = tu,

1) 2 o) {5 = S e ¥ . (1.59)
De (1.52), observemos que
p(tu) = t* /RN (|Vul® + Vu?) do + ¢* /RN lulPtdx.
Dai,
t~ 0= p(tu) = 0. (1.60)

Logo, de (1.59) e (1.60), podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo

para alguma constante Cy > 0. Assim,

Cy < I(tu) < I(u),Yu € S,

o que implica

Cy < inf I(u) =,

u€esS

mostrando que

& > 0.

Por fim, consideremos u € S*. Entao, u*,u~ € S e da definicao de °

Iwh) > e I(u) > (1.61)
Notemos que
1 1 1
—/ Vuldr = —/ Vuzd:v—i-—/ Vuldx
2 RN 2 [u>0] 2 [u<0]
1 1
- —/ V(u+)2dx—|——/ V(—u")3dx
2 Jiux0) 2 Ju<o]
1 12 1 —\2
= - V(ut)dr + = V(u™)dx.
2 RN RN
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Aplicando este mesmo processo para outros termos do funcional I, podemos con-

cluir que
I(u) = I(u®) + I(u"). (1.62)
Assim, de (1.61) e (1.62),
I(u) >+ =2 Vu € 5.
Portanto,

¢ = inf I(u) > 2,
ucS*

concluindo o lema.

Observagao 1.1 Provamos na demonstragao do Lema 1.4 que I(u) = I(u™)

¥(u™)

I(u™).
Y(u”)

+
Procedendo de maneira andloga, podemos mostrar também que v(u) +
e I(u) = I(|u]).

Lema 1.5 Sejam u,¢ € X tais que tu + s¢ € X,Vt,s € R. FEntao, a aplica¢ao
F :R? — R definida por

F(t,s) = (I'(tu + s¢), P)

é continua.

Demonstragao: Temos
(I'(tu + 5¢),9) = /RN [1+ (tu+ 50)?] V(tu + s¢)Vda + /RN (tu + 50)|V (tu + s6)|*¢
+ /RN V(tu + s¢)pdx — /RN [tu + sp|P (tu + s¢)pda.
Logo, podemos escrever
F(t,s) = P(t,s) — QL, 5),
onde P & uma funcao polinomial e
Q(t,s) = /RN [tu + 5P~ (tu + s¢)pda.

Mostremos que @) é continua. Sejam (t,), (s,) C R e tg, 5o € R tais que
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t, — to e s, — So.
Dado = € RY, temos
thu(x) = tou(x) e spo(r) = sod(x).
Dai,

|tnu(x) + 50 @ ()P~ (tau(2) + sud(2))d(2) = [tou(x) + sod(x) [P~ (fou(x) + sod(x)) ()
q. t. p. em RY.

Além disso, seja C'; uma constante positiva verificando
[ta] < Cielsp| <Oy, VneN,

que existe pois (t,) e (s,) sdo convergentes.

Logo,

|[tauw(z) + $,0 ()P~ (tau(e) + snp(2))d(@)| = [tau+ s,0[7|¢]
< 2707 (lul” + |917) 9]
= Colul”|¢] + Col[*,
com Co = 2PCY.
Notemos que |ulP € L%(RN), pois u € X C LPH(RY). Como ¢ € X C

LPPHRYN), temos |p[PT! integravel e, sendo p+1 e 1%1 expoentes conjugados, segue que

|u|P|¢| é integravel. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ [thu + sn¢|p_1(tun + s,0)pdr — ltou + Sogb|p_1(t0u + $00)pd,
RN RN
ou seja,

Q(tm Sn) — Q(t07 30)7

mostrando que () é continua. Desde que P é continua, podemos concluir que £’ também
¢ continua.

Observacao 1.2 No Lema 1.5, a funcdo F estd definida em R?, entretanto, de ma-
neira andloga, podemos provar que esse resultado também vale para F definida em RM

com M > 2.



Capitulo 1 Resultados Iniciais 29

Lema 1.6 Sejam u, ¢ € X fungoes satisfazendo
/ uw?|VolPdr < +oo e / \Vul?¢*dx < +oo. (1.63)
RN RN
Entao,

(i))u+¢eX;
(it) tut — su™ € X,Vt,s € R;
(iii) tut — su™ +rp € X, Vt,s,r € R.

Demonstragao: Vamos provar (7). Notemos que
(u+ )" <2(u” +¢7).
Dai,
(u+ @) < [2(u? + )] = 4(u? + 6%)” < 8(u’ + ¢%).
De (14), u, ¢ € X C LY(RY),Vq € [2,2.2*]. Em particular, u, ¢ € L*(RY). Logo,
/RN[(u + ¢)?)*dx = /RN(U + ¢)dr < 8/ u'dr + 8 ¢*dx < +oo,

RN RN

mostrando que (u + ¢)? € L*(RY). Temos ainda

o(u+¢)* ou  0¢

o que implica

IV(u+ o)) = 4(u+¢)2z <8u. . 3¢.>2

N 2 2
< 420+ 92y <§5> +(gj)]
i=1 ¢ ¢

= 16 (u* + ¢°) (|Vul> + |V¢|*)

= 16 («*|Vul]* + w?|V¢|* + | Vul*¢? + ¢°|Vo[*) ,
ou seja,
V(u+¢)*F < 16 (u*|Vul|® + @*|Vo|* + [Vul*¢® + ¢*|Vo[?) . (1.64)

Desde que u,¢ € X, temos u?, ¢? € H(RY) e Vu? = 2uVu,V¢? = 29V €
L*(RY). Daf,

/ uw?|Vul’dr < +oo e / |Vo|*¢*dr < +o0. (1.65)
RN RN
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De (1.63), (1.64) e (1.65),

/ IV (u + ¢)%2de < +o0.
RN

Logo, V[(u+ ¢)?] € L*RY). Assim, (u+ ¢)?> € H'(RY), de onde segue que
u+ ¢ € X, mostrando (7).
Agora provaremos (i7). Seja u € X. Observemos que u™,u~ € X e, consequen-

temente, tut, su” € X,Vt,s € R. Além disso,
/ (tu™)?|V(—su™)|?dr = tzsz/ (ut)?|V(u")|*dx
RN RN
- 28 / (2| ()P + 1267 / (2| () P
[u>0] [u<0]

De (24), temos u™ =0 em [u < 0] e Vu~ = 0 em [u > 0], ja que u~ = 0 em

[u > 0]. Dai,
/ (tu™)?|V(—su™)|*dr = 0 < +oo.

RN
Analogamente, temos

/ (—su™)?|V(tuh)|Pdz = 0 < +oo.

RN
Pelo item (i),
tut —su” € X,Vt,s € R.
Para provar (iii), basta verificar que
/ (tu™ — su™)?|V(ro)|*de < +oco0 e / [V (tu™ — su™)|?(r¢)*dz < +oo.
RN RN
Como, pelo item (i), tu™ —su™ € X, er¢ € X, segue de (i) que tut —su™+r¢ €
n

Lema 1.7 Suponha que existe u € S satisfazendo I(u) = c® ouu € S* com I(u) = c*.

Entao, u € solugao fraca de (1), ou seja,

(I'(u), 9) = /RN(l +u*)VuVedr + /RN u|Vul?¢ + /RN Vugdr — /RN ulP~ tugdax
— 0 (1.66)

para toda ¢ € W.
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Demonstragao:
Vamos mostrar o resultado para ¢*. Suponhamos que u € S* e I(u) = ¢*, mas a

conclusao do lema nao é verdadeira. Entao, existe uma funcao ¢ € W tal que

(I'(u), ¢) # 0. (1.67)
Logo, existe C' > 0 tal que
(I'(u), ¢) < =C ou (I'(u),¢) > C.

Assumamos (I'(u), ¢) < —C' e definamos ¢c = £¢. Temos que ¢ € W e

—_

<]/(u)a¢0> = <I/(u)7¢> <

= (—C) = —1.
>

Ql -

Analogamente, se (I'(u), ¢) C, tomando ¢c = —4¢, obtemos as mesmas
conclusoes.
Assim, de (1.67) e diante do que apresentamos acima, podemos supor, sem perda

de generalidade, que
(I'(u), ¢) < —1. (1.68)

Segue do Lema 1.6 que tu™ — su™ + 0¢ € X,Vt,s,0 € R. Dai, a aplicacao F
dada por

F(t,s,0) = (I'(tut — su™ 4+ 0¢), @)

estd bem definida e, pelo Lema 1.5 e pela Observagao 1.2, é continua no ponto (1, 1,

0). De (1.68),
F(L1,0) = (I'(u* — ™)) = (I'(u), ¢) < —L.

Dai, podemos escolher € > 0 pequeno de modo que

(Mt — su” +06),6) < —. (1.69)

para [t — 1|+ |s — 1| + |o| < 3e.

Seja 1 a funcao corte dada por

1, se [t—1|<iecel|s—1<ie
n(t,s) = :
0, se [t—1]>couls—1]>¢
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Consideremos a fun¢ao ¢ : [0, 1] — R definida por
(o) = I(tut — su™ +en(t, s)og). (1.70)
Pelo Teorema C.2,
o) = #0) = [ (o) ()

Notemos que

¢'(0) = (I'tu” —su” +en(t, s)og),en(t, s)¢)
= en(t,s){I'(tu” — su™ +en(t,s)og), d). (1.72)

De (1.70), (1.71) e (1.72), ficamos com
I(tu™ — su™ +en(t,s)¢) — I(tu™ — su™)
= /01 en(t, s)(I'(tu™ — su™ +en(t,s)op), ¢p)do
=en(t, s) /01<I'(tuJr —su~ +en(t,s)op), d)do. (1.73)
Para |t — 1| <ece|s— 1] <¢, temos
[t — 1|+ |s = 1| + |en(t, s)o| < e+e+en(t,s)o < 3e.

Logo, de (1.69),

(I'(tut — su™ +en(t,s)og), ¢) < —%. (1.74)
De (1.73) e (1.74), para [t — 1| <ce|s— 1| < ¢,
Y1
I(tut — su™ +en(t,s)p) < I(tut —su™) +en(t, 8)/ <—§> do
0
= I(tut —su™) — %an(t, s)o
< I(tut —su™). (1.75)

A desigualdade em (1.75) vale para todo (t,s) € R?, ja que, para |t — 1| > ¢ ou
|s — 1| > ¢, temos n(t,s) = 0 e a desigualdade em (1.75) ¢ imediata.
Recordemos que v € S*, implicando que u*, v~ € S. Assim, usando a Observacao

1.1 e 0 Lema 1.1, para (t,s) # (1,1), temos

I(tu™ —su™) = I(tu™) + I(su”) < I(u®) + [(u") = I(u). (1.76)
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Segue de (1.75) e (1.76) que
I(tu® — su™ +en(t,s)p) < I(u), (t,s)# (1,1). (1.77)
Se (t,s) = (1,1), entéo
I(tu™ — su™ +en(t,s)g) = I(ut —u +en(1,1)9)
< It —u) — Sen(l, 1)
1
= I(u) — %8
< I(u),
isto é,
I(ut —u™ +en(1,1)¢) < I(u). (1.78)

De (1.77) e (1.78), concluimos que

I(tu™ — su™ +en(t,s)p) < I(u) = c*,Vt,s € R.

Vamos agora usar o Teorema B.9, chamado de Teorema de Poincaré-Miranda e

mostrar que existe (a,b) € (0,2) x (0,2) tal que @ = au™ — bu™ + en(a,b)¢p € S*. Se

isto ocorrer, teremos I(u) < ¢*, o que é um absurdo pela definigdo de ¢*. Portanto, o

lema estara concluido para c*.
Podemos assumir 0 < ¢ < % Con-

sideremos o produto cartesiano
P=le2—¢] x[e,2—¢].
Entao,

e P = {(t,s) € P;t = e} =
{(g,s);s € [¢,2 —¢]};

e Py = {(t,s) € P;s = ¢} =
{(te)t €le, 2 —el};

o Pt = {(t,;s) € Pit =2—¢} =
{(2—¢,8);s € [e,2—¢€|};

8_1

P>

-
-

Figura 1.3: Regiao P.

N S s s s s s s s e s ese===

A4

+
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o P = {(t,s) € P;s = 2—¢} =
{(t,2—¢);tele,2—¢l}.

Observemos essas regioes na Figura 1.3. Para cada (¢, s) € P, seja
s = tut — su” +en(t, s)o.
Consideremos ainda a aplicacao f : P — R? definida por
ft,s) = (fi(t,s), fa(t, s)), (1.79)
onde
filt,s) = =) e folt,s) = —(uy). (1.80)

Usando um procedimento anélogo ao que utilizamos no Lema 1.5, podemos afir-

mar que fj e fo sdo continuas. Logo, de (1.79), f é continua. Vamos provar que
fi(t,s) >0, para (t,s)€ P, e fi(t,s) <0, para (t,s)€ P, (1.81)

com ¢ = 1,2.

Seja (2 — ¢, s) € P;". Observemos que
(2—¢)—1=1—¢|=1-c¢.

Como € < 1/2, temos

1—¢>c¢,
o que implica
(2—¢)—1] >e.
Assim,
n(2—es) =0,

de onde segue que
Up—es = (2 —e)ut — su”.
Consequentemente,

uj ., = (2—¢e)u’. (1.82)
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Sendo 2 — ¢ > 1, temos
2—eP<2—-ete —(2-e)fP<—(2—2)" (1.83)
Logo, de (21), (1.82) e (1.83),

Yug o) = ((2-eu’)

= (2—¢)? /RN [[Vut ] + V(z)(u")?] do
+ 22—z /RN(UJF)2|Vu+|2dx (2t /RN P
(2—¢) {/RN [[Vut? 4+ V(z)(ut)?] do
+ 2/ ()2 [Vt P — / yu+|p+1dx}
RN RN
= (2-9) "),
isto é,
Yuic) < (2—e)'y(uh). (1.84)
Desde que u™ € S, pois u € S*, segue que
y(ut) = 0. (1.85)
De (1.84) e (1.85),
Yuy ;) <0.
Assim, usando (1.80),
fi2—¢,8)=—y(uj_.,) >0, (2—¢,5) € P} (1.86)
Seja (t,2 — ) € Py. Entao,
nNt2—e)=0, wp.=tu"—2—-c)u” e wu, = 2-chu.
Dai, concluimos que
Mugs ) =7((2—€)um) <0.
Logo,
fot,2—¢)=—y(u, ) >0, (t,2—¢)€ Py (1.87)

Notemos agora que
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Como 7(g,s) =0 e n(t,e) =0, entao

Y(ul,) =v(eut) >0 e y(u,)=7(eu") >0,

de onde segue que

fl(g,s) = _’V(u::rs) S 07 (67 S) € Pf (188>

fo(t,e) = —y(u;.) <0, (e,8) € Py. (1.89)

De (1.86) - (1.89) temos (1.81) e, sabendo que f é continua, podemos usar o
Teorema de Poincaré - Miranda e concluir que f possui uma raiz em P, ou seja, existe

(a,b) € P tal que f(a,b) = (0,0). Logo, de (1.79),

fi(a,0) =0 e fa(a,b) =0.

Dai, usando (1.80),

Assim, pondo @ = u,, = u), — u,,, temos
u=aut —bu~ +en(a,b)p € S*,

com (a,b) € P C (0,2) x (0,2).
Com isso, concluimos o lema para o caso em que u € S* e I(u) = ¢*. De maneira
analoga, podemos concluir o resultado para o caso em que temos u € S e I(u) = °.

Observacao 1.3 O Lema 1.7 afirma que que se ¢ € atingido, entdo a fungdo u € S

que satisfaz I(u) = ® é uma solugdo fraca de (1). Assim, nosso trabalho a partir de

agora € mostrar que esse infimo é atingido. O mesmo vale para c*.
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1.2 Resultados de Existéncia em Dominios Limitados

Nesta secao, trataremos do nosso problema em dominios limitados, mais especi-

ficamente na bola com centro na origem. Inicialmente, vamos fixar algumas notagoes.

Seja Br = Br(0) = {z € RY;|z| < R}, com R > 0. Definiremos

Sr = SN H)(Bg); (1.90)
~ = S*N Hy(Bg); (1.91)
& = ispr I= uienSfR I(u) (1.92)
(§]
Cp = igl}gf[ = uiengﬁ I(u). (1.93)

Mostraremos que os infimos ¢% e ¢§ sao atingidos e, por um resultado analogo ao

Lema 1.7, podemos garantir a existéncia de solu¢ao do nosso problema em Bpg.

Lema 1.8 % e ¢l decrescem e convergem, respectivamente, para ® e ¢* quando R —
+00.

Demonstragao: Sejam Ry, Ry > 0, com R; < Ry. Entao,
Bgr, C Bg,,
o que implica
Hy(Br,) C Hy(Bg,)-
Dai,
SNH)Bg,)C SNH\Bg,) e S*NH(Bg)CS*NH\Bg,),
ou seja,
Sp, C Sg, € Sg, C Sk,

Assim,
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inf/ <infl e infl <inflI,
SRy Sy 5722 721
isto é,
ch, <choe < ch,
mostrando que ¢% e % sao nao crescentes em R.
Observando que S C S e Si; C S*, podemos concluir que
A< e <, VR>0.
Logo, existem
lim & e lim ¢
R—+o00 R R—+00 L
com
A< lim &% e ¢ < lim cf.
R—+4o00 R—+o0
Resta-nos entao mostrar que
. 0 . 0
1) "> lim ¢y
( ) ~ R—+oo R
ii) ¢* > lim cp.
( ) ~ R—+oo R
Provemos (ii). De (27),
c* =inf I.
S*
Logo, dado € > 0, existe u € S* tal que
I(u) < c* +e. (1.94)

Fixado R > 0, seja ugr = nru, onde ng é a fungao corte dada por:

R
.

1, se |z| <

INJ[SURNI T

0, se |z|>

Afirmagao 1: lim |uz [P da :/ lu® P dx > 0.

De fato, dado z € RY, escolhamos Ry > 0 de modo que

Desta forma,
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1
< -Ry.
|| < R
Para R > R, temos
1
< -R.
ol <
Dai,
77R($) = 17

o que implica

Logo,

e assim, para R > Ry,

Portanto,

; + p+l _ [+ p+1 N
RETM[UR(x)] [u™(x)] q.t.p. em RY.

Além disso,

up(@)" < fug () + ug ()

= |ur(@)[""

= pnte)ua)

IN

lu(z) [P, q.tp. em RN,
Sendo u € S* C S C X, temos
/ lulPdr < +o0.
RN
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
lim lum P de = / lu* [P da.
R—+4o00 RN RN

Desde que u* € S, pois u € S*, temos u™ # 0 e assim,
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/ lut P de > 0,
RN

concluindo a prova da Afirmacao 1.

Analogamente, podemos concluir também que

Jim (k) = () (1.95)

Como u* € S, pois u € S*, entdo

v(u*) = 0. (1.96)
Segue de (1.95) e (1.96) que
. £\
Rgrfoov(uR) = 0. (1.97)

De (1.97) e da Afirmagao 1, podemos usar o Lema 1.3 e garantir que existem

(tr), (sr) C (0,+00) tais que
trup, spup € S e tr,sg — 1 quando R — +o0. (1.98)
Para cada R > 0, ponhamos
Up = tRuE — SRUR.
Logo,
Uh =tgul e Up=sgup.
Agora, de (1.98), 4}, g, ur # 0 e
V() =v(trug) =0 e (ig) = v(srug) = 0. (1.99)
Além disso, usando a Observagao 1.1 e (1.99),
A(iR) = (@) +(iiz) = 0+0 =0, (1.100)
Assim, de (1.99) e (1.100),
iR €S e Up€S,

implicando que

i € S*. (1.101)
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Afirmagao 2: ug € H}(Bg).

De fato, temos u € H'(RY). Entao, u € H'(Bg). Pelo Teorema C.17, existe
(u,) C C°(RY) tal que

i, —u em H'(Bg), (1.102)

onde U, = Uy|pg-

Notemos que
Nrin € C(Bg), (1.103)

pois Ng, i, € C*(BR).

Temos também
supt nru, C supt ng e supt nr é compacto.

Como ngi, é continua, entao supt ngru, é fechado e temos, assim,

supt nri, compacto. (1.104)
De (1.103) e (1.104),

MR, € C5°(Brg).
Além disso, usando (1.102),
1netn = nrullmy e = 08llm o0 = vllmie < Inellm e, = ullai s = 0.

Segue entao que

NrU, — Nru em H}(Bg).

Como isso, provamos que existe uma sequéncia em C§°(Bgr) que converge para
up = nru. Consequentemente, up € H}(Bg). Dai, uf, € H}(Bg).

Portanto,
Up = tRuJ]% — SRUR € H&(BR),

mostrando a Afirmacao 2.

De (1.101) e da Afirmacgao 2,
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ip € St = S* N HY(Bp).
Usando (1.93) e a Observagao 1.1 temos

c§:i£ff < I

R

+ I(tgpub + “
(trup + srug) aV\B

+ I(tRUE + SRU}_%) ’]RN\BR
1

= I(tgut + spu™) —I(tRu++sRu’)’ + I(tgug + sgpup)
RV\B g

RM\Bj
4

ou seja,

cp < I(tpu® +sgu™) — I(tgu™ + sRu‘)‘ + I(tgruf + sRug)‘RN\ . (1.105)

RN\Bpg Bp
4 4

Vamos mostrar que existe uma constante C7 > 0 tal que
—I(tru® + sRu_)‘ < / [(1+ )| Vu]* + Vu + [u]™] dz. (1.106)
RN\B% RN\B g
1

Temos, de (1.98), que
tR > 1e sg — 1 quando R — +oc.
Entao, dado € = % > ( existe Ry > 0 tal que
1 1
RZRO:>1_§§tR7SR§1+§7
ou seja,
3
Strisr< 5. (1.107)
Observemos de (1.107) que
tput 4+ spu” >
implicando que

1
ZUQ < (tgut + sgu™)?. (1.108)
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Desde que V(z) > 0,Vz € RY, temos

1

ZVUQ < V(tgu" + spu™)>
Além disso, de (1.107),

3
0<tru' +spu” < —(u +u")= §]u|7

DN o

de onde segue que

+ —\p+1 3
(tru™ + spu )P < —

= 2p+1 |u|p+1'

Assim, de (1.109) e (1.110),

1
/ V(tpu™ + sgpu”)dz > —/ Vu?dr
RM\B g 4 R\

3 3p+1
/ (tpu™ + spu”)PHdr < opr / |u|Ptda.
EN\B g EN\B

Usando (1.107), temos ainda

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

V(tru" +spu”)[? = tp|V(u")]* + sp|V(u7)]* + 2trsp(V ('), V(u))

11

> Lv + v+ 2L L, v

22

= (VNP + V)P + 2V ("), V)

= LIVl
1
= Z|VU|2,
ou seja,
V(tau* + sguO ) > 1Vl
o que implica

1
/N |V (tgut + spu™)|*dw > Z_l/ |Vul*dz
R¥\B g
4

RN\Bg
4

e, usando (1.108),

1 1
/ (tru™ + spu™)?|V(tgut + sgu™)|Pde > / (—|Vu]2—u2) dx
RN\B% RN\B% 4 4

1

= u? | Vul*dz.

]_6 RN\BR
1
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Portanto, de (13) e (1.111) - (1.113),

[(tRU+ + SRU_)‘

BN\B p
1 1
— _/ |V(tRu++sRu_)|2dx+—/ (tru® + spu™ )|V (tgu™ + spu™)|*dx
2 RN\BR 2 RN\BR
T T
1 1
+ = / V(tgut + spu”)idr — —— [trut + spu” [P da
2 RN\BE p+ ]. ]RN\BE
4 4
1 2 1 2 2
> - |\Vul|*de + — u”|Vul“dx
8 RN\B% 32 RN\B%

1 p+1

3
+ —/ Vulde — / |u|Ptdx
8 RN\B g 2r+1 RN\Bg
1 4
pt1

3
> —/ (1+u2)]Vu|2dx—/ Vuldr — +1/ |u|Ptda,
RN\B g RN\B g 2v RN\B g

de onde segue que

e )| <G / [(1+ )| Vaf? + Vi + [uP*'] de, (1.113)
RN\B% RN\BE
4

p+1
onde C = ‘;ﬁ

De maneira analoga, podemos encontrar Cy > 0 tal que

[(tRUE + SRUE)

IN

02/ (14 u?)|Vul> + Vu? + [uP*] do
RM\B g

RNM\B g
4
+ 02/ u'dz. (1.114)
RN\B g
4
Escolhendo C3 = max{Cy, Cy}, de (1.113) e (1.114), temos

—I(tpu* + sRu_)’ + I(tpuf + SRu}_%)‘

RN\Bp RNM\BR
4 4

< 03/ [(1 +u?)|Vul* + Vu? + |u|p+1} dz + C’g/ u'dr. (1.115)
RN\B% R

N\Bg
4

Notemos que
I(tgu™ + sgu™) = I(tgu™) + I(spu™) < I(ut) + I(u™) = I(u). (1.116)

Logo, de (1.105), (1.115), (1.116), (1.94) e usando a Observacao C.1 (apds o
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Teorema C.26),
cp < )+ 04/ (14 )| Vu| + Vu? + |ufP™]de + C’g/ utdx
EM\B g RN\Bp
3
= I(u) +o(1)
< " +e+o(1),
onde o(1) — 0 quando R — +o00. Assim,
lim ¢ <c" +e.
R—+o00
Sendo € > 0 arbitrario, segue que
li <
i s
provando (ii).
Portanto,
lim cp=c"
R—+o00
Analogamente, podemos mostrar (i) e concluir que
li 0 _ O
i =
Com isso finalizamos a demonstragao do lema.
]

Lema 1.9 ¢% e ¢}, sdo atingidos.

Demonstracao: Provemos o resultado para cj.

Fixemos R > 0. Como
»=inf [
Cr 1;1;% )
entdo existe (u,) C Sh tal que
I(uy,) — ¢§ quando n — +o0.

Sendo I(u,) convergente, u, € S e ¢’ = i%f I, temos

Y(un) =0 e co < I(u,) < Ch,
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para alguma constante C; > 0 e para todo n € N.

De (13) e (21),

/ (IVun? + 2u} |[Vu, ’dz + Vi, — |u,[P*) dz =0 (1.117)
RN

1

1 1
cp < /RN (§|Vun]2 + gui]Vun\de + 5

1
V’U/i — ?]un]“l) dx S Cl,
p

para todo n € N.

Notemos que
co < I(uy) = I(uy) + 0 = I(uy,) + v(u,) < Cy,
o que implica
3 5 3 p+2
< |V + sul|Vu, | + SVup — ——|u,[P* ) do < C 1.118

ws [ (Gvues feiwue s v - P 2 <o,
para todo n € N.

De (1.117),

/ u, [P de = / (IVun? + 2us | Vu, > + V) da. (1.119)
RN RN
Segue de (1.118) e (1.119) que

3 2 5 2 3 2
co < / S_pte |V, |* + o _bpt2 u? [V, |? + S_pte Vu?| dx
ry [\2 p+1 2 p+1 2 p+1

. (1.120)

IA

Como

3 p+2 0 5 p+2

O O

2 p+1 2 p+1

para p + 1 > 4, podemos concluir de (1.120) que

/ |Vun|2d:17,/ ui|Vun|2dxe/ Vuldx
RN RN RN

sao limitados e de (1.119) [y |un|P*'dz também é limitado.

Em particular,

/ |Vun|2dx,/ ui|Vun|2dx,/ Vuidxe/ |, [P d
Br Bg Br Br
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sao limitados.
Por outro lado, para cada n € N,
u, € Sy = S*NH}(Bg). (1.121)
Dai, u,, € S* e, consequentemente,
ur € 9,¥n € N. (1.122)
Além disso, de (1.121),
Uy € H&(B}ﬁ,
de onde segue que
|u,| € H}(Bg).
Desde que
uf = 5 (ual + ) € vy = 3 (] — )
n 2 n 2 ?
temos
ut € H}(Bg),Vn € N. (1.123)
Assim, de (1.122) e de (1.123),
ur € SN Hy(Bg) = Sk. (1.124)

De (1.122) e da defini¢ao de ¢g, obtemos
co <I(uf) e ~(uf)=0,vneN.
Temos ainda
co < I(uy,) = I(uh) + I(u,;) < Ch.
Logo,
co < I(u)), I(u;) < Ch.

Desta forma, ficamos com

co <I(uf) <Cy e 7(uf)=0,¥n €N,
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e podemos afirmar que

[ 19, [ v P
Bgr Br

sao limitados.

V(uff)%lxe/ luE [P de

Br Br

Observemos que

cOSI(uM/

R

Va2 [ vt [ v = [ e
N RN RN RN
ou seja,
cog/ luE Pt vn € N.
]RN

Como estamos em dominio limitado, podemos assumir, pelos teoremas de imersao

de Sobolev, que a menos de subsequéncias, existe u € Hj(Bpg) satisfazendo

(i) ut — u* # 0 em LPT(Bg);
(ii)uf — u* em H}(Bg);

(iii)V(uf)? — V(u*)? em L?(Bg).

De fato, temos [, [Vu,|*dz limitada. Logo, (u,) é limitada em Hg(Bg). Sendo

Hi(Bg) reflexivo, a menos de subsequéncias, existe u € H}(Bg) tal que
u, —u em Hy(Bg). (1.125)
Dai, pelo Teorema C.19, em particular,
u, — u em L*(Bpg),
e, usando o Teorema C.15, a menos de subsequéncias,
un(z) = u(x) q.t.p. em Bg. (1.126)

Consequentemente,

u?(z) = u*(v) qtp. em Bg. (1.127)

n

Mostremos agora que (u2) ¢ limitada em H'(Bpg).

Como p+ 1 > 4 e estamos em dominio limitado, entao, pelo Teorema C.28,

Lp+1(BR) — L4(BR)
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Logo, existe C'y > 0 tal que

i =)
(/ \un\4dx) < Oy (/ ]un|p+1dx> ,
BR BR

de onde segue que (u},) ¢ limitada em L?(Bg), ja que [, |u,["*'dz é limitada.

Temos ainda

Vo = [ IV0R)Pdr =4 [ i Vu, P
R

Br
Sendo fBR u?|Vu|?dz limitada, concluimos que |V (u2)|12(5,) € limitada.
Assim, (u2) ¢ limitada em H'(Bpg). A menos de subsequéncias, existe v € H'(Bg)

tal que
u? — v em H'(Bg).
Dai, usando imersao compacta,
u? — v em L?*(Bg),
implicando que, a menos de subsequéncias,

u(x) = v(x) qt.p. em Bg. (1.128)

De (1.127) e (1.128),

v(z) = u?(z) q. t. p. em Bp.
Assim,
u? € H'(Bg),
mostrando que u € X e
u? — u* em H'(Bg).
Pelo Teorema C.19,

w2 — u? em L' (Bg).
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Logo, usando o Teorema C.15, a menos de subsequéncias, existe g € LLJ;(BR)

tal que
jup, ()| < g,V € Bp.

Notemos que

[un(2) = u(@) P < JJun(@)] + fu(@) [P
<27 [l () P Ju() [P
< 2 g™ 4 fu(@) ]
isto é,
|un(z) — u(z)[P* < g
onde

§=2%" g7 + u(a)pr .

Desde que g € L%(BR) e u € LP*1(Bg), temos § integravel.
Por outro lado, dado z € R, de (1.126), obtemos

[u, (z) — u(z)|P™ — 0, quando n — +oo.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

u, = u em L’ (Bpg).

Agora, sabendo que (uf) ¢ limitada em H}(Bg), a menos de subsequéncias,

existem vy, v, € H}(Bg) tais que
wh — v e wu, = vy em H}(Bg).
Usando imersao compacta,
ul — v e u, — vy, em L*(Bg). (1.129)

Desde que u,, — u em LPT1(Bg) e, pelo Teorema C.27, a aplicagao h™ : LP*1(Bg) —

LP*Y(Bg), dada por h*(u) = u*, é continua, segue que

uf —u* em LPYY(Bg).
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Como LPTY(BR) — L?(Bg), entao
ur — vt em L*(Bg). (1.130)
De (1.129), (1.130) e pela unicidade do limite,
ut=v;, e u =,
Assim, a menos de subsequéncias, ficamos com
uf = u* em H}(Br) e uf—u* em [P (Bpg),

n

mostrando (i) e (ii).

Vamos provar (iii). Temos
(u?2) C HY(Bgr) e wu?e€ H'(Bg).
Por defini¢ao de derivada fraca,

Dy O(u?) / Dy / O(u?)
/B ' u; o, dx /B o, pdr e BRu oz, dx s om wdx,

para toda ¢ € C§°(Bpg).

Note que
o 2
‘ (un> < |V(Ui)|L2(BR),Vi = 1,2, ,N e VneN.
Oz; L2(Br)
5 - Oup)\ . o 2
Sendo |V(u;)|r2(p,) limitada, segue que e ) ¢ limitada em L*(Bg), para
T

todoi=1,2,..., N. Desde que L*(Bg) ¢é reflexivo, para cada i € {1,2,..., N}, a menos
de subsequéncias, existe v; tal que

O(u?)

n

a—mi — V; €m LQ(BR)

Dada ¢ € C§°(Bg), temos
S LQ(BR)
Consideremos o funcional F : L?(Bg) — R, dado por

F0) = (0,0 125y = / vpd.

Br

Dai, F' € (L*(Bg))’. Consequentemente, usando definigao de convergéncia fraca,
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F (‘9(“3)) — F(u,),

(9@

o que implica

2
/ Mgpdw — vipde. (1.131)
Br (%Ez Br

Por outro lado,

0(uz,) O(u?)
/BR oz, god:t—/BR oz, wdx

Op dp
2 _ 2
/BRunaxidas /BRu 8xidx

0
< / lu? — u?| P2 da
Br Ox;
< 03/ |u? — u?|dz, (1.132)
Br
onde ('3 é uma constante positiva satisfazendo
d¢
< Oy,
(9{131‘ =3
que existe pois ¢ € C3°(Bg).
Como
u? — u? em H'(Bpg),
entao, por imersao compacta,
u? — u? em L*(Bg),
e, por imersao continua,
u? — u? em L'(Bg).
Logo,
/ lu? — u?|dw — 0. (1.133)
Br

De (1.132) e (1.133), concluimos que

O(u?) / O(u?)
) e — | D) e, 1.134
/BR oz, P ) o ¢ (1.134)

Assim, de (1.131), (1.134) e pela unidade do limite, temos

2
/ O )apdx = / viedz, N € C5°(BRr).
B Br

R 81’1

Portanto, pelo Teorema C.21 (Lema Fundamental das Distribuigoes),
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a 2

o) =12 ..N,
axi

e, consequentemente,

n

8332- 8:15, ’

2 2
Oltn)  OUT) i e 1. N om LA(Bg),

implicando que

V(u?) — V(u?) em L?(Bg),

n

mostando (iii).

De (i), existem (u,, ) C (u,) e g € LP*(Bg) tais que

uf (z) = u*(z) q. t. p. em B e |u,i(x)| <g.

nj
Dai

+ +1 + +1 + +1 +1
[un‘j(x)]p — [u*(x)]P™ q. t. p. em Br e |un]_(x)|p < g*

€ L'(Bg).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos concluir que, a

menos de subsequéncias:

/ lut [P de — Jut [P da.
Bgr Br

Seja f : Hy(Bgr) — R o funcional dado por

o) = /BR Vo|2de.

(1.135)

Entao, f é semi—continua inferiormente (pois f é continua) e convexa. Logo, pelo

Teorema C.13, f é fracamente semi—continua inferiormente. De (ii), segue que

liminf f(ul) > f(u®),

n—-+oo
ou seja,

liminf/ |Vuff|2d:v2/ |Vu®|2de.
Br

n——+oo Br

Seja agora h a funcao definida por
h(v) = v?,v € Hj(Bg).

Notemos que h é continua e convexa. Logo, a funcao H dada por

(1.136)
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H(v) = Vv? v € H}(Bgr)

também é continua e convexa.

De (ii), segue que

liminf H(uX) > H(u®),

n—-+o00

ou seja,

liminf V(uF)? > V(u®)%

n—-+00
Dai,
/ liminf V (u)2dz > V(uF)2da. (1.137)
B

= n——+o00 Br

Pelo Teorema C.7 (Lema de Fatou), temos

liminf/ V(uf)2dx2/ liminf V (u)*d. (1.138)
Br

n—-+o0o Br n—-+o0o

De (1.137) e (1.138), obtemos

lim inf / V(ub)?de > / V(uF)?dz. (1.139)
Br

n—-+00 Br

De maneira analoga, definindo a funcao
G(v) = |vl?
e usando (iii) obtemos

liminf/ \V(u;ffﬁdxz/ IV (ut)?2da
Br

n—-+0o00 Br

Desde que
V()P = 4w IV (uz) P e [V(u®)?? = 4(u®)?[V(u®) P,

podemos concluir que

lim inf / ()2 () P > / ()2 () Pd (1.140)
n—+oo Br Br
Assim, das propriedades de limite inferior, de (1.135), (1.136), (1.139) e (1.140),
temos
lim inf y(ul) > ~(u®). (1.141)
n—-+o0o

Como u € S, entao
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y(uf) =0,Vn € N,
implicando que
1%1&1257(@) =0. (1.142)
De (1.141) e (1.142), ficamos com
y(ut) <0.
ou seja,
/N [Vt ? + 2(u®)?| Vet + V(u*)? — [u P ] do < 0.
R
Logo,
2/ ()2 |Vt P — / E P < 0,
RN RN
isto é,
2/ () |Vt Pz < / P
RN RN
Pelo Lema 1.2, existem ¢, s > 0 tais que
tut, su” €8S.
Sejam
u=tut —su" e u,=tul —su,.
Notemos que
wf =tul, w, =su, e Uy, u€ Hj(Bg).
Além disso,
i, — 4 em Hy(Bg). (1.143)

De fato, dado ¢ € (H}(Bg))', temos

¢(tin) = p(tuy — su,) = to(uy) — sp(u,)

6li) = pltu* — su™) = to(u*) — sp(u").
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De (ii),
G(uy) = d(ut) e d(u,) — ¢(u”),
o que implica
mostrando que
Assim, podemos afirmar que
lim inf / Vaidr > / Vitdx (1.144)
n—-+o0o Br Br
e
liminf/ Vi, |*dx > / |Va|*dx. (1.145)
n—-4o00 Br Br
De (iii), temos também
liminf/ @2 |V, |*dz > / w*|Va|*dx. (1.146)
n—-+o0o Br Br
e de (i),
/ |, [P d — |a|PHd. (1.147)
BR BR
Das propriedades de limite inferior e de (1.144) - (1.147), obtemos
I(a) < liminf I(a,). (1.148)

n——+oo

I(a,) = I(u}f —u,) = I(tu} — su,) = I(tul) + I(su,) < I(uf) + I(u,) = I(uy).

tim nf 1(5n) < lim inf F{un) = B () = o

ou seja,

o Ny
lrlLI—I}—il-gyf[(un) < g

De (1.148) e (1.149),

I(a) < cp.

Por outro lado,

(1.149)

(1.150)
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ut=tut e U =tu".

Entao,
implicando que

Dai,
ue S
Como u € H}(Bg), segue que
i€ S, =S NH(Bg).
Assim,

c’j{:igl*ffg I(w). (1.151)

R

Portanto, de (1.150) e (1.151),
g = 1(a),

mostrando o lema para c¥.
Analogamente, podemos provar que c% ¢ atingido.

Lema 1.10 Suponha que u € Sy satisfaz I(u) = c% ouu € S com I(u) = c&. Entao,

u € solucao fraca da equacao quasilinear no dominio limitado Bgr, isto €, para toda
¢ S C((]X)(BR);
/ (1 4+ u*)VuVe + u|Vul?¢ + Vug — |ulPtug)dz = 0. (1.152)
Br
Além disso, a equagio (1.152) vale para toda ¢ € X N Hy(Bgr) com a propriedade

/ W Vo|Pdr < +oo e / |Vul?¢*dr < +o0.
RN RN

Demonstracao: A demonstragao é a mesma do Lema 1.7.
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Observacgao 1.4 Os dois ultimos resultados mostram a existéncia de solugao fraca
para a equacao quasilinear no dominio limitado Bg. De fato, pelo Lema 1.9, para cada
R > 0, existem ur € S e u}, tais que I(ug) = % e I(u}) = cy. Pelo Lema 1.10,

up € S e up sao solugoes fracas da equagao quasilinear em Bp.

No que segue, precisamos estudar o problema quasilinear obtido substituindo

V(z) por V. Para u € X, seja

1 1 1
I®°(u) = = 1+ u?)|Vul*d —/ Vooulde — —— Py, (1.153
(=3 [ Q+aVaPdes 5 [ Vitdo— —= [ juptiae. (L1

Temos ainda

¥ (u) —/ (1 —|—2u2)|Vu|2dx+/ Voou2dx—/ lu|Pt da; (1.154)
RN RN RN
S ={ue X;7*(u) =0,u # 0}; (1.155)
e
> = uleI}S’f(;C I°(u). (1.156)

Para o dominio limitado B, definimos

S =S*NH}(Bg) e ¢ = inf I°(u). (1.157)

ueSy

Observemos que, para o problema envolvendo V., valem resultados analogos aos
apresentados nas Segoes 1.1 e 1.2. Em particular, ¢ — ¢*, quando R — +o0, pelo
Lema 1.8, e ¢35 € atingido, pelo Lema 1.9. Assim, por um resultado analogo ao Lema
1.10, o problema obtido substituindo V' = V(z) por V,, possui solugdo no dominio

limitado Bg.



Capitulo 2

Existéncia de Solucao Positiva

Neste capitulo, apresentaremos a demonstragao do Teorema 0.1, que mostra
a existéncia de uma solu¢ao positiva para a equagao (1). Para isto, precisamos do

resultado a seguir.

Lema 2.1 Seja ur € Sgr uma solucao da equagao quasilinear no dominio limitado Bg,

15to €,
/ [(1 + u%) VurVo + ug|Vug|[*¢ + Vugd — |uR|p’1uR¢] dr =0, (2.1)
Br
para toda ¢ € X N Hg(Bg) com a propriedade

/ uh| V|’ dr < +oo e / |Vug|?¢?dr < +o0.
RN RN

Suponha que

/ (1+up) |VuR|2dx,/ Vurdr e / lup|Pdz. (2.2)
Br Br Br

sao limitados. Assuma para uma subsequéncia R, — +00,
/ up [P dr — A € (0, +00), (2.3)
Br,

onde u, = ug, . Entao, se

liminf I (u,) < ¢® + ¢, (2.4)

n——+o0o

existe (z,) € RY tal que para todo € > 0, existe r > 0 satisfazendo

lim inf/ lu, [P de > A — .
Br(zn)

n—-+00
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Demonstragao: Observamos inicialmente que, pela obtencao das funcoes ug, temos
ugr = 0 em RY\ Bg. Disto e de (2.2), segue que (u,) é limitado em H!(RY).
Seja w, = u? e defina

1
A‘wn‘ pg XBRn

Jion 105 Xy, d

/ pndr = A.
RN

Vamos mostrar que a nulidade no Teorema C.23 (Principio de Concentragao

Pn =

Notemos que

- Compacidade) nao pode ocorrer. Suponhamos que existe (p,) C (p,) tal que

lim sup / P, (x)dx = 0,¥r € (0, +00).
Br(y)

Vejamos que

p+1

A’wnk‘ixﬁzn
[ o e
(y) ) fRN [ XBRnkd$

A
= ‘wnkl 2 XBR"k dx
o, [ |5 dz B

Logo,

A Pt
Sup / pry (x)dx = pil Sup / |wnk|p XBRo,, dz,
yeERN r(y) fBR |'LUnk| dx yeRN J By (y)

o que implica

0 = lim sup/ P, (z)dx
()

A

! ! / | |p 1 —_—

im im sup w XB x

+1 n

k—+o0 = k—+o00 "k
fB " |wn, | 2 dx yeRN J B,.(y)

p+1

= lim sup/ |wnk|7XBRn dz.
k‘—}-i—ooyeRN r() k

Dai, pelo Teorema C.22, observando que (u,) é limitada em H!(R"),
Wny X B, 0 em LI(RY),

para 2 < ¢ < 2%, e assim,
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/ |, [P dz — 0,
B

R"k
para 4 < p+ 1< 2.2* o que é um absurdo!
Vamos supor que vale a dicotomia no Teorema C.23. Entao, para alguma sub-
sequéncia de (py,), que continuaremos denotando por (p,), existe o € (0, A) tal que,

para todo € > 0, existem ng > 1 e pl, p? € L}r(RN) satisfazendo para n > ny,

/ pLdr —
RN

Dado ¢ > 0, escolhamos 7. e (z,) € RY como na demonstracao do Teorema 4.1

<e e

/ pidr — (A —a)| <e.
RN

e definamos

Py = PuXB,. (zn)-

Em particular, temos

/ pidm > a—¢,
]RN

ou seja,

/ PrXB,. (z,)dT = / pndr > o — €.
RN By (zn)

Logo,

p+1

Alw,| =
B

il
re (Tn) fRN ’wn|p2 XBRnd«r

implicando que

11 +1
/ |wn|p de > / |wn|p XBg, AT
BTE (l’n) BTE (CEn

p+1 p+1
_/ |wn|p XBg, dT — / |wn|p B, dx.
RN

v

Para r > r,,

liminf/ |wn|p+1dx > a—e.
By (zn)

n——+o0o

Como a € (0,A), entao % € (0,1). Seja g = %. Dai, g € (0,1),a0 = A e

podemos escrever

n—-+4o0o

liminf/ |wn|p+1d1: > [A—c¢,
By (zn)



Capitulo 2 Existéncia de Solugao Positiva 62

isto é,

lim inf lu, [P de > BA—e.

Temos ainda
2 _
Prn = PnXRN\B,_(zn)-

Assim, de maneira analoga, obtemos para r’ > r,

liminf/ lu, [P dz > (A—a)—e=(1-8)A—c.
RN\BH(QM)

n—-+00

Vamos provar que, neste caso,
liminf I (u,) > ” + ™.
n—-400
Usando propriedades de limite inferior, a menos de subsequéncia, podemos esco-

lher €, = 0 er, >r, — +oo tal que

/ lu, [PHrde > BA —¢, e / lu, [P de > (1 — B)A — &,.
Brn(zn)

BN\B,y (2n)
/

Logo, para r], = 4r,,

/ |Un|p+1d$ — / |Un|p+1div
B4’V‘n (mn)\BTn (CEn) RN

— [/ |un|p+1dx-|—/ |u, [P da
Brn(xn) RN\B‘“‘n(xn)

< / lu, [P e — A + 2¢,,.
RN

Dai,

|, [P da +/ lup [P dr > A — 2¢,,.
(e0) RN\B,, (2.)

™n

Assim,

/ lup [l = o(1). (2.5)
B4rn (xn)\B’rn (I’ﬂ)

Seja ¢ a fungao corte dada por

0, se s<lous>14
£(s) =

1, se 2<s<3

e|¢(s)] <2,Vs € R.

Fixemos n € N e definamos
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o) =€ () o),
Temos ¢, € X N H}(Bg,) e

/ |Vu,|?¢2dr < +o00 e / u? |V, |2dr < +oo.
RN

RN
De fato, para provar que ¢, € HJ(Bg,), basta usar um raciocinio analogo ao
usado na demonstragao do Lema 1.8. Mostremos que ¢, € X.

Notemos que

/ (@%)26@2/ 54Uild$§/ utdr < 4o0.
RN RN RN

Logo, ¢ € L*(RY). Temos ainda

O, O¢ Oy

2 2 2
(gi) g2(§§> 2 4+ 282 (ZZ) | 2.7
o9},

implicando que

de onde segue que

A
o
no
S &~
VR
Q
B~
~_
[\&)
+
oo
m .
N
IS
3N
VRS
Q| Q
S5 S
~_
[\&)

< ()

para alguma constante C7 > 0.

Como u € X C LPTHRY), podemos concluir que

2
/ (ad)”) dr < 400,
RN (91:2

2
mostrando que —* ¢ c L*(RY).

Logo, ¢? € H 1(RN ) e, consequentemente, ¢? € X.

Observemos que

/ \Vu,fgzﬁidx:/ |Vun|2§2uidx§/ |V, |*u2dz.
RN RN RN

Como u € X, podemos afirmar que
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/ |Vu,|?¢2de < +oo
RN
Temos, de (2.7),
|Vn|? < 2|VEPu2 + 262 Vu,|?. (2.8)
Logo, de (2.8),
/ |V, |2dr < 2/ |VEPPurdr + 2/ | Vu,|*ud
RN RN RN
< 02/ uﬁdx—l—Cg/ |V, |*u2dz.
RN RN
Como u € X C LPTHRY), entdo
2 2
/ u; |V |“dr < 4o00.
RN

Substituindo ¢, em (2.1) e sabendo que u, = 0 em R¥\Bg e ¢, = 0 em
(R¥\Bur, (z,)) N B, (z,), segue que
0 = [(1+u2) Vun Vo + un| Vi *én + Vi dn — [unl? tngn] d
BRn

_ / (14 42) Vun Vo + | Vitn *bn + Vitndn — [unl?  tinbn] d

N

=

= / [(1+ ) Vu Vo, + un| Ve *dn + Vupdn — [un|P " undy] dz,  (2.9)
Chn

onde C,, = By, (2n)\ By, (z4).
De (2.6), obtemos

Vu,Vé, = u, VEVU, + &|Vu,|?. (2.10)

Observemos ainda que

1 2

n

. 2 v 2
e dai, usando o fato de |u,||Vu,| < % + %, temos

/(1+ui)unvgvundaz < L(Hui)\unuvguvunux

2

< - (1+ui)|un||Vun|dx
Tn Ch
1

<

— | (1 +u?)uide + / (14 u2)|Vu,|*dx.
n Jo, n
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Desde que [, (1+uj)updr e [, (14 u3)|Vu,|*dz sdo limitados, segue que

/ (1 +u)u,, VEVu,dx = o(1). (2.11)

n

De (2.5), (2.9), (2.10) e (2.11), ficamos com

/ [(1 + 2u2) | Vu, |2 + Vuif} dx = o(1). (2.12)

n

Notemos agora que
/ [(1+2u))|Vu, [*¢ + Vuié] do < [(1+2u))|Vu, [* 4+ Vuié] do
Cn

1+ 2u2)|Vu,|* + Vuy] dz, (2.13)

b\»:b\

onde D,, = Bs,, (x,)\Bay, (€5).
De (2.5), (2.12) e (2.13), obtemos

/ (1 + 262 | Vun2) + Vi + [unP)dz = o(1),  (2.14)
BSrn (In)\BQTn (I’ﬂ)
Consideremos agora a fungao corte n dada por

0, se s>3
n(s) =
1, se s<2

eln'(s)] <2,Vs e R.

Definamos as fungoes

B () Y (=13 P

Entao,

/ (@) de > / ()P
RN By, (zr)

— / \un(x)|p+1dx
Brn(xn)
BA —&n

v

[e@pias = [ e
RN RN\ Byr,, (xn)

— / |un(x)|p+1dx
RN\ By, (xn)
2 (1 - B)A — &n,
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ou seja,
/ (o (2) [l > BA— e, e / @)z > (1— B)A—e,.  (2.15)
RN RN
Temos ainda
I{un) = I(wn) + I(v) + o(1). (2.16)

Para ver isto, observe inicialmente que em R\ B, (z,,), temos n = 0 e dai,
w, =0 e v,=1u,.

Em By, (z,),n=1¢e¢
w, =u, e v,=0.

Assim, se F,, = Bs, (z,)\Ba, (z,), entao

I(un)

£ = I(wy)

n

EC + [(Un) EC
Resta-nos provar

I(uy)|  =1IT(w,)| +1(vy)| +o(1).

n n

Temos

V(up —wy —vp) =V (up —0)*uy — (1= n*)uy)

Notemos que

Logo,

de onde segue que

Assim,
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Temos também

|wn‘p+1 + |vn|p+1 — np+1‘un‘p+1(1 _ 77)p+1 + |un\p+1
[np+1 + (1 _ n)p+1] |un|p+1

< I+ (1= )] |u, "t

— ’Un’erl-
Dai,
0 < Jup|[PH — |w, [P — Jo, [P,

implicando que

0< / (|un|erl — |wn|1"Jrl — |vn|p+1) dr < / |un|p+1dx.

n

Observemos agora que

ow —@u N ou,,

Dai,
IVw,|? = u?|Vn|* + n?|Vul? — 2u, VnVu,n < 2u?|Vn|? + 2n%|Vu|?
Analogamente, temos
[Voal* < 203 [Vnl* + 2(1 — 0)?[Vu, |
Logo,

[Vun|? = [Vw, > = [Vua | < [Vua]® + [V, [ + [Vo,|?

N

5|Vu,|* + 4u2|Vn|?,

de onde segue que

E

/ [ Vu,|? = [Vw,[* = [V, |*| de < 5/ |V, |*dz + Cg/ uidz,
ETL ETL
onde (3 é uma constante positiva satisfazendo

4Vnl? < Cs.
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Por fim,

|ui|vun’2 — wj | Vw,[* - Ui’vvnm < up |V P+ w) [V, [* + 05 Vo, [

IN

ui (|Vun|2 + |an|2 + |an|2)

IA

5ul|Vu,|* + 4up [Vl
Assim,

/ uz |V, > — wl| Vw,|* — 02|V, |*| da SE)/ qu|Vun|2dx+C’3/ utdx.

En En En
Portanto,
’I(un) —I(wy)|  —1(vy)
1 2 2 2 1 2 2 9 2 9 2
< - |[Vun|? = [Vw,|* = [V [*| dz + |z [V, > — wi| Vw,|* — 02| Vo, || da
2 En 2 Ey
1 1
+ = V(u? —w? —v)der + —— Up P — |w, [P — v, [P da
5 [ v =t e [l e )
5 2 5 2 2 1 2
< 5 |Vu,|“dz + 5 us |V, dm+§ Vs dx
1 Cy :
+ — unp+1dx+—/ u? +ul) de,
[t S [
implicando que
‘I(un) —I(wy)|  —I(vy) < 02{/ (14 u2)[Vu, > + Vi + Ju, [P dm}
n n n En
C
+ —1/ utdr,
2 Jg,
com Cy = max{%, <},

Segue de (2.5) e (2.14) que

I(uy)|  =1(w,)| +1(vy)| =o0(1).

n

n n

e podemos concluir (2.16).
Além disso, fazendo ¢ = w,, em (2.1), usando um procedimento anélogo ao que

fizemos para obter (2.37) e (2.35), encontramos, respectivamente,

Y(wn) = (I'(un), wn) +o(1) e (I'(u,), w,) = o(1).
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Logo,

Y(wy) = (I'(uy), w,) + o(1) = o(1). (2.17)
De maneira analoga, podemos obter também

Y(vn) = (I'(un), v) + 0(1) = o(1). (2.18)

Para g € (0,1), de (2.15),

. p+1 > 3 _ —
nl_l)l_’I‘rloo . |w,, ()] dx_nETm(BA en) =BA>0
e
1 p+1 > : _ _ — _
Jim [ a@ptd > i 0= 54— a]= (0= 5)4 >0

Pelo Lema 1.3, existem sequéncias (t,), (s,) C (0,400) tais que
Wy, = thyWy, Up =S8, €S, t,—1 e s, —1.
Suponhamos que (x,) ¢ limitada. Entao, existe M > 0 tal que
|z,| < M,¥n € N.

Fixemos R > 0 de modo que R — M > 0. Como r,, — +00, existe ny € N tal

que, para n > ng, R < 2r,. Provemos que
supt ¥, C (Bp_am)°.
De fato, seja © € Bg_p. Logo, |z| < R — M, ou seja,
|z| + M < R.
Dai,
|2 — | <[] + |2n] < |2l + M <R,
de onde segue que |x — z,| < 2r,, isto é,
x € By, (7).

Como v,(z) =0 em By, (x,), temos

Up(x) =0 em By, ().
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Consequentemente,
x € (supt  ©,)°.
Com isso, mostramos que
= \C
Br_n C (supt 0,)°.
Portanto,
supt 0, C (Bp_u)°.
Por outro lado, sabemos que
lim V(z)= V.
|z| =400
Entao, dado £ > 0, existe § > 0 tal que, para |z| > 0,

0<Ve—V(z)<e.

Fixemos R > 0 de modo que R — M > 4. Desta forma, para |z| > R — M,

também temos
0<Ve—V(x)<e.
Além disso, existe ng € N tal que

n > ng = supt o, C (Br_a)°..

Assim,
)=o) = [ (V= Via)iids
= / o (Voo — V(z))v2dz

< / (Voo — V()02 dx
(Br-m)®

< e/ v2dx
(Br-m)¢
= 68%/ vide
(Br-m)¢
= 53%/ (1 —n)*uidx
(Br-m)¢

< es [ ulde.
RN

Sabendo que (s,) e fRN u2dx sao limitados, podemos concluir que
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Y (0n) — 7(Un) < Cie,

para alguma constante C3 > 0.

Logo,

Novamente pelo Lema 1.3, existe s, € (0,400) tal que
S0, € 5% e 5, — 1.
Dai, usando o Lema (1.1),
c® < I®(3,0,) = 1(5,0,) + 0(1) < I(0,) +0(1),Vn € N,

mostrando que

¢ < liminf I(v,). (2.19)

n—-+o0o

Como w, € 5, entao
A < I(w,),Vn € N,

implicando que

& < liminf I(w,). (2.20)

n——+o00

Portanto, se (z,,) ¢ limitada, de (2.19) e (2.20), temos

& + ¢ < liminf I(w,) + liminf I(7,).

n—-4o0o n—-+4o0o

Suponhamos agora (z,,) ilimitada. Observemos que

V(W) = y(W,) = (Voo — V(z)) @02 dz
N

I
= / V2w dw
R

N

Il
~

i/RNWoo ~Via)uda
< Cg/ (Voo — V(2))uidx — 0.

Desde que v(w,) = 0, podemos concluir que
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Pelo Lema 1.3, existe t,, € (0,+00) tal que

t,w, € S® et, — 1.
Logo, usando o Lema (1.1),
¢ < I®(tyw,) = I(t,w,) + o(1) < I(w,) + o(1),
implicando que
¢ < liminf I(w,). (2.21)
n—-+00
Como v, € S, entao
& < I(v,),¥n € N,
de onde segue que
0 < . . —
¢ < 1711131_&.15 I(vy). (2.22)
Assim, se (z,,) ¢ ilimitada, de (2.21) e (2.22), temos
& + ¢ < liminf I(w,) + liminf I(7,,).
n—+o00 n—+o0o

Em ambos os casos, concluimos que
& + ™ < liminf I(w,) + liminf I(7,,).

n——+o0o n——+o00

Sendo as integrais

/ ]an]2dx,/ wi\an\de,/ Vwidxe/ |[w,, [Pt dx
RN RN RN RN

limitadas e sabendo que t,, — 1, podemos afirmar que
I(w,) — I(w,) = o(1). (2.23)
De maneira analoga, obtemos
I(v,) — I(vyn) = o(1). (2.24)
De (2.16), (2.23) e (2.24),

I(uy,) = I(wy) + I(vy) 4+ o(1) = I(w,) + I(v,) + o(1).
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Logo,
liminf I (u,) = liminf[I(w,) +1(0,) + o(1)]
> liminf I(w,) + liminf I(v,)
n—-+o00 n—+00
> L4,
isto é,

liminf I(u,) > + ™.

n—-+00

Como, de (2.4),

liminf I (u,) < ¢ + ¢,

n—-4o00

podemos concluir que a dicotomia no Teorema 4.1 nao ocorre.

Portanto, vale a compacidade, ou seja, para alguma subsequéncia (p,,) C (pn),

existe (rp) C RY tal que, para todo € > 0, existe r < +o0 satisfazendo

/ Pndr > A — €.
Br(l’k)

Temos

A pt1
/ Pr, (ZE)d:L’ = p+1 / |wnk | ’ XBRnk dx.
B (xy) Jav [wn |2 Xy, dz B @)

Dai,

ptl pF1 f]RN [Wn, |2 XBg, dv
F R e
r(Tk

de onde segue que

p+1

liminf/ ]wnk|p7+1dﬂc > liminf/ [Wn, |2 XBp, dr
By () Br(zx) *

k—4o00 k—+o00

> A-—c¢,

isto é,
lim inf/ U, [PTdr > A—e.
k*}+00 Br(xk)

Com isso, concluimos o lema.
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Lema 2.2 FEriste u € S tal que I®°(u) = ¢ e podemos assumir u(x) > 0,Vz € RY.

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia tal que
up € S0, 1°(uy) = ¢ — ™,

que existe pelos Lemas 1.8 e 1.9.
Notemos que I*(u,,) é limitada e v*(u,) = 0,Vn € N. Entao, podemos concluir,

como fizemos na demonstracao do Lema 1.9, que

/ |Vun|2dx,/ ui]Vun|2dx,/ Voouidxe/ | [P d
RN RN RN RN

sao todos limitados e existe C7 > 0 tal que

/ lu, [P dx > O
RN

Em particular,

/\Vun|2dx,/ ui|Vun|2dx,/ Voouidxe/ | [P d

sao limitados e podemos assumir
/ Ju, [P dz — A € (0, +00).
RN
Como ¢ > 0, temos

liminf I°°(u,) = ¢® < & + ™.
n—+o00

Pelo Lema 2.1, existe (x,,) € R, tal que para todo & > 0, existe r > 0 satisfazendo

lim inf/ lup [P de > A —e. (2.25)
By (zn)

n—-+0o

Pela invariancia por transla¢ao, podemos supor (z,,) limitada. Assim,

(i) up, > u#0 em LPHRY);
(i)u, = u em H(RY);

(iii) V(u2) = V(u?) em L*(RY).

n

De fato, a prova de (iii) é analoga ao que fizemos no caso de dominio limitado,
no Lema 1.9. Mostremos (i) e (ii).

Sendo (z,) limitada, existe K > 0 tal que
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|z, < K,¥n € N.
Dado = € B,(z,), temos
r— x| <.
Logo,
2] < | — ] + 2] < 7+ K.
ou seja,
xr € Bp,
onde R=7r+ K.
Dali,
B'r(xn) - BR,VTL S N
Por hipotese,
lim inf/ lu, [P de > A — ¢,
o que implica
liminf/ up [P de > A —e.
n—r—+oo Br
Por propriedade de limite inferior, existe n; € N tal que, para n > nq,
/ lu, [P d2 > lim inf/ |un [Pz — ¢,
Br n——+0o0o Br
de onde segue que
/ lu, [P de > A — 2.
Br
Assim, para n > nq,
/ |Un|p+1dl‘ — / |Un|p+1d$—/ |Un|p+1d$
RN\Bp RN Br
< / | [T — A+ 2¢. (2.26)
RN

Como
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/ |, [P — A,
RN

entao existe ny € N tal que, para n > no,
/ lu, [P dr — A < e. (2.27)
RN

Tomando ng = max{ni,nqs}, de (2.26) e (2.27), para n > ng, ficamos com

/ lu, [P da < 3e,
RN\Bp

implicando que

/ u, [P de — 0,
RN\Br

isto é,
u, =0 em LPT(RN\Bg).

Em particular,

u, — 0 em L*RY\Bg). (2.28)

Por outro lado, desde que (u,,) é limitada em H*(RY) e H'(R") reflexivo, existe

u € HY(RY) tal que, a menos de subsequéncias,
u, = u em HYRY),
mostranto (i), e por imersao compacta,
u, —u em L*(RY).
Dai, a menos de subsequéncias,
un(z) = u(x) q. t.p. em RY,

implicando que

u?(z) = u*(z) qt.p. em RY. (2.29)

n

Usando (2.28) e o fato de que LP*'(Bgr) — L*(Bg), podemos mostrar, como
fizemos na demonstragio do Lema 1.9 que (u?) é limitada em H'(R”). Logo, a menos

de subsequéncias, existe v € H'(RY) tal que

u? —=v em HY(RY).
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Por imersao compacta,
2 2N
u; —v em L*(RY),
e a menos de subsequéncias,

u?(z) = v(x) qtp. em RY. (2.30)

n

De (2.29) e (2.30), concluimos que v = u?. Desta forma, u?> € H'(R"), mostrando

que u € X. Além disso,

u? —=u? em H'(RY).

Logo, de maneira analoga ao que fizemos no Lema 1.9, podemos mostrar que
u, —u em LPTLRN),

provando (i).

De (i), obtemos

lim |un|p+1dx:/ lu|P*dx, (2.31)
n—+00 [pN RN
enquanto de (ii), temos
liminf/ |Vun|2dm2/ |Vul*dzx (2.32)
n—+o00 [pN RN
e
lim inf / Veouldr > / Voouldz. (2.33)
n—-+o0o RN RN
Por fim, de (iii),
liminf/ ui|Vun|2dx2/ w?|Vul*dx. (2.34)
n—-+o0o RN RN

Das propriedades de limite inferior e de (2.31)-(2.34), obtemos
~4%° < liminf 4> (u, ) (u).
n—+o00
Desde que u,, € S, segue que

v (u,) = 0,Vn € N,

o que implica
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lim inf v*°(u,,) = 0.

n——+00
Assim,
77 (u) <0
ou seja,
/N (IVul® + 2u?|Vul® + Vaeu® — JuP™) dz < 0.
R
Dai,

2/ w?|Vul’de < / lulP*tdx.
RN RN

Sendo u # 0, segue do Lema 1.2 que existe t > 0 tal que
tu € 5.

Logo,
> = gg I < I°°(tu). (2.35)

Sejam w,, = tu,, e w = tu. Entao,

lim |wn|p+1dx:/ |w[PTda;
n—+00 [pN RN

liminf/ |an|2dx2/ |Vw|*dx;
RN RN

n—-+00

n—+0o00

liminf/ Voowide/ Voow?dz:;
RN RN

liminf/ wi|an|2da:2/ w?|Vw|dz.
RN RN

n—-+00

Usando propriedades de limite inferior, obtemos

I°(w) < liminf I*°(w,),

n—-+o0o
isto é,

I*°(tu) < liminf I°°(tu,), (2.36)

n—-+00

Como u, € S, pelo Lema 1.1, temos

lim inf 7°°(tu,) < liminf I*°(u,) = . (2.37)

n—-+00 n—-+o0o

De (2.35), (2.36) e (2.37),
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I®(tu) = I*®°(w) = ™.

Observemos que a sequéncia minimizante (u, ) pode ser considerada nao negativa,
trocando, se necesséario, u, por |u,|. Podemos supor, entao, que u(z) > 0 e dai,
w(z) > 0, para todo z € RY. Pela Teoria da Regularidade Eliptica, w € C*(RY).
Vamos mostrar que w(zx) > 0, para todo z € RY.

Temos que w satisfaz a igualdade

1
—Aw + V>=w — §(A(w2))w = AwlP. (2.38)

Notemos que
—A(w?) = 2|Vw|? + 2w(—Aw).
Dai,
1 2 2 2
—§(A(w Nw = w|Vw|* + w(—Aw) (2.39)
De (2.38) e (2.39), ficamos com

—(14+ w>)Aw = wP — V=¥w — w|Vw|? < w? — V>u. 2.40
(

Suponha que existe 7o € RY tal que w(xg) = 0. Pela continuidade de w podemos
escolher 9 > 0 de modo que w é nao nula em B, (x9) e w? — V>=w < 0. Logo, de

(2.40),
—(1 +w*)Aw <0,
ou seja,
—Aw < 0.

Pelo Teorema C.25, segue que w é constante em B, (o). Como w(zy) = 0, temos
que w = 0 em B, (), o que ¢ absurdo!

Portanto, w(z) > 0, para todo = € RY.

Vamos agora provar o Teorema 0.1.

Demonstragao do Teorema 0.1 Observemos inicialmente que
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< >,

De fato, seja u € S a funcao obtida no Lema 2.2, ou seja, u é uma funcao que

satisfaz
I®w)=c>* e ~*°(u)=0.

Desde que u > 0 e V & uma funcio continua verificando V(z) < V,Vz € RV e

V # V., podemos afirmar que

V(aplds < / Voulds. (2.41)
RN RN
Dai,
y(u) = / (IVul® + 2u*|Vu|* + Vu? — [u]P™) do

RN

< / (IVul® + 2u?|Vul® + Vau? — [ulP™) do
RN

= 77(u)

ou seja,

/ (IVul + 22Vl + Vi — [ufP™) de < 0,
RN
de onde segue que

2/ u2|Vu|2dx</ lu|Ptde.
RN RN

Pelo Lema 1.2, existe t > 0 tal que tu € S.
De (2.41),

t2/ V(z)u*dz <t2/ Voot da. (2.42)
RN RN
Logo, de (13), (1.153) e (2.42),

& < I(tu) < I®(tu) < I°(u) = ¢,

mostrando que
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Seja (u,) uma sequéncia tal que
Up € Spy I(uy) =2 — &,

que existe pelos Lemas 1.8 e 1.9.

Sendo I(u,) limitada e vy(u,) = 0, podemos afirmar que

/ |Vun|2dx,/ ui|Vun|2da:,/ Vufldxe/ |, [P da
RN RN RN RN

sao todos limitados e existe C; > 0 tal que

/ lu, [P dx > O.
RN

Em particular,

/ |Vun|2da:,/ ui|Vun|2dx,/ Vuidxe/ |, [P da
n By By n

sao limitados e podemos assumir
/ lu, [P dr — A € (0, +00).
Bn
Notemos que
liminf I (u,) = ® < + ™.
n—-+o00

Pelo Lema 2.1, existe (z,,) € RY tal que para todo € > 0, existe r > 0 satisfazendo

n——+00

lim inf/ |u, [P de > A —e.
Br($n)
Afirmagao: (z,) é limitada.
De fato, suponhamos que (x,,) é ilimitada, ou seja,
|z, = 400.

Entao,

/RN (Voo — V(2)) u2dz = o(1).

Dai,

e consequentemente,
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7> (un,) — 0,

ja que y(u,) = 0,Vn € N,
Pelo Lema 1.3, existe (¢,) C (0, +00) tal que

thu, € S e t,— 1.
Temos ainda
I®(tyuy,) = I(tyuy,) + o(1).
Logo,
™ = I%(u) < I®(thu,) = I(tyu,) +o(1) < I(u,) + o(1).
Passanso ao limite n — 400, obtemos
> <,

o que é um absurdo pois ¢® > °.
Com isso, concluimos que (x,) é limitada. De maneira aniloga ao fizemos no

Lema 2.2, podemos afirmar que
o u, »>u#0 em LPHRY);
o u, ~u em HRY);

o V(u2) = V(u?) em L*RNY).

vy(u) < liminfy(u,). (2.43)

n—+00
Como u, € S, segue que
v(un) = 0,¥n € N,
o que implica
lrllr_rggof'y(un) = 0. (2.44)

Logo, de (2.43) e (2.44),
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v(u) <0.
ou seja,
/N(|vuy2 2|Vl + Vil — [uH)ds < 0,
R
Assim, observando que [,y Vu?dz > 0, temos

2/ W Vul’de < / |u|Ptda.
RN RN

Sendo u # 0, segue do Lema 1.2 que existe s > 0 tal que

v=sucs.
implicando
&= il;f[ <I(v) < lir_r)lllolof](sun) < lrllr_rg&f I(u,) =,
isto é,
I(v) = .

Portanto, do Lema 1.7, v é uma sol¢ao de (1). Podemos supor, substituindo u,
por |u,| se necessario, u > 0. Logo, v < 0. Sendo V Holder continua, pela Teoria
da Regularidade Eliptica, v € C?(RY). Por um procedimento analogo ao que usamos
no Lema 2.2, podemos afirmar que v(x) > 0, para todo x € RY. Portanto, v é uma

solugao positiva do problema quasilinear, concluindo o Teorema 0.1.



Capitulo 3

Existéncia de Solucao Nodal

Neste capitulo, provaremos o Teorema 0.2, que mostra a existéncia de uma solucao
nodal, isto é, que muda de sinal, para a equagao (1). No que segue, em alguns momentos
precisaremos que certas integrais possuam um determinado tipo de decrescimento. Por
isso, enunciaremos o resultado a seguir, que mostra que a integral abaixo tem um

decaimento exponencial a partir de um R suficientemente grande.

Lema 3.1 Seja u uma solugdo fraca do problema quasilinear (1). FEntdo, u e suas
derivadas sao limitadas e possuem decaimento exponencial no infinito, ou seja, existem
constantes Ry, C, 0 > 0 tais que, para R > Ry,

/ (u? + |Vul?) < Ce™*.
RN\Bg
Demonstragao: Seja u uma solugao da equagao (1). Entao,
/ (1 +42)VuVo + ulVul’é + Vud — |ufP ug] de = 0, (3.1)
RN
para toda ¢ € X com a propriedade

/ u?|VoPdr < +oo e / |Vul?¢*dr < +oo.
RN RN

Neste caso, vamos provar apenas o decaimento exponencial e assumir a limitagao

de u e suas derivadas. Observemos ainda que vale

lim |u(z)| = 0. (3.2)

|z| =400
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Fixemos R > 0 e consideremos a funcao corte nz dada por
0, se s<R
nr(s) = .
1, se s>R+1
Seja ¢r : RY — R a aplicacao definida por
or(x) = ni(l2])u(@).
Notemos que ¢r € X e satisfaz
/ w|Vor|’dr < +o0 e / |VulP¢%dr < +oo.
RN RN
Logo, a igualdade em (3.1) vale em particular para ¢ = ¢g. Como
VuVor = 2ungVuVng + ni|Vul?,
obtemos, de (3.1),
/ (14 2u?)|Vul*ng + Viing — [ulPT g 4+ 2(1 + u?)ungVuVng| dz = 0.
RN
Desde que g = 0 em Bg e Vng = 0 em RY\ Bg, 1, ficamos com
[ 10+ 2Vl + Vel — ] do -+
RN\Br
/ [2(1 4+ v?*)unrVuVng] dz = 0. (3.3)
Br+1\Br
Sendo
0 < Vp=infrn V < V(x),
segue que
1 N
§V0 <V(z),Vxr € R".
Escolhamos € > 0 de modo que
1 N
§V0 <V(z)—e,VzeR (3.4)

De (3.2), existe Ry > 0 tal que, para R > Ry,

u(z)P~! < e, Vo € RV\B,
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implicando que

—& < —|u(x)[P~!, Vo € RV\ Bg. (3.5)

De (3.4) e (3.5), temos

%vo < V() — |u(@)]"! Vr € RN\ Bp. (3.6)
Multiplicando a desigualdade em (3.6) por u?n?* ficamos com

%Vou%% < Vurp — ul"'ng, ¥z € R, (3.7)
De (3.3) e (3.7), obtemos

1
/ {(1 + 2u?) | Vul*n? + §V0uQ772R] dr < —2/ [(1+ w*)ungVuVng] du.
RN\Bg Br+1\Br
(3.8)

Observemos que

1
L. (0 2Vt + gVoulr | do
R

v

1
/ [|Vu|2n,2g + §Vou27ﬁ%} dx
RN\Bg

1
/ [|Vu|277]2% + —Vmﬂné} dx
RN\Bpr1 2

1
_ / (Vul? + =Viu?)dz
RN\BR+1 2

v

> C’l/ (|Vul* + u?)da,
RNM\BR1
. 1 .
onde C} = min {1, iVo}. Ou seja,

1
/ {(1 + 2u?)|Vul*ng + 5‘/0“27712%} dr > 01/ (|Vul® + u®)dz. (3.9)
RN\Bg R

N\Br41

Por outro lado,

—2/ (1 + 2)uneVuVng] de < 2/ (1 + ) |ulng| Ve[ Vigl] de.
Br+1\Br Br+1\Br
(3.10)
Como ng < 1, u é limitada e Vng também é limitado em Bg,1\Bg, entao existe
Csy > 0 tal que

2/ [(1 4 u?)|ulng|Vu||Vng|] dz < 02/ |u||Vuldz. (3.11)
BR+1\BR B

r+1\Br
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De (3.8)-(3.11), para C5 = %, temos
/ (v + |Vul?) dz < Cg/ |u||Vu|dz. (3.12)
RN\Bp+1 Bry1\Br
Desde que
u?  |Vul?
< Y7
ul]vul < &+ F2E
podemos concluir de (3.12) que
/ (v + |Vul?) dz < 04/ (v + |Vul?) d, (3.13)
RM\Brt1 Br4+1\Br

onde Cy = %

Seja (R,) a sequéncia definida por Ry = R e R,,;1 = R, + 1 e consideremos (a,,)

a sequéncia dada por
ay = / (v + [Vul?) da.
RN\ Bg,,

Entao, usando (3.13), temos

/ (v + |[Vul*) dz = / (v + |Vul?) dz
]RN\BRn+1 RN\BRr,, 41

< C'4/ (v + [Vul?) d,
BRn+1\BRn

ou seja,
pi1 < 04/ (u2 + |Vu|2) dx.
BRr,+1\BR,

No entanto, de (3.14),

Up — Qpy1 = / (v + |Vul?) do — / (v + [Vul?) da
RN\Bp,, RM\Bp, .,
= / (v + |Vul?) dz —I—/ (v + |Vul?) da
RN\Bgr,, +1 BRr,+1\BR,

— / (v + [Vul?) dz
RM\Bp, 41

= / (v + [Vul?) dz,
Bry,+1\Bry,
isto é,
Ap — Upy1 = / (v + [Vul?) da.
BRn+1\BRn

De (3.15) e (3.16), ficamos com

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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an+1 S 04 (an - a'n—i-l)-
Logo,
Ap+41 S 9an,
com ) = ——— ¢ assim,
Cy+1
a, < CO",¥n € N,

para alguma constante C' > 0.

Em particular, para n = 1 temos
ay = / (v + [Vul?) dz < C9. (3.17)
RN\ Bg

Como 6 € (0,1), entao % > 1. Dal, lné > 0. Assim, podemos escolher § > 0 de

modo que

Desta forma
0 < e OF,

implicando que

CH < Ce™oF, (3.18)
Portanto, de (3.17) e (3.18),
/ (v + |Vul?) do < Ce™°F,
RN\Bg

concluindo o Lema 3.1.

Agora, sejam u e ) fungoes tais que I(u) = ® e I°(¢)) = ¢*. Entédo, u e ¢ sao
solucoes fracas positivas de suas equacoes quasilineares correspondentes. Além disso,
pelo Lema 3.1, u, 1 e suas respectivas derivadas sao limitadas e existem Ry, C, 6 > 0,

tais que, para R > Ry,

/ (u? + |Vul?) < Ce™R
RN\Bg



Capitulo 3 Existéncia de Solugao Nodal 89

/ (02 + [Vyf?) < Cen.
RN\Br

Fixemos R > 0 e definamos ¢ g(z) = 9(x + 2Re;), onde e; = (1,0,0,...,0) € RV,

Nestas condigoes, temos o seguinte resultado:

Lema 3.2 ¢* < sup, gepe [(Qu + Br) < & 4 ¢> para R suficientemente grande.

Demonstracao: A demonstracao divide-se em trés passos.
1° PASSO: Expandir I(au + 1Y) e verificar que todos os termos mistos envolvendo
u e Ygr possuem decaimento exponencial.

Notemos que

1

I(au+ ByYr) = §/RN |V(au+ﬁ¢R)|d$+%/RN(OW+5¢R)2|V(au+5¢R)|2d$

1
+ / V(ou + Bipg)*dr — —/ lau + Bipg|PHd.
RN p-+-1 RN

Mostraremos o decrescimento exponencial de um dos termos e o restante é ana-
logo. No desenvolvimento do produto (au + S¢r)?|V(au + Bir)|?, entre os termos
mistos, esta a parcela 2a2Su?VuVir. Entao, devemos provar que existem Ry, C,6 > 0

tais que, para R > Ry,
/ WVuVipdr < Ce°F,
RN
Usando desigualdade de Holder, temos

VuVinde < / V|| Vion|da
RN

RN

_ / yvUHwR|dx+/ IVl [Viom|da
Br RN\ Bg

< (/ |Vu|2dx)2(/ Vo] dm)

+ ( |Vu|2dx) ( |V¢R]2dx>2
RN\Br

< ( \vu|2dx) (/ way?dx)

+ ( |Vu|2d$) ( |Vig| d:z:)2,
RN\Br
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ou seja,
! :
/ VuViyrdr < |’U,|L2(RN) (/ ]prfdx) + ‘wR’LQ(RN) (/ |Vu’2dx> .
RN Br RN\Bg
(3.19)
Do Teorema C.5 (Teorema de Mudanga de Variavel), segue que
[Vr|L2@yy = [Y|L2@®n).- (3.20)

De (3.19) e (3.20), ficamos com

/ VUV@DRdI S |U|L2(RN) (/ |V¢R|2d$) +|¢|L2(RN) (/ |VU|2CZ1‘) . (3.21)
RN Br RN\BR

Pelo Lema 3.1, existem Ry, C1,0; > 0 tais que, para R > R,

N =

/ (u2 + |Vu|2) de < Che 1
RN\Bg

implicando que

ol ([ ulds)" < Wl | [ @@ 9 de]
RN\Bg RM\Br

< Che 2R (3.22)

N|=

0
onde CQ = 012|7/)|L2(]RN) (S 52 = 51

Por outro lado, usando uma mudanga de variavel e sabendo que B(2Re;) C

RM\ Bg, temos

/|V1/)R|2dx = / |V (x + 2Re; ) |*dx
Bgr Br

— / V() Pde
Br(2Re1)

< / V|2 da
RM\Bpr

S/ (v + |Vy|?) da.
RN\Br

Novamente pelo Lema 3.1, existem Cj3, Ry, 63 > 0 tais que, para R > R,

1

3
|U|L2(RN) (/ IV¢R|2dl’) < 036_53R2. (323)
Br
Sabemos ainda que u ¢ limitada. Dai, existe C)y > 0 tal que
u?(x) < Cy, Vo € RV, (3.24)

Tomando C5 = max{Cs, C3}, Ry = max{Ry, R2}, § = min{dy,d3} e C = C4C5,
de (3.21)-(3.24), obtemos
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/ WVuVipdr < Ce°F,
RN
para R > Ry, concluindo o 1° PASSO.

2° PASSO: Mostrar que existem Ry > 0 e ry > 0 tais que, para todo R > Ry e

r > rp, com r? = o? + 32, temos
I(au+ Byr) < 0.

Dados «a, 8 € R, sejam

RERSY

, B= e w=au-+ fig. (3.25)

_ (0%
o= —
r

Vamos provar que existe R; > 0 tal que, para todo R > Ry,

/ ]Vw|2dx,/ w2\Vw|2dx,/ Vde:L'e/ lw[PHdx
RN RN RN RN

sao todos limitados superiormente e inferiormente por duas constantes positivas.

Notemos que

/ \Vw|2dg;=a2/ \vu|2dx+52/ \VwR\zda:—l—Qaﬁ/ VuVipdr.  (3.26)
RN RN RN RN

De (3.25), temos |@l, |3] < 1 e, dai, a limitacdo superior ¢ imediata. Observemos
agora que existe uma constante C; > 0 tal que |a| > C; ou ]B| > (', jaque a’+p% = 1.
Suponha, sem perda de generalidade, que |@| > C;. Dai, a* > C? e de (3.26)

/ \Vw|*dz > Cy + 2a VuVirdzr, (3.27)
RN RN

Se @ < 0, a limitacdo inferior segue facilmente do 1° PASSO. Essa limitacao

também ¢é imediata se @ = 0 e se @S > 0 com fRN VuVirdr > 0. Provemos a

limitagao inferior para af > 0 e [on VuVipdz < 0. Temos

—/ VuViyrdr = / VuVyrdx
RN RN
< / V|| Viom|de. (3.29)
RN
Usando o 1° PASSO, para R suficientemente grande, podemos afirmar que

[ IVullVvalds < (329)

e de (3.27), (3.28) e (3.29), e usando o fato de que af < 1, segue que
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o 4 2 2

De maneira anédloga podemos provar a limitacao inferior de f]RN w?|Vw|*dz e
Jan Vw?dz, restando-nos mostrar essa limitagao para o termo [,y [w[P™dz.

Notemos que, para R suficientemente grande,

/ wtldy = / Gu + FonlPde + / G + BuoglPda
RN RN\ B; By

> |au + ByglP do
By

r 1 1
p+1 _ p+1
() = (f ) |
L B1 Bl

p+1

p+1

A%

v

1
_ p+1
Cl|u|Lp+1(Bl) — ( |ﬁ1/JR’p+1dQE) ]
B

r L el
> | Cilulens,) — (/ ’B¢R‘p+ld5ﬂ) ] : (3.30)

Usando o Teorema de Mudanga de Variavel, temos

[ 1Ben@pts = [ (ot +2ren) s
Br Br

- / Bib(a) P da
Br(2Re1)

pt1
</ o I (3.31)

Pela Observagao C.1 (ap6s o Teorema C.26),

/R . [y (z) P dr — 0. (3.32)

Assim, de (3.31) e (3.32),

/ |BYr(2) [P de — 0 (3.33)
Br

e de (3.30) e (3.33) podemos concluir que [py [w|P*'dx é limitada inferiormente por
uma constante positiva.

Observemos agora que

7’2 T

4
Iau+ ) = 7 Jon ]Vw|2dx+E/RNw2|Vw|2dx

r? rpt1
+ = Vw?dr — / lw[PHd. (3.34)
2 RN p+1 Jpgn
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Suponhamos p + 1 > 4. Entao, para r suficientemente grande, temos

r? <t (3.35)

Logo, de (3.34) e (3.35), para r suficientemente grande,

4 T.p—i-l

I{au + Byg) < %/RN (IVw]* + w?|Vw|* + Vw?) do — )

/ lw[Pdz. (3.36)
RN

Como [on |Vwdz, [y w?|[Vw|?dz e [on Vw?dz sdo limitados superiormente

e Jan |w|[PT'dz é limitado inferiormente por uma constante positiva, existem Ay, By > 0

tais que
/ ([Vw]* + w?|Vw[* + Vw?) de < Ay e / lwPdx > By. (3.37)
RN RN
De (3.36) e (3.37),
A B
I(Ozu + BQ;DR) < 717"4 — ]Tllrp+1

= 7t é — —Bl rP3 .
2 p+1
Como p — 3 > 0, pois p+ 1 > 4, entao, para r suficientemente grande,
I(au+ Byr) < 0.

Suponhamos agora p+ 1 = 4. Temos y(u) = 0, ja que u € S. Além disso, usando
uma mudanga de variavel e sabendo que (1)) = 0, podemos afirmar v*(1)g) = 0.

Logo,

/ (IVul® + 2u*|Vul* + Vu? — Ju|!) dz = 0 (3.38)
RN

[ (96n + 203190 + V3~ o) de = (3.39)
R
Desde que u, g, V sao fungoes positivas e Vo, > 0, temos
/ Vulde >0 e / Vikdr > 0. (3.40)
RN RN
De (3.38), (3.39) e (3.40),

/ (20| Vul> = Jul') dz <0 e / (203 VYg|* — [¢r|!) dz < 0.
RN RN
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Assim, existem C3, Cy > 0 tais que

[ v -ty i< —cy e [ (@IT0nP ~onl') s <~
RN RN

Seja Cs = min{C3, Cy}. Entao,

[ @Vl — ) dr<=Cs e [ (203VnP - [0nlY) do < ~Cs,
]RN

]RN

implicando que

1 1
—/ u?|Vul? — —/ lu|*dz < —Cj (3.41)
2 RN 4 RN
e
1 2 2 1 4
5 | YRIVUR]"— < | rlde < =G, (3.42)
2 RN 4 RN
onde Cg = %
Usando o 1° PASSO, podemos escrever
1 2 25 07_4 2 2 3 2 2 —R
w?|Vw|*de = u”|Vu|*dx + Vu|Vgrlide +O(e™°")  (3.43)
2 RN 2 RN 2 RN
e
1 4 a’ 4 3 4 —R
- widr = — udr + — Yrdr + O(e™ ). (3.44)
4 Jrn RN 2 Jpn

Subtraindo (3.44) de (3.43) e usando (3.41) e (3.42), temos

1 1 1 1
—/ w2|Vw|2dx——/ widr = a* —/ u2|Vu|2dx——/ u'dx
2 RN 4 RN 2 RN 4 RN

+ Bt (% /RN Y| Vg|*dr — E/RN w;gm) + O(e™F)
< (@' + BN (=Cg) + O(e™°F)
< —CiCs + O(e™h), (3.45)

onde C'; é uma constante positiva que satisfaz
at+ pt > Ch.

De (3.45), para R suficientemente grande, existe By > 0 tal que

1 1
—/ w?|Vw|*dz — —/ whdr < —Bs. (3.46)
2 Jen 4

]RN
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Assim, de (3.34) e (3.46),

I(au + Bip)

2 A 2 A
= — |Vw|*dz + —/ w?|Vw|*dz + —/ Vw?dr — —
2 RN 2 RN 2 RN 4:

< Aor? — Bor?

= 7"2(142 - BQT2),

onde A, é uma constante positiva verificando

%/ (|Vw]* + Vw?) dz < As,.
RN

Sendo By > 0 segue que, para R suficientmente grande,
I(au + Bir) < 0.
3° PASSO: Concluir a estimativa de sup,, geg I(au + BYr).
Pelo 1° PASSO,
I(au+ Big) = I(au) + I(BYr) + O(e™°F).
Temos também
v(¥g) — 0 quando R — +00.
De fato, para verificar isto, observemos que
) =) = [ (V= Vi)uha)da
= /RN(VOO — V()¢ (x + 2Rey)dx.

Como v (1g) = 0, basta mostrar que

/ (V= —V(2))*(x + 2Re1)dx — 0 quando R — +oo.
RN

Usando a condigao (V'1), dado € > 0, existe Ry > 0 tal que

0<Vp—V(z) <& Vo eRY\Bg,.

RN

1 1 1
= r? —/ (IVw]* + Vw?) dz| + r* —/ w2]Vw|2dx——/
2 RN 2 RN 4 RN

|w|*dx

|w|4dx>

(3.47)

(3.48)
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Notemos que
/ (V= —V(z)Y*(z + 2Rey)dr < 5/ Y} (z + 2Re;)dx
RN\Bg, RN\Bg,
< e V*(z + 2Re,)dw,
RN
ou seja,
/R o V=V 2Ren) e < o,
R
Dai, para R > Ry,
[ == V@) 2Ren)dn < clifaun,
RN\Br
mostrando que

/ (V= —V(2))*(z + 2Re1)dx — 0 quando R — +oo. (3.49)
RN\Br

Por outro lado, dado R > 0, sendo V,, — V continua em RY, existe Cg > 0 tal
que

Ve —V(x) < Cg, Vo € Br(2Rey). (3.50)

Usando mudanga de variavel e (3.50), seque que

/B (V> = V(2))Y*(x + 2Rey)dr = /B o )(Voo — V(z — 2Re)))Y*(x)dx

< 08/ V2 (z)dx
BRr(2Re1)
< Cg/ V*(z)dx
RN\Bg
< Cg/ (v + |VY|?) dx. (3.51)
RM\Bpr
Pelo Lema 3.1, existem Cy, Ry, 0 > 0 tais que, para R > Rs,
/ (V? + |VY[?) dx < Coe R, (3.52)
RM\Bpr
Assim, de (3.51) e (3.52), para Cyp = CsCy,
/ (V> — V(2))h?(x + 2Rey)dx < Cype°F,
Br
implicando que
/ (V® =V (2))Y*(x + 2Rey)dr — 0 quando R — +oo. (3.53)
Br

De (3.49) e (3.53), obtemos (3.48) e podemos concluir que
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v(¥r) = 0 quando R — +oo.

Dai, pelo Lema 1.3, existe tp € (0,400) tal que
trr €S e tgp — 1 quando R — +oo. (3.54)

Usando o Lema 1.1, segue que

I(Byr) =1 (ﬁtRwR) < I(trr). (3.55)

tr

De (3.47) e (3.55),

Iou+ Byr) = I(ouw)+ I(Br) + O(e™F)

< I(ow) + I(trtr) + O(e™")
< I(u) + I(tgg) + O(e°R). (3.56)
Observemos agora que
I (taun) = Itwun) = 5 [ (Vo= V@) (tatonla) o
- % » (Voo — V() Y3 (x)d. (3.57)
Como tp — 1, entdo
% — 1.

Assim, para R suficientemente grande,
t2 >1— ek (3.58)
De (3.56), (3.57) e (3.58), obtemos

(o + Bion) < I(u) + I (trug) — % /R (Ve = V) () + O, (359

Usando uma mudanga de variéveis, temos

/RN (Voo = V(2)) %(2)dr = /]RN (Voo — V(2 — 2Rey)) ¥*(2)dx

> /B (Voo — V(2 — 2Rey)) ¥*(x)da. (3.60)
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Logo, de (3.59) e (3.60),

Hou+ Bn) < I(u) + I™(taug) — % / (Voo — V(z — 2Rey)) 2 (x)da

By

+ O, (3.61)
Para R suficientemente grande, temos
|z — 2Re | > M, (3.62)

onde M ¢é a constante dada em (9). De (9) e (3.62), segue que

A
1+ |Qj‘ — 2R61|m

V(l’ — 2R€1) S VOO —

e dai,

1

2 A V()
5/31 (Voo = V(2 — 2Req)) ¢*(z)dx > 5/31 T o= 2Re (3.63)

Seja x € B;. Usando desigualdade triangular, obtemos
|z —2Re;|™ < (14 2R)™
Logo, para R > 1, temos R™ > 1 e ficamos com

14|z —2Rei|™ < R™+(1+2R)™
< R"+(R+2R)"

= (14+3™R™
Como existe Cy; > 0 verificando

Y(z) > Cp, Vo € By,

segue que
2 2
1), TFR o > e
- %, (3.64)
onde Cyy — AC% Vol B

2(1+3m)
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De (3.61), (3.63) e (3.64), temos

Iou+ ByYr) < I(u)+ I*(tgyr) — % + O(e™°®)
< 1)+ () - 2 4 o)

C
= A+ c® - R_fl + O(e™h).

Para R suficientemente grande, podemos afirmar que
I(au + Bvg) < P + ™.

Provaremos agora que existe a > 0 e b < 0 tais que au + by € S*. Se isso

ocorrer, entao teremos
¢ < I(au+ bg) < P+ c®

e o lema estara provado.
Pelo 2° PASSO, existem Ry > 0 e rqg > 0 tais que para todo R > Ry e r > rg,

com r? = a? + 32, temos

I(au+ Bipr) < 0.

2

Observemos que se r; > rg, para r? = o + 3% > r? também temos

I(au + Br) < 0.

Logo, podemos supor ry grande, se necessario. Notemos ainda que nao existem
a, € R tais que au + fYr € S* quando R > Ry e r > ry, pois se existisse, em

particular, terfamos au + Y € S, e consequentemente,
0<c<I(au+ pyr) <0,

o que é um absurdo!

Assim, basta verificarmos a existéncia de «, § € R satisfazendo au + fiyr € S*
em B, .

Fixado 0 < & < 1/2, podemos supor ry (tomando ry maior, se necessario) de

modo que

P=[g,2—¢] x[-¢,—-2+¢| C B,
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como podemos ver na Figura 3.1.

Para a, § € P, seja

Uq,p = QU + BwR

Temos

Uy gz =0ou e ugz=—PYg.

Consideremos f : P — R? a aplica-

¢ao dada por

f(&’ﬁ) = (fl(a75)7f2(0576>>, // RN

Ro A
/l \
onde !

fila, B) = —’y(u;“’ﬂ) e fola, B) = ’Y(u;,g)-

: 2 \ P /
De maneira anéloga ao que fizemos .

~ \ -2-g4 e
na demonstracao do Lema 1.7, usando :

Teorema de Poincaré-Miranda, podemos h i

mostrar que existe (a,b) € P tal que Figura 3.1: Regido P.

f(a’ b) =0,

ou seja,

fi(a,b) =0e fa(a,b) = 0.

Dali,

Portanto, o lema estd demonstrado.

Vamos agora provar o Teorema 0.2.

Demonstracao do Teorema 0.2 Seja (u,) uma sequéncia tal que
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up, €Sy, I(u,) =c¢, =,

que existe pelos Lemas 1.8 e 1.9.

Como I(u,,) é limitada e v(u,) = 0,¥n € N, podemos mostrar que

/\Vun|2dx,/ ui|Vun|2dx,/ Vuidr e / | [P d
RN RN RN RN

sao todos limitados e existe C' > 0 tal que

/ lu, [P > O
RN
Em particular,
/ |Vun|2dx,/ ui|Vun|2dx,/ Vuldr e / |, [P da
sao limitados e podemos assumir
/ Ju, [P dz — A € (0, +00).
RN
Pelo Lema 3.2, temos
<+ ™.
Logo,
1im+inf I(u,) =c" < +c>.
n—-+0o0o

Segue do Lema 2.1 que dado ¢ > 0, existem (z,,) C RY e r > 0 tais que

lim inf U [P dr > A —e.

Afirmagao: (z,) é limitada.
Suponha por contradi¢do que (z,) nao ¢ limitada. Entao,
7> (tn) = y(un) = o(1),
de onde segue que
7% (un) =0,

ja que y(u,) = 0, para todo n € N.

Observemos também que

(3.65)
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/ |Vuff|2dx,/ (uf)2|Vuf|2dx,/ V(uf)%lxe/ |uf|p+1dx
RN RN RN RN

sao limitados e existe Cy > 0 tal que
/ |u= P de > Cy.
RN

Em particular,

/ |Vuf[2das,/ (uf)QIVuf\zdx,/ V(ui)zdaﬁe/ |u,ﬂp+1da:
n Bn n

n

sao limitados e podemos assumir
/ Pz = A% € (0, +00).
RN
Pelo Lema 1.3, existem (%), (s,) C (0, 400) tais que
th > 1,8, > 1 e tyul, s,u, €S%.
Assim,
A< e < IP(tul) + I%(su)
= I{t) + sau) + o1)
< I(uf)+ I(u;)+o(1)
= I(un) +0(1),
implicando que
& + ™ < liminf I(u,) = ¢,
n——+00
ou seja,
A+ > < ¢,

o que é um absurdo pelo Lema 3.2.

Portanto, (z,) ¢ limitada. Segue entao que

uf —ut em LPTL(RY).

Temos ainda

uf —~u* em HY}RY) e V((ul)?) —V(w®)?) em L*RN).

n n



Capitulo 3 Existéncia de Solugao Nodal 103

Logo,

y(ut) < liminfy(ul) =0

n—-+o0o

e assim,

2/ (u*)?|Vu* Pdr < / ju® P da.
RN RN
Pelo Lema 1.2, existem t, s € (0, +00) tais que tu™, su™ € S.

Sejam
w, =tuf —su; e w=tu" —su".
Dai, w € S*. Além disso, usando a Observacao 1.1 e o Lema 1.1, temos
I(wy) = I(tu) — suy) = I(tw)) + I(su,) < I(u))+ I(u,) = I(u,)
e assim,

¢ < I(w) <liminf I(w,) < lim I(u,) = c,

n—-+0o0o n—-+o0o

implicando que
I(w) = c*.

Pelo Lema 1.7, w é solu¢ao de (1). Por fim, mostraremos que w possui exatamente
dois dominios nodais. De fato, suponha que w tem mais de dois dominios nodais,

digamos D e Dy, dominios nodais positivos, e D3 um dominio nodal negativo. Sejam

w(z), se x €D,
wl(‘r) = )
0, se ¢ D,
com ¢ = 1,2 3.
Entao, wy, we, w3 € X e
/ \Vw|*w?dr < +oo e / w? | Vw; |2 dz < +o0,
RN RN
com ¢ = 1,2, 3. Dali,
(I'(w),w;) = / VwVw;dx +/
RN

RN

+ / V(x)ww,-dac—/ lw[P~  ww;d
RN

RN
= 0,

wQVwVwidaH—/ w|Vw|*w;dx

RN
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para todo i = 1, 2, 3.

Notemos que

/ VwVwdr = /VwVwid:r;

D
= / |Vw; |*dx
D;

= / |Vw;|*dz.
RN

Repetindo este procedimento para os outros termos de (I'(v),v;), obtemos
0= / (1 + 2w?)|Vw;|*dx +/ Vw?dr — / Jw; [P dr = ~(w;),
RN RN RN
isto é,
v(w;) = 0,Vi € {1,2,3}. (3.66)

Definamos agora u; = w; + ws. Observemos que u] = w; e u] = wy. De (3.66),

uf € Sewu; €5, implicando que u; € S*. Como, de (3.66), w, € S, entdo
= I(w) = I{uy +ws) = I(uy) + I(wy) >c* +°,
ou seja,
>+,

de onde segue que

o que é um absurdo!
Portanto, w possui exatamente dois dominios nodais e concluimos a demonstragao

do Teorema 0.2.



Capitulo 4

Existéncia de Solucoes Positivas via

Passo da Montanha

Neste capitulo, vamos considerar a equacao de Schrodinger quasilinear
1 2\, p—1 N
—Au+ V(x)u — 5(A(|u| Nu = MNulP"'u em RY, (4.1)

onde 4 < p+1<22*= ;—JXQ,NZ3,)\>OeopotencialV:V(x),xERN,éuma

fungao localmente Holder continua e satisfaz
Vo=infV > 0.
RN

Mostramos no Capitulo 2 que (4.1) tem uma solugao positiva e no Capitulo 3,
uma solugao nodal. Para isto, impomos algumas hipoteses sobre V' e usamos o Método
de Nehari.

Neste capitulo, iremos usar o Teorema do Passo da Montanha para provar a
existéncia de solugdes positivas para (4.1), com outras hipdteses sobre o potencial V.

As hipoteses que vamos supor sobre V' sao as seguintes:

(H1) lim V(z) = +oc;

|| =400
(H2) V é radialmente simétrico, isto é, V(z) = V(|z]);
(H3) V é periddico em todas as variaveis xy, z, ..., Tn;

|z| =400

Para este caso, definimos uma solugao fraca para (4.1) da seguinte forma:
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Definigao 4.1 Dizemos que uma fungdo u : RN — R é uma solugdo fraca de (1) se

u €Y, ondeY € um conjunto que serd definido mais adiante, e satisfaz
/ (1+u2)VuVods + / | Vul2pdz + / V(2)ugdz — \ / uP~Luds = 0, (4.2)
RN RN RN RN
para toda ¢ € C5° (RY).

O principal resultado que iremos mostrar neste capitulo é o

Teorema 4.1 Seja 4 < p+ 1 < 2.2*. Entao, para qualqguer X > 0, (4.1) tem solugao
positiva, desde que uma das sequintes condi¢oes sejam vdlidas: (H1); (H2); (H3); (H4).

Uma das novidades deste capitulo é a introdugao de um Espago de Orlicz. Por
isso, dedicamos a proxima secao para tratar dos conceitos basicos envolvendo estes
espagos. Nas sec¢Oes seguintes, reformularemos o problema, fazendo uma mudanca de
variavel, e provaremos o Teorema 4.1.

Vale destacar que nao demonstraremos todos os resultados detalhadamente. Em

alguns casos, daremos apenas uma ideia e em outros, omitiremos a prova.

4.1 Espacos de Orlicz

Antes de continuarmos o nosso estudo, faremos uma breve introdugao aos Espagos
de Orlicz. Veremos as definigoes basicas e alguns teoremas, dos quais omitiremos as

demonstragoes. No entanto, para mais detalhes, consultar, por exemplo, [1], [12] e [14].

Definigao 4.2 Seja Q um subconjunto de RN . Seja ¢ = ¢(t) uma fungdo nao negativa
definida em [0, 4+00). Denotamos por Ls(2) o conjunto de todas as fungdes mensurdveis

a Lebesgue definidas em quase todo ponto de ) tais que

| stutis < +2c.
O conjunto Lg(Q) é chamado classe de Orlicz e usaremos a notagio
plai) = [ ollufa)de <+
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1 Consideremos ¢(t) = CtP, onde p > 1 e C é uma constante positiva

arbitraria. Notemos que
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/Q o(lu(z))dz = C / ju(z)Pdz.
Logo, Ly(92) = LP(Q),1 < p < +o0.

Exemplo 2 Sejam ¢(t) = |sen t|, t € [0,+00) e u: Q — R wma funcdo mensurdvel.

Entiio,
[ stutnis = [ fsen @it < [ do = p(o.

Assim, se () < +o0, toda fun¢do mensurdvel pertence a Ly(S2).

Exemplo 3 Consideremos N =1, Q = (0,1) e ¢(t) = €'. Entao, a fun¢io u(x) =
—1Inz pertence a Ls(Q), enquanto v(x) = —Inx = 2u(x) ndo pertence.
1
T 2

De fato, notemos que u(z) = In e

1 T 1
¢ (Ju(z)]) dz = / elt@ldy = / e P dy = / T 2dx = 2.
RN 0 0 0

Por outro lado, v(x) =Inz™! e

1 1 1
¢ (Jv(x)])de = / et @y = / e dy = / v ldr = +oo0.
RN 0 0 0

Observacao 4.1 O Exemplo 3 mostra que nem sempre uma classe de Orlicz € um
espaco vetorial.

Definicao 4.3 Dizemos que uma fun¢io ® € uma N-funcao se podemos escrever

t
d(t) = / o(s)ds,t >0,
0
onde ¢ € uma funcao definida em [0,+00) satisfazendo

(1) ¢(0) = 0;

(i1) p(s) > 0 para s > 0;

(111) ¢ € continua a direita em qualquer s > 0;
(iv) ¢ € nao decrescente em (0, +00);

(v) lim p(s) = +oo.

Vejamos alguns exemplos.

1P
Exemplo 4 Consideremos ®(t) = —, comp > 1 et > 0. Observemos que ®'(t) = tP~*
p

€ podemos escrever
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onde p(s) = t*~'. Desde que @ satisfaz as condigoes de (i)-(v) da Definicio 4.3,

podemos concluir que ® é uma N-fungao.

Exemplo 5 Consideremos a fungio ®(t) = e'—t—1,t > 0. Entdo, ® é uma N-fungao.

De fato, basta verificarmos que

com @(s) = €' — 1, e p satisfaz os itens (i)-(v) da Defini¢io 4.3.
Exemplo 6 Seja ® a fungao dada por ®(t) = e —1,¢t > 0. Entio,
' (t) = 2te”.

Dag,

onde (s) = 2se*”. As condigdes (i)-(ii) e (v) sio claramente satisfeitas. Além disso,
@(s) = (2 + 4s)e”.
Como ¢’ > 0, temos ¢ crescente e assim, ¢ satisfaz (). Portanto, ® é uma N-fungao.

Exemplo 7 A fungio ® = t,t > 0, que corresponde ao espago L'(2) ndio é uma

N-fung¢ao. De fato, temos

onde p(s) =1,Vs € (0,400). Observemos que

e(0)=1¢ lim ¢(s)=1,

S—+00

mostrando que ¢ nao satisfaz os itens (i) e (v) da Defini¢ao 4.3. Assim, ® nao € uma

N-funcao.

Definigcao 4.4 Seja ® uma N-fun¢ao com

Ponhamos

Y(t) = sup s,t >0, e U(t) = /Otw(s)ds.

e(s)<t

A funcao ¥ € chamada uma fung¢ao complementar para P.
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Observacgao 4.2 U ¢ também uma N-funcao e dizemos que ® e ¥ sao N-fungoes
complementares. Para mais detalhes, ver [12].

54 4
Exemplo 8 Parap > 1 e ®(t) = —, uma fungao complementar é dada por ¥(t) = —
p

)

onde q = ou seja, — + — = 1. Com efeito, temos
P q

p
p—1

1

Y. Dado t > 0, seja so > 0 tal que ¢(so) = t. Dai, sh ' =t e,

com ¢(s) = P~
consequentemente, sg = tp%l. Notemos que
Y(t) = sup s = sp.
p(s)<t
Assim,
1

o(t) = 177,

de onde seque que

s
o

v = [ wtas = [ srtras =

p—1

1sto €,

comq:L
p—1

Exemplo 9 As fungoes ®(t) =e' —t —1 e W(t) = (1 +t)In(1l — t) — ¢ sdo N-fungoes

complementares. De fato, temos

onde p(s) = e®* — 1. Entdo, dado t > 0, seja so > 0 tal que p(sg) =t. Dai, e —1 =1,
implicando que so = In(t 4+ 1). Sendo

Y(t) = sup s = sg,
p(s)<t
seque que
Y(t) =In(t +1),

implicando que

U(t) = /Ot In(s+1)ds = (t+1)In(t+1) —t.
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Definicao 4.5 Dizemos que uma N-funcio ® satisfaz a condicio Ds, e denotamos por

® € A,, se existem constantes k >0 e T > 0 tais que

®(2t) < kD(t),Vt > T.
Exemplo 10 Consideremos ®(t) =t*,p > 1. Entao,

O(2t) = (2t)P = 2P¢P.
Tomando k =2P e T =0, temos que ® satisfaz a condi¢cao As.

Definicao 4.6 Sejam ® e ¥ N-funcoes complementares e u uma funcao mensurdvel

definida em quase todo ponto de @ C RN. O nimero
Juls = sup | fua)ota)lde
onde o supremo € tomado sobre todas as fungoes v € INL\I,(Q) tais que
p(v; V) <1,
€ chamado a norma de Orlicz de u. O conjunto
Lo(2) ={u:Q — R mensurvel; ||ulls < +o0}

€ chamado Espaco de Orlicz.

Vejamos alguns resultados envolvendo Classes de Orlicz e Espagos de Orlicz. A
demonstragao dos Teoremas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 podem ser encontrada em [14], enquanto

a do Teorema 4.6, em [12].

Teorema 4.2 (i) Suponha p(Q) < +oo. Entio, Le(Q) € um espaco vetorial se, e
somente se, ® € Ay,
(i) Suponha () = 400 e ¢ € Ay com T = 0. Entdo, Ly(Q) ¢ um espago vetorial.

Teorema 4.3 O conjunto Le(§2) € um espago vetorial e ||.||e € uma norma em Le(S2).

Teorema 4.4 Seja ® uma N-fun¢ao satisfazendo a condigao Ay (com T = 0 se u(2) =
+00). Entao,

Teorema 4.5 O Espago de Orlicz Ly(S)) € um espago de Banach.

Teorema 4.6 Seja ® uma N-funcao e u € Lg(S2). Entao, vale

o :gg% [1+/Q<I>(k:u(x))dx}. (4.3)
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Observacao 4.3 Pelos teoremas 4.4, 4.5 e 4.6, se ® uma N-funcao satisfazendo a
condigio Ny (com T = 0 se u(Q) = 4+00), entio Le(Q) ¢ um espago de Banach com
a norma dada em (4.3). De fato, pelo Teorema 4.4, Lo(Q) = Lo(Q). Mas, pelos
Teoremas 4.5 e 4.6, Lg(2) é um espago de Banach com a norma dada em (4.3).

Consequentemente, E@(Q) também € um espag¢o de Banach com a norma dada em

(4-3).

Vejamos agora definigdes de convergéncia em Lg(€2).

Defini¢ao 4.7 Dizemos que uma sequéncia (u,) C Le(S2) converge para u € L ()

em Lg(Q2) quando

lim ||u, — ulle = 0.
n——+00

Definicao 4.8 Uma sequéncia (u,) C Lg(§2) converge em média para u € Lg(S2)

quando

lim p(u, —u,®)= lim [ O(Ju,(z) —u(x)|)dr = 0.

n—+400 n—-4o00 Q

Teorema 4.7 Seja ® uma N-fungao satisfazendo a condigao Ay (com T = 0 se u(2) =
+00). Entao,

llun, — ulle = 0 < p(u, —u, ®) — 0.

Demonstragao: Ver [14]. u

4.2 Reformulacao do Problema e Resultados Prelimi-

nares

No que segue, os métodos adotados independem de A > 0. Por isso, vamos supor

A = 1. Além disso, assumiremos

0<Vy= inf V(z)=1. (4.4)

xeRN
Consideremos o funcional J : Y — R dado por

1

1 1 1
_ 2d _/ 2 2d _/ 2d - p+1d 4
J(u) 5 /RN |Vul x+2 . u®|Vu| x+2 . V(z)u“dx el N |ul x, (4.5)

onde Y é o espaco vetorial fechado dado por

oY = {u € HI(RN);/ V(:p)u2dx} , sob a condigao (H1);
RN
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o YV ={ue HY(RY);u ¢ radial}, sob a condigao (H2);
o Y = H'(RY), sob as condigoes (H3) ou (H4).

Observemos que J nao estd bem definido nestes espacos. A ideia, neste caso, é

fazer uma mudanga de variavel.

1 1
Seja v = h(u) = iu\/ 1+u?+ 5 In(u + V14 u?). Reescrevendo h como

1
h(u):%uvl—kuQ—Hn <u+v1+u2)2,

obtemos h/(u) = v/1 + u? > 0, que podemos esvrever ainda dv = /1 + u?du.

Entao, h é estritamente crescente, tem uma funcdo inversa u = f(v) e

1 L 1 (46)

M) =y = Vise ~ i )

Vejamos algumas propriedades envolvendo as funcoes h e f. Inicialmente, note-

mos que

. In(u+v1+u?)
lim

— 0.
=00 uy/T + u2

Dai, para |u| >> 1,
1
h(u) ~ Euvl + u?.
Mas

1 1 1
JuV 1+u?~ Juv u? = §u|u|,

quando |u| >> 1. Logo, para |u| >> 1,
ou seja,
Assim,

f) ~ /2l e f2(v) ~ 2.

Agora, para |u| << 1,
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h(u) ~ u,
ou seja,
fw) ~ve f2(v) ~v2
Observemos que
lul << 1le v <<1
pois h(0) =0 e h é continua, e
lu| >> 1< |v| >> 1.
Portanto, resumidamente, temos

u, se Ju|l<<1
h(u) ~

Luful, se |u] >>1

v, se |v] <<1

V20v], se |v| >>1

e

v se |yl <<1
G(v) = f*(v) ~ i :

2lv|, se |v|>>1

2
Seja r(v) = G((UU)) Notemos que, para |v| ~ oo,
4o?
r(v) ~ P 4.

Logo, r é limitado no infinito, ou seja, existem C7 > 0 e M > 0 tais que

r(v) < Cy, para |v| > M.

Por outro lado, sendo r continua, pois G é continua, existe Cy > 0 tal que

r(v) < Cy, para |v| < M.
Tomando Cy = max{C}, Cy}, temos

r(v) < Cy,
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ou seja,
G(20) < CyG(v). (4.7)
Observemos agora que
2
)= 2 (4.8)
V1t f2(v)
Além disso,
14 2
[1+ f2(v)]
Como G” > 0, entao G’ é crescente e, consequentemente, G é convexa.
Afirmamos agora que existe C3 > 0 tal que
f(t) > Cst, para t € [0,1].
De fato, se isso nao ocorresse, entao existiria uma sequéncia (t,,) C [0, 1] tal que
tn
f(tn) 0. (4.10)
tn
Logo,
Ftn) =0 (4.11)
Desde que (t,) limitada, a menos de subsequéncias, existe ¢, > 0 tal que
t, — to.
Sendo f continua, segue que
f(tn) = f(to)- (4.12)

De (4.11) e (4.12), f(to) = 0 e, assim, t, — to = 0, ja que f(0) =0 e f é uma

bijecao.
Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio, temos

ftn) ) = F(0) 61, = 1
/1 208

tn t, — 0

para algum 6 € (0, 1).

Usando novamente a continuidade de f, podemos concluir que, quando ¢, — 0,
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1
—_—— — 1,
1+ f2(0ty)
ou seja,
tn
/() 1, (4.13)
tn
quando ¢, — 0, contrariando (4.10).
Portanto, existe C5 > 0 tal que
f(t) > Cst, para te€0,1]. (4.14)
Suponhamos t > 1. Desde que
F2() ~ 2t
existem Cy, C5 > 0 tais que
2
t
fT() > Cy, para t> Cs. (4.15)
Afirmamos que existe Cg > 0 tal que
2
t
ft( ) > (g, para t € [1,Cs].
Se isso nao ocorresse, entao existiria (t,) C [1, Cs] tal que
2
tn
Pt
tn
e dai,
f(tn) =0 (4.16)

Agora, observando que (t,) ¢ limitada, a menos de subsequéncias, existe t; €

[1,Cs] tal que ¢, — t;. Pela continuidade de f,

ftn) = ().

(4.17)

De (4.16) e (4.17), f(t1) = 0 e dai, t; = 0, 0 que é um absurdo, pois t; > 1.

Portanto, existe Cy > 0 tal que

f2(tn)
tn

> Cgs, para te[l,C5).

(4.18)
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Assim, de (4.14), (4.15) e (4.18), tomando C7 = min{Cy, Cs}, ficamos com

) > Cst, se te€]0,1]
B Cﬂf%, se t>1 '

Apos apresentadas algumas propriedades de f, h e G, vamos considerar I como

sendo o funcional dado por I(v) = J(f(v)). De (4.5),

1 1 1
I(v) = 3 /RN |Vo|dx + 3 /RN V(z)f*(v)de — DT s |f(v) [P d.

Entao, I estd bem definido no espaco

Hé:{v:RN—HR;/ |Vul?dz < +o00 e /
RN

]RN

V(z)f*(v)de < —i—oo}.
Introduzimos neste momento o espaco de Orlicz
Eq = {U RN — R;/ V(z)f*(v)dr < —1—00},
RN
com a norma
[v| g, = inf & {1 —i—/ V(x)G[flv(x)]dx}.
£>0 RN
Temos também que H} ¢ um espago vetorial normado cuja norma é dada por
ol = [Volzages) + ol

Agora, estamos interessados em encontrar solugao para a equagao semilinear

—Av = [f()P7 f(0) [ (v) = V(@) f(v)f'(v) em RY. (4.19)
Neste caso, temos a seguinte definicao:

Definigao 4.9 Uma solucio fraca para a equagio (4.19) é uma fung¢io v : RY — R
tal que v € H}, e safisfaz

[ viveds+ [ V@srweds— [ 5@ i@ wods =0, (420)

RN

para toda ¢ € HY,.

Para simplicar um pouco a notagao, no que segue denotaremos ||.|| 1, por ||.|.

O primeiro resultado que veremos se refere ao espago de Orlicz Eg.

Proposicao 4.8 (1) Se v, — v em Eg, entao
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/RN V(2)|G(v,) — G(v)|de = 0 e /RN V()| f(va) — f(v)*dz — 0;
(2) Se v,(x) — v(x) ¢.t.p. e
tm [ V6= [ Vo,

entao
v, — v em Eg;

(3) Sev € Eg e g(v) =G (v)=2f(v)f'(v), entio a aplicagio T, : Hy — R dado por
1,0)= [ Vielg)ods
RN
€ um funcional linear continuo e

o= s (1) <€ (1+ [ VEIGOME) .

lpI<1

T,

para alguma constante C, que independe de v.

Demonstragao: Vamos mostrar os itens (2) e (3). Vejamos a prova de (2).
Neste caso, pelo Teorema 4.7, é suficiente mostrar que
/ V(z)G(|v, — v|)dz — 0 quando n — +o0.
RN

Por hipétese, u,(z) — u(x) q.t.p. em RY. Usando o Lema de Fatou e a conti-

nuidade de G, para todo A C RY, temos

n—-+o0o n—o00

1iminf[4v<x)c<|vny)dx > /Alimian(x)G(]vn])da:

- /V(x)G(|v|)dx. (4.21)
A
Analogamente, podemos obter

lim inf /R RCETRTEE / V(2)G(|v])da. (4.22)

Afirmamos que a desigualdade estrita em (4.21) e (4.22) nao pode ocorrer. De

fato, se uma das desigualdades ocorre, entao
/ V(x)G(|v))dx = / V(z)G(|v|)dx +/ V(x)G(|v|)dz
RN A RN\ A

< liminf/V(m)G(]vn|)dx+liminf/ V(2)G(|v,|)dz
A RN\ A

n—oo n—oo

n—oo

< liminf [ /A V)G (loal)dz + /R N\AV(x)G(|vn|)d:c]

= lim V(z)G(|vn|)dx

n—oo RN

ou seja,
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/RN V(x)G(|v|)dz < lim V(z)G(|v,|)dx

n—oo RN

o que é um absurdo, pois, por hipotese,

lim V(I)G(|Un|)dl‘:/ V(z)G(|v])dz

n—o0 RN RN

Assim,

liminf/AV(x)G(]vn])da::/AV(x)G(M)d:L*,VAC]RN.

n—oo

Temos ainda que

Afirmacao: Para todo € > 0, existem ng € N e 6 > 0 tais que, para n > ng e

VA CRY, com |A| < 4, temos
/ V(z)G(|v,|)dx < €.
A

Suponhamos que a Afirmacao é falsa para algum ¢y > 0. Sabemos que existe

§ > 0 tal que, se A C RY, com |A| < §, entdo:

/ V()G (|o])da < 2. (4.23)
A 2
Negando a Afirmacao, temos que para §; = 2 Jj =12, .., existem n; > je

A; C RN, com |A;| < ¢, tais que

/ V(@)G(|on, |)da > &.
A

J

Tomando A = U A;, segue que
J=1

o0 005
S;N <Z§=

J=1

/( |Un|dx>/V Glloal)dz > =,

/ V(z)G(|vg])dz > €.
A

Além disso,

o que implica

Passando ao limite de n — oo, obtemos
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t/V@XMMsz@,
A

contrariando (4.23).
Com isto, a Afirmagao esta provada.

Agora consideremos A um conjunto limitado satisfazendo

/ V(x)G(Jv|)dzx < e.
RN\ A

Para n suficientemente grande,

/ V()G (|on|)dz < e.
RN\ A

Usando o fato de que G é convexa e satisfaz a condicao A,, temos
/ V(@)G(jun — v))dz < / V(@)G(Jun] + [o])dz
RN\ A RN\ A

1 1
_ / V(z)G (-2yvn| + —2|v|) do
RN\A 2 2

< 1/ V(x)c;(zyvny)dx+1/ V(2)G(2lo])dx
2 RN\ A 2 RN\ A

< Sl vwetuhis+ 2 [ veaods
2 RN\ A 2 RN\ A
Co Gy

< 20 =0

S 5 €+ 5 €

= C()E.

Para a integral / V(z)G(|v, — v|)dz, dividimos A em dois subconjuntos. Dados
A
n € Nea >0, sejam

Ay, ={x € Ajop(x) —v(x)] <a} e Ag, = {z € A; |un(z) — v(2)| > a}.
Notemos que
| V@G, =iz = [ V@G, = v, s
1n
Por outro lado, como
vp(z) —v(x) = 0 q.t.p. em A,
e G é continua, entao

V(z)G(Jvn(z) —v(z)|)xan(x) = 0 q.t.p. em A.
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Além disso,
V(@)G(|va(x) = v()])xan(z) < V(2)G(a)
e, para alguma constante C > 0,
/A V(2)G(a)dz = G(a) /A V(z)dr < C1G(a) < +oc.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/A V(2)G(|jon(z) — v(z))xan(z)dz — 0,

ou seja
A V(2)G(|vn(x) = v(@)[)xan(x)dr — 0.

Observemos que

/RN V(2)G(lvn(x) — v(z)])de < % V()G (Jvn()])dz + Co V(@)G(Jv(z)])de.

RN 2 RN

Como [pn V()G (v, (x)])dz & convergente, existe Cy > 0 tal que

/]RN V(z)G(|v, — v])dz < Cs.

Por outro lado,

G(a)|Asy| = G(a)dz < V(z)G(a)dx < V(z)G (v, — v])dz < Cs.
Az p Az p Azn
isto é,
&
Agpl < ——.
enl = G0

Desde que G é crescente, para a ~ 400,
|Ag | = 0.
Escolhamos a de modo que
| Ao | < 0,
para algum ny € N. Entao,

|A27n‘ < (5, Vn 2 no.
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Ou seja, existem 0 > 0 e ng € N tais que para n > ny,

/ V(z)G(|vn|)dz < € e / V(2)G(|v])dz < e.
A

A2,7L
Assim,
Co Co
V(2)G(Jv, —v))de < — V(z)G(|vn])dx + — V(z)G(|v|)dx
A2 n 2 A2,n 2 A2,n
S 005.
Portanto,

/ V()G (|on — v])dz — 0,
RN
e pelo Teorema 4.7,

v, — v em Fg,

mostrando (2).

Agora provaremos (3). Seja g(v) = G'(v) = 2f(v)f'(v). Entao,

g(v) = —fi %2(@).
Logo,
9(0)] = % <2 (1.24)
Além disso,
o) = TG < ) (1.25)

Sejam ¢ € HY, e A > 0. Usando (4.24) e (4.25), temos

L v@ewets = [ v [ viegwed

Alp|>1

INA
S~
s

i

V(z)g(v)opde + 2//\|¢)>1 V(z)|p|dx

(/)\|¢|<1 )dx) | </w|<1 V(x)d)?dx) | i /)\|¢>|>1 Vi@lolde

2 (/A|¢<1 V(:U)fz(v)dx); </>\¢|§1 V(x)¢2dx)é

+ 2/ x)|¢p|dz,
Algl>1

IN

IN
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ou seja,

/RN V(z)g(v)pde < 2 (/>\|¢|§1 V(:zz:)f%v)dyc)é (/A|¢§1 V(x)gb%lx)

+ 2 /A " V(2)||dx (4.26)

N|—=

Sabemos que existe uma constante C3 > 0 tal que
f(t) > Cytz,t > 1,
o que implica
f2(t) > C3t,t > 1.
Dali,
G(Agl) = f2(Ael) = C3Al@],
de onde segue que
6] < Ciy OIS,

com Cy = &
3

Logo,
1
/A|¢>|21 V(z)|oldz < C4X/ V(z)G(\¢|)dz. (4.27)

Alg|=1

Temos também que existe C5 > 0 tal que
f(t) > Cst,0 <t <1,
implicando
F) > CAHL0<t< L.
Assim,
G(Algl) = f2(Alel) = C3N%[¢]?,
mostrando que

6 < & HGOg)).
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(/ V(x)¢2da:) < 061
Algl<1 A

Obvervemos ainda que

) ( /A VW f2(v)d:c) a

Dali,
1
2

V(:c)G()\|¢])dx> (4.28)

D=
VN
S~
hsS
IN
A

com Cg = CL5

vl
AN
[\)
VRS
%\
z
<
—~
=
s
Do
[t
S~—
Q
=
N———
N[ =

(4.29)

[\
[\)
VR
—_
+
T

2
=
S
S—
kﬁ
[N}
—~
=
&
N~

[\
[\
N
—_
+
%\»
2
=
5]
S~—
~
no
—~
=
QL
S)

De (4.26)-(4.29), ficamos com

| V@twoa

) <1+/RN V(x)fQ(U)dx) (/A|¢|<1 V(x)G()\|gz5])dx>§ +2A¢|>1V(x)|¢|dx

) <1+/RN V(x)fz(v)da:) (/W'SIV(x)G()\]gb])dm)é

2 <//\¢21V(3:)]¢\d:c) (1+/RN V(:c)fQ(v)dx> |

_ (1+/RN V(:E)f2(v)dx) (/wgl V(x)G()\|¢|)dx)2 + (/WZIV(Q;)W:E)]

204 (1 +/RN V(x)fQ(v)dx> [; </A¢|<1V(Z‘)G(/\|¢|)dx)é +%/AI¢>1V(x)G()\]¢\)dx]

Cy (1 + /RN v<x)f2(v)dx) % {1 + /RN V(x)G(A|¢|)dx} |

onde Cy = max{Cy, Cs} e Cy = 2Cs.
Dai,

IN

IN

+

IN

IN

1.6)= [ Vot < (1+ [ vecwas) o)

Portanto, T, é um funcional linear e continuo. Além disso,

Tl gz, = sup(w, ¢) < C (1 + /RN V(x)G(v)dx) ,

lg|<1

concluindo o resultado.
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Proposigao 4.9 (1) A aplicagio v — f(v) de HL em LY(RY) é continua para q €
12,227];

(2) A aplicagio v — f(v) de H em LYRY) é compacta para:

(i) q € [2,22%) quando vale (H1);

(i1) q € (2,22*) quando vale (H2);

(iii) q € [2,22*) quando vale (H3) ou (H4) e considerando v + f(v) de HL em
Lf, (RY).

Iremos omitir a demonstracao dessa proposicao.

Proposigao 4.10 (1) I é continuo em H};

(2) I é diferencidvel a Gautteaux e

V(@) f(0) ' (0)gdd — / F@)Pf (0) f/(0) pda(4.30)

RN

(I'(v), ¢y = VoV odx +/

RN RN
para toda ¢ € H;
(3) Para v € HE, I'(v) é um funcional linear continuo;

(4) I'(v) € continuo em v na topologia forte-fraca, isto é,

vy = v em HY = T'(v,) = I'(v).

Demonstracgao:

Provemos (1). Sejam {v,} C H} e v € H}, tais que
v, — v em HY,
ou seja,
[vn — vl g, — 0.
Vamos provar que

(i) /RN |an|2dx—>/RN|Vv|2dx;
(ii) / V() f2(v)dz — / V(z)f2(v)de

RN RN
1 1
(iii) D1 Jux |fIP(vn)dz — vrl ) |f|p(U)dl’

Provemos (ii). Notemos que

/R V) Ao - /R V@)

< / V(@) /2 (0n) — f2(0)|da

RN

- / V(2)|G(v,) — G(v)|da.

RN

Observando que, em particular, v, — v em Eg, segue da Proposigao 4.8(1) que
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/RN V(z)|G(v,) — G(v)|dz — 0.

Assim,

/RN V(2)f*(v,)dr — - V(z)f*(v)dx
mostrando (ii).

Notemos que

Ime)V+1—|f00V+1=:@%+1)]€IfVFJff%v*-ﬂvn-vD(wz—?Odt

Logo,
P - )
pH+1 Jgn " p+1
1
= [t [t = o) - o
RN 0
1
= [t [ 18 e o) (e o)
0 RN
1
< [t [ PSS = o)l vld
0 RN
Desde que
|f(w)] !
fw)|f'(w) = < 1,Yw € HL,
) = :
podemos afirmar que
1
—/ (o) — —|f P+ | < / dt/ £+t — 0)) [P~ o — v]da
p+1 /gy RN
(4.31)
Observemos que, para p+1 < JéNQ, temos (p— 1)N—Jr2 < N=3 Consequentemente
fI7t € L¥ ().
Além disso, HL C L* (RY). Sendo 2* e z\?_fz expoentes conjugados, usando a
desigualdade de Holder, segue que
/ |f(v+t(v, —v)|P o, —vlde < [/ |f| 133 (v +t(v, —v))dx [vy, — v 2=
RN
(4.32)

Como v € DV? — L?", entdo existe C; > 0 tal que

v, — V|2 < C1|V (v — 0)| 2 < Chl|vn, — v, (4.33)
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De (4.31), (4.32) e (4.33),

1 1
p+1 - p+1
— [ s - Pt
N+2
< o [ 1t = o] T o - ol (434)
RN

Notemos que

fAv+tv, —v)) = G+ tv, —v))

= G((1—=t)v+tv,)

< (1=1t)G W) +tG(vy)
< G(v) +G(vy)
= P0)+ L)
Logo,
e+t =) = [P+ o, — o))

IN

[F2(0) + f2(0a)] * 77

< 20 [ ()] 00Hs 4 (70|70 F]
implicando que

N+42

[ [ 1+t —v>>|<p”ﬁfzdx} 2
RN

N+2

B 2N
< 22 [ o )]
R

. on o 15
< 2" (ol + fallF2] T
onde Cy é uma constante obtida da continuidade da aplicagdo da Proposigao 4.9(1).

Observando que ||v,|| é limitada, pois {v,} é convergente, concluimos de

2N
2N :| N+2

[ 1w o, = o0

¢ limitado, e de (4.34), podemos afirmar que vale (iii).

Portanto, I é continuo.

Agora mostraremos (2).
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Seja v € H},. Vamos provar que I ¢ diferenciavel a Gauteaux. Para isto, escreve-

remos
](’U) = Jl(U) + %JQ('U) — J3(U)7 (435)
onde
Ji(v) = %/RN (V| dz, Jo(v) = /RN V(z)f2(v)dz e pil /RN |f(0) [P da.
Dado ¢ € H(, temos
Ji(v)¢= [ VuVeds. (4.36)
RN

Provemos que
B =2 [

com g(v) = 2f(v)(v).

Notemos que

V(z)f(v)f (v)pdx :/ V(z)g(v)pde,

RN

F 1o+ 10) = (0] - [ Vieg(ioda
_ 2 /R V@Gl +9) ~ Glo))de - / V(2)g(v)bda.

2 e

Usando o Teorema do Valor Médio para Integrais, segue que

1

1
Gv+typ) —Gv) = t/ G'(v+ stp)pds = t/ g(v + stp)pds.
0 0
Logo,

1) = Bw)) — [ V(gle)ods

RN

= | ds | V(x)[g(v+ ste) — g(v)]eda.

0 RN

Sabemos que [g(s)| <2 e |d'(s)] = |G"(s)| < 2. Dai,

[g(v +tsp) — g(v)]@| < 4a).

Além disso,

1
w@+¢wﬁ—9@N=8tAsﬂv+0ﬂ@@k < 2],

implicando que
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l9(v +tsé) — g(v)l|¢] < 2|0,

Podemos escrever entao,
2|01%, se [p]* <1

lg(v +ts¢) — g(v)[¢] < :
4lpl, se |o] > 1

Assim, existe C3 > 0 tal que

[g(v +tsp) — g(v)]@| < C3G(9),
de onde segtie que
Vi(z)|[g(v +tsp) — g(v)]¢| < C3V(2)G(9).
Como ¢ € Hf, temos
/R V@)G(@)dr < +oo
Usando a continuidade de g, podemos afirmar que
V(z)[g(v(z) + tsg(x)) — g(v(x))]o(x) = 0 q. t. p. em RY,

quando ¢ — 0T, para todo s € [0, 1].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/RN Vi(x)[g(v(z) + tsg(z)) — g(v(x))]p(x)dx — 0
quando ¢t — 0T, para todo s € [0, 1].
Dai,

[ s [ vt +tso) - steotis o

e podemos concluir que

Hwo=2 [ V@) @eds

Observemos agora que

(A1) = Tl = [ 1P (e

= t@in U (IF P (v + tg) — | FIPH1) d:c} —/ [FIPHf (v) pda

- /d/ [P £/ (0 + ts) — 1P £ (0)] i

N+42
2N

IN

Temos que existe Cy > 0 tal que

/0 ds [/RN (FP7 FF (0 + tsg) — 1P £ (0) F52 dzv} || 2+

(4.37)
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P71 0+ ts0) = £ £ @))% < G [1710 07 0+ 6) + 11105 (0)]
Por outro lado,
IFPLff () + tsd(x)) — |FPLF f/(0(2))] ¥ — 0 q. t. p. em RY,

quando ¢ — 0T, para todo s € [0, 1].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/RN ([fIP71ff (v + tsg) — Ifl”_lff’(v))ﬁif2 dz — 0,

quando ¢ — 0T, para todo s € [0, 1], e podemos concluir que

B = [ 1P r w)ods (1.38)
De (4.35), (4.36), (4.37) ¢ (4.38),
P36 = S0+ 3 A0)6 - B
= [ vevede+ [ V@) @ede— [ 1577 0)odz. (439

Com isso, mostramos (2).
]
Provemos (3). De (4.39) é facil ver que, dado v € H}, I'(v) ¢ linear. Mostremos
que I’(v) é um funcional continuo.

Seja ¢ € H}. Entao,

)l < [ [9ellVelds < [Valel 9ol < [ulall]
R

mostrando que Ji(v) é continuo.

Observemos que
el < [ 1P )eds
RN

[ rwproa
1777, g, ol

LN+2

Ci P an [V 12

LNF2

CLl"H e, llll,

LNF2

ININ A

IA

para alguma constante C5 > 0.
Dai, Ji(v) é um funcional continuo.

Por fim, pela Proposigao 4.8(3), existe Cs > 0 tal que
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[, Vaatorods < Calol,

ou seja,

| V@) @eds < calol,

com C7 = £, mostrando que J}(v) é continuo.
Portanto, I'(v) é um funcional linear continuo.

Por fim, a convergéncia na topologia forte-fraco, segue do fato de que

| V@) (@) = Vi) o) @) bdo =,

para qualquer ¢ € H},, quando ||v, — v|| — 0.

Observagao 4.4 Da Proposicio (4.10)(2) e da Defini¢io (4.9), temos que v € H é

solugao fraca de (4.19) se, e somente se,
(I'(v), ) = 0,V € HL.

Proposigao 4.11 Se v € H}, € uma solugao fraca positiva de (4.19), entio u = f(v)

¢ uma solugao fraca positiva de (4.1).
Demonstragao: Seja v uma solucao fraca de (4.19). Entao,
/ Vvvwdm+/ Vi(z)f(v)f'(v)de —/ lf) P~ f(0)f (v)de =0,  (4.40)
RN RN RN

para toda ¢ € H},.

Observemos que u = f(v) € Y. Agora, dada ¢ € C5°(RY), escolhamos 1) = fzi;).

Desta forma, ¢ € H}. Substituindo ¢ em (4.40), obtemos
/ (1 +u2)Vqubdx—l—/ U|VU|2¢dZB—|—/ V(z)updx —/ |u|P ugdr = 0.(4.41)
RN RN RN RN
Assim, a igualdade (4.41) vale para toda ¢ € C§° (RN), e dai, u é solugao fraca
de (4.1). Se v é uma fungao positiva, usando o fato de que f é estritamente crescente
e f(0) = 0, podemos afirmar que u = f(v) também ¢é positiva. Com isso finalizados a

prova da proposicao.
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4.3 Resultados de Existéncia

Nesta secao, apresentaremos mais alguns resultados e demonstraremos o Teo-

rema 4.1

Proposigao 4.12 (1) Sejam ¢ € R e {v,} uma sequéncia (PS). para I. Entao, {v,}
¢ limitada (em HY);

(2) Se {v,} € uma sequéncia (PS). e u, = f(v,) converge em LPT' entio existe
v € H tal que

v, — v em Hp.
Consequentemente,

I(v) = lim I(v,) e I'(v) =0.

n—-+oo

Demonstracao: Vamos provar (1). Seja {v,} uma sequéncia (PS)., para algum

c € R. Entao,
I(v,) = ¢ e [I'(v,) = 0, quando n — +oc.

Dai, podemos escrever

_ 1 20r 4+ L L P
M) = 5 [ IVoPdess [ Ve - —— [ et
= c+o(l). (4.42)
Além disso,
[{L"(vn), &) (L' (vn), )| :
1T ()l s e — O,
S 7 It 7 I A L
Logo,
<[,(|T;|)|’ ¢) — 0 quando n — +oo, Vo € H;\{0}.
Assim,
(I'(vn), ¢) = anV¢d$+/ V(x)f(vn)f,(vn)¢dx_/ [f ()P~ f(0n) [ (0n) ¢
RN RN RN
= o(|l¢ll). V¢ € H. (4.43)
Escolhamos ¢, = ;/((1;")) =+/1+ f2(v,)f(v,). Entao,

|¢n‘ < Cl|vn| € |V¢n’ < 2‘an’7
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para alguma constante C; > 0. Dai, ¢, € H} e
[[onll < Collvnll, (4.44)

onde Cy = max{2,C} }.
Substituindo ¢,, em (4.43), obtemos

/ _ f2(vn) ) 2 2
(I'(vy), on) = /RN (1 T T |V, | dx + /RN V(x)f*(vn)dx
— / | f(v,) [P . (4.45)
RN
De (4.44), temos
1 < 1
Collvall ~ lnll’
o que implica
[ (0n), @n)| _ [{I"(vn), &n))]
0 0
= Ol S e
Logo,
(w60l
[[on]] ’
e podemos escrever
(I'(vn), 8) = o([|vall)- (4.46)
Desta forma,
1
c+o(1) +o(llual) = f(vn)—mU (vn), &)
_ 1 _ L fz(vn) 2
- [l (o iy e
11 ,
(5-557) L, vereo. (447

Vamos considerar inicialmente 4 < p + 1 < 2.2%.
De (4.47), temos que [on |V, 2 de + [on V(2)f?(v,)dx € limitado e, consequen-
temente, {v,} ¢ limitada em H/,.

Suponhamos agora p + 1 = 4. De (4.47), obtemos

1 |an|2 1 2 _
1]t tg [ @) = el volll). (49

Seja u, = f(v,). Entao,
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ou,, , ov,,
6z = ")y
e dai,
2 |vun|2
Vel = Py

De (4.45) e (4.48), ficamos com
/ (14 2u}) |Vu,|dz —|—/ Vuidr — / uhdx
RN RN RN

= o0 [(/RN (1+2u2) |vun|dgc)5 + (/RN Vuidx)%] (4.49)
</RN ui\Vun|2dx> 1 : (4.50)

Suponhamos ||v,|| limitada. Entdo, (4.49) e (4.50) implicam que, para n sufici-

1 1
—/ |Vu,|*dr + —/ V(z)vide <c+o
8 RN 8 RN

entemente grande,

/ ui|Vun|2dx<c+/ ubdz. (4.51)
RN RN

Usando desigualdade de Holder, temos

4 N
N+2 N+¥2
/ urdr < (/ uidm) (/ |un|13N2dx) . (4.52)
RN RN RN

De fato, para 0 = ]]:[[—jrg e u= f(v),v € H}, consideremos
F(u) = [uf""" e G(u) = |u|¥=2°

Logo, F(u) € L7 e G(u) € Li. Como 1719 e % sao expoentes conjugados, segue

da desigualdade de Holder que

foroncone = (o) ([, o)
< (L) (L) s

[F (|G (u)] = |ul*. (4.54)

Por outro lado,

De (4.53) e (4.54), para u = u,,, obtemos (4.52).

Tomando w,, = u2, temos Vw, € L*(RY) e, consequentemente,
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w, € DY2(RN) < L (RV).

Logo, existe C'3 > 0 tal que

isto é,

com ¢y = 2C5.

Elevando ambos os membros a poténcia ]\2[—12, ficamos com

/ |un | ¥—2dx < Cs / u, |Vuy, | dx ) (4.55)
RN RN

onde Cys = (04)1\%2.
De (4.52) e (4.55),

e EEs
/ urdr < Cj (/ uidw) (/ ui|Vun|2dm)
RN RN RN
< Cs+o (/ ui|Vun|2d:v) : (4.56)
RN

Usando (4.51) e (4.56), podemos afirmar que [gy uZ|Vu,|*dz ¢ limitada e assim,
Jan [VugPdz, [on V(z)uZde sao limitados. Consequentemente, {u,} ¢ limitada em

H}, o que é uma contradigao, pois
lon|| = 400 < |Ju,|| = +o0.
Portanto, {v,} é limitada em H}.

Agora mostraremos (2). Sendo {u,} convergente em LP! existe u € LPT! tal

que u, — u em LPT!. Seja v tal que u = f(v). A menos de subsequéncias, temos

(i) vn(z) = v(2) q.t.p.;
(i) v, = v em L?;

(iii) Vv, — Vv em L?
(

iv) f(v,) = f(v) em LPTL.
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Usando (ii) e a convexidade de G, temos

% |Vv|2d:p+% V()G (v)dx| — % |an|2da:+% V(2)G(vy)dx
{ RN RN RN RN

> / (Vv — Vu,)Vu,dx + / V() f(vn)f (vp) (v — vy)dx
RN RN
= [ P ) = v)de + ol o = wal) >0,
R
implicando que, para n suficientemente grande,

1 1 1 1
—/ |VolPde + = V(z)G(v)dx > —/ |V, |dx + —/ V(z)G(vy,)dz.
RN 2 RN 2 2 RN

2 RN
Dai,
1 9 1 o 1 2 1
= |Vo|“dz + - V(x)G(v)dz > liminf | = Vo, |“de + = V()G (v,)dx| .
2 RN 2 RN n—+oo | 2 RN 2 RN
(4.57)
Por outro lado, de (i), (iii) e do Lema de Fatou, temos
/ |Vv|2dx§liminf/ |V, |*dx (4.58)
RN n—+00 JpN
e
/ V(x)G(v)deliminf/ V(z)G(vy,)dx. (4.59)
RN n—+00 [pN

Assim,

1 1 1 1
—/ |Vv|2dx—+——/ V(z)G(v)dr < liminf —/ |an|2dx—|——/ V(z)G(v,)dx| .
2 RN 2 RN n—+oo | 2 RN 2 RN

(4.60)

De (4.57) e (4.60),

1/ |Vv|2dx+l/ V(z)G(v)dr = lim inf F/ |an|2dx+1/ V(:L‘)G(vn)dx}.
RN 2 RN 2 RN 2 RN

2 n—-4o0o
(4.61)
Na verdade, em (4.58) e (4.59), valem as igualdades, pois do contrario, nao poderia
ocorrer (4.61). Como v,(x) — v(z) q.t.p. e
/ V(z)G(v)dr = lim V(z)G(vy,)dx,
RN n—-+o0o RN
pela Proposigao 4.8(3),

v, = vem FEg.

Temos ainda



Capitulo 4 Resultados de Existéncia 136

Vv, — Vv em L2
Portanto,
v, — v em Hp.

n

Agora vamos construir uma sequéncia (PS). Para isto, utilizaremos o Teorema
de Passo da Montanha. Seja

co = inf sup I(y(t)),
7€ te(0,1]
onde I' = {y € C([0,1], H%,);7(0) =0 e I(y(1)) < 0,%(1) # 0}.

Para mostrar que ¢y esta bem definido, precisamos provar que existe v € H:\{0}
tal que I(v) < 0. E para que isto ocorra, ¢ suficiente encontrar u € C§°(RY) verificando
J(u) < 0 e considerar v = h(u).

Sejam w € C*(RY) et € (0, +00). Notemos que J esta bem definito em C5°(RY).
Suponhamos 4 < p+ 1 < 2.2*. Podemos mostrar, como fizemos no Lema 1.2, que para
t suficientemente grande, J(tw) < 0. Logo, basta tomar u = tw.

Para p + 1 = 4, seja wy € C°(RY) e considere w,(z) = wo(sz). Entdo, w, €

Cs°(RY) e para s > 0 pequeno, obtemos

4/ w? | Vw,|[*dr < 2/ widz.
RN RN

Fixemos tal s > 0. Dali,
2 4 4 (A
J(tus) =t"A+t"B =t t—2+B :
onde

1 1 1
A= —/ (|Vus\2 + V(x)ui) dr e B = —/ w?| Vu,|*dr — —/ uﬁdm.
2 RN 2 RN 4

RN
Note que A > 0 e B < 0. Logo,
lim J(tus) = —oo0,

t4o00

Assim, para ¢ grande J(twy) < 0. Tomando u = tws, temos o que desejamos.

O proximo resultado nos diz que o namero ¢y construido acima é positivo.
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Proposicao 4.13 ¢y > 0.

Demonstragao: Denote

S, = {v € H(l;;/ |Vv|*dx +/ VfQ(v)d:U} = p*(v).
RN RN

Sejam v € S, e w = f(v)|f(v)|. Entao,

ow .\ Ov
oL = 2 )
implicando que
/ f?
Vul? =472 WPV = a9

de onde segue que

_ f*(v)
/RN \Vw|2d:r; - 4./RN H—W’vv‘le’

< 4/ |Vv|*dx
]RN

< 4{/ |VU|2d:L’—|—/ Vf2(v)d:c]
RN RN

= 4p°,

ou seja,

/ \Vw|*dz < 4p*.
RN

Além disso, como estamos supondo

Vo=infV =1,
RN
temos
1 < V(z), Vo € RY.
Assim,

/RN|w|dx < /RNV(J:)|w|da:
V(z)f*(v)dx

I
T

RN

< /RN |Vv|?dz + /RN V(2)f*(v)dx

2

I
©

Procedendo de maneira analoga ao que fizemos no Lema 1.4, podemos provar que

existe C > 0 tal que
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/ fo)PHdr < Cyp* F
RN
Logo,
1 Ci 200
I > 2 = — N
026 (3-S50
Para p suficientemente pequeno, existe Cy > 0 tal que
I(U) Z 02.
Sejam v € H} e v € C([0,1], HY), tal que
7(0) = 0,7(1) = v e I(y(1)) <0.
Vamos provar que
t— 0= p(y(t)) = 0. (4.62)

De fato, se t — 0, pela continuidade de v, temos
+(t) > 7(0) = 0.
Seja ¢ = ~y(t). Sendo I continuo, segue que
() — 1(0) = 0.

Dai,

1

1 1
- 2d _/ 2 d - p+1d.
5 [ IVePdo+s [ v - — [ nerta

Da continuidade de f e da norma, temos

/N |f(©)[PTdz — 0 quando ¢ — 0.
R

Logo,

1

1
—/ V|2 dx + —/ V(z)f*(¢)dr — 0 quando ¢ — 0
2 RN 2 RN

e podemos garantir a validade de (4.62).

De (4.62), existe t > 0 satisfazendo

I((t)) = Cs.

Desta forma,
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sup I(y(t)) = Cy,

te[0,1]

e podemos concluir que

co = inf sup I(y(t)) > Cy > 0,
€L te(0,1]

com I' = {y € C([0, 1], Hg); 7(0) = 0,7(1) # 0 e I(y(1)) < 0}.

Portanto, cq > 0.

O proximo resultado garante a existéncia da sequéncia (P.S),.

Proposigao 4.14 Eziste uma subsequéncia {v,} C H} tal que {v,} é (PS)., para I

com cq definido como

co = inf sup I(y(t)),
7€l 10,1

onde I' = {y € C([0,1], Hg);v(0) = 0,9(1) # 0 e I(y(1)) < 0}

Demonstracgao: Este resultado segue de um argumento do Principio Variacional de
Eckeland e da continuidade forte-fraco da derivada de Gauteaux I'(v). Iremos omitir

os detalhes da demonstracao.

Agora, vamos provar o Teorema 4.1 quando valem (H1) ou (H2).
Prova do Teorema 4.1: Caso (H1) ou (H2).

Seja {v,} C H} uma sequéncia (PS),, para o valor do Passo da Montanha cq > 0,

que existe pela Proposicao 4.14. Entao,
I(v,) — ¢o e I'(v,) — 0 quando n — +oo.

Pela Proposicao 4.12(1), {v,} ¢ limitada. Sendo a aplicagdo v — f(v) compacta
pela Proposigao (4.9)(2), a menos de subsequéncias, segue que {f(v,)} é convergente

em LP*1. Pela Proposigao 4.12(2), existe v € H}, satisfazendo
v, — vem HE.
Logo, pela Proposigao 4.10(4),

I(vy) = I(v) e I'(v,) — I(v),
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implicando que
I(v) =¢pe I'(v) =0.

Podemos supor v(z) > 0,Vx € RY, substituindo v,, por |v,|, se necessario. Sendo
V' localmente Holder continua, pela Teoria da Regularidade Eliptica, temos que v é

suave. Além disso, podemos afirmar que
v(z) > 0,Vr € RY.

De fato, temos que v satisfaz a igualdade
—Av+ V(@) f(v(@) ' (v(z)) = [f(0@) P~ f(v(2)) ' (v(2), & € RY,
ou seja,
—Av + [V(z) = [f (@) fu(@)f (v(z), = € RY. (4.63)

Suponhamos que existisse y € RY tal que v(y) = 0. Entao, proximo de y, temos
f(v) ~ 0 e, consequentemente, f'(v) ~ 1. Ao mesmo tempo, f(v) ~ v. Logo, podemos

reescrever a equagao (4.63) como
—Av+ k(x)v =0,

onde k =V (z) — |f(v(z))[P~! pode ser considerada positiva em uma vizinhanga B, (y)

de y em que v # 0. Dai,
—Av <0.

Pelo Teorema C.25, v é constante em B,(y). Desde que v(y) = 0, temos v = 0
em B,(y), o que é um absurdo!

Portanto, v(z) > 0, Vo € RY, ou seja, v ¢ uma solugio fraca positiva de (4.19).
Pela Proposigao 4.11, u = f(v) é uma solugao fraca positiva de (4.1) e com isso con-

cluimos o Teorema 4.1, casos (H1) e (H2).
[

Para provarmos o Teorema 4.1, sob as hipoteses (H3) ou (H4), precisaremos de
mais alguns argumentos, obtidos a partir do Teorema C.23 (Principio de Concentragao

- Compacidade) devido a P. L. Lions. Temos o seguinte lema:
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Lema 4.1 Seja {v,} C H} uma sequéncia (PS)., para I. Entdo, passando a uma

subsequéncia se necessdario, temos

lim |f(v,) P de = A > 0.

n—+o00 JpN

Além disso, existe {x,} C RN tal que, para qualquer ¢ > 0, existe R > 0 satisfazendo

lim inf |f(v)|Pde > A —¢.

oo Br(zn)

Demonstracao: Sendo {v,} é uma sequéncia (PS5),,, segue da Proposi¢ao 4.12(1) que
{v,} & limitada. Pela continuidade da aplicagdo v — f(v) de H}Y em LT podemos
afirmar que [py |f(vn)[PT'de é limitada. Dai, a menos de subsequécias, existe A > 0

tal que

lim |f(v,) Pz = A.

n—-+o0o RN

Se supormos A = 0, entao f(v,) — 0 em LPTH(RY). Usando a Proposigao 4.12(2)

e a continuidade de I, podemos obter
I(v,) = 1(0) =0,

implicando que ¢y = 0. Absurdo!

Portanto, devemos ter A > 0.

Seja w, = f?(v,). Pela Proposi¢ao 4.9(1), em particular, temos que a aplicacao
v+ f(v) de HL em L* é continua. Sendo {v,} limitada em H(, seque que {f(v,)} ¢
limitada em L* e assim, {w,} é limitada em L2

Além disso, temos
|Vw,|* < 4|Vu,|?.
Dai,

/ VPl < 4/ Vo, 2dz < 4][v,|,
RN RN

de onde segue que |Vw,|r2 ¢ limitada. Assim, {w,} ¢ limitada em H'(RY).

Definamos agora

Alw, |
Pn= T i
fRN |wy,| 2 dx
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/ pndr = A.
RN

Se ocorresse a nulidade no Teorema C.23, entao de maneira andloga ao que fizemos

Observemos que

no Lema 2.1, podemos concluir que existe {p,, } C {p,} tal que
Wy, — 0 em LI(RN) g € (2,2%),

0 que é um absurdo!

Assim, a nulidade nao pode ocorrer.

Além disso, a dicotomia também nao ocorre. De fato, suponha que ela ocorra.
Entao, analogamente ao que fizemos na demonstragao do Lema (2.1), podemos concluir
que, dado € > 0, existem 8 € (0,1] e {x,} C R¥ tais que, para qualquer € > 0, existe
R > 0, verificando para todo R’ > R,

lim inf |f(v,)|PTde > BA — ¢

nroo Br(zn)

lim inf/ |f(v)|PTdz > (1 — B)A —e.
RN\ By (an)

n—o0

Sejam 7 e £ fungoes suaves definidas por

1, se s<2R
0, se s>3R

n(s) =

1, se 2R<s<3R

Y

§(s) =

0, se s<R ou 324R'

Afirmamos que

/T |Vo,|dx + /T V 2 (vp)dx + |f(v) [P de = or(1) + 0,(1) + O(e),  (4.64)

Tr
onde Tg = Tr(z,) = {x € RY;2R < |z — z,| < 3R}.

Para ver isto, consideremos a aplicagao

On(2) = & (|2 — 2al) f (vn(2)) V1 + [2(va(2)).

Usando o fato de que V& = O (%), temos [|¢, || limitado e (I'(v,), ¢n) = 0,(1).

Um calculo direto mostra que
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[ emutans [ veroai= [ @lrwmpia o ()

de onde segue (4.64). Usamos o fato de que

/ |f(v,)|PHdr < 2e.
Byr(zn)\Br(zn)

Agora, definamos

wn =1 (|2 = zn]) vn € 20 = [L =0 (Jx = za])] vn.

Dai,

/ Flw)PHde > BA— < © / EPide > (1-BA—c,  (4.65)

com

A= lim | f(v,) Pt d.

n—-4o00 RN

Além disso, usando a estimativa em (4.65), obtemos
I(v,) = I(wy) + 1(2,) + 0r(1) + 0, (1) + O(e). (4.66)
Afirmagao: I(w,) > cy+o(1) e I(z,) > ¢y + o(1).

Para mostrar a Afirmagao, vamos construir uma curva v : [0,1] — H}, verifi-
cando y(0) =0,v(1) <0 e

s (1) = Twa) +o(1)

Dado n € N, seja 1, = ]J:/((Zn)) =/1+ f?(w,)f(w,). Entao,
o(1) = (I'(wn), ¢n)
_ f2(wn) w.12de 200\ de
- /RN l1+1+f2<wn)|v N d}+/RNVf( )
- [ 1) (1.67)

Isto segue de
o(1) = (I'(va), /1 + f2(vn) f ()
- /RN n? (1 + %) |V, |2dx + /RN V() f*(va)n’dz —/

| f (vn) P dee
RN

e do fato de que w,, = v, para |z — z,| < 2R e w, = 0 quando |xr — z,| > 3R.

Dai, substituindo u,, = f(w,) em (4.67), obtemos
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/ (14 2u2) |un)*da —I—/ Vuidr — / lu, [P dw = o(1).
RN RN

RN
Agora, vamos mostrar que, para cada n € N, existe um tnico ¢, € (0,400) tal

que

/RN [T+ 2(t,un)?] |V (tau) [Pda +/

V(tpu,)?dr — / toun P de =0 (4.68)
RN

RN
e, além disso, t,, — 1.

Sejam

an:/ [[Vu,|* + V(2)ui] de, bn:Z/ u?|Vu,|?dr e cn:/ U, [P da.
RN RN RN

Entao,

ay + b, — ¢, = o(1). (4.69)
Pelo Lema 4.1,
Cn = / |, [P da = / | f(v,) [P — ¢, > 0.
RN RN

Dai, (¢,) é limitada. Consequentemente, (a,) e (b,) s@o limitadas e podemos

assumir
a, — a, e b, — b,

com ay, b, > 0.
Analogamente ao que fizemos na demonstragao do Lema 1.3, podemos mostrar
que a, > 0.

Passando ao limite de n — 400 em (4.69), obtemos
ay + b, —c, =0,
implicando que b, < ¢, e dai, para n suficientemente grande,
b, < cy,.

Novamente usando raciocinio andlogo ao que utilizamos na demonstracao do

Lema 1.3, podemos mostrar que, para n € N, existe um tnico t,, > 0 tal que

ap + 20, — P 1e, = 0. (4.70)

n

e (t,) é limitada e podemos assumir
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ty — s,

para algum ¢, > 0.

Dai, passando ao limite de n — +o00 em (4.70), ficamos com
Ay + bot? — c, P71 = 0.

Definindo g(t) = a, + b.t? — c,t?~1 t > 0, observamos que 1 é a tnica raiz de g.
Desta forma, t, =1et, — 1.

Além disso,

/ 1+ 2(tyun)?] [V (b Pz + / V(tyun) 2z — / o [P
RN RN RN
= t2a, +ti — e,

= t2(a, +t2b, — 2 c,)

= 0.
Dado n € N, seja v : [0,1] — H{ a aplicacdo dada por

v(t) = h(tuy).

t2 ) ) t4 ) 9 tp—i—l .
— \V/ n + V _ VY n dx — np d ,

implicando que

d
= —J(t
0 dtJ( Up,)

= t[/ (IVu, | + Vul) dx+2t2/ ui|Vun|2dx—t’p_l/
RN RN

i)
R

de onde segue que
/ (1Vunf? + Vai2) do + 2t2/ |V 2de — tpl/ lu[Plde = 0. (4.71)
RN RN RN
Multiplicando (4.71) por t?, obtemos

/RN [1+ 2(tun)?] |V (tu,) [Pd +/

V(tu,)*dr — / [tu, |t de = 0. (4.72)
RN

RN
De (4.72) e da unicidade de t,, satisfazendo (4.70), podemos concluir que t = t,,

ou seja,



Capitulo 4 Resultados de Existéncia 146

I(v(t)) = J(tyuy),Vt € [0,1].
Assim,

sup I(y(t)) = J(tyuy).

te€[0,1]

Por outro lado, sabendo que t,, — 1, temos

J(tpuy) — J(u,) = o(1),

isto é,
J(thuy) = J(up,) + o(1).
Consequentemente,
& = inf sup I(y(t)) < J(tatn) = J(u,) +o(1) = I(wy,) + o(1),
€T te(0,1]
ou seja,

I(wy) > co+ o(1).
Analogamente, podemos provar que
I(z,) > co+o(1).

Com isso, concluimos a demonstragao da Afirmacao.

De (4.66) e da Afirmagao, obtemos
co < 2co,
o que implica
co <0,

o que é um absurdo!
Assim, a dicotomia no Teorema C.23 também nao ocorre.
Portanto, vale a compacidade no Teorema C.23 e a conclusao do lema é obtido

de maneira analoga ao que fizemos na prova do Lema 2.1.

Agora, demonstraremos o Teorema 4.1, para os casos (H3) e (H4).
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Prova do Teorema 4.1: Caso (H3).

Seja {v,} C H} uma sequéncia (PS).,,, que existe pela Proposi¢ao 4.14. Entao,
I(v,) = ¢o e I'(v,) — 0 quando n — +oo.

Pelo Lema (4.1), existe {y,} C R" tal que, para todo ¢ > 0, existe R > 0,

verificando

lim inf/ |f(v,)|PT dz > lim |f(v,) Pz — e.
BR(yn)

n—-+o0o n—-+0o RN

Desde que V' = V(x) é periddica em toda variavel de z = (x1, xo, ..., £y ), podemos
assumir que {y,} é limitada. Dai, existe M > 0 tal que |y,| < M,¥n € N, e podemos

mostrar que
f(v,) = 0 em LPTHRN\Bp),

com R =M + R.
Sabendo que {v,} é limitada em H},, pela compacidade da aplicagao v — f(v) de

HE — LPPY(RY), temos, a menos de subsequéncias, { f(v,)} convergente em LP*(Bjy).

Logo, {f(v,)} converge em LPTH(RY).
Pela Proposigao 4.12(2), existe v € H}, tal que

v, — v em H}.
Assim, pela Proposicao 4.10(4),
I(v,) — I(v) e I'(v,) — I(v),
implicando que
I(v) =cyeI'(v) =0.

A conclusdo segue como na prova do Teorema 4.1, caso (H1) ou (H2).

Prova do Teorema 4.1: Caso (H4).
Seja {v,} C H} uma sequéncia (PS).,. Entao,

I(v,) — ¢o e I'(v,) — 0 quando n — +oo.
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Antes de continuarmos, precisamos tratar do problema obtido substituindo V' por

Voo Recordemos que, Voo = [|V[| 1oy Seja
Lo(v) = 1/ Vol2de + 1/ Ve P2(0)dz — —— [ [f(o)Pda.
2 RN 2 ]RN p+ 1 RN

Da mesma forma que fizemos para ¢y, podemos definir

Coo = Inf sup I (y(t)),

7€l 1e(0,1]
com
Poo = {7 € C([0,1], Hg); 7(0) = 0, Io (7(1)) < 0,7(1) # 0}
Pelo Teorema 4.1 sob a condigao (H3), I, tem um ponto critico v., € H} satis-
fazendo

Io(Voo) = Coo € I'(V00) = 0.
Sejam 1y, = f(vs) € 7 : [0,1] — H} a aplicagao definida por
V(t) = h(tuo).
Vamos mostrar que

e Lo (7(1) = I (7(1)) = coo-
Como 7 é continua,
v(t) = (1) quando t — 1~.
Dali, pela continuidade de I,
Io(7(t)) = Ioo(7(t)) = Io(vso) quando t — 17.
Logo, dado £ > 0 existe § > 0 tal que
0<1—t<d= |Io(y(t) — Ino(veo)| < €.
Em particular,

Io(7(t)) < Ino(vao) +€,VE € (1 — 0, 1].

Assim,
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sup Lo (Y(t)) < (Vo) + €.
te(1-6,1]

Sendo € > 0 arbitrario, podemos concluir que

sup  Io(Y(t)) < Io(Voo) = Coo-
te(1-6,1]
Se 6 > 1, entao
1-6<0,

implicando que

(tel0,1:te1—a1]}=[0,1],

pois
[0,1] € (1 —4,1].
Dali,
Sup Io(Y(t)) < 1o (Vo) = Coo-
te(0,1]
Suponhamos agora ¢ < 1. Entao, 1 —9 >0 e
(1-46,1] C0,1].
Definindo ¢(t) = I(y(t)), temos
1 2 1 2 1 p+1
g@) = 5 [ V@) de+ 5 | V() f"(y@)de — —— [ [(O)["" dx
2 RN 2 RN p + 1 NN
S [ Ve vt + 5 [ Vil - S [ g
= — Uso r)usdr| + — us |V |“dx — Uso x.
2 RN 2 RN P + 1 NN
Analogamente ao que fizemos no Lema 1.1, podemos afirmar que g é crecente em
[0,1]. Logo,

sup Ioo(7(t)) = sup Io(7(t)) < coo-
t€(0,1] te(1-4,1]

Em ambos os casos, obtemos

sup Io(7(t)) < oo
tel0,1]

Por outro lado, da definicao de ¢, temos
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sup Io(Y(t)) > Coo-
tel0,1]

Portanto,

sup Io(7(t)) = Coo-
te(0,1]

Como V ¢ continua, V(z) < Vy,Voz € RV, e V # V,,, entao
I(v(t) < I ((1),Vt € [0, 1].

Observemos que I(7) e I () sdo continuas e definidas no compacto [0, 1]. Logo,

podemos afirmar que

co < sup I (y(t)) < sup I (¥(t)) = cw,
te[0,1] t€[0,1]
onde
co = inf sup I (1(1)),
V€L 40,1

o que implica
Co < Coo-

Sendo {v,} uma sequéncia (PS),,, existe {y,} € R tal que, para todo & > 0,

existe R > 0 satisfazendo

lim inf/ |f(v,)|PTrdz > lim |f (v,) P dz — e.
Br(yn)

n—-+o0o n—-+oo RN

Vamos mostrar que {y,} ¢ limitada. Temos

1 1 1
1 = - 2d — 2 de — —— PHy = 1).
) =3 [ Velde s [ VE@M = = [ 15w = o)
Além disso, dado n € N, sabendo que I'(v,)¢ = o(1),Y¢ € H{, segue, para
¢n = ]{/((1;2)), que
/ [1+ S (n) |an\2dx} +/ Vf2(vn)da:—/ |f (vn) [P da = o(1).
RN 1+ f2(vn) RN RN

Suponhamos que y, — +oo. Entao,

/RN Vio f2(0n)d — / V 2 (v,)dax = o(1).

RN
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Dali,
Io(vn) = I(vy) + 0(1) = co + o(1).

Temos ainda

/RN {”%‘W?dﬂ * / Voo *(va)d = / f)lP e = o(1). (473)

Seja u, = f(v,). De (4.73), obtemos

/ (1 + 2u?)|u, [2dx +/ Voo da — / lu, [P dr = o(1).
RN RN RN

Procedendo de maneira analoga ao que fizemos na demonstracao do Lema 4.1,

temos

sup Ioo(7(t)) = Joo(un) + o(1),

te(0,1]
onde y(t) = h(tu,) e
Joo(u) = 1/ (14 u®)|Vul*dz + l/ Voouldr — b lu|Pde
o 2 RN 2 RN > p+1 RN .

Assim,
Coo < e Io(7(1)) = Joo(un) + 0(1) = Loc(vn) + 0(1) = co + 0(1),
isto é,
Coo < o+ 0(1).
Passando ao limite de n — +o00, obtemos

Coo S Co,

o que é um absurdo, ja que ¢y < Coo-
Assim, {y,} é limitada. O restante da demonstragao segue pelo mesmo argumento

do Teorema 4.1, caso (H3).



Apéndice A

Diferenciabilidade do Funcional

Energia

Neste Apéndice, vamos mostrar que a derivada de I em u € X esta bem definida
e encontrar sua expressao.

Sejam u € X e ¢ € W. A derivada de I em u na dire¢ao de ¢ é dada por

t—0t t

Para provar que a derivada de I estd bem definida, mostraremos que, para u € X

epeW,u+tpe X,Vt € (0,400), ou seja,
(u+tg)? € HY(RY),Vt € (0,+00).
De fato, notemos que
(u+t¢)? < 2(u? + £2¢7).
Dai,
[(u+ )2 < 4(u? + 12¢2)% < 8u? + 8ti¢*.
Logo,
/RN [(u+ tgb)ﬂz de <8 /RN u*dx + 8t* - ¢*dx.

De (14), u € X C L4(RY),Vq € [2,22*]. Em particular, u € L*RY). Temos
ainda que ¢ € W C X C L*(R"). Dai,



Apéndice A Diferenciabilidade do Funcional Energia 153

/RN [(u+ tgb)ﬂZ dx < +o00,

mostrando que (u + t$)* € L*(RY),Vt € (0, 4+00).

Observemos agora que

) B ou 0
o (u+tp)* = 2(u + to) <8xi + t@xi)'

Sabendo que

ou 96\ ou\? 06\
2< 2 2 42 < 2
(u+tp)* < 2u® 4 2t°¢p° e (8$i+ta$i) _2(8%) +2 (6:@) ’
/IR;N

temos

9 >
P (u+to)

2 2 2
der < 8 / u? Ou dx + 82 / u? 0 dz
RN ox; RN ox;
2 2
+ 8t2/RN ¢* <gj> dx+8t4/RN ¢ (%) dr. (A1)

/ 5 ( ou ) 2
U dr < +00.
RN 3951

Além disso, sabendo que ¢ € W C X, podemos afirmar que as outras integrais

Como u € X, entao

do segundo membro em (A.1) também sao finitas.

/.

Assim,

2

0 (u +tp)?| dx < +oo,

3:15,-

implicando que

)
5 (1 10)” € L(RY).

Portanto, (u + ¢t)? € HY(RY) e, consequentemente, u + t¢ € X.

Agora, escreveremos o funcional I da forma
I(u) = Ji(u) + Jo(u) + J3(u) — Jy(u),u € X, (A.2)
onde

1
o Ji(u) = 5/ |Vuldz;
RN

1
o Jr(u)= B /RN u?|Vu|*dz;
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1
o Ji(u) = 5 /]RN Vuldz;

1
o Jy(u) = DT o |u|Ptda.

Sejam u € X e ¢ € W. Entao,

Ti(u + t¢) = %/ IV (u + t6)de — %/ (IVul? + 26VuVe + £2]V|?) da.
RN RN
Logo,
Ji(u+tep) — Ji(u) =t ( VuVodzr + E/ |ng§|2dx>,
RN

RN 2

o que implica

Ji(u+t9) — Ji(u) t / 2
; = | VuVodzr + 2 |x |Vol|“dz.

Assim,

(J!(u), ) = lim Sutt9) = hw) _ VuVodz. (A.3)

t—0t t RN

Temos ainda

Hutt) = 5 [ (w10 Vi t0)fde

— % / (W?|Vul® 4+ 2tu’VuV ¢ + t2u?| Vo[ + 2tug|Vul* + 42u¢pVuVe
RN

+ 283u¢|Vo* + 12| Vul?¢® + 263> VuV o + t*¢*|Vé|*)du.

Dai,

t

t
= t/ (u*VuVe + §u2|V¢|2 + ug|Vul? + 2tupVuVe
]RN
t t3
+ EVo + 6 Vul + 2¢PVuVe + S¢ Vol da,
implicando que

(L), 6) = Tim L2010 = ()

t—0+ t

:/ u2Vquz$dx+/ u|VulP¢dr.  (A.4)
RN RN

Temos também

Js(u+to) = % / V(u+to)ide = %/RN(sz + 2Vtug + V*¢?)dx.

RN

Logo,
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Js(u+te) — Jz(u) =t U (Vw) + %qu?) dw},
RN
de onde segue que

(), ) = lim 230 E10) = (W) / Vugds. (A.5)

t—0+ t

Por fim, mostraremos que

(i) = [ fup o

Notemos que

Jo(u +to) — Jo(u) . 1 pHL | [P
; = (p+1)t/RN (Ju+ o™ — |uP*) do
1 ! _
- @>%ntﬂgdx[:Kp+1ﬁm+¢&W’%u+n@M4%
1
— / dx/ lu + tsp|P~ (u + tso)ods. (A.6)
RN 0

Pelo Teorema C.9 (Teorema de Fubini),

1 1
/ d:l:/ [|u+ t&Q[P~ (u + tsp)¢] ds = / ds / lu+ tsp[P~ (u + tsp)pdx. (A7)
RN 0 0 RN

De (A.6) e (A.7),

JQ(U + t¢) — J2
t

(w) _ ! p—1
_ /odS/RN [+ tsP~L(u + tsg)pdz.

No entanto,

lu(z) + tse(x) [Pt — |u(x)[P~! q. t. p. em RY, Vs € [0, 1], quando ¢t — 07,

u(r) +tsp(z) = u(z)P~! q. t. p. em RY, Vs € [0, 1], quando ¢t — 0F,
mostrando que, quando ¢ — 0T,
u(@) + tsp(@) [P~ [u(@) + tsp(2)]d(x) — [u(@)[P u()d(x) q. t. p. em RY,

para todo s € [0, 1].
Além disso, para t € [0, 1],

Ju+tsplP (u+tsg)p| < |u+tsol’|¢|
< 2%([ul” + [¢]7)|9)|

27 |ul’|@| + |g|"*".
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Observemos que |ulP € L%(RN), pois u € X C LPTH(RY). Desde que ¢ € W C
1
X, temos ¢ € LPTH(RY). Sendo p+ 1 e P

expoentes conjugados, segue que
ul’|¢| € L'(RY) e [g]P*! € L1 (RY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ lu+ tsp|P (u + tsg)pdr — |u|P~*u¢dz quando t — 0F,
RN RN
para todo s € [0, 1].

Assim,

t—0+ t

= / lulP~ tupdz. (A.8)
RN

Portanto, de (A.2), (A.3), (A.4), (A.5) e (A.8),

(I'(u),¢) = (Ji(u), @) + (J5(u), @) + (J3(u), ¢) — (Ji(u), &)
= /RN (1+v?) VuVeda + /RN u|Vul|?pdr + /RN Vugdr — /RN lu|Ptugdz,

para toda ¢ € W.



Apéndice B
Grau Topolbgico de Brouwer

Nesta se¢ao, iremos mostrar como é construido o Grau Topologico de Brouwer.
Utilizaremos este conceito para demonstrar o Teorema B.9 (Teorema de Poincaré-
Miranda), que foi uma das ferramentas usadas no nosso trabalho. Iremos provar alguns
resultados e outros citaremos uma referéncia onde podemos encontrar a prova.

Seja  um aberto de RY. Para uma aplicacio f de ©Q em RY diferenciavel,

denotamos por J¢(x) o valor do jacobiano de f no ponto z € €2, ou seja,

Jy(x) = det[f'(x)].

No que segue, consideraremos €2 um aberto limitado de RY e denotaremos por
C*(Q,RY) o espaco das funcdes a valores em RY, k vezes diferencidveis em €, que
sdo continuas sobre () e todas as derivadas até a ordem k sio restricoes de aplicacoes
continuas sobre ). Este espaco serda munido da topologia usual.

Sejam ¢ € CHQ,RY), S = {x € Q; J,(x) =0} e b & p(92) N ¢(S). Observemos
que ¢~ 1(b) é um conjunto limitado, pois ~1(b) C Q e Q & limitado, e ¢ fechado, ji que
¢ a imagem inversa do conjunto fechado {b} pela aplicacao continua ¢. Logo, ¢~ 1(b) é
compacto.

Dado & € ¢ (), temos que J, (&) # 0, pois b € »(S). Pelo Teorema C.4

(Teorema da Aplicacao Inversa), existe r¢ > 0 tal que

@‘Br&(g) : BQ(&) - @(BQ(f))

é um difeomorfismo. Notemos que
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B, (§) N~ (b) = {&}

visto que § € B, (§), () =be ‘P‘Brg(g) ¢ uma bijecao.

Por outro lado,

el |J Bel®.

g€p=1(b)
Sendo ¢~1(b) compacto e usando o Teorema de Borel-Lebesgue, podemos afirmar

que existem &1, ..., &, € ¢ 1(b) satisfazendo

o 10) U ).

Dai,

= {517 . 751@}

Assim, o 1(b) C {&1, ., &k} e J,(&) # 0 para todo i = 1, ..., k.

Pelo que fizemos acima, fica bem posta a seguinte definicao, que é a defini¢ao de
Grau Topologico de Brouwer para o caso regular.
Definigao B.1 Sejam ¢ € CHQ,RY) e b & p(0Q) N o(S). Definimos o Grau Topo-
légico de Brouwer da aplicag¢io ¢ em relagdo a €2 no ponto b, denotado por d(p,€2,b),

como sendo o numero inteiro

(e, 0,b) = Y sgn(J,(€)),

Eep1(b)

onde sgn(t) =1, set >0, e sgn(t) = —1, set < 0.

Exemplo 1: Sejam 2 = (—1,1) e ¢ : 2 — R a funcao dada por ¢(r) = 2? — a?, para
algum 0 < a < 1. Encontre d(p,2,0).

Solugao: Notemos que 92 = {—1,1}. Assim, p(9Q) = {1 — a?}.
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Além disso, ¢'(x) = 2z. Entao,
S = {a € %I () = 0} = {0} ¢ o(S) = {~a?}.

Logo,

p(0Q) U () ={-a®1-a?},

o que implica
0 & p(992) U p(5).
Dai,
9 1(0) = {2 € G p(x) = 0} = {—a,a}.

Observemos que

¢'(a)=2a e ¢'(—a)=—2a.
Portanto,

d(p,2,0) = > sgn(J,(€)) = sgny(a) + sgno(—a) = (+1) + (=1) = 0.
£€p=1(0)
Exemplo 2: Considere a aplicagiao ¢ : Q — R? dada por p(z,y) = (sen x,cos y),
onde 2 = (O, g) X (O, g) C R% Encontre d(y,, (1/2,1/2)).

Solugao: Seja w(z,y) = (p1(7,y), p2(z,y)),
onde

p1(x,y) =sen x e @y(z,y) =cos y.

Notemos que

%:cosx %:O %:O e %:—Sen
Ox " Ox T Oy oy v
Logo,
, cos « 0
o (z,y) =

0 —sen vy
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Temos

(53) # #ED Ul

Além disso,

A (3) = {ememcn- (G- (G D)

Assim,

d(e,Q,(1/2,1/2)) = sgnd,(n/6,7/3) = sgn

Agora vamos ver a definigao de grau topologico por meio de integrais. Sejam ¢ €
CHOLRY) e b & p(00) N p(S). Consideremos p~1(b) = {&1, &, ..., &} Entdo, J, (&) #
0,vi € {1,2,...,k}. Pelo Teorema da Fungao Inversa, existem ¢ > 0 e vizinhangas

B.(b) de b e U; de &;, com i = 1,2, ..., k, tais que ¢; = |y, : Ui — B:(b) = p(U;) é um

difeomorfismo.
Suponhamos, diminuindo € > 0 se necessario, que U; N U, = 0, para i # n e
i,n€{1,2,...k}, e J,(&) = Jy(z), para todo z € U;, com i =1, ..., k.

Consideremos uma aplicagao j. € C(RY R) tal que

supt j. C B:(b) e / Je(x)dx = 1.

RN

Definamos

- / je (@) (@) de.
Logo, desde que supt j. C B.(b),
. / Jo(p(2)) T (@),

onde A = {x € Q;|p(x) —b|] < e}.
k

Sendo A = UZ/{Z-, podemos escrever

=1

k
L=3 /u e ) )

Como ¢(U;) = B.(b), temos U; = o1 (B.(b)). Assim,
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k

L= [ i)

i=1

Usando o Teorema de Mudanga de Variaveis, ficamos com

I—Z/ 267 ()11 ()

Da Regra da Cadeia obtemos

1
| J,-1(2)] = 17,07 ()]
Segue que
L )s n ; dx
Z/E(b g (80 ( ))}
_ s n 4 - (X dz
; o o (017 m/g(b)j( )
k
— ngn[(]@(@)]'
Assim,

I =d(p,Q,b).

O numero I, é denominado a Forma Integral do Grau Topologico de Brouwer de

¢ com relagao a {2 no ponto b. Usando esta defini¢ao, podemos mostrar o
Teorema B.1 Sejam ¢ € CHQ,RY) e b & p(0Q) Np(S). Entdo,
d(p,Q,b) = d(p —b,9,0).
Vamos agora construir a definicao de grau topoldgico para aplicagoes continuas.
Comegaremos com o seguinte resultado:

Teorema B.2 Sejam ¢ € C?*(Q,RY) e by, by pontos de RN que ndo pertencem a
©0(0Q) N (S). Se by e by estio na mesma componente conexa de RN\p(99Q), entdo

d(p, 2, b1) = d(p, 2, bs).

Demonstracao: Ver [Beresticki|, p. I-13.
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Definigao B.2 Sejam ¢ € C*(Q,RY), b & 0(09Q) e b € p(S). Considere Cy a com-
ponente coneza de b em RN\ p(99Q). Entdo, Cy é um aberto e, como ¢(S) tem medida
nula, Cy possui pontos de RY que nao pertencem a o(S). Pelo Teorema B.2, para todo
z,y € Cp\p(S), temos

d(p,Q,x) = d(p,Q,y).

Definimos o grau topologico de Brouwer de ¢ em relagao a €2 em b como
(e, b) = d(p,Q,x), € C\p(S5).

Teorema B.3 (Invaridncia por homotopia de classe C?) Seja H(z,t) € C*(Q x
[0,1],RY). Se b ¢ H(0 x [0,1],RY), entio

d(H(.,t),Q,b) = constante,Vt € [0,1].

Demonstragao: Ver [Beresticki|, p. I-15.
]

Veremos agora a definicao do Grau Topoldgico de Brouwer para aplicagoes con-
tinuas. Sejam ¢ € C(Q,RY), b & (00) e r = dist{b, ()} > 0. Pelo Teorema da
Aproximacao de Weierstrass, existe ¢ € C?(Q, RY) tal que

,
— ]| < =.
oo =l < 2

Para essa tal ¢ temos que b € ¥(99) e dai d(¢, 2, b) esta bem definido. Mostra-
remos agora que o grau nao depende da escolha da 1, ou seja, se 11,1, € C?(Q,RY)

com

r

.
e — ¥1]loo < 5 ¢© lp — Yol < 5

entao
d(11,Q,0) = d(12,Q,b).
De fato, seja H : Q x [0,1] — R™ a homotopia dada por
H(z,t) = tr(x) + (1 — t)a(2).

Temos H € C?(Q x [0,1], RY). Além disso, b &€ H(9Q x [0, 1]). Para provar isto,

vemos inicialmente que, para cada t € [0, 1] fixado, temos

|H(x,1) = o(2)| < 5.V € 0.
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Logo, se b € H(0Q %[0, 1]), entao existem xy € 9 e ty € [0, 1] tal que H (g, to) =
b. Dali,
r
b — @(x0)| = [H(wo, o) — p(0)| < >
de onde segue que

r = dist{b, p(0Q)} < g,

o que é um absurdo!

Assim, b & H(0Q x [0, 1]). Pelo Teorema B.3,
d(H(.,t),Q,b) = constante,Vt € [0, 1].
Em particular,
d(H(.,0),Q,b) =d(H(.,1),9,b),
isto é,
d(v1,Q,b) = d(1q, Q, b).

Com isso, fica bem posta a definigao de grau topoldgico de Brouwer para fungoes

continuas, que é a seguinte:

Definigao B.3 Definimos o grau topoldgico de Brouwer de ¢ € C(2,RY) relativa-
mente a 2 em b & ©(0) como

d(p, 2, 0) = d(¥, 2, b),
para toda v € C*(Q,RY) satisfazendo

r

— o <
I = ¥lloo < 5

onde r = dist{b, p(0)}.
O primeiro resultado decorrente da definicao acima é o seguinte:

Teorema B.4 Se p € C(,RY) e b & 0(09), entdo

d(% Qa b) = d(gp - ba Qa O)
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Demonstragao: Por definicao,
d<(707 Q? b) = d(¢7 Q7 b)? (B'l)
para toda 1 € C?(Q, RY) verificando

lo = vl < 5 (B.2)
Fixemos ¢ € C%(Q, RY) satisfazendo (B.2). Dado z € Q, temos
p(z) =b p(r) —b=0x (p—b) =0,
ou seja,
rep b)) &z e (p—>b)710).
Como b & p(09), entao 0 & (¢ — b)~1(99Q). Além disso,
I = elloe < .
onde

r = dist{0, (¢ — b)(0Q)} = dist{b, p(OQ)} > 0.

Desta forma,

,
1 =0) = (¢ = D)l < 5
Assim, pela Definicao B.3,
d((p - ba Qa O) = d(w - b7 Q: 0) (B3)

Observemos que se b € 1(02), entao existe xo € OS2 tal que 1(xg) = b. Por outro

lado, temos
(o) = (o) < 3,
ou seja,
b= (x0)| < 3,

de onde segue que
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r = dist{b,o(Q)} < 3.,

o que é um absurdo! Logo, devemos ter
b & ¥(09).

Consideremos agora by € 1(5) tal que by estd na mesma componente conexa de

RM\9(99) que contém b. Assim, pela Definigao B.2 e Teorema B.1,
d(v,Q,b) = d(v,Q,by) = d(ip1 — b,9Q,0). (B.4)
Notemos que
(¥ =) = (¥ = b1)lloe = [1b = brflc = [b—bal.

Tomemos € > 0 de modo que € < 5 e escolha b; suficientemente préximo de b de

maneira que
|b—by| <e.
Dai,
=)= (&= b)lle < 3,
e pela Definicao B.3
d(v —b,Q,0) =d(¢ — b1,9Q,0). (B.5)
Portanto, de (B.1), (B.3), (B.4) e (B.5),
d(p,Q,b) =d(¢,Q,b) = d(,Q,b1) =d(tp — b1,9,0) =d(tp — b,92,0) =d(p — b,Q,0),
ou seja,
d(p,Q,b) = d(¢ — b,8,0).
|

Teorema B.5 (Continuidade) Para o € C(Q,RY) e b & 0(09), exviste uma vizi-
nhanga V de ¢ em C(Q,RY) tal que, Vi € V, temos:

(i) b & ¥(09);
(i) d(, Q,b) = d(1,Q,b);
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Demonstragao: Ver [Beresticki|, pp. 1-17 - I-18.

Teorema B.6 (Invaridncia do grau por homotopia) Sejam H € C(2x]0, 1], RY)
eb ¢ H(0Q x [0,1]), entao d(H(.,t),,b) € constante, para todo t € [0, 1].

Demonstracgao:
Fixemos 7 € [0,1]. Como H ¢ uniformemente continua em Q x [0, 1], entdo dado

e > 0 existe 6 > 0 tal que
te0,1],|[t—7|<o0=||H(,t)— H(.,7)|]| <e.

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno de modo que H(.,t), H(.,7) € V e usando

o Teorema B.5, temos
d(H(.,1),Q,b) =d(H(.,7),8,b),

ou seja, a fungao t — d(H(.,t),€2,b) é localmente constante. Sendo [0, 1] conexo, segue

que a fungao t — d(H(.,t),,b) é constante, isto é,

d(H(.,t),Q,b) = constante,Vt € [0, 1].

Teorema B.7 Seja I : Q) — RY a aplica¢io dada por I(x) = x. Entdo,

1, se ze)

dU’Q’b)_{O se v Q-

Demonstragao: Seja b € 2. Entao,

d(1,0,b) = Z sgn(J,(&)) = sgnJ;(b) = sgn detl =1,
g€p=1(b)

ou seja,
d(I,Q,b) = 1.
Suponhamos agora que b & Q. Seja r = dist{b, 2}. Tomemos & = 5 > 0. Entao,
A={z e Q;lp(x) -0 <e} =0

De fato, se existisse z¢ €  tal que
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|§0(l’0) - b| < £,
teriamos
r
r < |p(xo) — b <5:§,

o que é um absurdo!

Assim, A = (). Usando a definicao de grau topologico por integrais, temos

AL9H = 3 son(1,(€) = [ J@) i)t =0,

EcpL(b)

isto é,

d(1,9,b) =0.

Teorema B.8 Se d(p,$,b) # 0, entao existe x; € Q tal que p(z1) = .

Demonstragao: Sejam ¢ € C(Q,RY),b & 0(09Q) e r = dist{b, p(0Q)} > 0.
Consideremos 1 € C?(Q, RY) tal que
r
9= gl <
que existe pelo Teorema de Aproximacao de Weierstress. Entao,
d(p,Q,b) = d(¢,Q,b).
Escolhendo b; suficientemente proximo de b de modo que by € Cy\(052), temos
d(¢7 Qa b) = d(wa Qa bl)

Sendo d(p,€2,b) # 0, por hipotese, devemos ter d(¢,€,b;) # 0. Logo, pela
definigao de grau topolégico, caso regular, ¢p~1(b;) # 0. Dai, existe xy €  tal que
Y (xo) = by, implicando que

YR U} A0, (B.6)

Afirmamos que b € ¢(S). De fato, suponha que b & ¢(S) e seja 7 = dist{b, p(2)} >

0. Fixemos ¢ > 0 de modo que

0<d< %dist{b, 0 (@(Q))}
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e consideremos o conjunto
(0(2)); = {z € RN dist(z, p(Q))},

que é uma J-vizinhanca de ().

Logo,

Y(Q) C (p(Q),;

o que implica
() N {bi} =0,

contrariando (B.6).
Portanto, b € ¢(S5) e podemos concluir que existe z; € Q tal que ¢(x;) = b.
n
Diante do apresentamos sobre o grau topolégico, podemos enunciar e demonstrar

o Teorema de Poincaré-Miranda.

Teorema B.9 (Teorema de Poincaré-Miranda) Toda aplica¢ao continua f : P C

N
RY — RY, de um bloco fechado N-dimensional P = H[ai, b, a; # b;, com faces

i=1

P-={xePyx;=a;} e Pr={zxePyz;=0b},i=12,..,N,
tal que
fz({[‘)g(),xe.Pl_, € fz(l')ZO,IEER—F,lSZSN,

tem uma raiz em P.

N

Demonstracao: Se f = (fi, ..., fx) possui uma raiz em 0P = U(Pf U P7), o resul-
i=1

tado esta provado.

Suponhamos que f nao possui raiz em JP, ou seja,
f(z) #£0,Vz € OP
e definamos a homotopia
H:Px[0,1] — RY

(x,t) — H(z,t) = (Hi(x,t),..., Hy(z,t)),

onde
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Hi(xz,t) = (1—1) (ml —
Notemos que
H(z,1) = f(z) #0,Vz € OP. (B.7)

Seja t € [0,1). Se z € OP, entao x € P ou z € P;", para algum 1 < i < N.

)

Suponhamos que x € P;. Logo, z; = a,. Dali,

aﬁ—bi

Hiwt) = (1—1) (ai— )+tfi(a:)
= (1-1) <a;b> Ftfi(x).

Usando o fato de que a; < b; e f;(x) <0, segue que

Hz'(l', t) < 0.
Analogamente, para x € P;", sabendo que x; = b; e fi(x) > 0, temos

Hi(z,t) = (1 1) (

de onde segue que H;(x,t) # 0. Assim, para todo t € [0, 1),

bz‘ — a;

) +tfi(x) >0,

H(x,t) #0,Vz € OP. (B.8)
De (B.7) e (B.8),
H(z,t) # 0,Vz € OP,Vt € [0, 1],
implicando que
0¢ H(OP x [0,1]).

Observando que H(.,0) = I — 2 com a = (ai,...,a,) e b = (by,...,by), f(z) =

H(z,1) e usando o Teorema B.6 e Teorema B.4, temos

d(f,intP,0) = d(H(.,1),intP,0)

— d(H(.,0),intP,0)
— d (I— a;b,mtp,o)

— d (1, intP, “T“’) .

€ intP, entao, pelo Corolario B.7,

a+b

Como o
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d(f,intP,0) = 1.
Segue do Corolario B.8 que existe zy € intP tal que

f(zo0) =0,

concluindo o teorema.



Apéndice C
Resultados e Definicoes Utilizados

Neste apéndice apresentaremos as principais definigdes e os principais resultados

utilizados no nosso trabalho.

Teorema C.1 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R contriua.
Se f(a) < d < f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragao: Ver Lima[l3], pp. 234 e 235. n

Teorema C.2 (Teorema Fundamental do Calculo) Se uma funcao F : [a,b] —

R possui derivada integrdvel, entao
b
F(b) — F(a) = / F'(t)dt.
Demonstracao: Ver Lima|l3], p. 324. [ |

Definicao C.1 Seja x € X C RY. A componente conexa do ponto x no conjunto X

€ a reuniao C, de todos os subconjuntos conexos de X que contém o ponto x.

Para mais detalhes, ver Lima|14], pp. 63 e 64.

Teorema C.3 Seja f : X — RY wma aplicacdo definida no subconjunto X C RM.
Entao, f € continua se, e somente se, a imagem inversa f~'(F) de todo conjunto
fechado F C RN é um conjunto fechado em X.

Demonstracao: Ver Lima|l4|, p. 42. n
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Teorema C.4 (Teorema da Fungao Inversa) Sejam f : U — RY, definida no
aberto U C RY, fortemente diferencidvel no ponto a € U e f'(a) : RY — RY um
isomorfismo. FEntao, f € um homeomorfismo de um aberto V contendo a sobre um
aberto W contendo f(a).

Demonstracao: Ver Lima|l4], p. 282. u

Teorema C.5 (Teorema de Mudancga de Variavel) Sejam h : U — V um difeo-
morfismo de classe C' entre os abertos U,V C RM, X C U um compacto J-mensurdvel
e f:h(X)— R uma fungao integrdavel. Entao, foh : X — R € integrdvel e

/ Fly)dy = / F(h(x)|det W (x)|dz.
h(X) X

Demonstragao: Ver Lima|l4], p. 386. n

Teorema C.6 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass) O conjunto W de to-

dos 0s polindmios com coeficientes reais é denso em C([a,b],R).

Demonstragao: Ver Kreyszig|12], pp. 280 - 282. |

Teorema C.7 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(2) tal
que
(i) para cadan € N, f,(x) >0, ¢q. t. p. sobre Q;

(ii) sup/fn < +00.
neN

Para cada x € Q, ponha f(x) = liminf fn(z). Entao, f € L'(Q) e
n—-+00
/fgliminf/fn
n——+o0o
Demonstracao: Ver Brezis|4|, pp. 54 e 55. n

Teorema C.8 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma
sequéncia de fungao em L'(Q2). Suponha que

(i) fulz) = f(x) q. t. p. sobre §);
(i) existe uma funcio g € L'(Q) tal que

|fo(2)| < g(2), ¢. t. p. em Q,¥n € N.
Entao, f € L'(Q) e

||fn — f”Ll — 0.

Demonstracao: Ver Brezis|4], p. 54. n
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Teorema C.9 (Teorema de Fubini) Sejam Q; C RN, Qy € RM subconjuntos aber-
tos e F': Q1 x Q9 — R uma funcio mensurdvel. Suponha que F € L'(Qy x Q). Entao,

para quase todo x € )y,

Fla.y) € L) ¢ [ Flap)dy € L),

Qo

Da mesma forma, para quase todo y € s,

F(x,y) € LL(Qy) e / F(x,y)dx € L;(QQ).

Q

Além disso,

/ d:v/ F(x,y)dy:/ dy/ F(:r,y)dx:/ F(x,y)dxdy.
Q1 Qo Q2 Q Q1 %09

Demonstragao: Ver Brezis[4], p. 55. [ |

Teorema C.10 (Desigualdade de Young) Sejam a,b> 0 e p e q expoentes conju-
gados. Entao,

ab? b
ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver Brezis|4], p. 56. n

Teorema C.11 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP e g € L9, com p e q

expoentes conjugados. Entao, f.g € L' e
[ 191 < 1£lslgloe

Demonstragao: Ver Brezis|4], p. 56. n

Teorema C.12 (Desigualdade de Interpolacao) Se f € LP(Q) N LI(Q) com 1 <
p < q <00, entao f € L'(Q), para todo r € [p,q] e

flor <1191 f15a%

1 1-—
onde—:g+ &,Ogagl.
r p q
Demonstragao: Ver Brezis[4], p. 57. [ |

Teorema C.13 Sejam E um espago de Banach e ¢ : E — (—o00,+00] uma fungao
convexa e semi-continua inferiormente. Entao, ¢ € fracamente semi-continua inferi-
ormente. Logo,

T, == p(r) <lim inf ¢(z,).

n—-+0o00
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Demonstracao: Ver Brezis|4], p. 38. u

Teorema C.14 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (z,,) uma sequéncia limi-

tada em E. Entdo, eviste (xn,;) C (x,) tal que (zy;) € fracamente convergente.

Demonstragao: Ver Brezis|4], p. 50. n
Teorema C.15 Sejam Q € RY, (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(R), tais que

[ = fllr = 0.

Entdo, existe uma subsequéncia (fn;) tal que

(@) fo,(z) = f(z) q. t. p. em Q;
(b) [fo;(®)] < N(x), ¢ t. p. em Q eVj €N, para alguma h € LP(2).

Demonstragao: Ver Brezis[4], pp. 58 e 59. [

Teorema C.16 LP ¢ reflexivo para 1 < p < +o0.

Demonstracao: Ver Brezis[4], pp. 59 e 60. [ |

Teorema C.17 Sejam Q C RY de classe C' e w € W'P(Q). Entdo, existe uma

sequéncia (u,) em CZ(RN) tal que

Up|o — u em WP(Q).

Demonstragao: Ver Brezis|4], p. 162. u

Teorema C.18 (Imersao de Sobolev) As imersdes a sequir sio continuas:
o HYRY) — LP(RM),2 < p< +o00, se N =1,2;
o HY(RY) — LP(RV),2<p<2* se N> 3;

o DI2(RN) < L (RY), N > 3.

Demonstragao: Ver Willen|22], p. 9. n

Teorema C.19 (Imersao de Rellich) Se p(f2) < oo, entdo a imersio a sequir é

compacta

H(Q) — LP(Q),1 < p < 2",

Demonstracao: Ver Willen|22], p. 9. ]
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Teorema C.20 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Sejal < p < N, entio WIP(RY) C

LP" (RY) onde 1% = % — ., e existe uma constante C = C(p, N) tal que

lulpp < C|Vulpe, ue WH(RY).

Demonstragao: Ver Brezis|4], p. 162. n

Definigao C.2 (Suporte de uma fungao) Sejam Q C RN um aberto e f uma fun-
¢ao definida em Q a valores reais. Considere a familia (9;)r,9; C Q, de todos os abertos

tais que, para cada i € I, f =0 q.t.p. em ;. Ponha © = Uz?z-. Entao, o suporte de
iel
f, denotado por supt f, € definido como sendo o conjunto

suptf = Q\O.
Quando f é uma fungao continua, o suporte de f € o fecho do conjunto {z € Q; f(z) # 0}.
Teorema C.21 (Lema Fundamental das Distribuigoes) Seja f € L}, (Q) tal que
/Qfgbdx =0,V € C(Q).

Entao, f =0 q.t.p. em €.

Demonstracao: Ver Brezis|4], pp. 61 e 62. ]

Teorema C.22 (P.L. Lions, 1984) Sejam r > 0 ¢ 2 < ¢ < 2*. Se (u,) € limitada
em HY(RY) e se

sup / lun|? — 0,n — +o0,
B(y,r)

yeRN
entao
u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.
Demonstragao: Ver Willen[22], p. 16. [ |

Teorema C.23 (Principio de Concentragao - Compacidade) Seja (p,) uma sequén-

cia em LY(RY) satisfazendo

pHZOemRNe/ pndr = )\,

RN
para algum X\ > 0 fizado. Entao, existe uma subsequéncia (pp,) de (pn) verificando
uma das trés possibilidades a sequir:

(i) (compacidade) existe y, € RY tal que, para todo € > 0, existe R > 0 satisfazendo
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/ Py (T)dr > N —€;
yk+Br

(ii) (nulidade) klim sup / P, (2)dx = 0,VR < +00;
Yk+Br

(iii) (dicotomia) existe v € (0, ) tal que, para todo € > 0, existe kg > 1 e py, pi €
LY (RY) satisfazendo, para k > ko:

o |lpn, — (or + i)l <&

/ prdr — o
RN

/ pRdz — (A — o)
]RN

o dist(supt pi,supt pi) — +00,k — +00.

° <eg;

)

° < e

)

Demonstragao: Ver Lions|16], pp. 115 - 117. [ |

Teorema C.24 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espago de Ba-
nach real e I € C'(E,R) satisfazendo a condigao (PS). Suponha I(0) =0 e

(I1) existem constantes p,a > 0 tais que I) > o

B 0B,
(1) existe e € E\B, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > «. Além disso, ¢ € caracterizado como
¢ = inf er maxt € [0, 1]1((1)),
onde

I'={y € C([0,1]);7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragao: Ver Rabinowitz[25], pp. 7 e 8.

N
62
Teorema C.25 Seja Au = (9_1; <0 em Q C RY e suponha que existe y € Q
€T=
i=1 i

verificando u(y) = igfu. Entao, u € constante.

Demonstragao: Ver Gilbarg-Trudinger[10], p. 15. n
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C.1 Resultados Demonstrados

Teorema C.26 Sejam R > 0,Br = Bg(0) e f : RN — R uma fungdo integrdvel.
Entao,

RE}IEOO /BR f(z)dx = - f(z)dz.

Demonstragao: Consideremos a aplicagao xp, : RY — R definida por

1, se x € Bp

XBg(T) = :
! 0, se e RN\Bx

Entao, fxp, € integravel, para todo R > 0, e
f(x)dx = f(@)xB,(x)dz. (C.1)
Br RN
Dado z € RY, escolha Ry > 0 de modo que
|z] < Rp.
Desta forma, para R > Ry, temos x € Bg e, consequentemente,
f(@)xBg(x) = f(2),
o que implica
f(@)xBy(x) = f(z) q. t. p. em RY quando R — +oo.

Além disso,

F@)x5a(@)] < 1f(2)] ¢ t. p. em RY / F(@)|dz < +oo.

RN

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim » f(x)xBg(x)de = - f(z)dz. (C.2)

R—+00

De (C.1) e (C.2),

R—+o00

lim f(z)dx = f(z)dz.
Br RN

Observacao C.1 Do Teorema (C.26) , seque que
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lim f(z)dx = 0.

Teorema C.27 Sejam Q C RY aberto e h : L9(Q) — L) a aplicagio dada por

h(u) = ut, onde ut(z) = max{u(z),0}. Entao, h € continua.

Demonstragao: Observemos inicialmente que se v € L7(2), entdao ut € LI(Q),
mostrando que h estd bem definida.

Sejam (u,) C L1(Q) e u € LY(Q) tais que
u, = u em LY(Q). (C.3)
Notemos que u™(z) = j(u(z))u(z), onde

1, se t>0

j(t) = :
0, se t<O

Logo,
i) = bl = [ g~ e
Q
Q
< o0 ( [ 5t o+ [ i) — e
o Q
< 2q/ |ty — ul?dz + Qq/ 7 (un) = j(u)|*d.
Q Q
De (C.1), segue que

/ |, — ul|?dz — 0
Q

e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos mostrar que
| i) = stwirdz = o.
Portanto,
h(u,) — h(u) em L1(2),
mostrando que h é continua. [ ]

Observacao C.2 De maneira andloga, podemos mostrar que a aplica¢ao H : LP — LP

dada por H(u) = u~ € continua.
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Teorema C.28 Seja Q C RY um conjunto aberto e limitado. Se p > q, entdo

LP(Q) = LI(Q).

Demonstragao: Seja f € LP(1).
Observe que |f|? € Lg(Q) egeE LP%‘I(Q), onde g é dada por g(z) = 1,Vz € Q.

Sendo § e pL expoentes conjugados, segue da desigualdade de Holder que

Lireae = [ s
()" (fore)

= [ (£l < +oo.
Assim, f € L9(Q) e
1£llze@) < ()5 (| £llzo).
Portanto,

LP(Q) = LIQ).
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