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Abstract

In this dissertation we study the ordinary polynomial identities for the Grassmann
Algebra with unity, denoted by FE, and without unity, denoted by FE’, for fields
of characteristic different from 2. We also study the Z,-graded identities of the
algebra E over fields of positive characteristic. Finaly, we describe the T-space of the
central polynomials of E for fields of characteristic zero and also for fields of positive
characteristic, moreover we describe the T-space of the central polynomials of E’ for
fields of positive characteristic.

Keywords: PI-Algebras, Graded Algebras, Graded Polynomial Identities,

Central Polynomials.
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Resumo

Neste trabalho de dissertacao estudamos as identidades polinomiais ordinarias
para a Algebra de Grassmann com unidade, denotada por F, e sem unidade, denotada
por E’, para corpos de caracteristica diferente de 2. Além disso, também estudamos as
identidades Z,-graduadas da algebra E no caso em que o corpo tem caracteristica
positiva. Por fim, descrevemos o T-espaco dos polindémios centrais de E tanto
para corpos de caracteristica zero, quanto para corpos de caracteristica positiva
e descrevemos também os polindmios centrais de E’ para corpos de caracteristica
positiva.

Palavras-Chave: PI-Algebras, Algebras Graduadas, Identidades Polinomiais

Graduadas, Polindmios Centrais.
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Introducao

A Pl-teoria (do inglés Polynomial Identity) é uma sub-area importante e recente
da teoria de anéis, que trata de &lgebras com identidades polinomiais. Sendo A uma
algebra dizemos que o polinoémio f(xz,...,x,) nas varidveis ndo-comutativas z1, ..., x,
¢ uma identidade polinomial para A se f(a4,...,a,) = 0 para quaisquer elementos
de A. Se existe uma identidade nao nula, A é dita uma Pl-algebra. As &algebras
comutativas, dlgebras de dimensao finita, dlgebras nilpotentes e a algebra de Grassmann
sao exemplos de PI-algebras.

Historicamente, o desenvolvimento da PI-Teoria teve inicio por volta de 1930,
embora de forma implicita, com os trabalhos dos matematicos Dehn [13] e Wagner
[49], mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se mais intensamente apos
o artigo de Kaplansky [22]|, onde o autor mostrou que toda PI-algebra primitiva é
uma algebra simples e de dimensao finita. No mesmo periodo ele levantou o seguinte
questionamento: "qual seria 0 menor grau de identidade polinomial satisfeita pela
algebra das matrizes de odem n sobre um corpo?” A resposta para este questionamento
foi dada por Amitsur e Levitzki [2], em 1950, quando eles mostraram que o polindémio
Son(T1,- o, Ton) = Y pes, (—1)7To(1) - To(an) (polindmio standard de grau 2n) é a
identidade de menor grau satisfeita pela algebra das matrizes de ordem n, a menos
de multiplicagdo por escalar. Anos mais tarde, outros mateméaticos como Swan [46],
Razmyslov [36] ¢ Rosset [40] apresentaram outras demonstragoes para este resultado.
Rosset conseguiu dar uma prova mais concisa usando propriedades basicas da algebra
de Grassmann e do traco matricial.

O Teorema de Amitsur e Levitzki foi de extrema importancia no desenvolvimento

da PI-algebra e motivou outros trabalhos, dentre eles o Teorema de Amitsur [1], o qual



garante que dada uma PI-algbra existem k, m > 0 tais que s}*(x1,...,2%) é uma
identidade para esta algebra. No entanto, a algebra de Grassmann E de um espaco
vetorial de dimensao infinita sobre um corpo de caracteristica zero nao satisfaz nenhuma
identidade standard. Mas, veremos no Capitulo 2 que sobre um corpo de caracteristica
positiva p > 2 a algebra de Grassmann E satisfaz a identidade standard s,44.

Denotaremos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais satisfeitas
pela algebra A. E facil ver que Id(A) ¢ um T-ideal, ou seja, um ideal invariante por
todos os endomorfismos de K(X). Deste modo, se desejarmos descrever todas as
identidades satisfeitas por A basta encontrar os geradores de Id(A) como T-ideal. A
questao da existéncia de um conjunto finito de geradores para [d(A) levantada por
W. Specht, em 1950, ficou conhecida como problema de Specht e foi solucionada por
Kemer em [25] e [26]. Vale ressaltar que nesses trabalhos Kemer ndo mostrou como
determinar tais geradores, problema este que ainda se encontra em aberto para muitas
algebras associativas.

Em nosso trabalho iremos descrever as identidades e os poliné6mios centrais
para a Algebra de Grassmann (ou Algebra exterior). A estrutura dessa algebra foi
introduzida em 1844 por Hermann Grasmann (1809-1877), em sua obra Die Lineale
Ausdehnundslehre que pode ser traduzida como ““teoria da extensao” ou “teoria das
magnitudes extensivas". A Algebra exterior que hoje leva o nome de seu criador surgiu
para solucionar o seguinte problema: dado um espaco vetorial de dimensao finita sobre
um corpo K é possivel construir, da maneira mais geral possivel, uma algebra A gerada
por V de modo que v? = 0 em A, para todo v € V.

Dizemos que uma é&lgebra A é Zs-graduada (ou superdlgebra) se pode ser
decomposta como soma direta de subespacos A = A @ AM tais que AW AU C AE+I)
para i = 0,1. A algebra de Grassmann com a sua Zy-graduacao natural ¢ um exemplo
importante de superalgebra. Dada uma superalgebra qualquer A = A© @AM podemos
obter uma nova superalgebra a partir da Z,-graduacao natural de F, a qual é chamada
de envolvente de Grassmann de A e é definida por E(A) := (EO @A) g (EW @ AW),
A envolvente de Grassmann é uma ferramenta béasica para o estudo de variedades de
dlgebras (i. é, uma classe de algebras que satisfazem um conjunto dado de identidades)
que nao podem ser geradas por algebras finitamente geradas. Kemer em [25]| mostrou

que toda variedade pode ser gerada pela envolvente de Grassmann de uma superalgebra



de dimensao finita. Em nosso trabalho nao iremos abordar essa questao, e caso o leitor
queira mais detalhes veja [25] e [27].

Além das identidades polinomiais, outro conceito importante em Pl-teoria é o de
polindémios centrais. Um polinémio f(z1,...,x,) é dito central para uma algebra A,
se quando avaliado em quaisquer elementos de A resulta em um elemento pertencente
ao centro de A.

Em 1956, Kaplansky [23] apresentou uma lista de problemas que motivou uma
série de pesquisas relevantes durante décadas. Um desses problemas envolvia a
existéncia de polinémios centrais para a algebra de matrizes M,,(K) paran > 2 (para o
caso n = 2 ja era conhecido o polinémo central de Hall). Este problema foi solucionado
em 1972-1973, por Formanek [17] e Razmyslov [37]. Posteriormente baseado em
resultados de Amitsur, Kharchenko [29] obteve uma outra prova da existéncia de
polinémios centrais para M, (K). Para mais resultados sobre os polinémios centrais
veja [16] e [19].

A importancia da algebra de Grassmann tanto em PI-teoria como em outras areas
nos motivou a estudar os conceitos de identidades polinomiais ordinarias, identidades
polinomiais Zy-graduadas e polindmios centrais para esta algebra.

Nosso trabalho estd organizado em quatro capitulos. No capitulo nos
preocupamos em apresentar as definicdes e os resultados necessarios para a leitura
dos demais capitulos, e para nao sobrecarregar a leitura algumas demonstragoes foram
omitidas (as quais podem ser encontradas em [19] e [15]).

No capitulo 2, fizemos um estudo sobre o T-ideal para a &lgebra de Grassmann
sobre um corpo de caracteristica zero e sobre um corpo de caracteristica positiva
diferente de dois. Além disso apresentamos os principais resultados sobre o T-ideal
da algebra de Grassmann sem unidade, os quais serao utilizados no capitulo 3.

No terceiro capitulo trabalhamos com o artigo de Centrone [8], no qual, usando
argumentos similares aos de Di Vincenzo e Da Silva [48], ele determina uma base para
as identidades graduadas de cada uma das Z,-graduacoes de E sobre um corpo de
caracteristica positiva em que os geradores e;, 2 = 1,2, ..., sao homogéneos.

No quarto capitulo apresentamos a descri¢do dos polindmios centrais feita em [7].
Neste artigo os autores provaram que quando lidamos com um corpo de caracteristica

zero C(F) (o T-espago dos polindmios centrais) é um T-espaco finitamente gerado o



que nao ocorre quando a caracteristica é positiva. A saber, esse é o primeiro exemplo
de uma algebra associativa cujo T-espaco dos polindmios centrais nao é finitamente

gerado.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos e resultados relevantes para
o desenvolvimento do nosso trabalho. Em todo capitulo K denotard um corpo e, a
menos de mencao em contrario, todas as algebras e espacos vetoriais serao definidos

sobre K.

1.1 Algebras e Algebras Envolventes

Defini¢ao 1.1.1 Uma K-dlgebra ( ou dlgebra sobre K ou simplesmente dlgebra) é um

14 b

par (A, %), onde A é um K- espaco vetorial e “x” é uma operacao bilinear em A, ou

seja x : A x A — A satisfaz:

(i) (a+b)xc=a*xc+bxc
(it) ax(b+c)=axb+axc
(117) (Ma) xb=ax(\b) = Aa*b).

para quaisquer a,b,c € A e X € K.

A operacdo “ 7 é chamada de produto ou multiplicacdo. Por simplicidade a
K-algebra (A, x) sera denotada por A, ficando o produto subentendido, e escreveremos
ab ao invés de axb, para a,b € A. Dados a, b, c € A definimos abc como sendo (ab)c e, de
um modo geral, definimos ajas . .. a, € A como sendo (ajas . ..a, 1)a,, para quaisquer

ai,Qs,...,a, € A.



Definicao 1.1.2 Seja A uma K-dlgebra. Uma base de A é definida como sendo
uma base do espago vetorial A. Definimos a dimensao de A (dim A) como sendo

a dimensao do espago vetorial A.

Definigao 1.1.3 Seja A uma K-dlgebra. Diremos que a dlgebra A é :
(i) Associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A;
(i) Comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € A;

(11i) Unitdria (ou com unidade) se existe 14 € A tal que 1pa = aly = a para todo
a € A;

(iv) Algebra de Lie se valem a®> = aa = 0 e (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidade de
Jacobi) para quaisquer a,b,c € A

Observagao 1.1.4 Sejam A uma dlgebra e S um conjunto gerador de A (como espago

vetorial). Nao € dificil mostrar que:

(i) A € associativa se, e somente se, (r1r2)xs = x1(xews), para quaisquer

X1, Ta, T3 € 5.
(i) A é comutativa se, e somente se, T1Ty = Toly, Para quaisquer Ty, Ty € S.

(iii) A € unitdria se, e somente se, existe 14 € A tal que 1ax = x4 = x, para todo
xresS.

Sendo A uma algebra unitaria e A € K, identificaremos A com o elemento Al 4
de A e o corpo K como o subconjunto {Al4; A € K} (subespago gerado por 14).

Apresentaremos a seguir exemplos importantes de algebras.

Exemplo 1.1.5 Sendo K um corpo e n € N, o K-espago vetorial M,(K) munido
de seu produto usual € uma K-dlgebra associativa com unidade. Destacamos nesta
dlgebra as matrizes elementares F; ; que possut 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima
coluna e 0 nas demais. E ficil ver que elas formam uma base para M,(K) e assim
dimg M, (K) = n?. De um modo geral, se A é uma K -dlgebra, o K-espago vetorial
de todas as matrizes de ordem n X n com entradas em A, munido do produto usual de
matrizes € uma K-dlgebra.

Exemplo 1.1.6 Sejam V um K-espago e L(V) o K-espago vetorial dos operadores

lineares de V.. Munido da composi¢ao , L(V) € uma K-dlgebra associativa unitdria.

Exemplo 1.1.7 O espaco vetorial real R? munido do produto vetorial é uma R-dlgebra,

em particular é uma dlgebra de Lie.
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Exemplo 1.1.8 O espago vetorial K[x] dos polindmios na varidvel x com coeficientes
em K, munido do produto usual de polinémios € uma dlgebra associativa, comutativa
e unitdria. De um modo geral, considerando o conjunto X = {x1,...,x,} podemos

definir a dlgebra comutativa dos polindmios em n varidveis, a qual denotaremos por
Ky, ..., 2,).

Agora veremos o nosso principal objeto de estudo nesse trabalho.

Exemplo 1.1.9 (Algebra de Grassmann ou Algebra Exterior) Sejam K um
corpo e Vo espago vetorial sobre K de dimensao infinita enumerdvel com base
€1, €, .... Denotamos a dlgebra exterior sobre K por E, a qual € associativa e unitdria

e tem como base o conjunto

{1E, €i1€i2...€im‘m€N, i1<i2<...<im}

e com a multiplicagio induzida por €2 = 0 e e;e; = —eje;. Destacamos em E os
subespacos:
EO = (1g, e €iy.. €, | mépar, i <iy < ...<lip)e
EWM = (€ €1y . € | m € impar, i1 < i < ...<'ip).
Claramente E = E© @& EW . Uma vez que eie; = —eje;, temos

(eileiZ cet 6im)(€j1€j2 tee e]n) = (_]‘)mn(ejle.j? tee ejn)(eilei? v ei'r?L)’

para quaisquer m,n € N. Dai ab = ba para quaisquer a,b € E©) e xy = —yx para
quaisquer x,y € EMW. Note que se charK = 2, entdo E € uma dlgebra comutativa, o
que nao serd interessante neste trabalho, por isso iremos considerar char K # 2.
Considere E' o subespago de E gerado por {e; e, ...e; |m N, iy < ...<ipy}.
Temos que E', munido da operacao de E, é uma dlgebra chamada dlgebra exterior
sem unidade. Observe que E' = E'© @& EW onde E'O ¢ o subespaco gerado por

{€i€iy .. €| mépar, iy <ipg <...<ip}.

Exemplo 1.1.10 Seja A uma K-dlgebra sem unidade e considere o produto direto dos
K-espacos vetoriais K e A, K x A={(\ a)|\ € K ea € A}. Defina o produto:

(A1, a1)(A2, a2) = (A2, Adrag + Aaar + aqas).

Munido deste produto, K x A ¢ uma K-dlgebra, a qual denotaremos por K® A. Observe
que K @ A possui unidade, a saber (14,04) e tal construgao é chamada de adjungao
formal da unidade a A.

Assim, a dlgebra exterior E pode ser vista como E = K & E'.
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Sendo a,b € A, definimos o comutador de a e b, denotado por [a, b], como sendo
[a,b] = ab — ba. De um modo geral, definimos o comutador de comprimento n como
sendo [ay, as,...,a,] = [[a1,...,a,1],a,], onde a; € A. A partir de um calculo direto,
podemos mostrar que

[ab, ] = alb, c] + [a, ]b. (1.1)

Fazendo inducao sobre n podemos mostrar que:
n
[alag...an,c]:: E al...ai,lku,chu+1...an. (1.2)
i=1

O proéximo resultado nos permite obter uma estrutura de algebra a partir de um

espaco vetorial, desde que se conheca uma base para o mesmo.

Proposicao 1.1.11 Sejam A um espaco wvetorial e [ wuma base de A. Dada
f B x B — A, eriste uma unica aplicacao bilinear x : A x A — A tal que

uy * ug = f(u1,us) para quaisquer uy, us € f3.

Demonstracao: Tomemos a € A. Entao a = Zauu, onde o, € K e o conjunto
uep

{u € B; ay, # 0} ¢é finito. Desta forma, dados a = 3 ga,u, eb =37 sA\v € A,
defina * : A — A da seguinte maneira:
axb=3 o\ f(uv),
u,vESB

observe que “x” estd bem definida pois se Y ;7,0 = > 570, com A, N, € K,

entdo A\, = A, para todo v € (. Considerando agora p € e a = Zueﬂ U,

a; = Zueﬁ alu, b= Zveﬁ AU, temos

(a+ay)*b = Z(au—i—a’u)u*ZAw

ueP vep

= " (0wt A (u.0)

u,VES

= Z ay Ay f(u,v) + Z Ao f (u,v)

u,vEP u,vER

= (a*b)+ (a1 xb)

pulaxb) = Z po Ay f (1, v)

u€ef

= Z(uau)u * Z Ay
uef veR

= (pa) *b.

13



De modo inteiramente analogo, mostra-se que p(a * b) = a * (ub) e que

43 b

a* (by + bg) = a * by + a x by, para quaisquer by, by € A. Logo, “x” & bilinear.

Considerando agora uy, us € 3, temos que ug = », _ 5, u, onde a,, = 1 se u = uy,

u€eP

eau:Oseu%uleuQ:ZUeﬁ)\vv, onde A\, =1sev=mus e\, =0se v =#uy. Dai,
ukup = Y A f(u,0) = A, fu,0) = flu,v),
uwep
e obtemos que * estende f.
Mostremos agora a unicidade da aplicagdo. Suponha que x : A x A — A estende
f. Entao deveriamos ter

axb = Z Ay (U %1 0)

u,VEP

= Z au}‘l}f(“? U)
u,vEP
= axb.

13 2 13

Portanto, “x”7 e “%

7

sao iguais. m
Definicao 1.1.12 Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que :

(i) um subespaco B de A é uma subdlgebra de A se é multiplicativamente fechado,

1sto €, biby € B para quaisquer by, by € B;

(ii) um subespaco I de A é um ideal(bilateral) de A se AI,IA C I, ou seja, se

ax,xa € I para quaiquer a € A ex € 1.

Observacao 1.1.13 Definimos também ideais unilaterais. 1 € dito ideal a direita

(respectivamente & esquerda) se IA C I (respectivamente AI C I).

Exemplo 1.1.14 Considere k € N e E, o subespaco de E gerado por
{1,ei,€ip...€,|l < k}. Temos que Ey é uma subdlgebra de E.

Exemplo 1.1.15 Seja A uma dlgebra associativa. O conjunto
Z(A) ={a € Alax = za, para todox € A}

¢ uma subdlgebra de A chamado de centro de A. Da Algebra Linear, temos que dado
neN, Z(M,(K)) ={\,|\ € K}. Pelo Exemplo 1.1.9, obtemos que Z(E) = E°.

Observacao 1.1.16 Sendo A uma dlgebra, {I\| X € A} uma familia de ideais de A e
{B,|v € T'} uma familia de subdlgebras de A, ¢ facil ver que (o) In € um ideal de A

¢ (yer By € uma subdlgebra de A.
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Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Definimos a relacao de congruéncia

modulo T por:

Definigao 1.1.17 Sendo a,b € A, a é dito congruente a b mddulo I se a —b € I.

Tal relacao sera denotada por a = b (mod I) ou a =; b. O conjunto {a + i|i € I}
é chamado de classe de equivaléncia de a modulo I e serd denotado por @ ou a+ 1. O
conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo I de A seré representado por A/I.

Considere o K-espaco vetorial A/I, cujas operacoes sao dadas por:

G+b=a+be \a=\a,
para quaisquer a,b € A e A € K. Considerando agora, a multiplicacao

CA/Tx AT = AJT

(a,b) +— a.b=ab

como [ & um ideal , temos que ela estd bem definida e faz de A/l uma algebra chamada

de Algebra Quociente de A por I.

Definicao 1.1.18 Sejam A wma dlgebra e S um subconjunto nao wvazio de A.

Definimos:

(i) A subdlgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interse¢io

de todas as subdlgebras de A que contém S (ou S U1y, caso A seja unitdria).

(ii) O ideal de A gerado por S, denotado por Is, como sendo a intersegao de todos

0s ideais de A que contém S.

Da Definigao anterior, segue que K (S) é a “menor” subalgebra de A que contem
S, e o ideal de A gerado por S é o “menor” ideal de A contendo S. Se S; C Sy C A,
entao K (S;) C K(S5) C A e o ideal gerado por S; esta contido no ideal gerado por Ss.

Sendo A uma élgebra, dizemos que S C A gera A (como algebra) ou é um um
conjunto gerador para a dlgebra A, se K(S) = A. Além disso, A é dita uma dlgebra
finitamente gerada se existe S C A finito tal que K(S) = A. Sendo A uma algebra
associativa unitaria, ndo é dificil ver que, K(S) coincide com o subespago de A gerado
por {s182...8,|n €N, s; € S} e o ideal de A gerado por S coincide com o subespago

de A gerado por {asbla,b € A, s € S}.
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Definicao 1.1.19 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear ® : A — B
é dita um homomorfismo de dlgebras se ®(ajaz) = P(ay)P(az) para quaisquer

aj,as € A. Se A e B possuem unidade, exigimos que ®(14) = 1p

Dizemos que P é:

(i) wm monomorfismo de dlgebra (ou mergulho, ou imersao) se ® é um homomorfismo

injetor;

(ii) um isomorfismo de dlgebras se ® é um homomorfismo de algebras bijetor, neste

caso diremos que A e B sao algebras isomorfas e denotaremos A ~ B;
(i) wm automorfismo da dlgebra A se ® : A — A é um isomorfismo;

(iv) wm endomorfismo da dlgebra A se ® : A — A é um homomorfismo. Denotaremos

por End(A) o conjunto de todos os endomorfismos de A.

Seja ® : A — B um homomorfismo de algebras denotamos o niicleo de ® por
Kerd = {x € A; ®(z) = 0} e a imagem de ® por Im® = {b € B; ®(a) = b}. E facil
mostrar que Ker® é um ideal de A e Im® é uma subalgebra de B.

A seguir definiremos algebras livres em uma classe de algebras associativas
unitarias. Os conceitos basicos de Pl-teoria, que serao apresentados nas proximas

secoes, estao definidos nestas algebras.

Definicao 1.1.20 Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F € B é
uma dlgebra livre de B se existe um subconjunto X que gera F' (como dlgebra) tal que
para toda dlgebra A € B e toda aplicacao h : X — A existe um dnico homomorfismo
p: F'— A estendendo h. Nestas condicoes dizemos que F' é livremente gerada por X
na classe *B.

Exemplo 1.1.21 Considerando a dlgebra K|z, ..., x,], note que esta dlgebra € gerada
pelo conjunto X = {x1,...,2,}. Sejam A uma dlgebra, a € A e a aplicag¢io
h:X — A, h(x;) = a;. Temos que o homomorfismo ¢ : K[ry,...,x,] — A dado
por o(f(xy,...,2,)) = f(ai,....a,) estende h. Portanto, K|xy,...,x,| € uma dlgebra

liwre na classe de todas as dlgebras associativas, comutativas e unitdrias, livremente

gerada pelo conjunto {xq,...,x,}.

Agora construiremos uma algebra livre na classe de todas as algebras associativas

unitarias. Para isso considere X = {x,z,...} um conjunto nao-vazio e enumeravel
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cujos elementos iremos chamar de varidaveis nao-comutativas. Uma palavra em X é
uma sequéncia Ty Ty, . .. x;,, onde n € N e x;; € X, se n = 0 diremos que a palavra ¢
vazia, a qual denotaremos por 1. Definimos o tamanho da palavra x;,z;, ... x;, como

sendo n. Dizemos que as palavras z;, @, ... %;, € Tj ¥}, ...x;, sao iguais se n = m e

Seja K (X) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras

em X. Tal espago munido do produto (chamado de concatenagao)
(i @iy o ) ) (T Ty - Tjy) = Tiy Ty« o T Ty Ly - .- Ty

¢ uma algebra associativa unitaria e X gera K(X) como élgebra.
Os elementos da algebra K (X) sdo chamados de polinémios, os quais sdo somas
formais de mondmios que por sua vez sao produtos formais de um escalar por uma

palavra em X.

Proposicao 1.1.22 A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas

unitdrias e livremente gerada por X

Demonstracao: Sejam B a classe das algebras associativas unitarias e A € *B.
Considere a aplicacao h : X — A, dada por h(z;) = a;, para i € N. Entao existe uma
tnica aplicacdo linear ¢y, : K(X) — A tal que pp(1) =14 e pp(z1...2,) = 1. .. ay.
Temos que @, é o tinico homomorfismo que estende h. Portanto, K (X) é livre na classe
das algebras associativas unitarias. m

Se f = f(z1,...,2,) € K(X), denotaremos por f(ay,...,a,) a imagem de f por
©n, onde f(ai,...,a,) é um elemento de A obtido pela substitui¢ao de x; por a; em f.

Denotaremos por K;(X) a subalgebra sem unidade de K(X). De modo anélogo a
proposicao anterior temos que K7 (X) é livre na classe de todas as algebras associativas.
Note que K(X) = K;(X) @ (1), onde (1) é o subespago de K(X) gerado pela unidade.

Dada uma algebra A associativa, podemos obter uma nova algebra A~ munida do
produto [ay, as] = ajas — asa;. Conforme vimos na Defini¢ao 1.1.3, A~ é uma algebra

de Lie.

Definicao 1.1.23 Se uma dlgebra de Lie G é isomorfa a uma subdlgebra de A~

dizemos que A é uma Algebra Envolvente de G.
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Exemplo 1.1.24 Seja G uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A
dlgeba Mo(K) é uma dlgebra envolvente de G, pois a subdlgebra My(K)~ gerada por
{E11, E12} € isomorfa a G.

Definicao 1.1.25 Seja G uma dlgebra de Lie. Dizemos que a dlgebra associativa
U = U(G) é uma dlgebra universal envolvente de G se G é uma subdlgebra de
U(G)~ e além disso, U satisfaz a propriedade universal, a qual assequra que para
qualquer dlgebra associativa A e qualquer homomorfismo ® : G — A~ existe um 1nico

homomorfismo ¢ : U(G) — A que estende O.

Exemplo 1.1.26 Seja G a dlgebra de Lie abeliana (isto é [g1,92] = 0 para todos
g1, 92 € G) com dimG = n. Considere {g1,...,g,} uma base de G, a dlgebra
Klg1,...,9s] contém G e é uma dlgebra envolvente de G. Nao é dificil ver que
Klg1,...,9, satisfaz a propriedade universal, portanto € uwma dlgebra universal

envolvente de (.

Os proximos resultados serao utéis na Secao 1.4 e nos auxuliard a determinar

uma base para K (X), essa ferramenta também sera utilizada nos Capitulos 2 e 3.

Teorema 1.1.27 (Poincaré - Birkoff - Witt) Toda dlgebra de Lie possui uma
dnica (a menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(G). Se G tem base

{ei|i € I} e o conjunto de indices é ordenado, entdo U(G) tem base

€i1...€ip‘i1S...Sip,p:(),l,....

Demonstracao: Veja a prova em [15], p.11. =

Teorema 1.1.28 (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)~ gerada por X € livre
na classe das dlgebras de Lie com X como conjunto de geradores livres. Além disso,
U(L(X)) = K(X).

Demonstragao: Inicialmente mostraremos que L(X) é livre na classe das algebras de
Lie. Considere G uma algebra de Lie e a aplicacao h : X — G, dada por h(z;) = g;.
Sejam A uma algebra envolvente de G e 0 homomorfsmo ¢ : K(X) — A que estende h.
Obtemos entao um homomorfismo ¢ : K(X)~ — A~ de algebras de Lie e denotaremos
por ¢ : L(X) — A~ a restri¢cdo de ¢ a L(X).

Note que ¢(z;) = g e X = {x;;i € I} gera L(X). Portanto, ¢(L(X)) C G e
obtemos um homomorfismo ¢ : L(X) — G, com ¥(z;) = g;.

Mostremos agora que U(L(X)) = K(X). E imediato que L(X) C K(X).
Suponha que ¢ : L(X) — A~ é um homomorfismo de &lgebras de Lie, onde A
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¢ uma Aalgebra associativa. Seja ¢ : K(X) — A o tnico homomorfismo tal que
W(x;) = ¢(x;) = a;, i € I. Como ¢(x;) = ¢(x;) para todo z; € X, X gera L(X),
¥ é o tnico estendendo ¢. Portanto U(L(X)) = K(X). =

1.2 PI-Algebras, T-ideais e Variedades de Algebras

De agora em diante, a menos que se mencione o contrario X ira denotar o conjunto

enumeravel {zq,zs,...}.

Definicao 1.2.1 Sejam A wuma dlgebra associativa e f(xy,xa,...,2,) € K(X).
Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial de A (ou identidade polinomial
ordindria de A) se f(ay,...,a,) =0, para quaisquer ay, . .., a, € A. Neste caso diremos

que A satisfaz a identidade f(xq,...,2,) =0.

E imediato que o polinémio f = 0 & uma identidade polinomial para qualquer

algebra A.

Observacdo 1.2.2 E possivel mostrar que f é uma identidade polinomial de A se, e

somente se, [ pertence aos nicleos de todos homomorfismos de K(X) em A.

Definigao 1.2.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial f # 0, dizemos que A é
uma PI-dlgebra.

Denotaremos por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais para A.

Sendo A e B algebras, dizemos que A e B sao Pl-equivalentes se T'(A) = T'(B).

Exemplo 1.2.4 Seja A uma dlgebra comutativa. Entio [11,15] € K(X) € uma

identidade polinomial de A. Em particular, toda dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.2.5 Seja A uma dlgebra associativa de dimensdo finita ¢ dim A < n.

Entao A satisfaz a identidade standard de grau n
STy, .oy Tp) = Z (=)o) - - - Ton),
O'GSn
onde S, € o grupo simétrico de grau n. Assim toda dlgebra de dimensao finita é uma

Pl-dlgebra.

Exemplo 1.2.6 (Teorema Amitsur-Levitzki) A dlgebra M, (K) das matrizes de
ordem n X n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Portanto, M, (K) é uma PI-

dlgebra. Para mais detalhes veja [15], p.79.
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Exemplo 1.2.7 A dlgebra de Grassmann E satisfaz a identidade [x1, x4, x3). De fato,

sejam e;, ...€;,, €, ...¢€;. €eg ...ep elementos da base de E. Observe que:

m
[eil L2 TR ejm] = (1 — (_1)nm)ell =Y TR =%

Se ley...€,,€...€,] # 0, entdo mn e m sio impares assim
0 _
Ciy---€in€j - -ej,, € EO dessa forma e ...€;, €. € €k - €] = 0 para
qualquer | € N.
Se lei, ... €, € ...e;.] =0, entao [e; ...€;,, €5 ...€j, €k ... = 0. Portanto,

E ¢é uma Pl-dlgebra.
Definicao 1.2.8 Um ideal I de K(X) é um T-ideal se o(I) C I, para todo
p € End(K(X)).

Proposicao 1.2.9 Se A ¢ uma dlgebra entao T(A) é um T-ideal de K(X).
Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entdo eziste alguma dlgebra B tal que
T(B) =1.
Demonstragio: E facil ver que T'(A) ¢ um ideal de K(X). Resta mostrar que T(A)
¢ invariante para todo endomorfismo ¢ € End(K (X)), tomemos arbitrariamente
f = flxy,...,2,) € T(A) e ¢ € End(K(X)). Note que se ¢ : K(X) — A
¢ um homomorfismo qualquer de &lgebras, entdo ¥ (p(f)) = (¥ o ¢)(f) = 0 pois
oy : K(X) — Aéum homomorfismo de algebras e f € T(A). Portanto, ¢(f) € Keriy
e deste modo p(f) € T(A).

Dado I um T-ideal de K(X), consideremos a &algebra quociente B = K(X)/I
e a projecao canonica 7 @ K(X) — K(X)/I. Se f € T(B), entdao f € Kern.
Como Kerm = I, temos que T(B) C I. Por outro lado, se f(z1,...,2,) € I e
G, gn € K(X), entdo f(g1,...,9,) € I e dai f(q1,....9n) = f(g1,--.,9n) = 0.
Assim, [ C T'(B) e como queriamos demonstrar 7'(B) = 1. ®

E possivel mostrar que a intersecdo de uma familia qualquer de T-ideais ainda
é um T-ideal. Portanto, dado um subconjunto S qualquer de K(X), podemos definir
o T-ideal gerado por S, o qual denotaremos por (S), como sendo a interse¢ao de
todos os T-ideais de K(X) que contém S. Assim, (S)” ¢ o menor T-ideal de K(X)
contendo S.
Exemplo 1.2.10 ([15], Teorema 5.2.1) Sejam K um corpo infinito e Uy (K) a dlgebra
das matrizes k x k triangular superiores. Entio T(Uy(K)) = ([z1,xa] . . . [Tor_1, T21]) "

Dizemos que todas as identidades de Uy (K') sequem (ou sao consequéncia) do polinomio

[xh Iz] cee [$2k—1, I2k]-

20



Exemplo 1.2.11 Sendo K um corpo de caracteristica zero, em 1973 Razmyslov
exibiu uma base com nove identidades para My(K). Usando este fato, em
1981, Drensky reduziu esse resultado, também para charK = 0, e mostrou que
T(My(K)) = (sq(w1, 22,73, 24) € [[x1,22)% 11]))T. Em 2001, Koshlukov generalizou o
resultado de Drensky para K infinito e de caracteristica diferente de 2. Se charK = 3
é necessdrio uma terceira identidade (veja [10]). Até o momento, a descri¢io de
T(My(K)) estd em aberto para charK = 2.

No Capitulo 2, iremos descrever o T-ideal da algebra de Grassmann E quando a
caracteristica do corpo for zero ou positiva e diferente de 2.
Definicao 1.2.12 Seja {fi(x1,...,2,,) € K(X)|i € I} um conjunto de polinémios da
dlgebra associativa K(X). A classe B de todas as dlgebras associativas que satisfazem

as identidades f; = 0, 1 € I, é dita variedade (de dlgebras associtivas) determinada
pelo sistema de identidades {f;|i € I}.

Exemplo 1.2.13 A wvariedade determinada por S = {[z1,x2]} € a classe das dlgebras

assoctativas e comutativas.

1.3 Algebras Graduadas

Nesta secao iremos apresentar conceitos e resultados relevantes sobre algebras

graduadas que serao utilizados no Capitulo 3.

Definicao 1.3.1 Seja G um grupo, uma dlgebra A é dita G-graduada, se
A= ®g€G AW e AW AN C Aldh)

para quaisquer g, h € G.

Na Definicao acima, o subespaco A é chamado de componente homogénea

de grau g e seus elementos sao chamados de elementos homogéneos de grau g.

Exemplo 1.3.2 Seja € o elemento neutro do grupo G, definindo A9 = {0}, se g # ¢
e A = A, Entio A = D,cc AW ¢ uma G-graduagdo (chamada graduacio trivial).

Exemplo 1.3.3 Considere a dlgebra de Grassmann FE e o0s subespacos
EO = (1p,e;...e5 |n 1) e EY = (e ...€, ,/n > 0). Sabemos que
E=E9gEWY ¢ EOEU) C EOH) para quaisquer i,j € Zo . Assim E admite uma

Zo-graduacao, a qual chamamos de Zs-graduacao canénica ou natural. QOutra

2
C

Zo-gaduacao para E bastante conhecida € a trivial na qual E = E ® 0. Veremos as

demais Zs-gaduacoes para E na Secao 3.1.
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Exemplo 1.3.4 Considere o mondide aditivo Ng (Ng = NU{0}) e a dlgebra K|x].
Para n € Ny, defina W™ = (z™). Nao ¢ dificil ver que K[z] = ©pen, W™ ¢ uma
algebra Ny-graduada.

Exemplo 1.3.5 Considere n € N, n > 2, a dlgebra M = M,(K) e o grupo
Z,=1{0,1,....,n—1}. Dado a € Z,, defina M = (E;;|j —i=a). A decomposi¢io
M, (K) = ©aczM® ¢ uma Z,-graduagao.

Tomemos agora o grupo Z. Sendo k € Z, definimos M®) = (E;|j —i = k), se
—(n—=1)<k<n—1,e M® =0se| k|>n. Nao é dificil mostrar que M,, = @pezM™*)

€ uma Z-graduacgao.

Proposicdo 1.3.6 Se A ¢ uma dlgebra G-graduada entio 14 € A, onde € € o

elemento neutro de G.
Demonstracao: Como 14 € A, temos que existem g¢1,..., g, € G tais que
la=ac+ag +...+ay, (1.3)

com a, € A e ag, € AW) para i = 1,...,n. Tomando agora h € G e a, € AW
arbitrarios, temos

ap = apa. + apQg, + ...+ apQyg,

Observando que ana. € AM), apag, € APt9) e b oh+ g1,...,h + g, sdo dois a dois
distintos, podemos concluir que apa,, = 0 para ¢ = 1,...,n, donde apa. = a,. De
modo totalmente andlogo mostramos que a.a, = a; € assim concluimos que a. = 14.
[ |

Definigao 1.3.7 Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Dizemos que o homomorfismo

¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado se o(AY) C BY  para todo g € G.

De modo andlogo definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Para definir identidades polinomiais e T-ideais G-graduados, serd necessario o
conceito de algebra livre graduada. Considere a familia dos conjuntos enumeréveis,
dois a dois disjuntos, {X@},cq. Seja X = UyegX@ e K(X) a algebra associativa

livre. Definimos:
all) =€ a(z;)=gsexz; € XD ea(z;, ...z;,) =alzy)...a(z,).

Tomando K(X)9 = (x; ...x; |a(z;, ... 2;,) = g), temos K(X) = @geGK()Q@ e
K(X)9K(X)M C K(X) e assim K(X) é uma algebra G-graduada, denominada

algebra associativa livre G-graduada.
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Notacio 1.3.8 Se f € K(X)9, entio a(f) = g.

Defini¢ao 1.3.9 Sendo A = @D, AY) uma dlgebra G-graduada e K(X) a dlgebra
associativa livre G-graduada. Dizemos que um polinémio f(z1,...,x,) € K(X) é uma
tdentidade G-graduada de A se f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer a; € A tais que
ala;) = alx;), 1 <i<n.

Exemplo 1.3.10 Sendo E a dlgebra de Grassmann munida da Zs-graduacdo natural,

14

0 polinomio f(xq1,x2) = 10Xy = X122 + xowq (chamamos “o” de produto de Jordan),

com (1) = a(xs) = 1, € uma identidade Zs-graduada de E.

Definicao 1.3.11 Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
K(X) é um Tg-ideal se p(I) C I para todos endomorfismos G-graduados ¢ de K{X).

Dado um subconjunto S de K(X), definimos o Tg-ideal gerado por S, o qual
denotaremos por (S)7¢, como sendo a interse¢ao de todos os Tg-ideais de K(X) que

contém S.

Observacao 1.3.12 Quando G = Z,,, denotaremos o Tg-ideal por T,.

O proximo resultado estabelece uma relacao importante entre T-ideais ordinarios

e T-ideais graduados.

Proposicao 1.3.13 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas tais que T (A) C To(B).
Entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Ta(B), entao T(A) = T(B).

Demonstracao: Consideremos a 4lgebra associativa livre K(Y), onde
Y ={vy1,y2,-. -} eseja f(yr,...,yn) € T(A). Dados by, ..., b, € B, tomemos b;, € B,

para i = 1,...,n e g € G, tais que b; = > _.b; . Para cada b;, # 0, tomemos

geG g
T, € X e consideremos o polinémio f; = f (dec xig,---,deG xng> € K(X).

Como f € T(A), temos f1 € Tg(A) e dai fi € Tg(B). Fazendo entdo as substituigoes

g

T, = b, parai=1,...,ne g€ G, temos

f(bl,...,bn):f<Zbi9,...,2bng> =0

geG geG

g

e assim f € T(B).
Se Tg(A) = Te(B), entdao T(A) C Ti(B) e Ta(B) C Ti(A), e dai segue a tltima

afirmacao. =
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Observacao 1.3.14 A reciproca da proposicio nao € verdadeira. Como contra-
exemplo, dado n € N, tomemos o subespaco FE, de E gerado pelo conjunto
{1g,€i,...eilin < ... < i < n}. E, € uma subdlgebra de E, e a partir da
Zs-graduagao natural de E (veja o Exemplo 1.3.3), podemos definir uma Zs-graduagao
para E, dada por: E, = EX @ EVY, onde EY) = E,NnE© ¢ EY = B, N EW.
Tomando n par e as dlgebras E,, e E, 1 (sendo K um corpo de caracteristica diferente

de 2) com suas Za-graduagées naturais, temos que T(E,) # T(En11) (veja Observagao

2.2.8), mas To(E,) = To(Eny1), pois f(x1,%9,...,Tns1) = T1Xo...Tpp1, COM
a(zy) = a(xe) = ... = a(xy41) = 1 € identidade para E,, mas ndo € para E, 1.
Definicdo 1.3.15 Dizemos que uma dlgebra Zo-graduada A = A© ¢ AL ¢

supercomutativa se ab = (—1)7ba para quaisquer a € AW e bc AU,

Pela Definicao acima, dizer que A é uma algebra supercomutativa equivale a dizer
que A® C Z(A) e ab = —ba para quaisquer a,b € AW,

Exemplo 1.3.16 A dlgebra de Grassmann FE, com sua Zg-graduacio natural
E=E® g EWY ¢ um exemplo de dlgebra supercomutativa. A dlgebra exterior E, de
dimensao 2", com sua Zs-graduacao natural F, = EY @ Eél), também é um exemplo

de dlgebra supercomutativa.

Exemplo 1.3.17 Seja L wuma dlgebra de Lie nilpotente de classe 2 (isto
é, o produto (ayaz)az € nulo para quaisquer ay, as, a3 € L) e seja Ly
um  subespago tal que L = Z(L) & L (como espaco wetorial), onde
Z(L) ={x € Lyza = 0 para todoa € L}. Considerando a dlgebra H;, = K & L, cujo
produto € dado por (A1, x)(Aa,y) = (MA2, My + Aoz + xy), para quaisquer x,y,z € L
(veja Exemplo 1.1.10), temos que Hy, é associativa e unitdria.

Tomando agora VO = {(\,z);\ € K,xz € Z(L)} e VY = {(0,y);y € L},
observamos que Hy = VO @ V) e que esta decomposicio define uma Zo-graduacdo
em Hy. Além disso, V0 = Z(Hp) e uv = —vu para quaisquer u,v € V. Logo, Hy,
€ supercomutativa.

Denotaremos por K(Y,Z) a &lgebra associativa livre Zs-graduada gerada por
X =YUZ onde Y = {yy,92,...} € Z = {21, 22,...} sdo conjuntos enumeraveis de

variaveis disjuntos. A algebra K (Y, Z) satisfaz a seguinte propriedade universal: Para

toda algebra Z,-graduada A = A @ AW toda funcio
p:YUZ — A
Y — A©
Z — AW

pode ser estendida a um tnico homomorfismo de algebras.
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1.4 Polinbmios Multihomogéneos, Multilineares e

Proprios

Os conceitos e resultados apresentados aqui serao ferramentas bésicas para o
estudo dos Capitulos 2 e 3.
Definigao 1.4.1 Sejam m € K(X) um mondémio e x; € X. Definimos o grau de
m em x;, denotado por deg, m, como sendo o mimero de ocorréncias de x; em m.
Um polinomio [ € K(X) € dito homogéneo em x; se todos 0s seus mondmios tém o

mesmo grau em x;. Por sua vez, f € dito multthomogéneo quando é homogéneo em

todas as varidvess.

Dado m = m(xy,...,x;) um mondémio de K(X), definimos o multigrau de m
como sendo a k-upla (ai, ..., a;), onde a; = deg, m. Seja g € K(X) asoma de todos os
monomios de g com um dado multigrau é chamada de componente multihomogénea
de g. Quando g € K(X) é homogéneo em cada uma de suas k-variaveis (ou seja, possui
uma tnica componente multihomogénea) dizemos que f é multihomogéneo.

Exemplo 1.4.2 O polinémio f(x1,x2,x3) = xlxg + x2x1$§ ¢ homogéneo em 1, mas

nao € multihomogéneo.

Teorema 1.4.3 Sejam I um T-ideal de K(X) e f(xy,...,xx) € 1. Se K ¢ infinito,
entao cada componente multihomogénea de f pertence a I. Consequentemente, I é

gerado por seus polindmios multihomogéneos.

Demonstracao: Seja n o maior grau em z; de algum monémio de f. Para cada
i = 0,1,...,n, tomemos f;(xq,...,xx) como sendo a soma de todos os monomios
que tenham grau ¢ em zy, e assim f = fo+ f1 +... + fn. Como K ¢ infinito,
podemos escolher \g, \1,..., A, € K todos distintos. Para cada j =0,1,...,n, temos

g5 = f(Njw1, w9, .. ) = fo+ Njfi + .o+ AT fy e assim

1 )\0 R )\8 fo gdo
1 /\1 e /\? fl . %1
1 A o0 A fn In
Observe que go,g1,...,9, € I, pois I é um T-ideal. Além disso, a primeira

matriz da equagao acima ¢ uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos ter

fos fi,-- ., fan €L
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Agora, para cada i« = 0,1,...,n et = 0,1,..., tomemos f; como sendo a
componente homogénea em f; de grau t em x5. Usando os mesmos argumentos acima,
concluimos que f; € I e assim, repetindo o processo para cada variavel, obtemos a
primeira afirmacao. Finalmente, observando que f é a soma de suas componentes

multihomogéneas, concluimos que I ¢ gerado por seus polindémios multihomogéneos. m

Defini¢ao 1.4.4 Um polinomio f(z1,...,x,) € K(X) ¢ multilinear se ¢

multihomogéneo com multigrau (1,1,...,1). Neste caso [ tem a forma

E NoTop Loy - - Loy COMAy € K.
€Sk

Denotaremos por P, o espago vetorial dos polinomios multilineares de K (X) nas
variaveis zq, ..., x,. E facil ver que 8 = {Zoq) .- Tom);0 € Sp} é uma base para P,,

donde dim P, = n!.

Definigao 1.4.5 Seja A uma dlgebra. O nimero inteiro nao negativo

P

¢ chamado n-ésima codimensdo para a dlgebra A.

Observagao 1.4.6 Seja A uma dlgebra. Entao A ¢ uma Pl-dlgebra se e, somente se,

cn(A) < nl, para algum n > 1.

Proposicao 1.4.7 Seja K um corpo de caracteristica 0 (ou charK = p > degf),

entao f = 0 € equivalente a um conjunto finito de identidades polinomiais multilineares.

Demonstragao: Usaremos o processo de linearizacio. Seja I = (f)T, pelo Teorema
1.4.3 temos que f & equivalente a um conjunto de polinoémios multihomogéneos.
Assim, para provar o resultado basta mostrar que todo polinémio multihomogéneo é
equivalente a um multilinear. Suponha f multihomogéneo e seja d = deg,. f. Escreva
fly1 + Y2, 2, ..., ) € I na forma

d
f(yl +y27$27 s 7$m) = Zfi(yhy%x% s 7$m)7

i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Temos que f; € [ para
i =0,1,....d. Como deg, f; < d, i =1,....,d -1, j = 1,2, podemos aplicar

argumentos indutivos e obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f.
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Para ver que estas identidades multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente

observarmos que

d
filyr, v, oy oo o T) = (i)f(yl,a:Q, -

e que o coeficiente binomial é diferente de zero, pois temos por hipotese que char K =0

(ou charK =p>degf). m

Defini¢ao 1.4.8 Seja f € K(X). Dizemos que f é um polinémio préprio (ou
comutador), se é uma combina¢do linear de produtos de comutadores, ou seja,

f(iEl, e ,SL’m) = Zaiwj[xil, e ,SL'ip] Ce [;le, e ,.I'jq], Oéi““’j € K

Os polindémios proprios foram abordados pela primeira vez por Malcev e Specht
em 1950, e desempenham um papel importante no estudo das identidades polinomiais
de algebras associativas unitarias. Iremos denotar por B o conjunto de todos os
polinémios proprios em K(X) e por I, = BN FP,, n=1,2,..., o conjunto de todos os

polinémios proprios multilineares de grau n.

Definigao 1.4.9 Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero, dizemos

que
(4) = dim—
" =dim———
7 T, NT(A)
comn=1,2,..., éan-ésima codimensao propria de A.

Teorema 1.4.10 Se A ¢ uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero, entdao

a sequéncia de codimensoes € dada por

Demonstragao: Ver [15], p. 47. =
No capitulo 2 mostraremos que c¢,(E) = 2""!. Em [15]|, Drensky provou os

proximos resultados que nos permite encontrar uma base de K(X).
Proposicao 1.4.11 Suponha que os elementos
T1,T2y ..., [Iil,IiQ], ceey [:Ull, ce 7l’lp]

formam uma base ordenada de L(X), onde os elementos wx1,xs,... precedem os

comutadores. Entao
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(i) O espaco vetorial K(X) tem base formada pelos elementos

ay a2 a b c
SR N Tl A 1 LR - 7 MR
onde ay,...,0n,b,...,c >0 e [z;,2;] < ... < [21,,...,23,) na ordenagdo da
base de L(X);
(ii) Os elementos desta base tais que a; = 0, para i = 1,...,m, formam uma base

para o espago vetorial B.

Demonstracao: Veja [15], p. 43. m

Proposicao 1.4.12 Se é A uma Pl-dlgebra associativa com unidade sobre um corpo
infinito K, entao todas as identidades polinomiais de A sequem de suas identidades
proprias. Se charK = 0, entao todas as identidades polinomiais de A sequem de suas

identidades proprias multilineares.

Demonstragao: Ver prova em [15], p.43 m

1.5 Polinémios Centrais e T-espacos

Definigao 1.5.1 Sejam A uma dlgebra e f(z1,...,z,) € K(X). Dizemos que f é um
polinémio central para A se f tem termo constante nulo e f(aq,...,a,) € Z(A) para

quaisquer aq, ...,a, € A.

Deste modo, dizer que f é um polindémio central para A significa dizer que [f, ]
¢ uma identidade para A para todo g € K(X).
Exemplo 1.5.2 O polinémio f(xy1,xe,x3,24) = [21,22] © [x3,24], conhecido como
polinomio de Hall, é um polinomio central para a dlgebra My(K). Okithin em [35]

descreveu os polindmios centrais para a dlgebra My(K), quando char K = 0, e Colombo

e Koshlukov em [12] generalizaram esta descri¢io, quando charK =p >0 e p # 2.

No Capitulo 4 iremos apresentar a descricao dos polindmios centrais para a

algebra de Grassmann obtida por Brandao, Koshlukov, Krasilnikov e Da Silva, em
[7].

Defini¢ao 1.5.3 Um subespaco V de K(X) € dito um T-espago se (V) C V para
todo v € End(K(X)).

Exemplo 1.5.4 Todo T-ideal de K(X) é um T-espa¢o. O subespaco K = {al|a € K}
é também um exemplo de T-espago de K(X).
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Exemplo 1.5.5 Se A ¢ uma dlgebra e W um subespaco de A, entdo o conjunto
B ={f(z1,...,2,) € K(X)|f(a1,...,a,) € W para todoay,...,a, € A}

é um T-espago de K(X). Quando W = Z(A), o T-espa¢o B é chamado de espaco dos

polindémios centrais de A, o qual denotaremos por C(A).

Nao é dificil ver que a intersecao e a soma de uma familia qualquer de T-espacos
ainda é um T-espago. Desta forma, dado um subconjunto S de K(X), podemos definir

o T-espaco gerado por S como sendo a intersecao de todos os T-espagos que contém S.

Proposicao 1.5.6 Se S C K(X) eV é o T-espaco de K(X) gerado por S, entio V

é exatamente o subespago de K(X) gerado por
{f(g1,-- - 9)|f € S,91,---, 9, € K(X)}.

Demonstracao: Observe que este conjunto é igual a
(End(K(X)))S ={e(f)If € S, ¢ € End(K(X))}.

Tomemos V; como sendo o subespago de K(X) gerado por (End(K(X)))S. Como
S C VeV éum T-espago, temos que ¢(f) € V para qualquer ¢ € End(K(X)).
Portanto V; C V.

Por outro lado, como v (g) € (End(K(X)))S, para quaisquer ¢ € End(K (X)) e
g € (End(K(X)))s, concluimos que V; é um T-espaco de K(X). Além disso, S C V] .
Assim, V C Vi, e isto completa a prova. =

Sejam S C K(X) e J o T-ideal gerado por S. Tomando

Sl = {xn—i-lf(xla s 7xn)xn+2; f € S}

temos que J é exatamente o T-espago de K (X) gerado por S;. Assim, a partir de uma
base de um T-ideal é possivel construir um conjunto capaz de geré-lo como T-espacgo.

Pelo que vimos até aqui, o conjunto C'(A) é sempre um T-espago de K(X) para
toda algebra A. Quando buscamos descrever os polinémios centrais de A, nosso objetivo

é determinar um subconjunto de C'(A) que possa gera-lo como T-espago.
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1.6 Tabelas de Young e a Acao do Grupo Linear Geral
GL,,

Nesta secao apresentaremos os resultados sobre a teoria de Young e a acao do
grupo linar geral G L,, que serao ultizados na Se¢ao 3.6 (para mais detalhes veja o livro
[15]). Em toda se¢do, a menos que se mencione o contrario, K denotara um corpo de

caracteristica zero.

Definicao 1.6.1 Seja n > 1 um inteiro. Definimos uma particio de n como
sendo uma rT-upla (A1, Ao, ..., \.) de nimeros naturais tais que \y > ... > A, e
)\1++)\r:n

Notagao 1.6.2 Usamos a notagio A = (A, Ay, ..., \.) F n para dizer que \ é uma

particao de n.

Defini¢ao 1.6.3 Sendo A = (A, \g,..., \,) F n, definimos o diagrama de Young D

da particao X como sendo o conjunto

Dy={(1,j) e NxN|1<i<r1<j< )N

Graficamente representa-se D, por n quadrados distribuidos em r filas
horizontais, chamadas de linhas sendo a ¢-ésima linha composta por \; quadrados.
Da esquerda para a direita, os primeiros quadrados das linhas aparecem numa mesma
coluna (fila vertical). Sendo (i,j) um elemento de D, o quadrado correspondente a
ele esta na i-ésima linha e j-ésima coluna. A numeracao das linhas cresce de cima para
baixo e a das colunas da esquerda para a direita. Denotando por ¢; o ntimero de células
da j-ésima coluna, temos ¢; = max{i € {1,2,...,7}|\; > j}.

Exemplo 1.6.4 A representacio do diagrama de Young da particio N = (4,3,1) F 8
¢ dada por

D, =

Definicao 1.6.5 Sejamn € N e A = (A, ..., \,) F n. Definimos uma tabela de Young
do diagrama Dy como sendo uma fun¢ao bijetora T : Dy — I, onde I, = {1,...,n}.

Dizemos que uma tabela de Young T € standard se satisfaz as sequintes condicoes:
(1) T(i,j) <T@, j+ 1) paral <i<rel<j<\-—1;
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(i) T(i,j) <T(i+1,j) para 1 <j <A el<i<c¢ —1.

Em outras palavras, dizer que uma tabela de Young 7' é standard significa dizer
que as entradas crescem em cada linha da esquerda para a direita, e em cada coluna

de cima para baixo.

Exemplo 1.6.6 Considere as sequintes tabelas de Young

1123
T'=| 5|4
6
e
112|384
Th=|5
6

Observe que a sequnda tabela Ty € standard mas a primeira nao é.

Defini¢ao 1.6.7 Dada uma particao A = (Ay,..., \.) F n, definimos a \-tabela Ty de

contetddo o = (v, ..., ), onde a; + ...+ a,, =n, como sendo o diagrama de Young
D) cujas células sao preeenchidas com aq niumeros 1, as numeros 2, ..., q,, niumeros
m.

Definicao 1.6.8 Uma talela T\ €é semi-standard se as entradas nao decrescem da

esquerda para a direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas.

Exemplo 1.6.9 Dadas as tabelas Ty de conteido (2,3,1,1) e Ty de conteido
(1,1,1,1,1,1,1)

11]2]4]
T'=|2]|2
5
€
112]3]y
To=|6|5
7

temos que T € uma tabela de Young semi-standard, mas T5 nao é.

Para cada particio A de n existem n! tabelas distintas associadas ao diagrama
de Young D), dentre elas estao as tabelas standard que desempenham um papel
importante em Pl-teoria. Ainda em relacao ao Diagrama de Young, um outro conceito

relevante é o de gancho, o qual serd apresentado a seguir.
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Defini¢ao 1.6.10 Sejam A = (A,...,\.) F n e (ip,jo) € Dx. Definimos o gancho

(10, Jo) de Dy como sendo o conjunto
{(io, 7)o <3 < Xig } UA{(2, Jo)| o < i < ¢jo }-
Observe que o gancho (i, jo) do diagrama D, é exatamente o conjunto das células
da linha iy e que estao a direita da célula (i, jo) (incluindo a propria célula (ig, jo)) e
das células da coluna j, que estdo abaixo da célula (g, jo). Denotaremos por h;, j, o
tamanho (namero de células) do gancho (i, jo).

Exemplo 1.6.11 Considere a particaio A\ = (3,3,1) = 7. Nas figuras abaizo

representamos os ganchos de (1,2) e (1,1) do diagrama D) :

X | X X | XX
X e | X
X

Definigao 1.6.12 Seja A uma dlgebra. Definimos um A-mddulo (ou mddulo sobre A)

como sendo um espaco vetorial M, munido de um produto
SAXM O — M
(a,m) — am
que satisfaz:
(i) ay.(ag.m) = (ajas).m
(ii)) Tam=m

W

para quaisquer aj,as € A, m € M, e ¢ uma aplicagao bilinear.
Definigao 1.6.13 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Dizemos que
(i) Um subespago vetorial N é um submddulo (ou A-submddulo) de M se a.n € N
para quaisquer a € A en € N;

(i) M é um A-mddulo irredutivel (ou simples) se seus unicos submddulos sao {0} e
M.

Seja K(X,,) = K{(xy,...,x,) a algebra associativa livre de posto m e K (X,,)"™,
com n > 0, a componente homogénea de grau n para K(X,,). Nao é dificil ver que
K(X,,) possui uma estrutura de GL,,-médulo e o espaco Id(A) N K(X,,)™ & um
G L,,-submodulo de K (X,,)™.

O proximo resultado estabelece uma relagdo entre os GL,,-submoédulos

irredutiveis de K(X,,)™ e o conjunto das particoes A = (A1,...,\.) F n, onde r < m.
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Definicao 1.6.14 Seja ¢puma representacao linear de dimensao finita do grupo linear
geral GL,,(K), isto é,
¢:GL,(K) = GLg(K)

para algum s. A representacdo ¢ é dita polinomial se as entradas ¢(g),, da matriz
®(g) de ordem m x n sao polinémios nas entrada ay de g para g € GL,(K), onde
k.l = 1,....m e p,q = 1,...,s. Dizemos que a representacao polinomial €

homogénea de grau d se os polinémios ¢(g),, sGo homogéneos de grau d.

Teorema 1.6.15 ( Teorema 12.4.4 [15]).

(i) Existe uma correspondéncia 1 — 1 entre as GLy,-representacies polinomiais
homogénas irrredutiveis de grau n > 0 e as particoes A = (A1,..., \y) de n.

Denotaremos Wy, (\) o GLy,-mddulo irredutivel relacionadoa .

(ii) Como um subespaco de K(X,,)™, o espago vetorial W,,()\) é multihomogéneo.

A dimensdo de sua componente mulithomogénea W,%"l’“""m) ¢ 1gual ao numero de

A-tabelas semi-standard conteido (ny,...,npy).
Seja A = (Aq,...,\n) F n e considere q,...,q; os comprimento das colunas do
diagrama [A]. Denotamos por sy = sx(z1,...,%,) um polinémio de K(X,,) dado por

k
sa(wy, ... my) = quj(:cl, o Tg;)
7j=1

onde s,(x1,...,x,) é um polinomio standard.

Teorema 1.6.16 (Teorema 12.4.12 [15]) Considere A = (A1, ..., Am) F 1 e K(X,,)™

a componente homogénea de grau n de K(X,)

(i) Os elementos sx(z1,...,x,), definidos acima, geram um GL,,-submddulo de
K(X,,)™ isomorfo a W,,(A) (Wn(\) denota o GL,,-submddulo irreddutivel

relacionado a particao \).
(i3) Todo W,,(\) C K(X,,,) ¢ gerado por um elemento néao-nulo

wr(z1, ... 1) = sa(T1, ..., 2y) Z 0,0 0y € K.
UGSTL

O elemento wy(z1,...,x,) € dito vetor peso mdzimo associado a \. Ele €
unico a menos de constante multiplicativa e estd contido no espaco vetorial

unidimensional dos elementos multihomogéneos de grau (A1, ..., Ap) em W, (N).

Dada a permutacdo o € S,, denotaremos por T(o) a A-tabela tal que a primeira
coluna de T'(0) é preenchida de cima para baixo com os nimeros inteiros o(1),...,0(q1),

o(qn+1),...,0(q1 + q2) preenchem a segunda coluna e assim por diante.
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Proposicao 1.6.17 (Proposicao 12.4.14 [15]) Seja A = (A1, ..., \y) uma particao de
neWn(\) C K(X,,)™. O wvetor peso mdzimo wy de W,,()\) pode ser expresso de modo
tnico como combinacao linear de polinémios w, = s\~ ', onde as 0’s sdo tais que as
A-tabelas T'(o) sao standard.
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Capitulo 2

Identidades Polinomiais para a

Algebra de Grassmann

Neste capitulo exibiremos uma base para T'(F). O mesmo encontra-se organizado
da seguinte maneira: na Secao 2.1, consideraremos a algebra de Grassmann F sobre
um corpo infinito K de caracteristica zero; na Secao 2.2 o corpo K teréd caracteristica
positiva diferente de dois e, dada a descricao das identidades polinomiais para FE
seremos capazes de responder se a algebra de Grassmann. Sobre um corpo de
caracteristica 3 satisfaz todas as identidades da &lgebra das matrizes de ordem 2,
questionamento levantado por Kemer em [28|. E por fim, na Se¢ao 2.3, descreveremos
as identidades para a Algebra de Grassmann sem unidade E’, resultado obtido por

Chiripov e Siderov em [9].

2.1 Identidades Polinomiais para E, charK =0

Descreveremos as identidades polinomiais para E sobre um corpo de caracteristica

zero. Seguimos a demonstracao apresentada por Drensky em [15].

Lema 2.1.1 Seja T = {[x1,22,23))T o T-ideal de K(X) gerado pela identidade

[x1, 22, 23]. Entao os polindmios

(1, xa][wa, 3] € [x1, Ta][X3, T4] + [71, 23] [Ta, 4]

pertencem a T.



Demonstracao: Usaremos a seguinte igualdade
[uv, w] = [u, wjv + ulv, w|. (2.1)
Seja [x1, 22, 23] € T, pela equagao 2.1 obtemos:
[x1, 23, 03] = [[71, 22]T0 + 2221, 7], 3]

= [[z1, @o)as, x3] + (2221, T2), T3]

= [x1, 22, x3]@e + [T1, T3] [T0, 3] + [T2, T3][T1, 2] + 2|71, X9, T3]

Como [x1,29, 23] = 0(mod T) e [vg, x3][x1,22] = [w1,x0][x2, 23] — |21, T2, [T2, 21]]
entao [xq, x3|[r1, 22| = [21, xa)[T2, x3](mod T). Assim, 2[zy, xs][z2, 23] = 0(mod T),
e portanto [xq, xo][xe, 23] € T.

Além disso, a linearizacao do polinomio f(x) = [z, z|[x, x5 é dada por
hyi,y2) = fly+y2) — fly) — f(y2)
= [z1,9lly2, 22] + [21, v2][y1, 2]

Renomeando as variaveis concluimos que [x1, xo][x3, 4] + 21, x3][x2, 24] pertence a T.

Teorema 2.1.2 O T-ideal T(E) € gerado pelo polinémio [x1, s, x3].

Demonstragao: Segue do Exemplo 1.2.7 que [z, 29, x3] é uma identidade para FE,
portanto, [r1, e, x3] € T(E), dai T C T'(E).

Para completar a prova, iremos mostrar que o conjunto
B =A%y, Tip) [Tigs Tiy] - - (i1 Tiny ) |11 < ... < dog, parak =0,1,...}

gera B(X)/B(X)NT, onde B(X) é o conjunto de todos os polinomios proprios em
K(X).
Como [x1,xe,x3) € T, temos que B(X)/B(X)NT ¢é gerado por

W = [Ty, iy [Tig, Tiy) - - - [Tige_y» Tige ), PATAk =0,1,.. .,

e pelo Lema 2.1.1, podemos assumir 77 < ... < 9.
Note que se f = > aym; € T(E) com m; € [, entdo a; = 0 para todo

i=1,2,.... De fato, como i; < ... < iy podemos assumir »  a;m; multihomogéneo
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e desta forma f(z,,..., 2, ) = o[z, Tiy ... [Tiy_ys Tip ). Fazendo z;, = e; ,para
[ = 1,...,2k, obtemos f(e;,... e, ) = 2% ...e;,, como f € T(E) temos

a;2%e;, .. .e;, = 0. Logo a; = 0. Portanto, T'= T(E), como queriamos demonstrar. m

Teorema 2.1.3 Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao a n-ésima codimensao
de E € dada por c,(E) =2""1,

Demonstracao: Seja v,(F) = dimI',/(T(E) N T,) a n-ésima codimensao propria.
Pelo teorema anterior obtemos que 7, (E) = 0, se n é impar, e 7,(E) = 1, se n é par
1

para, todo n € N e assim 7,(E) = 5(1 + (—1)"), para todo n € N. De acordo com o

Teorema 1.4.10, temos

2.2 Identidades Polinomiais para F, charK =p > 0

Neta secao iremos lidar com identidade polinomiais para E sobre um corpo infinito
de caracteristica positiva p # 2. Apresentaremos os resultados obtidos por Koshlukov
e Giambruno, em [18].

Na secao anterior mostramos que a algebra de Grassmann FE satisfaz a identidade

(21, 29, 23] = 0. (2.2)
Seja T = (1,12, 23])7 o T-ideal da algebra associativa livre K(X) gerado
por [x1, 29, x3]. Denotaremos por F = @ a algebra relativamente livre de posto

enumeravel na variedade determinada pela identidade ( 2.2).
Observacao 2.2.1 Os polinémios
(21, 2] (3, Ta] + [21, T3] [T2, 4],

(1, xo][T3, 4] + [T3, T2|[T1, 24],
(21, 2ol w3, 4] + [21, 4[5, T2],
(1, xa][23, 4] + [24, o] [23, 21]

pertencem ao T- ideal T. A prova € analoga a feita no Lema 2.1.1.
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Proposicao 2.2.2 A equagao

2”32n(x1, To, ... ,I’Qn) = (271)'[1'1, 1’2] Ce [~T2n717 Ton

€ vdlida na dlgebra F.

Demonstracao: O polinomio standard de grau 2n pode ser reescrito da seguinte

forma:
( N N 0 |
s o = — — o _
on\T1, L2, y Lon on Lo(1)) Lo (2) To(2n—1)) La(2n)],
o€San
ou seja,
2n32n($17 Loy ... 7$2n) = Z (_1)0[I0(1)7 1"0'(2)] cee [IU(2TL71)7 Ia(2n)]-
0'65277,
Como [z, Tiy| = —[Tiy, 4] € [Ti), Tiy][Tis, iy = — |24y, T15][T0y, x1,] em F, obtemos
2”82n(3§'1, To, ... ,iL'Qn) = (271)'[51)’1, 1'2] Ce [.Z'anl, .CEQn]
em F. m

Esta proposicao garante que :
(i) se charK < 2n entdo sy, ¢ identidade para E;

(ii) se charK = 0 ou charK > 2n, entdo so, € [x1,xs] ... [T2,_1, T2,] s80 polindmios

equivalentes modulo a identidade (2.2).

Lema 2.2.3 Os polinémios to,(x1, X2, ..., Ton_1,Ton) = [T1, T2 ... [Ton_1, T2s] ndo sdo

wdentidades para a dlgebra de Grassmann E, paran =1,2,....
Demonstracao: Sendo eq,eo, ..., e, € E, note que

ton(€1,€2, ... € 1,€0,) = 2"€1€9 ... €9, 1€, # 0.
[ ]

Lema 2.2.4 Se charK > p, o polinémio s € uma identidade polinomial para E se, e

somente se, k > p+ 1.
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Demonstragao: Mostremos que se s, nao é identidade para F quando £ < p
Considere k = p. Sabemos que :
n+1
i—1 ~
Sna1(T1, .y Tpy) = E (—1)( )xisn(xl, ey Ty Tpg1)s
i=1
onde a variavel com chapéu Z; ndo aparece. Assim,
p
i—1 ~
sp(erea,e3,. .., epi1) = €1625p 1(€3,...,€p41)+ E (—1)( )eiSp_1<€1€2, ey @iy i)
i=2
Mas, p — 1 é par, e portanto e;s,—1(€1€2,...,6;,...,€,+1) = 0. Dessa forma,

Sp(€1627 €3,y €p+1) = 61628;)—1(637 e >€p+1)
= ejea(p—1)les...epp

= (p—1lejeses...epq # 0.

Logo, s, nao ¢ identidade polinomial para E, e dai sj, s6 ¢ identidade para F se k > p+1.
Reciprocamente, se £ > p + 1 entao pela Proposicao 2.2.2 s, é identidade para £. m
Dai, s,11 ¢ a identidade standard de menor grau satisfeita por E quando

chark = p.

Teorema 2.2.5 Sobre um corpo infinito K de caracteristica p # 2 todas as identidades
polinomiais para a dlgebra de Grassmann E de dimensao infinita sao consequéncias da
unica tdentidade

['rlv X2, .Z'g] = 0

Demonstracao: Analisemos os seguintes casos:
e Caso 1: Se charK =0, é o Teorema 2.1.2 .

e Caso 2: Considere charK =p > 2.

Como o corpo K é infinito, todo T-ideal em K (X) é gerado por seus polindémios
proprios.  Além disso, E é unitaria entao é suficiente mostrar que todo
polinémio proprio que é identidade para E decorre da identidade (2.2). Sendo

f(z1,...,2,) € B(X) uma identidade para E, podemos escrevé-la como:

fze, ... xy) :Zauul...uk

39



onde u; sdo comutadores de comprimento > 2. Devido a identidade [z1, 23, 23],
. ;. . ..

podemos assumir que os ujs sao comutadores de comprimento < 2, os quais sdo

centrais em E. Pelo Lema 2.1.1 podemos considerar f multilinear e aplicando o

Corolario 2.2.1, o polinomio f pode ser reduzido a

flz, .. xn) = alzy, w3, 4] . . (X0 1, 2],

onde «a € K e n é par. Dai, se a # 0, entdao pelo Lema 2.2.3

[x1, T3][x3, 4] . . . [Xn—1, x,] N80 ¢ uma identidade para E. Portanto a = 0.

n
Denote por T'(E) o T-ideal da algebra de Grassmann E em K (X). Como vimos
no Teorema 2.1.2 T = T(F), portanto F' ~ % é uma algebra relativamente livre de

posto enumeravel na variedade das algebras associativas unitarias geradas por E.

Definigao 2.2.6 Sejam A uma dlgebra associativa sobre K e T(A) o T-ideal de A.
Dizemos que T'(A) possui a propriedade de Specht se T(A) possui uma base finita e

todo T-ideal contendo T(A) também possui uma base finita.

Corolario 2.2.7 O T-ideal T = T(FE) possui a propriedade de Specht.

Demonstragao: Sendo 77 um T-ideal contendo T(E) = ([x1, 22, x3])T pelo Teorema
2.2.5, todo polindémio proprio multihomogéneo f € T; é consequéncia de [zq,xo, 23] €
pode ser reduzido modulo T'(F) a forma afzy, xe][rs, 4] . .. [Tn_1,2s]. Ao escolhermos

o menor n de modo que
alxy, xol[xs, 4] . [Tno1, 0] € Thya # 0.

temos que T}, é gerado como T-ideal pelo produto de comutadores acima e por

[$1, X9, 1'3]. | ]

Observacao 2.2.8 Seja Vi o subespaco de V' (veja 1.1.9) gerado por eq,es, ... ey e
E) a subdlgebra de E gerada por 1 e por Vi.. Nao é dificil mostrar que se p < k < oo,

onde p denota a caracteristica de K, entao

T(Ey) = {[x1, 22, 23], [21, To][73, 24] . . . [T0_1, 4]) 7,

onden = [%]—1—1 e [g] € a parte inteira de % Omitiremos a demonstragao deste resultado

e caso o leitor se interesse a prova pode ser encontrada em ([18], p. 811)
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Portanto, as algebras de Grassmann Fo, e Foiyq satisfazem as mesmas identidades
polinomiais, isto é, T'(Eax) = T'(Fagy1)-

Agora podemos responder ao seguinte questionamento de Kemer: a algebra de
Grassmann E com unidade e com dimensao infinita, satisfaz todas as identidades para
a algebra das matrizes M, 1)/2, quando char K = p? O préximo resultado, obtido por
Giambruno e Koshlukov em [18|, d4 uma resposta negativa para a pergunta de Kemer

quando charK = 3.

Teorema 2.2.9 Seja K um corpo wnfinito de caracteristica 3. Entao E nao satisfaz
todas as identidades polinomiais para a dlgebra das matrizes My(K), mas Ey e Es

satisfazem.

Demonstracao: Inicialmente como F e Ms(K') sdo algebras unitarias, pela Proposicao
1.4.12, podemos considerar apenas identidades proprias. Por outro lado, é facil ver que
todo polindmio multihomogéneo préprio que nao é multilinear é uma identidade para E.
Essencialmente, em ([36], secao 4, Teorema 9), Razmyslov provou o seguinte resultado:

toda identidade multilinear para Ms(K') segue das identidades
4[z1, w2](v3004) = [T1, U3, V4, To] —[T1, V4, V3, Ta| +[T2, U3, T1, V4] +[T2, va, 1, 03] = 0 (2.3)

[Ul O Vg, .173] =0 (24)

(21, o] 0 (23, 4] — [21, 23] O [w2, T4] + [21, T4 O [T2, 23] =0 (2.5)

[[1,’1,1:2, [.1'3,]}4],135] + [xlu T, [x37x5]7 .1'4] + [xlu Ly, [:U27 .1'5], x3] +

+ [xla Ts, [x27$4]7 xS] =0 (26)

Zaimi o [v;,z6]) = 0, (2.7)

onde u; e v; sao comutadores de comprimento > 2. A pentultima identidade é chamada
de identidade Vasilovsky 1.

Observe que, as expressoes (2.4), (2.6) e (2.7) sdo identidades para E, pois sao
consequéncias de [z1,x9,23]. Como a expressdo (2.5) é igual & identidade standard

de grau 4, segue do Lema 2.2.4 que (2.5) é identidade para E. Mas E nao satisfaz a

lem ([41], Teorema 1), Vasilovsky provou que sobre todo corpo K infinito com charK = p # 2 as
identidades para a &dlgebra Sly seguem da identidade (2.6).

41



expressao(2.3), pois a primeira parcela da equagao nao se anula em E. De fato, veja
que:

Ale1, ea]([es, eq] o [e5, €6]) = 64eresezeqeses.

Por outro lado, pelo que mencionamos anteriormente, a expresao (2.3) é
identidade para as algebras de Grassmann de dimensao finita £y e F5. m

Até o momento se encontra em aberto a seguinte versao do questionamento de
Kemer: A algebra de Grassmann FEs,_, satisfaz todas as identidades polinomiais para

a algebra das matrizes M%, quando charK =pe p # 37

2.3 Identidades para a Algebra de Grassmann sem

unidade

Nesta secao descreveremos uma base de identidades polinomiais para a algebra
de Grassmann sem unidade E’. Os resultados que apresentaremos foram publicados
em russo por Chiripov e Siderov, em [9], e em 2008 Da Silva [43] apresentou esses
resultados em portugués em sua tese de doutorado. Em toda secao iremos considerar

K um corpo infinito, p primo e charK =p > 0.

Lema 2.3.1 Se charK =p > 0, entdo E' satisfaz as identidades

D Toi) -+ Taliy (2.8)

o€Sy
a? (2.9)
[fﬂl,l'g,l’g} (210)
Demonstragao: Para provarmos que (2.8) ¢ identidade para E’ considere wy, ..., w,

pertencentes a {e;, ...e;, |m € N, iy < ... <i,} e analisemos os seguintes casos:

e Caso 1. Se no maximo um dos elementos wy, ..., w, possui comprimento impar,

entao

Z Wo(1) - - - Wo(p) = Plwy ... wp,

o€Sp

uma vez que os elementos de tamanho par pertencem ao centro de E’. Como

char K = p, segue que Eaes,, Wo(1) - - - Wo(p) = 0.
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e (Caso 2. Suponha que w; e w; sejam elementos de comprimento impar. Entao para

todo elemento b pertencente a base de £’ segue que w;bw; = —w;bw;. Portanto,

> ves, Wo(l) - - - Wa(p) = 0.

Desta forma, E’ satisfaz a identidade Zaesp To(1) - - Top) = 0.
Mostremos que (2.9) ¢ identidade para E'. Se w € E', entdo w = ) ._; o;b;, onde

. & ' CanP — , s
a; € K e b; & um elemento da base de E', e dai w? = Zlgil,..., Qi -0y b

ip<rT ip*

Se r < p, entdo para cada termo b;, ...b;, pelo menos dois dos (b;)’'s sao iguais.
Portanto, b;, ...b;, =0, e dai w? = 0.

Se r > p, entao

Y
w = E (079 "~aipbi1-'-bip
1<iq,...ip<r
= E (07PN Oéip E bia(l) .. bia(p)
1<iq,...ip<r o€Sp
= 0.

Logo, E' satisfaz a identidade z? = 0.
E imediato que (2.10) é identidade para E’, ja que E' C E. m
O polinémio Zoesp To(iy) - - To(iy) € a completa linearizagao de P, denote por Q)

o T-ideal de K;(X) gerado por [z, xs,x3] e 2P. Seja T(E') o T-ideal de E' em K;(X).

Lema 2.3.2 O T-ideal Q estd contido em T(E").

Demonstracao: A prova segue do Lema 2.3.1. =

: 5
Seja D = {5 ... i [z, 25, . .. [xj2q717xj2q]x§i aptlma g > 0,6 € {1,...,

p—1}1 <1 <m), €{0,....p—1}1 <t <29, i1 < ... <, J1 <...< Jog
ir Zjs(1<r<m,1<s<2q)}.

Lema 2.3.3 O conjunto {d+ Q|d € D} gera K(X)/Q como espago vetorial sobre K.

Demonstragdo: Seja f = xy,...75, € K(X). E facil ver que [z;,7;] é central
modulo T'(E), e consequentemente também é central modulo @ e 27 € ). Pelo Lema
2.1.1, [x1, xa][z2, 4] pertence a T, portanto também pertence a Q). Deste modo, pela

Proposicao 1.4.11, podemos reescrever f como combinacao linear de elementos do tipo

K} o
N [T, %] - [szqfl,szq]xji .. xjjj +Q
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onde i3 < ... <y, 1 < <p(l <i<m)x, #x,paral #r, 0 < ¢ <p
(1 <1< 2q). Segue do Corolario 2.2.1, que podemos assumir j; < ... < jy,. Portanto,
{d+Q|d € D} gera K(X)/Q. =

O proximo corolario nos da um candidato a base de K (X)/T(E').

Corolario 2.3.4 O conjunto {d+ Q|d € D} gera K(X)/T(E'") como espa¢o vetorial
sobre K.

Demonstracao: A prova segue imediatamente dos Lemas 2.3.2 ¢ 2.3.3. =

Lema 2.3.5 Os elementos de D sao linearmente independentes mddulo T'(E').

Demonstracao: Ver prova em [43], p.32. m
Com esses resultados podemos provar o principal resultado da secao.

Proposicao 2.3.6 (/9/, Teorema 3) Seja K wum corpo arbitrdrio de caracteristica
p>2. Entao T(E') = Q.

Demonstragao: Pelo Lema 2.3.2, @ C T(E’). No Lema 2.3.3 mostramos que
{d+Q|d € D} gera K(X)/Q. Segue do Corolario 2.3.4 e do Lema 2.3.5 que o conjunto
{d+ Q|d € D} & base de K(X)/T(FE’). Portanto T(E') = Q. =

No mesmo trabalho, Chiripov e Siderov provaram que a variedade gerada pela

algebra de Grassmann sem unidade E’ também possui a propriedade de Specht.
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Capitulo 3

Identidades Zo-graduadas para FE,
charK =1p

Neste capitulo iremos apresentar os resultados obtidos por Centrone ([8], 2011), os
quais abordam a estrutura das identidades polinomiais Zs-graduadas para a algebra de
Grassmann F. Uma descricao completa para a estrutura das identidades polinomiais
Zo-graduadas de E em caracteristica zero para qualquer Zs-graduacao foi dada, em
2009, por Di Vincenzo e Da Silva [48]|. Centrone, resolveu um problema analogo,
descrevendo um conjunto gerador das identidades Z,-graduadas de F sobre um corpo
infinito de caracteristica positiva e diferente de dois.

No decorrer do capitulo veremos que existe uma relacao direta entre os poliné6mios
geradores do T,-ideal, o niimero k de elementos homogéneos na base E de grau 0 ou 1

e ofatode p < koup>k.

3.1 Zo-graduacoes para E

Sejam K um corpo infinito de caracteristica p # 2 e V um espaco vetorial de
dimensao infinita sobre K. Considere E a algebra de Grassmann gerada por V,
f = {e1,ea,...} uma base para V e {lg,e;e;,...¢,|n € Neip < iy < ... < i,}
uma base para a algebra de Gassmann gerada por V. Nesta secdo iremos apresentar

as Zo-graduacoes para F, nas quais os geradores e¢; com ¢ = 1,2, ... sao homogéneos.



Isto equivale a considerar a aplicacao
|- |: B — Zs.

Se w = eey...e;, ¢ um elemento da base de
Supp(w) = {ey, ey, .-
de w por

Fw [[=1F e [+ 4 e

L,

entao o conjunto

. €, + ¢ dito o suporte de w, e definimos a Zy-graduacao

onde a componente par de E com respeito a esta graduacao é o subespago gerado

pelos elementos w tais que || w ||= 0 e a componente impar é linearmente gerada pelos
elementos w tais que || w ||= 1.
Quando, para todo e; € [, tem-se || e ||= 1 € Z; obtemos a
Zo-graduacao natural para F dada por
0, seké par

H €iy -+ - €4 H: )
1, caso contrario

como foi visto no Exemplo 1.3.3.
Por outro lado, se para todo e; € [ tivermos || e;

Zo-graduacao trivial para F dada por £ = E©),

(3.1)

|= 0 € Zy obtemos a

Dado k € Ne k > 1 considere em E as Zy-graduacgoes induzidas pelas aplicacoes:

[ o

I Nloe

k*
definidas respectivamente por:
0, +=1,...,k
I e lli= .
1, caso contrario
1, 1=1,...,k
Il ei lle=
0, caso contrario
e
0, set é par
I €i [loo:=

1, caso contrario

No decorrer do capitulo, iremos escrever

(Ek7 || : ||)= (Ek*a

[ 1D e (Boos [l - 1)
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em vez de

(.- ), (B, 1]

k) e (B lloo)-

Na proxima secao apresentaremos uma ferramenta que nos auxiliard na descricao de

uma base para as identidades polinomiais Zs-graduadas.

3.2 Polindmios Y-proprios

Como vimos na Secao 1.4 os polindémios proprios sao importantes no estudo
de identidades polinomiais ordinarias de &lgebras com unidade. De modo andlogo
os polinémios Y- proprios, que definiremos a seguir, sao ferramentas utéis quando

buscamos descrever identidades graduadas para algebras unitarias Z,-graduadas.

Definicao 3.2.1 Seja K(Y,Z) a dlgebra associativa livre unitdria Zs-graduada e
denote por B(Y;Z) a subdlgebra unitdiria de K(Y,Z) gerada pelos elementos de Z
e por todos os comutadores nao-triviais. Os elementos de B(Y;Z) siao chamados de
polinémzios Y -proprios.

Segue da definicao anterior que um polinomio f € K(Y,Z) é Y-proprio se, e
somente se, todas as variaveis em Y aparecem apenas em comutadores. Assim, os

polindmios Y-proprios sao combinagoes lineares de produtos da forma

Ziy - Ry, [Ujl, PN 7ujl1] ce [Ujm7 o 7ujlm]7 (35)
ondeu; €YUZ, h>0el=0,2,....
Exemplo 3.2.2 Se f € K(Z), entdo [ é um polindmio Y -préprio.

Teorema 3.2.3 Denote por u; um elemento arbitrdrio do conjunto Y U Z e escolha

uma base ordenada da dlgebra de Lie livre L(Y U Z) dada por

Y1, Y2y -+ -y 21, 22, - - -, [ui17ui2]7 [uj17uj2]7 ceey [uklauk27uk3]7 EIU)

que consiste das varidveis Yy, Ys, - - ., 21, 22, - - - € alguns comutadores, tal que as varidveis

precedam os comutadores. Temos o sequinte:

(i) O espago vetorial K(Y,Z) tem uma base

aq Qm o 11 n v w
(T ool el [ TRNG VN L (T NN V7 ke
onde a1y, Qmy ls .y i, Vs ooy @ 2> 00 e (U, u,] < .00 < wgy, ... u,)] na

ordenagao da base de L(Y U Z).
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(i) Uma base do espago vetorial B(Y; Z) é dada pelos elementos da base de K(Y, Z)

com aq, ...,y = 0.

Demonstracao: Como X = Y U Z, temos que o primeiro resultado segue
imediatamente do item (i) da Proposi¢ao 1.4.11.

Para demonstrar o segundo item, tomemos f € B(Y;Z). Entao f é combinagao
linear de mondmios da forma (3.5). Aplicando a Proposi¢ao 1.4.11 para a algebra livre
unitaria K (Z), temos que z; ... z;, é uma combinac¢ao linear de monoémios da forma

zlﬁ1 el PR L PN s 21,)7
com B1,...,05,,0,...,0 > 0. Assim, podemos supor que f é combinacao linear de
monomios da forma (3.5) com i3 < ... <4,. Aplicando o item (ii) da Proposi¢ao 1.4.11
a cada produto de comutadores [u;,, ..., u;,] ... [uk,,...,ux,], concluimos a prova. m

Os proximos resultados nos permitem entender a necessidade da superéalgebra A
ser unitaria e de fazermos uso dos polinomios Y-préprios.

Proposicao 3.2.4 Se A é uma K-dlgebra associativa com unidade Zo - graduada e
K um corpo infinito, entao toda identidade polinomial graduada para A seque de suas
wdentidades Y -proprias.

Demonstracao: Seja f uma identidade polinomial graduada de A. Como K é um
corpo infinito, podemos supor sem perda de generalidade f = f(y1, ..., Ym, 21, -, 2n)

multihomogéneo. Pelo Teorema 3.2.3, f pode ser escrito como

(0% Q.
f= kot - Y Wa (Y1, -+ Ymy 215+ - o5 20y ko € K
a=(ai,...,m )
e WalY1y-- s Ym, 21, -+ -, 2n) € uma combinagao linear de
51 m v w
AR (RN VRS P (TP TP

Se nenhuma variavel y aparece em f, entao f é Y-proprio e segue o resultado.
Suponha entao que y; aparece em f. Ja que f é uma identidade polinomial graduada de
A, entao f(14+y1,Y2,- -+ Ym, 21, - - -, 2m) também é, e como ao substituir uma variavel

que estd no comutador por 1 o mesmo se anula, obtemos

0 = f(l+y17y2a"'7ym7217"-a2m)
= Zka(1+y1)o‘1y§“2...y%’"wa(yl,...,ym,zl,...,zn)
aq o
= Zka [Z (k)y’f] Yo U W (Yt ooy Yy 215+ - 5 Zn)-
o k=0
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A componente homogénea de grau minimal em y; é obtida a partir dos somandos com
a; maximal entre aqueles com k, # 0. Como T»(A) é homogéneo, obtemos que esta

componente também é uma identidade graduada de A, portanto

0.

Z kocyém '"y?nmwa(ylv"‘vymazlw"7Zn)

a1max
Multiplicando essa identidade polinomial por y{" e subtraindo o produto por f
obtemos uma identidade que é similar a f mas que envolve valores menores de «;.

Repetindo este processo obtemos

a (6% J—
E kays? . YWYty - ooy Yms 21, - -+ Zn) = 0.
aqfixado
Procedendo da mesma maneira com as demais variaveis s, ..., ¥Ym, concluimos

que

wa(y17~--7ymazla"'7zn)EO’

para todo a como querfamos demonstrar. m

Corolario 3.2.5 Seja K wum corpo infinito. Considere A e B duas K-dlgebras
Zo-graduadas associativas com unidade. Se B(Y; Z)NTy(A) = B(Y; Z)NTy(B) entdo

Demonstracao: Seja f € Ty(A), como K é um corpo infinito segue da Proposigao
anterior que f € B(Y;Z) NTy(A). Por hipotese B(Y; Z)N1Ty(A) = B(Y; Z) NTy(B),
e novamente pela Proposigao 3.2.4, obtemos que f € Ty(B). A inclusdo contraria é
analoga. Portanto, T5(A) = T5(B). =

Para mais detalhes sobre os polinomios Y-proprios veja ([14]; secao 2) e (|47];
se¢ao 2).

Nas proximas secoes iremos descrever uma base para as identidades polinomiais

graduadas para cada uma das Zo- graduacoes apresentadas na Secao 3.1.

3.3 Identidades Graduadas para FEj-

Nesta secao iremos descrever as identidades Zo-graduadas para a algebra de

w, dada por By = E}i@gﬂ;&))

Grassmann com a graduagao induzida pela aplicagao || .

onde E,ﬁ?’ ¢ 0 espaco vetorial gerado pelos elementos ¢;, ...¢; € [ onde a quantidade
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)

de elementos e.s com i < k é par. Ja nos geradores de EYY temos uma quantidade

impar destes elementos.
Proposicao 3.3.1 A dlgebra Ey+ satisfaz a identidade 2P, quando charK =p > 0.

Demonstracao: Seja charK = p > 0. Vimos na Proposicao 1.3.6 que 1p € E,Ee), e
(1)

desta forma E,.” é um subespaco da algebra de Gassmann sem unidade E’. Portanto

)

segue do Lema 2.3.1 que para qualquer substituicao por elementos de E,(: 0 monomio

2P se anula, e assim ¢ uma identidade polinomial Zs-graduada de Fy-. m

Lema 3.3.2 O mondémio 21 ... zy1 € uma identidade Zo-graduada para Ey-.

Demonstracao: Como o mondémio z;...zry; € multilinear, é suficiente
1 :

mostrar que ele se anula para elementos de uma base de E,g*). Considere

B = {ei, ...e;| existe uma quantidade impar deejstal quei < kei; < ... < ¢} uma

base para E,il) Tomando a; = ¢, ...¢;, € f (com 1 < i < k+ 1), segue do Principio
das gavetas de Dirichlet que no produto ajas . .. ax41 algum dos €}s se repete. Portanto
ap...ax1 =0 m

Os proximos resultados serao tteis na demonstracao do principal resultado da

secao, o Teorema 3.3.14.

Lema 3.3.3 Os polinomios ts, = [y1,¥2]...[Yon—1,Y2n] nao sao identidades

Zig-graduadas para Ey-.

Demonstracao: A prova é analoga a feita no Lema 2.2.3. =
Antes de demonstrar o proximo lema enunciaremos a generalizacdo do bindémio

de Newton (para mais detalhes ver [34], pag. 114).

Observagao 3.3.4 (Teorema de Leibniz)

n!

(1 +22+...+12,)" = E A
a1:002: ... Ot

estendendo-se o somatdrio a todos os valores inteiros nao-negativos de oy, o, ..., o

tais que o + g+ ...+, = n.

Lema 3.3.5 Seja r € N tal que r < p er < k. Entao o monémio z" nao é uma

wdentidade Zo-graduada para Ex.
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Demonstracao: Considere a substituicao

(1)

Note que e;epy; € E Y, jaAquei <r <k, ecomo p(z) € Z(E), pelo Teorema de

Leibniz ,

T

|
7! ; L.
< E eiem) = E W(elek—i—l) Lo (erepyr)

- 18 byt

i=1 [ —
Como (e;e44)? =0, para todo i =1,...,7, e >.|l; = r considere [; = 1. Desta forma,

o(z") =rlejepyr ... €r€ppp.
Por hipdtese r < k e r < p, e portanto 2" # 0. m

Corolario 3.3.6 Considere o monomio m(zy,...,z) de multigrau (r1,...,7;) tal que

22:1 ri < k. Se max;{r;} = r < p, entéo m nao é uma identidade para Ey-. Em

Tl

particular, t = 27" ... 2" nao € identidade Zy-graduada para Ej-.

Demonstragao: Para demonstrar o resultado, exibiremos uma substituicao por
1 . -
elementos de E,i*) de modo que o mondémio m nao se anule.

Considere a substituicao Zs-graduada

v:K(Y,Zy —» FE
Z1 > e1€gpy1 + €28pyo + ...+ €r Epppy

22 P Crp1Chgri+1 T T Gy Gty

2l it A1kt e+l T T e Chr g -

A condicao 2221 r; < k garante que todos os ¢(z;)’s tém suportes disjuntos, e a imagem

de ¢ s6 depende do multigrau de m, pois todos os ¢(z;)'s pentencem ao centro de E.

Assim,
o(m(z1,...,21)) = (21" ... 2").
Portanto, segue do Lema anterior que
!
o(m(z,...,2)) == H riler .. €rpo €t - Chbry -
=1
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Como, por hipotese, max;{r;} =r < p, HZ il # 0(mod p), e dai temos que m nao é

identidade Z,-graduada para Fi«. m
Lema 3.3.7 Seja [ = ([x1, 79, 13], 21 ... 2p41, 2)12. Entao I C To(E)).
Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 2.1.2, da Proposi¢ao 3.3.1 e do

Lema 3.3.2 que os polindmios em [ sao identidades Z, - graduadas para Fj-. Portanto,

I Q TQ(Ek*) |

Lema 3.3.8 Sejam f(xy,...,x,) € B(X) = B(Y;Z) um polinémio multihomogéneo
e s,h € N tais que s+ h=mn. Se f(y1,...,ys, 21,...,2n) € B(Y;Z) entao , mddulo I,

f pode ser escrito como:

f Z azl . ylv y2] [ysfla yS][ZjN ij} s [ijlfl’ ij/]a
se s € par, ou

f= Z OKZ . "y yel - [Ys—2s Ys—1][Ys, 250 - - [ij/_l, ij,]

. . / h . . ~
se s € impar, onde m < h, d; € {r; — 1,1;}, > . ri < k e os indices sio ordenados.

Demonstracao: Dado f(yi,...,¥s,21,-..,2n) € B(Y;Z), pelo Teorema 3.2.3

w

f=2 a2, g g, -, )T, Como os comutadores sdo centrais

modulo I, podemos assumir que os comutadores de varidveis y's antecedem os
comutadores de variaveis z's. Além disso, considerando T' = ([z1, x9, x3]) C I, temos

que [u;, u;]* =0 (modT) e [uy, ... ,u,] =0(modT), se l, > 3. Assim
F=Y oz ey il Wi v 2] [z 2]
se s & par, ou

=Dy Yal - e i e 2] [ 25,]

se s é impar, e em ambos os casos m’ > h.

E  facil ver que [v,1)] =  —[zj,z;] e pelo Corolario 2.2.1,
(1, xa][x3, 24] = —[21, 23][T2, 4] (M0d T). Logo podemos admitir que i; < ... < ig
ej1 < ... < Jm. Sendo deg, f; = 7;;, como o mondémio zj...zx41 € I, temos que,

modulo I, > r; < k. Por outro lado, 2P também pertence a I, e entdo devemos ter

max;{r;} = r < p. Portanto, modulo I,

f Z O[Z . yl’ yQ] [ys—h ys][zjlﬂ ZJQ} tee [ij/_lv ij/]v
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se s & par, ou

f= Zaz - "1, ] - [y8—27y8—1][y872j1]"'[ijfilﬂzjm/]
se s € impar. W

Definicao 3.3.9 Sejam f(y1,...,Ys,21,...,2n) € B(Y;2Z) e J = {j1,...,j} C
{1,...,h}. Definiremos o polinémio f; por:

d
Zfl cee Zhh [yla ?/2] s [ys—b ys][sz ij] s [zjm’—l’ ij/]7
se s € par, ou
Zill s Zzh [yl, yQ] s [ys—2> ys—l][ysa zj1] s [ij/_lv zjm/]

se s € impar. Além disso, d; € {r; —1,1;} e 2?21 r; < k.

Deste modo, pela defini¢ao acima e pelo Lema 3.3.8, dado f € B(Y; Z), temos
que f=3,cq  pyofs (modI).

Nos exemplos a seguir, iremos analisar o comportamento dos polinémios f; e
f7 quando avaliados por certos elementos de Ej-, e em seguida esse resultado serd

generalizado na Proposicao 3.3.13.

Considere J = {}1,...,}m/} C {1,...,h} tal que J < J.
Denotaremos f7 = 2 z,‘fh (Y1, 2] - - [Ys—1,Ys][z5 = jQ] o [ng’ >Z’jm,] se s é par e
fr=20 2y we) - [Ys2, Ys1][ss 7). [z, 7 ] seséimpar.

Exemplo 3.3.10 Sejam J = 0 e a substituicdo
po: K(Y,Z) — E

Yi > Ckyi

Z1 Y €1€ktsy1 T €2€k4st2 t+ ..t €p Chgstr

Zh 7 Criqdrn 1+ 1€kt st Arp_ g +1 +...+ Cri4.try Chtstrid...4ry -

Note que na graduacio natural de E, pg(z;) € Z(F) para i = 1,...,h, e assim
oo([u, z]) = 0 para quaisquer i € J e u € K(Y,Z). Dai, vo(f5) = 0 e pelos Lemas
3.3.3 e 3.3.5 seque que

@@(f@) = 90@(271”1 ce Z}:h[yhyZ] cee [ysfla ys])

!
s/2
+2°/ Hri!el ceeOsh kil Gl

Portanto, pg(fo) #0 e @o(f5) =0, sempre que JZ0.
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Exemplo 3.3.11 Dados J = {a} e a substitui¢io
P{a} : K<Y,Z> — B

Yi 7 €y

Z1 > e1€gy1t+ ...+ € Chgsir
I A S FONE B al S e SR L USRI DUEVLC SRS DS

2 €Zzi_z=—11 - + ez?z_il Ti+2€k+s+2?:_il S + ...+ 625_;1 TiekJrSJrZ?:l _
Sendo froy = 21" 2k 5 Yo, ys) - - [Ys—1, Us) (U1, 2a].  Segue dos Lemas 3.3.3 e
3.8.5 que

s—1
i=(1,...,4,...,h)

e @iy ([2i1, 2in)) = 0 para quaisquer iy, € J, jd que apds a substituicio pelo menos

um dos zjs pertencem a Z(E). Assim, pi(f5) =0, para JgJ.
Exemplo 3.3.12 Quando J = {a,b}, considere
Plap} K<Y, Z> — F

Yi > Chyi

Z1 > €1€gyst1 + €2€ktsr2 t .+ € Chgsir
Za |_> 62;1;11 Ti+1 + 62211 7‘2'+26]€+S+Z?;11 T7L+2 ‘I‘ e + 62?21 i 6k+8+2?:1 i
A e RIS S e PR LU o SRS S SRR SUANP LS SES

Zh —> 62?:11 Tl_,’_lek_,’_s_’_z?;ll ri+1 + e + 62?:1 Tz€k+$+z7:1 rt

Observe que todos 0s a1 (f7) tais que j,@ J sao nulos, pois 0s Qiapy(2:)'s tais quei €

J pertencem a Z(E), como framy = 270zt 2T 2 el Y1, Ys) [2as 28]

temos que
Plapy([Za; 2]) = [@Zf;f ri+1 €L rit)
= 262?:—11 Ti+162?;11 rit1 X)
Pelos Lemas 3.3.3 € 3.3.5, temos
Sp{a,b}<f{a,b}) = :|:2(5+1)/2 H T’Z‘!(Ta — 1)!(Tb — 1)!61 N 62?:1 T¢6k+1 «e Chys 7§ 0.

i=(1,e0s@yersbye )
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Proposicao 3.3.13 Dado J C {1,...,h}, existe uma substituicio ¢y : K(Y,Z) - E
tal que ;(f7) #0 e ps(f7) =0 para J & J.

Demonstracao: Considere J = {ji,...,jm} < {1,...,h} e a substituicio
vy K{Y,Z) — FE na qual as variaveis pertencentes a componente homogénea de
grau 0 serao substituidas por elementos em E,ig) de comprimento 1 e as varidveis z;s
pela soma de r; elementos pertencentes a E,gl) onde cada parcela tem comprimento 2,
exceto as variaveis cujo indice j € J, neste caso o primeiro termo da soma deverd ter
comprimento 1. Além disso todos os y.s e zé-s deverao ter suportes disjuntos, e isso é

h
=175 < k.

possivel pois na defini¢do dos f7s, >

Com esta substitui¢ao, ¢;(f57) = 0, ja que ¢,(2;) € Z(E) para todo j € J e
como ¢;([u, z;]) # 0, para todo j € J e u € K(Y,Z), segue dos Lemas 3.3.3 e 3.3.5
que ¢ (f7) #0. m

Teorema 3.3.14 Sejam p,k € N, onde p € primo e p # 2. Sobre um corpo infinito K
de caracteristica p # 2 tal que p > k, todas as identidades polinomiais Zs-graduadas

para E« sao consequéncias das identidades graduadas:

[331,96’2,953]; 21w Byl

Por outro lado, se p < k, todas as identidades polinomiais Zo-graduadas para E- sao

consequéncias das identidades graduadas:

[x1, 2, 23], 21... 2y, 2P

Demonstracao: Inicialmente suponha p < k. Mostraremos que dadas as algebras
Ep e B = K(Y,Z)/I, com I = {([xy,22,23], 21 ... 2141, 2P)72, sobre K temos que
Ty(Ey+) = Ty(B).

Pelo Corolario 3.2.5, basta mostrar que B(Y; Z) N Ty(Ey+) = B(Y; Z) N Ty2(B).

A inclusdo B(Y; Z) NTy(B) € B(Y; Z) N Ty(Eg~), segue do lema 3.3.7.

Para provar a inclusao contraria, faremos inducao sobre a cardinalidade de J.
Inicialmente considere f € B(Y;Z) N Ty(Ey). Como f € B(Y;Z) segue do Lema
3.3.8 que f = > ayfs, modulo I. Por outro lado, f € T5(Ej+), entdo para qualquer
substitui¢do ¢ : K(Y,Z) — E, temos ¢(f) = 0. Se | J |= 0, considerando a
substituicao py temos que py(f) = 0 e segue do Exemplo 3.3.10 que ay = 0. Suponha
que oy = 0 para todo J C {1,...,h} tal que | J |< m' onde m' € N e m' < h.
Mostraremos que «; = 0 quando | J |= m’'. De fato, dado J C {1,...,h} tal que
j;«é J note que
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® se fg J, entao | J |< m' e por hipotese de indugao a5 = 0. Assim, para qualquer
substituicao ¢ : K(Y,Z) — E temos que ¢(f) = p(asfs) = ayp(fs;) = 0, em
particular, ¢ (f) = asps(fs) = 0. Segue da Proposicao 3.3.13 que ¢, (f;) # 0,

portanto a; = 0.

e se J ¢ J, considerando a substituicdo ¢, : K(Y,Z) — E segue da Proposicao
3.3.13 que ¢;(f7) = 0 e w;(fs) # 0, como ¢(f) é identicamente nula para
qualquer substituicdo ¢ : K(Y, Z) — E, obtemos que a; = 0.

Como queriamos demostrar, To(E) = T3(B), isto equivale dizer que todas as
identidades Zo-graduadas para Ej- sdo consequéncia das identidades [z, z,x3] e
21 Zad-

Vimos na Sec¢ao 2.3 que 2P é consequéncia do monoémio 2; ... 2,11 quando k < p ,
deste modo o Ty-ideal de Ey- pode ser reduzido a To(Ep) = (21 ... 2k11, [T1, T2, 23]) 2.

3.4 Identidades Graduadas para FE

Agora iremos descrever as identidades Zo-graduadas para a algebra
de Grassmann FE. = (E,|| . |«), sobre um corpo infinito K com
charK = p # 2. Nesta Zs-graduacao os subespacos homogéneos de grau 0 e 1 sao
gerados respectivamente por {e;, .. .e; |existe uma quantidade par de e}scom i impar}

. . . / . .
e {ei, ...e;, |existe uma quantidade impar de e,s com ¢ impar}.

Lema 3.4.1 Os polinomios to, = |[y1,Y2]-.-[Yon-1,Yon] néo sdo identidades

Zig-graduadas para E.

Demonstragao: A prova é andloga a do Lema 2.2.3. m

Lema 3.4.2 Sejar € N, com r < p. Entao o monémio 2" nao é uma identidade

Zig-graduada para Fs.

Demonstrac¢ao: Dada a substituicio ¢ : K(Y, Z) — E, tal que p(z) =Y ;| 2162,
como em cada termo do somatoério existe apenas um elemento e; com 1 < i < r {mpar,
segue que ey jes; € ESY. Além disso, o(z) € Z(E). Portanto, pelo Teorema de

Leibniz, p(2") = rlejey . .. ea—1€9,.. Mas por hipotése r < p , logo ¢(z") # 0. =
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Corolario 3.4.3 Dado o monoémio m(z,...,z) de multigrau (r,...,7) Sse

max;{r;} = r < p, entdo m nao é uma identidade para E. Em particular,

Tl

t=21"...2" nao € identidade Zs-graduada para E,.

Demonstragao: A prova é andloga a apresentada no Corolario 3.3.6. =

Lema 3.4.4 Seja I = ([x1, zo, x3), 2P)™2 entao I C Ty(EL).

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 1.3.6, 1 € Eé?), e desta forma temos

que EC(xl))

C E'. Assim segue do Lema 2.3.1 que zP é uma identidade Zy-graduada para
E. Ja pelo Teorema 2.1.2 temos que [z, 23, x3] é uma identidade Zy-graduada para
E. Potanto, [ CTy(F,). =

Lema 3.4.5 Considere f(xy,...,2,) € B(X) = B(Y;Z) um polinomio
multihomogéneo e s,h € N lais que s + h = n, onde s e h sao respectivamente o
ndmero de varidveis pertencentes as componente de graus 0 e 1. Entao, mdodulo I, f
pode ser escrito como:

f Z O[Z . yl’ yQ] [ys—h ?/s][zju ZJQ} cee [ij/—l’ zjm/]v

se s € par, ou

f= Z 042 . "1yl - [Ys—2, Ys—1][Ys, 250 - - [ij/—I’ ij/]

se s € impar, onde m' < h, d; € {ri = 1,r;} e os indices sao ordenados.

Demonstracao: Veja a prova do Lema 3.3.8. =
Os exemplos abaixo nos darao uma ideia do comportamento dos polinomios f,
[5 (definidos na Secao 3.4, p. 53) quando substituidos por certos elementos de E,
Exemplo 3.4.6 Para J =), considere a substituicao
wp: K(Y,Z) — FE
Yi €y

21 > e1€g(s41) T €3€62(s42) t+ .- F €2 —1€2(s41y)

Zho P (it rh 1 4+1)—1€2(sHr+oobrp_1+1) T T €2(r ey —1)€2(stry oty -
Na graduacao natural de E, pg(z;) € Z(E) parai =1,...,h, assim pp(|u, z;]) = 0 para
quaisquer v € Jeue K(Y,Z). Portanto, ©o(f7) = 0 e pelos Lemas 3.4.1 e 3.4.2 seque
que

wolfo) = wolz1' - 2" [y1,v2] - [Ys—1,9s))
l

+95/2 Hri!el ooy gy Cose

=1
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Portanto, pg(fo) #0 e po(f5) =0, sempre que j,@ 0.
Exemplo 3.4.7 Considere J = {a} e a substituicdo
play K, Z) — E
Yi €

21 P €1€(s41) T .- T €2 —1€2(s )
Za 77 Cyyetegny—1 T T O ) 162400 1)

o Corhl ) 1Co(S ) T T O p Gy gy

-1

Sendo fray = 21" ... 2027 ozl [y, vel - [Us, 2], segue dos Lemas 3.4.1 e 8.4.2 que

a

go{a}<f{a}) = :t2551+1 H Ti!(Ta - 1)!61 cee 62(2?:1 Ti)ez - €2 ?’é 0
i=(1,...,a,...,h)

e gp{a}([zil,ziQ]) = 0 para quaisquer i1,ia € j, jd que apos a substituicao pelo menos
um dos z; € Z(E). Assim, pi(f5) =0, para J ¢ J

Proposicao 3.4.8 Dado J C {1,...,h}, existe uma substituicio p; : K(Y,Z) — E
tal que p;(f1) #0 e v (f7) =0 para J L J.

Demonstracao: Veja a prova da Proposicao 3.3.13. m

Teorema 3.4.9 Sobre um corpo infinito K de caracteristica p > 2 todas as identidades

polinomiais graduadas de FEo, sao consequéncias das identidades graduadas

(1, x9, 23] € 2P.

Demonstracao: A prova é analoga a apresentada no Teorema 3.3.14. m

3.5 Identidades Graduadas para E

Agora iremos lidar com as identidades Z,-graduadas para a algebra de Grassmann
FE induzida pela Zs-graduacao natural. Sabemos que as componentes homogéneas de
E sio EO = (e;1...¢e;, |mépar) e EY = (e;...e;,|né impar). Essas identidades
serao descritas como um caso particular das identidades Zs-graduadas para as
algebras supercomutativas, pois como vimos no Exemplo 1.3.16, F munida dessa
Zo-graduagao é uma algebra supercomutativa.

O proximo resultado nos fornece uma base de identidades Zo-graduadas para

qualquer algebra supercomutativa.
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NOtagéO 3.5.1 Considere I = <[y17y2]7 [91721], Z1 © 22>T2 e In = <[y17y2]a [ylazl]a

210 29, 21 ... 2n) % para algum n € N.

Proposicdo 3.5.2 Seja A = A ¢ AWV wuma dlgebra supercomutativa.  Entdo
T5(A) = I ou T5(A) = I, para algum n € N.

Demonstracdo: Como os elementos em A pertencem ao centro de A, os polindémios
[y1, y2] e[y1, z1] s@o identidades Zy-graduadas para A. Além disso, como A é uma algebra,
supercomutativa, os elementos em A anti-comutam. Logo z; 02, também é identidade
Zo-graduada para A. Portanto I C T5(A). Sendo f(y1,...,Ys, 21,.-.,2n) € To(A) um

polinomio multihomogéneo, entao
_ l1 ls k1 kp
f=ayl .. yizt .. 2" (modl)

onde a € K, [; = deg, [ ek;j=deg, f. Se f¢I, devemos ter ky = ... =k, =1, pois
z2 €l ea#0. Dai, fazendo y; = 1, parai = 1,..., s concluimos que 2; ...z, € To(S5).
Logo, se z1 ...z, € T5(S) para todo h € N, devemos ter T5(S) = I.

Suponha agora que zj...z € T»(S) para algum t € N e tomemos
to = min{t € N|z;...2 € Ta(S)}. Dai, I = ([y1, 9], [y1, 22], 21 © 22,21 ... 245) 72 C
T5(S). Usando os argumentos acima, concluimos que se f & I, entdo h >ty e dai f é

congruente modulo I a uma consequéncia de z; ... z,. Logo, T5(S) = I;,. m

Teorema 3.5.3 Seja E a dlgebra de Grassmann sobre um corpo infinito de

caracteristica diferente de dois, munida da Zs-graduagao natural. Temos que To(E) =

I.

Demonstracao: Como E ¢ a algebra de Grassmann de dimensao infinta, temos que
para qualquer n € N, z1 ...z, nao é identidade Zsy-graduada e deste modo o resultado
segue imediatamente da Proposi¢ao 3.5.2 m

Para mais detalhes sobre a relacao entre a algebra de Grassmann e as algebras

supercomutativas veja (6], p. 29)

3.6 Identidades Z,-graduadas para

De acordo com a Sec¢ao 3.1, a dlgebra Zy-graduada Ej, pode ser decomposta como

soma direta dos subespagos homogéneo E,EO) e E,gl), onde E,E,O) ¢é o espago vetorial gerado
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pelos elementos e;, ...e;, €  onde a quantidade de elementos e;s com ¢ > k é par, em
E,gl) temos uma quantidade impar destes elementos. O célculo das identidades para
E}. nao é tao direto quanto o feito para as demais Zs-graduagoes de E. Com o intuito
de facilitar a descricao dessas identidades Centrone, de modo analogo ao feito por Di
Vincenzo e Da Silva em [48], fez o estudo de alguns subespacos homogéneos especiais
de polinémios proprios para obter informacoes sobre a estrutura do T-ideal de Fj.
Considere I'y(K,d) € B(Y;Z) o espago vetorial dos polinomos Y-proprios
homogéneos em h variaveis {xy,...,zn;2; € {y;, 2;}} de grau d. Definiremos o espago

4 (A, d) por
Du(A, d) = TW(K, d)(A) := To(, d)/(Tu(K, d) (1 To(A).

Nao é dificil ver que I'y, (K, d) é um G Lg-modulo com respeito a a¢do natural & esquerda
e I'W(K,d) N Ty(A) € um GLg-submodulo . Portanto I',(A,d) também é um GLg-
modulo.

Fixados s,t € N, definimos
[yt = spang(w € Tsit(A,d); 91, ..., Ys, 21, - - ., 2 OCOITEM €M W).

Note que se s+t = d, o espago I's; ¢ um G L X GLi-modulo, e o subespago I's ; N T5(A)
é um GL; x GLi-submodulo. Assim o espago I'; (A, d) :=T's;/(I's; N1T5(A)) também

¢ um GL; x GLi-modulo. Denotaremos por Cs4(A) sua dimensao.

Lema 3.6.1 O mondmio 2P é uma identidade Zs-graduada para E.

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 1.3.6, temos que E,(fl) C E', portanto
segue do Lema 2.3.1 que 2P é uma identidade para E;. m
Denotaremos I = ([uy,us,us)lu; € {ui, zi}, 1 = 1,2,3)T, é imediato que
I CTy(Ek).
Lema 3.6.2 Sel=0(mod2) entao
(1) T € gerado mddulo I pelos polinomios
’f‘rL‘l

Zi e erzs 1, ol lyi-1, wi]

onde ijl T, = m. Em outras palavras, para todo f € 1',, existe g € L'y, tal

que f(y1, ces Y 21, 725) = 9(217 e 725)[y17y2] e [yz—hyl] (mod]);
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(i) sel>k+1 entao f € To(Ey);

(iii) sel <k entiao f € To(Ey) se, e somente se, g € To(Fr_;).

Demonstracgao:

(i)

(iii)

Seja f € I'\ym, como [ = 0(mod?2) a existéncia do polinémio g € I'y,, segue

diretamente da definicao do Ts-ideal I e da equagao

[ua(1)7 u0(2)] cee [ua(n—l)a ua(n)] = <_1)U[u17 u2] cee [un—la un] (36)
onde (—1)7 é o sinal da permutacao o.

Como | = 0(mod2), dado f € Iy, pelo item (i) existe g € Iy, tal
que f(yi,- Y, 215 525) = g(215---525) [y, 92) - - [Yi—1, w] (mod I) como os
polindémios Y-proprios sao multilineares e por hipotese [ > k + 1 é suficiente
mostrar que o polindémio [y1, ys] - .. [yi—1, yi] se anula para elementos de uma base
de E,‘f). Considere 5 = {e;, ... e;,; existe uma quantidade impar de e}s tal quei <
keiy < ... < 4/} uma base para E,go), tomando b; = e; ...e; € [ (com
1 < i < k+1), segue do Principio das gavetas de Dirichlet que em pelo

menos um dos bs algum dos €}s se repetem. Portanto [by,bs] ... [by, b41] = 0,

consequentemente f € Th(Ej).

Por hipotese [ < k, entao o produto dos comutadores [yi,ys]...[vi—1, ]
nao se anula quando avaliado por elementos distintos de £. Deste
modo, pelo item (i) existe ¢ € I, tal que g possui k& — [ elementos
pertencentes a componente homogénea de grau 0. Como f € Ty(E))
segue que g € Ty(FEr). Reciprocamente, se g € Ty(FEy;) entdo
flys, - sy 21,0, 28) = gz, 29) Y1, 2] - - [yi—1, yi] (mod I)  também &
identidade para Ej.

Quando [ é impar, obtemos um resultado analogo ao lema anterior.

Lema 3.6.3 Seja l=1(mod2) e f € I',, entdo

(i) Para todo f € T'y,, existe g € I'y,, tal que

Fr, oy 21,5 26) = g(21, -0 26, v1) Y2, 3] - - - [yie1, wi] (mod I)
onde g(z1,...,25,y1) = z:fl oz 2] e 25:1 i, = m;
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(i) sel>k+1 entio f € To(Ey);
(111) sel <k entao f € To(Ey) se, e somente se, g € To(Ex_141).

Os lema acima nos permite estudar apenas I'g,, N T2(Ey) e I'y ,, N To(Ey), para

todo k.

3.6.1 A estrutura ['y,,(F})

Nao é dificil ver que I'y,, é gerado, moédulo /, pelos polinémios

z;zl s ZZS [Zjn ij] s [th—17zjt]’

onde ¢ é par, > 7,

ri, =m—t, i <...<igej <...<j. Denotaremos por I(p) o
Ts-ideal gerado por I e por zP e de modo anélogo, temos que I'y,, é gerado, modulo

I(p), pelos polindémios

T4 Tig
Zz’ll ce B [Zjﬂ ij] B [thflVth]?
onde t épar, Y 5 r, =m—t, i1 < ... <ighi<..<jper, <pparai=1...,s.
Dado f = 2" ... 2" [2},, 23] ... [, 2], considere o conjunto
S = {variaveis homogéneas que ocorrem em f} C {z;,..., 2, }.

Se | S |= h,isto &, S = {z,,...,%,} entdo o polinémio f pertence a componente
homogénea I'y, = (0,...,0,m;,0,...,0,m;,0,...,0,m;,,0,...,0) de I'g,,, para
simplificar a notagao indicaremos o multigrau da componente homogénea I'y,; por
(my,...,my).
Definicao 3.6.4 Sejam S = {varidveis homogéneas diferentes que ocorrem em f} e

. . T4 Tig e
T = {j1,....Ji} €8, denotaremos fr por z;' ...z [z, 2] ... [2j,_,,2;], onde t é
par, Yo =m—t, i < ... <igejfi <...<jp.

Deste modo, qualquer f € I'j, é, moédulo I, combinacao linear de polinémios fr,
isto &,
f= Zath (mod 1)
T

onde ar € K.

Considerando a identidade 27, temos que fr(p) = 21" ... 2] [z, 2] - - - [Zj0_1s 2505

1s

onde ¢ é par, > 7,

Assim se f € ', entao f =), aufr(p) (mod I(p)).

ri,=m—t 0 <...<igj1<..<jer, <pparai=1,...s.
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Definicao 3.6.5 Para m > 2, temos

Gm(Zis - 2,) = D (—2)

T

_17i

TfTa
onde | T'| € par. Além disso, g1(z1) = 21.

O préximo lema segue da Defini¢ao 3.6.5.

Lema 3.6.6 Na superdlgebra K(Y,Z), as sequintes equivaléncias sao vdlidas:

() Gmi1(21, o Zme1) = 2Gm(Z2 o Zmr1)  — 3121 22)9mo1 (28, - Zmsn)
— % 27;2 2023« .- Zi[21, Ziv1|Gm—i(Zid2s - - oy Zma1) — %Zz e Zml21, Zma] (mod D),

(”) gm+1(zla <oy Zmy Zm—i—l) = gm<zla s 7Zm>zm+l - %gm—l(zly ey Zm—l)[zma Zm—i—l]
- % 22_12 Gi(215 - %) Zig2 - - - Zm|Zig1s Zmgr )] — %zz e Zml|21, Zma] (mod ).

Definicao 3.6.7 Seja S um subconjunto finito de N. Defina a aplicacio pg €
End(K(Y,Z)) por ¢s(yi) = y|s|+i, para todo i > 1 e

o(z) = v; = y; sei €S
v 2z sei & S.

Lema 3.6.8 Dado f € K(Z), f é uma identidade polinomial graduada para Ey se, e
somente se, ps(f) € To(E) para todo S C {1,...,h} com | S |< k.

Demonstragao: Seja f(zi,,...,2;) € T2(Ex), entdo qualquer substitui¢io por
elementos pertencentes a componente homogénea de grau 1 anula o polinémio f.

Tomemos [ € N, com 0 <[ < h tal que i; < k e facamos a seguinte substituicao

CLij = e,;jekHj Se ] = 1, -

bij:ekﬂj j:l+1,h

Por hipotese, f(ai,...,a;,b .b;,) = 0. Suponha sem perda de generalidade,

JIREREE

S ={i1,...,4} C{1,...,h}, entdo pela Defini¢ao 3.6.7

SOS(f(Zil?"'vzih)) - g(yiw‘"7yiz7ziz+17"‘7zih)'

Como existem, a;,...,a;,b;, ,,...,b;; € E com suporte disjunto tal que

os(flaiy, .- ay, by, ..., b)) = 0entdo ps(f) € To(E).
Reciprocamente, considere f € K(Z). Por hipotese ps(f) € To(FE) para todo

h

S C{l,...,h} com | S |< k. Facamos a seguinte substituicdo z;, + Z;, de modo
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que o suporte de todos os zis sejam disjuntos. Dessa forma o ntimero méaximo de
Zi,'s de comprimento par é < k. Além disso entdo os mondmios a;,, ..., a; € E,io) e
b cu by, € E,gl), fazendo S = {iy,...,4} C{1,...,h}, tal que | S |< k, segue que

il+1 P

f(z_lla cee 7Z_7,h> = @S(f(ailv s 7ailvbil+17 o 7bzh))
Portanto, f € To(Ey). m

Proposicao 3.6.9 O polinémio grio(21,...,2k2) € uma identidade polinomial

ZLio-graduada para Ej.

Demonstracgao: Pelo lema anterior, é suficiente mostrar que ¢s(gr12) € To(F) para
todo S tal que | S |< k. Provaremos a proposicao fazendo indugao sobre k.
Se k = 0, entao vs(gr+ra) = @o(g2) = g2(21, 22), e pelo item (i) do Lema 3.6.6

temos que

—_

92(21722) = 2191(22) ——[21,22]

- L[z, 2]
= Z122 221,22

1
= 5(2122 + 2221).

(\]

Portanto, pelo Teorema 3.5.3, g2(21, 20) € To(FE).

Considere £ > 1 e fixe S um subconjunto de {1,...,k + 2} tal que | S |< k.
Embora ¢g nao seja um endomorfismo Zsy-graduado para a superalgebra livre K(Y, Z)
o Thy-ideal I é invariante sob a acao desta aplicacao.

Assuma que k + 2 € S. Pelo item (ii) do Lema 3.6.6, obtemos

1
@S(gkﬂ(zb ceey Zk+1))yk+2§gk—1(217 < Zk)[zk-i-la yk+2]

@s(gmz(zh cen >Zk+2))

k
1
) Zgi(zb s Zi)Zig2 - 2k [Zit 1 Y]
i=1

1

— 522 c. Zk+1[2’1, yk+2] (mod [),

novamente pelo Teorema 3.5.3, segue que
05(grra) = 05(ghr1)Yrra (mod To(E)). (3.7)
Seja S" = S — {k + 2}, entao | S" |[< k — 1, assim

0s(grr1(21, - 2101) = 05 (grr1 (21, - - -5 2e11)) (modT(E)).
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Por hipotese de indugao, ps(gri1) € To(E), e segue de (3.7) que ps(gri2) € To(E).
Suponha agora que k£ + 2 ¢ S. Sendo [ o maior elemento do conjunto

{1,...,k+1} — S, temos

(Ula"ka-‘rQ) = (Uly-"7Ul—17Ulvvl+17"'7vk+2)
= (vla"'7Ul—17Zl7yl+17‘“Jyk+17’zk+2)'
Sei=0,...,l—2, como a cardinalidade do conjunto SN{i+2,...,k+2} é no maximo

k — i — 1, por hipotese de inducao, obtemos

©5(Grr1—i(Ziz2, - -, 2rt2)) € To(E).

Se i =1,...,k, entdo vg([z1, zi+1]) = [v1,¥i11] € To(F). Portanto, pelo item (ii) do

Lema 3.6.6 obtemos

1

@S(9k+2(217 cee 7Zk+2)) = —§U2 .- -Uz—1[vl, Zz]yl+1 s YR412k42
1
- 502 U121 - Ykt [21, 2] (mod To(E)).

Como T5(F) contém os polinémios |y;, z;] e z;z; + z;z;, concluimos nossa demonstracao.
() J ek 2]

Notagao 3.6.10 Denotaremos por Ji o Ty-ideal da superdlgebra K(Y,Z) gerado por
I e pelo polinémio gyio(21,. .., 2k12), € por Jp(p) o Ty-ideal da superdlgebra K(Y,Z)

gerado por I(p) e pelo polindmio gri2(21,. .., Zkr2)-
Lema 3.6.11 Na superdlgebra livre K(Y, Z) temos:

(i) z1.. 2py2 = — ZT;,g@, |T|épar(_2>7%fT (mod Ji)(Jx(p))

(it) za...z2k40]21, 2kes] = Dop Brfrr (modJy)(Jx(p)), para alguns B € K e
T CA{l,...,k+3}. Além disso se | T' |=2, entao 1 ¢ T".

Demonstracgao:
(i) O resultado segue imediatamente da Defini¢ao 3.6.5.

(ii) Pelo item anterior temos

[2’1 - Zk42, Zk+3] = Z ar [Z fT, Zk+3] (IIIOd Jk)
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Se fr =z ... 2|2, %) - - |2, s 21,,], entdo modulo I temos

[T, 2ha3]) = Z Zjy o gy Zjasr - - 23 e ahrs [t 2] - 2y 2] (3.8)
s=1
Por outro lado,
k+2
[22 e 242, Zk+3] = Z (0%l Z Zjg e Zjs_1%Ger1 Py [st, Zk+3]. (39)
s=1
E facil ver que
29 ... Zk+2[21, Zk+3] = —2z [22 v 242, Zk+3] + [21 e Zkg2, Zk+3] (mod I),

assim de (3.8) e (3.9) segue que

k42
Zy. . Zkal21, Zkes] = —21 E 29 By Zjasn - Zh2| sy Zhgs] +
s=2
b
+ E ar E Zjy oo Zjer Zjasn - 2| %ss 2] (20 2] - (2, 2]
s=1
Como 1 - k., e pela equacao (3.6), obtemos

2o .. Zps2(21, Zhs) = Yo B fr (modJy), onde TV C {1,...,k+ 3}.

Considerando o Ty-ideal Ji(p), a prova segue de modo inteiramente andlogo. m

Observacao 3.6.12 Através de substituicoes por varidveis adequadas podemos obter

um resultado andlogo ao Lema 3.6.11 para os polinémios homogéneos. Suponha k =1

e K um corpo de caracteristica p > 3. Considere a componente multihogénea (1,1,1).

Temos

1
212928 = 521 (29, 23] + §z2[z1, 23] + 523[21, 29| (mod Jy,).

Exemplo 3.6.13 Considerando a componente multihogénea (2,1,0), pelo Lema

3.6.11, obtemos as sequintes equivaléncias modulo Jy

0222y = %zl[zl, zo] + %zl[zh 2] = z1]21, 29|

0212021 = —2z1[71, 22) + 2221, 1] + S21[21, 20) = 0

0222% = %Zz[zl, 2’1] - %21 [2’1722] - %Zl [21722] = —x [2’1722]-

Observe que se considerarmos no exemplo anterior a componente multihomogénea

(3,0,0), obtemos z} = 0 e entdo podemos concluir que 2P & consequéncia de

93(21, 22, 23)-
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Proposicao 3.6.14 Para m > 1, Iy, € gerado mddulo Jy, por
> > (")
s
Lin) s=m—(k+1)
polinomios. Por outro lado, para todo m > 1, 'y, € gerado mddulo Ji(p) por
> > (")
s
F[h] s:m—(k—‘rl)
polindomios, onde a soma ¢ realizada em todas as componentes multithogéneas

(ny,...,np) tais que n; < p para qualquer i =1,... h.

Demonstracao: Como foi dito no inicio da segao, I'y ,, é gerado por suas componentes
homogeéneas. Seja I'j; uma destas componentes, como mencionado I € gerado mo6dulo

I pelos polindmios

T .
fT = Zi;l Ce Z::S [Zjl, ij] Ce [th_l, th]
onde T'= {j1,...,jt}, | T |=1t & par e os indices i,s e j,s estao ordenados.

Suponha que m > k+ 2. Entao segue do Lema 3.6.11 e da Observacgao 3.6.12 que
qualquer polinémio fr é combinagdo linear de polindmios fg (pertencentes a mesma
componente). Os polindmios fg sdo lineares nos comutadores. Entdo o nimero total
de fés depende do ntimero de variaveis que aparecem nele, isto ¢, igual a h. Sendo s a
cardinalidade do conjunto S, temos que m — s < k + 1. Denotaremos por djn = djp)(k)
o nimero de todos os polinémios fg. Usando a relagao (g) = (hgl) + (gj), obtemos

os seguintes valores para d; :

e Caso 1: Seja m =k (mod 2), entdo dj) = 23:2 (h) = Z?;Ql,m—sgk-i—l (h_l).

S S

e Caso 2: Sejam = k+ 1 (mod 2). Se m —s = k + 1, pelo item (ii) do Lema

3.6.11 temos que 1 ¢ S. Como o nimero de subconjuntos S de {1,..., h} tais

h—1

que 1 € S é (m—(k—H)

) , entao



Agora se m < k+ 1, entao dy) = Zh (h) = ZZ;& (h_l) Ja que (h_l) =0

s=0,sé par \s s

para todo s > h.

Deste modo, I'y,,, modulo Ji, é gerado por
3 -~ (h - 1>
s
Iip) s=m—(k+1)
polindomios. Além disso, moédulo Ji(p), I'y é gerado pelos polinomios

L Tig

fT = Zill I [zju ij] s [th—m th]

onde T' = {ji,...,ji}, | T | é par, os indices i;.s e j.s estdo ordenados e 5, < p — 1,
paratodog=1,...,s.
Novamente, o nimero de polinomios geradores depende do niimero de variaveis

que ocorre em ' e de modo analogo ao feito anteriormente temos que Iy, é gerado,

modulo J(p), por ZFW Z?;nl%(kﬂ) ("7") polinomios. m

Definigao 3.6.15 Seja ') uma componente homogénea para Iy el < h < m.
Defina

tl(zip c. >Zih) = Z Sl(zafl(il); Zigy e o - ,Zil)ZU—l(il_H) c. Zafl(ih%
tp)(ziygs .oy 2i,) = Z Si(Zo=1(i1)s Zigs - - - > Ziy) Za—1(inya) - - - Zo—1 (i)
onde Sy(uy, ..., w) denota o polinomio standard de grau | e deg,, ti(p) < p.

Observagao 3.6.16 Os polinomios t;, t;(p) correspondem ao gancho da tabela Young
semi-standard da particio (m — 1+ 1,171 = (1 + b, 1m0,

Lema 3.6.17 Sejab=m —1 < k ep > k. Entao t; nao é uma identidade graduada
para Ey. Se p <k, entdo t;(p) nao é uma identidade graduada para E.

Demonstracgao: Inicialmente, vamos supor p > k. Como b < k existem, no méximo,
b elementos centrais de grau impar em FEj com suportes disjuntos. Mais precisamente,

iremos considerar n; = deg z; e os conjuntos
Sy = {variaveis diferentes que aparecem na "perna"do gancho} = {z1,...,2.1}

Sy = {variaveis que aparecem apenas no "brago"do gancho} = {z,..., 2z}
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Consideremos a substitucao ¢ : K(Y, Z) — E dada por

Z1 = e1t€expyat ...+ €y €hin,
211 > 62’ 2 41 —i—ez 2 +26k+zl 2 1ot +€ZJ 1n36k+zj L
SRS S RIS I S0 PSS 3 i PONE IR N SUNP LS S P
Zl4+1 €Z§:1”j+1€k+2321 41 + ...+ 622+1 €k+zz+1

Zh —> ezh Ln; +1ek,+zh71 n; +1 + + GZ;_L:1 nj€k+Z;L:1 n;
Vamos analisar o comportamento do polinémio ¢(t;) quando [ é par ou impar.

e Caso 1: [ é par. Para ¢ > | + 1, os zs sdo elementos centrais,

deste modo Sj(p(2),¢(21),...,¢(zi—1)) = 0 e Si(p(z), 0(z1),...,0(z1-1)) =

|
lepiq ... Cxl 41 Neste caso, obtemos que

tl(90(2l>a 90(21)7 R Sp(zl—1>’ 90(21+1)7 RN So(zh)) =

| 4
+! H n;le1ent1€kin, - - - €2€512 . .. ezglzlnﬁl . ek+zglzlnj
i=1

onde n; € {n;,n; —1}. Como 0 < m — 1 < p, temos que p ndo aparece no
termo [! H?:1 n;! e dai ¢, ndo ¢ identidade graduada para Ej, como queriamos

demonstrar.

e Caso 2: [ é impar. Nao é dificil mostrar que

l
Sl(Zl, c ey Zl) = Z(—l)j+12jsl_1<21, Ce 7Zj—17 Zj+1, . ,Zl)

J=1

e assim,

Sl(@(zz)v (;D(Zl), ... ,QD(ZZ)) = gD(zi)Sl_l(cp(zl), e gp(zl_l) +
—l—Z D o(2)S11(p(21), - -+, 0(z121).
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Se i = [, entdo, pelo caso anterior temos que S;_1(¢(2;),...,p(z1-1) # 0, e como
Si—1(e(z1), ..., ¢(z1-1)) também é nao-nulo, segue que S; # 0. Portanto, ¢; ndo

é identidade para Ej.
Se i > 1+ 1, vimos no Caso 1 que S;_1(p(2;),...,9(z) = 0. Deste modo
Sio= ¢(2:)81-1(p(21), - -, p(21-1)
— gp(ZJ(l — 1)!6167“4_1 .. 622;11 nj+1.

Como o suporte dos 2}s sdo todos disjuntos, temos Sy(z;, 21, ..., 2-1) # 0. Logo,

t; nao é uma identidade para Ej.

Supondo p < k, a prova ¢ inteiramente andloga e como deg, = n; < p, para todo
1 =1,...,h, obtemos o resultado. m
Note que para qualquer subconjunto S; C {z1,..., 2z, } de cardinalidade [, existe

um conjunto finito de polindmios, os quais denotaremos por t;(Sy), t;(p)(S1), tal que
as variaveis em S; aparecem apenas na "perna'do gancho dos varios t; € ¢;(S;) ou
ti(p) € ti(p)(S1). Considere os polindmios

DD o’

S1C{z1,..,2m } t1€1;(S1)

tp) = > ).

S1C{21,.zm } ti(p)Et1(p)(S1)

No proximo Lema, serd mostrado que os polinémios acima nao sao identidades

graduadas para Ej.

Lema 3.6.18 Sejam m > 1 e p > k. Entao t] nao € identidade graduada para Ej. Se
p < k, entdo tf(p) nao € identidade graduada para Ej.

Demonstragao: Inicialmente suponha p > k. Fixemos o conjunto de variaveis
S ={z,...,2,} e considere a substitui¢do ¢ tal que ¢ aplicada nos elementos de S é
idéntica a substituicao usada na prova do Lema 3.6.17. Para cada uma das variaveis

remanescentes {zj11, ..., 2, } iremos fazer a seguinte substituigao

Zht1 ek+z?:1nj+1 + ...+ ek+2?i11 n

Zm Chry st ng+1 ot ey
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Com esta substituicao, é facil ver que, para cada par de subconjuntos distintos
de {z1,...,2zn} a substitui¢do ¢ nos da elementos diferentes da base de E com alguns
coeficientes. Portanto podemos lidar apenas com os ganchos preenchidos com o mesmo
conjunto de varidveis. Suponha que a "perna'"do gancho seja preenchida com um
conjunto de variaveis diferente daquele utilizado no Lema 3.6.17. Deste modo, um
dos elementos centrais reside na "perna'do gancho e portanto ¢(t;) = 0. Por isso, sem

perda de generalidade, podemos lidar apenas com os ganchos cuja "perna"é preenchida

com o conjunto de varidveis {21, ..., z}. Fixemos dois deles. Note que se (nq,...,n;) e
(mq,...,my) sdo as sequéncias de multiplicidade das variaveis {z1, ..., z,} em cada um
dos ganchos, entdo existe j € {1,...,h} tal que m; > n;, e a substituicdo novamente

se anula. Portanto, a substituicao serda nao nula se, e somente se, tivermos a "perna'do
gancho preenchida com variaveis homogéneas de grau (ny,...,ny), o que ja foi provado
no Lema anterior. Se p < k a prova é analoga. m

Pela teroria de representacoes do grupo linear geral GL,,, temos que existe
uma correspondéncia natural entre cada GL,,-modulo irredutivel e certos polindémios
homogéneos. Segue do Lema 3.6.18 que os polinomios ¢} e ¢ (p) correspondem a algum

G L,,-mo6dulo irredutivel.

Proposigao 3.6.19 Sejam m > 1 e p > k, entdo Lo (Ey) = Lom(Jk). Sep <k,
entdo Lom(Er) = Lom(Je(p))

Demonstragao: Se p > k, entdo J; C Ty(FE})) e pela Proposi¢ao 3.6.14 segue que

r L -1
Com(Er) = di _wm < dp = .
0,m(Ek) lmFO,mﬂTg(Ek) _Z [A] Z ( . )
878 Ui s (k+1)

=m—(k+1

Por outro lado, segue do item (ii) do Teorema 1.6.16 que t; gera um GL,,(K)-
submodulo isomorfo a W, (). Segue do item (ii) do Teorema 1.6.15 que a dimensao
da componente multihomogéna W, (X)) & igual ao niimero de A-tabelas semi-
standard com contetdo (ni,...,ny), e assim dim W, (\)Mmo-mn) = (};__11) Como

estas componentes irredutiveis sao todas distintas para todo [ > m — k, ou seja,

[ —1>m— (k+ 1) obtemos

) hi (h . 1) < Com(Ej).

Cin) s=m—(k+1)
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Portanto, I'o . (Ex) = Lom(Jk)-
Se p < k, entdo Ji(p) C (T2(Ey) e de modo inteiramente andlogo mostramos que

Fo,m(Ek;) = FO,m(Jk(p))' .

3.6.2 A estrutura I'y,,(E})

Estudaremos agora o espaco I'y ,, NT5(E}) para todo k > 1. Segue da Proposicao 3.6.9

que gr+1(21, .-+, 264+1) € To(Ek_1), € entdo as identidades Zy-graduadas
[grt1(21, -+ 2111), Y] (3.10)
Ge1(21, - -5 Zrg1) [Zra2, Y] (3.11)

pertencem a Ty (Fy).

Definicao 3.6.20 Vamos definir J;, como o Ty-ideal gerado por I e pelos polindmios
3.10 e 3.11. Por outro lado, definiremos J,(p) como o Ty-ideal gerado por I(p) e pelos
polinomios 3.10 e 3.11.

O proximo Lema segue de modo anédlogo ao Lema 3.6.11.

Lema 3.6.21 Na superdlgebra livre K(Y,Z) temos:
k1T

(i) 21 zpalzer2, Yl = = D rgg(=2)" = fr (modJy)(Ji(p))

(it) z2... 2k42l21,y] = Do Brfre (modJp)(J(p)), para alguns B € K e
T CA{l,...,k+1}. Além disso se | T' |=k, entao 1 € T".

Usando argumentos analogos aqueles dados na demonstragao na Poposicao 3.6.14

obtemos:
Proposigao 3.6.22 Param > 1, ', é gerado mddulo J;, por

FZW: hi (h;l)

s=m—k

polinomios. Por outro lado, para m > 1, Ty, é gerado mddulo J}(p) por
>y (")
S
an

s=m—k
polinomios, onde a soma € executada em todas as componentes multihomogéneas

(mq,...,my) tais que m; < p para todo i =1,... h.
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Definigao 3.6.23 Seja ') uma componente homogénea para I'yp, el < h < m.

Definiremos

a(y, ziys ooy 2iy) = Z(—l)”[zg(il), Y] 2o (is) - - - Za(iy)

o

6 (Ziyy ooy 2i,) = Z Q(Y, Zo-1(i1)s Zig - - -+ Zir) Zo1(iryn) - - - Zo—L(ip)

t;(p)(zil, ey Zih) = Z ql(y, Zg—l(il), Zigy e zil)za_l(ml) . Zg—l(ih)
onde deg,, t'(p) <p.

Observagao 3.6.24 O polinomio t; corresponde ao par (1, fy—1), onde pim— € a
particio (m — [+ 1,11 = m.

Lema 3.6.25 Sejam b=m —1 <k ep > k. Entdo t; ndo é uma identidade graduada
para Ey. Se p <k, entdo t)(p) ndo é uma identidade graduada para E.

Note que para qualquer subconjunto S; C {z1,..., 2, } de cardinalidade [, existe
uma quantidade finita de polinomios, chamados ¢)(Sy), ¢;(p)(S1), tais que as variaveis
em S ocorrem apenas na "perna'do gancho para varios t; € ¢(S1) ou t)(p) € t,(S1)(p).
Considere agora os polinémios

=Y >,

S1C{21,...,2m } t]€1](S1)

tp) = > > ).

S1C{z1,...,2m } £} (p)€;(S1)(P)

De modo anélogo ao Lema 3.6.18, obtemos

Lema 3.6.26 Sejam m > 1 e p > k. Entdo t]" nao é uma identidade graduada para
Ey. Sep <k, entdo t;(p)* ndo é uma identidade graduada para Ej.

A préxima proposicao é analoga & Proposigao 3.6.19.

Proposigao 3.6.27 Sejam m > 1 e p > k. Entio I'y p,(Ey) = T n(Jp). Sep <k,
entao 'y (Ex) = T (I (D))
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3.6.3 O T5)-ideal para E}

De modo andlogo ao feito por Da Silva em [44] iremos generalizar os resultados obtidos
nas Secoes 3.6.1 e 3.6.2 e finalmente de posse desses resultados seremos capazes de

descrever uma base para as identidades de FE}.

Notagao 3.6.28 Se | = 0 (mod 2), considere J, o Ty-ideal gerado por I e pelos

polinémios:

i v2) - [We-1 Yelyrsr, ) (se k € par, k> 1+1) (3.12)
(Y1, 2] - - [Yks Yer1) [Ykt1, @] ( se k € impar, | > k+ 1) (3.13)
9k71+2(21, e >Zkfz+2)[y1, 3/2] e [1/171, yl] (36 k€ par, [ < k) (3-14)

Lema 3.6.29 Se l =0 (mod 2), entio J, C To(Ek).

) possui no maximo k elementos com suportes disjuntos,

Demonstracao: Como E,go
pelo Principio das gavetas de Dirichlet, temos que nos polinomios (3.12) e (3.13) algum
dos €is para i = 1,...,k se repete. Portanto estes polinomios pertencem a T5(Ey).
Além disso, pela Proposi¢ao 3.6.9, temos gy_;42 € To(Ex_;) e segue do Lema 3.6.2 que

(3.14) é uma identidade graduada para Ej. m

Notagao 3.6.30 Se | = 1 (mod 2), considere J, o Tyr-ideal gerado por I e pelos

polindomios:

i, yel - [yi-1s vl [y, Yige) (s€ 1>k +2) (3.15)

(1, v2] - - [ye—1, Yl lyks1, 2] ( se k € par, =k +1 ) (3.16)
[, y2] - - [Yk, Y] ( se k € impar, | > k+1) (3.17)
[Gk—12(21, -+ oy 2om2), Yl y2, ys] - (w1, w] (se L < k) (3.18)
Gr—1+2(215 - - s 2h-142) 2143, Y1) (Yo, vs] - [y il (se U< k) (3.19)

Usando argumentos analogos aqueles usados no Lema 3.6.29 obtemos:

Lema 3.6.31 Sel =1 (mod 2), entao J, C To(Ey).

Agora somos capazes de descrever o Th-ideal de Ej.

Teorema 3.6.32 Seja To(Ey) o Ty-ideal para Ey. Fazendo X =Y UZ, se p > k entdo

Ty(Ey) € gerado pelos polinémios:

L [$1,$2,5L’3]
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® [y, 2] [Ye—1,ux) ( se k € impar)

o [,y [k ksl lyks1, 7] (se k € par)

o griv2(21, - i)Y vo) - lyi— ] (sel <k, 1 é dmpar)

o [gr—1+2(21, s 2hir2), Y1l (Yo, ys) - - [vier, il ((se L <k, | € émpar)

® grir2(21, - zemr2) [z, (Y2, wsl - [y, il (sel <k, L€ impar).
Se p < k adicione a lista acima a identidade

o 2P,
Demonstracao: Denote por Py o Ts- ideal de K(Y U Z) gerado pelos polindémios
listados acima, de acordo com a paridade de k. Iremos mostrar que T5(Ey) = Py. Isso
seré feito para p > k, e o caso p < k segue de modo analogo. Segue dos Lemas 3.6.29
e 3.6.31 que Py C To(Ey).

Mostraremos agora que I';,,, N T5(Ey) C I';,, N Py. Estudaremos separadamente
os casos em que k e [ tém a mesma paridade. Como I = ([, T9, x3])™2, é imediato que
I C Py.

e Caso 1: Suponha k e [ pares.

Dado f(y1,---, Ui, 21, - -+, 2t) € T NT2(E)), como [ é par, pelo item (i) do Lema
3.6.2, existe g(z1,...,2:) € [p.y tal que

f=glyi,yel .- [y, v (mod ).

Como I C Py, temos

f =gy, ve] - [yi_1, y] (mod Py).

Ja que [y1,v2] ... [Yk—1, Y] [Yk+1, 2] € Pk, podemos assumir que | < k, e assim
pelo item (iii) do Lema 3.6.2 obtemos que g € Ty(Ey_;). Facamos h = k — [,
pela Proposicao 3.6.19, temos que g € J,. Portanto, existem mondémios v;,
w; € K(Y UZ) e alguns endomorfismos graduados ¢; da superalgebra livre tal

que

9= sz’%(gh+2)wz’ (mod 7).

7
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Sabemos que os comutadores [r1,x5] sdo elementos centrais na superalgebra

K(Y UZ)/I, logo
f=glynye] . ys,ul = Zvi¢i(9h+2)[yhy2] o [Yi—1, yiw; (mod 1),

Note que gnio(21,.527), t < h+2 e [y1,9]...[yi_1,%] sdo polindmios em
conjuntos distintos de variaveis, deste modo podemos assumir que ¢;(y;) = y;,
para todo 7,j. Assim cada parcela do somatério anterior é um elemento do
Tyr-ideal gerado por gnio[y1, 2] ... [yi—1,ui] e estes sdo os geradores de Py, como

I C Py, concluimos que f € I';,, N Py.

e Caso 2: Sejam k e [ impares.

Seja f(y1,--- U, 215 2t) € L NTo(Gy). Como [ é impar, pelo item (i) do

Lema 3.6.3 existe g € I'; ,,, tal que

f=9g, . zny)ye,us) -y, w]  (modI).

Ja que I C P, a equivaléncia acima também é valida médulo P,. De modo
analogo ao Caso 1, podemos assumir que [ < k. Assim pelo item (iii) do Lema
3.6.3 obtemos que g € Ty(E)_;41). Fagamos h = k—1+1. Pela Proposicao 3.6.27,
temos que g € Jy. Portanto, existem monomios v, w;, by, ¢; € K(Y U Z) e alguns
endomorfismos graduados ¢; da superalgebra livre, tais que

g = Z 'Ui(pi([gh-i-la yl])wl + bi@i(gh—‘f—l[fz, yl])ci (mod[)

(2

Como o0s comutadores de comprimento dois sao elementos centrais na

superalgebra K(Y U Z)/I, obtemos:

f= Z(Ui@i([gh—kla yi))wi + bioi(gne1 [z, yil)ei) [z, 2] - - - [yie1, yilws (modl).

(2
Como Y NZ = @, podemos assumir que ¢;(y;) = y;, para todo i, j. Portanto,
cada parcela do somatorio anterior é um elemento do Ts-ideal gerador por
[gr+1,11] © gne1l2, va])ci)y2, Yo - - - [Yi—1, 1] e estes sdo os geradores de Py. Como

I C Py, concluimos que f € Py.

Se k e [ tiverem paridades diferentes usamos argumentos analogos aos utilizados

nos casos anteriores. E por fim se p < k entao zP nao é consequéncia de
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rk—1+2(Z1, - . ., Zk—142), por isso devemos acrescentar 2P ao conjunto gerador do Tr-ideal

de Ek |
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Capitulo 4

Polinomios Centrais para a Algebra de

(Grassmann

O objetivo desse capitulo é dar uma descricao dos poliné6mios centrais da algebra
de Grassmann FE sobre um corpo infinito K de caracteristica diferente de 2. Tal
descrigdo foi dada por Brandao, Koshlukov, Krasilnikov e Da Silva em [7], ¢ no
mesmo trabalho, utilizando-se um resultado de Shchigolev [42], foi provado que se
charK = p > 2, entao C(F) nao é finitamente gerado como um T-espago. Esse é o
primeiro exemplo de uma algebra associativa cujo T-espaco de polinomios centrais nao
é finitamente gerado.

Em todo capitulo K(X) denotard a algebra livre associativa unitéria sobre K

livremente gerada pelo conjunto X = {xzg, x1,...}.

4.1 Preliminares

Nesta secao veremos alguns resultados que serao utéis no decorrer do capitulo.
Como vimos no Teorema 2.1.2, T(E) = T = {[x1, z2, x3])T e para provar os principais

resultados do capitulo, precisaremos das seguintes propriedades do T-ideal 7'

Lema 4.1.1 Seja K wm corpo. Para quaisquer gi, g2, g3, 94 € K(X) temos:

(i) Os elementos (g1, go] +T sdo centrais em —K<TX>;

(i) |91, 92)[93, 94) + T = —[g1, 93)[92, g4] + T



Demonstragao:

(i) E imediata.

(ii) Segue do Lema 2.1.1.
m

Lema 4.1.2 Para quaisquer gy, gs € K(X) temos:

(i) g7, 92) = ngi ™ g1, ga] (modT)
(i3) (g192)" = 9795 + @9?_1954[92:91] (modT)

(iii) (g1 + g2)" = Y1y (D)9t g3 + "5 (g1 + 92)" (91, 92) (mod T)
Demonstracgao:

(i) A prova segue imediatamente da equacao (1.2) e do item (i) do Lema 4.1.1.

(ii) Faremos indugao sobre n. Para n = 1 é imediato. Suponha que a rela¢ao ¢ valida

para n — 1, ou seja,

_ el n— n—1)n-2) , 5 ,_
(9192)" ' = g0 ' gh 1+< )2( >91 295 %(g2, g1] (mod T).

Mostremos que o resultado ¢ valido para n,

(g192)" = (9192)(g192)" "

n—1)(n—2
<9192> <g711—1g721—1 +( )( ) n—2 n—2

=gt 2l 0] ) (moa T)

n—1_n— n—1)(n—2 n—2 n—
919297 g5 1y (= 1 )glgggl 2957292, 91] (mod T)

9
_ 11\ me n—1)(n—2 e
= gi1(97 7 g2+ [g2. g7 g5t + ( )2( )91(91 292 +
+ [92, 91195 292, 1] (mod T')
(TL - 1)(” - 2) n—1 n—1

gty + gilge, g7 gyt + 97 g5 g, 1] +
n—1(n-—2
L (=D

2

2

91192, 972195 %92, 91] (mod T').

Segue do Lema 2.1.1 que [g, 97 ?][g2, 91] € T, e assim

(n—1)(n—1)
2

n—1 n—1

9195 g2, 91) (mod T).

(192)" = 9195 + qilga g7 gy +
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(iii)

Pelo item (i) obtemos que

(n=1(n=2) 1 n

(192)" = g'g5 + a1 (n—1)g7 (g2, 01]) g5 + 5 g gy ga, g1] (mod T)
n—1(n-—2) , 4 .
= gteg + (0= Vgt~ o]+ D g ] (oa
nin—1) ,_; ,._
= 9195 + le 95 g2, 1] (mod T).

2

Faremos novamente inducao sobre n. E facil ver que a relacao é valida para

n = 1,2e3. Suponha verdadeiro para n — 1 e n — 2, ou seja,

o =X ("7 ot Pk g (mod T)

(4.1)

< /n-2 (n—2)(n—3)

oo =3 (") T k) ] (mod ),
§=0

(4.2)

Iremos mostrar que o resultado é valido, modulo 7', para n > 4. Por hipotese de

indugao, temos que

(1+92)" = (g1+92)(g1+92)" " (modT)

n—1
n— n n—1 —
( j )91”+2< - >9291 g+
0

(g1 + g2)"

<.
I

+ (n— 1)2<n L (91 + 92)"*[92, 91] (mod T)
= 51 it > ("7 ) i)
+ (n— 1)2<n L (914 92)" *[92, 91] (mod T')
BB (e

2
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Segue do item (i) que

n—1
n n n n— n—
(g1 +92)" = g + Y J+ 9 g+ gy +
J

+i (nj_'l)(n—J —1)g " ;g2 1] +
p o= DE =)D, g (mod T)
2

n—1 n—2
n n— n— j
= g + (j)gl g+ g5 + (n—1) (Z( ) - ”g)[gz,ng
=1 j

N (n—1)(n—2)

(g1 + 92)" %[g2, 91] (mod T')

e pela relacao (4.2), obtemos

(G1+9)" = Y, (3)9? g+ (n— 1) (g1 + 92)" 92, 9] —

J=0

B (n—1)(n ; 2)(n — 3) (g1 + gz)n74[g2’gl][92,gl] +

N (n—1)2(n—2)

(91 + 92)" *[92, 91] (mod T

como (g2, g1](g2, 1] € T,

(0 +g0)" = Z(j)g? S+ (n = 1)(g1 + ga)"2lgar 1] +

C(-1n-2)
2

- n— n—1 e
(])91 ]g% + %(91 + 92)" %92, 1] (mod T)).
0

j=

(g1 + 92)" *[g2, 91] (mod T')

Lema 4.1.3 Seja K um corpo de caracteristica p > 2. Para quaisquer g, g1, go € K(X)

temos:

: - o K(X)
(i) Os elementos g" + T sao centrais em =5=;
(i) (9192)" +T = gig5 + T;

(iii) (g1 +g2)P+T =gy +g5 +T.

Demonstracgao:
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(i) Pelo item (i) do Lema 4.1.1, os elementos [g1, 2] + T s@o centrais em @ Por

inducao é possivel mostrar que:

91,9,---.9) = i(—l)j G) g ag",

n J=0

para n > 1 em toda &lgebra associativa. Quando n = p, médulo T, temos:

91,9, -, 9] = 919" — 9" 1 = |91, ¢"]

Como [g1,9,...,9] € T, temos que g’ + T é um elemento central para @

(ii) Pelo item (ii ) do Lema 4.1.2, temos que

n(n—1)

5 97" 95 91, g2] (mod T).

(9192)" = gt'g5 +
Como charK =p > 2,
(9192)" = gig5 (mod T).

Assim podemos concluir que (g1g2)? + T = g7gb + T.

(iii) Segue do item (ii) do Lema 4.1.2 que

(91 +92)" = Z (?) 970G+ @(91 +92)" *[g1, g2] (mod T).

J=0

Como charK = p > 2 temos
(91 + 92)" = g7 + g5 (mod T).
Portanto, (g1 + g2)* + T = ¢7 + ¢5 + T.
]

Proposicao 4.1.4 Seja K um corpo infinito de caracteristica p # 2. Entao o K-

espaco vetorial % tem como base

ni ,.n2

it [T, ] - [Ty 1y T ] + T (4.3)

onde s,7 >0, 11 <1 < ...<1g, J1 < Jo<..<Jo, ng>0 para todo k.

Demonstracao: A prova dessa proposicao, segue imediatamente da Proposicao 1.4.11

edo Lema 4.1.1. m
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Lema 4.1.5 Sejam K um corpo infinito de caracteristica # 2 e g = g(xa,...,1;) €
K(X)

K(X) um polindmio que nao depende de x1. Suponha que x1g+T ¢ central em =5

Entao g € T.

K(X)

1, temos que [xg,x19] € T.

Demonstracao: Supondo que zyg + T é central em
Vimos que T' = T'(F), portanto [z, z1g] também pertence a T'(E). Segue da Defini¢ao
de polindmios centrais que z79 € C(F). Como estamos lidando com uma algebra
unitaria podemos substituir 1 = 1, e dai g pertence a C'(E). Usando a equagao (2.1)
obtemos

[:C07 xlg] = l‘l[l'o,g] + [mo, xl]g' (44)

Logo [z, z1]g € T, e dai segue que g € T. Com efeito, se g € T existem wy, ..., w; € E
tais que 0 # g(ws,...,w;) € E e substituindo o = e; e x1 = e; tais que e; e e; ndo
aparecem em g(wso,...,w;) temos [e;, ej]lg(wa, ..., w;) = 2e1ejg(we, ..., w;) # 0 uma

contradicao. m

Lema 4.1.6 Sejam K um corpo infinito de caracteristica # 2 e f = f(x1,22,...,2,) €

K(X) um polinémio homogéneo de grau 1 em xy. Suponha que f + T seja central em

@. Entao f + T pertence ao T-espaco de @ gerado por [xy,x5] + T.
Demonstracao: Seja f = > . a;a,x1b; , onde oy € K e a;, b; sdo monodmios

(alguns deles possivelmente iguais a 1), os quais nao dependem de z;. Como

ax1b = x1ba + [a, x1b] para todo a,b € K(X), temos

f = xlg(x27 B ,ZL'[) + h(l’l,l'g, s 7$l)a

onde h(xi,xs,...,2;) = ) [a;,x1b;] pertence ao T-espago gerado por [ri,xs] e
g = g(xa,...,2;) nao depende de z;. Sendo f + T e h + T polinémios centrais em
K(X)

==+, segue que r1g + 1 também é. Pelo Lema anterior g € T". Assim g+T =T e
f+T=h+T =73 [ajzb] +T.
K(X)

Dessa forma, f + T pertence ao T-espaco de ==+ gerado por [z, 23] + 7. m

4.2 (C(FE) quando charK =0

Agora iremos descrever o T-espaco dos polindmios centrais para F sobre um corpo

de caracteristica zero.
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Proposicao 4.2.1 Se charK = 0, entdo o T-espaco C(E) é gerado por 1 e pelos

polindmios x1|xs, T3, x4] € X1, T3]

Demonstracao: Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao todo T-espaco é

gerado por polindmios multilineares. Em particular, o T-espaco % dos elementos

centrais em @ também é. Além disso, pelo Lema 4.1.6, o T-espago @ esta contido

no T-espago gerado por 1 e por [z1,x9] +T. Como [z, 23] + T é central em @, @

é gerado como T-espago por 1 e por [z1,xs] + T. Assim, pela equacao
x1[Ta, T3, 4| = T1[X2, T3, 4] — T1T4[T2, T3, X4] (4.5)
como T-espaco, C'(E) é gerado por 1, z1[zy, T3, 24] € [T1,22]. B
Proposicao 4.2.2 Se charK =0, entao para todo n > 2,
dimg (P,/P, N C(E)) = 2"
Demonstracao: Ja foi provado no Teorema 2.1.3 que
C,(E) = dimg P,/(P,NT) = 2",

para todo n > 1. Por outro lado, segue imediatamente de ([5] , Proposi¢ao 8) que,
para todo n > 2
dimg (P, N V)/(P,NT) =2"2

onde V é o T-espaco em K (X) gerado por [z, 23] e por T. Portanto,
dimg P, /(P, N V) = dimg P,/(P, N T) — dimg(P, N V)/(P, N T) = 2"2.

Pela Proposi¢ao anterior, C(E) =V @ (1)g. Dai, P, NV = P, N C(F), para todo
n > 1. Logo, dimg P, /(P, NC(E)) =2""2. =

4.3 C(F) quando charK > 2

Nesta secao iremos descrever o T-espaco dos polinémios centrais para F, sobre
um corpo de caracteristica positiva e diferente de dois, a partir dessa descri¢do veremos

que C(E) é um T-espaco limite em K (X).
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Lema 4.3.1 Seja charK =p >2 e f = f(xy,22,...,2;) um polindmio homogéneo de

K(X)
T

f+T pertence ao T-espaco de & T L gerado por [z, 20] + T.

grau mq em x1. Suponha que f —|— T é central em e que p nao divide my. Entao

Demonstracao: Como m; nao é miltiplo de p, podemos escrever m; = pqg + m, onde
0 <m < p. Além disso, f+ T é escrito como combinagao de elementos da forma (4.3),
logo

f+T=aVg+T,

onde g = g(x1,...,x;) e o grau de g em x; é m.

Seja ® € End(K (X)) definida por ®(z1) = 1+, e ®(z;) = z;, para todo j # 1.

Entao
q)(f) = (1+I1)pqg(1+x17x2a"'7xl) (mOd T)
= (1+2))%(1 4 x1,29,...,2;) (mod T)
e a componente homogénea de <I>(f) de grau m em z; é g(xq1,x9,...,27). Segue que
g+ T pertence ao T-espaco de 22 T gerado por f+T. Como f+T é central em S_FX>
os elementos gerados por f + 7T também sao. Em particular g + 7" é central em %
Seja h = h(x),..., 2l T2, ..., 2;) a linearizac¢do total de g com respeito a z1, isto
é, h(xy,...,xl  xo,...,x;) & a componente homogénea de g(x| +... 4+, ,x2,...2;) que
é multilinear em ), ..., 2/ . Assim, h(xy,..., 21, 29,...,2;) = mlg(xy,..., 7).

O grau do polinémio h é 1 em z/. Por outro lado, h + T ¢ central em %, pois

pertence ao T-espaco gerado pelo elemento central g + 7. Aplicando o Lema 4.1.6,

>

h + T pertence ao T-espaco de & gerado por [z1, 23] + T e vale

gy, ... x) + T = m) Wz, ..., 00, 20,...,20) +T.

Deste modo, obtemos que f + T = (xf)qg + T pertence ao espago gerado por

>

2Py, 5] + T, que esta contido no T-espaco de £ gerado por [21,25] + 7. m

. 1 _
Considere q(z1,z5) = 28~ [z1, 25]2 " e de um modo geral ,

Qn(x1, .. Ton) = (21, 22)q(23, 24) . . . (21, Top).

Teorema 4.3.2 Sobre um corpo infinito de caracteristica p > 2, o espago vetorial
C(FE) dos polinomios centrais de E é gerado (como um T-espaco em K(X)) pelo
polinémio

131[132,.%‘371'4] (46)
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e pelos polinémios

Xy, TR, THq2s s o, - (4.7)

Demonstracao: Seja f = f(z1,...,7;) € C(F) um polindmio multihomogéneo de
grau m; em x;, i = 1,2,...,l. Entdo f+ T é central em K(X)/T. Da equacio (4.5)
temos que o T-ideal T" esta contido no T-espago de K (X') gerado pelo polinémio (4.6).
Assim, se f € T, entdo f pertence ao T-espago gerado por (4.6).

Suponha que f &€ T e que para algum i, 1 < ¢ < [, m; nao ¢ miltipo de p.
Renomeando as variaveis x; podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢ = 1
e entdao, pelo Lema 4.3.1, f + T pertence ao T-espago gerado por [z, 23] + T. Dai
f pertence ao T-espago gerado por (4.6) e por [x1,x5]. Mas, [r1,xs] é a componente

homogénea de multigrau (0,1,1) do polinémio
(1 + l’o)p(]_ + xl)p_l[l + X1, 1+ ZEQ](l + l’g)p_l

de modo que o T-espago gerado por [z, z3] estd contido no T-espaco gerado pelo
polinomio zha? ™ [z, zo]ah " que é igual a 28g;. Assim, se m; ndo é multiplo de p para
algum 4, entao f pertence ao T-espago gerado por (4.6) e por zHq;.
Suponha agora que f & T e que, para todo i, m; é multiplo de p. Como f + T
¢ uma combinagao linear dos elementos da forma (4.3) e, pelos Lemas 4.1.1 e 4.1.3,
(X)

~ . K ,
os elementos @} 4+ T e [z;,2;] + T sao centrais em ==+, fica claro que f + 7T é uma

combinagao linear de elementos da forma
p—1 p—1

—1
12 e xiQk_l I:xi2k71 ? xl2k]x’IL)2k + T (48)

pq; ,.p—1

Pq1
. .:cl :lil-l

Ty [xiuxlé]x

onde k,1 > 0,1 < iy <ig<...<ig <Il. Além disso, ja que (z1+z2)P+T = 2i2b+ T,

o elemento 4.8 pertence ao T-espaco de @ gerado por

p,.p—1 p—1 p—1 p—1 _ P
bl wolah L ah [wag—1, war)ah, + T = apqr + T

Segue dai que f pertence ao T-espago de @ gerado pelos polinomios (4.6) e
pelo conjunto dos polinémios (4.7). m

A partir de agora consideremos I o ideal de K(X) gerado pelos elementos f? para
todo f € K(X) sem termo escalar e V,, o T-espago em K (X) gerado por qi1,q2, .., qn
como foram definidos no Teorema 4.3.2. A préxima proposicao se deve a Schigolev, e

¢ uma reformulacao de ([42], Lema 13).

86



Proposicao 4.3.3 ([42]) Para todo inteiro positivo n > 1 existe k(n) > n tal que
Q(n) gV, +T+1.

Na verdade, resulta da prova de ( [42], Lema 13), que na Proposi¢ao 4.3.3 podemos
assumir k(n) =n + 1.

Seja W,, o T-espaco em K(X) gerado por x5, 25q1,...,20q, e (I)x =& K o
subespago gerado por 1 em K(X).

Lema 4.3.4 Para cadan > 1, V,+ (L) +1 =W, + 1.

Demonstracao: Como ¢;(z1,...,%;) é a componente homogénea de grau 0 em z, de
(1 + z9)Pq;(x1, ..., x9), q; estd contido no T-espago de K (X) gerado por zpg;. Assim
q; € W, para todo i < n. Temos também que 1 € W,,. Logo, V;, + (1)x C W, para
todon e assim V,, + (1)xk + I C W,, + I, paran > 1.

Mostremos agora a inclusdo contraria. Sejam go, g1, ..., g2 € K(X) elementos
arbitrarios. Suponha que g9 = a + f, onde @ € K e f é um polindmio sem termo

constante. Entao, g = o 4+ f? € (1) + I. Por outro lado,

904:(91, - - 92) = (o + )Pq(g1, ..., 92) = &P + fPq

e assim
909i(91, - -+ 921) = &"Gi(g1, -, g2:) + I,

onde h € I. Como W, é gerado sobre K pelos elementos g e g6qi(g1, ..., g) para
todo i < n e para todo go, g1, ..., g2 € K1(X), temos W,, CV,, + (1) + I, para todo
n > 1, portanto V,, + (1)x +1 = W,, + I, para todon. m

Usando um resultado de Shchigolev [42] deduz-se do Teorema anterior o seguinte
resultado.
Teorema 4.3.5 Seja K um corpo infinito, com charK = p > 2, entao o espago

vetorial C(E) dos polindmios centrais para a dlgebra de Grassmann unitdria E sobre

K ndo é finitamente gerado como um T-espaco em K(X).

Demonstracao: De acordo com a Proposicdo 4.3.3, para todo n > 1 existe k(n) > n
tal que Vi) ; Vo +T + 1, ou de modo equivalente, V,, + T + 1 2 Vi) +1 + 1. Como

para cada [, nenhum elemento de V; + 7" 4 I tem termo escalar nao- nulo,

Vit W +T+12 Vi + (O +T+1.
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Pelo Lema 4.3.4, temos

Wy +T+12 Wiy +T+1,

para cada n. Dai, W, + T 2 Wy, + T, para cada n, de modo que a cadeia
Wi+TCWe+TC...CW,+TC...
contém uma subcadeia ascendente infinita. Pelo Teorema 4.3.2,
C(E)=U,(W,+T),
ou seja, o T-espago C(F) nao é finitamente gerado como um T-espago. m

Defini¢ao 4.3.6 Um T-espaco V em K(X) € dito T-espago limite se todo T-espa¢o

maior W 2 'V € finitamente gerado como um T-espago mas V' nao é.

Provaremos agora que C'(F) é um T-espaco limite. Para isso precisaremos da

seguinte proposicao.

Proposigao 4.3.7 Seja W um T-espago em K(X) tal que C(E) S W. Entdo existe
um T-ideal I Z T em K(X) tal que W = C(E) + 1.

Demonstracao: Defina I como o maior T-ideal contido em W. Assim a inclusao
C(E) + 1 C W é imediata. Para provar a inclusdo contraria, assuma que f € W é
multihomogéneo de grau m; em z;. Observe que se m; for miltiplo de p, entao f + T

¢ combinagao linear sobre K de elementos da forma (4.8) que sdo centrais em @

Assim f € C(E).

Suponhamos que f € C(FE). Entao deve existir 7 tal que m; ndo seja miltiplo de
p. Sem perda de gerneralidade, assuma ¢ = 1. Assim m; = pqg + m, onde 0 < m < p.
Desta forma, f + T = 27%g(xq, x9,..., 1) + T, onde g = g(x1, 2, ...,1;) possul grau
m em x.

Seja ¢ um endomorfismo de K(X) tal que ¢(z1) = 1 + 1 e ¢(x;) = x;, para
j > 1. Dal,

O(f)+T=>042))%(1 +z1,29,...,20) + T.

Portanto, a componente homogénea de ¢(f) + T de grau m em z; é igual a

g(x1,z9,...,27) +T. Logo, g € W.
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Seja h = h(x},...,2)  xa,...,x;) uma linearizacao total de g em relacdo a z1, ou
. . A / / , .1
seja, h & a componente homogénea de g(z} + ...+ ), T2, ..., x;) que é multilinear em

xy,...,x, . Entdo h € W e
hxy, ..., 21,29, ...,21) = mlg(zy, T2, ..., 7).

O polinomio h possui grau 1 em z), e entdo como foi feito na prova do Lema
4.1.6,
/

/ / / / /
h=x\h(xh, ... 2, o, ..., ) + ho(2y, 25, ... @), Ta,y ..., 3y),

y Mmoo ) m)

onde hy nao depende de 2| e ho+7T pertence ao T-espaco de @ gerado por [z, zo]+T.

Como hy € C(E), temos z1h; € W. Observe que
vy = {2 hy + [2hy, 2] € W,
isto é, o T-ideal gerado por h; estd contido em W. Portanto h; € I. Assim,

g=m)*hel+COE).

Como f = a8+ g1, onde g € T C C(E) e 289 € I + C(F)), temos
WCI+CE)) =

Lema 4.3.8 Seja I um T-ideal de K(X) tal que I = T = ([x1,22,x3])". Entdo

I = ([, 22, 23], [21, 12] . . . [X2n_1, 22, )T, para algum n € N.

Demonstracao: De acordo com o Lema 2.1.1 os polindmios [z, xs][xe,z3] e
(21, 2|23, x4] + [T1, T3][72, 4] pertencem a T

Como K ¢ um corpo infinito e K(X) ¢ uma &algebra unitaria, temos
que I ¢é gerado por seus polinémios proprios multihomogéneos. Dado
w = [@, ..., T, [Ty, .., 1, € I, se algum dos comutadores tiver comprimento
maior que 2, entao w € 1. Por outro lado, se os comutadores tiverem tamanho dois
temos que, modulo T, w =[x, Tiy] ... [Tiny 1y Tin,] € 11 < dg < ... < dgg. Assim,
tomado f(x1,...,2,) € I — T um polinémio proprio multihomogéneo, temos que
f=> ajwj(modT), onde a; € K e 0s w;’s sao produtos de comutadores de tamanho

dois e todos de mesmo multigrau. Deste modo n deve ser par.
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Novamente pelo Lema 2.1.1, temos que [z, 5][x3, 4] = —[21, x3][T2, 4] (mod T'),

e dai f = afry,x9]... [xy_1, 2, (modT), com « # 0. Portanto, [z1,xs] ... [Tn_1,2,] €
I e tomando ny = min{n € N|né par,|x;,,s]...[xn-1,2,] € I} obtemos que
1= ([x1, 29, 23], [11,%2] . [Tng—1,Tnp)) " W

Teorema 4.3.9 O espago vetorial C(E) dos polinémios centrais para a dlgebra E sobre

um corpo infinito K de caracteristica p > 2 ¢ um T-espago limite em K(X).

Demonstracao: Pelo Teorema 4.3.2, temos que C(FE) nao é finitamente gerado.
Precisamos mostrar que cada T-espago W = C(F) é finitamente gerado como T-espaco.

Pela Proposigao 4.3.7, W = C(F) + I para algum T-ideal I = T'. Segue do Lema
anterior que I é gerado como T-ideal por [zy,x9, 23] € [T1,2a][x3, 24] ... [Tan_1, Ton]

para algum N € N. Como T-espago [ é gerado por

$0[$1,$27$3] (4~9)

Zlf[)[!l?l, 272][1‘3, $4] e [[L’gN_l, $2N]~ (410)

Como o T-espaco C(E) é gerado por (4.9) e pelo conjunto
T TOqLys -+ s Tony - - - (4.11)

o T-espagco W = C(F) + I é gerado por (4.9) , (4.10) e pelo conjunto (4.11). Observe

que zhgs € I para todo s > N, pois pelo Lema 4.1.1,

-1

p — Pl p p—1 p—1
xhqs + T = aha) [y, molah .. ab, "y [wes—1, was]ah, + T

1

. -xgs_lﬁgs_l[%, xz] e [$25—1, xzs} +T.

xhqs + T = abal™ N
Dai, W é gerado como T-espago pelos polinomios (4.9) , (4.10) e af, x5q1, . .., xhgn_1.
Portanto W é um T-espaco finitamente gerado. m

Em virtude desses resultados, surge o seguinte questionamento: C(E) é o tnico
T-espaco limite em K (X) quando K é um corpo infinito de caracteristica p > 27 Em
[7] os autores acreditam que a resposta para este questionamento seja positiva.

Como vimos, a caracteristica do corpo é crucial na descrigdo do T-espago C(FE),

pois quando a caracteristica é zero mostramos que C(E) é um T-espago finitamente

gerado, o que nao ocorre quando a caracteristica é p > 22.
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4.4 Algebra de Grassmann nao-unitaria

Seja K;(X) a &lgebra associativa livre nao unitaria livremente gerada pelo
conjunto X.

As defini¢oes de T-ideal (T-espaco) em K;(X) sdo analogas aquelas dadas em
K(X). E evidente que se I C K(X) é um T-ideal em K(X), entdo I é um T-ideal
em K;(X). Mas, a reciproca nem sempre é verdadeira, como veremos no exemplo a

seguir.

Exemplo 4.4.1 O ideal gerado por f?, tal que f € K1(X), € um T-ideal em K;(X),

mas nao é em K(X).

Sejam FE’ a &lgebra de Grassmann nao-unitaria de dimensao infinita sobre o
corpo K de caracteristica # 2, ' C E, e T(E') o T-ideal das identidades de E’,
T(E') C Ki(X). Pode-se deduzir de [32] que se char K = 0 entdo T(E') = T(E).

Portanto, sobre tais corpos temos que C'(E') = C(E) N K(X). Dai C(E')/T

Ki(X)

2~ por [r1,x5] + T. Observe que T é gerado como

¢ gerado como T-espaco em
T-espago em K;(X) pelos polinomios [x1, za, x3] € x1[x2, T3, 4], € cOmoO |27, T2, 23] esta

contido no T-espago gerado por [z, 2], obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.4.2 Se charK =0, entao o T-espago C(E') em Ki(X) ¢é gerado pelos

polindomios x1[xs, 13, 4] € 21, T3]

Como vimos na Sec¢ao 2.3 T(E') = @, onde @ denota o T-ideal de K;(X) gerado
por [zq,x9, 23] € xP.

A préxima Proposicao é valida em um corpo arbitrario K de caracteristica p > 2
e sua demostracao segue imediatamente de ([9], prova do Teorema 3) assim como de
(|31], prova do Teorema 3). Para um corpo infinito tal Proposi¢ao pode ser deduzida

da Proposicao 4.1.4.

Proposicao 4.4.3 Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Entao K(X)/Q

€ um espaco vetorial sobre K com uma base

n1 ,.n2

o N PR X IR S T [ o @) (4.12)

onde s,7 >0, 11 <ig < ... <1, J1 < Jo<...<Jo, 0<ng<p, para todo k.
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Demonstracao: Pelo item (i) do Lema 4.1.3 , os elementos 2 + T, i = 0,1, ... sdo
centrais em K (X)/T. Por outro lado, segue imediatamente dos itens (ii) e (iii) do Lema
4.1.3 que a? +T,i=0,1,..., gera Q/T como um ideal em K(X)/T. Pela Proposi¢ao
4.1.4 os elementos da forma (4.3) formam uma base para K(X)/T, segue que Q/T
é gerado pelos elementos da forma (4.3) com ny > p, para algum k, e portanto os
elementos da forma (4.3) com 0 < ng < p, para todo k, formam uma base para K (X)

modulo Q). m

Lema 4.4.4 Seja charK = p > 2 e f = f(x1,29,...,2,) € K(X) um polinémio
homogéneo de grau m em x1, 0 < m < p. Suponha que f + Q € central em K(X)1/Q.
Entao f + Q pertence ao T-espago de K1(X)/Q gerado por [x1,12] + Q.

Demonstragao: Observe que podemos supor sem perda de generalidade que m = 1.

De fato, seja h = h(x),..., 2  xa,...,2,) uma linearizagao total de f em relacdo a x,
isto é, h é a componente homogénea de f(z} + ...+ 2}, z2,...,2,) que é multilinear
em relagao a ), ..., 2/ . Entao,

h(xy, ..., 01,29, ..., Tp) =mlf(xy,z9,...,2,).

Como f+ @ é central em K;(X)/Q, h+ @ também é. Assim, é suficiente mostrar que
h + @ pertence ao T-espago de K1(X)/Q gerado por [z, 25| + Q. Aqui,

h = h(l'la coy Ty Tt 1y - - 7$l+m71)

é homogéneo de grau 1 em z;.
Para completar a prova, é suficiente repetir as provas dos Lemas 4.1.5 e 4.1.6
substituindo T por @ e os elementos da forma (4.3) por elementos da forma (4.12). =

Assim como denotamos na se¢ao anterior

1 1

Gn = Qu(T1, ..., Top) = 28 oy, wo)ah bt [ran_1, Tanah

Teorema 4.4.5 Seja K um corpo de caracteristica p > 2. O espago vetorial C(E")

dos polinémios centrais de E' € gerado como T-espaco em K1(X) pelos polinomios
21|, T3, 24], Y, T125, (4.13)

pelo polinomio [xq,xs] e pelo conjunto dos polindmios {qs;s =1,2,...}.
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Demonstracao: Seja f = f(z1,22,....,2;) € C(E’) um polinémio multihomogéneo
de grau m; em x;, i = 1,...,l. Entdo, f + @ é central em K;(X)/Q. Observe que o
T-ideal @ & gerado como um T-espaco em K (X) pelo polinémios (4.13) juntamente
com [xq,x9, T3).

Suponha que f ¢ ). Suponha que para algum ¢, 1 < ¢ <[, temos 0 < m; < p.
Renomeando as variaveis em x;, podemos assumir sem perda de generalidade que ¢ = 1.
Pelo Lema 4.4.4, f 4+ @ pertence ao T-espaco de K1(X)/Q gerado por [z, z5] + @, isto
é, f pertence ao T-espaco gerado por (4.13) e por [z, z5].

Agora, suponha que f € () e, para todo i, m; = p. Entao f+() é uma combinacao
linear de elementos da forma (4.12). Contudo, se [ é impar, entdo nenhum elemento
da forma (4.12) tem grau p em todos z;, 1 < i <1[. Se [ = 2k para algum k, entdo o
tinico elemento da forma (4.12) com grau p em xy,...,x; é qx(z1,...,29) + @, € neste
caso f 4+ Q = aq, + Q para a € K. Segue dai que f pertence ao T-espago em K;(X)
gerado por (4.13) e gx.

Assim, em qualquer caso f pertence ao T-espaco em K;(X) gerado pelos
polinémios (4.13), pelo polindmio [z1, 2] e pelos polindomios g5, s =1,2,.... =
Teorema 4.4.6 Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Entao, o espago

vetorial C(E") dos polinomios centrais de E' sobre K ndao € finitamente gerado como

um T-espago em K;(X).

Demonstracao: Recordemos que V,, é o T-espago em K (X) gerado por qi,...,q,.

Observe que [z1, x2] € V], uma vez que [z, 5] é a componente multilinear do polinémio
g1+ 21,1+ 29) = (1 4+ 20)P 1+ 2y, 14 2] (1 + 29)P

= (1 + Il)p_l[l’l,xg](l -+ l’z)p_l.

Lembre que I é o ideal de K(X) gerado pelos elementos f? para todo f € K(X) sem
termo escalar, isto é, por f? para todo f € K;(X). Observe que @ =T + I, segue da
prova do Teorema 4.3.5 que a cadeia de T-espagos de K7(X)

Vi+QCVa+QC ...

contém uma subcadeia estritamente ascendente infinita. Mas pelo Teorema 4.3.5,

CE)=Jva+Q)

n
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para n > 1. Portanto, o T-espaco C'(E’) nao é finitamente gerado. =

Definimos T-espaco limite em K;(X), do mesmo modo que foi feito para
K(X). Kireeva em [30] construiu um T-espa¢o limite em K;(X) sobre um corpo
de caracteristica positiva. Para um corpo de caracteristica p > 2, esse resultado pode

ser expresso da seguinte maneira.

Teorema 4.4.7 ([20]) Sobre o corpo K de caracteristica p > 2, o T-espago V' gerado

por QQ e pelo conjunto
{xxd? (21, o] . . 292 w52 (g1, was]|s € N,y € {1,p — 1}para todoi}  (4.14)
¢ um T-espago limite em K;(X).
Segue do Lema 4.1.3 que se para um elemento do conjunto (4.14) temos «o; # p—1
para algum i, entdo o elemento pertence ao T-espago de K;(X) gerado por Q e [x1, 2]

Por isso, o T-espaco limite V' acima pode ser gerado por @, [x1, 23] e pelos polindmios

gs (s € N), ou seja, C(E') = V. Assim temos:

Teorema 4.4.8 Sobre um corpo infinito K de caracteristica p > 2, C(E') é um
T-espago limite em K;(X).

Demonstracao: Veja Kireeva em [30]. =
Com isso, surge o mesmo questionamento encontrado para C(F). Sera que C(E')

é o tnico T-espaco limite em K;(X) sobre um corpo K de caraceristica p > 27
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