Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Identidades Polinomiais para o
Produto Tensorial de PI-Algebras

por

Israel Buriti GGalvao
sob orientacao do

Prof. Dr. Anténio Pereira Brandao Janior

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética.

tEste trabalho contou com apoio financeiro do CNPq



Identidades Polinomiais para o
Produto Tensorial de PI-Algebras

por

Israel Buriti Galvao

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduagao em
Matematica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre

em Matematica.
Area de Concentracao: Matematica

Aprovada por:

Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva (UFCG)

Prof. Dr. Vandenberg Lopes Vieira (UEPB)

Prof. Dr. Anténio Pereira Brandao Juanior

Orientador
Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia

Programa de Po6s-Graduagcao em Matematica

Curso de Mestrado em Mateméatica

Margo/2012

i



Agradecimentos

A Deus, a causa primaria de todas as coisas.

A minha mée, Iranice (Cici), de quem perante todas as minhas decisdes, apenas
ouvi: “estou do seu lado meu filho, conte comigo pro que der e vier”. E é ela a principal
responsavel por eu ter chegado até aqui. Te amo Mainha.

Aos meus familiares, meu irmao Diego, minha avé Zefa e ao meu pai Alderir. A
Vanessa pelo companheirismo e aos seus pais Graga e Agnélio.

Ao meu orientador, o professor Antonio Brandao, pela excelente orientagao, pelos
excelentes cursos a mim oferecidos e principalmente por sua amizade e compreensao.
E & minha amiga e incentivadora Mariza (In Memoriam).

Aos professores da UAME, em particular aos que efetivamente contribuiram para
a minha formacao: Angelo, Claudianor, Daniel, Diogo Diniz, Henrique, Jaime, Ari,
Lindomberg, Marcelo, Marco Aurélio e Patricia. Em especial, aos professores Jilio,
Mendes e Bianca pelo periodo de Iniciagao Cientifica e aos meus ex-professores da
UEPB que tanto me incentivaram, Sa, Ernesto e Victor Hugo.

Aos funcionéarios da UAME, Davi, Totinha (Séstenes), Du, Renato, Suénia e a
Andrezza. E a todos os meus colegas de mestrado e graduacao.

Aos meus amigos e/ou irmaos académicos, Bruno Sérgio, Dénis, Wellington, Leo,
Alénicon, Sérgio Dantas, André, Mozart, Marciel, Sirlene, Alex, Aline, Débora, Maria,
Fabricio, Marcos, Nancy, Fabio, Luis, Luciano, Patricio, Romildo e Michel.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.

E a todos que direto ou indiretamente fizeram parte da minha vida durante essa

caminhada. Obrigado!

...0 tempo voa rapaz, pegue seu sonho rapaz
A melhor hora e o momento é vocé quem faz...

Pensamento - Cidade Negra

il



Dedicatoria

A minha filha Luna, a pureza
viva e minha fonte de forcas para

viver.

iv



Resumo

Nesta dissertacao foi feita uma abordagem sobre identidades polinomiais para o pro-
duto tensorial de duas algebras. Com base no crescimento da sequéncia de codimensoes
de uma Pl-algebra, estudado inicialmente por Regev em 1972, apresentamos uma prova
de que o produto tensorial de duas Pl-algebras ¢ ainda uma PI-algebra. Depois, através
do produto de Kronecker de caracteres e do classico Teorema do Gancho de Amitsur e
Regev, obtemos relagoes entre as codimensoes e os cocaracteres de duas Pl-algebras e
as codimensoes e cocaracteres do seu produto tensorial. Também através do estudo de
codimensoes e cocaracteres, conseguimos exibir identidades polinomiais para o produto

tensorial.

Palavras-chave: Identidades polinomiais, produto tensorial, codimensoes, cocarac-

teres.



Abstract

In this dissertation we study polynomial identities for the tensor product of two alge-
bras. Based on the growth of the PI-algebra’s codimensions sequence, originally studied
by Regev in 1972, we present a proof that the tensor product of two Pl-algebras is still
a Pl-algebra. After this, using the Kronecker product of characters and the classic
Amitsur and Regev Hook Theorem, we obtained relations between the codimensions
and cocharacters of two Pl-algebras and the codimensions and cocharacters of their
tensor product. With the study of codimensions and cocharacters, we also exhibit

polynomial identities for the tensor product.

Keywords: Polynomial identities, tensor product, codimensions, cocharacters.
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Introducao

O presente trabalho trata de um estudo sobre uma parte da Teoria de Anéis, a
das algebras com identidades polinomiais, ou PI-algebras. A teoria das PI-algebras, ou
PI-teoria, comegou a ser abordada com mais profundidade a partir do ano de 1945.

Uma identidade polinomial para uma &lgebra A é um polinémio f(x1,...,z,)
em variaveis nao comutativas que se anula sob qualquer substituicao por elementos de
A. Quando existe um polinémio nao nulo que é uma identidade polinomial para A,
dizemos que A é uma &algebra com identidade polinomial ou Pl-algebra.

A estudo das PI-algebras, no sentido préprio, intensificou-se ainda mais por volta
do ano de 1950, quando foi demonstrado o Teorema de Amitsur-Levitzki. Esse teorema
afirma que a &algebra das matrizes de ordem n com entradas num corpo satisfaz o
polinémio “standard” de grau 2n. Ainda no mesmo periodo foi demonstrado o Teorema
de Nagata-Higman: Se A é uma algebra associativa, sobre um corpo de caracteristica
0, nil de indice limitado, entao A é nilpotente. Desde entao, varios algebristas reconhe-
cidos deram contribui¢coes importantes para a Pl-teoria. Vale mencionar aqui alguns
dos grandes nomes que juntos difundiram a area: G. Bergman, P. M. Conh, I. N.
Herstein, N. Jacobson, I. Kaplansky, A. I. Kostrikin, V. N. Latyshev, Yu. N. Malcev,
E. Posner, A. 1. Shirshov, R. Swan, entre outros. Mais atualmente: Y. Bahturin, A.
Berele, A. Braun, V. Drensky, E. Formanek, A. Giambruno, A. Kemer, C. Procesi,
Yu. P. Razmyslov, A. Regev, L. H. Rowen, J. T. Stafford, M. Van Den Bergh, M.
R. Vaughan-Lee, M. Zaicev, E. Zelmanov, P. Kochloukov (obviamente, essa lista esta
longe de ser completa). Os relevantes nomes interessados nesse estudo reforgam sua
importancia.

Uma pergunta motivadora: dadas duas Pl-dlgebras A e B, seria o produto tenso-
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rial A® B ainda uma PI-algebra? O primeiro a responder positivamente a essa questao
foi o matematico israelense Amitai Regev no ano de 1972, com o trabalho [18]. No
artigo ele estima a sequéncia das codimensoes dessas algebras, e como uma aplicacao
desse estudo, prova que o produto tensorial de duas Pl-algebras arbitrarias é ainda
uma Pl-algebra.

Considerando-se K um corpo e a élgebra associativa livre K(X), definimos P,
como sendo o subespago vetorial de K(X) dos polinémios multilineares de grau n.
Sabe-se que P, tem uma estrutura de .S,-mddulo, com cada permutacao de .S,, agindo
nos indices das variaveis em cada monémio. Sendo A uma Pl-algebra e T'(A) o ideal

de suas identidades polinomiais, a n-ésima codimensao de A (¢,(A)) é definida como

sendo a dimensao do S,-moédulo quociente

b,

P = p ATy

e 0 n-ésimo cocaracter de A ,x,(A), é definido como sendo o caracter de P,(A).

Provada a existéncia de algum objeto em Matemética, um outro problema que
surge naturalmente é o de exibir algum desses objetos de existéncia constatada. Em
[22], Amitai Regev mostrou que se A e B satisfazem alguma identidade de Capelli,
entao A ® B também satisfaz. Para provar isso, ele obteve primeiramente uma relacao
entre os cocaracteres de A, B e A ® B, e depois mostrou que a altura do Produto de
Kronecker de dois S,,-caracteres esta relacionada com o produto das alturas dos dois
caracteres. Também como consequéncia da relacao entre os cocaracteres de A, B e
A ® B, foi obtida uma relacao entre as codimensoes dessas trés algebras.

Em 1982, S. A. Amitsur e A. Regev [1| provaram o classico Teorema do Gancho,
o qual apresenta uma interessante propriedade das sequéncias de cocaracteres. Como
uma aplicagao da Teoria do Gancho as Pl-algebras, considerando-se duas Pl-algebras
A e B, e conhecendo-se ganchos infinitos que contém os seus respectivos cocaracteres,
podemos entao determinar um terceiro gancho que contém os cocaracteres da algebra
A ® B. Este resultado é devido aos matematicos A. Berele e A. Regev (|2] e [3]),
e utilizando-se dele é possivel determinar poténcias de polindmios standard que sao
identidades para A ® B.

O presente trabalho esta organizado em quatro capitulos. No primeiro, é feita

uma abordagem sobre conceitos prévios acerca de Pl-algebras, modulos e represen-
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tagoes de grupos, ferramentas utilizadas para o desenvolvimento dos resultados aqui
estudados. No segundo capitulo, sao definidos codimensao e cocaracter de uma PI-
algebra e apresentamos algumas propriedades e técnicas para obtengao do nimero
cn(A), calculando-se as codimensbes de algumas algebras importantes. Ademais, usa-
mos este conceito pra mostrar o Teorema de Regev-Latyshev, isto é, que A ® B é
uma Pl-algebra se A e B o sao. No capitulo seguinte, é apresentada a definicao do
Produto de Kroneker e o usamos para mostrar que A ® B possui um polinémio de
Capelli como identidade se A e B também possuem polindmios de Capelli como identi-
dades polinomiais. Por fim, é feito um estudo sobre os cocaracteres da algebra A ® B,
relacionando-os com os cocaracteres de A e B, a luz do teorema do Gancho de Amitsur
e Regev. Com base neste estudo, sao exibidas poténcias de polinémios standard que

sao identidades para A ® B.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

No que segue, K sempre denotard um corpo, e todas as algebras e espacos vetoriais

serao considerados sobre o corpo K.

1.1 Algebras

Definicao 1.1 Define-se uma K-dlgebra, ou simplesmente dlgebra, como sendo um par

Wy

(A, %), onde A é um espago vetorial e “«” € uma opera¢ao em A que é uma aplicagdo

bilinear, ou seja, x : A x A — A satisfaz

(i) ax(b+c)=(axb)+ (axc)
(ii) (a+b)*c=(a*c)+ (b*c)
(iii) (\a) * b= a* (Ab) = A(a *b)

para quaisquer a, b, c € A e A € K.

Wy

Na defini¢ao acima, “x” chama-se de produto ou multiplicagao. Em geral de-
notaremos a * b, com a, b € A, simplesmente por ab. Definimos ajasas como sendo
(a1as)as e, indutivamente, ajas - - - a,_1a, como sendo (ajas - -a,_1)a, para a; € A.

Uma algebra A sera dita:

e associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, ¢ € A.
e comutativa se ab = ba para quaisquer a, b € A.

e unitaria (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro, ou seja, se existe
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1 € A tal que la = al = a para todo a € A.
e algebra de Lie se a*> = aa = 0 e (ab)c+ (be)a+ (ca)b = 0 (identidade de Jacobi) para

quaisquer a, b, ¢ € A.

Exemplo 1.2 Para n € N, o espago vetorial M, (K) de todas as matrizes n x n com
entradas em K, munido do produto usual de matrizes, é uma algebra associativa com

unidade, de dimensao n?. Nesta algebra destacaremos as matrizes unitarias F;;, para

1 <14,7 <n, onde F;; ¢ a matriz cuja tnica entrada nao nula é 1 na ¢-ésima linha e
j-ésima coluna. Tais matrizes formam uma base para M, (K). De modo mais geral, se
A é uma algebra, consideremos o espago vetorial M, (A) de todas as matrizes n x n com
entradas em A. O produto de matrizes em M, (A) é anidlogo ao produto de matrizes

com entradas em K. Temos entao uma estrutura de algebra em M, (A). A

Exemplo 1.3 Seja V um espaco vetorial com base {ey, es, €3, ...}. Definimos a dlgebra

de Grassmann, (ou algebra exterior) de V, denotada por E(V) (ou simplesmente por

E), como sendo a algebra com base {1, e;,€;,---€;,;11 <ia < --- <ig, k> 1} e cujo
produto é definido pelas relagoes €? = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer 7, j € N. Desta-
camos em F os subespagos vetoriais Ey, gerado pelo conjunto {1, e;e;, -+ -e; ;m par},
e Ey, gerado pelo conjunto {e; e;, ---e;,;k impar}. Claramente £ = Ey ¢ E; como

espaco vetorial. De e;e; = —eje; segue que
(i - i) (ei sy - ) = (1) (e en, - e5) (eneiy - -4,

para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que axz = xa para quaisquer a € Fj

exr € F, e bc = —cb para quaisquer b, c € Fj. A

Observagao 1.4 Sejam A um espago vetorial, § uma base de Ae f: x [ — A
uma aplicagdo qualquer. Entao existe uma tunica aplicacao bilinear FF: A x A — A
estendendo f. Com isso concluimos que, para definir uma estrutura de algebra em A,
basta definir o produto para os elementos de uma base. Com o produto definido, para
que uma algebra A seja associativa, é necessario e suficiente que (vivy)vs = v1(v9v3)
para quaisquer vy, vy, vz € (. Essa afirmagao é valida porque a aplicagao trilinear
h:AxAxA— A, definida por h(a,b,c) = (ab)c — a(bc) é nula se, e somente se,
é nula em B x f x . Como consequéncia, se A é uma algebra e S um subconjunto

gerador de A como espago vetorial, entao nao é dificil mostrar que:
(i) A é associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S.
(ii) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S.

(iii) A possui unidade se, e somente se, existe 1 € A tal que lv = vl = v para todo
ves.
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Exemplo 1.5 Seja S um conjunto nao vazio. Considere o conjunto KS de todas as
somas formais do tipo ) s ays, onde oy € Ke {s € S | o # 0} ¢ finito. Aqui, oz ¢
um simbolo formal. Diremos que ) g ass = > o35 em KS se ay = 3, para todo

s € S. Agora, vamos definir a soma em KS como sendo
Zass + Z/BSS = Z (as + ﬁs)s
s€S s€S ses

e o produto por escalar como sendo

)\Zass = Z (Aag)s, para A € K.
ses seS

Assim, munido destas operagoes, KS é um K-espago vetorial, chamado de K-espago

vetorial com base S. Identificando sy € S com Zse g (s, onde

1, ses=sg
g = ;
0, se s # sg

temos que S é uma base de KS. Se “x” é uma operagao definida em .S, pela Observacao

1.4, “x 7 se estende a uma tnica operacao bilinear em KS, que também denotaremos
por “x”. Assim, (KS, %) é uma K-algebra. Segue ainda da Observagao 1.4 que se “x”
é associativa, comutativa ou possui elemento neutro em S, a algebra KS também tera
tais propriedades. Um caso particular e importante de construcao deste tipo aparece
quando temos um grupo . Adotando a notagao multiplicativa em G e considerando,
no espaco vetorial KG, o produto induzido pela operagao de G, temos que KG é uma

algebra (associativa) unitaria, chamada de algebra de grupo. Vamos utilizar bastante

no decorrer do nosso trabalho a algebra KJS,,, construida a partir de S,,, o grupo das

permutacoes de n elementos. A

Sendo A uma algebra associativa e a,b € A, definimos o comutador [a, b] = ab—ba.

Mais geralmente definimos, indutivamente, o comutador de comprimento n como sendo

a1, ... an_1,a,] = [[a1,...,a,_1],a,], onde a; € A. O comutador de comprimento zero

denotaremos por 1.

Exemplo 1.6 Um comutador satisfaz o propriedade de derivacao, isto é,
[y, 2] = [z, 2]y + [y, z].

Com efeito, temos

[z, 2|y + zly, 2] = (vz — z2)y + 2(yz — 2y) = a2y — zay + vYz — 22y = [2Y, 2].



12

Definicao 1.7 Um K-subespaco vetorial B de uma dlgebra A é dito uma subdlgebra
de A se tiwer estrutura de dlgebra, isto €, se B for fechado com respeito a multiplica¢ao

de A. Um subespaco I serd dito um ideal a esquerda de A se AI C I, ou seja, se

ax € I para quaisquer a € A e x € I. De modo similar, definimos ideal a direita de A.

Um ideal bilateral (ideal & esquerda e a direita de A) serd simplesmente denominado
de ideal.

Se A for uma &algebra unitéria e B uma subalgebra de A, nao necessariamente
se tem 14 € B. Sendo I um ideal de A (a direita, & esquerda, ou bilateral), tal que

14 € 1, entao I = A.

Definicao 1.8 Sejam A uma dlgebra e @ # S C A. Definimos:
a) A subdlgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interse¢io de

todas as subdlgebras de A que contém S (e 1, no caso de A possuir unidade);

b) O ideal de A gerado por S como sendo a intersecio de todos os ideais de A que

contém S.
Exemplo 1.9 Seja A uma algebra associativa. O conjunto
Z(A)={a€ Ajax =za,¥V z € A}

é uma subalgebra de A denominada centro de A. Um fato conhecido da Algebra Linear
elementar é que dado n € N tem-se Z(M,,(K)) = {\,xn; A € K} (matrizes escalares).
Se A = E (4lgebra exterior), entdo Z(F) = E, (charK # 2). A

Definicao 1.10 Sejam A e B dlgebras. Uma transformagao linear p : A — B € um
homomorfismo de dlgebras se p(zy) = p(z)p(y) para quaisquer z,y € A. Se A e B

sao unitdrias, também € exigido p(14) = 1p.

Chamamos ¢ de mergulho (ou monomorfismo) se ¢ é um homomorfismo injetivo,

e de isomorfismo se ¢ é um homomorfismo bijetivo. Dizemos que ¢ é um endomorfismo
de A se ¢ é um homomorfismo de A em A e que é um automorfismo de A se ¢ é um
endomorfismo bijetivo de A.

Denotamos por EndA o conjunto dos endomorfismos de A e Aut A o conjunto
dos automorfismos da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos
que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de élgebras. O conjunto

kerp = {a € A ¢(a) = 0},
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chamado de ntucleo de ¢, é um ideal de A, e o conjunto

Im p = {p(a) | a € A},

chamado de imagem de ¢, ¢ uma subalgebra de B.

Se A é uma éalgebra e I é um ideal de A, considere o conjunto quociente A/I,
cujos elementos sao da forma a+ 1 = {a+x | x € I} com a € A (classes laterais de
I). E facil verificar que as operacoes de soma e de produto por escalar definidas em
A/1, respectivamente por (a+ 1)+ (b+1) = (a+b)+ 1 e ANa+ 1) = (Aa)+ I, estao

bem definidas, e assim temos o espago vetorial quociente A/I. Dai, podemos definir o

seguinte.

Definicao 1.11 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Definimos a dlgebra quociente

de A por I como sendo o espago vetorial quociente A/l munido do produto definido
por (a+ I)(b+1)=ab+ 1 para a,b € A.

Notemos que o produto de A/I esta bem definido, pois ndo depende da escolha
dos representantes das classes laterais. Como de costume, denotaremos a classe lateral
a+ I por a. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo de algebras e I C ker ¢ um ideal
de A. Entao a aplicacao

p: A/l — B
a +— pa = ¢la)
¢ bem definida e ¢ um homomorfismo de algebras. Se I = ker ¢, entao p é injetora e
consequentemente A/ker ¢ ~ I'm ¢. Esta tltima afirmagao é conhecida como Teorema

Fundamental dos Homomorfismos.
Um exemplo classico do que foi definido acima é o seguinte.
Exemplo 1.12 Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Temos que a aplicagao

m: A — A/I, definida por 7(a) = @, ¢ um homomorfismo sobrejetivo (ou epimorfismo)

de algebras chamado de projecao canodnica. A

Outro conceito muito importantes acerca de algebras associativas, é o de algebras

livremente geradas.

Definigao 1.13 Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra A € B €
uma dlgebra livre na classe B se existe um conjunto X que gera A (como dlgebra) e
para cada dlgebra C € B e cada aplicagao h - X — C, existe um unico homomorfismo
¢ : A — C que estende h, ou seja, p(x) = h(x) para todo x € X. Nestas condigaes,

dizemos que A € livremente gerada por X na classe B.
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Construiremos agora uma algebra que é livre na classe de todas as algebras as-
sociativas e com unidade. Para tal, consideremos o conjunto X = {z1, xs,x3,...} nao
vazio e enumeravel, cujos elementos chamaremos de variaveis. Uma palavra em X é

uma sequéncia finita x4, x;, - -2, onde n € Ng = NU {0} e 2, € X. Se n = 0 temos

n

a palavra vazia, que denotaremos por 1. Seja S(X) o conjunto de todas as palavras

em X. Dizemos que as palavras z;,z;, - x;

. € TjTj, -+ Tj, SA0 iguals se n = m e
1 :j17 i2:j27 R Zn:]n

Considere K(X) como sendo o K-espago vetorial com base S(X). Chamaremos
os elementos de K(X) de polinémios. Assim, um polinébmio é uma soma formal de
mondmios, que sao produtos formais de um escalar por uma palavra em X. Sendo
QT Tiy -+ - T4, o 7 0, um mondmio em K(X), definimos seu grau como sendo n. Neste
caso, a palavra vazia tem grau zero. Definimos o grau de um polinémio nao nulo

f € K(X) como sendo o maximo dos graus de seus mondmios.

Consideremos em S(X) a operagao de concatenagao, dada por:
(@i @iy - 4, ) (X2 Ty -+ Tj,) = Tiy Ty -+ Ly Tjy Ty **+ Ly -

Observemos que essa operagao é associativa e que tem a palavra vazia como seu
elemento neutro. Assim, K(X), munido da operagao bilinear induzida por ela, é uma

algebra associativa com unidade.

Proposicao 1.14 A dlgebra associativa K(X) € livre na classe das dlgebras associati-

vas com unidade e livremente gerada por X.

Prova. Sejam B a classe das élgebras associativas com unidade e A € B. Conside-
remos uma aplicagdo g : X — A arbitraria, tal qual g(z;) = a;, para cada i € N.
Entdo, existe uma tnica aplicagdo linear ¢, : K(X) — A tal que ¢g4(1) = 14 e
Og(Xiy iy -+ - X4,) = Q404 -+ - a;,. Temos que ¢, é um homomorfismo de algebras e é
o tnico que estende g. Logo, K(X) é livre na classe das algebras associativas com

unidade e livremente gerada por X. [

Se f = f(x1,29,...,2,) € K(X), entdo vamos denotar por f(aj,as,...,a,) a
imagem de f por ¢,, onde ¢, é como na demonstragao da Proposi¢ao 1.14. Notemos

que f(ay,as,...,a,) é o elemento de A obtido pela substitui¢ao de z; por a; em f.
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Considerando Sy(X) = S(X) — 1, o subespago Ko(X) gerado por Sy(X) é uma
subalgebra (sem unidade) de K(X). De modo analogo a Proposigao 1.14, temos que
Ko(X) é livre, livremente gerada por X, na classe das algebras associativas. Observe-
mos aqui que

K{X) = Ko(X) @ (1),
onde (1) denota o subespago de K(X) gerado por 1.

Definicao 1.15 Sejam V e W dois K-espagos vetoriais. Definimos o produto tensorial
Vg W de Ve W (por simplicidade, denotado por V@ W) como sendo o espago

vetorial gerado pelo conjunto {v @ w;v € V, w € W} (cujos elementos sio chamados

de tensores), onde
(v1 +v2) ®w = (v @ W) + (v2 @ w)
v® (wy +wse) = (v®w) + (v ws)
(M) @w = Av®w)
1@ (Aw) = Av®w)

para quaisquer vy, vo, v € V, wy, wy, w € W e A € K.

Concluimos entdo que todos os elementos de V ® W sdo da forma > (v; ® w;),
comuv; €EVew, €W.

Citamos a seguir um importante resultado acerca do produto tensorial.

Teorema 1.16 (Propriedade Universal) Sejam V, W e U K-espagos vetoriais e
f:VxW — U uma aplicagao bilinear. Entao, existe uma tnica transformagao

linear Ty : V@ W — U tal que Tr(v @ w) = f(v,w) para quaisquer v eV ew € W.

Sendo V' e W dois K-espacos vetoriais de dimensao finita, temos que
dim(Ve@ W) =dimV - dim W,

pois dadas By = {v1,...,v,} e By = {wy,...,w,} bases de V e W, respectivamente,
nao ¢é dificil verificar que o conjunto {v; ® w;; v; € By e w; € By} ¢ uma base de
V ® W. Considerando ainda Vi e V5 subespacos de V', e W e W, subespacos de V/,
temos que

VieVs) oW = (Vi W) e (V2 W),

Vio(WieW,) =MWVieW)ae (VieWs).
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Sejam A e B K-algebras e considere o produto bilinear definido por
(A By x (A® B) —» A® B
((&1 & bl), (ag & bz)) — (a1 & bl) . (CLQ & bg) = a1a9 ® b1b2

Segue da Propriedade Universal que esse produto é bem definido. O espaco vetorial
A ® B, munido desse produto, possui estrutura de algebra e é chamado de produto

tensorial das algebras A e B.

Sendo Vi, V5, Vs, ..., V,, K-espacos vetoriais, definimos
VielhelE (Vo) e,
e indutivamente

N@ @V 1QVya=(1 Q- Q@ Vi) Q V.

1.2 Mobdulos e Representacoes de Grupos

Nesta sec¢ao, serao apresentados as defini¢coes e algumas propriedades acerca de
modulos e representagoes de grupos, além da importante relagao entre eles. Assumire-
mos que K é um corpo de caracteristica zero (charK = 0) e que todas as algebras

consideradas sao associativas.

Definicao 1.17 Sejam A uma dlgebra unitdria e M um espac¢o vetorial. Considere o

sequinte produto
AxM — M

(a,m) +—— a-m

satisfazendo as condigdes:
(i) (a1 + az) - m = (ar - m) + (a2 - m)
(i) a- (mi+mz) = (a-mi)+ (a-ms)
(iii) (Aa)-m =a- (Am) = Aa-m)
(iv) ay - (ay-m) = (aray) - m

(v) 14-m=m
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para quaisquer a,ai,as € A, m,my,mg € M e A € K. Dizemos que M, munido desse

produto, € um A-mddulo a esquerda (ou mddulo & esquerda sobre A). Analogamente,

definimos um A-mddulo a direita (ou mddulo a direita sobre A), ou seja, considera-se

o produto

MxA — M
(m,a) — m-a

que satisfaz
(i) m- (a1 +az) = (m-a1) + (m- az)
(1) (m1+mz)-a=(mi-a)+ (mz-a)
(111) m-(Aa) = (Am)-a = A(m-a)
(iv) (m-ay)-as =m-(ajaz)
(0) 1a-m=m

para quaisquer a,ay,as € A, m,my,mo € M e X € K.

Por simplicidade chamaremos um A-moédulo & esquerda simplesmente de A-
modulo.

Observe que, pelos trés primeiros itens da definicao acima, temos que o produto
“.7 & uma aplicacao bilinear. Dai, sendo A uma algebra unitéria, pelo que acabamos
de observar, A é um A-modulo, cujo produto é a sua multiplicagao.

De agora em diante, vamos considerar todos os médulos como sendo de dimensao

finita (como espagos vetoriais).

Exemplo 1.18 Sejam G um grupo, V um K-espago vetorial e ¢ : G — GL(V) um
homomorfismo de grupos, onde ¢(g) = ¢,. Considere o seguinte produto

KG x V — V
((dec )‘99> 7“) — (EgEG >‘99> U= eq Agpg (V) '

Note que V', munido desse produto, ¢ um KG-mo6dulo (ou simplesmente, G-modulo),
onde as cinco condigoes da Definicao 1.17 seguem das hipoteses de que ¢ é um homo-

morfismo de grupos e ¢, ¢ linear. A

Definicao 1.19 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Definimos um submddulo
(ou A-submddulo) N de M como sendo um subespago vetorial N de M tal que a-n € N
para quaisquer a € A en € N. Se os unicos submddulos de M sao {0} e M, entdo
M ¢€ dito irredutivel (ou simples). Dizemos que um submddulo N de M é minimal se
nao existe submodulo N' de M satisfazendo 0 # N’ C N (ou seja, se N, visto como

mdodulo, € irredutivel).




18

Exemplo 1.20 Seja A uma algebra. Considerando A como A-moddulo, segue direta-
mente da definicdo que os submoédulos de A sdao exatamente os ideais a esquerda da
algebra A. A

Observagao 1.21 Seja M um A-moédulo.

(i) Se N é um submoédulo de M, o espago quociente M /N é um A-mo6dulo, munido
do produto definido por a-m = @-m, para a € A e m € M. Chamamos M/N
de modulo quociente de M por N.

(i) Seja (M;)iea uma familia de submodulos de M. Entao

Y My={mi+--+my; neN, mj € UeaMi} e (M

1€EA 1€EA

sao submoédulos de M.

Assim como para qualquer estrutura algébrica, temos também para modulos o

conceito de homomorfismo.

Definigao 1.22 Sejam M; e My mddulos sobre uma dlgebra A. Definimos um

homomorfismo de A-mddulos como sendo uma transformacao linear ¢ : My — M,

tal que ¢(a-m) = a-p(m) para quaisquer a € A e m € M. Se ¢ € bijetivo, dizemos

que @ € um isomorfismo de A-modulos.

Exemplo 1.23 Sejam M um A-mddulo e v € K. Considere a sequinte transformagao

linear
Mdy: M — M

m s Aldy(m) =ym

Tomando a € A e m € M arbitrdrios, teremos
Adu(a-m) =v(a-m) =a-(ym) =a- (YIdy(m)),

e asstm yIdy; € um homomorfismo de A-maodulos. A

Seja. M um modulo sobre uma élgebra A. Definimos um endomorfismo do

A-modulo M como sendo um homomorfismo (de A-moédulos) de M em M e deno-
taremos o conjunto de todos os endomorfismos do A-médulo M por Ends(M). Nas

condigoes do exemplo anterior, yIdy, € Enda(M).

Proposicao 1.24 Sejam M um A-mddulo de dimensao finita e

My, My, ..., My, N\, No, ..., Ny, J
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submodulos minimais de M. Entao:

(a) Se J C Ny + Ny + ... + Ny, entao J ~ N; (como A-mddulos) para algum j =
1,2,...,m.

(b) Se N1, No, ..., Ny, sdo 2 a 2 nao isomorfos (como A-mddulos), entio a soma
Ni+ Ny + ... + N, € direta.

(c) Se M =M, @My ... My =N, B Ny® ... ® Ny, entao k =m e M; e N; sao

isomorfos para todo i = 1,2, ...,k (reodernando os N;’s, se necessdrio).

Prova. (a) Se existe algum JV;, digamos Ny, tal que Ny N (N3 + ... + N,,) # 0, entdo,
pela minimalidade de Ny, devemos ter Ny C (N3 + ... + N,,), e dai

Ni+No+ ...+ Ny =No+ ... + Ny,

Com isso, podemos supor que a soma € direta. Agora, seja n € J. Entao, existem
Gnicos ny, ng, ..., Ny, tais que n = ng + ... +n,, e nj € Nj, com 1 < j < m. Considere,

para cada j = 1,2, ..., m, o homomorfismo de A-moédulos

n — @;(n) =n;

Como J # {0}, deve existir algum j € {1,2,...,m} tal que ¢; é ndo nulo. Segue da
minimalidade de J e N; que ker ¢; = {0} e Im ¢; = N;. Logo, ¢; é um isomorfismo
de A-modulos.

(b) Suponha que a soma nao é direta. Assim, algum dos N;’s, digamos Ny, esté contido
na soma dos demais, ou seja, sem perda de generalidade, temos N; C Ny + ... + N,,.
Segue do item (a) que N; é isomorfo a algum dos N;’s restantes, uma contradicao.

(c¢) Veja [11], Segao 3.4, pagina 115. [ |

Agora, veremos alguns conceitos e resultados sobre representagoes de grupos. E

importante ressaltar que no que segue GG denotara sempre um grupo finito.

Definicao 1.25 Definimos uma representacao linear de G em um espaco vetorial V

como sendo um homomorfismo de grupos
¢ : G — GL(V)
g — g =,

Definimos o grau da representagao linear ¢ como sendo a dimensao do espago vetorial
V.
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Sabe-se que quando dim V = n, com n € N, os grupos GL(V) e GL,(K) sao
isomorfos. Assim, uma representagao linear de G em V' pode ser vista como um ho-
momorfismo ¢ : G — GL,(K). Em particular, quando n = 1, podemos considerar
como um homomorfismo ¢ : G — K*, onde K* = K — {0} é o grupo multiplicativo

do corpo K.

Exemplo 1.26 Seja V' um espago vetorial tomado arbitrariamente. O homomorfismo

v+ G — GL(V)
g — ¢(g) =1Idy

é uma representacao linear de G em V', chamada de representacao trivial.

Exemplo 1.27 Sejam ¢ : G — GL(V') uma representagao linear de G em V e H um
subgrupo de G. Note que a restricdo ¢|, : H — GL(V) é uma representacao linear

de H em V. Ademais, ¢|; € ¢ possuem o mesmo grau. A

Defini¢ao 1.28 Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao linear. Um subespa¢o W
de V € dito p-invariante se p,(W) C W para todo g € G. Se existe um subespago W
nao trivial ({Ov} # W # V) de V que é p-invariante, chamamos ¢ de redutivel. Se

nao existe W nessas condigoes, chamamos ¢ de irredutivel.

Observe que os subespacos triviais de V', {0y} e V, sdo p-invariantes. Assim, ¢
é irredutivel se, e somente se, os inicos subespagos ¢-invariantes sao os triviais. Note
que toda representacao de grau 1 ¢ irredutivel.

Se W é um subespago g-invariante de V e g € G, temos que ¢ (W) C W. Dai

podemos definir

Ogly + W — W
w — @g(w)
Como também ¢, (W) € W temos @ (W) = W e dai ¢g|,, € GL(W). Com isso,

podemos entao definir o seguinte:

Defini¢ao 1.29 Sejam V' um espago vetorial, ¢ : G — GL(V') uma representagao

linear e W um subespago p-invariante de V. Definimos a restricao de ¢ a W como

sendo a representacao linear
g — ewl(9) = @y

que também é chamada de sub-representacao oy .
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Definigao 1.30 Sejam V' um espago vetorial e ¢ : G — GL(V') uma representa¢ao
linear. Se existem Wi, Wy, ..., W,, subespacos vetoriais p-invariantes de V tais que
V=W eWyd..dW, earestricao de p a W; € irredutivel, para todo i =1,2,....n,

entao dizemos que @ € completamente redutivel (ou semi-simples).

Exemplo 1.31 Toda representacao irredutivel é completamente redutivel. A

Teorema 1.32 (Maschke) Sejam ¢ : G — GL(V) uma representacio linear de
grau finito e W um subespaco p-invariante de V. Entao V. =W & Wy, onde Wy é um

subespaco p-invariante de V. Consequentemente, @ é completamente redutivel.

Prova. Veja [11], Secao 5.2, pagina 253. [

Defini¢ao 1.33 Sejam V' e W espagos vetoriais e p : G — GL(V) et : G —
GL(W) representagoes lineares. Se existe um isomorfismo T : V. — W de espagos

vetoriais tal que ¥, T = Ty, para todo g € G, dizemos que ¢ e Y sao representagoes

equivalentes.

Proposicao 1.34 Sejam ¢ : G — GL(V) e ¢ : G — GL(W) representagoes lin-

eares equivalentes. Entao ¢ € irredutivel se, e somente se, 1 € irredutivel.

Prova. Tomemos T : V. — W isomorfismo de espagos vetoriais tal que 1, = Tp, T~
para todo g € G. Suponhamos que v é irredutivel, e suponhamos também, por con-
tradigao, que V; é um subespago nao trivial de V p-invariante. Cosidere agora o
subespaco nao trivial W, = T'(V;) de W. Assim, teremos ¢,(W;) = (T, T~1)(W;) =
(T'pg) (V1) C T(V1) = Wy para todo g € G e dai, W) é y-invariante, uma contradicao.

Portanto, ¢ é irredutivel. A reciproca é anéloga. |

Exemplo 1.35 Considere as seguintes representacoes de grau 1 do grupo S,

v S, — K e S5, — K*
o +— plo)=1 o +— glo)=(=-1)7"

chamadas de representagao trivial de grau 1 e representacao sinal, respectivamente.

Temos que ¢ e € nao sao equivalentes.

Agora seja v : S, — K* uma representacao de grau 1 de S,. Temos que
Sn/ker 1 & abeliano, pois é isomorfo a I'm 1» C K* (Teorema Fundamental dos Ho-
momorfismos). Assim, segue da teoria de grupos que ker ¢ 2 S/ = A,. Com isso,
Y(p) =1 para toda pu € A,.
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Fixemos arbitrariamente o¢ € S,,— A,,. Teremos S,, = A,Uo¢A,, S,— A, = 0oA,
eod € A, eassim (07) = (¢¥(0y))? = 1, donde 1(0g) = £1. Logo, se ¢(cy) = 1, entao
ker ) = S, e dai ¢ coincide com a representagao trivial. Por outro lado, se ¢(0g) = —1,
supondo o € S,, — A, entdo 0 = opu para alguma p € A, donde ¥(0) = —1, e assim
1 coincide com a representacao sinal. Logo, as representacoes trivial e sinal sao as

tnicas de grau 1 do grupo S,,. A

Seja V um KG-modulo. Dado g € G, definamos

g V. — V
v @uv)=g-v

Nao é dificil ver que a aplicacao

¢ : G — GL(V)
g — ¢lg) =,

¢ uma representacao linear de G em V. Agora, seja W um submoddulo de V. Como
g-w € W, temos que ¢, (w) € W para quaisquer g € G e w € W. Com isso, temos
que W é um subespaco p-invariante de V.

Por outro lado, dada uma representagao linear ¢ : G — GL(V) considere V
o KG-modulo obtido através da representacgao linear ¢ como visto no Exemplo 1.18.
Veja que se W for um subespago ¢-invariante de V', teremos que ¢ (w) = g-w € W
para quaisquer g € G e w € W. Como G é um conjunto gerador da algebra KG (como
espago vetorial), tomando o € KG arbitrario, segue que o - w € W, e assim W é um
submodulo de KG.

Diante disso, existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas de KG-
modulos em V' e as representagoes lineares de G em V.

Agora iremos apresentar alguns resultados que relacionam representacoes lineares

e KG-moédulos.

Proposicao 1.36 Sejam V e W KG-maodulos e ¢ e i, respectivamente, suas repre-
sentagoes lineares correspondentes de G. Entao ¢ e i sao equivalentes se, e somente
se, Ve W sao KG-mddulos isomorfos. Ademais, @ € irredutivel se, e somente se, V €

um KG-modulo irredutivel.

Prova. Verifica-se facilmente que o isomorfismo linear 7" da Defini¢ao 1.33 é um iso-

morfismo entre os KG-modulos V' e W. Reciprocamente, vé-se que um isomorfismo
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T:V — W de KG-modulos satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 1.33. [ |

Podemos interpretar o Teorema de Maschke (Teorema 1.32) em termos de KG-
modulos. E o que faremos agora.
Teorema 1.37 (Maschke) (Versao para modulos) Seja V' um KG-mddulo de dimen-

sao finita. Se W € um submddulo de V', entao existe Wy submddulo de V' tal que
V=WaoWws.

Segue do Teorema de Maschke que se M é um KG-moédulo de dimensao finita,
entao existem Ny, No, ..., N,, submodulos minimais de M tais que M = Ny B NoD...DH
N,,. Segue da Proposigao 1.24 que esta decomposi¢ao é tinica a menos de isomorfismo
e da ordem em que os termos aparecem.

Exemplo 1.38 Para cada g € G, considere p, : KG — KG tal que py(a) = ga. A

representacao linear definida por
p : G — GL(KG)
g — plg) =py

é chamada de representacao regular a esquerda de G sobre K. Observe que p ¢é injetora

e corresponde a KG visto como um modulo sobre si mesmo. Pelo Exemplo 1.20, temos
que os subespacos p-invariantes de KG sao exatamente seus ideais a esquerda. O
Teorema de Maschke (Teorema 1.37) garante que se W é um ideal & esquerda de KG,
entao KG = W @ Wi, onde W, é um ideal a esquerda de KG.

Como os ideais minimais & esquerda de KG correspondem as sub-representacoes
irredutiveis de p, segue novamente do Teorema de Maschke que KG pode ser escrito

como uma soma direta finita de ideais minimais a esquerda. A

Proposicao 1.39 Todo KG-mddulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal & es-
querda de KG. Em termos de representacoes lineares, toda representacao linear irre-

dutivel de G € equivalente a uma sub-representacao da representacao reqular a esquerda

de G.

Prova. Veja [5], Teorema 25.10, pagina 166. [ |

Segue das Proposigoes 1.24 e 1.39 que o niimero de representagoes irredutiveis de
G sobre K ¢ finito, a menos de equivaléncia. E possivel mostrar (veja [11], Secdo 5.3,

pagina 261) que este nimero é menor ou igual ao niamero de classes de conjugacao de

G.
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Proposicao 1.40 Sejam n o nimero de representagoes irredutiveis (a menos de equiv-
aléncia) de G sobre K e Iy, I, ... , I, ideais minimais o esquerda de KG dois a dois
ndo isomorfos (como KG-mddulos). Para cada i = 1,...,n, considere {I;, | j € A;}
como sendo a familia de ideaits minimais a esquerda de KG isomorfos a I;. Entao
Ji = > I;; € um ideal bilateral minimal de KG, para cadai=1,...,n, e KG pode ser
decmizep/?)zsto como

KG=J® .. J,.

Prova. Veja [5], Teorema 25.15, pagina 168. [

Defini¢ao 1.41 Seja ¢ : G — GL(V) uma representacio linear de grau finito.

Definimos o caracter de p como sendo a aplicagao

X, : G — K
g — Xelg)=tr o,

Se ¢ for uma representacao irredutivel, diremos que X, € um caracter irredutivel de G.

A definigao de caracter para uma representacao da forma ¢ : G — GL,(K)
¢ feita de maneira analoga, onde x,(g) é o trago da matriz ¢,. Denotando por 1 o

elemento neutro de G, temos que (1) = tr Idy = dim V.

Exemplo 1.42 Seja ¢ : G — K* uma representagao linear (de grau 1). Entao
Xy (9) = ¢(g) para todo g € G. A

Como matrizes semelhantes tém o mesmo traco, entao representagoes equivalentes
tém o mesmo caracter. Segue também deste fato que se ¢ : G — GL(V) é uma
representacao de grau finito e g1, 9> € G sao conjugados (g = 7 gex com = € G),

entao X,(91) = Xo(92)-

Teorema 1.43 Se p e ) sao representacoes lineares de G que tém o mesmo caracter,

entao ¢ e Y sao equivalentes.

Prova. Veja (23], 8.3.7, pagina 230. [ |

Definigao 1.44 Definimos o caracter de um KG-mddulo M como sendo o caracter da

representa¢io associada a esse modulo (denotaremos por x ). O grau de x s € definido

como sendo a K-dimensao de M
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Por fim, falemos brevemente sobre a soma direta de representacgoes lineares e seu
caracter.

Considere agora ¢ : G — G'L(V') uma representagao de grau finito e subespagos
Wy, W, ..., W, 1-invariantes de V tais que ; = ¢|Wi é irredutivel e V. =W; & Wy &

... ® W,,. Observe que para cada g € G e w; € W;, com 1 <1 < n, temos

Vg(wr +wy + .o +wy) = Pg(wr) + Pg(wz) + ... + Py (wy)
= (Y1)g(wr) + (¥2)g(w2) + ... + (¥n) g(wn).

Devido a estas tltimas igualdades, denotamos

V=1 DY D ... D Yy.

Pela relagao biunivoca entre médulos e caracteres irredutiveis e pela Proposigao 1.24,
tem-se que essa decomposicao é tnica.
Tomemos (; uma base de W;, para cada i = 1,2,...n,e =G UByU...ULS,,

temos que [ é base de V' e [¢),]s é uma matriz diagonal em blocos, os quais sao

[(¥1)g)80, [(P2)gl gz s [(¥n)gl s, O seja

le)g]& 0 ce 0
CAPES ! [(@g]@ o
’ 0 o [(wn)g]ﬁn

Logo, Xy = Xy1 + Xus + --- + Xu,- Segue entao o seguinte resultado.
Teorema 1.45 Todo caracter de G sobre K pode ser escrito como soma de caracteres

rredutiveis.

1.3 Representacoes do Grupo Simétrico S,

No que segue I,, = {1,2,...,n}, onde n € N, e charK = 0

Defini¢ao 1.46 Seja n € N. Definimos uma particao de n (denotada por X\ + n)
como sendo uma sequéncia finita A = (nq,ng,...,n,) de nimeros naturais tais que
ny>ng > >mn, eny+ng+---+mn, =n. Chamamos o numero r = h(\) de altura

da particao \.
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Dada uma particao A - n tal que ny = ny = --- = n, = 1, escrevemos A\ =
(1"). Mais geralmente, se n = d.k, escrevemos A = (k%) para denotar a particao

A = (k,..., k) de n. Indicaremos por Par(n) o conjunto de todas as partigoes e por
——

d—vezes
p(n) sua cardinalidade, ou seja, o namero de partigdes do ntimero natural n.

Defini¢ao 1.47 Seja A = (nq,na,...,n,.) F n. Definimos o diagrama de Young D, da

particao X\ como sendo o conjunto Dy = {(i,j) e Nx N |1 <i<r 1<j<mn;}.

Note que D) é um conjunto composto por n elementos. Usualmente, repre-

sentaremos D), por n células dispostas em r filas horizontais, chamadas de linhas, com

a 1-ésima linha composta por n; células. Da esquerda para a direita, as primeiras célu-

las de cada linha aparecem numa mesma fila vertical (coluna). Observe que o nimero

de colunas é igual a n;. A numeracao das linhas é feita de cima para baixo e a das
colunas da esquerda para a direita. Dado (7, j) € D,, a célula correspondente esta na
1-ésima linha e na j-ésima coluna. Por exemplo, vejamos a representacao do diagrama

de Young da partigao A = (3,3,2,1) F 9.

Para i € {1,2,...,7} e j € {1,2,...,n1}, note que a i-ésima linha intersecta a
j-ésima coluna se, e somente se, n; > j. Assim, denotando o ntmero de células da
j-ésima coluna por ¢;, temos que ¢; = max{i € {1,2,...,r} | n; > j}. Observe que
r=10C 20 2 .2 Cp-

Com isso, a defini¢ao de altura de uma particao ganha sentido.

Definicao 1.48 Chamamos de diagrama retangular o diagrama associado a uma par-

ticao da forma (k'). Tal parti¢io é chamada de particio retangular.

Definigao 1.49 Sejam n € N e A = (ny,ng,...,n,) = n. Definimos uma tabela de
Young do diagrama D, (ou da particio A) como sendo uma bijecio T : Dy — I,,.

Dizemos que uma tabela de Young T € standard se satisfaz:
(i) T(i,j) <T(i,j+1) paral <i<rel<j<mny;

(i) T(1,7) <T(@+1,7) paral <j<ngel<i<cg.
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E facil notar que para uma particio A de n existem exatamente n! tabelas de
Young do diagrama D). Representa-se uma tabela de Young 7T do diagrama D)
colocando-se cada elemento T'(i, j) na célula (7, j) do diagrama D). Em uma tabela de
Young T standard, as entradas na tabela crescem em cada linha da esquerda para a
direita e em cada coluna de cima para baixo.

Seja o € S,. Definimos ¢1' como sendo a composta ool : Dy — I,,, isto é, ¢
age nas entradas das células, que também resulta em uma tabela de Young do mesmo
diagrama D). Note que ¢T' = T se, e somente se, 0 = Id. Note também que, para

cada par de tabelas T} e Ty de um mesmo diagrama D), existe u € S,, tal que To, = uT}.

Exemplo 1.50 Considere as seguintes tabelas de Young

315
71918 ! 1
Ty = € T =] 3
1 113 2
d
4
Observe que a segunda tabela é standard, mas a primeira nao é. A

Definicao 1.51 Dada uma tabela de Young T, definimos o grupo das permutacoes nas

linhas de T, denotado por R(T'), como sendo
R(T)={c €S, | o(L) =L para toda linha L de T}

e o grupo das permutagoes nas colunas de T, denotado por C(T'), como sendo

C(T)={pesS, | pnC)=C para toda coluna C' de T'}.

Observagao 1.52 Consideremos A = (ny,na,...,n,) = n e T uma tabela de Young

associada a D).
e Sejam L4, Lo, ..., L, as linhas de T'. Definindo, para cada i = 1,2, ...,r,
Hi={o€S,|ok)=k YEkel,— L},
teremos
R(T)= HHy..H, ~ Hy X Hy X ... Xx H, ~ 5,,, X S;, X ... X Sy,

Note que, se 0 € H; e i € Hj, entao op = po, para quaisquer 1 < ¢, 5 < r tais
que 7 # j.
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e Sejam (1, Cy,...,C,, as colunas de T'. Definindo, para cada j = 1,2, ...,nq,
Ki={ceS,|ok) =k VYkel,—C,},
teremos que
C(T) = KiK. Ky, ~ Ky X Ky X ... X Ky = Sey X Se, X ..o X Se,

onde (', [ = 2,3,...,nq, € a quantidade de elementos de C). Note que, se 0 € K;
e u € Kj, entao op = po, para quaisquer 1 <4, 5 < n; tais que ¢ # j.

Se o € R(T), entao oT e T tém as mesmas linhas. Analogamente, se u € C(T),
entdo p7" e T tém as mesmas colunas. Logo, se 0 € R(T)NC(T), entdo 0T e T tém
exatamente as mesmas linhas e as mesmas colunas, donde segue que o' = T e, logo,
o=1d.

Seja T' uma tabela de Young. Consideremos os seguintes elementos da algebra de
grupo KS,,:

Pr = Z o ; Qr = Z (—1)Fp e Er = PrQr = Z (=1)"opu,
oER(T) peC(T) oCR(T)

onde (—1)* é o sinal da permutagao p.

Exemplo 1.53 Consideremos a tabela de Young 75 do Exemplo 1.50

4

1
T, =316
5

As linhas de Ty sdo Ly = {1,2,4}, Ly = {3,6} ¢ L3y = {5}, e as colunas de T3 sdo

C1 ={1,3,5}, Cy = {2,6} e C3 = {4}. Assim, teremos que

R(Ty) ={Id, (12), (14), (24), (124), (142), (36), (12)(36), (14)(36), (24)(36),
(124)(36), (142)(36)}

e que

O(Ty) = {Id, (13), (15), (35), (135), (153), (26), (13)(26), (15)(26), (35)(26),
(135)(26), (153)(26)}. A

Construiremos agora S,,-moédulos irredutiveis a partir de tabelas de Young.

Lema 1.54 Sejam o € S,,, \, Ay e Ay particoes de n e T, Ty e Ty tabelas de Young
dos diagramas Dy, Dy, e D,,, respectivamente. Valem:

(a) Eziste v € K tal que EraEr = yEr.

(b) Se \y > Xy, entio Ep,aEr, = 0.
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Prova. Veja [4], capitulo IV, §2. [ |

Pelo Lema 1.54, temos E2 = aFr para algum a € K (em [5], §28, pagina 195,

prova-se que a ¢ nao nulo). Tomando entdao er = a~!E7, teremos
er=(a'Er)(a'Er) =a *E} = a *(aBr) = a 'Er = er.
Tomemos agora o ideal & esquerda de K.S,
My =KS,Er ={aE7 | a € KS,}.

Observe que My = KS,er. Pelo Exemplo 1.20, My é um submoédulo de KS,, (visto
como S,-mddulo). Pelo Exemplo 1.23, vIdy,. € Endgs, Mr para todo v € K. Con-
siderando agora ¢ € Endgs, Mr e a € KS, tais que p(er) = aer, a partir do Lema 1.54
nao ¢ dificil mostrar que ¢ = yIdy,.. Concluimos entao que Endgs, Mp = {yIdy, | v €

K}, e assim Endgg, My é um corpo isomorfo a K.

Teorema 1.55 Sejamn € N, A, \;, o Fn e T,T,T5 tabelas de Young dos diagramas
Dy, Dy, e D,,, respectivamente. Entao:
(a) My é um KS,,-mddulo irredutivel.

(b) Mz, e My, sao KS,-mddulos isomorfos se, e somente se, \j = Aa.

Prova. (a) Seja N um submoédulo de Myp. Pelo Teorema de Maschke (1.37), temos que
existe N; submoédulo de My tal que My = N & N;. Tomando a aplicacao ¢ : My —
My tal que p(a+ ) = a paraa € N e 8 € Ny, teremos que ¢ € Endgs, Mr e ¢* = ¢.
Como Endggs, My é um corpo, devemos ter ¢ = 0 ou ¢ = Id, e com isso N = {0} ou
N = Mry. Logo, My é irredutivel.

(b) Sejam My, e Mr, S,-modulos isomorfos. Suponhamos, por contradi¢ao, que A; # g
e, sem perda de generalidade, que A\; > A\y. Segue do Lema 1.54 que er,aep, = 0 para
todo a € KS,,. Seja ¢ : My, — My, um homomorfismo de S,-médulos. Tomando

ap € KS, tal que p(er,) = ayer,, teremos

@(eTl) = @(eTleTl) = €T1(:0<6T1> = eén e, = 0,

e dai, ¢ = 0. Logo, My, e Mr, nao sao isomorfos, contradi¢ao! Por outro lado, supo-

nhamos A\; = \y. Teremos T} = pT, para algum p € S,,, e mostra-se que ey, = apeq,p "

para algum a € K — {0}. Com isso, temos que My, = Mz,p~*. Portanto, My, e Mr,
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sao KS,,-modulos isomorfos. [ |

Seja n € N. Como consequéncia do Teorema 1.55 acima, temos que o nimero
de S,,-moédulos irredutiveis, a menos de isomorfismo, é maior ou igual ao niimero de
diagramas de Young associados a n, que ¢é igual a p(n), o namero de parti¢oes de n.
Por outro lado, pelo que foi apresentado na Secao 1.2, o nimero de K-representagoes
irredutiveis de S, a menos de equivaléncia, é menor ou igual ao ntimero de classes de
conjugacao de S,,. Como o nimero de K-representacoes irredutiveis de S,, coincide com
o numero de S,-mddulos irredutiveis e o nimero de classes de conjugacao de S,, coincide

com p(n), concluimos que o grupo .S, possui, a menos de equivaléncia, exatamente p(n)

representacoes irredutiveis sobre K.

Denotaremos por My o S,-mo6dulo irredutivel (a menos de isomorfismo) corres-
pondente a particao A F n, por ¢, a representagao irredutivel de S,, correspondente
a M,, por dy a dimensao do moédulo M)y, que coincide com o grau da representacao
linear associada a A, e por y, o caracter irredutivel de S, associado a .

Pela Proposicao 1.39, todo S,,-moédulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal
a esquerda de KS,,. Sendo A F n, denotemos por J) a soma de todos os ideais minimais
a esquerda de KS,, isomorfos (como S,,-mo6dulos) a M,. Segue da Proposigao 1.40 que

Jy € um ideal bilateral minimal de KS,, e que KS,, = @ J,.
AFn

Proposicao 1.56 Seja A =n. SeTy, ..., T;, sao todas as tabelas standard da parti¢ao

A, entao Jy, o ideal bilateral minimal de KS,, associado a X, é decomposto como

l
J)\ == éKSnETz

i=1

Prova. Veja [8], Proposigao 2.2.14, pagina 49. [

Teorema 1.57 Seja A+ n. Entao a dimensao dy do S, -maodulo irredutivel My € igual

ao numero de tabelas standard da particao \.

Prova. Veja [4], Capitulo IV, Teorema 4.6, pagina 121. [ |

Corolério 1.58 Se A1, A, ..., A\yn) sG0 as distintas parti¢oes de n, entdo

2 2 2
Syl =dx, +d5, + ... + dy .-
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Prova. Pelo que foi visto, temos |S,| = dimgKS,, = > dimJ,. Pela Proposi¢ao 1.56
AFn
acima e pelo Teorema 1.57 temos dimJ) = d3. [ |

Sendo x um caracter do grupo S, temos xy = Y myxa, pelo Teorema 1.45. Pelo

AFn
Teorema 1.55 e pela Proposigao 1.56, KS,, ~ @ d\M,, onde dy M, denota a soma direta
AFn
de d) modulos isomorfos a M)y, e dai xxs, = > daxa, onde x, € o caracter irredutivel
AFn

associado a A. Se M; e M, sao submodulos de KS, tais que KS,, = M; & Ms, com

XM, = D QaXa € X, = 2 BaXa, entdo ay + By = d para todo A F n, pela Proposigao
AFn AFn
1.24, item (c¢).
A férmula apresentada a seguir nos d4 uma maneira de obter o niimero de tabelas

standard associadas a uma parti¢ao. Antes, vejamos um conceito necessario.

Defini¢ao 1.59 Dada uma célula (ig, jo) € Dy, definimos o gancho (ig, jo) como sendo

o conjunto
{(i0, 7). 00 < J < mig} U{(i,jo)sio < i < ¢}

Observemos que o gancho (ig, jo) do diagrama D, é o conjunto das células da
linha i que estao a direita da célula (i, jo), e das células da coluna j, que estao abaixo

da célula (ig, jo), juntamente com a propria célula (g, jo). Por exemplo, vejamos o

gancho (2,2) do diagrama D), onde A = (4,3,3,2,1) - 13.

D, =

>~

Denotando por h;, j, o ntmero de células do gancho (i, jo), vemos que
hioJo = Ny — (jO_ 1)+Cjo - (iO - 1) — 1= +¢j =t —Jo+ 1.
Teorema 1.60 (Férmula do Gancho) Sejam A\ = (ng,ng,....,n.) = n e ST(A\) o
numero de tabelas standard do diagrama D). Entao
n!

[T hy’

(l’])eDA

ST(\) =

onde h;; denota o nimero de células do gancho (i, j).
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Prova. Veja [4], Capitulo VI, §3, pagina 211. [ |

Exemplo 1.61 Considere a particdo A = (3,2) 5 e o seu diagrama de Young

D, =

Na notagao do teorema anterior (Férmula do Gancho), temos hy; = 4, hig = 3, hyz = 1,

h21:2eh22:1,edai
51

ST(A):4-3-2'-1-1:

d.

1.4 PI-Algebras

Nesta secao, sera apresentada a nocao de identidades polinomiais e assim o con-

ceito de PI-algebra. Ademais, serao apresentados exemplos ilustrativos.

Definicao 1.62 Sejam A uma K-dlgebra e f = f(z1,...,x,) € K(X). Diremos que f
(ou f =0) € uma identidade polinomial (PI) de A se f(a1,...,a,) = 0 para quaisquer
ai,...,a, € A.

Temos que f € K(X) é uma identidade para A se, e somente se, f € ker ¢ para

todo homomorfismo ¢ : K(X) — A.

Exemplo 1.63 Sendo A uma algebra comutativa, é imediato que [z1,xs] = 0 é uma
identidade polinomial para A. E o polinémio nulo (ou trivial) f = 0 é uma identidade

polinomial para qualquer algebra. A

b
Exemplo 1.64 Considere a subalgebra M = ( 0 ) | a,b e K} de M,(K). Se-

jam @ b , as by , as by € M. Como
0 0 0 0 0 0

I
o o o o
o o
\_/

temos que o polindémio f(xy,zy, x3) = [x1, x2]xs é identidade polinomial de M. A
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Definicao 1.65 Se A satisfaz uma identidade polinomial ndo nula, entao dizemos que
A é uma Pl-dlgebra.

Para cada n € N, o polinomio

Stn(l‘h s 71771) = Z (_1)Ux0(1) “ " To(n)

gESy

¢ conhecido como polindmio standard de grau n. Ha importantes resultados acerca

desses polinomios.

Teorema 1.66 (Amitsur-Levitzki) A dlgebras de matrizes M, (K) satisfaz a iden-
tidade standard Sty, = 0.

Prova. Veja [8|, Teorema 1.7.7, pagina 18. |

No Capitulo 4 é¢ dada uma demonstragao do seguinte resultado.

Teorema 1.67 Seja A uma Pl-dlgebra. Entao, existem k,l € N tais que A satisfaz a
identidade St, = 0.

Um outro polindbmio bastante importante para esse trabalho serd definido no

seguinte exemplo.

Exemplo 1.68 Chamamos o polindmio da forma

A2, y] = d (21, T2, - T, Y1, Y2, -+ Y1) = Z (—1)0%(1).@1%(2) © o Ym—1To(m)

gESH

de polindmio de Capelli de altura m. Sendo charK # 2 e A uma algebra de dimensao

m — 1 sobre K, entdo d,,[z,y] ¢ uma identidade para A. Observemos ainda que
dm(l'l,l‘g, sy T,y 17 ]-7 BRI 1) = Z (—1)01‘0(1)1170-(2) o To(m) = Stm(mlnya U 7'Im)-
0ESM

Ademais, St,,41(21, T2, , Tyme1) € uma identidade polinomial para qualquer algebra

de dimensao igual a m. A

Defini¢ao 1.69 Um ideal I de K(X) ¢ dito um T-ideal se ¢(I) C I para qualquer
endomorfismo ¢ de K(X), ou equivalentemente, se f(gi,...,9,) € I para quaisquer
flx1,...;zn) €1 € gr,... g, € K(X).

Denotaremos por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais da éalgebra

A. Ademais, T'(A) é um T-ideal de K({X).
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Proposicao 1.70 Se A ¢ uma dlgebra, entao T(A) é um T-ideal de K(X). Recipro-
camente, se I € um T-ideal de K(X), entao eziste alguma dlgebra B tal que T(B) = 1.

Prova. Sejam f(zy,...,2,) € T(A) e ¥ um endomorfismo de K(X). Considere

g(xh ,l‘m) = ¢(f)

e assuma que ¢(1,...,x;,) ¢ T(A). Existe um homomorfismo h : K(X) — A
tal que h(g) # 0. Tomando o homomorfismo h o ¢ : K(X) — A, teremos que
(hot)(f) = h(¥(f)) = h(g) # 0, uma contradi¢ao, pois f € T'(A). Logo, T(A) é um
T-ideal de K(X). Por outro lado, seja I um T-ideal de K(X). Tome B = K(X)/I e
f(x1,...,xn) € T(B). Temos que f(z1,...,2,) = f(T1,....Tn) = 0, e dai f € I, donde
T(B) C I. Agora, sejam g(x1,...,2,) € I e by,....b,, € B. Como I é um T-ideal,
g(b1,....;by) € 1, € assim g (E, ,E) = g(by,...,bm) = 0. Segue que g € T(B) e assim

I CT(B), o que conclui a demonstragao. |

E facil ver que a intersecio de uma familia qualquer de T-ideais de K(X) ¢ ainda
um T-ideal. Logo, dado um subconjunto S qualquer de K(X), podemos definir o
T-ideal de K(X) gerado por S, denotado por (S)?, como sendo a interse¢ao de todos
os T-ideais de K(X) que contém S. Assim, (S)T ¢ o menor T-ideal de K(X) que

contém S.
Na pratica, o T-ideal gerado por S coincide com o subespago vetorial de K({X)

com conjunto gerador

{hlf(gb cee agn)h2af € Sa h17h27gl7 -y 9n € K<X>}

Se A é uma algebra e S C T'(A) ¢é tal que T(A) = (S)?, dizemos que S é uma
base das identidades de A.

Exemplo 1.71 Se A é uma algebra associativa, comutativa e unitéria e K é um corpo
infinito, entdo T(A) = ([z1, zo])T. A

Exemplo 1.72 Sejam K um corpo infinito e U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares

superiores n X n. Entao, a identidade polinomial

(21, 29] . .. [Zap—1, T2p] =0

forma uma base para as identidades polinomiais de U, (K). A
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Defini¢ao 1.73 Sejam S um conjunto de polinomios em K(X) e f € K(X). Dizemos

que [ € uma consequéncia dos polindmios de S (ou que f seque dos polindmios de S)

se f € (S)T.

Mais adiante descreveremos os T-ideais de algumas algebras, o que servird de
exemplo para o conceito acima.

Definicao 1.74 Dois conjuntos de polinémios sao ditos equivalentes se geram o mesmo
T-ideal.

1.5 Polin6mios multilineares e polinémios préprios

Nesta se¢ao, serao definidos polindmios multilineares e polinémios proprios. Os
primeiros sao fundamentais para o desenvolvimento da Pl-teoria, pois veremos que, se
charK = 0, qualquer polindémio é equivalente a polindmios multilineares.

Defini¢ao 1.75 Sejam m € K(X) um mondmio e x; € X. Definimos o grau de m

em x;, denotado por deg, m, como sendo o nimero de ocorréncias de x; em m. Um

polinomio f € K(X) € dito homogéneo em x; se todos os seus mondémios tém o mesmo

grau em x;. f € dito multi-homogéneo quando é homogéneo em todas as varidveis.

Se m = m(xy,...,x,) ¢ um mondmio de K(X), definimos o multigrau de m
como sendo a n-upla (ay, ..., a,) onde a; = deg, m. Se f € K(X), a soma de todos os

mondmios de f com um mesmo multigrau ¢ dita ser uma componente multi-homogénea

de f. Observe entao que f serd multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tunica
componente multi-homogénea.

Quando K é infinito, o proximo resultado nos fornece uma ferramenta para de-
terminar geradores para T-ideais.
Proposicao 1.76 Sejam [ um T-ideal de K(X) e f(x1,...,x,) € I. Se K € infinito,

entao cada componente multi-homogénea de f pertence a 1. Ademais, I € gerado pelos

seus polindmios multi-homogéneos.

Prova. Veja [8], Teorema 1.3.2, pagina 6. [ |

Defini¢ao 1.77 Um polinomio f(xq,...,x,) € K(X) serd dito multilinear se for
multi-homogéneo de multigrau (1,1,...,1), isto é, se em cada mondémio cada varidvel

tem grau 1.
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De acordo com a defini¢do acima, um polindémio multilinear f(z1,...,x,) terd

sempre a forma

flz,. .. x,) = Z QoTo(1) - - - To(n)s

gESy

onde «a, € K.

Fixadas as variaveis x, xs, ..., ¥, denotaremos por P, o subespaco vetorial de
K(X) de todos os polinomios multilineares nas variaveis zi,zs, ..., x,. Observe que
{1y Tom); 0 € Sp} é uma base de P, e assim dim P, = n!. Agora, considere a
transformacao linear 7' : KS,, — P, que satisfaz T'(0) = Zo(1) - - - Tom). Note que T
é um isomorfismo de espagos vetoriais, e assim temos uma correspondéncia biunivoca
entre KS,, e P,. Diante desse isomorfismo, trataremos os polinomios de P, como
elementos de K.JS,, e vice-versa.

Considere a édlgebra de grupo K.S,,, o subespago vetorial P, de K(X) dos polinémios

multilineares de grau n e o produto bilinear

KS, x P, — P,
(avf) — Oé‘f

que satisfaz o - (2;,...75,) = To(iy)---To(i,), PATa quaisquer o € S, e x;,...7;, mondmio
multilinear em P,. Munido desse produto, P, é um KS,-médulo (ou simplesmente um
Sp-modulo). Além disso, note que o - f(x1, 22, ..., %) = f(To1), To2), s To(n)), € COM

isso P, N T(A) é um submddulo de P,.

Observagao 1.78 Seja A uma K-algebra gerada, como espago vetorial, pelo sub-
conjunto B C A. Se um polinémio multilinear f quando avaliado em elementos de
B resulta em zero, entao f é uma identidade polinomial para A. Para verificar a
afirmagao, consideremos a; = Y agu;, ..., a, = Y pu; elementos arbitrarios de
A, onde u; € B. Entao, como f(zy,...,x,) é linear em cada uma das variaveis,

f(a17"'7an) :Zalh"'aninf(uiu-“auin) =0.

Exemplo 1.79 A élgebra de Grassmann F satisfaz a identidade polinomial [z, 29, 23] =
[[x1, x2], 23] = 0. Observe que o polindémio [z, e, x3] é multilinear. Logo, basta veri-

ficar que [rq, 79, 73] = 0 para os elementos da base de E. Observemos que

[7”1,7"2] = [61'1 BN C7 M CF SRR ejn} = € ... €, C5 . 65 — €5 ... €6 €6 6

B— mn . . . -
= €y...€,,€ ..., —(=1)"e; ... € ...€

n

= (1 - (_1)mn)€“ c €, €5y €5

n

n
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Donde, [ry,rs] # 0 acarreta que mn deve ser um ntimero impar, e assim, m e n devem
ser ambos impares. Logo, [r1, 73] tem comprimento par, ou seja, [ry, 5] € Fy. Portanto,

[7’1,7”2,7‘3] = 0. A

Teorema 1.80 Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade de grau k, entdo A satisfaz

uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k.

Prova. Veja [8], Teorema 1.3.7, pagina 7. [ |

Agora veremos uma importante ferramenta, o processo de lineariza¢ao de polino-

mios, que a partir de um polinémio qualquer dado nos possibilita determinar um outro
polindmio multilinear. Tal processo sera descrito na demonstracao do préoximo resul-

tado.

Teorema 1.81 Se charK = 0, entdo todo polindémio nao nulo f € K(X) é consequén-

cia de um conjunto finito de polindmios multilineares.

Prova. Como charK = 0, temos que K ¢ infinito e segue do Teorema 1.76 que f

é consequencia de suas componentes multi-homogéneas. Assim, assumindo que f =

f(xq,...,2,) ¢ multi-homogéneo e deg, f = d > 1, podemos escrever
d
fn +y2, 22, 2) = Zgi(y1,y27$2, e Tn),s
i=0

onde g; ¢ a componente homogénea de grau i em y,, deg,,g; = d—1 e deg,,g; = deg,, f,
para todot € {2,...,n}. Desta maneira, todos os polinémios g; = ¢;(y1, Y2, T2, . . ., Tpn),
i =1,...,d—1, sao consequéncias de f. Por fim, para ver que essas identidades sao

equivalentes a f = 0, é suficiente ver que para cada 1,

d
Gi(Y1, Y2, T2y .., X)) = (Z,)f(yl,xg, ey ).

Ora, como charK = 0, temos que o coeficiente binomial na igualdade acima nao pode
ser zero, donde f é um consequéncia de cada g¢;. Indutivamente, para qualquer grau,

temos o resultado. [ |

Corolario 1.82 Seja A uma dlgebra. Se charK = 0, entao T(A) € gerado, como

T-ideal, pelos seus polindmios multilineares.
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Defini¢ao 1.83 Um polinomio f € K(X) € dito ser um polinémio proprio (ou comu-

tador), se € uma combinagao linear de produtos de comutadores, ou seja,
flz1,...,xm) = E i [ Ty @) X2 ], comoag € K

Denotaremos por B o subconjunto de todos os polinémios proprios de K(X).

Neste sentido, definiremos
=BnNn~k, n=0,1,2,...,

isto é, I',, ¢ o conjunto de todos os polindbmios préoprios multilineares nas variaveis

T1,L2y...,Tp.



Capitulo 2

Codimensoes e Cocaracteres

Neste capitulo serao apresentadas as defini¢des de codimensao e cocaracter. Ade-
mais, sera também mostrado aqui o Teorema de Regev para o produto tensorial de
algebras.

Como T-ideais sao invariantes por permutagoes das variaveis, podemos afirmar
que P, NT(A) é um submodulo do S,,-médulo a esquerda P,. Dai, o quociente

b,

Fal4) = P, NT(A)

possui uma estrutura induzida de S,,-modulo a esquerda. O namero ¢, (A) = dimP, (A)

¢ dito a n-ésima codimensao de A.

Defini¢ao 2.1 Sejam A uma Pl-dlgebra e P,(A) = P,/(T(A) N P,), n € N. O S,-
caracter
Xn(A) = XP,(A) = Z XXX,
AFn
onde xx € o Sy,-caracter irredutivel associado a particao N Fn e my > 0 sua multipli-

cidade correspondente, € chamado o n-ésimo cocaracter da dlgebra A. A sequéncia

Xn(A), n=1,2 ..,

€ chamada de sequéncia de cocaracteres de A.

Observe que

ca(A) = dim P,(A) = Y " mad,.
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Exemplo 2.2 Se A é uma Pl-algebra, temos que P, N T(A) é um submoédulo de P,.
Dai, pelo Teorema de Maschke para modulos, deve existir um submodulo J de P, de

modo que
P,=(P,NT(A))® J.

Ademais, como (P,NT(A))NJ = {0}, pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos,

segue que
B P, (BN TA)+J J N
Fal4) = P,NT(A)  P,NT(A) — (P(ANTA))NT J
Logo, xn(A) = xy. A

Teorema 2.3 Sejam A uma Pl-dlgebra e x,(A) =) ,.,, maXx Seu n-€simo cocaracter.
Para uma particao A = n, a multiplicidade my € igual a zero se, e somente se, para
qualquer tabela de Young T' associada a A e para qualquer polinéomio f = f(xy,...,z,) €
P, a dlgebra A satisfaz a identidade Erf = 0.

Prova: Considere um submodulo J de P, tal que
P,=(P,NT(A)) & J

Pelo Exemplo 2.2, temos queJ é isomorfo a P,(A) e assim, x,(A) = x;. Consideremos

as seguintes decomposicoes

KS, =) e Pi=Qal
AFn

onde J é o ideal bilateral de KS,, correspondente a particao A e Q = P, N T(A).
Fixemos alguma particao p = n. Entao, pela correspondéncia estabelecida, m, = 0
(isto &, J, = {0}) se, e somente se, J,J = {0}. Por outro lado, como estamos falando
de um quociente, a igualdade J,J = {0} é equivalente a J, P, C Q). Dai, como J, é a
soma de todos os ideais KS, Er,, a inclusao J, P, C @ vale se, e somente se, B, f € Q
para qualquer f € P,, ou seja Er, f = 0 ¢ uma identidade polinomial para a algebra

A, o que encerra a demonstragao. [

Definigao 2.4 Seja A uma Pl-dlgebra unitdria. Considerando o espago vetorial quo-
ciente I';y(A) =T, /(T N T(A)), definimos a sequéncia de codimensdes proprias como
sendo

Yn(A) =dim T, (A), n € N.
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Teorema 2.5 Seja A uma Pl-dlgebra unitdria sobre um corpo infinito K. Entado,

calA) =Y (Z)%(A)’ n=1,2,... . (2.1)

k=0

Prova. Veja [6], Teorema 4.3.12, pagina 47. [ |

2.1 Calculando as codimensoes de algumas algebras

Aqui traremos alguns exemplos onde sao calculadas as codimensoes de algumas
algebras e consequentemente sua sequéncia de codimensoes, a partir das quais podemos
observar o comportamento de seu crescimento. Em toda essa se¢ao, vamos supor

charK = 0.

Exemplo 2.6 Denotemos por Ky(X) a algebra associativa livre sem unidade. Con-

(1)

e o polinémio f(xq,x9, x3) = [x1, x2]xs. Temos que f € T(A). De fato, sendo
ol = ar b = az  bs 3= as bs €A
0 0 0 0 0 0

flei,ca,c5) = ar b az by as bs
s Lo o 0 0 0 0
_ ag bQ ay bl as b3
0 O 0 O 0 O
. aiasas alagbg _ ao0a103 a2a1b3 —0
B 0 0 0 0 e

Donde, I = (f)T C T(A). Seja g € B, NT(A). Se n = 2, claramente, g ~ 0 (mod I).

Consideremos entao n > 3. Se

sideremos a algebra

temos

g = Aimq + Aamg + -+ -+ Aymy(mod 1),

onde my = TaX3 - Tpky, Mg = T1T3- -+ TpLay «.. , My = T1To - - Tp_1Ty, considere as
. 10 0 1 .
matrizes ool oo € A. Para cada i € {1,2,...,n}, fazendo

01 10 oy
T; = e Tr; = s ara 1
00 J 0o ) P/
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obtemos que A\; = 0. Dai, g = 0(mod I), ou seja, g € I. Logo, T(A) C I, e portanto
T(A) =1

Mostraremos agora que ¢,(A) = n. Tomemos entdo n > 3 e consideremos o

conjunto formado pelos monémios my, mo, ... , m, acima. Suponha que existam

ai, ... ,a, € K tais que
aymy + agmg + - -+ + apym, =0 (mod T(A)).
: 0 1 10
Fazendo novamente para cada i € {1,2,...,n}, x; = 0 0 e x; = 0 0 se

j # 1, obtemos que o; = 0. Donde o conjunto formado pelos monoémios

my = X3 Tply, Mo =T1XT3" " Tpl2, ..., My ==T1Ty" " Tp_1Ty

¢ linearmente independente modulo T'(A). Ademais, tal conjunto é um gerador para

P,(A) =P,/(P,NT(A)), donde dim P,(A) = n, ou scja, ¢,(A) = n. A
a b c
Exemplo 2.7 Consideremos a élgebra M = 0 a d |;a,b,c,de K 3, mostremos
0 0 a
que T(M) = {[z1, zo, 23], [11, T2][x3, 24])T. De fato, seja Q = ([x1, xa, x3], [T1, To][73, 24])T .
aq bl C1 a9 bg Co
Dados A; = 0 a di |,A= 0 ay dy | € M, segue que
0 0 a 0 0 a
a1as ale + blag a1co + bldQ + cra9
(A1, Ay] = 0 a1az ardg + dyas
0 0 a1a9
ao01 a2b1 + bgCLl aoC1 + bZdl + Ccoaq
- 0 Ao Cl,gdl + dgal
0 0 Ao
0 0 bydy — bady
=100 0 € (Ew),
0 0 0

donde [M, M] C (FEi3). Dai, é facil ver que [x1, %9, x3] € [x1,xo][x3, 4] sdo identi-
dades para M e assim (Q C T'(M). Antes de provar a inclusdo contraria, caminhemos
para encontrar um conjunto gerador para P, /(P, N Q). Pelo Teorema 1.72, qualquer
polindmio multilinear de grau n pode ser escrito, modulo ([x1, zs][x3, 74])T, como uma

combinagao linear de polinémios do tipo

Ly * - Ly, [l’k, Ljyy- - 7xjn7m71j|7
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onde i1 < -+ <y 1 <+ < Jpem-1, k>J,m#*En—1le
{i1, o imy 1y e ooy Jnem—1, K} = {1,...,n}.
Assim, por causa da identidade [z, x5, 3], 0s elementos
Ty Ty Tiy oo Tiy o |Tiy T4, G < oo <lp_g, 1> 7, (2.2)

e{i1, ... in2,1,7} ={1,...,n} geram P, modulo (P,NQ). Agora, precisamos mostrar
que esses elementos sdo linearmente independentes modulo T'(M). Para tal, supon-

hamos que

f= Z Q% - Ty T, x5 + By -2, =0 (mod P, NT(M)).
Dai, fazendo x;, = E11 + Fog + E33 para todo k = 1,2,...,n, obtemos § = 0. Ademais,
fixados 7 e j, fazendo z; = Eig, ; = Eos e o, = Ei + Egy + Es3, se k nao per-
tence a {1, j}, obtemos «;; = 0, mostrando que os elementos em (2.2) sdo linearmente
independentes modulo P, N T'(M). Dai, como P,NQ C P,NT(M) e

di P, > i Py
M\ B ATy ) =\ B0
temos P, N T(M) = P, N Q. Como charK = 0, obtemos T (M) = (. Além disso,

os elementos em (2.2) formam uma base para P, /(P, NT(M)). Logo, por contagem,

temos P ( 1) 42
n{n —

W(M) = di - = .
ea(M) = dim 5o 2

A

Exemplo 2.8 Seja G = ([z1, 79, 23])T 0 T-ideal de K(X) gerado pela identidade poli-
nomial [, 2, x3]. Entdo, [x1, xa][xe, 23], [T1, x2][xs, 4] + [21, z3)[22, 4] € G. De fato,
temos que

[zy, 2] = [z, 2]y + x[y, 2]. (2.3)

Dai, como [xy, 23, 23] € G, por (2.3), temos
[Ihx%;x?,] = [[$1;$3]7$3] = [[xlny]x2 +I2[I1,$2],I3] =

= [[x1, z2]xe, T3] + [T2]21, X2, 23] =
= 11, To, 3]To + [T1, T2 [T, 3] + [X2, T3][T1, To] + T2|T1, X0, 23] € G

e assim [y, To|[T2, 3] + 22, x3][21, 22] € G. Mas,

(1, xa][T2, 3] + [22, x3][21, 23] =
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= 2[x1, To|[we, T3] + [[T2, 23], [1, 22]] € G.
Aqui, notemos que [[z2, x3], [11, T2]] = |22, 23, [71,22]] € G. Logo, [z1, x2][zs, 73] € G.
Linearizando, temos
(21, To + 5] [xe + @b, T3] — |21, Ta][T2, T3] — X1, T5)[25, 23] € G.
E assim,
([w1, o] + [z, 25]) ([w2, @3] + [25, 23]) — [21, 2] [, 23] — [0, 25][25, 23] =

= 21, z3)[x2, 23] + [x1, X[, 3] + [21, 25)[2, 23]+
+ (21, 2] [T, T3] — [21, To][wa, T3] — [21, TH] [, 23] =
= (w1, 2o)[25, 23] + [x1, 25][xe, 23] € G.

Donde, renomeando as variaveis, obtemos [x1, xs|[z3, T4] + [21, 23][22, 4] € G.

Sendo charK = 0 e E a algebra de Grassmann de um espaco vetorial de dimensao
finita, temos que o T-ideal T(E) é gerado por [r1,xs,x3]. Ademais, ¢,(E) = 2771,
n = 1,2,... . Verifiquemos a primeira parte. Observemos que, pelo Exemplo 1.79,
obtemos que ([x1, z2, z3])T C T(E). Seja

w = [iCil,. .. ,l’ik] c. [.Z'jl,. .. ,l’jl] € K<X>
um produto qualquer de comutadores. Assim, se w & {[z1, T2, 73])T, entdo devemos ter
w = [‘Ih?xiQ] s [mizk—w‘xi%]'

Pela propriedade de anticomutatividade [z;, z;] = —[z;, z;] e pelo Exemplo 2.8, médulo
o T-ideal ([xy, x2, 23])", podemos trocar as posigoes das varidveis em w. Em particular,
se dois dos z;, e z;, forem iguais, obtemos que w € ([zy,2s,23])". Logo, B/(B N

<[x17 x27x3]>T) e gerado por
w = [$i17xi2] - [ZEZ‘%_NI‘Z'%], <t <...<lgp_1 < log, k= 0,1,...

Agora, devemos mostrar que qualquer combinagao linear nao trivial desses elementos é
diferente de zero em E, isto é, que tais elementos sao L.I. médulo T'(E). Ora, como w
é unicamente determinado pelo seu multigrau e T'(F) é homogéneo, temos que mostrar

que w nao é uma identidade polinomial para E. Mas,

[61, 62] Ce [6%_1, egk] = 2k61, €9 ...€9k_1€2 7é 0

em F. O que mostra que T(E) é gerado por [z1, 9, x3]. Para verificar a segunda parte,

observe que obtemos anteriormente que I',(E) é gerado por

[$17$2] cee [Izk—17$2k]7 n = 2k,
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e I',(E) = 0 se n é impar. Assim, se €, = 1 para n par e ¢, = 0 para n impar, entao

podemos escrever

1
1+ (-1)"), n=0,1,2,...

Y(E) =dim,(E) =¢, = 5

Agora, observemos que

n

ooy =3 () e om0 er=X (F)ew

donde somando as duas igualdades e aplicando o Teorema 2.5, obtemos

n

=% (Z) (1+ (—=1)%) = 2¢,(E).

k=0

Portanto, ¢, (E) = 2"~1. A

Exemplo 2.9 Sendo UT,(K) a algebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2 sobre
o corpo K, temos que T(UTy(K)) = ([z1, z2][z3, 4])T. E ainda,

cn(UTy(K)) = 2" (n — 2) + 2.

by b
Realmente, observemos que dados a = @ , b= o ,Cc= e ,
0 as 0 bs 0 c3

dy d
d= ' 7?2 ) € UTy(K), temos que
0 ds

bl b2 bl b2 a1 Qa2
[aa b] = -
O as 0 bg 0 bg 0 as
o a161 albz + agbg _ a1b1 CLle + a2b2
a3b3 0 CL3b3
- a162 + &2[)3 - Cl2b1 — a3172
0
donde, [a,b][c,d] = 00 ) mostrando que [zq,xs|[z3, x4] = 0 é uma identidade

polinomial para UT,(K). Agora, mostraremos que T(UTy(K)) = ([z1, zo][x3, 24])T €
calcularemos a sequéncia de codimensoes de UT3(K) exibindo uma base para

Pn
P,NTUTy(K))

Consideremos o conjunto dos polinémios do tipo

Liy 0 Ly [xkv Ljyy- - 7‘Tjn7m71] (2'4>
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onde, {il,...,im,jl,...,jn_m_l,k} = {1,2,...,”} et < ... <lm, J1 < --r < Jn—m—1,
k > ji, m # n — 1. Afirmamos que tais polindémios formam um conjunto gerador para
o quociente P,/(P, N Q) onde, Q = ([x1, z][x3, 24])T. De fato, dados

Q1yeveyQpy by, o by, y € K<X>,
observe que
Ao(1) " " Ao (k) [T, Y)br(1) -+ Or(m) = a1+ - ag[z,y]b1 - - - by, (mod Q)

parac € SpeT € S,,, e dai, médulo @), qualquer polindémio multilinear pode ser escrito

como uma combinacao linear de polindmios do tipo
Tiy - Ty ["L‘jw - 7xjm]
com i; < ... < i em+k =mn. Desde que [[a,b],[c,d]] = [a,b][c,d] — [c,d][a,b] € Q
para quaisquer a, b, ¢, d € K(X), temos
[0 T e+ gy Ty -] = T T+ Ty, Ty, -] (mod Q),

0 que mostra a afirmagao. Nosso proximo passo serd mostrar que os elementos como
em (2.4) sdo linearmente independentes, moédulo o T-ideal T(UT5(K)). Com efeito,

consideremos
I = {’il, ce ,im}, J = {jl; c. ,jn,mfl} (§] X[,J’k =T " ~xim[xk,:r;j1, e ,S(Zn,mfl].

Suponha entao uma combinagao linear de elementos como em (2.4) igual a zero, modulo

T(UTy(K)), ou seja,

f = f(l’l, . ,iL‘n) = ZO(LJ,]CAXVLJJC € T(UTQ(K))
1,J.k

com ay ;; € K. Devemos mostrar que todos os coeficientes ay, ;j sao iguais a zero. Para

0
tal, substituamos x;,,...,z; pela matriz identidade 01 ), xp pela matriz Ejp =
0 1 o . 0 0 -
0 0 e todas as variaveis restantes pela matriz Fay = 01 ) Entao X; 5 =

Ei5. Todos os outros Xp yx tais que (I',J',K') # ({zsy - 20, b {d1, s Jnem—1}, k)
resultam na matriz nula. Desta maneira, f = 0 é uma identidade para UT3(K) ape-
nas se todos os coeficientes o ;i sao iguais a zero. Mostramos entao que, moédulo

T(UT,(K)), os elementos em (2.4) s@o linearmente independentes. Dai, como
QN P, CTUT(K)NP, C P,

segue entao que T (UTy(K)) = @ e os elementos em 2.4 formam uma base para

Pn
P,NT(UT»(K))
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Agora, para um ntmero m fixado, com 0 < m < n — 2 contaremos os elementos da

forma (2.4). A quantidade deles com a n-ésima codimensao ¢, (UT(K)), serd igual a

(;)(n—m—l): (nfm)(n—m—l).

Se m = n, teremos apenas um mondmio, que devera ser xr;Ts - - - T,. Assim,

e (UT(K)) = zn:(?)(j—l)Jrl

j=2
n [ n i n
- () - (1)
=2 =2
n n n
= n2nt— —on 1
() -2 (1) (5) ¢
= n2" 1 —2" 42
= 2" n—-2)+2

2.2 Crescimento de codimensoes

Nesta secao apresentaremos um dos principais resultados desta dissertagao. Mos-
traremos que a sequéncia de codimensodes de uma Pl-algebra A, para um corpo de
caracteristica qualquer, é exponencialmente limitada. Regev obteve em [18] a seguinte
estimativa para a sequéncia de codimensoes de uma PI-algebra que satisfaca uma iden-
tidade de grau d: ¢, < (3-4973)". Porém, uma melhor estimativa foi feita por Klein
e Regev em [14], onde eles mostram que ¢, < [3(d* — 7d + 16)]". Ainda em 1972,
Latyshev [16], além de apresentar uma demonstragao mais simples para o Teorema de
Regev (limitagao exponencial de codimensoes), mostrou que ¢, < ﬁ < (d = 1),
Com essas estimativas, foi provado que o produto tensorial de duas PI-algebras é ainda
uma Pl-algebra, fato que pode servir de base para mostrar muitos outros resultados de
existéncia de identidades polinomiais na PI-Teoria. A demonstracao aqui apresentada
baseia-se na demostragao feita por Latyshev em [16], ¢ pode ser encontrado em |[§],
capitulo 4.

Antes, vejamos alguns conceitos acerca de conjuntos parcialmente ordenados e
algumas propriedades combinatoérias do grupo S,,.

Definicao 2.10 Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Definimos uma cadeia

em P como sendo um subconjunto C' C P tal que quaisquer dois elementos de C
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sao compardveis sequndo a relagao de ordem definida para os elementos de P. Uma
anticadeia em P é um subconjunto C" de P no qual quaisquer dois elementos distintos

sao nao compardveis sob a relacao de ordem de P.
Recordemos ainda que um elemento u € P é dito minimal se
r=u = x=u, YreP~rP

onde “=<” denota a relacao de ordem de P. Analogamente define-se elemento maximal.

Um resultado importante a ser citado é o seguinte.

Lema 2.11 (Dilworth) Seja P um conjunto parcialmente ordenado. O nimero mini-
mo de cadetas disjuntas tais que a reuniao delas € igual a P é também o nimero mdximo

de elementos numa anticadeia.

Prova. Veja [10], Lema 7.2.1, pagina 81. [

Consideremos um numero natural 2 < d < n.

Definicao 2.12 Dizemos que uma permutacao o € S, € d-ruim se existe uma cadeia

com d elementos 1 < iy < iy < -+ <iqg <n tais que o(iy) > o(iz) > -+ > 0d(ig). Caso

contrdrio, dizemos que o € uma permutacao d-boa.

Para melhor entendermos, uma permutacao o € S, serd dita d-boa se para
qualquer cadeia com d elementos 1 < i1 < ip < -+ < iy < n, existir um par
k,le{1,2,...,d}, com k <, tais que o(iy) < o(i).

Observemos que se uma permutacao o é d-ruim, entao serd (d — j)-ruim para
j=1,...,d—2. Desta forma, denotaremos por d(c) o maior inteiro d tal que o é uma

permutacao d-ruim.

Exemplo 2.13 Sejamn =6 ¢

(12345 6) g
7 \5 32 41 6 "

Entao, d(o) =4, pois 1 <2 <3 <5eaoa(l)>o(2) >0(3) >0(5). Ademais, o é uma

permutacao 5-boa e também 6-boa. A

Agora, caminharemos no sentido de encontrar um limite para o naumero de per-
mutagoes d-boas no grupo simétrico S,,.

Dado n € N, consideremos o conjunto {1,...,n}.
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Lema 2.14 Se 0 € S,, € uma permutagao d-boa, entao existe k < d — 1 tal que o

conjunto {1,...,n} pode ser decomposto como uma uniao disjunta
{1,...,n}=LU...UI

tal que para cada j =1,... k e cada par a,b € I;, com a < b, tem-se o(a) < o(b).
Prova. Definamos em {1,...,n} uma relacao de ordem parcial “<” por
ryer<y e olx) <o(y).

Sendo ¢ uma permutagao d-boa, entdo para qualquer subconjunto {zy,...,z4} de
{1,...,n} com d elementos existe pelo menos um par z;, z; de elementos comparaveis,
isto ¢, ; < x;. Desta forma, observe que o nimero maximo de elementos numa
anticadeia é menor ou igual a d— 1. Pelo Lema 2.11, o conjunto parcialmente ordenado

{1,...,n} pode ser decomposto em uma unido disjunta de até d — 1 cadeias, ou seja,
{1,...,n} =L U...UIL,

com k < d—1 e de modo que cada I;, j = 1,...,k possui a ordenagao <, ou seja,

para quaisquer a,b € [; com a < b tem-se o(a) < o(b). [

Vamos agora apresentar um limite superior para o nimero de permutacoes d-
boas em S,,. Observemos primeiramente que o niimero de possibilidades de decompor
o conjunto {1,...,n} em unido disjunta de k& subconjuntos, com k < d — 1 arbitrario,

¢ menor ou igual a (d — 1)".

Lema 2.15 O ndmero mdzimo de permutacoes d-boas em S, nio excede (d — 1)*".

Prova. Fixemos uma decomposigao {1,...,n} = LU...Ul;, k <d—1lel,..., I} doisa

dois disjuntos. Desta maneira, estimaremos o nimero de permutagoes o que preservam

a ordem natural dos nimeros inteiros em cada conjunto I;, j = 1, ..., k. Consideremos
os conjuntos das imagens de cada I; pela permutacao o, Ly = o(l1), ..., Ly = o(I).
Pela bijetividade de uma permutagao, temos que {1,...,n} = Ly U... U L e assu-
mindo a propriedade definida no lema anterior, o(1) € {x1,..., 2}, onde x; = min{a :

a € L;}. Pelo mesmo argumento, denotando L = L; —{o(1)}, j = 1,...,k, temos

que 0(2) € {y1,...,yx}, onde y; = min{a : @ € L;}. Continuando com essa logica,
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podemos concluir que o nimero de permutagoes que preservam a ordem em cada [; é
limitado por k™ < (d — 1)". Juntando agora o Lema 2.14, a observacao anterior e a

estimativa que acabamos de fazer, temos o resultado. [ |

Agora, utilizaremos a nocao de permutacao d-boa para conseguir uma limitacao
para a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra. Visto que, podemos identi-
ficar uma permutagao o € S, a0 mondmio Ty(1)...Tymn) € P, diremos entao que
um monoémio ¢ d-bom (respectivamente, d-ruim) se esta associado a uma permutagao
o € S, que é d-boa (respectivamente, d-ruim). Dada essa correspondéncia, podemos

ver o seguinte teorema.

Teorema 2.16 Se a Pl-dlgebra A satisfaz uma identidade de grau d > 1, entdo
cn(A) < (d—1)*".

Prova. Pelo processo de linearizacao de identidades polinomiais, podemos assumir que

a algebra A satisfaz a seguinte identidade de grau d

Ty Xg — Z QoTo(1) " To(d) = 0. (2.5)

oeSy
o#ld

Afirmamos que o espago dos polindmios multilineares P, ¢ gerado, modulo P, NT'(A),
pelos monomios d-bons Tr(1) -+ Trpn). Com efeito, suponha que isso nao acontega.
Considere entao f = z;, - - - x;, como sendo o menor monoémio, pela ordem lexicografica,
que nao pode ser escrito como uma combinacao linear de monémios d-bons. Uma

particularidade dessa escolha é que a permutacao

1 2 ... n
p=1. . .
11 19 e (2%
¢ d-ruim. Assim, existem d nimeros 1 < j; < --- < jg < n tais que p(ji) > -+ > p(Ja)-

Consideremos os seguintes monoémios

ao = x’il .. ‘/L’p(jlfl)

ar = Zp() " Lp(ja—1)

Gd = Tp(jg) " Tig-
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Observemos que, pela ordem lexicogréfica, temos a; > - -+ > ay. Ademais,

A00g(1) *** Ao(d) < G001~ "~ Gd = Tiy =~ = Tp(jy 1) Tp(jr) "~ Tp(ia—1) " Tp(ja) ** " Ti = [

para qualquer permutacao o € Sy, 0 # Id. Dai, pela minimalidade estabelecida para
o monoémio f, devemos ter que qualquer monémio agd, (1) - - ae@) com o diferente da
identidade de Sy é uma combinagao linear, médulo P, N T'(A), de monémios d-bons
Tr(1) - Ta(n)- Mas, substituindo x; por a;, em (2.5) e multiplicando por ay temos

f= Z QeQlo(1) -~ Uo(q) (mod P, NT(A)),

oc€Sy
o£ld

isto é, f pode ser escrito como uma combinagao linear, médulo P,NT(A), de monémios
d-bons, uma contradi¢ao. Portanto, fica provado que P, é gerado, modulo P, N T'(A),
por monémios d-bons. Com isso, ¢,(A) é menor ou igual ao nimero maximo de
mondmios d-bons em S,,, o qual, pela identificagao feita, é igual ao nimero maximo de

permutagoes d-boas em S,,. Logo, pelo Lema 2.15, temos ¢, (A) < (d — 1)*". [ |

Como uma aplicacao do teorema acima mostraremos que o produto tensorial de
duas Pl-dlgebras é ainda uma Pl-algebra. Antes, mostraremos o seguinte resultado

devido a Regev [18].

Teorema 2.17 Sejam A e B duas Pl-dlgebras sobre um corpo K. Entao, ¢,(A® B) <
cn(A)en(B), para todo n > 1.

Prova. Primeiramente, consideremos A = K(X)/T(A) e B = K(X)/T(B), e denote-
mos u; = T; € Aewv; =7; € B. Fixado n € N arbitrario, tomemos p = c,(4) e

q = cn(B), temos que
P, P, +T(4)
P,NT(A)  T(A)

IN
|

P, P, +T(B)
P.NT(B)  T(B)

Se f(x1,...,1,) € P, étal que f(u1®vy, ..., u,®v,) = 0em A®B, entdo f(x1,...,1,) €
T(A® B). De fato, dados ay,...,a, € Aeby,...,b, € B, considere ¢ : K(X) — A

N
e

e ¢ : K(X) — B homomorfismos de algebras tais que ¢(z;) = a; e ¥(x;) = b;. Como
T(A) C kerp e T(B) C ker, existem homomorfismos @ : A — Ae) : B — B com
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?(u;) = a; e Y(v;) = b;. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial(Teorema
1.16), existe um homomorfismo de 4lgebras § : A® B :— A® B tal que 0(u; ® v;) =

a; @ b;, e assim
0=0(f(u1 ®v1,...,u, ®vy)) = fla1 Rby,...,a, ®Dby).

Como f é multilinear e os tensores geram A ® B (como espago vetorial), temos que

f € T(A® B). Observe que se f(z1,...,x,) € P,, entao

Dai,
P,+T(A) P,+T(B)
f(U1®Ulw-~,Un®Un)€(W)®( T(B) ;
cuja dimensao é pg = ¢, (A)cy,(B). Se fi,. .., fogs fper1 € P, entdo existem
Qq, ..., Opg, Qpg+1 € K nao todos nulos tais que

(Qrfi+ -+ + apgfpg + Apgr1fpgr1) (W1 @ v, U @ 0n) = 0,

e ()

Assim, alfl Tt aqupq + O‘pq+1qu+1 € T(A ® B) Logo, 717 s 7?pq7?pq+1 sao L.D.
em P,/(P,NT(A® B)) e dai

fi(u1®vl7--~7un®vn)€ (

d

MhnTAeB) =M

ou seja ¢, (A ® B) < pq. [ |

Como uma consequéncia do teorema acima, obtemos

Teorema 2.18 (Regev) Se A e¢ B sio duas Pl-dlgebras, entdo o produto tensorial
A® B € também uma Pl-dlgebra.

Prova. Suponhamos que A satisfaca uma identidade polinomial de grau s e B, do
mesmo modo, uma identidade de grau r. Pelo Teorema 2.16, temos que ¢,(A) <
(s —1)* e ¢,(B) < (r —1)*" para todo n > 1. Dai, ¢,(4) < d" e ¢,(B) < I™ para
todo n > 1, onde estamos escrevendo d = (s — 1)? e [ = (r — 1)%. Entao, pelo teorema
acima,

ea(A® B) < ca(A)en(B) < (dI)",



23

para todo n > 1. Dai, observemos que, para valores suficientemente grandes de n se

verifica (dl)™ < n!. Logo, existe m € N tal que
cm(A® B) < (dl)™ < ml,

isto é, A ® B satisfaz uma identidade polinomial nao-trivial multilinear de grau m,

mostrando que A ® B é uma Pl-algebra. [ |



Capitulo 3

O Produto de Kronecker de

Sp-caracteres

Neste capitulo introduziremos o Produto de Kronecker de S,,-caracteres. Olhando
para a altura de dois caracteres envolvidos no produto citado, estudaremos a altura do
produto de Kronecker. Como uma importante aplicacao, provaremos que se A e B sao
duas Pl-algebras que satisfazem algum polindémio de Capelli, entao o produto tensorial

A ® B também satisfaz. Em todo este capitulo, K serd um corpo de caracteristica 0.

3.1 O Produto de Kronecker

Lembremos que um S,,-caracter x pode ser escrito como uma combinagao linear

de S,-caracteres irredutiveis
X = E MAXA-
AFn

Definimos a altura de um S,,-caracter irredutivel x,, onde A - n, como sendo a altura

da partigao A, isto é, h(xa) = h(A). Desta forma, definiremos a altura do S,-caracter

X como sendo

h(x) = max{h(\); A Fn, my # 0}.

Sendo

X=> _maxa e U=> mix,

AFn AFn
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dois S,-caracteres, dizemos que x < ¥ quando m, < m/ para toda partigdo A F n.
Observe que neste caso, o grau de y é menor ou igual ao grau de ¥, e também A(y) <
h(W).

Considere M um S,-mo6dulo (com dimg M finita) e M; um submoédulo de M.

Como charK = 0 existe M5 submoédulo de M tal que M = M; & M, e dai

XM = XMy + XM;-

Segue entao que X, < X,

Defini¢ao 3.1 Sejam M e N S,-mddulos (sobre K) e x = xyp e ¥ = Uy seus S,,-

caracteres. Entao o caracter x ® ¥, chamado de produto de Kronecker de x e U, € o

caracter do S,-mddulo M@ N, cuja estrutura € definida por o-(m®@n) = (c-m)®(c-n),
ceS,meMenecN.

Da defini¢ao acima, sendo
!/
X = E mxy X\ € U= E M, X2
AikFn Aokn

dois S,-caracteres, das propriedades do produto tensorial, vale

X = (Z mMX,\1> ¢ (Z m’/\QX,\2> - Z MMy, (X @ X )- (3.1)

Atkn Agkn A1, Agkn

Como dimg(M ® N) = dimg M -dimg N, temos que o grau de x ® ¥ é o produto
dos graus de x e V.

Dadas A e B Pl-algebras, definiremos

T={a®bacAbeB}CA®B

eI =Tx---xT.
N e’

n vezes

Lema 3.2 O polinomio f(x1,...,x,) € P, é uma identidade para a dlgebra A® B se,
e somente se, f(ty,...,t,) =0 para todo (ty,...,t,) € T".

Prova: (=) Imediato!
(<) Suponhamos que f(ti,...,t,) = 0 para todo (t1,...,t,) € T". Ora, como f é
multilinear e 7" gera A ® B (como espago vetorial), pela Observagao 1.78, f é uma

identidade para A ® B. [ |
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Lema 3.3 Sejam o,n € S,. Se aj, a; € A, b;, V; € B e a; ®b; = a}; @b para todo
J€{l,...n}, entio ay(1y - Aom) @ by1y -+ byeny = a;(l) . a;(n) ® b;m) e b;](n).

Prova: Para n € N escreveremos A" = A®---® A. Dada o € S, consideremos
—_————

n vezes

a automorfismo ¢, : A" — A®" dado por @, (a1 @ - ® an) = Ae1) @+ @ Go(n)-
De maneira analoga, para n € S,, defina o automorfismo 1, : B¥" — B®" dado por

Op(b1 ® - ®by) = byy @ - -+ @ byy. De @, € 1y, temos induzido o automorfismo

que satisfaz p,,(v @ W) = Y, (v) ® ¥, (w), para v € A®" e w € B®". Temos que a
aplicacao linear f: A®" ® B®" — (A ® B)®" que satisfaz

Jllar®  ®a,) @M1 @+ ®@by)) = (a1 @b1) ® (a2 @ by) @ -+ @ (an, @ by,)

¢ um isomorfismo. Logo, podemos identificar A®" @ B®" = (A ® B)®". Considerando
a aplicacao linear 7 : A" @ B¥" — A® B tal que 7((a1 ® b)) ® -+ @ (a, ®b,)) =
aj -+ a, @by by,. Dai,

o (1) Oon) @ byty - bymy = Tfponf (a1 ®by) ® -+ @ (an @ by))
= Tfponf (@)@ - @ (a, @)

o / / / /
= Uy) g(n) © Dyay - Uy

Imediatamente, teremos
Corolario 3.4 Sejam o,n € S,,. A aplicagao V,,, :T" — A® B, dada por
Uon(ar ®0by, ... 0, ®by) = A1) -+ o) @ by1y -+ - by(n),
estda bem definida.
Lema 3.5 A aplicagio ¢ : (P, ® P,) x T" — A® B, dada por

O(f®g, (a1 ®@by,...,a,@b,)) = (fRg)(a1®@by,...,a,Rby,)
= f(ala"'aan)®g(b1:-'-7bn)

estd bem definida.
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Prova: Como estabelecemos anteriormente, podemos escrever
f= Z Qy0 = Z Qg To(1) " * To(n),
oESn o€Sy
o qual serd visto como uma func¢ao polinomial. Considere o K-espaco vetorial § de
todas as fungdes h : T" — A® B (cujas operagoes sao a soma e o produto por escalar
definidos ponto a ponto). Dadas 0,1 € S, temos que V¥,, € §. Considere agora a

aplicacao de F : P, x P, — § definida por

F (Z 0y, Z @m) = Z B3y .

oESh NESn onESn
Nao é dificil verificar que F' é bilinear. Dali, pela Propriedade Universal, existe uma

tnica transformagao linear G : P, ® P, — § tal que

G ((Z Wr) ® (Z 5,777)) = > asB Vo,

oESh neSy o,nESH
G é uma aplicacao bem definida de P, ® P, em e a partir dela obtemos a aplicagao ¢

desejada, bastando tomar

¢(f®ga(al®b17"'7an®bn)) :G<f®g)(a1®blaa&n®bn)

Seja P, = (0 ® ;0 € S,,) subespaco de P, ® P, e considere a aplicacdo linear
H : P, — P, que satisfaz H(c) = 0 ® 0 = 7. Observe que H é um isomorfismo. Daf,

a acao definida por

o(fog) La(fog) =(0x0)(fog) =0f®oag

faz de P,® P, um KS,-m6dulo. Como vimos, se M, N C KS,, sao ideais a esquerda com
Sp-caracteres y s € xn, entao M ® N é um P,-moédulo com caracter xyon = Xm @ XN
(Produto de Kronecker). Ademais, devido ao isomorfismo H a agao de P, em T,
definida por (a1 ®@ by, ..., a4, ®by) = Ao(1) "~ * Go(n) @ bo(1) - - - bo(n) coincide com a acao
de P,, como uma subalgebra de P, ® P,, em T,.

Sejam A e B Pl-algebras. Pelo Teorema de Maschke, temos que

P,=(P,NT(A) & J,
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para algum ideal J,,. Analogamente, temos P, = (P,NT(B))® K, e P, = (P,NT(A®
B)) @ Ly.

Teorema 3.6 O S,-maddulo L, € isomorfo a um submddulo de J, ® K,.
Prova: Consideremos
Il = I'(A® B)
= {0 eP,®P,;0(a, ®@by,...,an2b,) =0, V(a1 @by, ...,a, Db,) € T"}.

Note que I é um S,-mddulo e também um ideal de P, ® P,. E ainda, é facil ver

que como P, e P, sao isomorfos, podemos entao induzir um isomorfismo entre P, =

(T(A®B)NP,)®L, e T(A® B) N P,®L,. Dai, pelo Lema 3.2, temos que I'NL,, = {0},

pois se f ® g € I’ N L, deverfamos ter (f ® g)(a; ® by,...,a, ®b,) = 0 para todo

(e ®b1,...,a,@0b,) €ET" e f =g, donde f®g € T(A® B)N P,, o que contradiz a
soma direta. Ademais, L,, ¢ também um submoédulo de P, ® P,. Como a dimensio de

P, ¢ finita, podemos tomar M/ C P, ® P, submoddulo maximal no conjunto
{N S,-submédulo de P, ® P,; N D L,, NNI = {O}} .

Dai, como estamos em caracteristica zero, e consequentemente P, ® P, é completamente
redutivel, temos P, ® P, = I/ & M), pois se fosse P, ® P, = I} & M) & C, com
C # {0}, terfamos que o submédulo M/ @ C conteria L,, e ainda (M! ®C)N I, = {0},

contradizendo a maximalidade de M. Por outro lado,

Fa@ b, = [(P.NT(A)© L] ©[(P.NT(B)) @ K]

(P.NT(A)® (P,NT(B)] & [J,® (P,NT(B))]
@ [(P.NT(A)® K, & [J,® K,|

— Il/ @ M//

onde I) = [(P,NT(A)) @ (P, NT(B))] @ [J, ® (P, NT(B))] © [(P. N T(A)) ® K]
e M! = J, ® K,. Temos que I/ C I. Dai, pelo Teorema de Maschke, devemos ter
I' =1"® M,. Logo, P, @ P, =I' & M, = I" & M, ® M. Mas, P, ® P, = I" & M,
donde devemos ter M, @ M! e M isomorfos. Portanto, L, ~ L, C M/ ¢ isomorfo a

um submodulo de M) = J, ® K,,, o que encerra a demonstragao. [
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Teorema 3.7 Sejam xn(A), xn(B) e xn(A ® B) os n-ésimos cocaracteres das PI-
dlgebras A, B e A ® B, respectivamente, com codimensoes c,(A), c¢,(B) e c,(A® B).

Entao,
Xn(A® B) < xn(A) ® xn(B) (Produto de Kronecker).
Em particular, c,(A® B) < ¢,(A) - ¢, (B).

Prova. Com a mesma notacao do Teorema 3.6, observemos que

P P P
L, n n ~ L.
P, NT(A) ¢

K,
P,NT(B) P,NT(A® B)
Donde, xn(A) = x4, Xn(B) = Xk, € Xn(A® B) = x1,. Como L,, é isomorfo a um

submoédulo de J,, ® K,,, temos xr, < xJ, ® Xk, , € assim

Xn(A® B) = X1, < XJuek, = XJn @ Xk, = Cn(A) - cn(B).

A partir desse ponto, caminhemos para mostrar que h(x ® ) < h(x) - h(¥) para
quaisquer dois S,-caracteres xy e V.
O grupo S,, age sobre V®" pela esquerda permutando as entradas dos tensores e

a representacao correspondente é ¢ : KS,, — End(V®"), dada por
Qpcr(ul & un) = Ug-1(1) X ® Ug=1(n),

onde o € S, e 9, = p(0). Um importante resultado acerca da aplicagao definida acima

¢ o seguinte.

Teorema 3.8 (Weyl) Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita. Entao

ker p = @ Iy e (KS,) ~ @ Jy.

AFn AFn
h(A)>dim V' h(A)<dim V'

Prova. Veja [25], pagina 127. [

Observemos que ¢ poe em V" uma estrutura de KS,-modulo. A acao de KS,
em V%" induzida por ¢ serd chamada de agao canonica. E ainda, ¢ induz uma agao

de KS,, em End(V®") pondo, para cada («,7) € KS, x End(V®"), o endomorfismo

a- -y = @p(a) oy € End(V®"). Consequentemente End(V®") tem uma estrutura de
KS,,-mé6dulo.
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Corolario 3.9 Sejam M C V@™ um KS,-submddulo e X\ = n. Se Jy- M # 0, entao
h(A\) <dim V.

Prova. Pelo Teorema 3.8, temos que Jy € ker . Dai, devemos ter A(\) < dimV. W

Lema 3.10 Considere a estrutura de S,-mddulo em End(V®"), definida acima, e J C
End(V®™) um KS,-submddulo irredutivel. Se J € isomorfo a My como KS,,- mddulo,
entiao h(\) < dim V.

Prova: Suponhamos que M = J - V® C V®" gseja um KS,-submodulo de V&"
determinado pela acao canénica. Sejam agora [, um ideal minimal & esquerda de KS,,
isomorfo a M), (como S,-médulo) e ¥ : J — [, um isomorfismo. Sabemos que Iy

2

possui elemento idempotente 0 # e¢ = e*. Considere entao um elemento ¢ € J que

satisfaga W(e') = e. Como W é uma aplicac@o bijetiva e
Uee) =eV(e) =e? = e = V(e),

segue que e¢’ = ¢’. Dai, LM = [,JV®" D V& =£ 0, pois € é um endomorfismo nao

nulo. Logo, pelo Corolario 3.9, temos que h(A) < dimV'. [ |

No proximo resultado, estabeleceremos uma relagao entre as alturas do produto

de Kronecker e dos caracteres envolvidos.

Teorema 3.11 Se x; e x2 sao dois S, -caracteres, entao
h(x1 ® x2) < h(x1) - h(x2)-

Prova: Como todo S,-caracter pode ser escrito como uma soma de S,-caracteres irre-
dutiveis, podemos supor, sem perda de generalidade, que x; e X2 sejam S,-caracteres
irredutiveis. Sejam A, Ao F n as partigoes associadas, respectivamente, aos carac-
teres irredutiveis x; e x2. Consideremos entao dois espacos vetoriais Vi e V5 tais
que dimV; = h(A;) e dimV, = h(\y). A agdo candnica induz os homomorfismos
@i : KS, — End(V,®"), para i = 1,2; dai pelo Teorema 3.8 a restri¢ao de ¢; a Jy, é
um monomorfismo de algebras. Seja I, C J,, um ideal minimal a esquerda de K.5,, e es-
crevamos I; = ¢;(1,,), donde I; e I, sao isomorfos como élgebras e como KS,-modulos

pela acdo canonica. Considere agora W = V; ® V, e identifiquemos W& = V" @ V2.
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Desta forma podemos identificar [; ® I3 como uma subalgebra de End(W®"), donde,
subentendido isso, podemos escrever I} ® I C End(WW®"). Consideremos, para cada
1 = 1,2, a segunte aplicacao

& o (EndVp)®r — End(V;®")

Y

@1®®90n — 5@(@1@"@)@71):90

onde ¢ : V" — VO satisfaz p(v1 @ - @ v,) = p1(v1) @ - -+ @ @, (v,), para cada
v ® - ®u, € VI Nao ¢ dificil ver que & ¢ um isomorfismo para i = 1,2. Sejam
a=T® T, € (EndV})®" a3 =5 ® - ® S5, € (Endl3)*" e 0 € S,. Considere
w = (U1 Q)R - -®(u, ®v,) € W, Levando em conta a aplica¢ao f da demonstragao

de Lema 3.3, podemos fazer a seguinte identificagao
w=(u®v)Q QU ®Vp) = (W1 @ QUp) ® (V1 @+ R Vn).

E facil verificar que o(a; ® as)(w) = (ca; ® cay)(w). Donde, (a1 ® as) = oa; ® cay.
Em particular, podemos concluir que I; ® I, é um KS,-médulo, cujo S,-caracter é
X1 ® x2. Aplicando o Lema 3.10 aos KS,-submdédulos irredutiveis de I; ® I e usando

a definicao de altura segue que

h(x1 ® x2) < dimW = dimV; - dimV, = h(\;) - h(\y).

Faremos agora uma aplicagao bastante relevante do estudo desenvolvido neste
capitulo. Mostraremos que se duas Pl-algebras A e B satisfazem polinomios de Capelli
(ver Exemplo 1.68), determina-se um outro polinémio de Capelli que ¢ identidade para

a algebra A ® B.

Teorema 3.12 O polinomio de Capelli d,,[x,y] € uma identidade polinomial para uma

K-dlgebra A se, e somente se, para todo n € N tem-se h(x,(A)) < m.

Prova. Veja [21], Teorema 2, pagina 150. [ |

Teorema 3.13 Sejam A e B Pl-dlgebras que satisfazem as identidades dy,q[x,y] e

diy1[x,y], respectivamente. Entao A ® B satisfaz dy [z, y].
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Prova: Pelo Teorema 3.12; temos que h(x,(A)) < k e h(x,(B)) < . Donde, pelos

Teoremas 3.7 e 3.11, segue que
h(Xn(A® B)) < h(xn(A4) ® xa(B)) < h(xn(A))M(xn(B)) < kl.

Logo, mais uma vez pelo Teorema 3.12, temos que A ® B satisfaz dy41[x, y]. |

Observacao 3.14 O Teorema 3.13 nao pode ser melhorado no sentido de se garantir
que dp, [z, y] € T(A®B) para algum m < dk+1. Observe que M,,(K) satisfaz dy24 [z, y]
e M(K) satisfaz dp24 [z, y], mas My(K) ~ M, (K) ® M;(K) nao satisfaz d,,[z,y] para
m < k?I* + 1 (veja [8], pagina 16).

Concluiremos este capitulo mostrando que o Teorema 3.11 nao pode ser melho-

rado, no sentido de que nao podemos trocar “<” por “<” no seu enunciado.

O seguinte lema ¢ devido a Amitsur.

Lema 3.15 Sen > 2k* — 1, entao h(x,(Mp(K))) = k?.

Prova. Veja 22|, Lema 14, pagina 510. [ |

Agora, podemos demonstrar a seguinte proposicio, a qual mostra que pode ocor-
rer a igualdade no Teorema 3.11.
Proposicao 3.16 Sejam k,l € N, e seja n > 2k%*1> — 1. Entdo, existem particoes
A1, Ao B tais que h(A) = k2, h(X2) = 12 e h(xx, ® Xa,) = K212,

Prova. Pelo Lema 3.15, temos que h(x, (M (K))) = k%1%, isto é, existe alguma partigao
A F n que possui multiplicidade diferente de zero em x,, (M (K)) e h(\) = k?I%. Pelo

Teorema 3.7, temos
Xn(Miu(K)) = xn(M(K) ® Mi(K)) < x5 (Mg (K)) @ x5 (M (K)),

donde devem existir xy, em x,(My(K)) e xn, em x,(M;(K)), com suas respectivas
multiplicidades nao-nulas, tais que x, ocorre em x,, ® x», (ver igualdade (3.1)) e
consequentemente h(\) < h(xy, ® X»,). Daif, como h(A;) < k? e h()Xy) < 12 (pois
de 1]z, y] € T(My(K)), para todo t € N),

K22 = h(A) < h(xa ® o) < h0o)h(,) = K20

e assim devemos ter h(\;) = k? e h(\y) = I°. |



Capitulo 4

Cocaracteres do Produto Tensorial de
Algebras

Neste capitulo mostraremos uma aplicacao da Teoria do Gancho as Pl-algebras.
Considerando-se duas Pl-algebras A e B, contruiremos um gancho contendo os coca-
racteres x,(A ® B) em termos de ganchos que contém Yy, (A) e x,(B). Isto nos dara

uma forma para construir identidades para A ® B.

Definicao 4.1 Dados inteiros k,l > 0, nao ambus nulos, definimos o gancho infinito

H(k,l) como sendo

H(k, 1) ={(i,j) e Nx N;i <k ouj<lI}.

H(k,l) tem a seguinte representacao grafica
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Seja
H(k,l;n) ={( M\, A, ..., N ) Fny A <lIvparaj>k+1} ={A\Fn; D\ C H(k,1)}.

Sendo A = (nq,...,n,) b n, temos que D, C H(k,l) se, e somente se, a célula
(k+1,1+1) & Dy. Noutras palavras, Dy C H(k,[) se, e somente se, D 1ys+1y € Dy,
ou seja, Dy nao contém um diagrama retangular (k+ 1) x (I +1).

Dizemos que uma partigdo A\ pertence a H(k,l), e escrevemos A € H(k,l), se o
diagrama de Young D, associado a A esta contido em H(k,l). Se M é um S,-mo6dulo
com caracter Xy = Y, MaXx, escrevemos Xy C H(k,l) se A € H(k,l) para toda
particdo A tal que my # 0. Podemos também usar H(k,[) para denotar o conjunto
{AFn;neN, Dy C H(k,l)}. Neste sentido, temos

U H(k,l;n) = H(k,1). (4.1)

neN

Citemos o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Sejam A uma dlgebra que satisfaca uma identidade polinomial de grau
d; k, 1 >e(d—1)* (onde e € a base dos logaritimos naturais) e x,(A), n=1,2,..., a
sequéncia de cocaracteres de A. Entao, para todo n, temos
Xn(A) = Z MAX -
AeH (k,ln)

Prova. Veja [1], Teorema C, pagina 252. [

Consideraremos o seguinte conjunto
H(A) = {(k,]) € Zy X Zy; xa(A) € H(k,1), Vn € N}. (4.2)

Para nosso objetivo, alguns conceitos se fazem necessarios.

Definicao 4.3 Fixados dois inteiros k,l > 0 nao simultaneamente nulos, consideremos
k + 1 simbolos ty, ...tk u1,...,u; com uma ordem t; < ... < t < up < ... < .
Considere ainda n € N, \ € Par(n) e o correspondente diagrama de Young Dy. Um
preenchimento do diagrama Dy com os elementos {t1,... ,tg,u1,...,u}, permitindo
repeticoes, € chamado de (k,l)-tabela, usualmente denotada por T\. Ademais, dizemos
que a (k,l)-tabela Ty € (k,l)-semistandard se satisfaz:

(a) As entradas nao decrescem nas linhas da esquerda para a direita e nio decrescem
nas colunas de cima para baixo.
(b) As entradas t;’s sao crescentes de cima para baizo nas colunas.

(c) As entradas w;’s sao crescentes da esquerda para direita nas linhas.
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Denotaremos por sx;(A) o nimero de (k,[)-tabelas semistandard da parti¢do

A n. E facil ver que s;o()\) é o niimero de tabelas standard em 1,2, ...,k da par-

ticao A\ F k.

Observemos que s ;(A) # 0 se, e somente se, A € H(k,l). De fato, suponhamos
que A € H(k,l). Pela condicao (b) da Definigdo 4.3, cada coluna de uma tabela (k,[)-
semistandard do diagrama D, contém, no maximo, k entradas t;. Dai, as entradas
da linha k£ + 1 devem ser todas entradas u;. A condigdo (c) ndo permite mais que [
entradas u; numa mesma linha. Temos entao um impedimento na linha & + 1. Logo,
ski(A) = 0. Por outro lado, se A € H(k,[), tome um preenchimento de D, comegando

com t; em cada coluna e crescendo de cima para baixo, isto resultard em uma tabela

(k,l)-semistandard. Assim, sj;(\) # 0.

Exemplo 4.4 Considerando o conjunto dado na definicao acima, observemos que

Uy | U2

Uy

¢ uma (0, 2)-tabela semistandard e também uma (13, 3)-tabela semistandard. Porém,

Uy | U2
ty | 12

nao ¢ uma (k,[)-tabela semistandard, veja que a condigao (a) da defini¢do ¢ violada.A

Teorema 4.5 Sejam k,l > 0 inteiros, nao ambos nulos, e n € N. Entao,

(k’ + l)n = Z SkJ(/\)d)\ = Z Sk’l()\)d)\.

AeH (k,ln) AFn

Prova. Veja [3], Proposigao 2.7, pagina 128. [ |

Consideremos T" e U dois K-espacos vetoriais tais que dim7 = k e dimU =1, e
seja V =T @®U. Definiremos uma acao do grupo S,, em V®", Mas antes, consideremos
um K-espago vetorial W com base enumeravel e E = E(W) a algebra de Grassmann

associada a W. Fixada uma base {ej,es,...} de W, seja
D = {6,‘1 ---eim;il < s <y, M € NU{O}}

uma base para E. Sendo (a) = (a1,...,a,),a1,...,a, € ®, definamos Odd(a) =
{i;a;, € Er}.



66

Dadosn € N, o € S, e I C{1,2,...,n}, escolhamos (a) = (ay,...,a,), a; €D

tais que a1 -+ a, # 0 e Odd(a) = I. A equagao

Uo(1) "~ Co(ny = fr(0)ay - - an,

define f;(o), o qual independe da n-upla (a) (veja o Exemplo 1.3). Ademais, pelo
seguinte lema, a funcdo f; : S, — {—1,1} é um homomorfismo quando I = @ ou

I={1,2,...,n}.
Lema 4.6 Sejam o,n € S, el C{1,2,...,n}. Entao,
fi(on) = f1(o) - fory(n).

Prova. Veja [3], Lema 1.2, pagina 122. [ |

Agora, construiremos um KS,-modulo a direita em V®" como segue. Fixadas
bases arbitrarias {t1,...,tx} de T e {uy,...,u;} de U, temos que os tensores v1®- - -Quy,,
v; € {t1,...,tg,u, ..., u} formam uma base de V®". Dado (v) =v; ®---Quv, € V&

defina IU(v) = {i;v; € U}, e dada o € S,, defina * e 1, por

(U1®"‘®Un)wa = (Ul®"'®vn)*0

= frv@(0) (Vo) ® -+ ® Vg(n))-
Por linearidade, estende-se a acao * de o para um elemento qualquer de V®".

Lema 4.7 Sejam o,n € S,. Na notagao acima, temos que Yy, = Vs, isto €, dado
(v) € VO wale
((v) % o) % = (v) * (on).

Prova. Veja [3], Lema 1.5, pagina 122. [

Corolario 4.8 Ainda na notagao anterior, a aplicagao definida por

v oS, — GL(V®)
o — (o) =1,

¢ um homomorfismo de grupos, isto €, uma S,-representacdo. Ademais, V" é um

KS,,-maodulo a direita pela acao *.



67

Prova. Segue diretamente dos lemas 4.6 e 4.7. |

Em suma, temos (v1 ® -+ ® v,) * 0 = (Vo) ® -+ @ Up(n)), onde € = *1.
Vejamos como calcular esse nimero €. Pelo Coroléario 4.8, basta calcularmos ¢ para
as trasposigoes 0 = (i j), i < j, ji que as mesmas geram o grupo S,. Para fazer
isso, dado (a) = (ay,...,a,) com Odd(a) = IU(v), pela boa definigdo da fungao fi,
devemos ter fry)((i j)) = ¢, donde

a/l...a/j...ai...a/n:gal...ai...aj...an'

Para o lado direito da igualdade, escrevamos x = a1 ---@j—1, Y = Qiy1- - Qj—1 € 2 =
@j+1 -y, € Observemos que ya;, = €14y, a;a; = £2a;a; € a;y = £3ya,;. Entao, é facil
ver que £ = g£169¢3. Em particular, sendo (v) = v; ® -+ ® v, como definido acima,

temos
+1 se wv,v;€T
€= fIU(v)(O) =
-1 se wv;,v; €U
Seja V um espaco vetorial tal que dim V' = k + [. Definamos o seguinte conjunto
de indices I(k,l;n) = {(i) = (i1,42,...,1,);1 < i; < k+1}. Consideremos que V*"
possui estrutura de KS,-modulo a direita por uma acao de S, em V®" a direita de

modo que existam uma base {vq,...,vx,} de V e uma funcao sinal

e:I(k,l;n) x S, — {£1} tais que

€<<i)70)<via(1> Q- Qv ) = (Uil ®"'®Uin)a

o(n)

onde (i1, ,i,) = (i) € I(k,l;n), c € S, e (v, ®---Qu;,) € V.

Feita essa construcao, podemos definir o seguinte:

Definicao 4.9 Dizemos que VO™ possui uma (k,1)-estrutura se existe uma base

{tl,...,tk,ul,...,ul}

de V' de modo que, sendo (v) =v; ® -+ @ vy, cOM V1, ...,V € {t1,... tp,U1,... )},

considerando i # j, com v; = vj, e 0 = (i j) € Sy, temos (v)o = e(v,) = e(v), onde

e 1, se ”UZ':’U]'E{tl,...,tk}
-1, se v, =v; €{uy,...,u}.

Exemplo 4.10 Pelos comentérios feitos acima, e pela construgao contida no Corolario

4.8, temos que V" possui uma (k, [)-estrutura como KS,-modulo a direita. A
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Exemplo 4.11 Sejam V®" e V;>" com (ky,l;)-estrutura e (ky, ly)-estrutura, respec-
tivamente, e V = V; ® V5. Identifiquemos V®" = V" @ V2" (veja a aplicagao na

demonstragao do Lema 3.3). Entdo, V®" possui uma (k, [)-estrutura com
k= lﬁk?g + lllg e [ = kllg + k?gll.

Realmente, sejam §; = {ti,..., Lk, Uit, ..., uy,} C Vi, i = 1,2, bases com a pro-

priedade de (k;, [;)-estrutura. Sejam ainda

By ={ti, ®te; 1 <1 <k, 1 <5<k} U{u, @uag; 1 <1 <ly, 1 <5<y}

By = {t1i, ®ugs; 1 <r <k, 1 <s <l U{u, @tos; 1 <1 <y, 1 <5< kot

Observe que B; e B, possuem exatamente k e [ elementos, respectivamente. Supohamos
S, agindo em cada entrada de um tensor de V®" @ V;*" = V. Veja que By U By é
base de Vi ® Vo = V. Sejam vy, vs,...,v, € By U By, onde v; = w; ® z;, com w; € B e
2; € [Bo. Ademais,

U1®“'®Un:(w1®21)®"'®(wn®zn)E(w1®"'®wn)®(21®"‘®zn)-

Considerando as acoes de S, que determinam uma (ki,[;)-estrutura em V" e uma

(ky, Iy)-estrutura em V%", definimos a acao de S,, em V&
(/Ul®...®vn)0': (wl®"'®wn)0®(zl®"'®zn)0-

Suponha agora i, j € {1,2,...,n}, com i # j e v; = v;. Entdo w; = w; e z; = z;. Dai,
sendo 0 = (i 7), temos (w1 @ -+ @ wy)o = e1(w1 @ - Qwy) e (21 @+ ® z,)0 =
g9(21 ® -+ ® 2,), onde 1, €5 € {—1,1}. Donde,

(U1®"'®Un)025152(U1®"'®Un>:5(U1®"'®Un)'

Se v; = v; € By, temos dois casos:

o W, = wW; € {tn,...,tlkl} €z = 2 € {tgl,...,t2k2}, donde €1 = g5 = 1 e dai
e=1.

o w, =wj € {uyy,...,uy, } ez =2 € {uz,...,uy,}, donde g1 = g5 = —1 e dai
e=1.

Se v; = v; € By, temos dois outros casos:

o w; = w; € {ti1,...,tu} € 20 = 2; € {ua1,...,ta,}, donde g1 = 1,e9 = —1 e

portanto € = —1.
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o w; = w; € {uir,...,u,} €2 = z; € {tar,...,tax,}, donde e = —1l,e9 = 1l e
portanto e = —1.
Assim, sob essa ac@o a base By U By possui a propriedade de (k, [)-estrutura. A

Ja é sabido que uma estrutura de KS,-modulo em V®" é equivalente a uma

representacao de grupos

p: Sy — GL(V®™),

a qual pode, por linearidade, ser estendida ao homomorfismo de algebras
p:KS, — End(V®").

Desta maneira, consideraremos V®" com a (k,[)-estrutura do KS,-modulo a direira
correspondente a representagao p. Pelo que foi visto no primeiro capitulo, podemos

escrever

KS, =P .

AFn
onde, os J)’s sao ideais bilaterais minimais de KS,,. Por outro lado, o Teorema Fun-

damental dos Homomorfismos nos garante que

KS,
kerp

p(KS,).

Um ideal bilateral de KS, tem a forma €, . Jx, onde I' C Par(n), e dai existe

I' C Par(n) tal que

KS, _
kerp @ I

el

Dai, denotando A = A(k,l;n) = p(KS,), temos

A= A(k,l;n) = p(KS,) = @D A,
Ael
onde, A, é isomorfo a J, para cada A € I'. O Teorema do Gancho, que serd visto

adiante, garante que, de fato, I' = H(k, [; n).

Defini¢ao 4.12 Seja{ty,...,tx,u1,...,w} uma base paraV.=T& U, onde {ty,... tx}

e {uy,...,w} sao bases de T e U, respectivamente. Escrevendo

definimos B = B(k,l;n) = Homu (W, W).
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Escrevendo Wy = WA, = Wp(J,) para A - n, teremos que

W= w,=w,

AFn el

como KS,-modulo (ou A-moédulo). Observe que Wy = {0} para A € Par(n)—I". Com a
notagao até aqui estabelecida, enunciemos o seguinte resultado que faz parte da teoria

classica de Schur (veja, por exemplo, [13], capitulo 10).

Teorema 4.13 Com a notag¢ao acima,

B =P B,

Ael
onde B)\ = HOIIIA)\(W)\, W)\) (& HOIHK<W)\,W)\) = A)\B)\ é isomorfa a A)\ Rk B)\. Ade-
mais, existe py € N tal que By ~ M, (K).

Observemos que B, acima é isomorfo a uma algebra de matrizes, se A € I'. Se

A € Par(n) — T, entao By = {0}. Desta meneira, faz sentido definir S;;(\) = v/dim B,.

Corolario 4.14 Com a notacao acima, vale:

dim W)\ = gk,l()\) : d)\.
Prova. Segue do Teorema 4.13 que
dim(HomK(WA, W/\)) = (dlm W)\)Z = dim B)\ . lelA)\

Donde,

dlmW)\ = \/dlmB/\ : \/dlIl’lA)\ = gk,l(A) : d)\.

Corolario 4.15 Ainda com a mesma notacgao, vale:

(k+0)"= ng,lO‘)d)\-

AFn

W =W

A-n

Prova. Temos que

Dai, pelo corolario acima

(k+ D" =dimW => " dimWy = > Si(N)da.

AFn AFn
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Observacao 4.16 Consideremos a K-algebra A = M, (K) e N um A-moédulo irre-
dutivel. Se a € N, entao N = A - a. Dai, existe I ideal minimal a esquerda de A tal

que I -a # {0}. Logo, devemos ter N = I - a. Ademais, a aplicagao
o + I — N
r — @) = z-a
¢ um isomorfismo. Assim, dim N = dim /. E um fato conhecido que dim I = n.
Teorema 4.17 (a) Sejam Tj, com 1 < j < d, as dy tabelas standard da particao

A Fn com respectivos elementos idempotentes Er, € Jx. Entao, cada M; =W * Er, €

um By-mddulo (portanto, B-mddulo) irredutivel e

Wy=EW «Er,.

i<dy
(b) Como KS,,-médulos & direita, temos
Sk, (A)
W)\ ~ @ [i7
i=1

onde I; ~ I e I, € um ideal minimal & direita contido em J,.

Prova. (a) Da forma que foram tomados, claramente, cada M; é um B-moédulo, em
particular, By-mo6dulo. Agora, para provar a soma direta, sejam wy,...,wg, € W

elementos arbitrarios de modo que
wy * ET1 + -+ Wy, * ETdA =0. (43)

E possivel determinar uma ordem entre as tabelas standard da particdo A - n de modo
que Ep,Er, = 0se i > j (veja [4], Teorema 4.4, pagina 113). Dai, aplicando Er, a

direita na igualdade 4.3, temos
wl*ETl *ET1 —l—"'+wd>\ *ETd)\ *ETl :O7

donde wy * Ep, * B, = 0, e assim wy * Ep, = 0, ja que By, * By, = Ep. Do mesmo
modo, aplicando E7p,, obtemos ws * B, = 0, e repetindo temos wy * By, = 0 para

k=1,...,d,. Logo,

d dy
Z M,; = EB M; C Wy.
=1 =1

Por outro lado, suponha que exista um By-mdédulo N de modo que

e (S e

1=1
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Decompondo N e cada M; em By-modulos irredutiveis (charK = 0), vem

dx
Wy =N,
=1

onde dy < dy. Como, pela Observacio 4.16, By ~ M;

Sk,l

o (K) devemos ter Wy =
5k1(A) - dy. Donde, pelo Corolario 4.14, segue que

Ski(A) - dy = dim Wy, = 33,()) - dy.

Portanto, dy = d, para toda particio A. Provando (a).

(b) Pelo que foi feito no item (a), observemos que para Wy = I, # 0 é necessério e
suficiente que A = p. Disto, como KS,,-moédulo, W), é isomorfo a uma soma direta de
K.S,-moédulos irredutiveis, cada um isomorfo a algum J,. Por fim, comparando-se as

dimensoes das componentes dessa soma direta, temos o resultado. [ |

Fixemos uma tabela de Young T associada a um diagrama D), da particao A - n.
Fixemos também uma base = {t1,...,tg,u1,...,u} de V =T@®U (sendo {ty,...,tx}
base de T' e {uy,...,u;} base de U), e considere a ordem t; < -+ <t < uyp < -+ < uy.
Representaremos um tensor v; ® - - - ® v,, com v; € 3, como uma tabela associada ao
diagrama D, da seguinte maneira: Se na célula (i, ) da tabela T) aparece o nimero
a(i,j), entdo nessa entrada correspondente escrevemos o vetor v, j). Por exemplo,

consideremos a tabela de Young

11315
Th=|2416
7

onde k‘ = l = 2, (& )\ = (3, 3, 1) |_ 7 Sendo w = ’Ul®' . '®’U7 = U2®U1®t1®t1®U2®t2®U2,

entao

Ug | t1 | U

W=r | up |ty |t

U2

denotaremos essa equivaléncia por w =rp, Dx(Vaj)), onde Dx(vq(,;)) representa a

altima tabela acima.
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Proposicao 4.18 O subconjunto de W x Erp,
{w* Ep;w =1, DA(Ve ) € uma (k,1) — tabela semistandard}

é LI

Prova. Veja [3], pagina 133. [

Corolario 4.19 s;;(\) < 35i.(N) para qualquer particao A F n.

Prova. Claramente, o conjunto descrito na Proposi¢ao 4.18 possui exatamente s ;(\)
elementos, os quais pertencem a W * Ep,. Mas, este By-moédulo irredutivel possui

dimensao, como foi definida, igual a 5j;(X). Logo, ski(A) < Ski(N). [

Teorema 4.20 Com as notagoes até aqui estabelecidas temos sg (A) = Sgi(N).
Prova. Pelo Corolario 4.14, temos que

dim Wy = 5g(N) - dy.
Com isso, do Teorema 4.5, segue que

ngl(/\)d)\ = Zdlm W)\ = dlIIlW = (k? + l)n = Zsk,l(A)d)\-

AFn AFn AFn

Portanto, pelo Corolario 4.19, tem-se que s ;(A) = Sg;(A), como queriamos. [

Deste tltimo teorema e do Teorema 4.17 (b) segue o seguinte resultado.

Teorema 4.21 Se W = V®" possui uma (k,l)-estrutura como um S,-mddulo, entio

Xs, (W) = Z Sk (A)Xx-

AeH (k,ln)

Esta é uma versao, muito ttil para o nosso objetivo, do seguinte teorema.

Teorema 4.22 (Teorema do Gancho) Seja I' € Par(n) como descrito anterior-

mente. Entao, I' = H(k,l;n), ou seja,

p(KS,,) ~ @ I,.

XeH (k,ln)
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Prova. Como sj;(A) = 5,:()), pelo Corolario 4.14 conseguimos ver que sg;(\) =
V/dim By. Dai, como para que s;;(A\) # 0 é necessério e suficiente que A\ € H(k,[;n),
fica entao provado que By # 0 (e entao Ay # 0) se, e somente se, A € H(k,l;n). Logo,
T = H(k,l:n). n

Dadas Pl-dlgebras A e B, o teorema a seguir permite determinar k e [ tais que
(k,l) €e HHA® B).

Teorema 4.23 Se (k1,l;) € H(A) e (ka,ls) € H(B), entio (k,l) € H(A® B), onde
k= klkg + l1l2 el = kllg + kgll.

Prova. Pelo Teorema 3.7, temos que x,(A ® B) < xn(A) ® xn(B) (o Produto de
Kronecker). Dai, sera suficiente mostrar que x,,(A)®x,(B) C H(k,1), pois dessa forma,
teremos x,,(A®B) C H(k,l). Segue de 3.1 que x,,(A)®x,(B) é uma combinagao linear
de S,-caracteres da forma x, ® x,, com v € H(ky,li;n) e p € H(ks,l2;n). Devemos
entao mostrar que sendo y, um S,-caracter irredutivel componente do produto de
Kronecker x, ® x, temos que A € H(k,l;n). De fato, consideremos espagos vetoriais
T; e U, com dim7T; = k; edimU; =1;,, V; =T, oU; e W; = Vi®” para ¢ = 1,2.
Suponha que W; possua uma (k;, [;)-estrutura como um KS,-mo6dulo. Pelo Teorema
4.21, cada W; possui um submoédulo irredutivel M;, para i = 1,2, tais que xg, (M) =
Xv € Xs,(Ms) = x,. Dai segue que Wy ® W, com a acdo de S, em cada entrada
dos tensores, possui um submoédulo N tal que xg,(N) = x, ® x,. Por outro lado,
Wy @ Wo = VE" @ VE" = (V1 @ V5)®" = W possui, pelo Exemplo 4.11, uma (k,[)-
estrutura. Portanto, pelo Teorema 4.21, temos
xs, (W) = Z Sk (A)Xa-

AeH (k,l;n)
Logo, x» < xv ® xu = xs.(N) < x5, (W) e assim A € H(k,l;n). Concluimos entao
que (k,l) € H(A® B). [

Exemplo 4.24 Sendo E a algebra de Grassmann (Exemplo 1.3), mostra-se que

Xn(E): Z XXs

AFn
NEH(1,1)

isto é, xn(E) C H(1,1) (veja [8], Teorema 4.1.8, pagina 90). Dai, pelo Teorema 4.23,
temos que x,(E® E)C H(1-1+1-1,1-14+1-1) = H(2,2), para todo n € N A
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Vejamos uma importante consequéncia do Teorema do Gancho, a qual, a posteri-
ort, nos garantird a existéncia de uma poténcia do polinémio standard que ¢é identidade
para a algebra A ® B.

Lema 4.25 Sejam A\ = (m") - n =rm e a tabela de Young

r+1|- | (m—-1r+1
2| r+2|-- | (m=1r+2
=~ ) )
r 2r mr
Se f(x1, @9, .., Tpy i1y oo Tpm) = B (2122 - Tp) € P, entao
g(xla'”aIT) - f(\xlax%”'uxyg;lux?a“'7xra"'7\x17x27"'7x3)
= (mh)"- St (xy,xe,...,2,).
Prova. Veja [8], Teorema 4.5.4, pagina 107. [ |

Teorema 4.26 Para qualquer Pl-dlgebra A, existem inteiros positivos r e m tais que
A satisfaz a identidade St (zy, ..., x,) = 0.

Prova. Seja x,(A) = > ., max). Pelo teorema do gancho, devem existir inteiros
positivos k e [ de modo que my = 0 quando D, € H(k,l). Tomemos entao r = k + 1,
m=1[0+4+1ep=(m") = mr. Temos que D, Z H(k,l), donde m, = 0. Como m, = 0,

pelo Teorema 2.3, temos

f(xla Lo, ... 7xmr> = ETM(xlx? e xmr) € T(A)7

dai

9@, ) = f(T1, 22, T, T, Ty Ty, D1, T, ) € T(A).
N TV TV TV .,
TV

m—vezes

Pelo Lema 4.25
g(x1,zo, ... xp) = (M) - St (21, 29, -+ -, ).

Logo, como charK = 0, temos que St™ (1, xs,...,2,) € T(A), como queriamos. [ |

Pelo Teorema 4.23, conseguimos um gancho H (k,[) contendo os cocaracteres de
A ® B. Dali, pelo teorema anterior, podemos obter uma poténcia de um polinémio

standard que é identidade para A ® B.
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