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Resumo

Neste trabalho, propomos o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders gene-
ralizado para analisar dados com censura intervalar. As funcoes escore e a matriz
de informacao de Fisher observada foram obtidas, bem como foi discutido o processo
de estimacao dos parametros do modelo. Como medida de influéncia, consideramos
o afastamento pela verossimilhanga (likelihood displacement) sob véarios esquemas de
perturbagao. Derivamos as matrizes apropriadas para obter a influéncia local nos
parametros estimados do modelo e realizamos uma analise residual baseada nos residuos
de Cox-Snell ajustado, Martingale e componente do desvio modificado. Apresentamos
também um estudo de simulagao de Monte Carlo a fim de investigar o comportamento
da distribuicao empirica dos residuos propostos. Finalmente, uma aplicacao com dados

reais é apresentada.

Palavras-chave: Distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada; censura inter-

valar; modelo de regressao; andlise de residuos; influéncia local.
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Abstract

In this work, we propose the model of regression log-Birnbaum-Saunders generali-
zed to analyze data with interval censored. The score functions and the observed Fisher
information matrix were obtained, as well as the process for estimating of the parame-
ters was discussed. As measure of influence, we considered the likelihood displacement
under several schemes of perturbation. The normal curvatures of local influence were
derived and we conducted a residual analysis based on residuals Cox-Snell adjusted,
Martingale and modified deviance. A Monte Carlo simulation was carried in order to
investigate the behavior of empiric distribution of the proposed residuals. Finally, an

application with real data is presented.

Keywords: generalized Birnbaum-Saunders distribution; interval censored; re-

gression model; residuals analysis; local influence.
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Introducao

O modelo normal é o modelo de referéncia na Estatistica Tedrica e Aplicada. No
entanto, sabemos que muitos fenomenos nem sempre se adequam a um modelo normal
devido a falta de simetria. Nos dados de sobrevivéncia, por exemplo, a variavel tempo
de vida possui suporte nos reais positivos, apresentando uma distribui¢ao assimétrica
positiva o que nao seria razoavel modelé-la por uma distribuicao simétrica.

De acordo com Colosimo e Giolo (2006), em andlise de sobrevivéncia, a varidvel
resposta é, geralmente, o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse. Este
tempo é denominado tempo de falha, podendo ser o tempo até a morte do paciente,
bem como até a cura ou recidiva de uma doenca. No entanto, em engenharia, o tempo
nao é medido necessariamente desta forma. Por exemplo, o envelhecimento de itens
(componentes, sistemas, subsistemas, pegas, estruturas, érgaos, unidades, etc) nem
sempre é medido pelo tempo cronolégico. Em algumas ocasioes, o tempo de vida é
medido por meio de outras varidaveis como a quantidade de quilometros percorrido, a
forca aplicada a um material até sua ruptura, o nivel de degradacao, nimero de ciclos
até que um material seja desgastado (fadiga), etc. Além disso, a terminologia varidvel
tempo de vida (lifetime variate) é amplamente utilizada para se referir a qualquer
varidvel aleatéria continua positiva (por exemplo, a quantidade de dgua da chuva), ver
Leiva et al. (2009). O modelo probabilistico associado a uma variavel tempo de vida é
habitualmente chamado de distribuicao de vida. Para mais detalhes sobre distribuicoes
de vida, ver Marshall e Olkin (2007).

Os dados de sobrevivéncia sao caracterizados pela presenca de censura que € a
observacao parcial da resposta e na presencga desta, a varidvel resposta é constituida
de dois componentes: tempos de falha e tempos censurados.

O interesse na analise de dados de sobrevivéncia é estimar a funcao de sobre-



vivéncia, que na presenga de censura nao se torna viavel aplicar as técnicas convencio-
nais de analise de dados, pois nao podemos descartar as observacoes censuradas, uma
vez que fornecem informagoes ao nosso estudo e, se nao consideradas, levam a con-
clusoes viciadas. Existem duas abordagens estatisticas para estimar a funcao de sobre-
vivéncia, uma delas considera modelos paramétricos e outra modelos nao paramétricos.
Muitas vezes o uso das duas abordagens é indicado para garantir resultados confiaveis.

Uma importante distribuigao de vida (assimétrica) originada de um problema de
fadiga de materiais foi desenvolvida por Birnbaum e Saunders (1969a). Esta distri-
buigao é chamada de distribuigao Birnbaum-Saunders (BS) e relaciona o tempo até a
ocorréncia de alguma falha no material com algum dano cumulativo assumido gaussi-
ano. A distribuicao BS vem recebendo ultimamente um grande destaque na literatura,
tendo sido aplicada na area de engenharia, area médica, de ciéncias atuariais e de meio
ambiente, em que algum tipo de estresse cumulativo pode levar a ocorréncia de um
evento, ver Leiva, et al. (2007, 2009) e Podlaski (2008).

Diaz-Garcia e Leiva (2005, 2006) apresentam uma generalizagao da distribui¢ao
BS, obtendo-a a partir de distribui¢oes de contornos elipticos, a qual denominaram
distribuigao Birnbaum-Saunders generalizada (BSG). Segundo os autores, esta gene-
ralizacao baseia-se, além do aspecto elipticos, na busca de distribuicoes de vida que
cresgam mais rapidamente e que possuam caudas com menor ou maior curtose do que
a distribuicao BS, entre outras propriedades tais como: distribuicoes de vida que nao
possuem momentos e que sejam bimodais.

Em Barros et al. (2008) foi discutido o uso da distribuigdo Birnbaum-Saunders
generalizada para analisar dados da area médica, como por exemplo, dados provenientes
de estudos de doencas cardiacas ou diferentes tipos de cancer, em que um tipo de dano
acumulado provocado por varios fatores de risco é detectado. Entao, essa degradacao
leva a um processo de fadiga, cuja propagacao do tempo de sobrevivéncia pode ser
adequadamente modelada pela distribui¢ao BS ou BSG (em particular, BS-t-Student).
Em estudos dessa natureza, muitas vezes, o tempo até a ocorréncia do evento de in-
teresse nao é observado, mas é conhecido o intervalo de tempo onde ocorreu o evento
de interesse. Neste caso, estamos na presenca de censura intervalar. Neste trabalho,
propomos o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders generalizado para analisar

dados com censura intervalar. No Capitulo 1 fazemos uma breve revisao dos principais



conceitos de Andalise de Sobrevivéncia. No Capitulo 2 apresentamos a origem da dis-
tribuicao BS bem como suas principais propriedades, posteriormente apresentamos a
distribuicao senh-normal e relacionamos a mesma com a distribuicao BS. Em seguida,
apresentamos a distribuicao BS generalizada enunciando suas principais propriedades
e concluimos o capitulo apresentando a distribuicao senh-esférica e a relagao entre a
mesma e a distribuicao BS generalizada, relagao essa que sera de grande valia para
construcao do modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders generalizado. No Capitulo
3 construimos o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders generalizado para dados
com censura intervalar. Em seguida, apresentamos os residuos de Cox-Snell ajustado,
Martingale e Componente do desvio modificado e fazemos um estudo de simulagao no
intuito de analisar a distribuicao empirica dos mesmos. Por fim, fazemos uma analise
de diagnéstico baseado em influéncia local. No Capitulo 4 aplicamos a teoria estudada

a um banco de dados reais. No Capitulo 5 apresentamos as principais conclusoes.



Capitulo 1

Preliminares

No decorrer desse capitulo faremos uma breve revisao dos principais conceitos de
Anadlise de Sobrevivéncia os quais serao de fundamental importancia para os estudos

que realizaremos nesse trabalho.

1.1 Dados censurados

A variavel resposta em estudos de andlise de sobrevivéncia, geralmente, corres-
ponde ao tempo de ocorréncia de um evento de interesse. Segundo Colosimo e Giolo
(2006) denominamos este tempo de tempo de falha, que pode corresponder, por
exemplo, ao tempo até a morte de um paciente, ou o tempo até a cura de um paciente
dependendo do interesse da situacao em estudo.

Os dados de sobrevivéncia sao caracterizados pela presenca de censura que é a
observagao parcial da resposta. Essa observacao parcial deve-se ao fato de que, por
algum motivo, o acompanhamento do paciente foi interrompido, seja porque ele mudou
de cidade, ou o estudo foi concluido para anélise dos dados, ou o paciente morreu de
um motivo diferente do estudado.

Alguns mecanismos de censura sao diferenciados em estudos clinicos. Censura
do tipo I ocorrem nos estudos que ao serem concluidos por meio de um tempo pré-
estabelecido, registram alguns individuos que ainda nao apresentaram a situacao de
interesse. Censura do tipo II resultam de estudos que sao finalizados apds a ocorréncia
do evento de interesse em ntumero de pré-estabalecido de pacientes. O terceiro meca-

nismo de censura trata-se da censura aleatdria que surge, por exemplo, na area médica
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quando um paciente sai do estudo sem que tenha ocorrido a falha por motivos que
diferem do evento de interesse.

E importante ressaltar que na engenharia, ocorre um estudo similar ao da anélise
de sobrevivéncia, pois comumente ha necessidade de se estudar o tempo de vida de
um determinado material no intuito de, por exemplo, saber a sua durabilidade de um
objeto para que se possa determinar o prazo a ser dado como garantia do produto.
Tal estudo quando feito na engenharia recebe o nome de confiabilidade. Para maiores
detalhes ver Mann et al. (1974), Meeker e Escobar (1998) e Saunders (2007).

No decorrer de um estudo podem ocorrer ainda censura a direita, censura a
esquerda, ou ambas simultaneamente em que temos a censura intervalar. Dizemos
que ocorre censura a direita quando o tempo de ocorréncia do evento de interesse
estd a direita do tempo registrado. A censura a esquerda ocorre quando o tempo
registrado é maior que o tempo de falha. E a censura intervalar ocorre em estudos com
acompanhamentos peridodicos em que é conhecido apenas que o evento de interesse
ocorreu em um certo intervalo de tempo. Devido o tempo de falha T nao ser conhecido
exatamente, mas sim pertencer a um intervalo, ou seja, T' € (L,U), tais dados sao
denominados por dados de sobrevivéncia intervalar, ou mais usualmente, por dados de
censura intervalar. Temos a seguir um exemplo que ilustra o exposto nesse paragrafo.

Considere, por exemplo, um grupo de 20 pacientes submetidos a presenca de um
certo virus e suponha que os mesmos irao contrai-lo, porém os virus ficarao incubados
nos pacientes e se manifestarao em um determinado momento desconhecido. Com o
intuito de predizer o tempo de incubacao do virus os pacientes sao testados a cada
semana no decorrer de 6 semanas. Denotando por T; o tempo de incubacao do virus
no i-ésimo individuo, temos que T; € (U;, Vi], e considerando como unidade a semana,
temos que U;, V; € {0,1,2,3,4,5,6}. Temos, por exemplo, que se Ty € (2, 3] significa
que a doenca se manifestou no segundo paciente no decorrer da terceira semana e que
nao se sabe ao certo o dia, ou seja, temos uma censura intervalar. Notemos que neste
conjunto de dados podem ocorrer os seguintes casos particulares: T; € (0, 1], ou seja,
antes da primeira analise a doenca se manifestou, dizemos nesse caso que o individuo
sofreu censura a esquerda; T; > 6 ou T; € [6,00), nesse caso dizemos que o individuo
sofreu censura a direita; o individuo contraiu a doenca no dia da avaliagao, onde nesse

caso dizemos que o individuo teve um tempo de falha exato.



1.2 Funcoes importantes na analise de sobrevivéncia

Em estudos de sobrevivéncia, em geral, consideramos a variavel aleatéria T que
representa o tempo de falha como uma variavel aleatéria nao-negativa e continua. Tal
variavel aleatdria é especificada pela funcao de sobrevivéncia ou pela funcao de taxa
de falha. No que segue apresentaremos estas fungoes e algumas outras fungoes tuteis

no estudo de sobrevivéncia.

1.2.1 Funcao de sobrevivéncia

De acordo com Kalbfleisch e Prentice (2002) temos a definigao a seguir.

Definicao 1.1. A probabilidade de uma observa¢ao nao falhar, ou seja, sobreviver até

o tempo t, denominada de funcao de sobrevivéncia € dada por
S(t)=P(T>t)=1-F(t),

em que F(t) representa a funcao de distribui¢ao acumulada (fda) da varidvel aleatoria

T.

Esta é uma das principais fungoes probabilisticas usada para descrever estudos

de sobrevivéncia.

Exemplo 1.1. Considere T' uma varidvel aleatoria Weibull com parametros v e o cuja

funcao de densidade é dada por

f(t) = %ﬂ_lexp{— (é)w}, t>0

em que vy e « sao parametros positivos e representam, respectivamente, os parametros

de forma e escala. A funcdo de sobrevivencia deI' € dada por

w-mf-(2)}

Observando a Figura (1.1) vemos que a funcao de sobrevivéncia, S(t), da dis-

tribuicdo Weibull é nao-crescente, continua e satisfaz S(0) = 1 e tlim S(t) = 0. Na
—00

Propriedade (1.1), veremos que isto nao é valido apenas para a distribuigao Weibull e

sim para qualquer distribuicao continua.
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Figura 1.1: Grafico da funcao de sobrevivéncia da distribuicao Weibull para alguns

valores dos parametros (7, @).

Propriedade 1.1. Se T é uma wvaridavel aleatoria absolutamente continua e nao-

negativa, entao sua fungao de sobrevivéncia S possui as sequintes propriedades:

(i) S € mondtona nao-crescente.
(ii) S(0) =1 e lim S(t) =0.
t—00
(iii) S € continua.
Demonstragao. Para demonstrarmos essas propriedades faremos uso das proprieda-
des da funcado de distribuigdo acumulada (fda) F' : R — [0, 1], definida por F(t) =

P(T < t), de uma varidvel aleatéria continua X nao negativa, encontradas em James

(2006), a saber:

(a) F é nao-decrescente.

(b) F(0) = P(T <0)=0e lim F(t) = 1.

t—o00

(c) F é continua se, e somente se, X é uma variavel aleatéria continua.



(1) Sejam t1,t2 € R, tais que t; < to. Como F' é nado-decrescente pelo item (a)
temos que F(t1) < F(ta), ou seja, —F(t1) > —F(t3) = 1 — F(t;) > 1 — F(ty),

donde concluimos que S(t1) > S(t2).
(72) Do item (b) obtemos que
S(0)=1—F(0) =1

lim S(t) = lim[l — F(t)] =1 — lim F(t) =1—1=0.

t—o00 t—o00 t—o00

(771) Temos que a fungdo constante 1 é continua e do item () temos que F'(t)
é continua. Como a diferencga de fungoes continuas é uma funcao continua segue

que S(t) =1 — F(t) ¢ uma fungao continua.
u

Propriedade 1.2. Se T é uma wvaridavel aleatoria absolutamente continua e nao-

negativa, entao
d

nos pontos em que S € derivdvel.
Demonstragao. Sendo T uma variavel aleatéria continua, segue que
t
S() = 1 —/ F@)da.
—0o0

Dai, nos pontos em que S é derivavel segue do Teorema Fundamental do Célculo que

d d
S8() = —f(t) = [(t) = — 5 5(0).

1.2.2 Funcao de taxa de falha

Sendo 7" uma variavel aleatéria continua nao negativa a probabilidade de ocorrer

falha em um intervalo de tempo [t,t2), ou seja, P(t; < T < t3) pode ser expressa por

S(ty) — S(t2).



A funcdo taxa de falha, A(t1,%3), no intervalo [t,?2) é definida por Colosimo e
Giolo (2006) como sendo a probabilidade de que a falha ocorra neste intervalo, dado

que nao ocorreu antes de t;, dividida pelo comprimento do intervalo, ou seja,

Pty <T < T > t,)
tz — 1
Pty <T < ty)

P(T > t)(ts — t1)
P(T > t,) — P(T > t,)
P(T > t)(ty — t1)

S(t1) — S(ts)

= St —1) (1.1)

Aty ta) =

De modo geral, escrevendo o intervalo da forma [t, t+At), a Equagao (1.1) anterior

assume a seguinte forma:
S(t) — S(t+ At)

Alt) = AtS(t)

(1.2)
o que nos leva entao a definicao a seguir.

Definicao 1.2. A funcao de taza de falha instantanea, também conhecida como fun¢ao

de risco, de uma varidvel aleatoria nao negativa, T, é dada por

Pt<T<t+ AT >1t)
At—0 AN '

A propriedade a seguir relaciona a funcao de taxa de falha instantanea com a

funcao de sobrevivéncia.

Propriedade 1.3. Se T é uma varidvel aleatoria continua, nao negativa, com fun¢ao
taza de falha instantinea h(t) e funcdo de sobrevivéncia S(t), entdo
d
h(t) = —— (log(5(t)) -
dt
Demonstragao. Por definicao temos que a funcao taxa de falha instantanea é dada

por
Pt <T <t+At|T >t)
At—0 At ’




utilizando (1.2) obtemos,

()= S(t+ AY
M= i =N m
LS A) - S()

B % At At
1 d

d

= 2 (log(S(1))

Exemplo 1.2. Usaremos agora a propriedade (1.3) para obter a funcao de taza de

falha instatanea da distribuicao Weibull. Para isso, lembremos que no Exemplo (1.1)

-
obtivemos que S(t) = exp {— (é) } . Assim,

0 = e foo[- (2)])
- i[5

lt’v—l
a ’

A Figura (1.2) ilustra graficamente a funcao taxa de falha instantanea da distri-
buigao Weibull para diferentes valores dos parametros (7, «).
No caso da distribuigao Weibull, notamos que h(t) é crescente para valores de

v > 1, decrescente para valores de v < 1 e constante para v = 1.

1.2.3 Funcao de taxa de falha acumulada

Definicao 1.3. Seja T uma varidvel aleatoria continua ndao negativa, entdo a fungdo

de taza de falha acumulada de T é dada por

A(t) = / ' h(w)d.
0
Conforme consta em Colosimo e Giolo (2006), como o préprio nome diz, essa
fungao fornece a taxa de falha acumulada do individuo. Esta funcao nao tem uma
interpretacao direta, porém é bastante ttil na avaliacao da funcao de maior interesse
que é a de taxa de falha instantanea, h(t). Uma vez que na estimacdo nao paramétrica
A(t) possui um estimador com propriedades 6timas enquanto a funcao de taxa de falha

instantanea é dificil de ser estimada.
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Figura 1.2: Grafico da fungao de taxa de falha instantanea da distribuicao Weibull

para alguns valores dos parametros (7, «).

Propriedade 1.4. Seja T' uma varidavel aleatoria continua nao negativa, entio sua
funcgao de taxa de falha acumulada e sua funcdo de sobrevivéncia estao relacionadas

por meto da sequinte equacao
A(t) = —1log(5(t)).
t
Demonstragao. Por defini¢ao, A(t) = / h(t)dt, usando a Propriedade (1.3) temos
0

t

d

que, A(t) = / % (log S(t)) dt. Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo e do
0

fato de que S(0) = 1 concluimos que A(t) = —log(S(t)). |

Exemplo 1.3. Usando o Exemplo (1.1) e a Propriedade (1.4) temos que a fungao taxa

de falha acumulada para a distribuicao Weibull é

A(t) = —log(S(t)) = —log {exp {_ (iﬂ } _ (i)w

O teorema que apresentamos agora ¢ de grande valia no cédlculo de esperanca de

v.a’s continuas nao negativas, o mesmo encontra-se demonstrado em James (2006).
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Teorema 1. Se T’ ¢ uma varidvel aleatoria que assume apenas valores nao-negativos,

entao

E@3:AMHT>wﬁ:Amamu

De acordo com Kalbfleish e Prentice (2002) outras duas fungoes, sao de interesse
na andlise de sobrevivéncia, o tempo médio de vida e a vida média residual, esta
ultima mede o tempo médio de vida restante de um individuo/observagao com idade

t. A seguir temos as defini¢oes das mesmas.

Definicao 1.4. O tempo médio de vida para uma observagao é dado por

Segue do Teorema 1 que,
tm:/‘S@ﬁ.
0

Definicao 1.5. A vida média residual de uma observacdao condicionada a um tempo

de vida t € dado por
Vmr(t) = E(T —¢t|T > t).

Notemos que a Vmr(t) pode ser simplificada da seguinte forma,

[ (w—t) f(u)du
S(t)
[ S (u)du
Sty

E(T — T > t)

I+

Em (x) usamos integragao por partes, a Propriedade (1.2) e o fato de que E(T") <
oo implica que limy o tF'(t) = 0. Observemos que o tempo médio de vida e a vida

média residual estao relacionadas por meio da seguinte equacao.
Vmr(0) = E(T') = t,,.

Temos ainda as seguintes relagoes:

0= Oy [ [ e )

h(t) = (dVstr(t) + 1) / Vmr(t).
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1.3 Modelos paramétricos

Comumente ha um interesse em se estimar a fungao de sobrevivéncia e isso pode
ser feito por meio de métodos paramétricos ou nao paramétricos. Considerando apenas
dados nao censurados, ou seja, que tenhamos o tempo de falha exato um estimador

natural para a funcao de sobrevivéncia avaliada em ¢t é

A nimero de individuos que nao falharam até o tempo ¢

S(t) =

numero de individuos no estudo

Como na pratica, o conjunto de dados amostrais geralmente apresenta censura ¢é ne-
cessario uso de técnicas para que se possa acomodar a informacao contida nestas ob-
servacoes. Entre essas técnicas temos o estimador de Nelson-Aalen, proposto por Nel-
son (1972) e estudado por Aalen (1978), e o estimador de Kaplan-Meier, proposto por
Kaplan e Meier (1958), que é o mais conhecido e utilizado nao sé em estudos de so-
brevivéncia como também de confiabilidade. O estimador de Kaplan-Meier também ¢é
conhecido como estimador limite-produto. Para dados com censura intervalar temos o
estimador limite-produto modificado proposto por Turnbull (1976), para maiores deta-
lhes sobre o mesmo veja Colosimo e Giolo (2006). Neste trabalho nos concentraremos
na estimacao paramétrica. Para proceder com tal estimacao, comumente nos estudos
de analise de sobrevivéncia, faz-se uso de algumas distribui¢oes de probabilidade as
quais historicamente apresentaram-se adequadas para descrever o tempo de falha em
determinadas situacoes, sao elas:

A distribuicao exponencial conhecida por ser a unica que possui taxa de falha
constante. Cox e Snell (1981) utilizaram o modelo exponencial para descrever o tempo
de vida de pacientes adultos com Leucemia.

A distribuicao Weibull que é largamente utilizada em aplicagoes praticas devido
ao fato dela apresentar uma grande variedade de formas, todas com uma propriedade
béasica: a sua fungao taxa de falha é monétona conforme vimos no Exemplo (1.2).

A distribuicao Log-normal que assim como a distribuicao de Weibull é muito
utilizada para caracterizar tempo de vida de individuos. Em estudos de confiabilidade
a distribuicao Log-normal pode ser usada, por exemplo, para modelar a fadiga de
metais, semicondutores, diodos e isolacao elétrica.

A distribuicao Log-logistica que em situagoes praticas, se apresenta como uma

alternativa a Weibull e a log-normal.
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A distribuicao Gama e a Gama Generalizada que inclui como caso particular a
distribuigao Weibull utilizada por Brown e Flood (1947) para descrever o tempo de vida
de copos de vidro circulando em uma cafeteria e, também, por Birnbaum e Saunders
(1958) para descrever o tempo de vida de materiais eletronicos e por isso tornou-se
amplamente utilizada em estudos de confiabilidade.

A distribuigao Birnbaum-Saunders que conforme veremos teve como motivagao
um problema da drea de confiabilidade. Na area médica sua utilizagao é mais recente
e ocorreu através de Leiva et al. (2007) e Barros et al. (2008) onde a mesma modelou
o tempo de vida de pacientes com mieloma multiplo e cancer de pulmao.

Existem outras distribui¢oes de probabilidade apropriadas para modelar tempo
de falhas de materiais e tempo de vida em situagoes clinicas. Dentre elas estao as
distribui¢oes log-gama, Rayleigh, normal inversa, Gompertz e Birnbaum Saunders
generalizada. Para mais detalhes dessas distribui¢oes ver Marshall e Olkin (2007).
No decorrer desse trabalho iremos dar énfase as distribui¢oes Birnbaum-Saunders e

Birnbaum-Saunders generalizada.

1.4 O método da maxima verossimilhanca

Uma vez escolhido o modelo probabilistico a ser usado, comumente precisamos
estimar os parametros do mesmo, para tal finalidade existe algumas técnicas, dentre as
mais conhecidas temos o método dos momentos, o método dos minimos quadrados e
o método da maxima verossimilhanca. Apresentaremos o método da maxima verossi-
milhanca e uma adaptacao do mesmo para quando estamos na presencga de dados com
censura.

Lembremos que escolhido o modelo probabilistico a ser usado e tomada uma amos-
tra, o método da maxima verossimilhanca busca o parametro com maior probabilidade
de ter gerado tal amostra entre todos os possiveis parametros para a distribuicao.

Afim de se obter o estimador de méaxima verossimilhanca conforme mencionado
acima deve-se tomar uma amostra aleatdria (simples) de observagoes t1, - - , ¢, de uma
certa populacao de interesse em que todas as observagoes sao nao-censuradas. Supo-
nhamos também que a populagao é caracterizada pela sua funcao de densidade f(t) a

qual depende de uma parametro . A funcao de verossimilhanga para um parametro
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genérico 0 desta populacao é expressa por:

n

L(0) =[] f(t:; 0).

i=1

Temos assim, que L é uma funcgao de 6 e encontrar o estimador de méxima verossi-
milhanca corresponde a encontrar o valor 6 no qual a fungao LL atinge seu maximo para
a amostra fixada. Vale salientar também que na expressao acima 6 pode representar
um unico parametro ou um conjunto de parametros.

Nota-se que de acordo com o procedimento anterior nao esta claro como usar o
método da maxima verossimilhanca na presenca de dados censurados. De acordo com
Klein e Moeschberger (2003), na presenca de censura cada individuo contribui para
a verossimilhanca com uma informacao especifica. Um individuo que, por exemplo,
apresente um tempo exato de falha, contribui para a funcao de verossimilhanca com
a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse neste tempo. Esta contribuicao
é dada pela fdp de T neste respectivo tempo. Por outro lado, a contribuicao de cada
individuo censurado a direita é dada pela funcao de sobrevivéncia de T avaliada no
ultimo tempo de visita. Similarmente, a contribuicao de um individuo censurado a
esquerda é dada pela fda de T avaliada no tempo da primeira visita. Finalmente, a
contribuicao de um individuo, que apresente um tempo de falha em um certo intervalo,
¢ dada pela probabilidade de que o tempo de ocorréncia do evento pertenca a este
intervalo. Em resumo, a forma geral da funcao de verossimilhanca na presenca de

censura &

L) = [[Ta—sen| |TIs@) =S| (ITsw)]| (1] f2¢) (1.3)

1€l el ieC €D

onde,

e [ é o conjunto dos indices para o qual a i-ésima observagao sofreu censura a

esquerda.

e [ é o conjunto dos indices para o qual a i-ésima observacao sofreu censura inter-

valar.

e (' é o conjunto dos indices para o qual a i-ésima observacao sofreu censura a

direita.
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e D é o conjunto dos indices para o qual a i-ésima observagao falhou.

Neste trabalho estudaremos um conjunto de dados com censura a direita e censura

intervalar.
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Capitulo 2

A Distribuicao Birnbaum-Saunders
e a Distribuicao

Birnbaum-Saunders Generalizada

Nesse capitulo apresentaremos a origem da distribuicao Birnbaum-Saunders se-
gundo Birnbaum e Saunders (1969a) e as principais propriedades da mesma. Em
seguida, apresentaremos a distribuicao Senh-normal e relacionaremos a mesma com
a distribuigao Birnbaum-Saunders. Por fim, definiremos as distribuicoes de contorno
eliptico e usaremos essas distribuicoes para definir a distribuicdo Birnbaum-Saunders
generalizada conforme Diaz-Garcia e Leiva (2005,2006) exibindo também suas princi-

pais propriedades.

2.1 Origem e propriedades da distribuicao
Birnbaum-Saunders

Quando expomos um material a situagoes de estresse e tensao é natural que o
mesmo venha a sofrer algum dano estrutural, a este dano damos o nome de fadiga. E
comum na area de confiabilidade o interesse em modelar os processos de fadiga para
descrever a variacao aleatéria dos tempos de falha associados aos materiais expostos a
fadiga sob diferentes padroes e forcas ciclicas. Com intuito de predizer a perfomance

dos materiais sob diferentes condigoes podemos caracterizar os mesmos por parametros
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de distribuicoes de tempo de vida. Os modelos probabilisticos mais utilizados para
descrever a vida por fadiga sao os modelos gama, lognormal e weibull, que apresentam
um bom ajuste na regiao central da distribuicao. Comumente estamos interessados
nos percentis mais baixos ou mais altos da distribuicao, regices essas que geralmente
possuem poucos dados, fazendo com que o ajuste dos modelos mencionados nao seja
bom. Birnbaum e Saunders (1969a) com o conhecimento sobre um tipo particular de
fadiga criaram uma nova distribuicao denominada de distribuigao Birnbaum-Saunders
a qual apresentou-se como uma excelente alternativa quando o interesse é analisar o
ajuste de um modelo nos percentis mais baixos ou mais altos da distribuicao. No que
se segue, apresentaremos o processo utilizado por Birnbaum e Saunders (1969a) para
o desenvolvimento dessa nova distribuicao.

Para obter essa nova familia de distribuicoes, Birnbaum e Saunders (1969a) consi-
deraram um material sujeito a um padrao ciclico de tensao e forca. Devido a exposigao
a situacoes de tensao e forca os autores assumiram que a falha por fadiga ocorria de-
vido ao inicio, crescimento e extensao final de uma rachadura dominante. Em outras
palavras, a falha ocorria quando essa rachadura dominante excedia um comprimento
w. Além disso, também assumiram que a sequéncia de tensao imposta ao material era
a mesma de ciclo para ciclo. Assim, Birnbaum e Saunders (1969a) fizeram algumas

suposigoes:

1. A extensao incremental da rachadura X; resultante da aplicacao da i-ésima os-
cilacao de carga é uma variavel aleatoria com uma distribuicao que sé depende

da rachadura atual causada pela tensao neste ciclo.

Segue dessa suposicao que as extensoes das rachaduras em diferentes ciclos sao

independentes.
2. A extensao da rachadura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é
Yiji = Xjme1 + -+ Xjigm, para j = 0,1+,

em que X,n+; ¢ a extensdo da rachadura (possivelmente microscépica) apés a

i-ésima oscilagao de carga do (j + 1)-ésimo ciclo.

3. A extensao total da rachadura, Y}, devido ao j-ésimo ciclo é uma varidvel aleatoéria

que segue uma distribuicio com média p e variancia o2, Vj = 1,2,--- .
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Assim, a extensao total da rachadura apds n-ciclos é dada pela variavel aleatoéria
n
Wa=2_ Y,
j=1
com fda dada por

paran=1,2,---.
Seja C' o numero de ciclos requeridos até que seja observada a falha. A fungao

de distribui¢ao da variavel aleatéria C' é
P(C<n)=P(> Y;>w)=PW,>w)=1-H,(w).
j=1

Agora, notemos que

P(C<n) = P (zn: 52\;; - w;/;)

Jj=1

oYk _w—npu
- 1 P(Za\/ﬁga\/ﬁ)

j=1

Como os Y)’s sao independentes supondo que os mesmos possuam a mesma distribuigao

e()
()
- (“—\/ﬁ—i) (2.1)

o g4\/T

segue do Teorema Central do Limite que

I

P(C <n)

em que P(.) representa a fda da distribuigdo normal padrao.

Usando a equagao (2.1) Birnbaum e Saunders (1969a) definiram uma distribui¢ao
continua de vida. Segundo os autores, substituindo n por uma variavel aleatoria real
nao negativa ¢, entao a variavel aleatoria T' é a extensao continua da variavel aleatoria

discreta C'. Assim, T representa o tempo total até que ocorra a falha. Logo, tomando
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a fda de T pode ser reescrita como

Fr(t) = P(T < ) = [ (\ﬁ—\ﬂ] 22)

em que @ > 0 e S > 0. Dizemos, entao, que 1" segue uma distribuicao Birnbaum-
Saunders com parametros a e § que denotaremos por 7' ~ BS(a, ().
Segue, também, que uma variavel aleatéria T' ~ BS(«, ) pode ser obtida a partir

de uma variavel aleatéria Z com distribuicao normal padrao mediante a seguinte relagao

2

2
T=p %—l— (%) +1] , (2.3)

e = (5 2) <o

Segue diretamente de (2.2) e do fato da distribuigdo normal padrao ser simétrica

em torno do zero que se T' ~ BS(a, ), entao a funcao de sobrevivéncia T, S(t), é dada

Sr(t)=1— Fr(t)=1— [é (\/% - \@)] . (2.4)

Derivando-se (2.2) com rela¢do a t obtém-se facilmente que se T ~ BS(a, 3),

por

entao sua fdp é dada por

Folt) = \/%exp {—L (f B 2)} ﬁ;f—i/%ﬁ), (2.5)

em que t, o, 5 > 0.

Se T'~ BS(«, B) a fungao de taxa de falha instantanea de 7', h(t), é dada por

fr(t)
Sp(t)’

em que fr(t) e Sr(t) sdo dados em (2.5) e (2.4), respectivamente.

hr(t) =

De acordo com a Figura (2.1) notamos que a funcdo de taxa de falha instantanea
da distribuicao BS tem o seguinte comportamento: a mesma assume o valor zero em
t = 0, cresce até um valor maximo e depois decresce até uma constante positiva.

A Figura (2.2) ilustra porque a é chamado de parametro de forma, uma vez que
fixado o 8 e variando o a a forma do grafico da densidade é alterada. Na Figura (2.3)
temos a ilustracao do porque [ é chamado de parametro de escala uma vez que fixado

« e variando 8 notamos que a forma do grafico da distribuicao é a mesma e apenas
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Figura 2.1: Fungoes de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders para os valores de «

indicados e = 1.
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Figura 2.2: Grafico da funcao densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders para os

valores de a« = 0,1;0,5;1,0;1,5;2,0 e 8 fixo igual 1.
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Figura 2.3: Grafico da fun¢ao densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders para os

valores de f =0,1;0,5;1,0;1,5;2,0 e « fixo igual 1.

a escala é alterada. O parametro [ corresponde também a mediana da distribuigao
conforme veremos posteriormente.
Se T" é uma variavel aleatoria com distribuicao Birnbaum Saunders, entao 1" goza

das seguintes propriedades:

Propriedade 2.1. Se T'~ BS(a, ) e ¢ > 0, entdo ¢T ~ BS(«,cf).

Demonstracao. Se T' ~ BS(«, ) temos que P(T' < t) = & {é <\/%— \/§> }

Assim,

P(cT <t) = P(Tg

ou seja, ¢I' ~ BS(a, ). [ ]

Propriedade 2.2. Se T'~ BS(a, ), entio 1/T ~ BS(a,1/p).
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Demonstragao. Seja Y = 1/T temos que

Fy(y) = P(Y <y)
= P(1/T <y)
(e
- en()
[ (E-)

Segue que Y ~ BS(a, 1/p).

Propriedade 2.3. Se T'~ BS(a, ), entao Med(T') = p.
1
Demonstracao. Imediata, basta notar que Frr(f) = ®(0) = 3 n

Propriedade 2.4. Se T' ~ BS(a, ), entdo existem a média e a variancia de T e as

mesmas sao dadas, respectivamente, por

2
E(T)=p (1 + %) e Var(T) = (aB)? (1 + 2&2) '
Demonstragao. Veja Birnbaum-Saunders (1969b). |

Para dados nao censurados, Birnbaum-Saunders (1969a) propuseram a estimacao
dos parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders pelo método da maxima verossi-
milhanca enquanto Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) propoe o método dos momentos
modificado. No caso de dados com censura intervalar construiremos a fungao logaritmo
da verossimilhanga de acordo com Klein e Moeschberger (2003) e faremos a estimagao
dos parametros fazendo uso do método da maxima verossimilhanga em que obtemos

um estimador com boas propriedades.
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2.2 Relacgao entre as distribuicoes Birnbaum-Saunders
e Senh-normal

No decorrer dessa secao apresentamos a distribuicao senh-normal e suas princi-
pais caracteristicas. Além disso, relacionamos a mesma com a distribui¢cao Birnbaum-
Saunders, relacao essa que serd de extrema importancia para construcao do modelo de

regressao log-BS.

Definicao 2.1. Dizemos que uma varidvel aleatoria Y, seque a distribuicao senh-

normal com parametros o,y e o, denotado simplesmente por Y ~ SN(a,v,0), se

Fy(y) =0 (2 senh <y - 7)) , (2.6)

em que a >0, v €R e o > 0 sdo respectivamente chamados de parametros de forma,

sua fda € dada por

de posicao e de escala, enquanto ®(.) corresponde a fda da distribui¢cao normal padrao.

Se Y ~ SN(a,v,0) segue de (2.6) e do fato da distribui¢do normal padrao ser

simétrica em torno da origem que

Sy (y) = @ (—2senh (y . 7)) |

Derivando (2.6) com relagao a y obtemos que a fun¢do de densidade de uma

variavel aleatéria Y ~ SN(«,~,0) é dada por

Fely) = (Esenh <y = 7>) 20sh[(y =7)fo] g

(0% oo

em que ¢(.) é a fdp da normal padrao.
Esta distribui¢ao foi desenvolvida por Rieck e Nedelman (1991) mediante a trans-
formacao

A
Y = v 4 carcsenh (%) ,

onde Z ~ N(0,1). A mesma tém como principais caracteristicas: simetria, graus de
curtose maiores e menores que o modelo normal, admite unimodalidade e bimodalidade
e possui como caso particular a distribui¢ao log-Birnbaum-Saunders (log-BS).

A propriedade a seguir relaciona as distribui¢oes Birnbaum-Saunders e senh-

normal.
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Propriedade 2.5.

Uma varidvel aleatoria T ~ BS(a, B) se, e somente se,

Y =log(T) ~ SN(a,log(5),2).

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que T~ BS(«, [3). Assim,

P(Y <vy)

o

K

A

LS

S

—— —— — A N

Sl Q= Q| 2+ Ok

ou seja, Y ~ SN(a,log(B),2).

Suponhamos agora que Y = log(T") ~ SN(«,log(f),2). Assim,

P(T < t)

Y <log(t))
o J 2 qonp ((108(1) — log(9)
o [eXp(Cog(t) zlog(ﬁ)))} exp ( log(t) glog(ﬁ))] }
[exp (log(t) - log(ﬁ)) exp (10g(ﬁ) - log(t))] }
2 2

KA

KA

K
—

ou seja, '~ BS(a, ).
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2.3 A distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders Generalizada (BSG) proposta por Diaz-Garcia
e Leiva (2005) flexibiliza a distribui¢ao do estresse cumulativo, que ao invés de ser assu-
mida gaussiana é agora assumida simétrica. Isso gera uma nova classe de distribuigoes
assimétricas com dominio positivo e caudas mais leves e/ou mais pesadas do que as
caudas da distribuigao BS classica. A fim de apresentarmos a distribuicao BSG pre-
cisamos primeiramente conhecer uma classe especial de distribuicoes denominada de

distribuicoes de contornos elipticos, ou simplesmente, distribuicoes elipticas.

Definicao 2.2. Dizemos que uma varidavel aleatoria X seque uma distribuicdo de con-

torno eliptico se sua funcdo caracteristica tem a forma

U(t) = exp(itp)p(t*o?), (2.7)
com ¢ : RTY = R, ou se a fdp de X ¢é dada por

fx(e) = 1 [ﬂ} — flu) TER w0 (23)

g

em que f(u) é a fdp de X.

Notagao: X ~ EC(u,0% ) ou X ~ EC(u, 0% f) de acordo com (2.7) ou (2.8),
respectivamente.

Essa classe de distribuicoes possui esse nome devido ao fato do contorno de suas
fungoes de densidades multivariadas possuirem a forma eliptica. A Figura (2.4) ilustra
o comentario feito.

Sao exemplos de distribuicoes nessa classe de modelos as seguintes distribuicoes:
Normal, Normal contaminada; ¢-Student; Exponencial Poténcia; Cauchy e Logistica.

No decorrer das tultimas décadas diversos autores tem trabalhado com distri-
buigdes de contornos elipticos, entre eles podemos citar, Fang e Anderson (1990), Gupta
e Varga (1993), Galea et al. (2000), Barros (2007) e Pulgar (2009).

Na secao a seguir apresentaremos a distribuicao BSG proposta por Diaz-Garcia

e Leiva (2005, 2006).
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Distribuicao Normal Bivariada para Curvas de contorno

H=0,u2=0,011=1,022=1,0612=0

Figura 2.4: Gréfico da densidade normal padrao bivariada e suas curvas de contorno

vista sobre o plano x; e .

2.3.1 Definicao e algumas propriedades da distribuicao BSG

Diaz-Garcia e Leiva (2005, 2006) desenvolveram um novo modelo de sobrevivéncia
com base em distribuigoes elipticas. O modelo proposto pelos mesmos consiste numa
generalizacao da distribuicao BS e foi obtido a partir de (2.3) relaxando a suposi¢ao
de que Z ~ N(0,1). Em outras palavras, eles consideraram

2

2
T=p % + <%) +1

em que U ~ EC(0,1; f). Assim, a nova varidvel aleatéria T' segue uma distribuicao

denominada de Birnbaum-Saunders generalizada, denotada por T' ~ BSG(a, 3; f).
Os parametros « e [, assim como na distribuigao Birnbaum-Saunders, corres-

pondem respectivamente, aos parametros de forma e escala e f é como dada em (2.8).

De acordo com Barros et al. (2008) essa nova classe de distribui¢oes assim obtida

¢ mais flexivel por conter distribuicoes que possuem caudas mais ou menos pesadas

que a distribuicao BS e distribuicoes bimodais, além de incluir como caso particular a
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distribuicao BS.

Definigao 2.3. Dizemos que T' ~ BSG(a, B; f) se sua fun¢ao de densidade é dada por

0= G5 T) e e

em que f € a densidade de uma varidvel aleatoria que pertence a classe de distribuicoes

de contornos elipticos.
Fazendo

ar(a, B) = é (\/%— \/?) ,

d 3R+
2 il B) = W

dt
Assim, a equacao (2.9) pode ser reescrita da seguinte forma:

obtemos que

d

fT<t) = f(at(oz,ﬁ))aat(a,ﬁ),

onde f é como dada em (2.8).
As funcoes de sobrevivéncia e de taxa de falha instantanea sao dadas respectiva-

mente, por

ST = (t; aaﬁ) =1- F(at(aaﬁ))

he(ta, ) = ZEXD) ( Flag(e, B)) ) p

Sit:0.8) ~ \1= Flafa. ) ) a7

Na Figura (2.5) temos o grafico da funcao densidade de uma varidvel alelatéria
com distribuicao BS-t de student para diferentes valores de v. Através da mesma,
notamos que quanto maior for v mais préoximo da distribuicao BS fica a distribuicao
BS-t de student. Enquanto isso, na Figura (2.6) temos o gréfico da funcao de taxa
de falha instantanea (ou fungao de risco) da distribuigao BS-¢ de student para alguns
valores de v, através da qual notamos que essa funcao é nao mondtona, uma vez que
a mesma se inicia no zero, atinge seu maximo e posteriormente decresce. Além disso,
notamos também que quanto maior for ¥ maior a taxa de falha instantanea.

A distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada goza das seguintes propriedades

que sao apresentadas em Barros (2007).
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Figura 2.5: Densidade a distribuicao BS ¢ de student para v = 3,5, 7, 30.
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Figura 2.6: Funcao de risco para a distribuicao BS ¢ de student para v = 3,5, 7, 30.
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Propriedade 2.6. Se T' ~ BSG(«, f; f), entdo

i) ¢IT' ~ BSG(a, cB; f) Ve > 0 (proporcionalidade)
it) T™' ~ BSG(«, 71 f) (reciprocidade)

iii) Se T ~ BSG(«, B; f) entdo BT~ ~ BSG(a, 1; f).

Propriedade 2.7. Uma varidvel aleatoria T ~ BSG(«, B; f) possui momentos se, e

somente se, a funcao de distribuicao de f possui momentos. Nesse caso,

()-S5 () T

k=0 s=0

Note que os momentos de T" ficam em funcao da funcao de distribuicao que gera
a BSG.

Como consequéncia das propriedades de reciprocidade e proporcionalidade temos
que as varigveis aleatdrias 71 e 37T tém a mesma distribuicao e, portanto, obtemos
que os momentos negativos de 1" sao dados por
E(T™)

(.

A propriedade a seguir nos oferece uma maneira alternativa de encontrar os mo-

E(T") =

(2.10)

mentos da distribuicao BSG.

Propriedade 2.8. Se T' ~ BSG(«, 3; f) e todos os momentos de T existem, entdo o

n-ésimo momento de T €

agr o 1S 20 (TR RN (20 E(TF
(") = R )_i{z(lﬂ>ﬁ+6 2 (k)ﬁ} 21y

k=1 k=n+1

paran=1,2,--- em que Z ~ EC(0,1; f).

Usando (2.10) e (2.11) recursivamente obtemos que os quatro primeiros momentos

da distribuicao BSG, sao dados respectivamente por

(@) B(T) = 52 4 Via?)

2
(b) E(T?) = %(2 +4Via? + Vaat),
3
(©) B = 22+ 9Via? + 6V5at + Vi) e
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4
(d) E(T") = (2 + 16Via” + 20Vo0" + 8V5a® + Via®)

em que V,, = E(U?") e U ~ EC(0, 1; f).

Propriedade 2.9. Seja T' ~ BSG(«, B; f) tal que E(T™) existe. Entdo, a variancia e

0s coeficientes de variacao, assimetria e curtose de T sao dados, respectivamente, por

2
Var(T) = 6—(20/11/2 + 402V — V),

4
sy = B e Vel
f1e!
0s(T) = 2(6Vha + 2V302 — 6V2a — 3V Voa? + Vi3a?)
(2‘/2042 + 4V, — V12a2)3/2
e
ou(T) = 16V, + (32Vs — 48V Vo + 24V3)a? + (8Vy — 16V, Vs + 12V 2V, — 31/14)044.

(2Vaa? + 4V — V2a?)?

2.3.2 A distribuigao log-Birnbaum-Saunders generalizada

Diaz-Garcia e Dominguez Molina (2006) apresentaram a distribui¢ao log-Birn-
baum-Saunders generalizada também conhecida como seno hiperbdlica esférica, ou

simplesmente senh-esférica, denotada por SS(a, 7, o; f), cuja densidade é dada por

o= [ (£52)] | (2n (52) ]

emquey € R, a>0,v€R, 0>0,7=1log(f) e fécomo dado em (2.8). Em outras
palavras, se T~ BSG(«, 5; f), entao

Y =log(T) ~ SS(a,7,2; f). (2.12)

Notemos que quando f é a fdp da distribuigdo normal, ou seja, T' ~ BS(a, ) temos
que

Y =log(T) ~ SN(a,log(B),2).
As fungoes de distribuigao acumulada e de sobrevivéncia para Y ~ SS(a,7,2; f) s@o

dadas respectivamente por,

Fe(y) = F F senh (9_7)}, (2.13)

(%

Sy(y) = F [—zsenh (9_7)}, (2.14)

(07 o

em que F' é a fda da distribuicao eliptica que gera a distribuicao BSG.

31



Capitulo 3

O Modelo de regressao
log-Birnbaum-Saunders

generalizado

Neste capitulo apresentamos o modelo de regressao log-BSG, seguindo a ideia
da construcao do modelo de regressao log-BS feito por Rieck e Nedelman (1991). Em
seguida, de acordo com Hashimoto et al. (2010) obteremos o modelo de regressao
log-BSG para dados censurados. Discutimos também a estimagao dos parametros do
modelo e apresentamos os residuos de Cox-Snell ajustado, Martingale e Componente
do desvio modificado. Apresentamos também um estudo de simulagao de Monte Carlo
para os modelos log-BS e log-BS-t de student com intuito de investigar o comporta-
mento da distribuicao empirica dos residuos apresentados. Concluindo o capitulo, como
medida de influéncia, apresentamos o afastamento pela verossimilhanca sob diversos

esquemas de perturbacao.

3.1 A construcao dos modelos de regressao log-BS
e log-BSG para dados com censura intervalar

Para construirmos o modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders generalizado
para dados com censura intervalar seguiremos inicialmente a mesma ideia utilizada

por Rieck e Nedelman (1991) para a construgao do modelo log-BS relaxando ape-
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nas a hipétese que T' ~ BS(ay,n;). Consideremos entdo uma sequéncia de variaveis

aleatérias independentes Ty, Ty, -+ ,T,, onde T; ~ BS(ay,m;; f) para i = 1,--- ,n,

em que, f corresponde a fdp que gera a BSG. Além disso, suponhamos que a distri-

buicao de cada variavel aleatoria T; dependa de um vetor de p varidveis explicativas
T_

x; = (L, @y, %, ,Tip), OU seja, estamos assumindo que

(i) 7 = exp(x/B) para i = 1,--- ,n, em que B = (By,B1, -+ ,5,)" é um vetor de

parametros desconhecidos.

T

(ii) O parametro de forma «; independe do vetor de covaridveis x; , ou seja, a; = «

parat=1,--- ,n.

Assim, considerando que ¢; ~ BSG(a, 1; f) com base na Propriedade (2.6) item
(1) temos que T; = exp(x; B)¢; ~ BSG(«a,exp(x/ B); f), para i = 1,--- ,n. Conside-

rando y; = log(T;), obtemos
yi=x;B+e, i=1--,n (3.1)

cuja componente aleatdria €; é o log((;) que por (2.12) tem distribui¢ao SS(«,0,2; f).

Logo, estamos na presenca de um modelo de regressao log-linear para a distri-
buigao BSG. Porém, na presenca de censura intervalar, os dados observados constituem
de um intervalo (log(u;)),log(v;)), para cada individuo, no qual esses intervalos sao co-
nhecidos e inclui y; com probabilidade um, ou seja, P(log(u;) < y; < log(v;)) =1 e se
log(v;) = 00, entao o logaritmo do tempo é censurado a direita para y;.

O nosso objetivo nesse modelo serd estimar |[a, ﬁT]T, para isso vamos assumir
que os tempos de sobrevivéncia sao censurados a direita e em um intervalo de tempo.

Considerando dados na presenca de censura intervalar e de censura a direita,
segue de (1.3), (2.13) e (2.14) que a fungao de verossimilhanga para o modelo log-BSG

sera dada por

L) = [T (F(&20) = F (&) ] F(=i20) (3.2)
em que,

2 | ) — L 2 | ) —
&izu = — senh (M> , &2y = —senh (M> € U = Xjﬂ‘
a 2 o 2
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Dai, temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanca é dada por

l(@) = Zlog 51211 - 57,211 + Zlog €z2u

el ieC
= Z L, Sigus Sizo) + ZZQ(Oé,fiQu) (3.3)
iel icC
com,
ll (O./, £i2u> 61'21}) = IOg(F(fﬁv) - F(&Qu)) (34)
e
lg(O{, 512u> = log(F(_fﬁu)) (35)
As fungoes escores para v e 5; (j =1,---,p), s@o dadas, respectivamente, por
ffzugzu_fgivgiv 1
Z - : ((52 )) 2 + = Zh(€22u)£z2u
icl 121) 2u o icC
e
1 gzluf(gﬁu) é-zlvf 5121} )
Uj(O):— .fL',L( :Czé-l’u, fzu
’ 2 ZGZI ! F(£z2’u) - (§22u 'LGZC 75 ?
OF(a) o
em que, f(a) = " com F' correspondendo a fda da distribuicao que gerou a BSG,
2 1 ) — 1 2 1 ) — 1
€1 = 2 cosh (M) e £ = 2 cosh (M)
« 2 « 2

Os estimadores de méaxima verossimilhanca dos coeficientes de regressao e do
parametro de forma sao solugoes das equacoes Ug,(6) = 0 (j = 1---p) e Uy(0) = 0,
em ueH—(aﬁT)TU(H)—MeU(O)—M

q - ) ) B; — 86] a - Do

equacgoes nao possuem solugoes analiticas, fazendo com que seja necessario a utilizacao

. Ocorre que neste caso as

de métodos iterativos para a obtencao das raizes. As mesmas podem ser obtidas nume-
ricamente maximizando o logaritmo da funcao de verossimilhancga usando um algoritmo
de otimizacao nao linear, por exemplo, Newton-Raphson ou um algoritmo quase new-
ton (BFGS, por exemplo). Para obtengao dos estimadores de maxima verossimilhanga
para o modelo apresentado nesse trabalho fizemos uso do método BFGS e implemen-
tamos um algoritmo no software 0x Doornik (2011).
A inferéncia assintética para o vetor de parametros de @ = (o, 8")7 pode ser
feita com base na normalidade assintética do estimador de méxima verossimilhanca 6,
dada por
6 ~ Nyi1)(0,%),
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em que Xg € a matriz de variancias e covariancias de 8, que pode ser aproximada pelo

. —1 ~
inverso da matriz de informacao de Fisher — L, , avaliada em 6, obtida a partir de

. Lo Log tr(M) K'X
L90: .. -

. : (3.6)
Lg, Lgg X'K X'DX
em que, M = dlag(ml (0>7 m2(0)7 U 7mn(0))7 com

(1 (f(§i2u)§i2u - f(fz'zu)&'zu) L {2 (f(&zu)fmu - f(fm)ﬁmﬂ
a? F(&izo) — F(&izu) a | da F(&iow) — F(&i2u) ’
se 1 €1
m0)=1 &, (f'@m)F(—fm) ' f?(@-zu)) ’
o F2(=&iau) 7
| se 1€ C

K = (ky(0),k(0), -+ ,k.(0))T, com

Giv — Giv + (f(fin)’filv - f(leu)ézlu)(f(leu)&Qu - f(£i2v)£i2v)
F(&20) — F(&i24) (F(&i2v) — F(&i2u))? ’
se 1 €1
Situ (F(-&au) + (F(—fﬁu)> ) Sizu h(fﬁu)]
se 1€

e D = diag(d,(0),d2(0),--- ,d,(0)), com

;

Ajyy — Qiy (gzluf(gﬂu) - 6i1vf(£i2v))2 .
Fem) — Flemn) | [Flem) — FEa)?  © ¢!
di(e) - .
e ' 2
Eiuh(&izu) + 4 (}f((f’g:)) + (Ff((_glgz))) > se 1€(C

Os detalhes desses calculos estao no Apéndice A.

3.2 Validacao do modelo

De acordo com Paula (2010) uma etapa importante na anélise de um ajuste de um
modelo de regressao € a verificacao de possiveis afastamentos das suposigoes feitas para

o modelo, para a componente aleatéria e para a parte sistematica do modelo, bem como
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a existéncia de observacgoes discrepantes com alguma interferéncia desproporcional ou
inferencial nos resultados do ajuste. Essa etapa é conhecida como anélise de diagndstico
e inicia-se com a analise de residuos com o intuito de identificar a presenca de pontos
aberrantes e avaliar a adequacao da distribuicao da variavel resposta para o modelo.
Paula (2010) cita Cox e Snell (1968) como uma importante referéncia nesse quesito
uma vez que nesse artigo os mesmos apresentaram uma forma bastante geral de definir
residuos. Atkinson (1985) propoe, por meio de simulagoes de Monte Carlo, a construcao
de bandas de confianca para os residuos as quais denominou de envelope.

Uma técnica bastante conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma ob-
servacao particular nas estimativas do modelo de regressao é a delecao de casos. Se-
gundo Paula (2010) uma das propostas mais inovadoras na area de diagnéstico em
regressao foi apresentada por Cook (1986) que propoe avaliar a influéncia conjunta
das observagoes sob pequenas perturbagoes no modelo e/ou aos dados, ao invés da
avaliacao pela retirada individual ou conjunta de pontos. Essa metodologia, foi deno-
minada de influéncia local. Posteriormente, faremos uso dessas técnicas (delegao de

casos e influéncia local) e daremos maiores detalhes sobre as mesmas.

3.2.1 Analise de residuos

Nesta secao exibimos os residuos de Cox-Snell ajustado e martingale apresentados
em Farrington (2000) e os residuos componente do desvio modificado conforme apre-
sentado em Hashimoto et al. (2010). Posteriormente, faremos um estudo de simulagao

para verificar o comportamento de tais residuos.
Residuos de Cox-Snell ajustado

Quando estamos na presenca de dados censurados os residuos nao podem ser
obtidos ignorando esse fato. De acordo com Farrington (2000) um tipo de residuo
comumente utilizado para dados com censura a direita é o residuo de Cox-Snell, Cox
e Snell (1968). Esses residuos sao baseados nas observagoes de uma varidvel aleatéria
de tempo, T', com fungao de sobrevivéncia S(t) tal que a varidvel aleatéria —log S(T)
¢ distribuida exponencialmente com média um.

De acordo com Farrington (2000) essa 1dgica pode ser aplicada em casos de cen-
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sura intervalar. Dada uma amostra de intervalos censurados (aq,b1],- -, (an,b,] €
funcoes de sobrevivéncias estimadas S;, os intervalos (—log S;(a;), —log Si(b:)], i =
1,...,n podem ser aproximados pela amostra de censuras intervalares de uma distri-
buicao exponencial com média um.

Uma deficiéncia na versao do residuo de Cox-Snell para dados com censura in-
tervalar é que os mesmos nao sao faceis de manusear por se tratarem de intervalos.
Segundo Farrington (2000), uma maneira de superar esse problema é substituir os
residuos intervalares por valores esperados sob a distribuicao de uma exponencial de
média um. Sendo U uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial de média um,

definimos

re;(ai, b)) = E{U|U € [~log(S;i(a;)), —log(Si(b:))]}

—log(S;(bi))
/ ue “du
— log(Si (aL))

— log(Si(bs))
/ e Ydv
— log(Si (al))
Si(ai) — Si(bs)

lembrando que S;(z;) = e, x; >0 Vi.
Por simplicidade, escrevemos r¢, para r¢, (a;, b;), quando nao houver ambiguidade
quanto a censura intervalar. Com isso, definimos o residuo de Cox-Snell ajustado para

dados com censura intervalar por

Sa{1 -1 (b:){1 —log S(bi)}

(bi)

re, =

i)} =
i)~

o> o»

0g 5(a
S(a

Para intervalos da forma (log(u;),log(v;)) temos

fo Sllog(u;)]{1 — log 5[ g(u)l} — ?[ ()]{1—10g5[10g(vz)]}
' Sllog(u;)] — S

[log(v:)]

Tomando por base o modelo de regressao dado em (3.1) os residuos do Cox-Snell

ajustado fica dado por
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([ (1- F(éﬂu))<1 — log(1 — F(éﬂ}t))) —(1 — F(ém))(l — log(1 — F(éﬂv)))
F(&i20) — F(&i24)

Y

o, = { S€ 1el
1- log(l - F(éﬂu))a
se 1€C

\

em que oy, &izy € F(.) sdo como dados em (3.2).

Residuo de martingale

De acordo com Farrington (2000) e Hashimoto et al. (2010) apresentamos uma
adaptagao para os residuos de Cox-Snell, a qual foi discutida por Lagakos (1980). Tal
adaptacao dos residuos de Cox-Snell resulta em um novo residuo chamado de residuos
Martingale (Barlow e Prentice, 1988). Esses residuos sdo assimétricos e assume valor

maximo em 1 e minimo em —oo, o mesmo é definido por

Sllog(u;)] log S [log (u;)] — S [log(v;)] log S[log(v;)]
Sflog(u;)] — Slog(v;)]

TMl.Zl—Tci:

Assim, para o modelo de regressdo dado em (3.1) temos que

(1 - F(éﬂu)) log(l - F(ézZu)) - (1 - F(éﬂv)) log(l - F(éin))
Par, = A F(&i20) = F(Sizu) .
log(1 — F(&24)), se 1e€C

, se 1€1

Residuos componente do desvio modificado

O terceiro residuo que estudaremos trata-se dos residuos componente do desvio

modificado, definido por:
rp, = sinal(ray ) [=2{ru, + 6 log(8; — rar,) Y2,

em que ¢; é a variavel indicadora de censura intervalar. Os mesmos sao uma tentativa
de tornar os residuos martingale mais simétricos em torno do zero. Para o modelo dado

em (3.1) os residuos componente do desvio modificado sao dados por,
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. 1/2
. . Pi2u — Pi2v Pi2u — Pi2v
(7)) | =2 / " tlog (1 —f ] :
snallra) [ {F(fﬂv) " FEm) T ( F(€m) — F(gﬁu)) H

Tp, =< se i€l
sinal(7y, ) [—2log(1 — F(éﬁu))]?
se 1€C

em que P, = (1 — ‘I)(ému)) log(1 — (I)<éz2u)) e pizw = (1 — ‘I)(ém)) log(1 — (I)<éi2v>)'

O grafico dos residuos contra os tempos sao uma ferramenta importante na
andlise, pois os mesmos nos dao uma forma de verificar a adequagao do modelo ajustado
e auxiliam a encontrar observagoes atipicas. Para o cdlculo dos residuos corresponden-
tes aos modelos de regressao log-BS e log-BS-t de student, basta substituir F' pelas

respectivas fda que geram a BSG, a saber, ® e ®,.

3.2.2 Estudo de simulagao

Com o intuito de investigar o comportamento da distribui¢ao empirica dos residuos
Cox-Snell ajustado, Martingale e componente do desvio modificado para os modelos
de regressao log-BS e log-BS-t de student com censura intervalar e a direita, fizemos

os seguintes estudos de simulacao.
Caso 1 - Estudo de simulacao para o modelo log-BS

Geramos os logaritmos dos tempos de sobrevivéncia i, s, ,y, por meio de
simulagoes de Monte Carlo considerando o modelo de regressao dado em (3.1), em que
f corresponde a densidade da normal padrao, ou seja, o modelo de regressao log-BS.

Os y; foram gerados a partir da relacao

yi:xoﬁo—i-xlﬁl—l—log{[ozUﬂ—i-\/ (a2U?)/4) +1} },

em que U ~ N(0, 1), fixamos 5y = 4, 1 = 2, a sendo 1 e posteriormente 2, e os x; com
i = 1,---,n foram gerados de uma distribui¢ao uniforme(0,7), onde 7 foi ajustado
até que fossem obtidas as porcentagens de censura a direita de 0%, 10% e 30% para
amostras de tamanhos n = 50, 100 e 200. Os logaritmos dos tempos com censura

intervalar log(u;) e log(v;) foram gerados de forma que y; € (log(u;),log(v;)) com
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probabilidade um, conforme em Hashimoto et al. (2010), seguindo o mesmo enfoque
adotado por Zhao (2004).

Para cada combinacao de n, a e porcentagem de censura, geramos 1000 amostras
e para cada uma ajustamos o modelo de regressao log-BS com censura intervalar e a
direita. Assim, para cada modelo ajustado, os residuos r¢,, ry;, € rp, foram calculados
e armazenados. As Figuras de (3.1) a (3.6) apresentam os residuos versus os valo-
res esperados das estatisticas de ordem da distribuicao normal padrao. Esse grafico
corresponde ao grafico normal de probabilidade e serve para avaliar o afastamento da
suposigao de normalidade para esses residuos (Weisberg, 1985).

Dos graficos apresentados temos as seguintes interpretacoes:

i) Nota-se que a distribuigao empirica do residuo componente do desvio modificado

concorda com a distribuicao normal padrao.

i1) As distribui¢oes empiricas dos residuos de Cox-Snell ajustado e do residuo mar-
tingale apresentam um comportamento semelhante, sendo que ambos apresentam

uma acentuada assimetria.

i11) Quanto menor a censura mais préxima da distribuigdo normal se torna a distri-

buigao empirica do residuo componente do desvio modificado.

iv) Quanto maior o tamanho da amostra, melhor a concordancia entre a distribuigao
empirica do residuo componente do desvio modificado e a distribuicao normal

padrao.

40



Re,

Re,

R,

Figura 3.1: Gréficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado
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Figura 3.2: Gréficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado

(re,), residuo Martingale (73, ) e residuo componente do desvio modificado (rp,) com
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Figura 3.3: Gréficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado
(re,), residuo Martingale (73, ) e residuo componente do desvio modificado (rp,) com

porcentagem de censura a direita de 30% e o = 1.
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Figura 3.4: Gréficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado

(re,), residuo Martingale (73, ) e residuo componente do desvio modificado (rp,) com
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Figura 3.5: Gréficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado

(re,), residuo Martingale (73, ) e residuo componente do desvio modificado (rp,) com
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Figura 3.6: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado
(re,), residuo Martingale (73, ) e residuo componente do desvio modificado (rp,) com

porcentagem de censura a direita de 30% e a = 2.
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Caso 2 - Estudo de simulacao para o modelo log-BS-t de student

Geramos os logaritmos dos tempos de sobrevivéncia yi, s, -+ , ¥y, por meio de
simulagoes de Monte Carlo considerando o modelo de regressao dado em (3.1), em
que f corresponde a densidade de uma distribuigao t,, ou seja, o modelo de regressao

log-BS-t de student. Os y; foram gerados a partir relacao

yi:$050+I151+10g{|:06U/2—|—\/ 2U2 /4 _'_1i| }

em que U ~ t(v). Fixamos a = 1, fy =4 e f; = 2 e geramos os x; com i = 1,--- . n
de uma uniforme(0,7), onde 7 foi ajustado até que fossem obtidas as porcentagens
de censura a direita de 0%, 10% e 30% para amostras de tamanho n = 200. Os
logaritmos dos tempos com censura intervalar log(u;) e log(v;) foram gerados de forma
que y; € (log(u;),log(v;)) com probabilidade um. Variamos o grau de liberdade v e a
porcentagem de censura, sendo que geramos 1000 amostras e para cada uma ajustamos
o modelo regressao log-BS-t com censura intervalar. Com o ajuste feito, calculamos e
armazenamos os residuos de Cox-Snell, Martingale e componente do desvio modificado
conforme é mostrado nas Figuras de (3.7)-(3.12).

Dos graficos aprensentados temos as seguintes interpretacoes:

i) Nota-se que a distribuigao empirica do residuo componente do desvio modificado

concorda com a distribuicao normal padrao.

i1) As distribuigoes empiricas dos residuos de Cox-Snell ajustado e do residuo mar-
tingale apresentam um comportamento semelhante, sendo que ambos apresentam

uma acentuada assimetria.

i71) Quanto menor a censura mais préxima da distribui¢ao normal se torna a distri-

buicao empirica do residuo componente do desvio modificado.

iv) Quanto maior o tamanho da amostra, melhor a concordéancia entre a distribuigao
empirica do residuo componente do desvio modificado e a distribuicao normal

padrao.

v) Quanto maior o grau de liberdade da distribuigdo ¢ de student mais préximo
a distribuicao empirica dos residuos componente do desvio modificado fica da

distribuicao normal padrao.
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Figura 3.7: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado,

Martingale e componente de desvio modificado com v = 3,4 e 5 nas trés primeiras

linhas, respectivamente e 0% de censura a direita sendo o = 1.
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Figura 3.8: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado,
Martingale e componente de desvio modificado com v = 7,30 e 100 nas trés primeiras

linhas, respectivamente e 0% de censura a direita sendo o = 1.
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Figura 3.10: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado,

Martingale e componente de desvio modificado com v = 7,30 e 100 nas trés primeiras

linhas, respectivamente e 10% de censura a direita sendo o = 1.
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Figura 3.11: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado,

Martingale e componente de desvio modificado com v = 3,4 e 5 nas trés primeiras

linhas, respectivamente e 30% de censura a direita sendo o = 1.
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Figura 3.12: Graficos normais de probabilidade para os residuos Cox-Snell ajustado,
Martingale e componente de desvio modificado com v = 7,30 e 100 nas trés primeiras

linhas, respectivamente e 30% de censura a direita sendo o = 1.
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3.2.3 Influéncia local

O objetivo do estudo da influéncia local é buscar a existéncia de observagoes
(pontos) que sob pequenas modificagdes no modelo causam variagdes desproporcionais,
ou seja, pontos que possivelmente estejam fazendo com que o modelo esteja sendo mal
ajustado. Existem algumas técnicas desenvolvidas nesse intuito, entre elas, a mais
conhecida é a delegao de casos introduzida por Cook (1977) que avalia o impacto da
retirada de uma observacao ou de um conjunto de observagdes. Cook (1977) introduziu
essa técnica inicialmente em modelos normais lineares e depois a mesma foi adaptada
para outras classes de modelos. Moolgavkar et al. (1984), por exemplo, estende-
ram para modelos de regressao nao-linear com aplicagoes em estudos emparelhados
enquanto Paula e Peres (1988), discutiram a delegdo de pontos em modelos lineares
generalizados com parametros restritos na forma C'3 > 0.

O estudo inicial da influéncia local baseou-se na andlise do afastamento pela
verossimilhanca LD(w) = 2{1(8) — (8w}, em que B, denota o estimador de maxima

T é o vetor de perturbacoes

verossimilhanga sob o modelo perturbado e w = (w1, -+ ,wy)
aplicados ao modelo e/ou aos dados. Assim, se a distancia entre 0ed, permanecer
“pequena’ quando w varia em 2 C R?, com ¢ < n, temos a indicagao de que o modelo
ajustado é estavel no que diz respeito ao esquema de perturbacao utilizado. Cook

(1986) propos uma abordagem mais moderna que se baseia na andlise das curvaturas

das se¢oes normais da superficie,

w1
w
a(w) = = , w e,
LD(w) Wy
LD(w)

denominada de grdfico de influéncia, numa vizinhanca de um ponto wg, chamado de
vetor de ndo perturbacio, que satisfaz 1(8) = [(6w, ).
Para isso, Cook (1986) considerou uma dire¢ao arbitraria em R? a qual represen-

tou por um vetor unitario d, e uma linha reta em €2, na direcao de d, ou seja,
w(a) = wo +ad, com a € R,

em seguida considerou o grafico de LD{w(a)} contra a, com a € R. Esse grafico é
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denominado de linha projetada e cada linha projetada pode ser caracterizada pela
curvatura normal C;(6) em torno de a = 0. (para mais detalhes ver Souza, 1999).
A sugestao de Cook (1986) é considerar a dire¢ao l,,,, correspondente a maior

curvatura C O grafico de l,,,, contra o indice das observacoes pode mostrar os

max *

elementos que, sob pequenas perturbagoes, exercem notéavel influéncia sobre LD(w).

Cook (1986) mostrou que a curvatura normal pode ser expressa na forma geral como
=1
Cl(0) =21TAT L,, Al (3.7)

em que A é uma matriz (p + ¢) X n que depende do esquema de perturbagao usado,
cujos elementos sao A;; = 9*(0|w)/00;0w;, i =1,--- ,p+qej=1,--- n, com todas
as quantidades sendo avaliadas em w = wq ¢ @ = 0. Assim, Cl,ae € 0 maior autovalor

da matriz

.—1
B=-AT L, A,

e lmaz 0 correspondente autovetor. Quando o interesse é avaliar a influéncia parcial
em subconjunto de 8 = (BIT, 02T), 0. por exemplo, temos que a curvatura normal na

direcao do vetor I é dada por
TAT 7!
Ci(01) = 2|l A (Lyy —B1)Al,

com

e L= {01(6]w)/082"082}| 5 _ .

O gréfico do autovetor associado ao maior autovalor da matriz —AT(f/;el —B;)A
contra o indice das observagoes podem revelar quais observacoes estao influenciando
0. Analogamente, quando o interesse esta em 65, entao a curvatura normal na diregao

do vetor [ é dada por

=1
Ci(03) =2[1"AT(L,, —B>)Al|,

com
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A influéncia local das observagoes em 0, pode ser avaliada considerando o grafico
l,nar para a matriz —AT(fJ;; —B5)A contra o indice das observagdes. Lesaffre e
Verbeke (1998) sugerem considerar também a curvatura na dire¢ao do i-ésimo vetor da
base canonica de R, Seguindo a sugestao dos mesmos temos que a Expressao (3.7)
serd dada por C; = 2|A;" 15;; A;| em que A/ denota a i-ésima linha da matriz A.
Verbeke e Molenberghs (2000, Se¢ao 11.3) propuseram considerar como influentes os

Casos €1 que

B
em que C' = ;Z;C’z
1=
Para o modelo de regressao log-BSG na de presenca de censura intervalar e a

direita (3.1) os elementos de Léé sS40 iﬁéz X'DXx, Léd: XK ¢ Laa= tr(M),
dados em (3.6).

Neste trabalho, derivamos as curvaturas normais para o modelo de regressao li-
near log-BSG (3.1) com observagoes censuradas sob sete esquemas de perturbagao. Sao
eles: ponderacao de casos, dois casos particulares da ponderacao de casos, perturbacao
do limite inferior da variavel resposta, perturbacao do limite superior da varidvel res-
posta, perturbagao da variavel resposta intervalar e perturbacao de uma covariavel

continua, seguindo a mesma ideia de Hashimoto et al. (2010).
Calculo das curvaturas

Doravante, para cada perturbacao indicada iremos obter a matriz

9?1(0|w) , '
A:(Aji)(p—s—?)Xn:(W ,j:l,-u,p—}—QeZ:l,...,n
avaliada em @ = 0 ¢ w = wo de acordo com o modelo definido em (3.1) sendo

[(0|w) o logaritmo da funcao de verossimilhanga perturbada correspondente ao res-

pectivo esquema considerado. Como no modelo (3.1) dependemos de um vetor 8 =

(o, Bo, -+, 3,)" temos que a matriz A assume a seguinte forma
D*1(0|w) O?1(0|w) 0?1(0|w)
dadw, dadws  Oadw,
l(O|lw) 0%1(0|w) 0?1(0|w)
0Bp0wr  0ByOws  OByOwn,
D?1(0|w) O?1(0|w) 0?1(0|w)
IBp0wr  0Bp0ws  IB,0wy
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Assim, podemos simplificar a notagao da mesma escrevendo-a da seguinte forma

A=(A] Ag)T, em que A, é uma matriz 1 X n definida por

(82l(0|w) 921(8|w) a?z(e\w)>

dadw, Oadws  Oadw,

e Aﬁ ¢ uma matriz (p + 1) x n dada por

2U(0|w)  021(6|w) 821(0)w)
05y 0uwr 05y 0w, o 0By0wn,
21(0|w)  91(0)w) 821(0)w)
0Bp0wr  OBy0ws  IB,0wy

Ponderacao de casos

Nesse esquema temos o interesse em avaliar se as contribuigoes das observagoes
com diferentes pesos afetarao as estimativas de méaxima verossimilhanca de 6. Esse
esquema de perturbacao é o mais utilizado na avaliacao da influéncia sobre um modelo
e, No Nnosso caso, a funcao logaritmo da verossimilhanca assume a seguinte forma

1(0|w) = sz‘ll(a7 Eizu, Sizv) + Z%‘b(% Eizu)
iel ieC

em que l1(.) e l2(.) s@o como definidos nas expressoes (3.4) e (3.5). Onde cada 0 <
w; < 1, nesse caso, temos que o vetor de niao perturbacao é wy = (1,---,1)".

Os elementos da matriz A = (A], AE)T sao expressos da seguinte maneira. Os

elementos do vetor A, sao dados por

f(€i2u)Aéi2u - f(é;i2v>éi2v
F(€i2v) - F(&Qu)
h(éﬁu)é@?ua se 1€C

9

= o=

e os elementos de Ag sao dados por

lxij leuf(éiﬁu) - gih’Af@ﬂ”) , se 1€1
2 F (&) — F(in)

1 - 2 .
§xij£iluh<€i2u)a se ieC

A —

Jr T
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Casos especiais da ponderagao de casos

Caso 1 - Neste caso a funcao logaritmo da verossimilhanca é dada por

0|w) szll (04 §12w£z2v + Zl2 « £z2u

el eC

em que l1(.) e l3(.) s@o como definidos nas expressoes (3.4) e (3.5). Onde cada 0 <
w; < 1, nesse caso, temos que o vetor de nao perturbagio é wy = (1,---,1)".
Os elementos da matriz A = (A, Ag")T sdo expressos da seguinte maneira. Os

elementos do vetor A, sao dados por

f(gﬂu)gﬁu - f(éz?v)éz?v

1 )

- = = 1€ I
A =1 @ F(&2,) — F(&ou)

0

)

se i¢C

e os elementos de Ag sao dados por

lxw <£zluf<€ ) éllvf(éﬁv)) , se vl
0. se 1€C

Ji

Caso 2 - Aqui, consideramos a funcao de log-verossimilhanca como sendo

0|w) le «, Z2’LL7§Z2’U +szl2 Oé 5@271,

el ieC

em que l1(.) e l3(.) sd@o como definidos nas expressoes (3.4) e (3.5). Onde cada 0 <
w; < 1, nesse caso, temos que o vetor de nao perturbacao também é wy = (1,---,1)".
Os elementos da matriz A = (A}, Ag')7T sdo expressos da seguinte maneira. Os

elementos do vetor A, sao dados por

0, se 1€l

A=< 1 . .
Eh(fizu)fﬁu, se 1eC

e os elementos de Ag sao dados por

A 0, se 1€l
i=4 1 . . _ :
§9€¢jfﬂuh(fi2u)a se ieC
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Perturbagao do limite inferior da variavel resposta log(u;)

Neste caso, o interesse em fazer essa perturbagao é analisar a sensibilidade do
modelo quando o limite inferior (log(u;)) da varidvel resposta é submetida a uma
perturbagao aditiva u;,, = log(u;) + w;S,, w; € R, em que S, é um fator de escala
que pode ser, por exemplo, a estimativa do desvio padrao da varidvel aleatéria log(U),
ver Hashimoto et al. (2010).

Nessa situacao, o logaritmo da fungao de verossimilhanca perturbada é da forma

Ol(.U) le o, z2u7512v + ZZQ o §12u

i€l ieC
2 1 i iSu — I 2 1 ; Sy — [
em que gjlu = —cosh Og(u ) o K ’ ;211, = —senh Og(u ) tw a )
« 2 « 2
wo = (0,---,0)" é o vetor de nao perturbagao, /;(.) e l5(.) sdo como definidos nas

expressoes (3.4) e (3.5).
Os elementos da matriz A = (A}, Ag")T sdo expressos com os elementos do

vetor A, dados por

[ i [ [ it £ (Eon) S (E)(f Ei2o)oon —Af@m)fwu)] seiel
24 L F(&QU) - F(&z?u) (F(fz%) - F(&QU))Q ’
Ai -
| Sl,;;élu -f ’(§z2u;§(ziué;{ (§i2u) 4 B2 (i) ém] : seieC

Notemos agora que,

AOlw) o FE2) (5) G — £l (-5) G
B 2 F(&iz) — F(&) :

i€l t2u

FEn) (22 €n,
p F<(— *2>>

i€C t2u

Tij f(fz* u)éz u f(&?v)é'zlv Tii .
Z 7 < 2(5@2i) - (£’LQU> ) - ; 2J h(fﬁu)gﬂu’

il

AEI) _ B (g5, ) 65,07 + (€6 (33)

F2<—s;au> 5 Cahl) (39)
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or s,
) - — penen, (3.10)

Usando as relagoes de (3.8) — (3.10), obtemos que os elementos da matriz Ag sao

dados por

( (Ez] (f (622u>(§zlu) + fgéﬂu)éﬁu + f(ézQu)ézlu(]i(éz?u)éllu A_ f(éin)éilv))
4 F(&0) = F(€ia) (F(€i20) = F(Eizu))? ’

se 1¢€1

(Ez] £ f,(éz u)F<_éz u) + f2(él u) L o

se i¢€C

Perturbagao do limite superior da variavel resposta log(v;)

Similarmente ao caso anterior faremos agora uma perturbacao no limite supe-
rior, log(v;), da varidvel resposta submetendo-a a seguinte perturbacao aditiva v;, =
log(v;) + w;Sy, w; € R, em que S, é um fator de escala que pode ser, por exemplo, a
estimativa do desvio padrao de log(V).

O logaritmo da funcao de verossimilhanca perturbada para esse caso é dado por

Olw) Zl o 5221“ 121; + ZZQ «@ §12u

el icC
log(v; iy — i 2 log(v; Sy — i
em que &, = —cosh og(v) + v K , &9, = —senh og(v:) + v & ,
a 2 o 2
wo = (0,---,0)" é o vetor de nao perturbacao, /;(.) e l5(.) sdo como definidos nas

expressoes (3.4) e (3.5).
Os elementos da matriz A = (A, Ag")T sdo expressos da seguinte maneira. Os

elementos do vetor A, sao dados por

p

2%

f/(éi2v)gf2véilv + gz;lvf(éi%) . [f(éin)giZU A_ f(ézQu)éz?u]f(ész)&lv]
F(§i2v) - F(&ﬁu) [F(é-ZQ”U) - F<§z2u)]2 7

A, =< seiel
0,

seicC
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e os elementos de Ag sao dados por

( _xijSv f,(éiQU)(Aéilv)Q + é@?vf(éﬂv) - f(éin)éilv(]i(éin)é’ilv A— f(ézQu)ézlu)
4 F(&i0) — F(éi2a) [F(Eizo) — F(&i2u))? ’
Aji={ sei€ I
0,
| se 1€ (C

Perturbagao da variavel resposta intervalar (log(u;),log(v;))

Com o intuito de analisarmos a sensibilidade do modelo quando cada intervalo
(log(u;), log(v;)) que contém a varidvel resposta y; é submetido simultaneamente aos
dois tipos de perturbagoes expostos anteriormente (perturbagao do limite inferior e do
limite superior da varidvel resposta), temos que o logaritmo da fungao de verossimi-
lhanca assume a seguinte forma

[(Olw) = le(avgzgu?g'&v) + Z b (e, Eia)
iel ieC
em que &, e &y, sdo como definidos anteriormente, w; € R, wy = (0,---,0)" é o vetor
de nao perturbacao, l1(.) e l3(.) sdo como definidos nas expressoes (3.4) e (3.5), e S, e
S, sao fatores de escala que podem corresponder, respectivamente, as estimativas do
desvio padrao das variaveis aleatérias log(U) e log(V).
Para determinarmos os elementos da matriz A = (A}, A;)" observemos primei-

ramente que

( Sy . \ex Su
f( ;ZU) ';klv (7) - .f( i2u) ilu <7)
sei1 €1
F(&x ) — F(&F ’
al(0|w) B ( 121)) ( zQu)
awi B S
— , sei €
\ F(_ z*2u)
Em seguida, consideremos as relagoes
806 - _af<€i2v)§i2v7 (311)

61



O (F(£5 )€
Ol _ 2 (g e i+ €S (€0 = —2a (312

Ox
analogamente,
9 (f(&hu)i1u) 1
2] e 3.13
oo “‘ ( )
el que q:u = f,( z*2u) ;2u ;klu + 1*1uf( 2*2u) € qz*v = f/( ;21)) 7?(21) ;11) + S;klvf( :21))'

Utilizando as relagoes (3.11)-(3.13) obtemos que, se i € I,

PlOw) 1 [ ¢S — a5
Jalw; - _% {F( 5211) - F( 1*2u)
20 [F (&) — F(65.)]7
Caso i € C, temos
P*1(Blw)  Su [ G SEn)Eh :211]
dadw; 2 | F(—&L,) F2(—&,) 7

onde obtemos que os elementos de A, sao dados por

( _i (jivSv - CjzuSu
20 F(éﬁv) - F(éﬂu)

+i [f(éin)éin - f(éﬂu)é;ﬁu] [f(éin)Aéilev - f(éz?u)ézlusu]]
20 [F(6i20) — F (62 ’
A, = seiel
i CjMf + f2(522u)€zlu512u]
24 F(_gﬂu) F2(_€z2u) 7
seteC

\
Em seguida determinamos os elementos da matriz Ag observando as seguintes

relagoes
0 i ik ij e * * * i %
(f(%—;;)ﬁm) = _% (f (ﬁizv)(fuu)Z + §i2vf<€i2v)) = _%pw
€1m que, p;kv = f/(§:2v)<§;1v)2 + 5:21).]((5:211) Analogamente, temos que
a(f( z*Zu) z*lu) Ly
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em que, ph, = f'(€5,)(E0)? + &5, f(E5,), onde obtemos que, se i € I,

2u ilu 2u
9 0w; 4 [ F(&h,) — F(&h)

4 [F(&5,) — F(&5.)1°

e que caso ¢ € C, temos

90w 4 [F(=&h) (=L
Assim, temos que os elementos da matriz Ag sao dados por

p;,ku f2< :Zu)( ;(lu)2:| )

(

Lij (ﬁwsv — ﬁiuSu)
4 | F(&gy) — F(&iu)

& [f(éﬂv)éilv - f(&m)ém] [f(éin)éilev - f(fm)éuusu]]
4 [F(&izo) — F (&) ’

Ji

Sul‘ij f/(éiQu)<éi1u)2 + ézQuf(ézQu) + (f(gﬂu)(ézlu)) ’

4 F(~£52.) F(—Eiu)
sei1eC

Perturbagao de uma covariavel continua

O objetivo nesse tipo de perturbacao é avaliar a sensibilidade do modelo sob
pequenas perturbagoes em uma covariavel continua, denotada por X;. Considere uma
perturbacao aditiva para a covariavel, definida por z;, = ;s + w;S;, w € R em que Sy
é o fator de escala que pode ser a estimativa do desvio padrao da variavel X.

Nesse caso temos que o logaritmo da funcao de verossimilhanca perturbada fica

dado por
l<0|w) = Z ll (Oé, g:Q*uv 5:22) + Z lQ(aa gz*;u>
icl icC
em que

§itu = 2005}1 (M) ) Eloy = ésenh (M) ’

2u

2 2
2 = (x0T 2  (*\ T
5;1*1) = —cosh (M) ) 5;2*1; = —senh (m) )
o 2 a 9
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onde (x})'8 = Bixi + BaTia + - + Biitw + -+ + BpTip, wo = (0,--- ,0)" é o vetor de
nao perturbagao, [1(.) e l3(.) sdo como definidos nas expressoes (3.4) e (3.5).
Para determinarmos os elementos de A = (A,,A;)" devemos observar primei-

ramente as seguintes relagoes.

OF(5) _ BiS:

2v/) *ok *%
awi - 2 f(§i2v)§i1v7
T - _af(gﬂv)fi?v‘
Para i e I,
OlOlw) _ PesSt f[(E65,)8 0 — [(€5,)E0,
e para 1 € C,
ol(6|w) _ BeSt f (&)t
8 f :*U ’Zk*’U 1 ! *k kk *kk kk *kk 1 k%
% = _a (f (52'21;) i208it T fﬂu (5221;)) = _aqw (3-14)

em que G = f'(§53,)65,80 + E70 S (§50)-
De modo analogo, obtemos também que,
d(fEs e 1
(f(fz?u) zlu) — __q** (315)

Do a
em que Gy = fl(ﬁ:;u) :2*11 ;1*u + ;kl*uf( :;u)

Utilizando as relagoes (3.14) e (3.15) obtemos que, se i € I,

0?1(0|w) - _Btst [ (%0 — ) ]

+

BeSe {[f (§5,)6i50 — J(&05) 65 Lf (§55.,) €00 — (52‘5@)52‘12]] _
20 [F(&5,) — F(E5.)17

Caso i € C, temos

Plblw) B [__aiw  J(€5,)85.80,
dadw; 20 | F(=¢3,) F2(=€5) 1
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onde obtemos que os elementos de A, sao dados por

( _Btst (leu - Cjw) . [f(éi?v)éz?v - f(élQu)ézQu] [f(ézQu)ézlu - f(éin)éilv]
20 | F(€i0) = F(&iou) [F(Einv) = F(Giou))?
set el
_ BiS; Cfuj n f2(éi2u)€:i2uéi1u
24 | F(—&iou) F2(—&inu)
| se 1e€C

9

Y

e os elementos da matriz Ag para j # t sao dados por

( _BtStxij i A(ﬁiu — ﬁiv)A i [f(éizv)?m — f(gf%)éil“]Q] , sei €l
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Capitulo 4
Aplicacao

No decorrer desse capitulo faremos uso da teoria estudada para modelar uma

situacao real de estudo.

4.1 Descricao dos dados

Consideremos o banco de dados de cancer de mama, apresentado na Tabela (4.1),
extraido de Colosimo e Giolo (2006) e podendo ser obtido através do pacote “DPpac-
kage”, do software R., de Jara et al. (2011) com o nome de deterioration. Este conjunto
de dados considera a informagao de tempo para deterioracao estética da mama de mu-
lheres com cancer de mama no primeiro estigio, que passaram por uma mastectomia
e se submeteram a dois tipos de tratamentos, sendo eles: somente radioterapia ou ra-
dioterapia em conjunto com quimioterapia. O mnosso interesse principal é o impacto
estético dos dois tratamentos, em outras palavras, o tempo da primeira retracao mode-
rada ou severa de alguma mama, uma vez que ambos os tratamentos sao considerados
muito eficazes na prevencao da recorréncia desse tipo de cancer na fase inicial. Os dados
foram obtidos através de um estudo retrospectivo com 94 mulheres das quais 46 delas
receberam somente a radioterapia enquanto as demais, 48, receberam a radioterapia
juntamente com a quimioterapia. Cada mulher fez uma série de visitas a um médico, o
qual diagnosticava se havia, ou nao, ocorrido a retracao da mama. Caso tivesse ocor-
rido a retracao, o tempo era conhecido apenas por situar-se entre o tempo da visita
atual e da visita imediatamente anterior, caracterizando entao uma censura intervalar.

Também era possivel nao ocorrer a retracao em alguma mama de um paciente no de-
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correr do estudo caracterizando, assim, a censura a direita. Os tempos de sobrevivéncia
foram dispostos em meses. Colosimo e Giolo faz uma andlise nao paramétrica desse
banco de dados e uma andlise paramétrica usando os modelos logistico e gaussiano.
Hashimoto et al. (2010) por sua vez faz uma andlise paramétrica, utilizando o modelo

de regressao Weibull-Exponenciada.

Tabela 4.1: Tempos (em meses) até a retracao de uma das mamas para pacientes com

cancer de mama de acordo com dois tratamentos

(0, 7]; (0, 8]; (0, 5]; (4, 11]; (5, 12]; (5, 11J; (6, 10]; (7, 16]; (7, 14];
(11,15], (11,18]; > 15; > 17; (17,25]; (17, 25]; > 18; (19, 35];
Radioterapia  (18,26]; > 22: > 24; > 24: (25, 37]; (26, 40]; (27, 34]; > 32; > 33;
> 34; (36, 44]; (36, 48]; > 36; > 36; (37, 44]; > 37, > 37; > 37;
> 38; > 40; > 45; > 46; > 46; > 46; > 46; > 46; > 46; > 46; > 46;
(0,22]; (0, 5] (4, 9]; (4, 8]; (5, 8]; (8, 12]; (8, 21]; (10, 35]; (10; 17];
Radioterapia  (11,13];> 11;(11,17]; > 11; (11, 20]; (12, 20]; > 13; (13, 39];
+ > 13;> 13; (14, 17); (14, 19]; (15, 22]; (16, 24]; (16, 20]; (16, 24];
Quimioterapia (16, 60]; (17,27]; (17, 23]; (17, 26]; (18, 25]; (18, 24]; (19, 32];
> 21:(22,32]; > 23; (24, 31]; (24, 30]; (30, 34]; (30, 36]; > 31;
> 32;(32,40]; > 34; > 34; > 35; (35, 39]; (44, 48]; > 48

O cancer de mama trata-se de uma doenga cronica degenerativa, ou seja, a mesma
se desenvolve de forma gradual. Considerando, entao, uma pessoa portadora dessa
doenga ¢é natural assumirmos que a mesma possui uma espécie de dano acumulado
causado pela doenca no decorrer do tempo, ou seja, temos um processo de fadiga.
Assim, faremos uma anélise paramétrica propondo dois modelos paramétricos a saber:
modelo de regressao log-BS e modelo de regressao log-BS-t de student uma vez que
ambos se mostram adequados para analisar tais dados. Faremos também uma anélise
nao paramétrica do modelos propostos na qual estimaremos as curvas de sobrevivencia
para cada tratamento via algoritmo de Turnbull e em seguida comparamos as mesmas

com as dos modelos paramétricos.
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4.2 Modelo log-BS

Para ajustar os dados propomos, entao, um modelo de regressao linear log-BS,
dado por:
Yyi=Po+ brwi+e, t=1,---,94 (4.1)

em que ¢; ~ SN(a,0,2) e a covaridvel z;, ¢ = 1,---,94, assume 1 se o tratamento
usado foi apenas radioterapia e 0 se o tratamento utilizado foi radioterapia mais qui-
mioterapia.

Inicialmente vamos fazer uma andlise nao paramétrica das curvas de sobrevivéncia
estimadas pelo algoritmo de Turnbull para os dois tratamentos assim como apresentado
em Colosimo e Giolo (2006). Na Figura (4.1) vemos que no intervalo de tempo de 0
a 18 meses nao ha diferencas significativas entre os dois tratamentos. Porém, apds 18
meses, notamos um rapido decaimento da fungao de sobrevivéncia para o tratamento de
radioterapia mais quimioterapia indicando que nesse tratamento a retracao da mama
ocorre de forma mais rapida, sendo portanto um indicio de que o tratamento apenas

com radioterapia é mais eficaz a longo prazo, no sentido estético.

1.0

0.8
|

0.6

S(t)

0.4

—— Turnbull: Radioterapia .
- ---- Turnbull: Radioterapia + Quimioterapia i

0.2

0.0

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Tempo (meses)

Figura 4.1: Sobrevivéncia estimada para o Modelo (4.1) via o algoritmo de Turnbull

Na Tabela (4.2) encontram-se as estimativas de maxima verossimilhanga, o erro
padrao, o p-valor e os intervalos de confianca para cada parametro.

Analisando a Tabela (4.2) notamos que fixado o nivel de significancia em 5%,
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Tabela 4.2: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

regressao log-BS.

Parametro Estimativa FErro padrao p-valor Intervalo de confianca

a 0,9347 0,1043 0 (0,7303; 1,1391)
Bo 3,1234 0,1446 0 (2,8400; 3,4068)
By 0,3551 0,1994  0,0750  (-0,0357; 0,7459)

nao é significativo, ou seja, parece nao haver efeito de tratamento.

De acordo com a Figura (4.2) que apresenta a sobrevivéncia estimada via al-
goritmo de Turnbull e a sobrevivéncia ajustada para o modelo BS percebemos que
a sobrevivéncia estimada pelo modelo BS segue a mesma tendéncia da estimada via
algoritmo de Turnbull indicando que a suposi¢ao de que os erros assumem distribui¢ao

BS pode ser adequada.

1.0

0.6
|

0.4

—— Turnbull: Radioterapia 5

_ ---- Turnbull: Radioterapia + Quimioterapia !

-- Radioterapia ;
Radioterapia + Quimioterapia e ,

0.2

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Tempo (meses)

Figura 4.2: Funcao de sobrevivéncia empirica e ajustada para o modelo BS.

Com intuito de verificar se ha observacoes extremas e detectar possiveis afasta-
mentos das suposicoes feitas para o modelo, exibimos na Figura (4.3) o gréfico dos
residuos componente do desvio modificado contra o indice das observagoes. Como po-
demos observar destacam-se como possiveis pontos discrepantes as observacoes #1, #2,

#3 e #48. Notemos que tais observagoes correspondem a pacientes em que a retragao da
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mama ocorreu até a primeira visita ao médico. Na Figura (4.4) apresentamos o grafico
normal de probabilidade para os residuos componente do desvio modificado com en-
velope gerado (Atkinson, 1985). Percebemos, por esse grifico, algumas ondulag¢oes no
comportamento dos residuos bem como alguns pontos fora do envelope sugerindo que
talvez um modelo de caudas mais pesadas possa se adequar melhor aos dados, ou seja,

o modelo BS nao seria o mais adequado.

¥ 3
1. 48
N _':.-03' --------------- .-.- ------------------
— ey ) ....." e’
g o e . .-‘-u...... .
.o 0 e
00 o0 coce, e .
I 4
I I I I I
0 20 40 60 80

indice das observacdes

Figura 4.3: Grafico do residuo componente de devio versus indices das observagoes

para o modelo log-BS.

Fizemos uma analise de diagnéstico baseado em influéncia local com o objetivo
de detectar pontos influentes, ou seja, aqueles com influéncia desproporcional nas es-
timativas dos coeficientes do modelo. Considerando o esquema de perturbacao limite
superior, notamos pelos gréficos apresentados na Figura (4.5) que as observagoes #1,
#2, #3 e #48 destoam das demais sendo, portanto, possiveis observacoes influentes.

Uma vez que detectamos como possiveis pontos influentes as observagoes #1, #2,
#3 e #48 iremos agora usar a delecao de casos, conforme apresentada na Subsecao
(3.2.3), e faremos uma andlise do impacto dessas observages sob o ajuste do modelo.

Lembremos que o impacto da retirada de cada observacao sob o modelo ajustado é
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Figura 4.4: Grafico de envelope dos residuos componentes do desvio modificado para

o modelo de regressao log-BS.

dado por

RCy, = b= b 100,
J

em que 0;;) ¢ o estimador de maxima verossimilhanca sem a i-ésima observacao. Re-
tirando, entao, a observagao #3 a qual aparenta ser a mais influente e reestimando o
modelo, obtemos a Tabela (4.3), em que por meio da mesma vemos que o coeficiente
B1 passou a ser significativo ao nivel de 5% ocorrendo, portanto, mudanga inferencial.
Ou seja, a variavel tratamento é importante para explicar o tempo até a retracao da
mama e devido a um ponto na andlise inicial parecia nao ser significativa.

Retirando entao o conjunto de observagoes #1, #2, #3 e #48 consideradas in-
fluentes obtivemos a Tabela (4.4).

Assim, concluimos que o modelo nao é adequado para analisar estes dados, pois
o mesmo ¢ sensivel a observagoes atipicas.

Fizemos também uma analise da influéncia local para o esquema da ponderacao

de casos e para o primeiro caso especial da ponderacao de casos em que obtemos as
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Figura 4.5: Gréficos sob o esquema de perturbagao do limite superior: (a) C;(6) versus

indices; (b) lynae versus indices; (¢) C;(a) versus indices; (d) C;(B) versus indices

mesmas observagoes citadas anteriormente como influentes, sendo assim suprimimos
os graficos apresentando apenas o da perturbacao do limite superior uma vez que na
mesma tais observagoes se destacaram mais. Quanto a perturbacao sob o segundo caso
especial da ponderacao de casos e a perturbacao do limite inferior, as mesmas nao

apresentaram observagoes atipicas.

4.3 Modelo log-BS t de student

Iremos propor, agora, um modelo de caudas mais pesadas para ajustar os dados de
cancer de mama. Consideremos entao um modelo log-BS-¢ de student com 3 graus de

liberdade, de forma similar ao apresentado em (4.1) em que ¢; ~ log-BSG(«, 0, 2;t3).
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Tabela 4.3: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

regressao log-BS para os dados de cancer de mama menos a observacao 3.

Parametro Estimativa Erro padrao p-valor Intervalo de confianca Impacto

a 0,8785 0,0985 0 (0,6854; 1,0716) 6%
Bo 3,1101 0,1346 0 (2,8462; 3,3739) 0,42%
8 0,4282 0,190l  0,0250  (0,0539; 0,8025) 20,6%

Tabela 4.4: Estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do modelo de

regressao log-BS para os dados de cancer de mama menos as observacoes 1, 2, 3 e 48.

Parametro Estimativa FErro padrao p-valor Intervalo de confianca Impacto

a 0,7577 0,0862 0 (0,5887; 0,9266) 19%
Bo 3,1426 0,1188 0 (2,9098; 3,3754) 0,6%
B4 0,4710 0,1703 0,0057 (0,1371; 0,8048) 32,6%

Os graus de liberdade foram fixados como recomendam Lucas (1997), Barros et al.
(2008) e Paula (2011).

Usando um programa feito na linguagem de programacao matricial do 0x Doornik
(2011) obtivemos as estimativas dos parametros. Os resultados sao apresentados na
Tabela (4.5). Através da referida tabela notamos que todas as varidveis do nosso mo-
delo sao significativas a um nivel de significancia de 5%. Ou seja, a varidvel tratamento

deve permanecer no modelo.

Tabela 4.5: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

regressao log-BS-t com 3 graus de liberdade para os dados de cancer de mama.

Parametro Estimativa FErro padrao p-valor Intervalo de confianca
o) 0,6859 0,0970 1,5494x 10712 (0,4957; 0,8760)
Bo 3,1175 0,1185 0 (2,8853; 3,3497)
B4 0,5182 0,1864 0,0054 (0,1529; 0,8834)

De acordo com a Figura (4.6) que apresenta a sobrevivéncia estimada pelo algo-

ritmo de Turnbull e a sobrevivéncia ajustada para o modelo log-BSG ajustado temos
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que ha indicio de um bom ajuste do modelo sendo o mesmo melhor que o ajuste log-BS.
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Figura 4.6: Funcao de sobrevivéncia empirica e ajustada para o modelo BSG.

No intuito de verificar se ha observagoes extremas e detectar possiveis afastamen-
tos das suposicoes feitas para o modelo, assim como fizemos na Secao (4.2) exibimos
na Figura (4.7) o grafico dos residuos componente do desvio modificado contra o indice
das observagoes. Notamos através da Figura (4.7) que também para o modelo log-BSG
se destacaram como possiveis pontos discrepantes as observagoes #1, #2, #3 e #48.

Na Figura (4.8) temos o grafico normal de probabilidade para os residuos compo-
nente do desvio modificado com envelope gerado. Através do mesmo notamos que ha
um ajuste melhor dos dados para o modelo log-BSG do que para o modelo log-BS apre-
sentado na Figura (4.4). Ou seja, nao ha indicios de afastamentos sérios da suposi¢ao
de que os erros possuem distribuicao log-BS-¢ de student.

Quando analisamos os dados com o modelo de regressao log-BS considerando o
esquema de perturbacao do limite superior tinhamos a existéncia de observacoes que
destoavam das demais. Esse fato nao ocorre quando consideramos o modelo log-BS-t,
conforme podemos notar através da Figura (4.9). Analisando a influéncia local sob os
demais esquemas de perturbacoes os resultados obtidos foram similares ao da andlise
feita com o modelo log-BS assim optamos por nao apresentar os graficos obtidos.

Detectamos as observacoes #1, #2, #3 e #48 como potencialmente influentes.

Usando a delecao de casos para fazer uma andlise do impacto dessas observacoes no
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Figura 4.8: Grafico de envelope dos residuos componente do desvio modificado para o

modelo de regressao log-BSG.
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Figura 4.9: Gréficos sob o esquema de perturbagao do limite superior: (a) C;(6) versus

indices; (b) lmae versus indices; (¢) C;(a) versus indices; (d) C;(8) versus indices.

modelo retirando apenas a observagao #3 e posteriormente as observagoes #1, #2, #3
e #48, obtemos respectivamente as Tabelas (4.6) e (4.7) apresentadas a seguir.

De acordo com a Tabela (4.6) percebemos que removendo a observagao #3 nao
ocorreram mais mudancas inferenciais, indicando que o método de maxima verossi-
milhanca para este modelo é menos sensivel a observagoes atipicas. O mesmo ocorre
quando retiramos o conjunto formado pelas observacoes #1, #2, #3 e #48 conforme
podemos ver na Tabela (4.7).

Assim, o modelo final selecionado para ajustar os dados foi o modelo log-BS-t

com 3 graus de liberdade. Portanto, o modelo ajustado é dado por
Ui = 3.1175+ 0.51819x;, i=1,---,94 (4.2)
em que a covariavel x;, ¢ = 1,--- 94, assume 1 se o tratamento usado foi apenas
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Tabela 4.6: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de
regressao log-BS-t com 3 graus de liberdade para os dados de cancer de mama menos

a observagao 3. Nesta tabela [.C denota intervalo de confianca.

Parametro Estimativa FErro padrao p-valor I.C Impacto
o) 0,6539 0,0905 5,0271x1071  (0,4765; 0,8313)  4,66%
Bo 3,1148 0,1132 0 (2,8927; 3,3368) 0,0087%
b1 0,5517 0,1812 0,0023 (0,1966; 0,9068)  6,46%

Tabela 4.7: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de
regressao log-BS-t com 3 graus de liberdade para os dados de cancer de mama menos

as observacoes 1, 2, 3 e 48. Nesta tabela I.C denota intervalo de confianca.

Parametro Estimativa FErro padrao p-valor I.C Impacto
a 0,5727 0,0793 52758 <1071 (0,4172; 0,7282)  16,5%
Bo 3,1287 0,1041 0 (2,9246; 3,3327) 0,359%
51 0,5908 0,1661 0,0004 (0,2651; 0,9164) 14%

radioterapia e 0 se o tratamento utilizado foi radioterapia mais quimioterapia. Onde

concluimos que no tratamento de radioterapia a taxa do tempo de retracao da mama
exp(3.1175 + 0.51819)

exp(3.1175)
o tratamento usando apenas radioterapia é a melhor opgao para o paciente, no que diz

~ 1,68. Portanto

aumenta aproximadamente 68%, uma vez que

respeito a estética.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, propomos um modelo de regressao log-BSG para dados com cen-
sura intervalar. Fizemos uso do algoritmo Quase-Newton para obter as estimativas
de maxima verossimilhanga bem como os respectivos intervalos de confianca baseados
na distribuicao assintética dos estimadores de méaxima verossimilhanca. Efetuamos
estudos de simulacoes para os residuos de Cox-Snell ajustado, Martingale e compo-
nente do desvio modificado, através de simulacoes de Monte Carlo, em que vimos que
o ultimo apresentou alta concordancia com a distribuicao normal padrao. Desenvolve-
mos a analise de influéncia local sob diversos esquemas de perturbagao do modelo. Por
fim, apresentamos uma aplicacao em um conjunto de dados de pacientes com cancer
de mama modelando o problema com os modelos de regressao log-BS e log-BS-t onde

obtivemos as seguintes conclusoes.

e No modelo log-BS a significancia do parametro [, esta sendo mascarada pela ob-
servacao # 3 que corresponde ao paciente que teve o menor tempo até a primeira

retracao moderada ou severa de uma mama e recebeu apenas radioterapia.

e No modelo log-BS-t foi detectado o efeito do tratamento e nao demonstrou-se
sensivel a observagoes candidatas a influentes, ou seja, o processo de estimagao

no modelo log-BS-t é mais robusto.

e No tratamento de radioterapia a taxa do tempo de retracao da mama aumenta
aproximadamente 68% fazendo com que o mesmo seja a melhor op¢ao para um

paciente.
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Apeéendice A
Calculo das Segundas derivadas

Adotando as seguintes notagoes:

§itu = 2 cosh (—log(ui) — Mi) ) it = z cosh (—log(vi) — M) )
« 2 «o 2
Einy = 3 senh (M) : Einy = 2 senh (W) 7
o 2 a 2
h 2u) — F 7~ N
Con) = 5,0
obtemos as relagoes,
it i 1 i . 1 O&itu Ty O&izu T
804 - a&luu 804 - aszua aﬁj - 2 6221“ aﬂj - 2 é.zluu
0w _ _15 0&i2v _ _15 0w _ _@6 0 _ _@5
804 o 1lvy 804 o 12V aﬁ] 2 120V 85] 2 ilv-

Lembremos que estamos apenas na presenca de censura intervalar e de censura a
direita, assim nossa funcao de verossimilhanca assume a seguinte forma
L(O) = [ [ (F(&izo) — F(&i2a) [ [ F(—i20)
iel ieC
conforme apresentado em (3.2). Além disso, de acordo com (3.3) a log-verossimilhanca
é

0) = Z (e, Sigu, Sinw) + Z lo(, Gizu)

el eC
em que,

11(06, &i2u; &2@) = log(F(gm) - F(£Z’2u))

la(a, &igu) = log(F'(—&izu))
Dai segue que

f(&inu)§izu — f(&i20)&i2o | 1 e
Z 5221} - F(&ZQU) " o EZC h(&QU)gZzu
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al(e) - 1 - (gzluf(fﬁu) gzlvf 51211 >
95, ~ 22" " Flea) ~ Flew) ZC“ Gz

2
A.1 Calculo de o1(0)

da?
Observemos agora que,
= f/<512u) <_;) 12u + f(§12u> (_é> £i2u
= _é (f (512u) iou T f(612u)£12u)
com bzu - f/(é-ﬂu) i2u + f(gﬂu)gﬂu
Analogamente,
0 1
8_a (f(&Zv)fin) = _abw
em que by, = f/<§i2v> 2 T f(fz%)gz%
Notemos que,
a(h(sgu)fﬂu) _ (SZQU)&Qu + h(fzgu) a&?u
(0%

£z2u

.f/ €l2u ( SZZ’U, )
( 512u 512u 5 ? <€ ? )
Observemos também que,

9 (f(ffmu)fﬁu - f(&%)fm) _ 1 [ (biu — biv) }
dax F(fi?v) - F(£z2u) a F szv) (gz?u)
1 |:f(§12u §izu — fzzv)fzzv]
o F(&izo) — F(&i2u)

Assim,

T = 2w (B mrey™) [ (M=)

S L;u (f (&izu) F (2—(5_25 f2(§i2u))]

ieC
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Em notacgao matricial temos,
L,,=tr(M),

em que M = diag{m,(0), m2(0),--- ,m,(0)}, com

o2 F(&iov) — F(&i2u) a [da F(&iz) = F(&i2u)
se 1 €1
o? F2(—&ou) ’
| se 1e€C
%10
A.2 Calculo de 9)
6&8&
Notemos que
a(f(éﬁu)&ﬁu) o / Tik ) . _% .
a—ﬁk - f (£l2u) <_7) £i1u§12u + f(szu) ( 2 ) é-zlu
= —%fim (f'(&i2u)&izu + f(&izu))
Tik

em que, Giy = Eivu (f'(&i2u)izu + f(izu))

Analogamente, obtemos que

O(f (&inv)&inv) _ Tik

€m que, g, = 62’11} (f,(fiQU)g’iQ’U + f(EzQU))

Além disso,

= Eiou + M(&izu)
By, OBk, OBk,
 ma, f'(&in) ( f(&nu) )2 | |
- 2 gzlu <F<_£l2u) + F(_gﬁu) 622u + h(gﬁu)

O(F (Einv) — F(&izu))

0Bs = f (&) (_%> Siro — f(&izu) (—IZ}C) it

2 2
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( i (f(szu)g'LZu - f(£i2v)£i2v) + 1 |:2 (f(£l2u)622u - f(éin)£i2v>:|



Dai,

=~ 225 (e Few)|
. é ; { % ((f(gi%)filv - f((%?gi;uz(;(fg:u))f)z;u - f(€i2v)§i2v)):|
- i (e () e

Em notacao matricial,
Lys=K'X, (A.2)
em que K = (k1(0),k2(0),--- ,k,(0))7, com
Giv — Giv (f(gz?v)gilv - f(fz?u)gzlu)<f(622u)€12u - f(€i2v)€i2v)

/

F(zo) — F(&aa) (F(€v) — F(E2))?
se 1 €1
ki(0) =
, f'(&izu) f(&2s) \7Y . ,
gzlu (F(_gﬁu) + <F(_512u)> ) 5@2u + h(fl?u)]
| se 1eC
A.3 Calculo de an(Q)
. 08,0B;

Observemos agora que,

aﬁk - 6 gzlu f(§z2u) B
Tik

= Fl&) (=5) Gnuina + £ (€20) (=5 ) G

= —% (f (f’zzu)&ﬂu + f(&?u)fﬂu)
_ _ Tk
2 e
OF
em que @iy = (f'(§izu)&810 + f(Gizu)Siza) € f'(7) = aiw)
Analogamente, temos % = —%kaw, em que
k

Wiy = (f/(fizv)§i21v + f(£i2v)€i2v) .
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Notando agora que,

8ﬁk - 86 h(£@2u) + gzlu aﬁk

_ Tk [ (Ei2u) f(iou) ?
— [&m (&izu) + El1u (F(—fzau) + (F(—&zu)) )]
obtemos que,

d%1(0 _ Z [xx ( iy — Qi n (Ciruf (izu) — filvf(§i2v))2):|
aﬁkﬁﬁ] = PR F &) — F(Einu) [F(&ino) — F(i20)]2

1 . f'(Eizu) Fl€o) \
_ 4 z; [ ik (6@211 57,211) + zlu (F(_fﬁu) + (F(_é_ﬁu)) ))]

Em notagao matricial,

Lss= X' DX, (A.3)
em que D = diag{d,(0),d2(0),--- ,d,(0)}, com
iy — G4 (Eiruf (Gizu) — §i1vf(fi2v))2

+ se 1 €1

F(&i20) — F(&i2u) [F'(&i20) — F(&i20)]?

J'(&i2u) [ (&izu) ? ) '
Einuh(&izu) + &2 (F(—&gu) + (F(—fizu)) ) se 1e€C

di(e) =

A.4 A matriz hessiana

Temos que matriz hessiana é dada por

- 9°U(0)  9*1(9)
2 | Loa Lag| | 9ada 900
Lgo= L i ] T ofe) L) | A
Ba 88 0BToa 0BTIB

em que [(0) é o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga dado em (3.3). Substi-

tuindo (A.1), (A.2) e (A.3) em (A.4) temos que

Loo Lgg tr(M) K'X
) = (A.5)
Lso Lgg X'K X'DX

LBQI
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