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Resumo

Neste trabalho usamos a Teoria de Young para representacoes dos grupos simétricos
no estudo de PI-dlgebras. Amitai Regev (1972) introduziu os conceitos de codimensao
e cocaracter de uma Pl-algebra, os quais foram as principais ferramentas desse estudo.
Apresentamos inicialmente o Teorema do Gancho, que foi demonstrado por Amitsur
e Regev em 1982. Esse teorema refere-se ao comportamento da sequéncia de cocarac-
teres de uma Pl-algebra, dando condig¢oes para que um caracter irredutivel do grupo
S, apareca com multiplicidade nao nula na decomposicao do n-ésimo cocaracter dessa
PI-algebra. Apresentamos também trés aplicagoes desse teorema, entre elas o Teorema
de Amitsur, que garante que toda PI-dlgebra satisfaz uma poténcia de algum polinémio
standard. Por fim, estudamos resultados de Amitsur e Regev de 1982 sobre um tipo

de identidade que generaliza as identidades de Capelli.

Palavras-chave: Identidades polinomiais, representacao de grupo, codimensao,

cocaracter, cotamanho.
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Abstract

In this work we use Young’s Theory for representations of the symmetric groups in
the study of Pl-algebras. Amitai Regev (1972) introduced the concepts of codimension
and cocharacter of Pl-algebras, which are the main tools in this study. We first present
the Hook Theorem, which was proved by Amitsur and Regev in 1982. This theorem
refers to the behavior of the sequence of cocharacters of a PI-algebra, giving conditions
for an irreducible character of the group S,, to appear with nonzero multiplicity in the
decomposition of the cocharacter of this Pl-algebra. We also present three applications
of this theorem, including the Amitsur’s theorem, which ensures that all Pl-algebra
satisfies a power of a standard polynomial. Finally, we study the results of Amitsur

and Regev (1982) about a type identity that generalizes the Capelli identities.

Keywords: Polynomial identities, representation of groups, codimensions, co-

characters, colength.
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Introducao

A Pl-teoria é a subédrea da Teoria de Aneis que estuda as Pl-algebras. Um po-
linémio f = f(x1, 2, ..., z,) em varidveis ndo comutativas é uma identidade polinomial
para uma algebra A se f se anula para qualquer substituicao das variaveis por elemen-
tos de A. Uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial nao nula é chamada
de PI-algebra. Todo algebra comutativa é uma Pl-algebra, pois satisfaz a identidade
polinomial f(z1,xs) = [x1,22] = z129 — x2x1. As élgebras nilpotentes e as dlgebras de
dimensao finita também sao exemplos de Pl-algebras.

O estudo da Pl-teoria teve inicio com os trabalhos de matematicos N. Jacobson
[16], Kaplansky [19] e Levitzki [26] que estudaram a estrutura de algebras e anéis que
satisfazem uma identidade polinomial. Esse estudo ganhou forga a partir de 1950 com
o artigo de Amitsur e Levitzki [1] onde provou-se, por métodos combinatérios, que o
polinomio standard de grau 2n é uma identidade para algebra das matrizes quadradas
M, (K). A partir deste trabalho a PI-teoria passou a ter como principal foco a descrigao
das identidades polinomiais de uma PI-algebra.

O conjunto T'(A) de todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma PI-
algebra associativa A é um T-ideal, ou seja, um ideal de K, (X) a dlgebra associativa
livre de posto enumeravel, que é invariante por todos os endomorfismos de Ky (X). As-
sim para descrever as identidades polinomiais de uma PI-algebra é suficiente encontrar
um conjunto que gera T'(A) como um T-ideal. Tal conjunto é chamado de base para as
identidades de A. Em 1950 Specht conjecturou que toda dlgebra associativa sobre um
corpo de caracteristica zero possui uma base finita para suas identidades. Este pro-
blema foi resolvido apenas em 1987 por Kemer (Ver [20] e [21]), que deu uma resposta
afirmativa para a conjectura de Specht. Entretanto, o trabalho de Kemer nao mos-

tra como determinar tal base finita e a descricao do T-ideal de uma &algebra continua



sendo, em geral, um problema dificil, resolvido apenas para algumas algebras impor-
tantes (no primeiro capitulo serdo citados alguns trabalhos importantes de descrigao
de identidades polinomiais).

Nas ultimas décadas os principais resultados da Pl-teoria sobre corpos de carac-
teristica zero tém sido obtidos através da Teoria de Young para representagoes do grupo
simétrico. Esse estudo comegou com um importante trabalho de Amitai Regev [29] de
1972 onde foram introduzidos os conceitos de codimensao e cocaracter de uma PI-
algebra. Considerando P, o espago vetorial dos polinomios (associativos) multilineares
de grau n como um S,-mdédulo, e sendo A uma PI-dlgebra e T(A) o T-ideal das suas

identidades polinomiais, definimos a n-ésima codimensao de A, denotada por c,(A),

Pn

ParT(A) € O seu n-esimo

como sendo a dimensao do S,-moédulo quociente P, (A) =
cocaracter, denotado por x,(A), como sendo o caracter de P, (A).

Um importante resultado obtido através da aplicagao da Teoria de Young a PI-
teoria deve-se a Regev e Latyshev (ver [29] e [25]) que estabeleceram que a sequéncia de
codimensoes de uma PI-algebra A é limitada exponencialmente. Este resultado motivou
o estudo do limite lim, o /¢, (A), e em 1998 e 1999 Giambruno e Zaicev (ver [12] e
[13]) provaram que este limite existe e ¢ um nimero inteiro nao negativo, chamado de
expoente de A. Outro resultado que destacaremos deve-se a Olsson e Regev [27] em
1976 onde caracterizam-se as sequéncias limitadas de codimensoes. Posteriormente,
em 1979, Regev [30] caracterizou as dlgebras que satisfazem uma identidade de Capelli
através da sua sequéncia de cocaracteres.

Em 1982, Amitsur e Regev [3] provaram o conhecido Teorema do Gancho, o qual
apresenta uma interessante propriedade das sequéncias de cocaracteres, e é o principal
assunto deste trabalho. Em 2000, também através da sequéncia de cocaracteres de
uma &lgebra, Giambruno e Zaicev [14], caracterizaram as algebras com crescimento
polinomial das suas codimensoes.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No primeiro capitulo apresentamos os
conceitos basicos, como identidades polinomiais, T-ideais, variedades, superalgebras,
polinomios multilineares e multihomogéneos, médulos e representacoes de grupos. Es-
ses conceitos serao fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Além disso
apresentaremos alguns exemplos importantes como a algebra de grupo KG e a dlgebra

de Grassmann. Os principais resultados desse capitulo dizem respeito a relacao entre



os KG-médulos e as K-representacoes lineares de um grupo finito G. Ainda neste
capitulo é feito um estudo sobre caracteres.

No capitulo 2 apresentamos a Teoria Young para representagoes do grupo simétrico,
definindo particao de um nimero natural n, diagrama e tabela de Young, destacando as
tabelas standard que tém uma importante ligagao com as dimensoes dos S,,-mddulos
irredutiveis. Considerando K um corpo de caracteristica zero, estabelecemos uma
relagdo biunivoca entre as parti¢oes de n e os S,-moddulos irredutiveis. Apresentamos
também resultados importantes sobre codimensao e cocaracter de uma PI-algebra e so-
bre a decomposicao dos S,-médulos. Definimos o gancho infinito H(d, 1) e mostramos
sua representacao grafica. Ainda nesse capitulo, baseado no artigo de A. Giambruno e
D. La Mattina de 2005 [11], calculamos as codimensdes, o cocaracteres e os cotamanhos

das algebras

0 a a b
A= |a,be K , B= |a,be K 3 e
0 b 00
a b c
M = 00 d|]abcdekK
0 00

No capitulo 3 vamos mostrar uma propriedade relacionada com a idéia de gancho
infinito das sequéncias de cocaracteres de Pl-algebras. O resultado que da essa pro-
priedade é o conhecido Teorema do Gancho e foi demonstrado por Amitsur e Regev
[3] em 1982. A prova que apresentamos nesse capitulo é diferente da original (a qual
é apresentada no capitulo 4) e pode ser encontrada em [15]. Também nesse capitulo
serao apresentadas trés de suas consequéncias. Uma delas é o teorema de Amitsur,
que garante que toda Pl-algebra satisfaz uma poténcia de algum polinomio standard.
Esse resultado foi demonstrado primeiramente em 1953, e sua demonstragao original
pode ser encontrada em [2]. Como uma segunda consequéncia mostraremos que dada
uma variedade de algebras V existe uma superalgebra finitamente gerada tal que sua
envoltéria de Grassmann gera V. Esse resultado deve-se a Kemer [20]. Por fim estu-
daremos o crescimento de cotamanhos e mostraremos que a sequéncia de cotamanhos
de uma variedade nao-trivial é polinomialmente limitada.

No capitulo 4 apresentamos resultados de Amitsur e Regev [3] de 1982 sobre a

existéncia de identidades do tipo f*(z;y) = ZUGSn AoTo()Y1T0(2)Y2---Yn—1To(n). Gene-

3



ralizando o resultado de Regev [30] de 1979 que caracteriza as dlgebras que satisfazem
uma identidade de Capelli, apresentamos o resultado que caracteriza as algebras que

satisfazem uma identidade do tipo e} (z;y) Z xa(o YW1To(2) Y2 Yn—1To(n), da

gESy
qual as identidades de Capelli sao um caso particular.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos basicos e resultados importantes
para o desenvolvimento de nosso trabalho. Em todo esse capitulo K denotara um
corpo e, a menos de mencao em contrario, todas as algebras e espacos vetoriais serao

definidos sobre K.

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1. Uma K-dlgebra é uma par (A,*), onde A é um K-espago vetorial e
x 1 A X A — A uma aplicagao bilinear, ou seja, para quaisquer a,b,c € A e X\ € K,

temos:
i) ax(b+c)=(axb)+ (ax*c)
i) (a+b)xc=(axc)+ (bxc)
i) (Aa) *xb=ax (\b) = A(a *b)

Por simplicidade iremos denotar a K-algebra (A, x) por A e o produto a * b por
ab, para a,b € A. Usaremos também a expressao algebra ao invés de K-algebra.
Definimos ajasaz como sendo o produto (ajas)ag e, indutivamente, a;as...a,_1a, como
sendo (ajasg...a,,_1)ay,, para aj, as, ..., a,_1, a, € A. Dizemos que um conjunto § é uma

base da algebra A se 5 é uma base do espaco vetorial A, e definimos a dimensao de A

como sendo a dimensao de A como espago vetorial.

Definicao 1.2. Dizemos que uma dlgebra A é:



i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
i1) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

i1i) Unitdria se existe 1 € A tal que al = la = a para qualquer a € A.

Em todo esse trabalho, a menos de mencao contraria, todas as algebras serao

associativas.

Exemplo 1.3. Sejan € N e considere o espago vetorial M, (K) de todas as matrizes
nxn com entradas em K. Munido do produto usual de matrizes M, (K) é uma dlgebra
associativa com unidade. Considerando as matrizes unitdrias F;;, 1 < 1,5 < n, onde
a unica entrada ndao nula € 1 na i-ésima linha e na j-ésima coluna, vé-se facilmente
que essas matrizes formam uma base de M,(K) e assim a dimensdo de M, (K) é n?.
Mais geralmente, se A é uma dlgebra, consideremos o espago vetorial M, (A) de todas

as matrizes n X n com entradas em A. Munido do produto andlogo ao das matrizes

com entradas em K, M,(A) tem uma estrutura de dlgebra.

Exemplo 1.4. Seja V' um espago vetorial com base {e1, es, €3, ...}. Definimos a dlgebra
de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por E, como sendo a dlgebra com

base {1, e;,€4y...05, i1 < iz < ... < i,k > 1} cuja multiplica¢io é definido pelas relagoes
2 _ _
e; =0 e ee;j=—eje

para quaisquer i,j € N. Considere em E os subespacos vetoriais E©), gerado pelo con-
junto {1,e;,€5,...e;,, | m € par}, e EY, gerado pelo conjunto {e;,ei,...e;, | k € impar}.
Claramente E = E© @ EMW como espaco vetorial. Observe que de eie; = —eje; temos
que

mk(ejl €j2 ...ejk)(eil €is ...€im)

(€ir€iy---€i ) (€j,€4,-.€5,) = (—1)

para quaisquer m,k € N. Dai podemos concluir que ax = xa para todo a € E© e
z € E, ebc=—cb para quaisquer b,c € EW.

Tomando agora E' como sendo a dlgebra com base {e; €i,...€;, | 11 < iy < ... <

ix; k> 1}, temos que E' nao tem unidade e é chamada de dlgebra de Grassmann sem

unidade.

Observagao 1.5. Nao ¢ dificil ver que se A € uma dlgebra e S € um conjunto gerador

de A (como espago vetorial), valem:



i) A € associativa se , e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S;
i1) A € comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S;

iii) A possui unidade se, e somente se, existe 1 € A tal que lu = ul = 1 para todo

ueS.

Proposicao 1.6. Sejam A um espaco vetorial e 5 uma base de A. Entao, dada uma

funcao f : Bx B — A, existe uma unica aplica¢ao bilinear x : Ax A — A estendendo
f.

Demonstracao. Dado a € A temos que a = Zauu, onde o, € K e o conjunto

uepf
{u € B | a, # 0} é finito. Assim, dados a = Zauu, b = Z)\UU € A, defina
u€ep vER

x: A X A—> A da seguinte maneira

axb= Z Ay f(u,v)

u,vES

Observe que * esta bem definida pois se Z%v = Zv;v, com %,7; € K, entao

veS veps
Y = 7, para todo v € . Tomando agora u € K e a = Zauu, a; = Za;u,
uef u€ep
b= Z AU € A, temos
vER
(a+a)*xb = Z(au + a,)u * Z AU
uep veER
= D (@t a)hf(uw)
u,vESB
= ) ahf(wv) + Y ahf(u,v)
u,veR u,veR

= (axb)+ (a; *b)

p(a*b) = Z ay A f(u,v) = Z(pau)u * Z AU = (pa) *b

u,veP uep vEP

Analogamente mostra-se que p(a*b) = a* (ub) e que a* (by +by) = (a+by) * (a+ by),
para quaisquer by, by € A. Logo, x é bilinear. Considerando agora uy,us € 3, temos que

Uy = g a,u, onde o, = 1 se u = uq, e a, = 0 se u # uy. Analogamente, us = E AU
uepf veP
onde A\, =1se v =1us, e A\, =0 se v #uy. Dal

Uy * Ug = Z Ao f (U, V) =y Ay f (1, 0) = f(u,v),

u,veP



donde temos que * estende f. Resta mostrar que % é a tinica com essa propriedade.

Para isso, suponha que existe *; : A x A — A estendendo f. Dai devemos ter

ax b= Z QA (U % V) = Z ayAy f(u,v) = axb,

u,vERB u,vER

donde * é igual a *; e o resultado estd demonstrado. ]

Exemplo 1.7. Seja S um conjunto nao vazio e considere o conjunto KS de todas as

somas formais do tipo Zass, onde as € K e {s € S| a5 # 0} € finito. Dizemos que
s€S

Z%S = Zﬁss em KS se as = s para todo s € S. Definimos a soma e o produto

ses ses
por escalar em K S da sequinte maneira:

Zass + Zﬁss = Z(as + 65)8

SES SES seS

e para A € K

A Z s = Z()\as)s.

SES seES

Temos que KS, munido dessas operagoes, ¢ um K-espaco vetorial. Podemos escrever

g QS = (5, S1 + Qg S2 + ... + g, Sy,
seS

onde {s € Slas # 0} = {s1, S2, ..., Sp}. Assim se identificarmos sy € S com o elemento

5 ags, onde

seS

1, se s= s

0, se s# s

g =

temos que S € base de KS e por isso chamamos K S de espaco vetorial com base S.
Se x € uma operacao em S, pela Proposicao 1.6, temos que * se estende a uma unica
aplicagao bilinear em KS, a qual também chamaremos de *. Desta forma (KS,x)
¢ uma K-dlgebra. Pela Observagio 1.5 temos que se x € associativa em S (resp.
comutativa), entao (KS,*) € associativa (resp. comutativa). Ainda pela Observagao

1.5 temos que se x possui elemento neutro em S, entdo este elemento funciona como

unidade na dlgebra (KS,*).

Um caso particular do exemplo anterior aparece quando S = G é um grupo (com

notagao multiplicativa). Considerando no espaco vetorial KG o produto induzido pela

8



multiplicacao de G, temos que KG é uma algebra, chamada de dlgebra de grupo.
Observe que K G é uma algebra associativa com unidade e que KG é comutativa se, e
somente se, G é abeliano.

Sendo A uma &lgebra associativa e a,b € A, definimos o comutador [a,b] como
sendo

[a,b] = ab — ba

Definimos o comutador de comprimento n como sendo [ay, ..., an_1, an] = [[a1, ..., Gn_1], an)

para ai,...,an_1,a, € A. Um calculo simples nos da que, para a,b,c € A
lab, c] = a[b, c] + [a, c|b (1.1)

Usando indugao sobre (1.1) é possivel mostrar que

n

[alag...an, C] = Z al...@i,l[ai, c]aiH...an.
i=1

Definicao 1.8. Seja A uma dlgebra. Dizemos que:
i) Um elemento a € A € nilpotente se existe n € N tal que a™ = 0;

i) A € uma dlgebra nil se todo elemento de A é nilpotente;

iii) A € uma dlgebra nilpotente se existe n € N tal que A™ = 0, ou seja, ajasy...a, =0

Para quaisquer ay, g, ..., a, € A.

a
Exemplo 1.9. Considere a dlgebra A = ;a,b e K 3, cuja multiplicacdao € o
0 b

produto usual de matrizes. Se x = aE15 € A, entdo % = (aF12)(aF2) = a*(E12FEp) =

0; asstm qualquer elemento da forma aE5 € nilpotente.

Exemplo 1.10. A K-dlgebra

0 a b
N3(K) = 00 ¢|;abceK
000

€ nilpotente.

Exemplo 1.11. Considere a dlgebra de Grassmann sem unidade E'. Dado n € N,

temos que eies...e, # 0 e assim E' ndo é nilpotente. Dado a € E', sejam xy € E©



ex1 € EW tais que a = xg + 1. Pelo que foi visto no Exemplo 1.4, pode-se mostrar
que 2 = 0. Além disso, na base de E' que foi apresentada no mesmo exemplo todos
os elementos tém quadrado nulo. Logo, xo é uma combinacao linear de elementos
nilpotentes que comutam, pois produtos de e;’s de tamanho par comutam com todos os
elementos de E'. Assim xy e x1 sdo nilpotentes e comutam, e consequentemente a é
nilpotente. Portanto E' é uma dlgebra nil.

Definicao 1.12. Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

i) Um subespago vetorial B € uma subdlgebra de A se B é multiplicativamente fechado,

ou seja, se para quaisquer by, by € B temos biby € B.

i1) Um subespaco vetorial I de A € um ideal a direita (resp. a esquerda) de A se xa € T

(resp. ax € I) para quaisquer x € I e a € A.

i) Um subespago vetorial I € um ideal bilateral de A se é um ideal a direita e a esquerda
simultaneamente.
Observacao 1.13.

i) Observe na defini¢ao que toda subdlgebra B € também uma dlgebra, cuja a multi-

plicacao € a restricao da multiplicacao de A.

i1) Definimos ideal nil e ideal nilpotente da mesma forma que definimos dlgebra nil e

algebra nilpotente.

Exemplo 1.14. Sejam A a dlgebra do exemplo anterior e

0 A
I= ANEK p =KEy
0 0

Claramente I ¢ um subespaco de A. Além disso, dados a = k1FE19 + koliogy € A €

x = AFy € I, temos
ar = (klElQ + kgEgg))\Elg =0 e ra = /\Elg(k1E12 + k2E22> = )\kQElQ

Assim, xa,ax € 1. Logo, I € um ideal de A. Além disso, pelo Exemplo 1.9 temos que

cada elemento de I € nilpotente. Portanto, I € um ideal nil de A.

Exemplo 1.15. Sendo A uma dlgebra, o conjunto

10



Z(A) ={a € Alax = za para todo x € A}

¢ chamado de centro de A. Observe que Z(A) € um subespago vetorial de A. Sendo A
associativa temos que Z(A) € uma subdlgebra de A. E um fato bem conhecido que para
todo n € N temos Z(M,(K)) = {A,xn|A € K}. Pelo visto no Exemplo 1.4 temos que
Z(E)=E©,

Exemplo 1.16. Seja G um grupo finito e KG a dlgebra de grupo definida no Exemplo
1.7. Considere Cly,Cls,...,Cly, as distintas classes de conjugagcao de G. Entdo os

elementos v; = Z g, para 7 =1,2,.... h, formam uma base do centro de KG.
QECZJ'

Nao é dificil ver que a interse¢ao de uma familia qualquer de subdlgebras (respec-
tivamente ideais) de uma &lgebra A ainda é uma subdlgebra (respectivamente ideal)

de A. Assim, temos a seguinte defini¢ao.
Definicao 1.17. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A. Definimos:

a) A subdlgebra de A gerada por S, que denotaremos por K (S), como sendo a interse¢ao

de todas as subdlgebras de A que contém S (e 1, no caso de A possuir unidade);

b) O ideal de A gerado por S como sendo a intersecdo de todos os ideais de A que

contém S.

Segue da definicao acima que a subalgebra de A gerada por S é a menor subalgebra
que contém S (S U {1}, se A possuir unidade), no sentido que se B é uma subélgebra
de Ae SC B (SU{l} C B, se A possuir unidade), entao K (S) também estd contida
em B. Analogamente temos que o ideal de A gerado por S é o menor ideal de A que
contém S.

Também nao é dificil ver que K (S) coincide com o subespaco de A gerado por
{s182..5x | kK € N, s; € S}, ou gerado por {1,s182..5; | K € N, s; € S}, se A pos-
suir unidade. Além disso, o ideal gerado por S coincide com o subespaco gerado por
{asb| s € S, a,be A}.

Dizemos que uma algebra A é finitamente gerada se existe subconjunto finito S

de A tal que S gera A como algebra, ou seja, K (S) = A.

Definigao 1.18. Sejam A e B dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B €
um homomorfismo de dlgebras se p(ab) = p(a)p(b) para quaisquer a,b € A. Se A e B

possuem unidades, entao também exigimos p(14) = 1p.
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Dizemos que ¢ é um monomorfismo se é injetivo, e que é um isomorfismo se é
bijetivo. Um endomorfismo de uma algebra A é um homomorfismo de A em A e um
automorfismo é um endomorfismo bijetor. Denotaremos por End(A) o conjunto de

todos os endomorfismos de uma algebra A.

Definicao 1.19. Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F' € B é
uma dlgebra livre na classe B se existe um conjunto X que gera F (como dlgebra) e
para cada dlgebra A € B e cada aplicagao h : X — A, existe um unico homomorfismo
p: FF— A que estende h. Nestas condicoes dizemos que F € livremente gerada por

X na classe B.

Vamos agora construir uma algebra que é livre na classe de todas as algebras
associativas e com unidade. Para isto considere X = {x, 29, x3,...} um conjunto
nao vazio e enumeravel, cujos elementos vamos chamar de waridveis. Uma palavra
em X ¢ uma sequéncia x; x;,...z;, onde n € Ng = NU {0} e z;;, € X. Sen =0
temos a palavra vazia, que denotaremos por 1. Seja S(X) o conjunto de todas as
palavras em X. Dizemos que as palavras x;, @;,...x;, € xj Zj,...x;,, Sa0 iguais se n = m
€11 = J1,%2 = J2; - ln = Jn.

Considere K(X) como sendo o espago vetorial com base S(X) (Veja o Exemplo
1.7). Vamos chamar os elementos de K (X) de polinémios. Assim um polinémio é uma
soma formal de mondmios, que sao produtos formais de um escalar por uma palavra
em X. Sendo oz, T4y...x;,, @ # 0, um monoémio em K (X), definimos o seu grau como
sendo n. Neste caso a palavra vazia tem grau 0. Definimos o grau de um polinémio

nao nulo f € K(X) como sendo o maximo dos graus de seus monomios.

Considere em S(X) a operacao de concatenacao, definida por:
(%’1%2--'Iz’n)(%l%---%m) = T Ljy e L, Ljy Ljgoan g,

Observe que essa operacao ¢ associativa e que tem a palavra vazia como seu elemento
neutro. Assim, K(X), munido da operagao bilinear induzida por ela, é uma algebra

associativa com unidade.

Proposicao 1.20. K(X) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade e

livremente gerada por X.
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Demonstragao. Sejam B a classe das algebras associativas com unidade e A € B.
Considere uma aplicacao g : X — A arbitraria, definida por g(z;) = a;, para cada
i € N. Entao existe uma unica aplicagao linear ¢, : K(X) — A tal que ¢, (1) = 14
e g (Ti Tiy...Ti,) = Gy ...q;,. Temos que p, é um homomorfismo de édlgebras e é o
tnico que estende g. Portanto, K (X) é livre na classe das algebras associativas com

unidade e livremente gerada por X. ]

Se f = f(z1,29,...,x,) € K(X), entdo vamos denotar por f(ay,as,...,a,) a
imagem de f por ¢,. Note que f(ay, ..., a,) é um elemento de A obtido pela substituicao
de x; por a; em f.

Sendo So(X) = S(X) — {1}, o subespago Ky (X) gerado por Sp(X) é uma
subdlgebra (sem unidade) de K (X). De modo andlogo & proposi¢ao acima, temos
que Ky (X) é livre, livremente gerada por X, na classe de todas as élgebras associati-
vas. Observe que

K(X) = Ko (X) & (1)

onde (1) é o subespago de K (X) gerado por 1.

1.2 Identidades Polinomiais, T-ideais e Variedades

Defini¢ao 1.21. Seja A uma dlgebra. Um polinomio [ = f(xq,x2,...,2,) € Ko(X) €
uma identidade polinomial para A se f(ay,as,...,a,) = 0 para quaisquer ay, as, ..., a, €

A.

Se f(x1,z,...,x,) é uma identidade polinomial para A, também dizemos que
A satisfaz a identidade f = 0. Observe que f = f(z1,29,..,2,) é uma identidade
polinomial para A se, e somente se, f pertence aos nicleos de todos os homomorfismos

de Ko(X) em A.

Observagao 1.22. Se A ¢ uma dlgebra unitdria e f(xy,xa,...,2,) € K(X) é uma
identidade polinomial para A, entio f(xy,a,...,x,) = Al + fo(x1,22,...,x,), onde

A€ K e folxy, 2o, ..., x,) € Ko(X), €
0= A+ £(0,0,...,0)
Como fo(0,0,...,0) = 0, devemos ter A\ =0 e portanto f(xy1,xs,...,x,) € Ko(X).

13



Como o polinémio nulo é uma identidade polinomial para qualquer algebra, vamos

estabelecer a seguinte definicao.

Definicao 1.23. Se A satisfaz uma identidade polinomial ndo nula, entdo A € dita

uma Pl-dlgebra (ou dlgebra com identidade polinomial).

Exemplo 1.24. Se A € uma dlgebra comutativa, entdo A satisfaz a identidade polino-

mial f(xq1,29) = [x1, 2] = x129 — X921 = 0. Logo, A é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.25. Se A ¢ uma dlgebra nilpotente, entdo A é uma Pl-dlgebra. De fato,
existe n € N tal que A" = 0, e assim o polinomio f(z1,x2,...,x,) = T1X9...T, € uma

identidade polinomial para A.

Exemplo 1.26. A dlgebra de Grassmann E € uma Pl-dlgebra. De fato, nao € dificil ver
que [a,b] € B = Z(E) para quaisquer a,b € E, e assim o polinomio f(xy, s, x3) =

(1, 2, 23] € uma identidade polinomial para E.

Exemplo 1.27. O polinomio

sn(xl, T, ney xn) = Z (—1)01’0(1)1’0(2)...:50(”)
O'ESTL

onde (—1)7 denota o sinal da permutacdo o, é chamado polinémio standard de grau
n. Em 1950, Amitsur e Levitzki provaram em [1] que o polinomio San (1, xa, ..., To,) €

uma identidade de M, (K). Este resultado ficou conhecido como o Teorema de Amitsur

e Levitzki.

Provaremos no capitulo 3 que toda Pl-algebra satisfaz uma poténcia de algum
polinomio standard. Esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur.

Outro polinémio que serd importante em nosso trabalho é o polinomio de Capelli.

Exemplo 1.28. O polinomio
dm(xb L5 ey Tony Y15 Y25 oo ymfl) = Z (_1)0x0(1)y1x0(2)y2"-ymflxo(m)
O'ES'm

¢ chamado de polinomio de Capelli de altura m. Se K € um corpo de caracteristica
diferente de 2 e A € uma K -dlgebra de dimensdo finita m, entao d,, 1 € uma identidade

polinomial para A.
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Observe que
(1, Toy ooy T, 1,1, 1) = Z (=1)7%61)To2) - Tam) = Sm(T1, T2, ..., Tpy)
cESm
Em particular, temos que S,,41(21, T2, ..., Tmy1) ¢ uma identidade polinomial para qual-

quer algebra de dimensao finita igual a m.

Dada uma élgebra A consideremos o conjunto 7(A) de todas as identidades po-
linomiais de A. Claramente T'(A) é um ideal bilateral de Ky(X). Além disso, se
¢ € EndK((X), entao p(T'(A)) C T(A), ou seja, T(A) é fechado por endomorfismos
de Ko(X). De fato, sejam f = f(xy,x2,..,2,) € T(A) e ¢ : Ko(X) — A um homo-
morfismo. Entao ¢ o ¢ : Ko(X) — A é um homomorfismo de algebras. Sendo f uma
identidade polinomial de A entao f € ker(i o ¢). Assim, ¥(o(f)) = (¥ o @)(f) = 0.
Logo, ¢(f) € kery. Como @ é arbitrario, temos que ¢(f) € T(A).

Os ideais de Ky(X) que satisfazem essa propriedade sdo chamados de T-ideais,

como definiremos a seguir.

Definicao 1.29. Um ideal I de Ko(X) é chamado de T-ideal se o(I) C I para
todo ¢ € End Ko(X), ou equivalentemente, se f(g1,92,-..,9n) € I para quaisquer
f(xlyx% 7$n) €le 91,92, -+, 9n € KO<X>

Como foi visto acima o conjunto T(A) das identidades de uma algebra A é um
T-ideal de Ko(X). A proposigdo a seguir mostrar que todo T-ideal de Ky(X) é o

conjunto das identidades de alguma algebra.

Proposigao 1.30. Se I é um T-ideal de Ko(X), entao I = T(B) para alguma dlgebra
B.
Ko(X)

1
f = f(z1,29,...,2,) € T(B), temos

Demonstracao. Sendo B = , vamos mostrar que I = T'(B). Considerando

f(xy, 29, s 2y) = f(T1, T2, ., Tp) =0

Dai, f € I e assim T'(B) C I. Considere agora g(z1, 2, ...,2,) € I € G1,Gg, ..., G, € B.

Como [ é um T-ideal temos ¢(g1, g, ..., gn) € I, € assim

9(G1, G5 - Tn) = 9(91, G2, o, Gn) =0
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Donde g € T(B) e assim I C T'(B). Portanto, I = T(B). u

Nao ¢ dificil ver que a intersecao de uma familia qualquer T-ideais ainda é um
T-ideal de Ko(X), e com isso podemos definir o T-ideal gerado por um subconjunto

S C Ko(X) da seguinte maneira.

Definigao 1.31. Seja S um subconjuto de Ko(X). O T-ideal de Ko(X) gerado S,

denotado por (S)T, é a intersegio de todos os T-ideais de Ko(X) que contém S.

T

Segue da defini¢ao que (S)" é o menor T-ideal de Ky(X) que contém S. Do

T

ponto de vista pratico (S)* coincide com o subespago de Ky(X) gerado por

{hlf(gbgm "'7gn)h2 ’ fesSgi.gn € K0<X>7h17h2 € K<X>}

Se [ = f(z1,29,...,2,) € (S)T dizemos que f é consequéncia de S. Dizemos também
que f,g € Ko(X) sao equivalentes se f € (g)T e g € (f)T. Se A é uma &lgebra tal que
T(A) = (S)T, entao S é chamado de base das identidades de A.

Observagao 1.32. As definigcoes de T-ideal e T-ideal gerado por um subconjunto de
K(X) sao andlogas as apresentadas para Ko(X), assim como as propriedades ja cita-

das. Observe também que se A possui unidade, T(A) € um T-ideal em K(X).

A. Kemer [21] mostrou em 1987 que se A é uma &lgebra associativa sobre um
corpo de caracteristica zero, entdo T'(A) possui base finita. Os proximos exemplos

mostram a descri¢ao dos T-ideais de algumas algebras.

Exemplo 1.33. Se K € um corpo infinito e A é uma K-dlgebra comutativa e unitdria

qualquer, entdo T(A) = ([z1, x2])T.

Exemplo 1.34. Em 1973 Razmyslov [28] mostrou um conjunto com 9 identidades que
geram o T-ideal da dlgebra Msy(K), para charK = 0. Jd em 1981, Drensky [7] mostrou
que se charK = 0 entao T(Ms(K)) = (s4(x1, 72,73, 14), [[T1, 22]?, 23])T. Em 2001
Koshlukov [22] generalizou este resultado de Drensky para K infinito e de caracteristica

diferente de 2 e 3. Se charK = 3 € necessario uma terceira identidade para gerar

T(My(K)) (veja [5]). Para charK =2 o problema ainda estd em aberto.

Exemplo 1.35. Sendo E a dlgebra de Grassmann e K um corpo infinito de carac-

teristica diferente de 2, entio T(E) = ([x1, 12, 23])T (Veja [10] e [25]).
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Defini¢ao 1.36. Seja S um subconjunto nao vazio de Ko(X). A classe de todas as
dlgebras A tais que f € T(A), para todo f € S, é chamada de variedade de dlgebras
determinada por S, e denotada por V = V(S5).

Definimos

Se A é uma élgebra tal que T'(A) = T(V) dizemos que V é gerada por A e

escrevemos V = var(A).

Exemplo 1.37. A classe de todas as dlgebras comutativas € a variedade definida por

S = {lz1, ]}

Definicao 1.38. Seja V uma variedade de dlgebras. Uma dlgebra F' é uma dlgebra
relativamente livre na variedade V se existe um conjunto Y C F tal que F' é livre na

classe V e livremente gerada por'Y .

O proximo resultado nos garante que dada uma variedade V' sempre existe uma

algebra B tal que B ¢ uma algebra relativamente livre em V.

Proposicao 1.39. Seja V uma variedade de dlgebras definida pelo conjunto
S = {fi(xlv 7xm> | 1€ I} C K0<X>

Se Y € um conjunto nao vazio e J € o T-ideal de Ko(Y) gerado por {fi(y1,...,Yn,) |

Ko(Y)

y; € Y,i € I}, entao B = ¢ relativamente livre na variedade V, livremente

gerada por

Y={y=y+J|yeY}
Demonstracao. Sejam i € I € g1, G2, ..., Gn, € B, como fi(g1, ..., gn;) € J, temos
fi(@1, s Gg) = fi(g1, s gn) = 0

Logo, f; é uma identidade para B para todo i € [ e assim B € V.
Tome agora A € V e uma aplicacio ¢ : Y — A. Considere entdo a aplicacio

0 :Y — Adefinida por 6(y) = ¢(y). Como Ky(Y') é livre na classe de todas as dlgebras
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associativas e livremente gerada por Y, existe um homomorfismo 6, : Ko(Y) — A

que estende 6. Dai,

O (filyr, - n;)) = fil0i(y1), -, 01(Yn,))
=0

pois f; € T(A) e O(y1), ..., 0(yn;) € A, e assim J C ker(6;). Logo a aplicagao

— KyY
911 O§>

g 0(9) =06y

estd bem definida e é um homomorfismo de algebras. Além disso,

— A

01(7) = 61(y) = 0(y) = 0(¥)

ou seja, 61 estende ¢.

Ko(Y')
J

¢ e 61 coincide em Y que é um conjunto gerador de B. Portanto, ¢ é igual a 6. ]

Suponha que existe outro homomorfismo ¢ : — A que estende 1. Entao,

1.3 Polinomios Multihomogéneos e Multilineares

Nessa se¢ao vamos definir polinomios multihomogéneos e multilineares e veremos
que tais polinomios tem um papel importante na descricao do T-ideal das identidades

de uma &lgebra.

Defini¢ao 1.40. Sejam m € K(X) um monémio e x; € X uma varidvel. Definimos

o grau de m em x;, de forma indutiva, denotado por deg,,m, como sendo

1, se m=ux;
deg.,;m = ¢ 0, se m=uxj, com 1#j
deg,,my1 + deg,,ma, se m = mymy
Na pratica deg,,m é o numero de vezes que z; aparece no monomio m. Sendo f €
K(X), dizemos que f é homogéneo em z; se todos os monomios de f tém o mesmo grau
em x;. Dizemos que f(z1, 2, ..., z,) é multihomogéneo se f é homogéneo nas variaveis

L1, X2, ey Tp. Sejam = m(xy, T, ..., T,) um mondmio em K (X). Definimos o multigrau
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de m como sendo a n-upla (ay, ag, ..., a,), onde a; = deg,,m parai = 1,2,...,n. A soma
de todos os monomios de f que possuem o mesmo multigrau é chamado de componente

multihomogénea de f.

Proposicao 1.41. Sejam I um T-ideal de K(X) (ou de Ko(X)) e f(x1,29,...,2,) € I.

Se K ¢ infinito, entdo cada componente multihomogénea de f pertence a I.

Demonstragao. Fixado ¢, com 1 <t < n, seja m o maior grau em x; dos mondémios
de f. Podemos decompor f da seguinte maneira

f= Z fi

i=0

onde f; é a soma de todos os monomios de f que tém grau ¢ em x;. Por um argumento
indutivo sobre n é suficiente mostrar que, para cada variavel z;, f; € I para todo 7 > 0.
Como K ¢ infinito podemos escolher ag, aq, ..., a,, € K distintos. Para j = 0,...,m
temos que g; = f(x1, ..., x4, ..., x,) € I. Como cada monomio de f; tem grau i em xy,

vale fi(z1, ..., a;xy, ..., 2,) = o fi(21, ..., Ty, ..., T). Logo, para todo j =0,1,...,m,

m
g; = f(@1, ..., 052, ..., ) = Zaéfi(ml, ey L)
i=0

Assim,
I ag - o i g
1 oy - aff fo | 92
1 (0 OéTTZ fm Im

Como a primeira matriz acima é inversivel, pois é uma matriz de Vandermonde, e

90, 92, ---, gm € I temos que fo, f1,..., fm € 1. ]

Uma consequéncia importante do teorema acima é dada a seguir.

Corolario 1.42. Se K ¢ infinito e I é um T-ideal de K(X) (ou de Ko(X)), entdo I

¢ gerado pelos seus polinomios multihomogéneos.

Um tipo particular e muito importante de polindbmios multihomogéneos sao os

polinomios multilineares, que definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.43. Seja f € K(X) um polinomio multihomogéneo. Se f tem grau 1 em

cada variavel dizemos que f é multilinear.
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Dessa forma f € K(X) é multilinear se ¢ multihomogéneo de multigrau (1,1, ..., 1).

Assim um polinomio multilinear nas varidveis x1, xs, ..., x,, é da forma

flz1, 29, .. x,) = Z QoTo(1)To(2)---Ton)s Qo € K.
O'ESTL

Denote por P, o subespago dos polinomios multilineares de K (X) nas varidveis
T1, T, ..., T,. Entdo P, é o subespaco de K (X) gerado por {Zo1)Zs(2).--Tom) | 0 € Sp},

e assim dimP, = n!.

Observagao 1.44. Sejam A uma dlgebra e f € P, tal que f ¢ T(A). Entao existe
um monomio multilinear my(x1, ..., Tn) = To(1)To(2)---Tom) em P, tal que m, ¢ T(A).
De fato, suponha que para todo monomio multilinear m, tenhamos m, € T(A). Dado

f € P, temos que f(xq,...,x,) = Z oMy (T1, T2, ..., x,) € P, € assim f € T(A), o
O’GSn
que € uma contradi¢ao.

Proposigao 1.45. Sejam K um corpo de caracteristica 0 e I um T-ideal de K(X) (ou

de Ko(X)). Entdao I € gerado pelos seus polinomios multilineares.

Demonstragao. Como charK = 0, temos K infinito e segue do Corolario 1.42 que 1
é gerado pelos seus polindmios multihomogéneos. Considere f = f(x1, %2, ...,x,) € 1
multihomogéneo e k = deg,, f. Sejam y;,y, € X varidveis diferentes de x1, xs, ..., x, €
considere o polinoémio A(y, Yo, T2, .., Tn) = f(y1+Y2, T2, ..., T,). Sendo hi(y1, Yo, T2, ..., Ty)
a componente homogénea de h de grau 1 em y;, temos que h; é uma consequéncia de

h e

hl(Q?l, T1,T2, ..., I‘n) = k:f(xl, T2, ..., xn)
Como charK = 0 entao f ¢ consequéncia de h;. Observe agora que degy,h1 = k — 1.
Se necessario, repetimos o processo para as variaveis s, o, ..., , de hy. Como isso

vamos obter um polinomio multilinear do qual f é consequéncia. Portanto o teorema

estd demonstrado. ]
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1.4 Moébdulos Sobre Algebras

Definicao 1.46. Seja A uma dlgebra unitdaria. Definimos um A-modulo, ou maodulo

sobre A (a esquerda), como sendo um espago vetorial M munido de um produto

AxM — M

(a,m) +—— a-m
que € bilinear e satisfaz:
i) ay - (ay-m) = (araz) - m;
it) 14-m=m.
para quaisquer a,ay € A em € M.

Exemplo 1.47. Se A é uma dlgebra, entao A é naturalmente um mddulo sobre si

mesma, cujo produto é a multiplicacao da dlgebra. Vamos denotar esse A-maodulo por

AA.

Exemplo 1.48. Seja P, o subespago dos polinémios multilineares de K (X) nas varidveis
L1, Lo, ...y Tn. Como visto na Se¢ao 1.4, f = {xs1)To(2)---Tom) | 0 € S} € uma base de

P,. Considere a aplicagao bilinear - : KS, x P, — P, que satisfaz
g - (.T“.’BZQ(EM) = [L’U(il)xg(h)...%g(in)

onde o € Sy, € Ty, Ti,...x;, € B, com {iy,ig,....0in} = {1,2,...,n}. Munido desse produto

temos que P, € um KS,-mddulo, ou simplesmente um S,-mddulo.

Definicao 1.49. Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Dizemos que:

a) Um subespago vetorial N de M é um submddulo de M se a-n € N para quaisquer
ac€AeneN.

b) Um submddulo N de M é minimal se N # {0} e nao existe submddulo Ny de M tal
que Ny #0 e Ny C N.

c) M é um A-mddulo irredutivel ou simples se seus unicos submddulos sio {0} e M.

Exemplo 1.50. Seja A uma dlgebra e consideremos o A-médulo 4A. Entao os submdédulos

de 4 A sdo exatamente os ideais o esquerda da dlgebra A.
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Se M é um A-moddulo, temos que os submodulos minimais de M sao exatamente
aqueles que sao A-mddulos irredutiveis. Assim, se N e N; sao submoddulos de M, sendo
N minimal, entdo N N N; = {0} ou N C Nj.

Observe que se M tem dimensao finita, como espaco vetorial, entao M necessa-

riamente possui algum submaddulo minimal.

Definicao 1.51. Sejam A uma dlgebra e My e My A-mddulos. Dizemos que uma
transformacao linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-mddulos se p(a-m) =
a - @o(m) para quaisquer a € A e m € M,. Se ¢ € bijetivo, dizemos que ¢ € um
isomorfismo de A-mddulos e que My e My sao A-mdédulos isomorfos (em simbolos,

Ml ~ MQ)

Nao é dificil ver que o niicleo de um homomorfismo de A-médulos é um submédulo

do dominio e que a imagem ¢ um submddulo do contra-dominio.

Exemplo 1.52. Conside KS,, como um S,-moddulo e a aplicacio ¢ : KS, — P,
definida por

(2 <Z 0400> = Z UsT5(1)Lo(2)--Lo(n)

O'ESn O'ESTL
Claramente @ é um isomorfismo de S,-mddulos e portanto K S, e P, sao isomorfos

como S,-maodulos.

Sejam A uma algebra, M um A-mdédulo e N um submédulo de M. Considere o

M
espaco vetorial N munido do produto

-AxM—>M
' N N

(a,mM) —a-m=a-m
M , ) .
Com este produto, N é um A-médulo, chamado de mddulo quociente de M por N.

Teorema 1.53 (Teorema Fundamental do Homomorfismo). Sejam A uma dlgebra, M

e N A-mddulos e ¢ : M — N um homomorfismo de mddulos. Entao

~ ]
kerp e

Como consequéncia do teorema anterior, também conhecido como 1° Teorema de
[somorfismo, temos o seguinte coroldrio, que é conhecido com 2° Teorema de Isomor-

fismo.
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Corolario 1.54. Sejam A uma dlgebra, M um A-modulo e N1 e Ny submodulos de
M. Entdao
Ni+Ny, Iy
Ny, — NiNNy

Vamos agora construir o produto tensorial de modulos. Para isso precisaremos
da ideia de modulo a direita. Andlogo a Definicao 1.46 se A é uma &algebra unitaria,

definimos um modulo a direita como sendo um espago vetorial N munido de um produto

NxA — N

(n,a) —— n-a
que ¢ bilinear e satisfaz:
i) (n-ay)-as=n-(aa)
i) n-1y =n.
para quaisquer aj,ao, € Aen € N.
Sejam A uma algebra unitaria, M um A-modulo a esquerda e N um A-modulo
a direita. Definimos o produto tensorial de N por M, denotado por N ®4 M, como

sendo o espago vetorial gerado por {n®4m | n € N,m € M} (por simplicidade, vamos

usar a notacao n ® m), onde os elementos satisfazem
(n1+mn1) @m = (ng ®@m) + (ng ®m)

n® (mp+mg) =(nm)+ (nQ ms)
(An) @ m = A(n ® m)
n® (Am) = AM(n ®m)
naYym=nam
onde n,ny,no € Ny, m,my,ms € M, A € K e a € A. Assim, os elementos de N ® 4 M

sao da forma Zni®mi, n; € N,m; € M.
i

Proposicao 1.55 (Propriedade Universal). Sejam V um espago wvetorial e
f i NxM — V uma aplicagio bilinear que satisfaz f(na,m) = f(n,am) para
quaisquer n € N, a € A e m € M. Entdo existe uma unica transformacao linear

Tr: N ®@s M —V que satisfaz Tf(n ®4m) = f(n,m).
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Demonstracao. Ver [6], Teorema 12.3, pagina 61. ]

Um caso particular, porém muito importante, é o de produto tensorial de espagos
vetoriais. Sejam V e W K-espacgos vetoriais. Considerando K como uma K-algebra
podemos ver W como um K-moédulo a esquerda. Considerando em V' um produto por

b

escalar de K definido por v- A = Av, parav € V e XA € K, temos que ” -7 é bilinear e

que, para quaisquer A\, \s € K ev €V

(U . )\1> . /\2 = /\2(U . )\1) = )\2()\11)) = ()\2)\1)1)
= ()\1)\2)'1} =" ()\1)\2)

Assim V' é um K-méddulo a direita e entao podemos construir o espaco vetorial V@ g W.
Observe que se U é um espago vetorial e f : V x W — U é uma aplicacao bilinear,

entao para quaisquer A € K,v € V e w € W, temos

fodw) = f(Av,w) = f(v, \w).

Logo, pela propriedade universal, existe uma tnica transformacao linear T': VW —

U tal que T(v ® w) = f(v,w) para quaisquer v € V e w € W.

Proposicao 1.56. Sejam V e W espacos vetoriais.

a) Se By =A{v; |ie€l}efy={w;|je€ J} sao bases de V e W, respectivamente, entdo
f={vi®@w; |iel,je J} éuma base de V& W. Consequentemente, se dimV =n
e dim W = m, entdo dim(V ® W) = nm.

b) Sewvy €V ewy € W wetores nao nulos, entao vo @ wg #0 em V @ W.

Demonstragao. Os itens a) e b) podem ser demonstrados usando-se a propriedade
universal e argumentos basicos de dlgebra linear. Vejamos a demonstragao do item b).
Considere f : V x W — K bilinear tal que f(vg, wp) # 0 (a existéncia de f segue de
um argumento analogo , no sentido mais geral , a Proposigao 1.6). Pela propriedade
universal existe uma transformacao linear 7' : VW — K tal que T (v@w) = f(v, w).
Assim, T'(vg ® wgy) = f(vg, wo) # 0. Logo, devemos ter vy @ wy # 0.
]
Considere agora A e B K-algebras. Fixados a € A e b € B quaisquer, a aplicacao

fap : A X B — A ® B, definida por f,4(z,y) = axr @ by ¢ bilinear, e assim pela
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propriedade universal existe uma transformagao linear 75,5, : A® B — A ® B tal que
Top(z ®y) = ax @ by. Considere L(A ® B) o espago vetorial dos operadores lineares

de A ® B e a aplicacao bilinear
T:AxB— L(A® B) definida por T'(a,b) = T,

Novamente pela propriedade universal existe uma transformagao linear F': A®Q B —

L(A® B) tal que F(a®b) =T,,. Logo, o produto

(A B)x (A®B) — A®B
(a,B) — a-f=F(a)(B)
¢ bilinear e satisfaz

(al ® b1) : (CL2 Y b2) = F(Ch ® b1)(a2 ® b2) = Tal,bl(a2 ® bz) = a1as @ biby

para quaisquer ai,as € A e by, by € B. O espaco vetorial A® B, munido deste produto,

é uma algebra, chamada de produto tensorial das dlgebras A e B.

Exemplo 1.57. Sendo K um corpo, entao K € naturalmente uma dlgebra sobre si

mesma. Além disso, a aplicacao
p: KK — K
A @A — (A ® A2) = M\

¢ um 1somorfismo de K-dlgebras, ou seja, K @ K ~ K. Mais geralmente, se A é uma

algebra qualquer, entao a aplicagao

v: KA — A
)\1@@ — 1,/1()\1@@):)\1@

€ um 1somorfismo de K-dlgebra, e portanto K ® A ~ A.
Outro isomorfo de algebras importante é dado no exemplo abaixo.

Exemplo 1.58. Se A ¢ uma K-dlgebra. A transformacdo linear

T: MJK)®A —s M,(A)
E;®a +— T(Mu(K)®A) = Ej(a)

onde E;j(a) € a matriz que tem a na entrada ij e 0 nas demais, € um isomorfismo.

Logo, M,,(K) ® A ~ M, (A) como K-dlgebras.
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Exemplo 1.59. Sejam V um K-espaco vetorial e L uma extensdo do corpo K, e

considere o espago vetorial L @i V. Para cada o € L defina a aplicagao bilinear

fa: LXV — L®gV
(x,v) +— folz,v) =z Qv
Pela propriedade universal existe uma unica transformacao linear T, : L Qg V —>

L®kV tal que To(x ® v) = ax @ v. Logo, munido do produto bilinear
2 LXx(L®gV)— LgV

que satisfaz o - (x ® v) = ar ® v, temos que L Qi V' € um L-espaco vetorial, o qual

denotamos por V.

1.5 Superalgebra e Supervariedade

Nesta secao vamos apresentar uma classe de algebras que satisfaz uma proprie-
dade especial, as superalgebras ou algebras Z,-graduadas. Vamos também definir, no
contexto das superalgebras, os analogos a identidades, T-ideal e variedades, como foi
feito para algebras ordinarias na Secao 1.3. Consideraremos a partir de agora o grupo

aditivo Zy = {0, 1}.

Defini¢ao 1.60. Dizemos que uma dlgebra A é Zsy-graduada se existem subespacos A©)
e AN tais que

para i,) € Zo. Uma dlgebra Zo-graduada é também chamada de superdlgebra.

O par (A® AM) é chamado de Zy-graduacao e os subconjuntos A® e AM sao
chamados de componentes homogéneas de grau 0 e de grau 1, respectivamente, e seus
elementos sao chamados de elementos homogéneos de grau 0 e de grau 1, respectiva-

mente.

Exemplo 1.61. A dlgebra de Grassmann E possui uma Zso-graduacdao natural: FE =
EO @ EW  onde E© ¢ o subespaco dos elementos par e EV) ¢ o subespaco dos ele-

mentos impares (Veja o Exemplo 1.4).
Exemplo 1.62. Considere a dlgebra Ms(K) e os subespagos
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0 0 b
My (K)© = a,d € K e My(K)V = b,ce K
0 d c 0

Temos que My(K) = My(K)© @ My(K)Y. Observe agora que May(K)© = (Ey;, Ex)

e My(K)Y = (E15, Ey1). Como o produto de matrizes unitdrias satisfaz

Ey, se 7=k

EijEy =
0, se j#k

devemos ter My(K)DMy(k)9) C My(K)) | para i,j € Zy. Logo, My(K) € uma

superdlgebra.

Exemplo 1.63. A dlgebra E ® E também admite uma Zs-graduacao dada por
E®E=(E®EYeFEcE)WY

onde a componente homogénea de grau 0 é dada por (E ® E)(O) = (EO ® E(O)) &)
(EW @ EW) e a componente homogénea de grau 1 por (E ® E)V = (EW @ EO) @
(EO® @ EW).

Definicao 1.64. Sejam A e B dlgebras Zs-graduadas. Um homomorfismo de dlgebras
¢ : A— B € dito um homomorfismo Zy-graduado se o(AD) C BW | para i € Z,.

Vamos agora tratar de identidades Zs,-graduadas. Para isso precisamos do con-
ceito de algebra associativa livre Zs-graduada. Para defini-la vamos considerar os
conjuntos Y = {y1, 92, ...} € Z = {21, 22, ...} enumerdveis e disjuntos. Os elementos de
Y serao chamados de varidveis pares e os de Z de varidveis impares. Tome X =Y UZ

e considere a dlgebra associativa livre Ky (X) = K, (Y, Z). Defina
a(r129...0y) = a(xy) + a(zs) + ... + a(zy)

onde a(x;) = 0sez; € Y, e afz;) = 1 se x; € Z. Sendo entdao m um monémio de

Ko (X)), dizemos que a(m) é o Zs-grau de m. Considere os seguintes conjuntos

Ko (X)® = (m | m é um monémio de K (X),a(m) = 0)

Ko (X)) = (m | m é um monémio de K (X),a(m) = 1)
Entao
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para i,7 = 0,1, ou seja, Ko(X) é uma superalgebra. Além disso, para qualquer su-
perdlgebra A = A® @ AM e qualquer aplicacio h: Y U Z — A tal que h(y;) € AV
e h(z;) € AW para todo y; € Y e z; € Z, existe um tinico homomorfismo Z,-graduado
¢ : Ko(Y,Z) — A que estende h. Por isso chamaremos Ky (X) de superdlgebra (as-
sociativa) livre. Se f € Ky (X )(i), dizemos que f é Zy-homogéneo de grau i e usamos

a notacgao a(f) =1, parai =0, 1.

Definicao 1.65. Dada wma superdlgebra A = A & AD um polinémio
F@W1y s Uny 215 ooy 2m) € Ko (Y, Z) € uma identidade Zs-graduada, ou uma superidenti-
dade, de A se

flay,...;an, b1, ..., 0) =0
para quaisquer ay, ...,a, € A e by, ... b, € AD.
Exemplo 1.66. Considere a dlgebra de Grassmann E com a Zs-graduacdao dada no

Ezemplo 1.61. Como ab = —ba para quaisquer a,b € EY, temos que f(z1,29) =

2129 + 2921, onde 21, zo sao varidveis impares, ¢ uma identidade Zo-graduada de E.

Se A é uma Pl-algebra, entao A satisfaz alguma identidade Zs-graduada nao nula.

Por outro lado, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.67. Seja A = A @ AD uma superdlgebra e suponha que A©) satisfaz

uma identidade polinomial ordindria nao-trivial. Entdo A também € uma Pl-dlgebra.

Demonstragao. [15], Teorema 4.3.3, pagina 100. [ ]

Vimos na Secao 1.3 que o conceito de T-ideal tem um papel fundamental no
estudo de identidades ordinarias. Para o caso de superidentidades temos um conceito

analogo que é o de Ty-ideal, como definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.68. Seja Ko (Y, Z) a superdlgebra associativa livre unitdria. Um ideal T
de Ko (Y,Z) € dito um Ty-ideal se o(I) C I para todo endomorfismo Zs-graduado de
Ko (Y, Z).
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E f4cil ver que um ideal I é um Ty-ideal se, e somente se, f(g1, ..., Gn, A1y ooy hun) € T
para quaisquer g; € Ko(X)O h; € Ko(X)W e f(y1, .., Yn, 21, s 2m) € 1. Conside-
rando T5(A) o conjunto de todas as identidades Z,-graduadas de uma superélgebra A,
temos que T5(A) é um Th-ideal de Ky(Y, Z).

A ideia de Ty-ideal gerado por um subconjunto S C Ky(X,Y) é andloga a de
T-ideal gerado. Vamos denotar por (S)72 o Ty-ideal gerado por S. Além disso, todo
Tr-ideal de Ko(Y, Z) é gerado pelos seus polindmios multilineares se charK = 0, e
pelos seus polinémios multihomogéneos se K for infinito (a demonstragao desse fato é
a mesma dada na Sec¢ao 1.4 no caso em que I é um T-ideal).

Igualmente as dlgebras ordinérias, um subconjunto nao vazio S C Ky (Y, Z) de

elementos define uma variedade de superalgebras.

Definicao 1.69. Dado um conjunto nao vazio S C Ky (Y,Z), a classe de todas as

superdlgebras A = A® @& AM tal que f é uma identidade de A, para todo f € S, ¢é

chamado de supervariedade determinada por S.

Sejam K um corpo infinito, S C Ky (Y, Z) um subconjunto nao vazio e I = <S>T2

0 Ty-ideal gerado por S. Considerando I = I N Ky (Y, Z)¥ e I = 1N K, (Y, 2)Y,

Ky {Y, Z
entdo I = I® @ I uma vez que I é homogéneo. Sendo L = ¥, entao
L=L9gL® onde
Ko (Y, 2)O 4 1 Ko (Y, Z)M 4 1
Lo =22 ’[ e LO =22 7[ :

é uma Zy-graduacdo de L. Assim, L é uma superdlgebra. Sejam Y = {u,us,...},
onde u; = 7;, para cada y; € Y, e Z = {wy, ws, ...}, onde w; = Z; para cada z; € Z.
Anélogo a Proposicao 1.39, temos que L é livre na supervariedade )V determinada por
S com geradores livres X = Y U Z. Sendo L; = L(uy, ..., ug, wy, ..., w;) a subalgebra de
L gerada por ug, ..., uy, wr, ..., w;, temos que L; é uma superdlgebra relativamente livre

na supervariedade V com k geradores pares e [ geradores impares.

1.6 Representacoes de Grupos

Em toda esta secao consideremos G um grupo finito, KX um corpo e V um espaco

vetorial sobre K. Denotamos por GL(V) o grupo dos operadores lineares inversiveis
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de V. Se dimV = n, podemos identificar o grupo GL(V) com o grupo GL,(K) das

matrizes n X n inversiveis com entradas em K.

Definicao 1.70. Definimos uma representacdao linear do G em V como sendo um

homomorfismo de grupos

p: G — GL(V)
g — p(g) = pg

Quando queremos deixar explicito que estamos considerando o corpo K, usaremos
o termo K-representacao linear ou representacao linear sobre K, ou denotaremos a
representacao por p.

Definimos o grau da representagao p como sendo a dimensao do espaco vetorial
V. Se dimV = n ¢é finita, pelo visto acima, podemos ver uma representacao linear de
G em V como sendo um homomorfismo p : G — GL,(K). Todas as representagoes
deste trabalho terao grau finito.

A representagao p é dita fiel se kerp = {1g} e p é trivial se kerp = G, ou seja,

se p(g) = Id, para toda g € G.

Defini¢ao 1.71. Seja p : G — GL(V') uma representacao linear. Dizemos que um

subespago W de V' € p-invariante se p,(W) C W para todo g € G.

Sendo W um subespago p-invariante de V' e g € G, podemos definir a restrigao
de py a W:
pglw: W — W
w — pg(w)
Como pg(W) C W e p,—1(W) C W, entao py(W) = W. Como p, ¢ injetora, temos que
pglw € GL(W). Definimos entao a subrepresentagio pw, que é a restrigdo de p a W,
da seguinte forma:
pw: G — GL(W)
g — pwlo)=polw
Seja p : G — GL(V') uma representacao linear de G em V. Considere o produto

- KG xV — V definido por

(Sns) v= Tt

geG geG
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Temos que V', munido desse produto, ¢ um KG-moédulo. Sendo W um subespaco p-
invariante de V', entdo py(w) € W, ou seja, g - w € W para quaisquer g € G e w € W.
Assim, W é um submoddulo de V.

Por outro lado, considere V um KG-médulo. Dado g € GG, defina

pg: V. — V
v pgv)=g-v .
Temos que pg,g, = Pg © Pgy, Para quaisquer gi, g, € G, e que p;, = Idy (onde lg
é o elemento neutro de G). Temos entao que p, © p,-1 = p,-1 0 p, = Idy e assim

pg € GL(V). Portanto a aplicacao

p: G — GL(V)
g = Py

é uma representacao linear de G em V. Observe que se W é um submoddulo do KG-
modulo V', entao a - w € W para quaisquer « € KG e w € W. Em particular,
g-w € W, ou seja, ps(w) € W para quaisquer ¢ € G e w € W. Logo, W é um
subespago p-invariante de p.

Assim, existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas de K G-moédulos
de V e as representagoes lineares de G em V. Além disso, os subespacos p-invariantes

de V' correspondem aos submodulos do K G-médulo V' associado a p.

Defini¢ao 1.72. Seja p: G — GL(V) uma representagao linear de G. Dizemos que

p € irredutivel se o correspondente KG-maodulo V' é irredutivel.

Segue da definicao acima que uma representacao linear p ¢é irredutivel se seus
tnicos subespagos p-invariantes sao {0} e V.
Defini¢ao 1.73. Sejam p : G — GL(V) e ¢ : G — GL(W) representacoes de
um grupo G. Dizemos que p e ¢ sao representacoes equivalentes se existe uma trans-

formacao linear T : V. — W bijetora tal que p,oT" =T o 1), para todo g € G.

Segue imediatamente da definicao acima que representacoes equivalentes tém o

mesmo graul.

Teorema 1.74. Sejam p : G — GL(V) e ¢ : G — GL(W) representagoes de G.
Entao p e v sao equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-maodulos V e W sao

1somorfos.
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Demonstragao. Suponha que p e ¥ sao equivalentes. Entao existe uma transformagao
linear bijetora T': V. — W tal que p,7" = T, para todo g € G. Considerando os

KG-médulos V' e W correspondentes temos

T(g-v) =T(pg(v)) = 1he(T(v)) = g - T(v)

para quaisquer g € G e v € V. Como T é linear e G é uma base de KG, temos que
T(a-v) = a-T(v) para quaisquer « € KG e v € V. Assim, T' é um isomorfismo de
KG-modulos.

Suponha agora que F': V — W é um isomorfismo de K G-modulos, ou seja, F' é
uma transformacao linear bijetora que satisfaz F'(« - v) = - F(v), para todo o € KG

ev € V. Logo,

(Fpg)(v) = Flpg(v)) = F(g-v) = g Fv) = ¢yg(F(v)) = (¢ F)(v)
Assim, Fp, = ¢ F para todo g € GG, e portanto, p e 1 sao equivalentes. [
Exemplo 1.75. Considere o grupo S,. As representacoes
p: S, — K~ v S, — K*¥
o — plo)=1 o — Y(o)=(=-1)7

tém grau 1 e dai sao ambas irredutiveis, mas p e ) nao sao equivalentes. A repre-

sentacao p € a representacao trivial de grau 1 e v é chamada de representagao sinal.

Defini¢ao 1.76. Seja p : G — GL(V') uma representacao linear. Dizemos que p €
completamente redutivel, ou semi-simples, se existem Wi, W, ..., W, subespacos de V
p-invariantes tais que:

DV =WeW,d..eW,

i1) As restri¢oes de p aos W!s sdo todas irredutiveis.

Teorema 1.77 (Maschke). Seja G um grupo finito cuja ordem ndo é divisivel por
charK. Se p: G — GL(V) é uma representagdo linear de grau finito e W € um
subespaco p-invariante de V', entao existe Wi subespaco p-invariante de V' tal que

V =W & W;. Consequentemente, p é completamente redutivel.

Demonstragao. Ver [17], Se¢ao 5.2, pagina 253. ]

32



Seja p : G — GL(V) uma K-representagao linear onde charK nao divide |G|
e considere o KG-médulo V. Segue do Teorema de Maschke que V' é uma soma de

K G-submodulos irredutiveis, ou seja,
V=WeW,e..eW,

A proposicao a seguir garante que essa decomposicao é unica, a menos da ordem dos

subespacos e equivaléncia das subrepresentacoes.
Proposigcao 1.78. Sejam A uma dlgebra e M e N A-mdédulos isomorfos. Se

onde M; e N; sao submddulos minimais de M e N, respectivamente, entao m = n e

M; = N; para todo i = 1,2, ...,n (reodernando os Nis, se necessdrio).

Demonstragao. Ver [17], Se¢ao 3.4, pagina 115. [

Exemplo 1.79. Considere o espaco vetorial KG. Para cada g € G defina
py : KG — KG por py(a) = ga. A representagio

p: G — GL(KG)

9 = p(g)=py
¢ chamada representacao regular a esquerda e o correspondente KG-mddulo € ko KG.
Observe entao que os subespacos p-invariantes de K'G sao exatamente os ideais
a esquerda de KG. Se charK nao divide |G|, entao segue do Teorema de Maschke que

se W é um ideal a esquerda de K G, entao existe WW; também ideal a esquerda de KG

tal que
KG=Wae W (1.2)

Como os ideais minimais a esquerda de KG correspondem as subrepresentagoes irre-
dutiveis de p, entao, pelo Teorema Maschke, K G é uma soma direta de uma quantidade

finita de ideais minimais a esquerda.
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Teorema 1.80. Se charK ndo divide |G|, entdo todo KG-mddulo irredutivel é iso-
morfo (como KG-mddulo) a um ideal minimal & esquerda de KG. Em outras palavras,
toda representacao linear irredutivel de G € equivalente a uma sub-representacao da re-

presentacao reqular a esquerda.

Demonstracao. Ver [6], Teorema 25.10, pagina 166. [ |

Pelo Teorema 1.80 e pela Proposicao 1.78, temos que o nimero de representagoes
irredutiveis de (G, a menos de equivaléncia, é finito.

Considere m o nimero de K-representagoes irredutiveis (a menos de equivaléncia)
de G e Iy, Is,...,I,, ideais minimais a esquerda de K'G dois a dois nao isomorfos como
KG-moédulos. Pelo Teorema 1.80, temos que todo ideal minimal a esquerda de KG
é isomorfo, como KG-médulo, a exatamente um deles. Considerando entao os ideais

bilaterais J; = [KG, j =1,2,...,m, temos:
Teorema 1.81. J; ¢ a soma de todos os ideais minimais a esquerda de KG isomorfos

(IIj GKszl@JQ@@Jm

Demonstracao. Ver [6], Teorema 25.10, pagina 168. |

Podemos estimar (ou determinar precisamente no caso de K ser algebricamente
fechado) o nimero m de representacoes irredutiveis de G pelo numero de classes de

conjugacao de G.

Proposicao 1.82. Seja K um corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de G.
Entao o numero de K-representacoes irredutiveis de G, a menos de equivaléncia, €
menor ou igual ao numero de classes de conjugacao de G. Se K ¢é algebricamente

fechado, entao vale a igualdade.

Demonstragao. Ver [17], Teorema 5.6, pagina 261. [

Definigao 1.83. Sejam V' um espago de dimensdo finita e p : G — GL(V) uma

representacao linear. Definimos o caracter de p como sendo a aplicacao
Xp: G — K
g — Xelg) =trp,
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Dizemos que x, € um caracter irredutivel de G se p € uma representacao irredutivel.

Seja M um KG-médulo com dimg M finita. Definimos o caracter de M como
sendo o caracter da representagao associada a M.

Segue da definicdo que se p : G — GL(V) e v : G — GL(W) sao K-
representagoes equivalentes entao x, = xy. Além disso, se charK = 0, entao vale
a reciproca, ou seja, se x, = Xy, entao p é equivalente a 1. Temos entao a seguinte

proposicao.

Proposicao 1.84. Seja K um corpo de caracteristica 0. Entao duas K-representacoes
lineares de um grupo G tém o mesmo caracter se, e somente se, sao equivalentes. Ou
equivalentemente, os correspondentes KG-mddulos possuem o mesmo caracter se, e

somente se, sao isomorfos.

Demonstragao. Ver [31], Teorema 8.3.7, pagina 230. [ ]

Sendo x : G — K um caracter da representacao p : G — GL(V'), definimos
dim V' = degyx como sendo o grau de caracter x. Se 15 denota o elemento neutro de GG,
entao x(lg) = dim V. Também nao é dificil ver que x é uma func¢do de classe de G em

K, no sentido de que se g; e go s@o elementos conjugados de G, entdao x(g1) = x(g2)-

Exemplo 1.85. Seja p : G — K uma representacao de grau 1. Entao x,(g9) = p(g),
para todo g € G. Em particular, se p e sao como no Exemplo 1.75, entdo x,(0) =1

e xy(o) = (—1)7, para toda o € S,,.

Seja p : G — GL(V) uma representacao completamente redutivel e
Wy, Wy, ..., W,, subespacos p-invariante de V tais que V.= W, e Wo & ... d W, e
pi = plw, irredutivel, para i = 1,2, ...,n. Neste caso dizemos que p é soma direta das
representacoes py, pa, ..., Pn € denotamos p = p; G pa B ... B p,. Além disso dizemos que
a representagao p contém as representagoes pi, pa, ..., Pn. Segue da Proposicao 1.78 que
essa decomposicao em soma de representagoes irredutiveis é tinica a menos da ordem
e de equivaléncia das representacoes.

Sendo (; uma base de W; para i = 1,2,...,n, entao = $; U B U ... U [, é uma
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base de V' e a matriz de p, na base 3 é

[(p1)gls, O -+ 0

B 0 [(p2)glp -+ 0

[pglp = . . . )
0 0 - [(pn)glsn

Assim, X,(9) = Xp1(9) + Xp2(9) + -+ + X0, (9), Para todo g € G.

Segue entao do Teorema do Maschke e do que foi visto acima o seguinte resultado.

Teorema 1.86. Se charK ndao divide |G|, entdo todo caracter de um grupo G é uma

soma de caracteres irredutiveis.

Sejam X1, X2, ---, Xn 0S distintos caracteres irredutiveis de G sobre K. Segue do
teorema acima que dado um caracter y qualquer de G existem mq, ms, ..., m,,, inteiros

nao negativos, tais que
X = MmiX1+ MeX2 + ...+ MpXn

O ntimero my;, para j = 1,2,...,n, é chamado de multiplicidade de x; em x.

Considere o K-espago vetorial (G, K) de todas as func¢oes de G em K. Suponha
|G| nao divisivel por charK. A aplicacao (,), : F(G,K) x F(G,K) — K definida
por

(f h)e =G fla™)h()

zeG

¢ uma forma bilinear simétrica e nao degenerada sobre F (G, K)

Teorema 1.87. Sejam p; : G — GL(V}) e py : G — GL(Va2) K-representagoes
irredutiveis de G com caracteres x1 € X2, respectivamente. Entao:

i) Se K € algebricamente fechado e charK ndo dwide |G|, entio (x1,x1)q = 1.

it) Se p1 e pa sdo ndo equivalentes, entdo (X1, X2)s = 0.

iti) Se char K =0 entdo (x1,X1)q = ¢ para algum inteiro positivo q € K.

Demonstragao. Ver [31], Teorema 8.3.5, pagina 229. [ ]
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Sejam H um subgrupo de G' e M um G-modulo. Claramente M pode ser con-
siderado como um H-médulo, o qual vamos denotar por M|y. Sendo x o caracter do
G-mé6dulo M, vamos denotar por x|y sua restrigdo a H, que é o caracter de M|y.

Agora se M é um H-moédulo, considerando KG como um H-moédulo a direita,
podemos construir o espaco vetorial KG ®xy M. Usando a Propriedade Universal

podemos definir o produto bilinear

KGx (KG®gg M) — KG®gyg M
(B, ®@m) — ﬁ-(a@m)zﬁa@m'
Este produto faz de KG ® gy M um KG-mddulo, chamado de mddulo induzido e
denotado por M. A representacao de G associada a M© é chamada de representacdo
induzida e denotada por p®, onde p é a representacao de H associada ao H-médulo

M. Além disso, pode-se mostrar que
dim M = (dim M)|G : H]|

onde |G : H| denota o indice de H em G (para maiores detalhes veja [6], pagina 74).
Se 1) denota o caracter do H-médulo M, entdo ¥ denotard o caracter do G-
médulo MY, O préximo teorema mostra como o caracter da representacao induzida

pode ser calculado.

Teorema 1.88. Sejam H um subgrupo de G e K um corpo cuja caracteristica nao
divide a ordem de H. Se p: H — GL(V') é uma representagdo linear de H e x € o

seu caracter, entao o caracter da representacdao induzida € dado por

X%g) = [HI™ Y x(zgz™)

z€G

onde consideramos que x(y) =0 paray € G — H.

Demonstragao. Ver [31], Teorema 8.4.3, pagina 238. [ ]

O proximo teorema é uma ferramenta importante para o estudo das representacoes

induzidas.

Teorema 1.89 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam H um subgrupo de G ¢ K um

corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de G. Se x € um caracter de G e 1) é um
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caracter de H, entao

Xl ¥y = (609,

Demonstragao. Vamos denotar a ordem de G por m e a ordem de H por [. Pelo
Teorema 1.88, temos

W9x)g = m Y @)X

zeG

= m! (l‘lz@/)(yxy‘l)> x(z ™)
zelG

yeG

= (m)™ ) Wlyay )y

zeG yel@G

Como x(x™1) = x(yz~ty™'), temos

(W% X) = %Zzw(y:vy‘l)x(yw‘ly‘l)

yeG G

zeG

Como 9 se anula em G — H (veja o enunciado do Teorema anterior), segue portanto

da tdltima igualdade que

(W% ) Zw = (¢, x|m)

zEH
Sejam

p: G — GL(V)

g — pl9) = pg

uma K-representacao linear de GG, L uma extensao de K e considere o L-espago vetorial

Vi = L®V (veja Exemplo 1.59). Para cada g € G, considere p_f]: € L(V;) dada por

py(r@v) =1 ® py(v)

Pela propriedade universal temos que p} estd bem definida. Nao é dificil ver que pf é

bijetiva. Como pg,4, = pg, © pg., Para todo gi, g2 € G, temos

png (T®v) =2 ® pgg,(v) = T @ (py, © pg,) (V)
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Por outro lado,

(Phy 0 i) (@ @) = ph (2@ pg(v) = 2 ® pgy (P4, () = @ (P, © pga)(v)
Logo, pk ,, = pk o pk , para todo g1, g2 € G, e portanto
pL G — GL(VL)
g — pg) =rg

¢ uma representacao linear de G em Vj, chamada de representacao obtida de p pela

extensao do corpo base para L.

Defini¢ao 1.90. Seja p : G — GL(V') uma K-representacao de G. Dizemos que p é

absolutamente irredutivel se a representacdo p* é irredutivel para toda extensao L de

K.

O proximo teorema da uma condigao para que uma representagao seja absoluta-

mente irredutivel.

Teorema 1.91. Seja p: G — GL(V) uma K-representacao de G onde charK 1|G]|.

Entao p é absolutamente irredutivel se, e somente se, EndgxcV = {ald | o € K}.

Demonstragao. Ver [17], Teorema 5.7, pagina 264. ]

Um corpo K é chamado de corpo de decomposi¢ao de um grupo G se toda repre-

sentacao irredutivel de G sobre K é absolutamente irredutivel.

Teorema 1.92. Seja p : G — GL(V) uma K-representa¢ao de G com caracter ,
onde K é um corpo de decomposicao de G tal que charK = 0. Entao p é irredutivel

se, e somente se, (X, X)g = 1.

Demonstragao. Ver [6], Teorema 31.15, pagina 221. ]
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Capitulo 2

Representacoes do Grupo Simétrico

e Pl-algebras

Neste capitulo apresentaremos a teoria de Young para representagoes do grupo
simétrico 5,. Esta teoria é uma ferramenta muito importante para o estudo das PI-
algebras. Apresentaremos também aplicagoes a Pl-algebras e com isso teremos os
conceitos fundamentais que utilizaremos em nosso trabalho que sao os de codimensao,
cocaracter e cotamanho de uma PI-algebra A.

Em todo este capitulo K denotara um corpo de caracteristica zero.

2.1 Representacoes do Grupo Simétrico

Vamos denotar por [,, o conjunto dos nimeros naturais menores ou iguais a n,

ou seja, I, ={1,2,...,n} (estamos considerando N={n € Z | n > 1}).

Definicao 2.1. Seja n € N. Definimos uma particao de n como sendo uma r-upla
A = (n1,n9,...,n,) de nimeros naturais tais que ny > ng > ... > n, en = Zn, 0]
numero h(\) = r € chamado de altura de \. -

er =1, entao n; = n e escrevemos A = (n). Para a parti¢ao e n onde n; =
S 1, ent A p ticao A d d
ng = ... = n, = 1 usaremos a notacao A = (1"). De maneira geral, escrevemos A = (k<)

para a particdo A = (k, k, ..., k), onde n = kd. Usaremos a notagao (ny,nsg,...,n,) = n
———

d—uvezes
para dizer que (ny,ng,...,n,) ¢ uma particdo de n e p(n) para o nimero de parti¢oes

de n.
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Definigao 2.2. Sendo A = (ny,na,...,n,) = n, definimos o diagrama de Young D, da

particio A como sendo o conjunto Dy = {(i,7) e Nx N;1 <i<r/1<j<n;}.

Representamos D, por n quadrados (células) dispostas em r filas horizontais
(linhas) onde a i-ésima linha é composta por n; quadrados. Da esquerda para a direita
os primeiros quadrados de cada linha aparecem em uma mesma fila vertical (coluna).
Nesta representacao grafica de Dy, a célula correspondente ao elemento (i, j) € D, estd
na i-ésima linha e j-ésima coluna. Assim, vamos identificar o elemento (7,j) com a
correspondente célula. Por exemplo, considere A = (3,2,2, 1) uma particdo do ntimero

8. O diagrama de Young D, é

Observacgao 2.3. Sejam n e m inteiros positivos, com n > m, A = (ny,ng, ...,n.) = n
e pp = (my,ma,...,mg) Fm. Dizemos que A > p ser > s eny > mq,...,ng > ms. Em

termos de diagramas de Young, temos que A > [ se, e somente se, D, C D,.

Definigao 2.4. Sejam n € N e A\ = (ny,ng,...,n.) b n. Definimos uma tabela de
Young do diagrama D, como sendo uma funcdao bijetora T : Dy — I,,. Dizemos que

uma tabela de Young T € standard se satisfaz as sequintes condi¢oes:
1. T3, j) <T@, j+1) paral <i<rel<j<mny
2. T(,j) <T(i+1,7) paral <j<ng el <i<cj, ondec; éo nimero de células
na j-ésima coluna.

Assim, T é standard se os nimeros em cada linha e em cada coluna de T" crescem

da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente.

Exemplo 2.5. Dada A = (3,3,1) b 7, considere a sequinte tabela de Young associada

ao diagrama D)

1315
Ti331)=2|4|6
7
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Observe que esta é uma tabela standard. Considerando agora p = (4,3,1) - 8 e a

tabela dada por

113516
Tuszny =274
8

temos que T(431) nao € standard.

Para cada )\ - n existem n! tabelas distintas associadas ao diagrama de Young
D), e entre elas as tabelas standard tém um papel importante em nosso estudo, como
veremos adiante. Por isso é importante saber quantas tabelas standard existem. Uma

forma de calcular esse niimero ¢é através da féormula do gancho.

Defini¢ao 2.6. Para qualquer célula (ig, jo) € Dy, definimos o gancho de (ig, jo) como

sendo o conjunto
{(iOaj);jO < ] < nio} U {(i7j0);i0 <1< Cjo}

Observe que o gancho (i, jo) do diagrama D, é exatamente o conjunto das células
da linha iy que estao a direita da célula (ig, jo) (incluindo a célula (ig, jo)) e as células
da coluna jy, que estdao abaixo da célula (ig, jo). A figura abaixo representa o gancho

(2,2) do diagrama Dy, onde A = (4,3,3,2,1) - 13.

D, =

>~

Considerando h;,;, como sendo o nimero de células, ou tamanho, do gancho

(10, Jo), nao é dificil ver que
hiojo = N, — (]0 — ].) + Cjo — (ZO — 1) —1= LR —|—Cj0 — ’io —jo + 1 (21)

Teorema 2.7 (Férmula do Gancho). Sendo n € N, A = (ny,ng, ..., n,) uma parti¢io

den e ST(N\) o nimero de tabelas standard do diagrama D), temos

B n!
IT n

(i7j)€D)\

ST(\)
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Demonstracao. [4], Capitulo VI, §3, pagina 211. ]

Definigao 2.8. Sejam X\ = (n1,ng,...,n,) b n e T\ = (ai;) i ep, uma tabela de Young

associada a A. Definimos:

i) o estabilizador-linha de Ty como sendo o grupo

Ry, ={o €S, | o(L) =L para toda linha L de T}
i1) o estabilizador-coluna de Ty como sendo o grupo

Cr, ={o €S, | o(C)=C para toda linha C de T}

Dessa forma Ry, é o subgrupo de S,, de todas as permutacoes que estabilizam
as linhas de T\. Analogamente, Cp, é o subgrupo de S,, de todas as permutacoes que
estabilizam as colunas de T).

Denotaremos por Sk(ai,as,...,ar) o grupo simétrico Sy sobre o conjunto
{a1, a9, ...,ar}. Assim, sendo Ty = (aij)u ep, uma tabela de Young associada a

particao A\. Para 1 <[ < r, considere
H, ={o €S, |o(a;) =a;j, para i # l}.
Entao H; ~ Sy, (ann, ar, ..., ai,) €
Ry, = HiHsy..H, ~ S, (a11, @12, ..., Q1ny ) X oo X Sy, (Qr1, Gy ooy G, ).
Analogamente, para 1 <t < n; considere
Ki={o€S, | o(a;) =a;, para j#t}.
Entao K ~ Se, (a1, ast, ..., Geyt) €
Cr, = K1 Ky.. Ky, >~ S (a11, Q01,5 oy Gep1) X oo X Se (Q1ey, Qoeyy oony Geys)-
Definicao 2.9. Para cada tabela de Young Ty definimos

er, = Z (=1)70y € KS,,.

GGRT)\
veCr,
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Lema 2.10. Sejam A+ n, T uma tabela de Young associada a A\ e a € KS,,, entdao

eriste v € K tal que epaer = ~yer.

Demonstragao. Ver [4], Cap IV, §2. |
Segue deste lema que ep, ¢ um idempotente essencial de K5, ou seja, 62TA = aer,
com a € K. Além disso, mostra-se que a # 0 (veja [6], pagina 195).
Sendo o € S,,, definimos o1 como sendo a composta o o T : Dy — I,,, que é
também uma tabela de Young do diagrama D). Observe que dadas tabelas de Young
Ty e Ty do mesmo diagrama D), entao existe o € S, tal que T5, = ¢77. Por exemplo,

considere as tabelas de Young

413|718 114132
61019 516 |7
115 9110

2 8

Entao o =(19734)(28)(5 10 6) € Syp ¢ tal que Ty = oT.

Observagao 2.11. Sejam T uma tabela de Young associada a particao A den eo € S,,.

E fdcil mostrar que Ryp = cRro™ € Cyr = 0Cro™!, e assim e,r = oepo™t.

Para cada tabela de Young T defina
MT = KSneT = {Oé€T ’ o € KSn}

Claramente M7 é um ideal a esquerda de K'S,, e assim é um submodulo de KS,,, visto

como um S,-modulo.

Exemplo 2.12. Considere n € N, n > 2, e as tabelas de Young

Temos Ry, = Cp, = S, e Cpy = Ry, = {Id} e assim
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e = Z o e fn = Z (_1)H:U’

geSy ,U«ESn

Dado o € S,,, temos

aeleaE J:E oo = e,

O'ESn O'ESTL
e
aer, =a ) (1) =3 (~Dfap= (1) Y (1) (~1ap=(-1)%r,
HESH HESH HESR
Assim, My, = (er,) e My, = (er,), ou seja, My, e Mg, tém dimensio 1. Além

disso, My, € o S,-mddulo correspondente a representacao trivial de grau 1 e My, € o

S,-modulo correspondente a representacdo sinal.

Proposicao 2.13. Sejamn € N, A\, A\, o Fn e T, 11, T; tabelas de Young dos diagra-
mas Dy, Dy,, D»,, respectivamente. Entao:
a) My é um S,-mddulo irredutivel.

b) My, e My, sao isomorfos se, e somente se, Ay = Ag.

Demonstragao. Ver [4], Teoremas 3.1 e 3.2, Cap. 1V, §3. [ ]

Segue da proposicao acima que o nimero de K-representacoes irredutiveis nao
equivalentes de S,, é maior ou igual a p(n). Mas, pela Proposi¢ao 1.82, temos que o
numero de K-representacoes irredutiveis nao equivalentes de S5, é menor ou igual p(n).
Como o numero de classes de conjugacao do grupo S, é igual a p(n), temos portanto que
o numero de K-representacoes irredutiveis nao equivalentes de S,,, e consequentemente
o nimero de submddulos irredutiveis de KS,,, a menos de isomorfismo, é igual a p(n).

Desta maneira, podemos indexar os S,-mddulos irredutiveis nao isomorfos pelas
particoes de n. Seja M, o S,-modulo irredutivel correspondente a particao A de n.
Vamos denotar por x, o seu caracter e dy = x(1) o seu grau.

Pelo Teorema 1.80 temos que todo S,-modulo irredutivel é isomorfo a um ideal
minimal a esquerda de K.S,,. Para cada A = n denotamos por I, a soma de todos os
ideais minimais a esquerda de K S,, isomorfos (como S,-mdédulos) a M,. Sendo T" uma

tabela de Young do diagrama D) temos I, = M7 K.S,,.
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Proposicao 2.14. Sejam K um corpo de caracteristica zero e n > 1. Entdo Iy é um
ideal bilateral minimal de K S, e

KS, = @IA.

A-n

Além disso, Iy = KS,ey, onde ey = Z xa(o)o.

O’ESn
Demonstracao. Veja o Teorema 1.81. Para a ultima afirmacao, veja [24], Proposigao

8.15, pagina 127. [

A proposigao a seguir relaciona o grau de x, como o numero de tabelas standard
associadas a particao A e expressa o ideal bilateral I, como soma direta de ideais

minimais a esquerda de KS,.

Proposicao 2.15. Sejam X\ uma particao de n e T1,Ts, ..., Tsrn) as tabelas de Young
standard associadas a A. Entao, dy = ST(X\) e o ideal bilateral minimal de KS,

correspondente a A tem a sequinte decomposi¢ao

dx
I, =D K Sner,.
=1

Demonstracao. Ver [4], Teorema 4.6, pagina 121. [ |

Segue entao da féormula do gancho e da Proposicao 2.15 que

|
dy= ——" (2.2)
11 %
(i,j)ED)\
Além disso, pelas Proposicoes 2.14 e 2.15, temos
KS,= & KSuer,. (2.3)

AFn
Ty standard

Sejam A F n e 11,75, ...,T,;, as distintas tabelas standard associadas a A. Pela

A

Proposicao 2.13, temos

M, ~ KSyer, ~ KSper, ~ ... ~ KSnerA.
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Entdo Iy >~ dyMy = My ® M\ ® ... ® M) e assim, por (2.3), KS, ~ @,.,, &\ M,.

-
dyvezes

Portanto,
XKs, = (2.4)

Observagao 2.16. Seja M um S,,-mddulo e considere M ~ @, tx\M, uma decom-
posicao de M em soma de submddulos irredutiveis. Se My e My sdao submddulos de M
tais que M = My ® M,y e My ~ D, maMy e My ~ D, LM, entao pela Proposicdo
1.78 devemos ter ty, = ny + l\. Particularmente, se M = K S,,, entdao ny + [, = d,.

Se My nao possui submaodulo minimal isomorfo a My, ou equivalentemente, se
ny = 0, entdo My contém todos os submddulos minimais de M isomorfos a My. De
fato, seja N um submddulo irredutivel arbitrdrio isomorfo a My e suponha que N ¢ M.
Entao MayNN = {0} e dai N&® M, é um submddulo de M. Tomando Mz um submddulo
de M tal que M = (N @ Ms) @ M3, temos um absurdo, pois a multiplicidade de x em
XnNem, = tx+ 1. Logo, N C M.

Sejam A+ n, p, a representacgao irredutivel de S, associada a A e
M, =
{aer | @« € KS,,} (onde T é uma tabela de Young associada a \) um S,-médulo irre-
dutivel associado a p,. Considere Endgg, M) o conjunto de todos os K .S,,-endomorfismos
de M,. Sabemos que vIdy;, € Endgs,, para todo v € K. Sendo agora ¢ € Endgg, My

e a € KS, tal que p(er) = aer, temos

o(er) = plerer) = erpler) = eraer = yer

para algum v € K, pelo Lema 2.10. Assim, dado x = fer € M), para algum § € K S,,,

temos

p(x) = p(Ber) = Boler) = vfer = vz
Logo, ¢ = vIdy,. Portanto, Endgg, My = {vIduy, | v € K}. Segue entdo do Teorema
1.91 que toda representacao irredutivel de S, sobre um corpo de caracteristica 0 é

absolutamente irredutivel. Ou seja, todo corpo de caracteristica 0 é um corpo de

decomposigao de 5,,.
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Teorema 2.17. Sejam x um caracter de S, € X1, X2, ..., Xm 0S8 K -caracteres irredutiveis

de S,. Considere a decomposi¢ao de x em soma de caracteres irredutiveis
X = niX1 + N2X2 + o+ Ny Xom-

Entdo, (X, Xi)s, = M-

Demonstracao. Pelos Teoremas 1.87 e 1.92, temos que

i Xi)g, =1 e (XisXj)g, =0 parai #j

Entao

(X:Xi)g, = (nix1+naxa+ .+ NXm, Xi)g,
= 11 (X1, Xi)g, + M2 (X2, Xi)g, T+ Tom (Xms Xi) g,

= n, <Xi, Xi>Sn =N,

2.2 Codimensao e Cocaracter

Como foi visto na Secao 1.3, o espago P, dos polindmios multilineares em n
variaveis pode ser visto como um S,-mdédulo através do produto definido em (1.2).
Além disso, pelo Exemplo 1.52, P, é isomorfo, como S,-médulo, a KS,, e assim a
representacao linear associada ao S,-mddulo P, é equivalente a representagao regular
a esquerda. Temos entao que o caracter de P, é dado por

Xp, =Y daxa
AFn
Considere A uma &lgebra associativa e T'(A) o T-ideal das suas identidades poli-

nomiais. Dados f(z1,xs,...,2,) € P, NT(A) e 0 € S,, entao

o f(xl,:cQ, ,xn) = f(.%g(l),xg(g), ey xo(n)) e P,N T(A)

ou seja, P, NT(A) é um submédulo do S,-médulo P,. Assim, podemos construir o

modulo quociente



Definicao 2.18. Para cadan € N definimos a n-ésima codimensao de A, denotada por
cn(A), como sendo a dimensao (como K-espago vetorial) do médulo quociente P,(A),

ou seja,

: P,
m——-—.
"R N T(A)

A sequéncia (¢,(A))nen € chamada de sequéncia de codimensdes de A.

cn(A) = dimP,(A) =d

Como dim(P, NT(A)) = n! — ¢,(A) segue que A é uma PIl-algebra se, e somente

se, cn(A) < n! para algum n > 1.

Exemplo 2.19. Sejam A uma dlgebra nilpotente e m € N tal que A™ = 0. FEntao
X1Ts...m = 0 € uma identidade para A. Assim, todo polinomio multilinear com grau
maior ou igual a m € uma identidade para A. Logo, P, NT(A) = P, para todo n > m,

e dai ¢, (A) =0 para n > m.

Exemplo 2.20. Se A € uma dlgebra comutativa, entao ¢,(A) <1 para todon > 1. De
fato, como vimos no Exemplo 1.24, [x1,x9] € T(A). Como x;,x;, = x;,x;, + [Ty, Tiy),

entdo xy,x;, = xiyx;, (mod P, NT(A)). Assim, para todo o € S, temos que
To(1)To(2)--To(n) = T182...2n(mod P, NT(A))

Dado f(x1,22,...,x,) = Z To(1)To(2)--Ton) € Pn, temos
O’ES’n

f(z1, 29, ..., x,) = Ax129...7(mod P, NT(A)), com \e K
Logo, T1T5...2,, gera P,(A) como espago vetorial. Portanto,
cn(A) = dimP,(A) <1

Se A é unitdria, entdo x1xs..x, ¢ T(A). Assim, T1Zs...2, # 0 em P,(A) e da

cn(A) =1.

Exemplo 2.21. ([15], Teorema 4.1.5) Sendo E a dlgebra de Grassmann, temos que
para todo n € N
cn(E) =21

Exemplo 2.22. ([8], Teorema 5.1.2) A dlgebra Uy(K) das matrizes triangulares supe-

riores sobre o corpo K tem a sequéncia de codimensoes dada por
cn(Un(K)) =2""1(n —2) + 2.
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Um resultado importante no estudo das codimensoes de uma PI-dlgebra deve-se a
Regev e a Latyshev. Em 1972, Regev [29] demonstrou que a sequéncia de codimensoes
de uma PI-dlgebra A é exponencialmente limitada, ou seja, se A satisfaz uma identidade
de grau d, entao c¢,(A) < (3-4%73)" para todo n € N. Posteriormente, Latyshev [25]

melhorou essa estimativa com o seguinte resultado:

Teorema 2.23 (Regev - Latyshev). Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade de grau

d > 1, entao c,(A) < (d — 1)*" para todo n € N.
Demonstracao. Ver [15], pdgina 95. u

Defini¢ao 2.24. O caracter do S,-mddulo P,(A) é chamado de n-ésimo cocaracter
de A e € denotado por x,(A). A sequéncia (xn(A))nen € chamada de sequéncia de

cocaracteres de A.

Denotando por x, o S,-caracter irredutivel associado a particao A de n, temos

Xn(A) = Z MAXA, (2.5)

AFn

onde my é a multiplicidade do caracter x, em x,(A), que é exatamente o nimero de
Sp-moédulos irredutiveis isomorfos a M) na decomposi¢ao de P,(A). Assim, a n-ésima
codimensao de A é dada por

ca(A) = dim P,(A) = Y " mad,. (2.6)

AFn

L(A) =) my

A-n

Definicao 2.25. O numero

é chamado de n-ésimo cotamanho de A.

Em outras palavras, [,,(A) conta o numero de S,,-médulos irredutiveis que apare-
cem na decomposigao de P,(A).

Seja V uma variedade e A uma édlgebra tal que V = var(A), definimos
(V) =c(A), xa(V)=xa(4) e L) =10L(A).

Sejam A - n e T\ uma tabela de Young associada a A. O préximo lema garante
que qualquer S,,-moédulo irredutivel cujo caracter é x, é gerado por um elemento do
tipo e, m, para m € M. Essa caracterizagao serd muito importante para os préximos

resultados dessa secao.
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Lema 2.26. Sejam = n e M um S,-mddulo irredutivel tal que xpr = Xu. Entdo
eriste algum m € M e alguma tabela de Young T associada a particao p tal que
M = KS,epm. Além disso, para qualquer tabela T), associada a i, existe m' € M tal

que M = K Syer,m’.

Demonstracao. Por (2.3) temos que K5, = GBT/\ den KS,er, . Sendo M um
Sp-modulo temos que KS,M = M. Dai, devemos ter er, -m # 0 para algum m € M e
alguma tabela de Young T} associada a alguma partigdo A de n. Como K S,er,-m # {0}
¢ um submoddulo de M e M é irredutivel, devemos ter K.Syep, - m = M.

Defina agora a aplicacao
w: KS,ep, — M
a —  p(a) = am.

Claramente ¢ ¢ um homomorfismo nao nulo de S,,-mdédulos. Segue da irredutibilidade

de M e KS,er, que ¢ é um isomorfismo. Pela Proposicao 1.84 devemos ter

XX = XKSner, = XM = Xp

Portanto, A = p.
Seja agora T}, uma tabela de Young associada a p. Considere o € K S, tal que
Ty = oT),. Pela Observagao 2.11 temos que ey, = UeTH(jfl. Tomando m' = o~ 'm,

temos que M = KSy,er,m'. ]

Como uma consequéncia imediata do lema anterior obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 2.27. Para todo f € P, existe um conjunto finito de polinomios multili-

neares gi, g2, ..., §r € P, € particoes A1, \o, ..., \. de n tais que
KS,f = KSneTMgl + ...+ KSyer, g

Demonstragao. Considere o S,-médulo M = KS, f e sua decomposicao em S,,-
modulos irredutiveis, M = M, & My @ ... ® M,. Pelo Lema 2.26 existem ¢; € My, ...,
gr € M, e tabelas de Young T},, ..., T\, tais que M; = KSneTMgl, ooy M, = KSper, gr.
Portanto, K S, f = KSneTMgl + ...+ KSper, gr. [
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Vamos agora apresentar dois resultados que ajudam a determinar a multiplicidade
my em (2.5).
Sejam X = {z1,29,...} e Y = {y1, 92, ...} conjuntos enumerdveis de varidveis e A

uma Pl-algebra. Considere o homomorfismo

. K(X) — %

Z; — O(x) =75

Se f = f(x1,x9,...,2,) € T(A), entdo

ol

q)(f(‘rhx% 7‘7;”)) = f(ma%a 7y_n) = f<y17y27 ,yn) -

Logo, T(A) C Ker® e portanto ® induz o homomorfismo

Observe agora que pelo Segundo Teorema de Isomorfismo temos

PLA) P, P+T(A) _ K(X)

TENTA) S T T - TA)
Sendo ¥ o isomorfismo natural entre P,(A) e P";(—Z;)(A), entao ¢(P,(A)) C I;(i?

Por simplicidade de notacao, vamos identificar P, (A) com ¥ (P,(A)).
Escrevendo P, (A) como soma direta de submédulos irredutiveis, temos que nesta
decomposicao aparecem exatamente m, submodulos isomorfos a M,. Considerando

entao o submédulo Wy ~ myM, de P,(A), temos que o caracter de W) é dado por

XWy = XX

Teorema 2.28. Seja A uma Pl-dlgebra com n-ésimo cocaracter dado em (2.5). Sejam
A= (n1,n9,...,ng) Fn e Wy um S,-submddulo de P,(A) com caracter xw, = myXa.
Se

LK) KW

T(A) T(A)
¢ um homomorfismo tal que
(@) = ... = 0(Tn,) =T
90<In1+1) - @(Im—i-nz) =UYs



@(In1+...+nk71+1) == gp(fn) = yk
onde @, =z, +T(A) ey, = yi + T(A), i = 1,2,....k, entdo my = dimp(W}), onde
W3 = $(Wa).

Demonstracao. [15], Teorema 2.4.4, pag 54. ]

Antes de apresentarmos o segundo resultado, precisaremos da seguinte observacao

que nos da uma decomposicao do S,-médulo P,.

Observagao 2.29. Sendo A uma Pl-dlgebra, ja vimos que P, NT(A) um submddulo

de P, e assim, pelo Teorema de Maschke, existe um submaodulo J de P, tal que
P,=(P,NT(A) @ J

Além disso, por (P,NT(A))NJ = {0} e pelo Sequndo Teorema de Isomorfismo, temos

P,NT(A)+J J
P,NT(A) — (P(A)NT(A)NJT

p,(4) = -

e assim xn(A) = xJ.

Teorema 2.30. Sejam A uma Pl-dlgebra, n € N e p = n. Considere
Xn(A) = ZmAXA-

Sao equivalentes:

i) my, =0;

ii) epf € T(A) para quaisquer f € P, e T tabela de Young associada a parti¢ao pi.
Demonstragao. Seja J um submédulo de P, tal que P, = (P, NT(A)) ® J. Pela
Observagao 2.29, J é isomorfo a P,(A) e assim x; = Xx,(A4). Se m, = 0, entdo J
nao possui nenhum submédulo isomorfo a KS,er, onde T' é alguma tabela de Young

associada a particao p.

Supondo agora que er - h # 0 para algum h € J, a aplicacao

Q. KSneT — KSn€T'h

a — pla)=a-h
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é um isomorfismo de S,-mddulos, o que é um absurdo pois KS,er - h C J. Logo,
er - h = 0, para todo h € J. Considerando agora f € P,, temos f = g + h, com
g€ (P,NT(A)) eheJ. Dai,

erf =erg+erh=erge P,NT(A)

e portanto erf € T(A) para qualquer f € P,.

Suponha agora que m, # 0. Entao J possui algum submddulo minimal N com
caracter Yy = X,. Pelo Lema 2.26, existe f € N tal que N = KS,erf para al-
guma tabela de Young T associada a particao p. Como N # 0, temos epf # 0, e
por (P,(A)NT(A)) nJ = {0} devemos ter erf ¢ (P,(A) NT(A)) N J. Portanto,

erf & T(A). m

Defini¢ao 2.31. Dados inteiros l,d > 0 definimos o gancho infinito H(d,l) como
sendo

H(d,1) = {(i,j) ENxN;i <d ou j<I}

H(d,l) tem a seguinte representacao grafica

—1l—

Sendo A = (ny,ng, ...,n,.) = n, temos que Dy C H(d,l) se, e somente se, a célula
(d+1,1+1) ¢ Dy. Em outras palavras, Dy C H(d,l) se, e somente se, D (4 1yd+1) ¢ D,
ou seja, Dy nao contem um diagrama retangular (d + 1) x (I +1).

Dizemos que uma partigdo A pertence a H(d,l), e escrevemos A\ € H(d,l), se o
diagrama de Young D, associado a A estd contido em H(d,l). Se M é um S,-mddulo

com caracter xy = Zm,\x,\, escrevemos Xy C H(d,l) se A\ € H(d,l) para toda

AFn
particao A tal que my # 0.
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Definigao 2.32. Sendo f = f(x1, %2, oy Tu, Y1, Y2, - Yi), dizemos que:

i) f € alternado no conjunto de varidveis xy, T, ..., T, Se

f(xla ooy Ly "'7:[;]'7 cey Ty Y1, 7yk) - _f<:[;17 "'axja ceey Ly ooy Ty Y1, 73/]6)

para quaisquer i,j € {1,2,...,n} com i # j. Se f € alternado em todas as varidveis

diremos apenas que f € alternado.
i1) f € simétrico no conjunto de variqveis xyi,Ts, ..., T, Se
F(@1, oy Ty oy Ty oo, Ty Y1y ooy Yi) = F(Z1, oy Ty ooy Ty ooy Ty Y1, oov, Yi)

para quaisquer i,j € {1,2,...n}. Se f é simétrico em todas as varidveis diremos

apenas que [ € simétrico.

Exemplo 2.33. O polinomio f(x1,x9) = [x1,22] € alternado. Mais geralmente, o

polinéomio standard s,(xq1, o, ..., Ty) = Z (—=1)7To()To(2)---To(m) € alternado.
O'ESn

O lema a seguir traz um resultado bastante técnico que sera usado nas proximas

secoes.

Lema 2.34. Sejam A\ = n,Ty uma tabela de Young associada a X e f = e, g onde g =
g(x1, T2, ..., xy) € um polindmio multilinear nas varidveis xy, T, ..., t,. Se A € H(d, 1),

entao existem uma decomposi¢ao de {xy, s, ...,x,} em uma unido disjunta
{z1, 29, ..,z } =X U..UXy U U...UY) (2.7)
com d < d,I' <1, eum polinémio multilinear f = f'(x1,...,z,) tais que
i) f ¢ simétrico em cada conjunto de varidveis X;,1 <i<d;
ii) f ¢ alternado em cada conjunto de varidveis Y;, 1< < l';
iii) KS,f = KSuf ;

i) os inteiros d 1, | X1|, ... | Xa|, |Y1], ..., |Yi| sdo unicamente determinados por \ e

nao dependem da escolha da tabela T);

v) a decomposicio em (2.7) é unicamente definida por Ty e nao depende de g.
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Demonstracao. Ver [15], Lema 2.5.6, pagina 60. [ ]

A condicdo (ii7) do teorema anterior garante que os polindmios f e f  sdo equi-
valentes como identidades, ou seja, f € (f')T e f' € (f)T. De fato, se KS,f = KS,f’,
entao existem «, 3 € K5, tais que f = af’ e f' = Bf. Donde, f € (f)T e f' € (f)T.

Definicao 2.35. Seja A uma Pl-dlgebra. Dizemos que a sequéncia de cocaracteres de

A tem altura limitada por d se o n-ésimo cocaracter de A é dado por

Xn(A) = Z MAX

h(\)<d
Isto equivale a dizer que x,(A) C H(d,0) para todo n € N. Observe que H(d,0) é

representado graficamente por uma faixa horizontal de altura d como na figura abaixo:

!

Exemplo 2.36. Se A ¢ uma dlgebra que satisfaz a identidade de Capelli de altura m,
entdo a sequéncia de cocaracteres de A tem altura limitada por m — 1. Um justificativa
para esse fato, demonstrado primeiramente por Regev [30] em 1979, serd wvista no

capitulo 4.

Como vimos no Capitulo 1, se A é uma algebra de dimensao finita igual a k,
entao A satisfaz a identidade de Capelli de altura k+ 1, e assim, pelo exemplo anterior,

temos o seguinte teorema.

Teorema 2.37. Seja A uma dlgebra de dimensao finita igual a k, entdo A tem sequéncia

de cocaracteres de altura limitada por k, ou seja, seu n-ésimo cocaracter é dado por

Xn(A) = Z MAX -

AFn
h(\) <k

2.3 Codimensoes e Cocaracteres de algumas algebras

Usando os resultados apresentados nesse capitulo vamos calcular as codimensoes,

cocaracteres e os cotamanhos de algumas algebras. Os célculos apresentados aqui
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foram baseados no artigo [11] de Giambruno e La Mattina (2005). No final dessa
secao observaremos uma propriedade satisfeita pelos cocaracteres calculados que em

sua generalidade é o Teorema do Gancho , que sera apresentado no proximo capitulo.

a
Exemplo 2.38. Seja A = ; a,be K ). Entao para todon > 1 temos:
0 b

0 ¢
Sejam Q = (z[y, z])T. Observando que [A;, Ay = , com ¢ € K, temos

0 0
Aq[Ag, A3] = 0 para quaisquer Ay, As, A € A, ou seja, [y, z] € uma identidade de A.

Assim, Q C T(A).

Considere 8 o conjunto dos monomios multilineares

m; = ;%iy...T;, , € P, com iy < ... <ip_1, parat=1,2,....n.

Vamos mostrar que [ € uma base de P, mddulo T(A) N P,, ou seja, que [ =
{m; € P,(A) | i = 1,2,...,n} € uma base de P,(A). Como x;x; = xjz; + [x;, 5],

entdo para cada o € S,
To(1)Ta(2)--Lo(n) = Tiliy.--Ti, (mod P, N Q)

onde o(1) =i e iy < .. <1i,. Assim, dado f(x1,z2,...,2,) = Z AoTo(1)Ta(2)---La(n) €
O'ESn
P,, tem-se

flzy, 2o, .. xy) = Zaimi (mod P, NQ),

i=1
ou seja, B gera P, modulo P, N Q, donde dim(P, N Q) > n! —n.

Considere agora uma combinagao linear em P,(A)

n
i=1
Assim,

(1, o, ..y xy) = Zaimi eT(A)
i=1
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Fizando k e substituindo x, = E15 e x; = Foo, para i # k, temos my = E15 e m; =0,
donde
9(E12, Eo, ..., E22) =apk, =0

Assim devemos ter ap, = 0, parak = 1,2, ....n. Logo, 5 € L.I. em P, mddulo P,NT(A),
donde dim(P, NT(A)) < n!—n < dim(P,NQ). Como P,NQ C P,NT(A), temos
P,NnQ =P, NT(A) e assim T(A) = Q (lembrando que charK = 0). Assim, B gera

P, mddulo P, NT(A) e portanto f é uma base de P,(A). Como o nimero total de

polinomios em 3 € n temos,

- p
Cn(A) = dZmPnﬂ—M =n
Considere
Xn(A) = Z MAXA (2.8)
AFn

Vamos mostrar que m,)y € mg_11) séo nao nulos em (2.8).
Sen =2, entao P,NT(A) =0 e assim, pela Observagao 2.29, temos P, ~ P, (A).

Como dy = d,1) = 1 temos

x2(A) = X2 + xa,1

Consideremos entao n > 3. Seja (n) Fn e a tabela standard

Toy=[1(2|---|n

Temos Rr,,, =S, e Cr,, = {Id}, e assim

er, = Y, (“D'op=) o

UERT(n) O'Gsn
NGCT(n)
Entao,
flay,zo, . xy) = eT(n>(x1x2...xn)
= g o(x1zy...2,)
O'ESn
= E xg(l)xg(g)...xg(n)
O’ES’n
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Substituindo agora x1 = Fis € x9 = 13 = ... = T, = E9y, temos

f(Br2, By, ..y Exp) = Y EppEg...Eyy = (n — 1)1 Eyy.
U?%)Sgl
Assim, er,, (v129...2,) & T(A) e, pelo Teorema 2.30, temos que mey) =1 em (2.8).

Considere agora (n — 1,1) F n e a tabela standard

112+ |n—-1

Tin-1,1) =
n

Temos Rr,,_,,, ={0 € Sy | o(n) =n} =S, eCp,_,, ={Id,(1 n)}, e assim

er, .y = | Y. o] Ud=(1n)

UESn—l
= E o— E o(ln

Uesn_l UESn—l

1 2 -« n—-1n ~
Observe agora que se 0 = € Rr,_,,,, entao

il iz in—l n

1 2 n—1 n

o(ln)=
no iy lp—1 11

ou seja, para cada o € Ry, temos (1 n) = p, onde p(l) = n. Considere entdo

—1,1) )

H={peS, | nl)=n}. Assim

Ty = Z U_Z“

0ESH_1 neH

E dai, considerando o monomio x1xs...x, € P,, temos

g1(x1, o, . 1y) = €T(n,1,1>($196’2---95n)
= E o— E | (x1xe...2p)
oESH_1 neEH
= E 0'1’11’2 E ,ux1:B2 ZL’n
0ESH_1 pneH
= E To1)-+Lo(n—-1)T E Tnp2) (n)
0€Sn—1 HEH

= Z (To(1)Ta()--To(n-1)Tn — TnTo(1)Ta(2)---Lo(n-1))

oESH—1

= Z [xa(l)l‘o'@)“'xo(nfl)a xn]

UESn—l
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Substituindo agora x1 = Fis € x9 = 13 = ... = T, = E9y, temos

91(E127E22>---,E22) = Z [E12E22---E22,E22]

o€Sn_1
o(1)=1

= (n—2)![Es, By

Assim, er,_, | (2172..7,) & T(A) e, pelo Teorema 2.30, temos que mep_11) > 1 em

(2.8).
Usando a formula do gancho obtemos que

d n! 1
n— e = n — .
(n=1.1) n-(n—2)---1-1

Por (2.6), ¢,(A) = Zm,\d,\ e dai

AFn

n = Cn(A) Z m(n)d(n) + m(n_m)d(n_m) Z 1+ (n - 1) =N
Logo, m@u)y = m—1,1) =1 emy =0, para X diferente de (n) e (n —1,1). Portanto,

XTL(A) = X(n) + X(n—1,1) € ln(A) = 2.

Os célculos do exemplo a seguir sao feitos de modo analogo ao do exemplo ante-

rior.
a b
Exemplo 2.39. Seja B = ; a,be K . Entao para todo n > 1 temos:
0 0
a) T(B) = ([z,y]2)";
b) cn(B) = n;
¢) Xn(B) = X(n) + X(n-1,1);
d) 1,(B) =2.
a b c
Exemplo 2.40. Seja N = 0 0 d|; abc,deK . Entao para cada n > 3,
000
temos:

a) TW) = ([z,ylzw)";
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b) co(N)=n(n—1);
¢) XnWN) = Xm) + 2X(n-1,1) + X(n—22) T X(n—2,1,1);
d) 1,(N)=5.

Dados N; € N, para i =1,2,3,4, temos

0 a b
[INi,NoJ=|0 0 0, coma,beK,
0 00

e dai [Ny, N3] N3 = cEy3, comc € K. Assim, [Ny, No]J N3Ny = Onr. Logo, [z,y|zw € uma
identidade de N'. Considerando V a variedade determinada pela identidade [x,ylzw,
temos N € V e T(V) = {[z,y|zw)T. De modo andlogo ao exemplo 2.58, temos que 0s
monomios

Myj = Ty Ty T, _,TiT5 € Pn, com iy < ig < ... < 1lp_9, (29)

para i,j € {1,2,....,n} (i # j), geram P,(V). Como o nimero total de monémios em
(2.9) é n(n — 1), seque que

P,

Cn(V) = d'lmpnm—m

<n(n-—1)

Assim, como N €V, temos c,(N) < ¢, (V) <n(n—1).
Considere as particoes (n), (n—1,1),(n—2,2) e (n—2,1,1) de n. Vamos mostrar
que suas multiplicidades sio ndo nulas na decomposicao do n-ésimo cocaracter de N

Considere a parti¢ao (n) e a tabela standard

Toy=[1(2|---|n

Pelo Exemplo 2.38, temos que

fz, 29, .. x,) = €T, (x129...2,) = Z To(1)Ta(2)---Lo(n)-
O'ESn
Substituindo cada z; por Eyy, temos
f(En; Eyy, --~7E11) = Z EnwEy . By =nlE;y #0

UESn

Assim, €T (x129...7,) ndo € uma identidade de N e dai me) = 1.
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Considere agora a particio A = (n —1,1) e a tabela standard

1 2 e in—1

T\ =

Conforme vimos no Exemplo 2.38, er, = (Z O') (Id—(1n))e

O’GSn

91(1, T2y .oy Ty) = ey (T1X9...2p) = Z [To(1)To(2)--Lo(n-1), Tn]
0ESH_1

Substituindo as varidueis Ty, To, ..., Tp_1 POT Y1 € Ty, POT Yo €m g1 (T1, Xa, ..., Ty), 0btemos
o polinomio
Filyr,y2) = (n = D!y ™, val.

Substituindo y, = F11 € yo = E19, temos
fl(Ella Elg) = (77, — 1)'(E{L1_1E12 — ElgEﬁ_l) = (7’L — 1)‘E12 7é O

Assim f1, e consequentemente €T 1) (x129...2,), nao € uma identidade para N .

Considere agora

Go(T1, T2, oy Ty) = en (T1%9... Ty 2TnTp_1)

= g (X1%9... Ty 29Xy Ty 1 — TpTo... Ty 21Ty 1)-
oESH—1

Substituindo as varidueis Ty, Ta, ..., Tp_1 POT Y1 € Ty POT Yo €M go(T1, Ta, ..., Ty), 0btemos
o polinomio
fo(yr, 42) = (n = DI *yaun — yayi ™)

Fazendo yy = E11 + Eas e yo = Fyo, teremos yi = Eyq, paran > 1, e assim

fo(Bin + Eps, Er) = (n—D)[(En + E23)"_2E12(E11 + Ey3) — Ero(Enn + E23)n_1]
= (n — 1)![E11E12(E11 + E23) - E12E11]

= (n—1)E #0. (2.10)

Assim, eT(n_M)(xlxg...xn_gxnxn_l) nao € uma identidade para N .
Seja M o submddulo de P,(N) cujo caracter é xyr = maxa (veja o pardgrafo

anterior ao Teorema 2.28). Considerando N um submddulo de P, tal que P, = M@ N,

62



entao N ~ Zm#M#. Dai, a multiplicidade de My em N ¢ igual a 0. Logo, pela

pEn
HFEA
Observagao 2.16, temos que qualquer submaodulo com caracter x estd contido em M.

Sendo My = KSyer, (x129...x,), temos que My € um S,-mddulo irredutivel com

caracter Xy, = Xa- Considere

T - M, + (P, NT(N))
L (PaNTWY))

Como vimos acima, er, (r122...x,) ¢ T(N) e assim My N (P, NT(N)) = {0}. Segue

C P,(N).

entao do Sequndo Teorema de Isomorfismo que

_ M,

My ~ ~ M
" M N (B,NT(N)) !

Assim, x5 = X € portanto M, C M.
Analogamente, considerando My = KSyer, (122...0n—2TnTn_1), temos

T — M2—|-(PnﬁT(N))

2= —pnryy =W

Considere entao o homomorfismo

dado por

o(T1) = .= 0@n,) =7 e @Tn) =0

Entio ©(G,) = f, e ©(Gy) = fo. Além disso, fi e fy sdo linearmente independentes.

De fato, considere a combinacao linear
04171 + 06272 = 6

Entao,

a1 fi(yn, y2) + aafa(yr, y2) € T(N)

Fazendo y; = Fy1 e yo = E1a, temos
a1 f(En, Erz) + aof (B, Eig) =0
ou seja,
ar(n — V(B ' Big — EnEY ") + as(n — DB * BBy — EnEf') =0
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Logo, ay(n—1)!E15 = 0 e portanto a; = 0. Além disso, por (2.10), temos fo # 0 e dai
ay = 0. Segue entao do Teorema 2.28 que m(,—1,1) > 2.

Para a particao (n — 2,2) vamos considerar a tabela standard

1 2 e ln—2

T(n—2,2) =

n—1 n

Temos Rr,,_,, = Sn—a € Cr,_,, ={Id,(1n—1),(2n),(1n—1)(2n)}. Assim,

)
h(x1, .., ) = ez, _,, (T172...7)
= > o|Ud-(1n-1)=@2n)+ (1 n—-1)(2n) (x:72..7,)

0cESH_2

Substituindo as varidveis Ty, Tg,...,Tn_2 POT Y1 € Ty_1 € Ty POT Yo em h(xq, Xa, ..., Ty),

obtemos o polinomio

ha(yr,y2) = (n — 2)U Y7 2y5 — ot 2ya — 19yl yoyn + vyl ).

Fazendo 3y, = Eqq e yo = E19 + Ea3, temos
hi(Ev1, Eip + Eays) = (n— 2) B, # 0

Logo, er, (z129...2,,) ndo € uma identidade de N e assim m_22) > 1.

—2,2)

Finalmente, para a particao (n — 2,1,1) considere a tabela standard

1 2 e ln—2

Tino211)=|n—1

n
Temos RT(%QM) =S, € CTM%M) = Stin—1,n}. Assim,
t(ry, Tay oy Ty) = eT(nful)(xle...:cn)
— Z o Z (=D u | (zr129...7,)
0€Sp—2 HES{1n—1,n}

= Z o Z (=D @u) T2 Tn2Tp(n—1)Tu(n)

O'ESn72 .u’es{l,n—l,n}
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Substituindo as varidveis T, ..., Tn_o por y; em t(x1,xq, .., T,), obtemos o polinémio

(g e, @1, 20) = (=30 > (1) )y} T 1))
Nes{l,nfl,n}

Fazendo entao y, = v1 = Fy1, 2,1 = F1o e x, = FEb3, temos
h(Eh1, Erq, Erg, Egs) = (n — 3)1Ey3 # 0,

donde mp_21,1) > 1.

Usando a formula do gancho obtemos

o dpypy =1,
n!
dn— = - _]-;
¢ don =m0 Y
° = = )
(n=2,1,1) n-(n—3)---2-1-2-1 2 ’
; n! n(n — 3)
[ ] _ = —
(n—2,2) n—1)-n-2)-(n—4)---2-1-2-1 2
Logo,

Cn(N) == Z m)\d)\

AFn
> Ay + 2d(n-1,1) + dn—21,1) + dn-2,)
(n—2)(n—1) N n(n — 3)
2 2

= 142(n—-1)+

= n(n—1)

Segue portanto que c,(N) =n(n—1) e var(N') =V, donde T(N') = ([z,y]zw)T. Além

disso
Xn(N) = Xm) + 2X(n-1,1) + X(n—22) + X(n—21,1) € [(N)=5.
Exemplo 2.41. Seja E a dlgebra de Grassmann. Entao para todo n > 1 temos:
a) c,(E) =2""1;

D W)= Y

AFn
A€H(1,1)

&) 1(E) = n.
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Os cdlculos para a obtencao dos itens (a), (b) e (¢) podem ser encontrados em

[15], Teorema 4.1.8 (pdgina 90).

Observe que as algebras A e B possuem sequéncia de cocaracteres de altura
limitada por 2, e assim seus cocaracteres estao contidos na faixa horizontal de altura 2.
Além disso, observando a decomposicao destes cocaracteres, também é possivel ver que
os mesmos estao contidos no gancho H(1,1). Pelo item (b) do Exemplo 2.41 também
temos que x,(E) C H(1,1).

Observando agora a decomposicao dos cocaracteres de NV vemos que

e assim x,(N) C H(1,2) para todo n € N.

66



Capitulo 3

O Teorema do Gancho

Neste capitulo vamos demonstrar o principal resultado desse trabalho, o conhe-
cido Teorema do Gancho. Este teorema nos da uma restricao sobre os diagramas de
Young para que os .S,,-caracteres irredutiveis correspondentes aparecam com multiplici-
dade nao nula na decomposicao dos cocarateres de uma Pl-algebra. Este resultado foi
demonstrado por Amitsur e Regev [3] em 1982. A prova apresentada aqui é diferente
da original e pode ser encontrada em [15]. A prova original serd apresentada apenas no
capitulo 4. Também neste capitulo apresentaremos trés consequéncias deste teorema,
entre elas o Teorema de Amitsur sobre poténcias do polinomio standard.

Em todo este capitulo, K denotarda um corpo de caracteristica zero e todas as

algebras serao consideradas sobre K.

3.1 O Teorema do Gancho

Antes de demonstrar o Teorema do Gancho precisaremos de alguns resultados
técnicos sobre a acao do grupo simétrico sobre o espago dos polinomios multilineares.
Para demonstrar o primeiro lema vamos precisar da seguinte desigualdade véalida para
todon € N:

nl > <§>n (3.1)

e

Sua demonstragao pode ser feita através de argumentos analiticos e geométricos (para

maiores detalhes veja [9], Segao 2.3).
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Lema 3.1. Sejam d um nimero real positivo e n = m? > e*d?, onde e é a base
dos logaritmos naturais. Se A = (m™) F n € uma particio quadrada de n, entdo

degy > d".

Demonstracao. Sendo A = (m™), entao D, é o diagrama quadrado m x m, ou seja,
Dy possui m linhas com m células cada. Para cada célula (ig,jo) € D, temos que

Cj, = Mi, = m e assim, por (2.1), o tamanho do gancho (i, jo) ¢ dado por
hiojo = 2m—i0—j0+ 1 <2m

Sendo p = H hij e m = \/n, entao
(4,5)€Dx

p < (2m)" = 2"m" = 2"(y/n)" = 2"n2"

Logo, pela férmula do gancho e por (3.1) temos

n! n" ns
degxy = — > =
p

ennpan  en2n

Como, por hipétese, n > e*d?, temos
n: > (e'd?): = e*d"

e portanto
endn  en e\”
degy s > :—d”:<—> 4> d".
CIXN = Tongn” T on 2

Dados n,m € N, com m < n, é imediato que o grupo S,, é isomorfo ao subgrupo
H={oeS,|o(i)=1i m<i<n}

de S,. Existe entao existe uma inclusao natural do grupo S,, no grupo S,. Assim,
dado um polinémio f(z1, s, ..., %) € Py, entdo em P, esse polinomio corresponde a
f(x1, 22, ooy Ty ) Ta1 ...k, Nesse caso faz sentido falar no produto af(xy, za, ..., Tm),

para a € KS,, e f € P,,. E nesse sentido que enunciamos o préximo lema.

Lema 3.2. Sejam A\ Fn, u = m, onde m < n, e suponha que A > . Considere uma
Tabela de Young T tal que os inteiros 1,2, ...,m sao colocados na subtabela T),, ou seja,

T,:D,— I, eT, éarestricio de T\ a D,. Entdo na dlgebra de grupo K S, tem-se
er, = aer,b
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com a,b € KS,.

Demonstracao. Vimos na Secao 2.1 que Ry, e Cp, sao subgrupos de S,, formados
pelas permutacoes que estabilizam as linhas e as colunas de T), respectivamente. A
partir de 7}, construimos os andlogos subgrupos Ry, e Cr, de S,,. Claramente temos
que Rr, é subgrupo de Rr, e Cr, ¢ subgrupo de Cr,. Considere as decomposicoes de

Rr

. € Cr, em classes laterais a esquerda e a direita de Ry, e Cr,, respectivamente,

RT/\ = Ui TiRTM (§ CT/\ = Uj CTMO-j

Entao,
er, = Z T Z (=1)%
TERT, o€CT,
= (ZTZ> Z T Z (—1)%0 (Z(—l)“a)

7 O'ERTN UEC'TM 7

Como
en,=| 2] | 2 (Ve
o€RT, o€Cr,

temos

onde a = Zn eb= Z(—l)"faj. u

J
Passaremos agora para o principal resultado deste trabalho.

Teorema 3.3 (Teorema do gancho). Se A é uma Pl-dlgebra, entdo existem inteiros
d,l > 0 tais que
XA =Y ma
AFn

DACH(d,))

para todo n € N.

Demonstracgao. Seja A uma Pl-algebra. Pelo Teorema 2.23 existe um inteiro positivo
d tal que c,(A) < d", para todo n € N. Considerando ¢ = d* e m tal que e’*q + 2 >
m > e?q + 1, onde e denota a base dos logaritmos naturais, vamos provar que para

qualquer n € N, o n-ésimo cocaracter de A esta contido no gancho H(m,m).
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Suponha por absurdo que existe n > 1 tal que

Xn(A) = ZmAXA (3.2)

AFn
e m, # 0 para alguma particdo p ¢ H(m,m). Como p nao pertence a H(m,m), isto
é, o diagrama de Young D, nao estd contido no gancho H(m,m), entdo D, contém o
diagrama quadrado D,, onde v = (m™) F m?. Temos que p > v. Sendo m,, # 0, segue
do Teorema 2.30 que existe uma tabela 7, e um polinomio f € P, tal que er, f nao é
uma identidade de A. Pela Observagao 1.44 podemos supor que existe algum monémio
multilinear m; = x;, x;,...x;, tal que eq,m; ¢ T(A).

2

Considere o € S,, tal que a tabela 07}, tem as entradas de 1 a m” nas posicoes

1 e assim

do diagrama quadrado D,. Pela Observacao 2.11 temos e,7, = oer,0
o tegr,omy = ep,my ¢ T(A). Sendo mj = omy, temos o e p,m) ¢ T(A) e dal
eor,my & T(A). Segue entdo do Lema 3.2 que e,p,m| = aer,bm/, onde a,b € KS,,.
Dessa forma, e, bm) nao é uma identidade para A. Como bm) € P,, segue novamente

da Observacao 1.44 que existe um monoémio my = mo(2y, ..., z,) = z;,...x;, tal que o

polinomio multilinear e, ms nao é uma identidade para A. Podemos escrever msy como
Mo = Ui U1 T U2.. . Uk—1 T4, U

onde k = m?, {iy,i9,...,0x} = {1,2,...,m?} e ug, uy, ..., up ndo dependem das varidveis

Tiyy -, Ty, Substituindo agora que cada u}s, 0 < j < k, ndo vazio que aparece em

-
my por uma varidvel, obtemos um novo monémio m/ cujo grau é no minimo m? (caso
! . . 7’ . 2 / . ~ .
todos os u}s sejam vazios) e no maximo 2m* + 1 (caso todos os u’;s sejam nao vazios).
Como eg,my nao é identidade de A, segue que existem um inteiro m? <t < 2m? + 1
. . - ;o i
e um monomio multilinear w = w(xy,...,x;) (do qual mj é consequéncia) tal que
er,w ¢ T(A).
Vamos considerar o S;-modulo P; como um S,,,2-médulo deixando o S,,,2 agir sobre
as m? varidveis x,, Ta, ..., T2 e fixando as demais. Seja M o S,,2-médulo gerado por

er,w. Como vimos, M ¢é irredutivel e M N (P, NT(A)) é um S,,2-submédulo de M.
Dali,

MN(PNT(A)=0 ou MnNn(PNTA)=M

Mas, como er,w € M e ep,w ¢ T(A), entdao M N (P,NT(A)) # M e assim devemos
ter MN(P,NT(A)) =0. Segue da ultima igualdade e do fato de que M + (P, NT(A))
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é um subespaco de P, que
dim P, > dim(M + (P, NT(A)))

ou seja,

t! > dim M + dim(P, NT(A))

Como ¢;(A) =t! — dim(P, NT(A)), segue que
dim M +dim(P, NT(A)) <t! = (A) +dim(P,NT(A))

e assim, ¢;(A) > dim M = degx,,.

Como v+ m? e m? > (e?q+1)? > e*¢?, segue do Lema 3.1 que
c(A) > degy, > ¢

Além disso, por 2m? + 1 > t temos m? > e, lembrando que ¢ = d?,

c(A) > ()7

Como t > 3, temos # >t e assim

c(A) > ()7 > d

o que é um absurdo, pois ¢,(A) < d" para todo n € N. Portanto, em (3.2) todas as

multiplicidades m,,, com p ¢ H(m,m), sao iguais a zero. [ |

3.2 O Teorema de Amitsur

Como uma primeira consequéncia do Teorema do Gancho vamos nessa secao
demonstrar o conhecido Teorema de Amitsur que garante que toda PI-dlgebra satisfaz

uma poténcia de um polinomio standard.

Lema 3.4. Seja A\ - (m*) uma particio den = km e seja T a tabela de Young standard

associada a A dada abaizo

1 k+1 (m—1)k+1

2 k+2 (m—1)k+2
T:

k 2k mk
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Considere f(x1, %2, ..., Tpm) = er(T1T2...Tkm) € Pem. Entao
W(T1, ooy T) = [(X1, oy Thy T1y ooy Thoy eey Ty vey T
obtido pela substitui¢ao Tpy; = Topyi = ... = T(m—1)ksi = Ti, 1 = 1,2,..., k, € igual a
(m)* - s (w1, 2o, ..., k)
Demonstracao. Como Cr = K1 K,...K,,, onde
Ki={oceS,|o(i)=14, Viel,—{(G—-1)k+1,.. jk}} =S
(veja Defini¢ao 2.8 e os comentérios subsequentes), temos

(Z(—U“N) (@172an) = Y > (D=1 iy i (212,

,U«ECT wEKy pwmEKm

=y > (-1)#1...(-1)%—1#1...%1<Z (—1)%%(;51@...%))

mEeEKy PUm—1€EKm—1 neEKm

= Z Z (=D (=D g e g1 (331:62...x(m,l)ksk(x(m,l)kﬂ,...,:L‘n))

mEKy m—1€EKm_1

- Sk(xb (RS xk‘) : Sk(karla "'7‘1.2]6) R Sk(x(m—l)k—l-la 7$mk>

Observe agora que Ry = HyH,...Hy, onde

Hi={ceS,|o@)=i Viel,—{j,k+7,...,(m—1k+j}} ~ 5,

Entao,
flz1, 29, ..., x,) = ep(T122..20,) = Z o <Z (—1)“,u(x1x2...:z:n)>
oc€RT neCr
= Z U(Sk(ﬂfl, 79%) ) Sk(fEsz, ---Jzk) Tt Sk:(x(mfl)kJrla ,Imk))
oc€RT
= Z Sk(aja(l)a ooy IU(k)) : Sk(IJ(k+1)7 e xa(2k)) TR Sk(xa(m—l)k—‘rlv e xo(mk))
ceCr
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Logo,

'l,U(I'l,.TQ,...,xk) - f(xhl'g,...,xk,xl,l'g,...,xk,...,l'l,l'g,...,xk;)
= Z SE(T1, ey )™
ocE€ERT

= (m')k csp (a1, Tay ey Ty

pois |Ry| = (m!)k.

Teorema 3.5 (Amitsur). Para qualquer Pl-dlgebra A existem inteiros k e m tais que

A satisfaz a identidade s'(xq, ..., xx) = 0.

Demonstracgao. Seja

Xn<A) = Z MAX A

AFn
Pelo Teorema do Gancho existem d,l > 0 tais que my = 0 se Dy € H(d,l). Tomando

entdo k =d+1, m=1+1e pu= (m") uma parti¢do de mk, temos que D, ¢ H(d,l) e
assim m, = 0. Considere a tabela T dada no lema anterior. Como m, = 0, segue do

Teorema 2.30 que

fx1, 2oy oy Tpr) = ep(T129... k) € T(A)

e assim

wW(T1, Toy ooy T) = f(XT1, 0oy Ty T, ooy They vy Ty o, Tg) € T(A)
Mas, pelo lema anterior,
w(wy, g, ..., xx) = (MO - s (21, 29, ..., T1),
e portanto, como char K = 0,

3?(55175527 7$k) € T(A)

3.3 Superalgebras Finitamente Geradas

Dada uma superalgebra A = A© @ AM podemos, a partir dela, definir uma nova

superalgebra, chamada de envoltdria de Grassmann de A, como segue.
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Definigao 3.6. Sejam E a dlgebra de Grassmann e A= A© @ AW uma superdlgebra.
A dlgebra
G(A) = (AQ @ EO) g AV @ EW)

¢ chamada de envoltoria de Grassmann de A.
Considerando G(A4)© = A® @ EO) ¢ G(A)Y = AV @ EW | temos que
G(A) =G(A)Y o GA)WY,
Além disso, como AW AU C A+H) ¢ EOEU) C B para i,j € Zy temos que
G(A)(i)G(A)(J‘) = AV AU @ EOEU) C A g pU+) — G(A)(”j)

para i,j € Zs. Assim, G(A) é de fato uma superélgebra.

Nesta secao usaremos o Teorema do Gancho para mostrar que dada uma variedade
(ordinaria) nao trivial de algebras, existe uma superélgebra finitamente gerada A =
A @ AW tal que V é gerada pela envoltéria de Grassmann de A. Esse resultado foi

mostrado por Kemer [20] em 1984.

Exemplo 3.7. Considere a dlgebra My(K) e a Zs-graduacio dada no Ezemplo 1.62.

Como
a 0
My(K)9 @ EO ~ My(E)© = ca,d € BEY
0 d
0 b
Mo(K)YV @ B ~ My(E)Y = :b,c € EW
c 0
Temos que

G(My(K)) = (Mo(K)? @ EO) @ (My(K)M @ EV)

a

12

ca,d e E© ¢b,cec EY
c

Esta dltima é uma importante Pl-dlgebra, normalmente denotada por M ,(E).

Seja K (Y, Z) a superalgebra associativa livre. Vamos denotar por P, o espaco

dos polinémios multilineares de K (Y, Z) nas varidveis y1,....,yx € Y € 21,..., 2 € Z.
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Considere ~: Py, — Py 0 isomorfismo linear definido pela seguinte relacao:
dado f € Py, escrevendo f na forma

f= § Qo W W0 Zg (1)W1 - Win—1 Zgr (m) Win

o€Sn
W=(wo,w1,...,Wm)

onde wy, wi, ..., Wy, SA0 MONOMIOS em Y1, Y2, ..., Yi € 0o € K, tomamos

f = E (_1)0050,Ww020(1)w1-‘-wm—lza(m)wm
oESn
W=(wgo,w1 ..., wm)

Claramente temos f = f.

Lema 3.8. Sejam A e B dlgebras, by, bs, ..., b, € B elementos que comutam entre si,

a, ag,...,a, € A e f(xy,..,x,) = Z QoL (1)To(2)---La(n) UM polindmio multilinear.
gESy

Entao

f(a1 & bl, vy (024 bn) = f((ll, a9,y ..., an) & blbgbn

Demonstracao. De fato, como os elementos by, b, ..., b, sao comutativos, temos que

bg(l)ba(g)...ba(n) = b1bs...b,, para toda o € S,,. Logo,

flar®@by,...,a,, ®b,) = Z Ao (Ag(1) @ be(1))(Ao(2) @ bo(2))---(Aa(n) @ bo(n))

JGSH
= Z Oég<ag(1)ag(2)...ag(n) X bg(l)bg(g)...ba(n))
UGSn
= (Z aaag(l)aa(z)...ag(n)) ® biby...b,
oESH

= f(a/laa/Qa'-';an)®blb2...bn

A proposicao a seguir d4 uma relagao entre as identidades graduadas de A e de

G(A).

Proposicao 3.9. Seja f € Py, Entao f € uma identidade Zo-graduada de G(A) se,

e somente se, f ¢ uma identidade Zs-graduada de A.

Demonstracao. Considere 77, ...,75 € AY, Z1, ..., Zm € AW elementos homogéneos
arbitrrios A e g1,....,qx € E©, hy, ..., h,, € EM clementos homogéneos arbitrarios de

F. Fixe um monomio

W= W(Y15 ey Ykr 215 s Zm) = G0(Y15 s Yk) Zo(1)--Um—1 (Y15 > Yk) Zo(m) @m (Y15 - Yk)
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e considere w o monomio w avaliado em 7 ® g1, ..., Yr ® G, 21 @ h1, ..., Zm @ hyy,. Como

91, gk € Z(E) € hq, ..., hy, s20 anti-simétricos em F| temos, pelo Lema 3.8, que

wo = aO(m®glw”7%®gk>(za(l)®h0(1))'-'<za(m)®h0(m))am<ﬁ®gla-”7%®gk)
= (ao(m, ...,%)Eg(l)al(gl, ...,yk)...zg(m)am(m, ,%)) & gl...gkhg(l)...ho(m)

= (—1)(7&0(%, ...,%)Eg(l)al(gl, ...,gjk)...za(m)am(m, ,%) ® g1...9kh1... Ay,
Dai,
f(m(8 g1, 7yk: & gkaz_1® h17 7%(@ hm) = f(m7 7ykaz_la 7%) ® glgkhlhm

e portanto f é uma identidade graduada para G(A) se, e somente se, f é uma identi-

dade graduada para A. ]

Observagao 3.10. Sejam f = f(xy1, 22, ...,x,) um polinomio multilinear, K (Y, Z) a

dlgebra associativa livre Zg-graduada e o; = (i1,19,...,1,) € Lo X Ly X ... X Ly. Para

n vezes
cada 1 < i < 2™ podemos construir o polinomio f; € K (Y, Z) substituindo em

[ = flx1,29,...,2,) a varidvel x; por y;, se a j-ésima coordenada de «; for 0, ou
por zj, se a j-ésima coordenada de c; for 1.
Sendo A = AQ @AY uma superdlgebra e a1, as, ..., an € A, temos a; = al” —i—agl),

com al(-o) € AD) ¢ agl) € AW, Daj,

271
Flaran ) = 3 Faf) . o)
=1

onde a; = (i1,19,...,1,). Observe que se f; € To(A), para i = 1,2,3,...,2", entdo

f(agi1)’a§i2)7 ,CL,EZ")) =0 e assim f(CL1,CL2, ’”7an) =0.

Sendo V uma variedade de algebras, vamos denotar por V* a classe de todas as

superdlgebras A = A® @ AW tais que G(A4) € V.
Teorema 3.11. Para toda variedade de dlgebras V a classe V* € uma supervariedade.

Demonstracao. Denote por S o conjunto de todas as identidades multilineares de
T(V). Como char K=0, uma &lgebra B pertence a V se, e somente se, g é uma iden-

tidade ordindria de B, para todo g € S. Sejam A = A® @ AD uma superalgebra
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e B = G(A) a envoltéria de Grassmann de A. Como vimos B é uma superalgebra
onde BO = A0 @ FO ¢ BM = AW & EM_ Pela Observacao 3.10, temos que B
satisfaz uma identidade multilinear ordinaria ¢ = 0 de grau n se, e somente se, B
satisfaz um familia de 2" identidades Zs-graduadas onde cada uma delas é obtida de
g substituindo-se algumas k variaveis, com 0 < k < n, por variaveis de grau par e as
outras n — k por varidveis de grau fmpar. Pela Proposigao 3.9, temos que B = G(A)
satisfaz uma identidade graduada multilinear f = 0 se, e somente se, A satisfaz a
identidade graduada f = 0.

Sendo entao g € S, considere W, = {qul,z =1,2,3,...,2"} e W = UgesW,, onde
0s g.s sao obtidos de g como na Observagao 3.10. Entao B = G(A) € V se, e somente
se, h é uma identidade graduada de A para todo h € W. Logo, A € V* se, e somente

se, W C T5(A). Portanto, V* é a supervariedade determinada por W. [ |

Vimos na Secao 1.3 que toda supervariedade )V possui uma superalgebra relativa-
mente livre. Pelo teorema acima, temos que V* é uma supervariedade e assim podemos

falar de superalgebra relativamente livre de V*.

Lema 3.12. Seja

. 1 mi 1 me 1 1 7
F =W U e Ui ooy U 20 s 210 s 2 ooy 1)

um polindmio multilinear nas varidveis yi, ..., yp*, 21, ..., 2" tal que f é simétrico em

cada conjunto de varidveis {y;,...,y;";1 < i < k} e é alternado em cada conjunto
{zjl ...,z;j; 1 < j <I}. Dada uma variedade V, denote por L = L(uy, ..., ug, wy, ..., w;)
a superalgebra relativamente livre da supervariedade V*, com k geradores livres pares
Uy, ..., ur e l geradores livres impares wy,...,w;. Considerando todos os yg 's como

varidveis pares e todos os z} ’s como varidveis impares, consideremos o polinomio mul-

tilinear Zs-graduado f Entao se

F UL, ooy Uy ey Uy vy Uy Wy ey Wy ey Wy ey W) = 0
——— ————

mi1 mg T1 T

em L, entdo f € uma identidade ordindria de V.

Demonstracao. Ver [15], Lema 4.8.1, pagina 110. |

Finalmente provaremos o resultado principal dessa secao.
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Teorema 3.13. Para qualquer variedade ordindria nao trivial V existe uma superdlgebra
finitamente gerada A = A® @ AW tal que V = var(G(A)). Além disso, como uma

dlgebra ordindria, A satisfaz uma identidade polinomial nao-trivial.

Demonstragao. Pelo Teorema do Gancho existem inteiros nao negativos k, [ tais que

Xn(V) = Z MAXA (3.3)

para todo n € N. Considere a supervariedade V* e a superalgebra relativamente livre
L = L(uy, ..., ug, wy, ..., w;) em V* com geradores pares uj, ..., uy e geradores impares
wy, ..., w;. Vamos mostrar que V é gerada por G(L), ou seja, T'(V) = T(G(L)).

Como L € V*, por defini¢do, G(L) € V, e assim T'(V) C T(G(L)). Vamos agora
mostrar que T(G(L)) € T(V). Seja f € P, NT(G(L)). Pela Proposi¢ao 2.27, f é

equivalente a um sistema finito de identidades do tipo
er,g =0 (3.4)

onde g = g(x1,...,x,) € P,, X\ é uma particao de n e T, é uma tabela de Young
associada a A. Assim, é suficiente mostrar que se f € P, NT(G(L)) é do tipo (3.4),
entao f é uma identidade de V.

Se A ¢ H(k,l), entdao my = 0 em (3.3), e pelo Teorema 2.30 temos que f = ep, g é
uma identidade de V. Seja agora A € H(k,1). Pelo Lema 2.34 podemos assumir que f
depende de &’ (com k" < k) conjuntos de variaveis {y!,...,47}, 1 <i < k', nos quais f
é simétrico, e de I’ (com " < [) conjuntos de varidveis {zjl-, e z;j}, 1 < j <, nos quais
é alternado. Considere Ly = Ly (uq, ..., ugr, wy, ..., wy ) a superalgebra relativamente livre
na variedade V* com geradores pares uy, ..., ux € geradores impares wy, ..., wy. Temos
que Ly é a subdlgebra de L gerada por {uy, ..., u, wy, ..., wy }, L§°) C LO e Lgl) c LM,
Dali,

WeEOCLOgE® & [WgEDCLOgED
ou seja, G(L)® € G(L)® e G(L)M € GL)Y. Assim, G(L;) € G(L), e como

feT(G(L)), temos f € T(G(Ly)).

Vamos entao considerar o polinomio

_ 1 mi1 1 myr 1 1 1 Ty
L= s U oo Y ooy Ypr ™ s 215 ey 21y ey 2ty ey 2 )
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sendo os y!’s varidveis pares e os z!’s varidveis fmpares. Como f € T(G(L1)) podemos
considerar f como uma identidade Zy-graduada de G(L;). Segue entao da Proposigao

3.9 que a superalgebra L; satisfaz a identidade graduada f , € em particular,

F Uy ey Uy ey Uy ey Upry Wy ey Wy ey Wy ey W) = 0
—— e — N — ——
mivezes mkl’UeZSS rivezes ’,"l/’UeZSS

em Lj. Segue entao do Lema 3.12 que f é um identidade para V. Logo, T'(V) =
T(G(L)) e assim V = var(G(L)).

Resta mostrar que G(L) satisfaz uma identidade ordinaria. Como G(L) =
(LO @ EO) @ (LM @ EW) é uma Pl-algebra, pois T(G(L)) = T(V), segue que
LO @ EO® também é uma PI-dlgebra, pois é uma subalgebra de G(L). Observe agora
que LO®1 = {a®1 | a e L} é uma subdlgebra de L® @ E® isomorfa a L. Logo,
L ¢ uma PI-4lgebra. Portanto, pela Proposiciao 1.67, temos que L é uma PI-4lgebra.

3.4 Crescimento de Cotamanhos

Nesta secao vamos provar que dada uma variedade nao trivial V a sequéncia de
cotamanhos (1,(V))nen € polinomialmente limitada. Este resultado deve-se a Berele e
Regev e foi demonstrado primeiramente em 1983. A demonstracao que apresentaremos
aqui foi feita em [15].

Sejam V uma variedade e
Xn(V) = ZmAX/\ (3.5)

o seu n-ésimo cocaracter. Pelo Teorema do Gancho, existe um gancho infinito H(k,1)
tal que x,(V) C H(k,1), para todo n € N.

O préximo lema nos da uma limitagao para o nimero de particoes A de n para
as quais m, é diferente de zero em (3.5). Antes faremos uma observagao que serd

importante para sua demonstragao.

Observagao 3.14. Seja A+ n tal que Dy C H(k,l). Entdo )\ estd unicamente deter-
minada pelos numeros de células nas k primeiras linhas e os numeros de células nas

[ primeiras colunas de Dy. Assim, se A = (A, Aa, ..., \) Ene X € H(k,), entao a
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(k+1)-upla (A1, Aay ...y Ak, €1, C2, ..y 1), onde ¢j denota o nimero de células na j-ésima
coluna de Dy, determina A unicamente. Nesta (k=+1)-upla estamos considerando ¢; = 0,
sejg>mny en; =0, sei>r,

Lema 3.15. Sejam k el inteiros nao negativos. Entao valem:

a) Sen € N, entao o nimero de particoes A = n tais que Dy € H(k,l) é menor ou igual

a (n+ 1)k

b) Se V é uma variedade nao trivial tal que x,(V) C H(k,l) para todo n € N, entdo o

nimero de particoes A = n tais que my # 0 é menor ou igual a (n + 1)F*.
Demonstragao.

a) Dado n € N, tomemos H,(k,l) = {\ + n | X\ € H(k,l)}. Considere U, =
{0,1,2,...,n} e A = (n1,ng,...,n,) € H,(k,l). Defina a aplicagao

o Hy(kl) — U =U,xU,x..xU,

k+1 vezes

A — p(A) = (n1,na, ..y N, €1, Co,y ooy Cp)

onde ¢; denota o numero de células na j-ésima coluna de D) (consideramos ¢; = 0,

sej >ngen; =0,sei>r). Pela Observacao 3.14, temos que ¢ é injetiva. Assim

[(Hu(k,1)] < |(U:f+l)| = (n+ 1)k+l

b) Segue imediatamente do item a).

Considere a supervariedade V* correspondente a variedade V e L =
L(uy, ..., ug, wy, ..., w;) uma superalgebra relativamente livre de V*, onde uy, ..., ux sao
os geradores pares e wy,...,w; os geradores impares. Segue do Teorema 3.13 que
VY =var(G(L)) e L é uma Pl-algebra finitamente gerada. Considere L,, o subespaco de
L definido por

L,=(w..v; | 1<i<n) (subespago gerado)
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onde vy, ...,v; € {uy, ..., u, wy,...,w; }. Um fato importante sobre a dimensao de L,, é

que existem constantes a e T tais que
dimL, < an’. (3.6)

Para maiores detalhes ver [15], Segao 4.9.

O préximo resultado d4 uma limitagdo para as multiplicidades my em (3.5).

Lema 3.16. Seja V uma variedade (ordindria) nao trivial. Entao existem constantes

a e T tais que a multiplicidade my em (3.5) satisfaz a desigualdade

my < an”

para todo n € N e para toda A - n.

Demonstragao. Seja H(k,l) um gancho infinito tal que x, (V) C H(k,l) para todo
n. Considere L = L(uy, ..., ug, wy, ..., w;) uma superalgebra relativamente livre da su-
pervariedade V*, onde uq,us, ..., u; sao geradores pares e wy, ws, ..., w; sao geradores
impares, e constantes a e T' com em (3.6).

Supondo que existem n e X F n tais que my > an’ > dimL,, (L, como acima),

temos A € H(k,l), pois my > 0. Pela Observacao 2.29 temos que

P,=(P,NnTV)®J (3.7)

T

onde J é um submédulo de P, e J ~ P,(V). Dai x; = x»(V). Como my > an', entdo

o Sp-médulo P, (V), e consequentemente J, possui um submdédulo do tipo
M, ®..® M,

onde cada M; é irredutivel, isomorfo a M, (e consequentemente com caracter y,), e

q > an’. Segue de (3.7) que o S,-médulo P, possui um submédulo
Mi®..eM,e(P,NTYV)) (3.8)

Pelo Lema 2.26, existe uma tabela de Young T) associada a particao A tal que cada
moédulo M;, i = 1,2,...,q é gerado por um polinémio nao nulo do tipo f; = epr,m;,
onde m; € M; é multilinear. Pelo Lema 2.34 temos que para cada polinomio f;, com

1 =1,2,...,q, existe um polinomio multilinear h; onde M; = KS, f; = KS,h;, assim
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fi e h; sao identidades equivalentes. Ainda pelo Lema 2.34 o conjunto de variaveis

{1, 29, ..., 2, } pode ser decomposto em uma uniao disjunta
Yiu..uY,UZiU...UZy (3.9)

onde k' < kel <1, tal que cada h;, com i = 1,2, ..., q, é simétrico em cada conjunto de
varidveis Y; e alternado em cada conjunto de varidveis Z;, e a decomposicao em (3.9)
depende apenas da tabela T\. Adicionando alguns conjuntos vazios, se necessario,
podemos supor que k = k" e [ =1". Vamos denotar por s; a cardinalidade do conjunto

Y, 1 =1,2,...,k, e por r; a cardinalidade do conjunto Z;, j = 1,2, ...,(, ou seja,
S1 = |Yi|, ey S = |Yk|,’f‘1 = |Zl|,...,’f’l = |Zl|

Por (3.8) temos que (M; & ... ® M,) N (P, NT(V)) = {0}, e como h; € M;,
parai =1, ..., ¢, entdo o conjunto {hy, ..., h,} é linearmente independente. Assim, para
quaisquer escalares nao todos nulos ai,...,a, € K, temos anhy + ... + aghy # 0 em

M, @ ... ® M,, donde
Ozlhl + ...+ quhq ¢ T(V) (310)

Observe agora que o polinomio multilinear ayhy + ... + oyhy é também simétrico em
cada um dos conjuntos de variaveis Y7, ..., Yy e alternado em cada conjunto Zi, ..., Z;.
Considere entao o polinomio
Gi = Gi(YLy ooy Uky 215 ooy 21) = Pi( Y1y ooy YLy ooy Yy wovs Ykis 215 wovy 21y weey 2Ly oony 21)
— —_— —

——

S1 Sk T1 T

i=1,2,...,q, onde h; é obtido de h; (veja segao a anterior), sobre o pressuposto que as
variaveis de Y; U ... UY} sao variaveis pares e as variaveis de Z; U ... U Z; sao impares.

Como o grau total de cada g; é igual an =s; + ... + s +r1 + ... + 1, temos que

9 = gi(“’l) coey U, W1, "'7wl) € Ln

Como dimL,, < ¢ entao gi, g2, ...,J, sao L.D em L,, e assim existem escalares, nao

todos nulos, oy, ..., o tais que

Oélg_1+...+05qg_q =0 (311)

82



em L,, e consequentemente em L. Considerando entdao o polindmio multilinear f =
arhy+...+a4h,, temos que f simétrico em cada um dos conjuntos de variaveis Y7, ..., Yj
e alternado em cada conjunto Zi, ..., Z;. Observe também que
F1ULy ooy Uk 215 ooy 20) = F(UYLy ey YLy ooy Yky ovvs Yhis 21y weey 21y wey 2Ly oeey 21)
—— —_— —

——

S1 Sk 1 L8]

= 101+ Qg2 + ... + g9,

e por (3.11)
fl(ul, ey Uy WYy ey W) = Q17 + .. F 4G4 =0

em L. Logo, f satisfaz a hipotese do Lema 3.12 e portanto f = 0 é um identidade de
Ve aihy + ...+ ash, € T(V). Temos entdo uma contradi¢ao por (3.10), e o teorema

estd demonstrado. ]

Como consequéncia dos Lemas 3.15 e 3.16, vamos mostrar o resultado principal

dessa se¢ao, o qual diz que a sequéncia de cotamanhos é polinomialmente limitada.

Teorema 3.17. Se V ¢ uma variedade nao-trivial, entdo a sequéncia de cotamanhos
de V ¢ polinomialmente limitada, isto €, existem constantes C' e k tais que
~ Y < ot
= my < Cn
AFn

para todo n > 1.

Demonstracao. Considere um gancho infinito H(k,[) tal que x,(V) C H(k,l) para
todo n € N. Segue do Lema 3.15 que o nimero de partigoes A - n tais que my # 0 é
menor ou igual a (n 4 1)® (com s = k +1), e pelo Lema 3.16 existem constantes a e T’

tais que cada m, é menor ou igual a an’. Dai,

LOYV) = ) my<(n+1)

A-n

< 2nfan”

= COn”

onde C =2aek=T+s. ]
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Capitulo 4

O Teorema de Amitsur e Regev

Neste capitulo apresentaremos os resultados de Amitsur e Regev em [3] a respeito
da existéncia de identidades do tipo
[ (zy) = Z Ao To()Y1T0(2)Y2-+-Yn—2To(n—1)Yn—1To(n)
o€S,
para alguma PI-dlgebra. Para isto veremos algumas propriedades importantes satisfei-
tas pelos ideais bilaterais de KS,,. A partir destes resultados obteremos novamente o
Teorema do Gancho.

Em todo este capitulo, K denotarda um corpo de caracteristica zero.

4.1 Preliminares

Sejam S,, o grupo simétrico e K.S,, a algebra de grupo. Como charK = 0, pelo
visto na Se¢ao 2.1 existe uma correspondéncia biunivoca entre as particoes de n, os
ideais bilaterais minimais de K5, e as K-representacoes irredutiveis de S,,. Para A - n
a representacgao irredutivel p, associada a A sera chamada de \-representacao de S,,.
Lembramos que dy denota o grau de py, ou seja, dy = xa(1), onde y, é o caracter de
px € 1 denota a identidade de S,,.

Seja A = (nq,na, ..., ng) uma particdo de n. Uma cota inferior para dy é dada por

a2\
YE\eXm+ )

onde e denota a base dos logaritmos naturais, ¢; denota o nimero de células na j-ésima

coluna e o somatoério varia sobre todas as linhas e colunas do diagrama de Young D).
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Em particular, se A = (k') é uma partigao retangular de n, entao n; = k e ¢; = [, para

2 kIl \M

quaisquer 7 e j, € assim

Uma demonstragao para essa estimativa pode ser encontrada em [32], Lema 6.2.21.

Lembramos que P, munido do produto

0(X1%2..Tn) = To(1)To(2)---Lo(n)

é um S,,-modulo isomorfo a KS,,. Assim, os ideais a esquerda de K.S, correspondem
aos S,-submédulos de P,. Pelo visto na Secao 2.2, sendo A uma élgebra, (P, NT(A))
¢ um submodulo de P, e assim corresponde a um ideal a esquerda de K.5,.

Neste capitulo, quando nao houver confusao, f denotara tanto o polinomio mul-

tilinear f(xq,x2,...,2,) = Z QoTo()To(2)--To(n) € Pn quanto sua pré-imagem f =
gES,

Z a,0 € K S, pelo isomorfismo ¢ definido no Exemplo 1.52.

ocESH

Vamos agora definir uma acao a direita de S, sobre P, com a qual trabalharemos

em todo esse capitulo. Sejam f(z1,xg, ..., x,) = Z AoTo(1)To(2)---LTam) € Pn e T €S,
gESy
Definimos uma acao a direita do grupo S,, sobre P, da seguinte maneira

flz, 20, x0)T = fT - (21,29, .0y Ty) = Z QoTor(1)Tor(2)---Lor(n) (4.2)
O’GSn

- . ey .
Essa acao consiste em mudar as varidveis ;s do monomio Ty(1)Zs(2)..-To(n) de acordo

com a permutacao 7!

, ou seja, a varidvel (1) aparece na posigao 771(1) do novo
mondmio, a varidvel z,(») aparece na posi¢ao 7'(2) e assim por diante.
Seja I o ideal bilateral de K.S,, associado a particao A de n. Como vimos na

Secao 2.1, Iy é gerado como ideal bilateral por ey = Z xr(o)o, ou seja, Iy = KS,e,.
O'ESTL
Mas, como ey € Z(KS,), temos I, = e)KS,. Vamos identificar o ideal I, pela sua

imagem em P,. Um polinémio f(x1,xs,...,z,) € I\ serd chamado de A-polinémio.

Entao, pela Proposicao 2.14, todo A-polindémio é da forma fey, para f € K.S,.
Exemplo 4.1. Considere a partigio A\ = (1") de n. Vimos no Exemplo 2.12 que a

Sp-representacao py € a representacao sinal, e assim x (o) = (—1)7 para toda o € S,,.

Logo,

ex(r1zy...xy,) = Z xa(o)o(r129...2,) = Z(—l)g%(l)%(z)---%(n)

o€Sh €Sy
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ou seja, ex(x1xs...x,) € 0 polinomio standard de grau n.
Uma propriedade importante satisfeita pelos ideais I é dada no lema a seguir.

Lema 4.2. Sejam n € N, A Fn e A uma Pl-dlgebra que satisfaz uma identidade de
grau d. Se dy > (d —1)*", entao I, C B, NT(A).

Demonstragao. Pela Observagao 2.29 existe um ideal a esquerda J de K5, tal que
J~P,(A) e KS, = (P,NT(A) & J. Assim, dimJ = ¢,(A) e pelo Teorema 2.23
temos dimJ < (d — 1)**. Sendo M um submédulo irredutivel qualquer de P, com
caracter xy, entao dim M = dy > (d — 1)*". Assim, M ¢ J. Pela Observagao 2.16
temos M C P, NT(A). Como I, ¢ a soma de todos os ideais minimais & esquerda de

K S,, com caracter y,, temos Iy, C P, NT(A). n

Lembrando que se m e n sao dois niimeros naturais tais que n < m, entao existe
uma inclusao natural de S,, em .S,,, onde S,, permuta apenas os primeiros n elementos
de I, = {1,2,...,m} e deixa os outros m—n elementos fixos. Assim podemos identificar

o polinomio f(xy,xs,...,z,) € P, com o polinomio f(x1,Za, ..., Tp)Tni1-.- T € Pp.
Teorema 4.3 (Teorema Branching). Seja A - n. Entdo
Sn
M>\ +1 ~ ®H‘Zg§1 M/‘« e M)\|Sn_1 ~ @95%3\1 Mg

Demonstracao. Ver [18], Teorema 2.4.3, pagina 59. |

Como consequéncia do Teorema acima temos o seguinte corolario.

Corolario 4.4. Sejam A+ n e m > n. Entdo o ideal bilateral de K.S,, gerado por

I, e S, é@1I,, onde ju corre sobre todas as parti¢oes de m tais que 1 > \.

Sejam p a A-representacao de S, e m > n. Pelo Teorema Branching, a repre-
sentacao induzida p°» contém em sua decomposicio todas as p-representacoes de Sy,
com f > A. Denotando por x o caracter de p e por x, o caracter da p-representagao

de S,,, pelo Teorema 2.17 temos

O™ X)), 70
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Pelo Teorema da Reciprocidade de Frobenius, temos

<X/‘«‘Sn7X>Sn = <XSM’X'U'>Sm 7£ 0

Logo, as p-representagoes de .S,,, quando restritas a .S,,, contém as A-representacoes de
S, com A < p. Com isso, e observando que y,|s, tem o mesmo grau que x, (ou seja,

tem grau du), temos o seguinte teorema:

Teorema 4.5. Sejam m,n € N, pt=m e A n com p > \. Entao, d, > dy, onde d, e

dy sao os graus da \-representacao de S, e da p-representacao de S,,, respectivamente.

4.2 O Teorema de Amitsur e Regev

Lema 4.6. Sejam f(x1, %2, ..., %5) = D QAeTe(1)To(2)---Tan) € Pn €Po, D1, ..., Pn MmONOMI0S
tais que popy...pn € multilinear nas varidveis T, 1, ..., Ty. Entdo eriste uma permutac¢ao

T € Sy, tal que

(f(xlv EREE) xn)xn+1-'-xm)7— = Z AeP0lo(1)P1To(2)--Pn—1To(n)Pn (43)
O'GSn

Demonstragao. Seja 7 € S, tal que
(X129 Xy Ty Toy)T = DOXT1P1L2- - Pp—1LnPr,
Entao para toda o € S,
O(T1. - T Tpg1 T )T = PoTo(1)P1T0(2) - -Pr—1To(n)Pn

e portanto,

(f(x1, ooy Tp)Tpg1 . Ty))T = (Z ozgxg(l)m(,@)...xg(n)> T

G’GSn

= Zaga(xlxg...xnasnﬂ...a:m)T

O'ESTL

= ) ao0(poT1p1T2. Pa-1TnPn)
O’ESn

= Z AePolo(1)P1Lo(2)-+-Pn—1To(n)Pn
JESn
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Observacao 4.7. Sejam f(x1,xs, ..., T,) = Z QoTa(1)To(2)---Tam) € Pr €
O'GSn

1 2 3 4 5 -+« 2n—2 2n-—1
T = € Son—1
1 n+1 2 n+2 3 -+ 2n—1 n

Substituindo x,; por y; obtemos que

fze, . yxy)T = Z QLo (1) Y1 T (2)Y2--- Yn—1Lo(n)-
ocESh

Vamos denotar o polinomio f(x1,xs,....,x,)T por f*(x;y), ou seja,

f*(l',y) = Z AoZo(1)Y1 T (2)Y2---Yn—2T5(n—1)Yn—1Lo(n)- (44)
gESy

Temos o seguinte resultado demonstrado por Amitsur e Regev em 1982.

Teorema 4.8. Seja A uma Pl-dlgebra que satisfaz as identidades de um ideal bilateral
I C KS, e todas as identidades de (KS,,)I(KS,,) para 2n > m > n. Entdo para

todo polinémio multilinear f(x1,xo,...,T,) = Z AoTo(1)Ta(2)---Tam) de I, A também
O'ESTL
satisfaz a identidade

f* (Z’, y) = Z UeTo(1)Y1X0(2) - Lo(n—1)Yn—1Lo(n)
oESy

e todas as identidades obtidas retirando-se alguns yis de f*(z;y). Além disso, quando
A for unitdria, € suficiente que A satisfaca as identidades de I, de (K S,)I(KS,) e de
(K Sop—1)I(K San—1).

Demonstragao. Pela Observacao 4.7, temos f* = fr. Assim, f* € (K.Sa,_1)I(K So,_1)

*

i1 is...i, © Dolinomio obtido de

e portanto f* é uma identidade de A. Denote por
f* suprimindo-se as varidveis v;,,¥i,,...,¥i,, onde 1 < k < n — 1. Considerando
m = 2n — k — 1 e aplicando o Lema 4.6 com os monomios po, Py, Diy , Piys ---, Pi, VAZIOS €
Pi; = Tnyjk = Yj—k Paraj € {k+1,k+2,...,n—1}, existe 7 € Sy, 1 tal que f7 ,
é obtido de f7 através da substituicao de y; por y;,., para j = {1,2,...,n —k — 1}.
Como f1 € T'(A), temos f}:, . € T(A).

Se A possui unidade e f* é uma identidade de A, entao qualquer polinémio
obtido de f* substituindo-se uma variavel y; por 1 também é uma identidade de A.

Neste caso, precisamos apenas que A satisfaca as identidades de (K S,)I(KS,) e de
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(KSgn_l)[(KSQn_l). [ |

A reciproca do teorema anterior é dada como segue:

Teorema 4.9. Seja I um ideal bilateral de K S, com I C P, NT(A), e suponha que
para todo f € I a dlgebra A satisfaz também f*(z;y) = 0 (com a possibilidade de
y; = 1). Entao para todo m > n, A também satisfaz a identidade g = 0, para todo

g € (KS)I(KS,,).

Demonstragao. Como P, NT(A) é um ideal a esquerda de KS,, é suficiente mostrar
que g = fr € T(A) para f € [ e T € Sy,.
Seja f(x1,Ta, ..., xy) = Z NoTo(1)To(2)---Lom) € 1. Entao por (4.3)

oES,
G(X1, ooy Ty Ty 1y oy Tn) = JT(X1, oo, Ty T 1y oey T
= flx1,...,xn)T
= Z Vo (To(1) T (2) - Lo (n) Trg1---Tin) T
o€Sy,

= ZOéapoxo—(il)p1$a(i2)p2~-~pn—1Ia(z‘n)pn
O’GSn

onde os p; sao monomios tais que popips...p, ¢ multilinear nas varidveis T,y1, ..., Tm
(com algum p; podendo ser igual a 1), {i1,s,....3,} = {1,2,...,n} e iy = 7(j;) com
J1 <J2 < ... < Jn-

Seja p € S, definida por p(k) = 7(jx), para 1 < k < n. Entao

f($1,$2, e xn)ﬂ - Z AoTop(1)Lou(2) - Lou(n) = Z AoT5(i1) Lo (in) - La(in)

UGSn G'GSn
e assim
(fﬂ)*($1a <oy Ty P,y "'7pn71) = Z UoTo(i1) P10 (i2) P2+ -Pn—1T o (iy) -
O'ESn

Dessa forma o polindmio g tem a seguinte forma

g(xh vy Ty Tpg1y +eey xm) = pO[(f/j’)*('xlv X2y ey T P15 P2, "'7pn71)]pn

Como [ é um ideal bilateral, entao fu € I, e assim, por hipdtese, temos que (fu)*(z;y)

é uma identidade de A. Entao, substituindo y; por p; em (fu)*(z;y), parai =1,...,n, e
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multiplicando por py a esquerda e por p,, a direita, concluimos que g é uma identidade

de A. -

Considere a identidade de Capelli de altura m

dm(xa y) = Z (—1)0-%(1)?/1330(2)?42--~-ym—1$a(m)-

UESm

De acordo com a notagao estabelecida em (4.4) e pelo Exemplo 4.1, temos que

dm(73y) = €\ (2;y)

onde A = (1™). Assim, a identidade de Capelli é um caso particular do polindémio
ex(z;y).
O teorema a seguir caracteriza as algebras que satisfazem uma identidade de

Capelli e sua demonstragao pode ser encontrada em [30].

Teorema 4.10. Se A satisfaz a identidade de Capelli de altura m, entao A satisfaz

todas as A-identidades com h(\) > m, ou seja, para todo X > (1), temos Iy CT(A).

Como I, C T(A), para A > (1), entéo o n-ésimo cocaracter de A tem a seguinte
decomposicao
Xn(A) = Z MAXA

AFn
h(X)<m

ou seja, A tem sequéncia de cocaracteres de altura limitada. Assim, o n-ésimo coca-
racter de A estd contido na faixa horizontal de altura m.
O préximo teorema é uma generalizacao do Teorema 4.10, no sentido de que

caracteriza as algebras que satisfazem uma identidade do tipo e} (z;y).

Teorema 4.11. Uma Pl-dlgebra A (com unidade) satisfaz a identidade e}(x;y) se, e

somente se, A satisfaz todas as p-identidades para toda p > \.

Demonstracgao. Seja I, o ideal bilateral de K'S,, associado a particao A de n. Su-
ponha primeiramente que e(x;y) ¢ uma identidade de A. Como A tem unidade
entao ey(r1z3...x,) também é uma identidade de A. Sendo g um A-polinomio, te-

mos g = fey, onde f € KS,. Como P, NT(A) é um ideal & esquerda de K, entdo
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g = fex € P,NT(A), logo, I\ C P,NT(A). Além disso, temos que ¢g*(z;y) = g7, onde

T é dada na Observacao 4.7. Temos

9" (z;y) = g7 = (fex)T = f(eat) = fel(z;9).

Como e5(z;y) € T(A), temos ¢g*(z;y) € T(A). Segue entao do Teorema 4.9 que para
m > n, vale (KS,,)I\(KS,,) C P, NT(A). Pelo Corolario 4.4, temos que

(KSm)INESy) = EP 1.
s
Portanto, I, C P, NT(A) e assim A satisfaz todas as p-identidades para toda p > .
Suponha agora que I, C (P, N T(A)) para toda g > A, com p - m. Entao
> 1, C (P, NT(A)).
pEm

n>A

Pelo Corolério 4.4 temos

> 1= (KSu)IA(KSp)
s

para m > n, e assim (K.S,,)[\(KS,) C P, NT(A). Segue entdao do Teorema 4.8 que,
para todo f € I, A também satisfaz a identidade f*(z;y). Como ey(z123...x,) € Iy,

temos que €5 (z;y) é uma identidade de A. n

Teorema 4.12. Se A satisfaz uma identidade de grau d, entdo A satisfaz todas as
A-identidades tais que o diagrama de Young Dy contém um retangulo k x | onde

KL e(d—1)*
k+1 2 ’

Demonstragao. Sejam k e [ satisfazendo a condigao acima. Considere n = kl e a
particao p = (I¥) de n. Devemos mostrar que A satisfaz todas as A-identidades para

A > p. Temos por (4.1) que
2 kI \"
4, > (__> S (d— 1) > (d— 1)

Assim, pelo Lema 4.2, temos [, C P, NT(A). Consequentemente, e,(z12s...x,) ¢ uma
identidade de A. Sendon < m < 2n —1e A+ m tal que A > u, pelo Teorema 4.5
temos

dy>d, > (d—1)">(d—1)*"
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Novamente pelo Lema 4.2 temos I, C P,, N T'(A). Assim, pelo Corolario 4.4, temos

(KSm) I (KSy) = @D In € P, NT(A)
Arm
AZp
Logo, pelo teorema 4.8, temos que para todo f € I, A satisfaz a identidade f*(z;y) e
todas as identidades obtidas de f*(z;y) retirando-se alguns y;s. Como I, C P,NT(A),
segue do Teorema 4.9 que (K5,,)1,(KS,,) C T(A), para todo m > n. Param > n e

A m, com A\ > u, temos, pelo Corolario 4.4,
I\ C(KSpu)I,(KSy)

Portanto, A satisfaz todas as A-identidades para \ > pu.
[ ]
Como uma consequéncia do teorema anterior obtemos novamente o Teorema do

Gancho.

Coroléario 4.13 (Teorema do Gancho). Seja A uma Pl-dlgebra. Entdo o n-ésimo
cocaracter de A € dado por
Xn(A) = Z MAXA
AFn

DyCH(k—1,1-1)

onde k el satisfazem o Teorema 4.12.

Demonstracao. Seja J um ideal a esquerda de K .S, tal que KS,, = (P,NT(A))® J.
Como vimos na Observacao 2.29, J ¢é isomorfo a P,(A) e assim x; = xn(A). Pelo

Teorema 4.12 temos que Iy C P, NT(A) para A > (I*). Sendo x,(A) = ZmAXAa
AFn
temos, pelo Teorema 2.30, que my = 0 para A > (I¥). Observe que A £ (I¥) equivale a

dizer que Dy nao possui a célula (k,1), ou seja, Dy C H(k — 1,1 —1). Portanto,

WA= ) max
DACH?IZZLZ—l)

92



Referéncias Bibliograficas

[1]

S. A. Amitsur, J. Levitzki, Minimal identities for algebra, Proc. Amer. Math. Soc
1, 449 - 463 (1950).

S. A. Amitsur, The identities of Pl-rings, Proc. Amer. Math. Soc. 4, 27 - 34
(1953).

S. A. Amitsur, A. Regev, Pl-algebras and their cocharacters, J. Algebra 78, 248 -
254 (1982).

H. Boerner, Representations of groups, 2nd ed., North-Holland, Amsterdan, 1967,
1970.

J. Colombo, P. Koshlukov, Identities with involution for the matriz algebra of

order two in characteristic p, Israel J. Math. 146, 337 - 355 (2005).

C. W. Curtis, 1. Reiner, Representation theory of finite groups and associative

algebras, Interscience, John Wiley and Sons, New York-London, 1962.

V. Drensky, A minimal basis for the identities of a second-order matriz algebra

over a field of characteristic 0, Algebra and Logic 20 (3), 188 - 194 (1981).
V. Drensky, Free algebras and Pl-algebras, Springer-Verlag, Singapore, 1999.
D. G. Figueiredo, Andlise I, 2 ed. Rio de Janeiro: LTC, 1996.

A. Giambruno, P. Koshlukov, On the identities of the Grassmann algebras in

characteristic p > 0, Israel J. Math. 122, 305 - 316 (2001).

A. Giambruno, D. La Mattina, Pl-algebra with slow codimension growth, J. Alge-
bra 284, 371-391 (2005).

93



[12]

[13]

[25]

A. Giambruno, M. Zaicev, On codimension growth of finitely generated associative

algebras, Adv. Math. 140, 145 - 155 (1998).

A. Giambruno, M. Zaicev, Ezxponential codimension growth of P.I. algebras: an

exact estimate, Adv. Math. 142, 221 - 243 (1999).

A. Giambruno, M. Zaicev, A characterization of algebras with polinomial growth

of the codimensions, Proc. Amer. Math. Soc. 129, 59 - 67 (2000).

A. Giambruno, M. Zaicev, Polynomials Identities and Asymptotic Methods,
Mathematical Surveys and Monographs 122, Amer. Math. Soc., 2005.

N. Jacobson, Structure theory of algebraic algebras of bounded degree, Annals of

Math. 46, 695 - 707 (1945).
N. Jacobson, Basic Algebra II, 2* Edicao, Dover, New York, 2009.

G. James, A. Kerber, The Representation Theory of the Symmetric Group, Ency-
clopedia of mathematics and its applications, Volume 16, Addison - Wesley, 1981.

. Kaplansky, Rings with a polynomial identity, Bull. Amer. Math. Soc. 54, 575 -
580 (1948).

A. Kemer, Varieties and Zy-graded algebra, Math USSR, Izv 25, 359 — 374 (1985).

A. Kemer, Finite basis property of identities of associative algebras, Algebra and

Logic 26, 362 — 397 (1987).

P. Koshlukov, Basis of the identities of the matriz algebra of order two over a field

of characteristic p # 2, J. Algebra 241, 410 - 434 (2001).

D. Krakowski, A. Regev, The polynomial identities of the Grassmann algebra,
Trans. Amer. Math. Soc. 181, 429-438 (1973).

T.Y. Lam, A First Course in Noncommutative Rings, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer, 2001.

V. N. Latyshev, On Regev’s theorem on identities in tensor product of Pl-algebras
(Russo), Ups. Mat. Nauk. 27, 213 - 214 (1973).

94



[26] J. Levitzki, On a problem of A. Kurosch, Bull. Amer. Math. Soc. 52, 1033 - 1035
(1946).

[27] J. B. Olsson, A. Regev, An application of representation theory to Pl-algebras,
Proc. Amer. Math. Soc. 55, 253 - 257 (1976).

[28] Yu. P. Razmyslov, Finite basing of the identities of a matriz algebra of second
order over a field of characteristic zero, Algebra and Logic 12, 47-63 (1973).

[29] A. Regev, Ezistence of identities in A ® B, Israel J. Math. 11, 131-152 (1972).

[30] A. Regev, Algebras satisfying a Capelli identity, Israel J. Math. 33, 149 - 154
(1979).

[31] D. J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Graduate Texts in Mathe-

matics, Springer-Verlag, New York, 1995.

[32] L. H. Rowen, Polynomial Identities in Ring Theory, Academic Press, New York,
1980.

95



