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Resumo

Neste trabalho consideramos uma equacao de evolucao nao local com convolucao
e provamos a existéncia de um atrator global para o fluxo gerado por esta equacao.
Além disso, mostramos que o funcional energia associado a esta equacgao satisfaz a
propriedade de Lyapunov de decrescer ao longo de solugoes. Mostramos também a
existéncia de equilibrios nao triviais e estudamos a instabilidade destes equilibrios.

Palavras chave: Problema de Cauchy; Atrator global; Funcional energia.
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Abstract

In this work, we consider a non local evolution equation with convolution and
we prove the existence of a global attractor for the flow generated by that equation.
Futhermore, we show that the energy functional associated with this equation satisfies
the Lyapunov’s property of decreasing under the solutions. We also show the existence
of non trivial equilibria and study its instability.

Key words: Cauchy problem; Global attractor; Energy functional.

iv



Agradecimentos

Tenho inicialmente que agradecer aos professores Angelo, Aparecido, Brandao,

Braulio, Claudianor, Daniel, Henrique e Horacio pelas excelentes aulas.

Humildemente agradeco novamente aos orientadores Aparecido e Horacio pela

excepcional dedicacao e paciéncia,
O apoio financeiro do CNPaq.

Gentilmente lembro os colegas Ailton, Antonio Igor, Joelson e Itailma, compan-

heiros de teto e estudo.
Aos meus pais agradego com carinho pelo apoio inabalével.

Meus agradecimentos também aos funcionarios da UFCG, pegas importantes

deste trabalho,

E finalmente a Carol, pelo norte.



Dedicatoria

vi

A.C.



“ Without pain, without sacri-
fice, we would have nothing. Like
the first monkey shot into space.”.

Tyler Durden
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Introducao

Neste trabalho consideramos a equacao de evolugao nao local

0 t
L) (1) + tanh(3(] # ). ). )
onde m(z,t) é uma funcao real sobre R x R, , # é uma constante nao-negativa, J €
C'(R) ¢ uma funcao par nao-negativa com suporte no intervalo [—1,1] e integral igual

a 1. O simbolo * denota o produto convolucao, isto é,

(% m)(x) = / J(z — yym(y)dy. 2)

A equagao (1) é usada no estudo de sistemas de spins com dindmica de Glauber
e interagoes de Kac, onde ela surge como limite continuo de modelos probabilisticos,

(veja 3], [11], [12], [14], [15], [16] e [18]).

Os objetivos deste trabalho consistem em:

e mostrar a existéncia de um atrator global para o fluxo gerado por (1). Para isso,
seguimos |[3|, usamos resultados cléassicos de [4] e [20] e o Teorema de Imersao

Compacta de Sobolev.

e mostrar existéncia de solucoes de equilibrios nao triviais. Para tanto usamos
um funcional energia, o qual satisfaz a propriedade de Lyapunov de decrescer ao
longo de solugoes de (1) e o principio da Invariancia de La Salle. Nesta etapa,

seguimos os artigos de pesquisa [3] e [15].

Esta dissertacao esta organizada como segue: no Capitulo 1 apresentamos alguns

conceitos e resultados preliminares. No Capitulo 2 estudamos algumas propriedades
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da equagao de evolugao (1), formulamos este problema com condi¢des periddicas e
mostramos a existéncia de um atrator global. No Capitulo 3 exibimos um funcional
energia e estudamos suas propriedades, para com elas mostrarmos a existéncia de
equilibrios nao-triviais. Além disso, mostramos que estes equilibrios nao-triviais sao
instaveis.

Finalmente, no Apéndice, exibimos alguns resultados cléssicos que de alguma

forma foram necessarios neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, consideramos algumas defini¢oes e resultados classicos da liter-
atura os quais sao usados para fundamentar este trabalho, entre esses podemos citar
as nogoes de conjuntos absorventes e atratores para um semigrupo e os teoremas sobre
existéncia e unicidade de solucao de equagoes diferenciais ordinarias em espacos de

Banach.

1.1 Teorema de Existéncia e Unicidade em Espacgos
de Banach

Nesta segao, seguimos os resultados de [4] e [11], os quais s@o repetidos aqui para
deixar o texto mais didatico.

Considere, em um espaco de Banach X, a equagao diferencial

T = f(t,z), (1.1)
sendo

FiIxX — X

(t,z) — fit,z),

onde f é uma funcgao continua, I C R e & denota a derivada de x com relacao a variavel

t.
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Uma fungao continuamente diferenciavel ¢ : I C R — X ¢ dita solugao de (1.1)

no intervalo [ se:

(i) o grafico de ¢ em I, isto ¢, {(t,¢(t));t € I} esta contido no dominio de f;

(ii) Egb(t) = f(t,¢(t)) para todo t € I.

O problema de Cauchy para (1.1) com condi¢oes iniciais (tg, o) ¢ denotado por
T = f(t,l’), I(to) = X2y, (to,fl]o) el xX (12)

Lema 1.1 O problema (1.2) € equivalente a equagdo integral

x(t) = xo +/t f(s,z(s))ds. (1.3)

Prova. De fato, integrando de ¢y a t ambos os lados de (1.2), temos

/t:x’(s)ds - /t:f(s,a:(s))ds.

Dai, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

x(t) — x(ty) = /t f(s,x(s))ds.

Portanto,

z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.3) temos

t
%ﬂt) = %x(to) + % /to f(s,z(s))ds.
Logo,
T = f(t,x(t)), z(to) = xo.

|
Quando X = R", temos o classico Teorema de Picard que garante existéncia e unicidade
para (1.2). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.1 Seja Q = I, X By, onde I, = {t; |t — to| < a}, By, = {z; ||z — zo|| < b}.
Suponha f : Q :— R" continua e lipschitziana na sequnda varidvel. Se |f| < M em

Q com M € R, entdo existe uma e somente uma solu¢io de (1.2) em I,, onde,
a = min{a,b/M}.
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Prova. Veja [19]. n

No que segue, discutiremos um resultado que generaliza o Teorema de Picard.

Teorema 1.2 (Existéncia Local) Sejam X um espago de Banach, 6 > 0 e (tg, xg) €

R x X. Suponha que numa vizinhanga do ponto (ty,zo) a fungao

frlto—0,to+0]xX — X
(t7x) = f(t7m)7

€ continua em t e satisfaca a condicao de Lipschitz na sequnda varidvel, isto €, existe
M € Ry tal que

fit,z) — fit,y)|| < M|z —yl|, Vt € [to—9,to+ 0], Va,y € X. (1.4)

Entao existe uma vizinhanca de ty tal que o problema de Cauchy
S
{ v = ft.2), (L5)

tem uma unica solucao.

Prova. Seguimos nesta demonstracgao a idéia dada por Daleckii e Krein em [4]. Como
f & continua em ¢, fixado n > 0 e x € X tal que ||z — xo|| < 7, entdo dado & > 0 existe

e > 0, tal que
1f (8, x) = flto, )| <& (1.6)
sempre que |t — ty| < e. Usando a hipotese de f ser Lipschitz na segunda variavel,

temos

1f (&, 2) = f (£, o) || < M[x — zol| < M. (1.7)
Note que, pela norma da soma
12, 2) = (o, zo) || = [|(£ = to, & — wo)|| = |t = to| + [l — w0l <&+, (1.8)

Usando (1.6) e (1.7), obtemos

1f (t,2) = f (o, o)l = [If (£, 2) = f(t, 20) + f (2, 20) — f(to, z0)]]
< If @) = f@& o)l + I (¢ wo) — f (Fo, 2o
< Mn+¢&.

Portanto, fazendo 7 = Mn + £, segue que

If (£, ) = f(to, o)l < 7,
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sempre que

H(t,l’) - <t07x0)|| <e+ 7,

isto é, f é continua numa vizinhanga de (to, o), por conseguinte f é limitada nesta

vizinhanga (veja [9] Teorema 2 p.225). Logo, existe M; > 0 tal que

If (. 2)|| < My < oo (1.9)

n

Agora, seja @ = min (6, E) e denote por C, (X) espago de Banach das fungoes

continuas x que sao definidas para |t — to| < « assumindo valores em X, ou seja,

rilto—ato+al — X
t — x(t)

COIIl norma

lll = sup [[z(8)]] (1.10)

[t—to|<a
Seja
B, ={z € Ca(X) : [z — ol <n}.

Seja T' um operador sobre B, dado por
t
(Tx)(t) = xo —i—/ f (s,z(s))ds.
to

Note que 7'(B,)) C B,,. De fato, dado = € B,, temos que

[(Tz)(t) — 2ol < alM. (1.11)

De (1.10) e (1.24) temos
1Tz = oll = sup [[(Tz)(t) — ol
‘t—to‘ga
< OéMl.

Logo,

7w~ woll < 5p-Mr =
Portanto,

T:B,CX — B,
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Para simplificar a notagao, vamos supor que t > t,. Para t < t; a demonstragao é
analoga.

Para z; e x5 em B,,, da hipdtese de fser Lipschitz, temos

|(Te2)(t) - (Ta)(0)]] < / I (s, a(5)) — F (5, 22(s)|ds
< / M|zo(s) — 1(s) |ds

IN

¢
/ M||zq — x1||ds.
to

Logo,
[T2(t) = Taa ()] < M(E — to) |22 — 24 (1.12)

Estimando agora a composicao ||(T?xs)(t) — (T?z1)(t)|| e usando (1.12) obtemos

IT(Tx)(t) = T(Tz) ()] = ‘/tt[f(SaTm(S))—f(s,Txl(S))]dS

< / /(5. Teals)) — £ (s, T (s)) s
< / M|(Tz2)(s) — (Tie1)(s)|ds
< /t MM (s — to)l|zs — a1]|ds

t
VI / (s — to)ds
to

< el oy
Dai,
I%)0) = (2O < M2y .
Seguindo este procedimento, para a n-ésima composigao, teremos
[(T"22) () — (T"a1)(H)]| < %M”(t —to)" ||z — a1 -

Portanto,

[@z2) — ()l < B,

(Mo)™ '

Como, para n suficientemente grande, 0 < < 1, pois n! cresce mais rapidamente

n!

do que (Ma)™, segue que o operador T' possui um tnico ponto fixo, isto é, existe um

tnico z € B, tal que (T'z)(t) = x(t). Logo,

x(t) =z + /tf(s,x(s))ds e x(ty) = xo.

0
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Portanto, pelo Lema 1.1 segue que x(t) satisfaz (1.2). [ |

Observagao 1.1 O Teorema 1.2 afirma somente a existéncia de solugoes em uma certa
vizinhanga do ponto to, mas, tendo construido uma solugao no intervalo [to — d,to + 0],
podemos tentar estender um pouco mais adiante. E ébvio que podemos continuar tal
procedimento indefinidamente se, por ezemplo, as condigées (1.4) e (1.9) sao satisfeitas
para todo t e x € X com mesmas constantes M e My. Em particular se as condi¢oes
(1.4) e (1.9) estao satisfeitas para todo t € [a, 00), ||z — xol| < 7, para algum o €
R, e a solugio x de (1.1) € tal que ||x(t) — x| < mo < 1, entdo podemos estender

indefinidamente quando t — 00.

Se impormos exigéncias de carater global sobre f, podemos conseguir solucoes
globais sem hipotese prévia no seu comportamento (veja [4]).
Teorema 1.3 (Existéncia Global) Suponha que exista um dominio [a,b] x X em
que a funcao f € continua em t e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz na sequnda varidvel.

Entao para todo (to,x¢) € [a,b] x X, o problema de Cauchy (1.5) possui uma unica
solugao ¢ : [a,b] — X tal que x = ¢(t) .

Prova. A prova é analoga & prova do Teorema 1.2. Basta notar que:

(i) a hipotese do teorema implica na limitagdo de f em [a,b] x S, onde S é um

subconjunto compacto arbitrario de X, e que

(i) o papel de B, ¢é feito pelo espago C(X), das fungoes continuas z : [a,b] — X
munido da norma

)l = sup [lz(2)]]-

te[a,b]
Portanto, segue-se o resultado. [ ]
Observagao 1.2 Note que se a equagao (1.1) for autonoma, ou seja, f nao depende
explicitamente de t, entao f € continua em t para todo t € R e, portanto, os Teoremas

1.2 e 1.8 se aplicam. Em particular, se f é globalmente Lipschitz, temos que existe

uma unica solugao global do problema de Cauchy (1.5),(veja [2]).
Para o caso particular de sistemas autonomos, temos o classico resultado, devido
a Cauchy, Lipschitz e Picard, dado abaixo:

Teorema 1.4 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam X um espa¢o de Banach e F :

X — X uma aplicagcao tal que

|F(z) = Fy)ll < Lz —yll, VoyeX (LeRy).
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Entao, para todo xg € X, existe x € C' ([0, 00), X) tal que

{i;fi? (1.13)

Prova. Pelo Lema 1.1, resolver (1.13) é equivalente a achar x € C* ([0, 00), X) tal que
t
z(t) = xo + / F(z(s))ds. (1.14)
0
Defina,
E = {z € C'([0,00), X) : supe™[lz(t)]| < oo},
>0
para alguma constante k > 0, a ser fixada posteriormente.
Afirmacao 1: E é um espago de Banach com a norma
|z]le = supe™™||z(8)]|, & > 0.
>0
De fato, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em E. Dado ¢ >0, I ng € N tal que
|Zm — Tnllg = sup e ™|z (t) — 2,(t)|| <&, para m,n > ng. (1.15)
>0
Dai,
e M|z (t) — zn(t)|| <&, paratodo m,n >ng, t>0. (1.16)

Para cada t € [0,00), fixado, segue de (1.16) que a sequéncia (x;(t), xo(t),...) é de

Cauchy em X. Assim, existe 2! € X tal que
7,(t) — 2 quando n — oo.

Defina
x:[0,00) = X,

tal que
z(t) = 2" = lim z,(¢), Vt>0.

n—oo
Observe que x € E e x,, — z em E. De fato, comecamos notando que, como x,, € uma
sequéncia de Cauchy em E, x,, é limitada em E. De fato, fixando € = 1, existe ng € N
tal que se n,m > ng entao

|zm — xal|e < 1,
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ou seja, se n > ngy entao
Hxno - QJHHE < 17
0 que mostra que a sequéncia ¢ limitada por max{||zo||g, .-, || ZTno—1lE, [|[Zn,||E + 1}-

Dai, existe uma constante ¢ > 0 tal que

lzalle = supe™™fza(t)]
t>0

< c.
Por outro lado, pela definicao de supremo, temos

ez @)l < supe ™|z (1)
>0
= [lzalle-
Dai,
e Mz < e

para todon € N, ¢t > 0 e k > 0 fixo. Passando ao limite nesta ultima desigualdade,

quando n — oo, obtemos

Donde,

|z]l& = supe™™|z()]| < ¢,
>0
portanto, x € E Para concluirmos a afirmacao é suficiente verificarmos que

x, — x, uniformemente em [0, 00).

Para isso, note que, dado € > 0 existe ng € N tal que

3

5 (1.17)

[Zm(t) — za(t)] <

para todo m,n > ng e qualquer ¢ € [0,00). Entao, fazendo m — oo em (1.17)

concluimos que, para n > ng
€
lz(t) = za(®)ll < 5 <,

para todo ¢ € [0, 00), ou seja x,, — = uniformemente em [0, 0).

Além disso, para todo x € E, a funcao

@) () =0+ | Flas)is

pertence a E. De fato,



(i) a continuidade de ® segue do fato de termos uma soma de fung¢des continuas.

(ii) Mostraremos que ||®(x)||g < co. Com efeito,

[2(@)le = supe || (Pz) (1)]

t>0

zo + /OtF(x(s))ds

= sup e M
>0

Dali,

19 (2)|le < supe™||zo]| + supe™
t>0 t>0

/OtF(x(s))ds .

17

A primeira parcela do lado direito desta tultima desigualdade claramente ¢ finita.

Para mostrarmos a finitude da segunda parcela, comegamos observando que,

[ Ftsnas

Mas, usando a desigualdade triangular, temos

/ |F(x(s)) — F(0) + F(0)]|ds < / |F(x(s)) — F(0)ds + / |F(0) s,

sup e M

t>0

< supe* / I|F(x(s))]|ds.

t>0

e usando a propriedade de F ser lipschitziana (com constante de Lipschitz L) no

primeiro termo apoés a desigualdade, temos

[1reols < [ Liatsias+ [ 1Fo)as

Como ||F(0)|| ndo depende de s, segue que

[1Feolas < [ Lol + FO):

Multiplicamos a expressdo acima pelo nimero positivo e * (

minado posteriormente) obtemos,

t
/ |F(x(s))llds < / e Llla(s)lds + e[ F(O)]|t
0

Dai

onde k seré deter-

t
/||F Hds</ Le ke o (s)l|ds + e M| FO) . (1.18)
0

Considere o conjunto

G={cM|F(O)]t; t=>0}
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1EO]|

Este conjunto ¢ limitado superiormente por *=-=. Com efeito, considere a fungao

g :10,00) — X definida como

g(t) = e M|[F(0)]t.

Derivando com relagao a t, temos,

gt) = £ _ekUF(O)Htk,

o que implica que g tem um maximo local em ¢ = % Como a funcao g esta
definida em um dominio conexo, é continua, ¢'(t) > 0, Vt < % eg(t) <0, Vt >
%, segue que este maximo é global, implicando que G é um conjunto limitado

superiormente. Portanto sup G = m existe e é finito.

Dai, aplicando o sup em ambos os lados de (1.18) temos

¢
supe” /||F )lds < supe_kt/ Le *eF e |2 (s)||ds + m.
0

>0 >0

t
= LHxHE/ e Meksds +m
0

t
= L||x||Ee_kt/ e*ds +m
0

t

1
— L||x||Ee_kt [E€ks +m

0

ekt

1
— LHxHEe’kt [ T E} +m

1 e—kt
= Llels | - | +m

Portanto,

1
supe” / | F(z(s))]|ds < LHxHE— +m < 0.

t>0

Afirmacgao: Se escolhermos k > L, ® é uma contracao.

De fato,

[ (x(s)) = @(y(s)Il = [F'(2(s)) — F(y(s))]ds

< / 1F(x(s)) — Fy(s))|ds
< / Lljx(s) — y(s)|lds.
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Dai, multiplicando ambos os lados por e % e procedendo como em (ii), obtemos

I9() ~ ®()le < iz~ sl

Portanto, se k > L, ® é uma contragao, logo possui um tnico ponto fixo x, o qual
satisfaz (1.14) e consequentemente satisfaz (1.13).

Unicidade: Sejam z e Z, duas solugdes de (1.13). Sendo

p(t) = ll=(t) =z,

temos, por (1.14),

Logo,
t
o(t) < L/ o(s)ds, ¥,t>0.
0

Portanto, pelo Lema de Gronwall (ver Apéndice A.1), ¢ = 0. |

1.2 Semigrupos e Conjuntos Invariantes

Consideramos nesta secao a dindmica de um sistema cujo estado é descrito por um
elemento u = u(t) de um espago de Banach X. O estado do sistema dinamico é descrito
por uma familia de operadores S(t),¢ > 0, de X em X que possui as propriedades usuais

de um semigrupo, isto &,
Sit+s) = S(t)S(s) Vs, t>0,
S0) = 1, (1.19)
sendo I o operador identidade sobre X. Se ug é o estado do sistema dindmico no

instante "zero"entao u(s) = S(s)ug € o estado do sistema no instante s e S(t)u(s) é o

estado do sistema no instante ¢ + s.
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Assumimos também que S(t) é um operador nao linear continuo de X em si
proprio ¥Vt > 0. Os operadores S(t) podem ou nao serem injetivos. A injetividade de
S(t) é equivalente a unicidade "para trdas” do sistema dindmico. Quando S(t),t > 0
¢ injetiva, denotamos por S(—t) sua inversa que leva S(¢)X em X. Obtemos assim
uma familia de operadores S(t),t € R que satisfazem a propriedade (1.19) nos seus
dominios de defini¢ao, Vs,t € R.

Para uy € X, definimos uma drbita iniciando em wug como o conjunto

U S(t)uyp.
>0
Analogamente, quando ezistir, definimos uma 6rbita terminando em 1 como o conjunto
Ufu®)},
£<0
onde u é uma aplicagao de (—o0,0] em X tal que u(0) = ug e u(t +s) = S(t)u(s), Vs, t
tais que s < 0,5+t < 0et > 0 (ou equivalentemente u(t) € S(—t) tug, V¢t > 0). Estas
orbitas sao também chamadas respectivamente de drbitas positivas e negativas por uyg.
Uma drbita completa por ug é a uniao das orbitas positiva e negativa por uy. Para
ug € X, definimos o conjunto w-limite de ug € X como
w(ue) = (| S(t)uo.
s>0>s
No caso de um conjunto A C X, definimos o conjunto w-limite de A como
w(A) = JS®A.
s>0t>s

Analogamente, o conjunto a-limite de um ponto uy € X é definido como

a(ug) = [ S(=t) " up.

s<0t<s
No caso de um conjunto A C X, definimos o conjunto a-limite de A como
a(Ad) =S4
s<0t<s

Observagao 1.3 O conjunto w-limite de um conjunto A C X pode ser caracterizado
da sequinte forma: dado ¢ € X, p € w(A) se, e s0 se, existe uma sequéncia p, € A e

uma sequéncia t, — oo tal que

S(tn)pn — @, quando n — 0. (1.20)
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De fato, tome ¢ € w(A). Dai

peJSmA.

s>0t>s

Como ¢ € m, existe uma sequéncia (a,) em J,5q S(t)A tal que
a, — ¢ quando n — oo, n € NU{0}.
Como a,, — @, temos que existe ng € N tal que se n > ng entao
llan — l[x <1
Como an, € Uz S(t)A, temos que existe to > 0 e o € A tal que
any = S (to) o

Defina

Ty = Q-

Como ¢ € ;51 S(t)A, existe uma sequéncia (b,) em -, S(t)A tal que
b, — .
Entao existe ny € N tal que se n > ny entao

1
b, — < —.
| o||x 111

Como b,, € Ut21 S(t)A, existet; > 1 e py € A tal que b,, = S(t1)p1. Defina x; = by, .
Repetindo estes passos, construimos uma sequéncia (z,) com x, = S(t,)en, t, >

n, o, € A, tal que para qualquer € > 0 existe ng € N tal que se n > ng temos

1
" — < —— <5,
o = ellx < T

ou seja, existe uma sequéncia (p,) em A e t, — oo tal que S(t,)pn — @.

Reciprocamente, se S(t,)pn — @ ,n — 00, podemos construir uma subsequéncia

de t, (a qual continuaremos denotando port,) tal que t, > n para todon € N e

o € {S(t,)pn, n>0}.

Como qualquer subsequéncia de S(t,)p, também converge para ¢, temos que

© € {S(tn)pn, n > s} (1.21)

para qualquer s € NU{0}. Vemos claramente que o conjunto em (1.21) é subconjunto

de
Jsma

t>s
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para qualquer s € NU {0}. Dat
peUswmA,
s>0t>s
mostrando a reciproca. Similarmente, ¢ € a(A) se, e so se, existe uma sequéncia b,
que converge para @ em X e uma sequéncia t, — —oo quando n — oo tal que

© = S(t), € A, quando n — 00

Defini¢ao 1.5 Um ponto fixo, estacionério ou de equilibrio do semigrupo S(t) é um
ponto ug € X tal que
S(t)uo = U, Vi Z 0.

Definigao 1.6 Dizemos que um conjunto A C X € positivamente invariante sob o
semigrupo S(t) se
S(t)A C A, vt > 0.

Analogamente, o conjunto A C X € negativamente invariante se
S(t)A D A, vt > 0.

Definigao 1.7 Um conjunto A C X é um conjunto invariante sob o semigrupo S(t)

se A € positivamente e negativamente invariante sob S(t), ou seja,
SHA=A4, V>0 (1.22)

Observagao 1.4 Quando os operadores S(t) sao injetivos, a relagao (1.22) implica
que S(—t) é bem definido para t>0 e

SHA=A, ViteR. (1.23)

Definicao 1.8 Um subconjunto Y de um espago métrico X é dito um conjunto relati-

vamente compacto se seu fecho é compacto.

Lema 1.2 Assuma que para algum subconjunto A C X, A # 0, e para algum ty > 0,
o conjunto J,s,, S(t)A € relativamente compacto em X. Entdo w(A) € ndo vazio,
compacto e invariante. De maneira similar, se os conjuntos S(t)_lA,t > 0, sao nao
vazios e, se para algum to > 0,{U,~, S(t)"'A for relativamente compacto, entdo a(A)

€ nao vazio, compacto e invariante.

Prova. Como A ¢é nao vazio, segue que | J,-,S(t)A é nao vazio para qualquer s > 0.
Portanto, os conjuntos J,-, S(t)A s@o compactos nao vazios que decrescem quando s

cresce. Dai, como a intersegdo de compactos é um compacto, segue que w(A) é um
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compacto nao vazio (o fato de ser ndo vazio segue do Teorema 12 de [10]). Dai, pela
caracterizacao dada na Observagao 1.3, temos que S(t)w(A) = w(A),Vt > 0. De fato,
se P € S(t)w(A), entao ¥ = S(t)p, p € w(A), e por S(t) ser um operador continuo de

X em X, por (1.19) e pelas sequéncias ¢, e t, dadas como na Observacao 1.3, temos
S)S(tn)pn = S(t+tn)on — S(t)p =¥

o que mostra que ¢ € w(A). Reciprocamente, se ¢ € w(A), tomamos novamente as
sequéncias @, t, e observamos que o conjunto dos pontos da sequéncia {S(t, — t)p,}
é relativamente compacta (isto é, seu fecho é compacto) em X. Portanto existe uma

subsequéncia t,, — oo e ¢ € X tal que
S(tn, —t)n, — ¥, quando t — 0.

Assim, segue da caracterizagdo dada na Observagao 1.3 que ¢ € w(A), e por S(t) ser

continua e por (1.19) segue que
S(tn,)on, = S(t)S(tn, —t)on, — S(t)1 = ¢, quando n; — oo.

portanto ¢ € S(t)w(A). A demonstragao ¢ analoga para a(A). =

1.3 Conjuntos Absorventes e Atratores

Definigao 1.9 Um conjunto nao vazio A C X € dito atrator sob o semigrupo {S(t)}i>o

se
(i) A € um conjunto invariante sob S(t);

(11) A possui uma vizinhanga aberta U tal que, para todo uy € U, S(t)uy tende para

A quando t — 0o, ou seja,

d(S(t)ug, A) — 0 , quando t — oo. (1.24)

Se A é um atrator, a maior vizinhanca aberta U que satisfaz (i) ¢ chamada de bacia

de atracao de A. Dizemos que A atrai uniformemente um conjunto B C U se

d(S(t)B,A) — 0 , quando t — o0,
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onde d(By, By) ¢ a semidistancia entre dois conjuntos!, definida por

d(By, By) = sup inf d(z,vy).

z€By yeB1
Para simplificar a notacao, diremos apenas que A atrai B.
Defini¢ao 1.10 Dizemos que A C X € o atrator global sob o semigrupo {S(t)}:>0

quando A é o maior (no sentido de inclusio de conjuntos) atrator compacto que atrai

0s conguntos limitados de X .

Para mostrar a existéncia de atratores globais, usaremos a nogao de conjuntos ab-

sorventes dada abaixo.

Definicao 1.11 Seja B C X el um conjunto aberto de X contendo B. Dizemos que
B é absorvente em U se a drbita de qualquer subconjunto limitado de U entra em B

apds algum tempo (que depende de B), ou seja,
VBy C U, By limitado, 3 t1(By) tal que S(t)By C B,Vt > t1(By) (1.25)
Quando B ¢ um conjunto absorvente em U dizemos que B absorve os limitados de U.

Observacao 1.5 E fdcil ver que a existéncia de um atrator global A sob S(t) implica a
existéncia de um absorvente. Basta notar que, como A atrai qualquer limitado, temos
que apos um certo tempo, a orbita estard contida numa vizinhanca aberta de A. Esta
vizinhanga aberta serd o conjunto absorvente deste sistema. A reciproca serd verdadeira

se considerarmos pelo menos uma das duas sequintes hipoteses:

(H1) Os operadores S(t) sao uniformemente compactos para t grande, isto é, para
todo conjunto limitado B existe ty tal que

JswB

t>tg

é relativamente compacto em X.
(H2) X é um espago de Banach e, para todo ¢, S(t) = S (t) + S2(t) satisfaz, para todo

conjunto limitado C' C X,

re(t) = sup [|Sa()ellx =0 £ — o0,
pel

onde os operadores Si(+) sao uniformemente compactos para ¢ grande.
Antes de demonstrar a reciproca citada na Observacao 1.5 precisamos dos

seguintes lemas:

1Cabe notar que o caso em que By ou B; é um ponto, a definicdo de semidistancia entre dois
conjuntos recai para a definicdo da distancia usual de ponto a conjunto. Para simplificar a notagao

denotaremos a distancia usual de ponto a conjunto também por d(-, )
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Lema 1.3 Suponhamos vdlida a hipdtese (H2). Se (pn) € limitada e t,, — oo, entdo
So(tn)pn — 0 e Si(tn)pn € convergente se, e somente se, S(t,)p, converge (e terd

limites iguais).

Prova. Pela hipotese (H2), |[Sa2(t,)¢n||x € uma sequéncia limitada superiormente pela
sequéncia real ro(t,) (pois (¢,) € limitada, portanto, contida em um limitado C) que
converge para 0 e limitada inferiormente pela sequéncia constante 0. Sobre a segunda

parte do lema, observe que, pelas propriedades de somas de sequéncias reais, como

temos dai que S(t,)p, converge se, e somente se, Si(t,)p, converge (e convergem para

o mesmo valor), completando a demonstra¢ao do lema. [ ]

Lema 1.4 Se o semigrupo S(t),, satisfaz (H1) ou (H2), entdo, para qualquer conjunto

limitado nao vazio By de X, w(By) € nao vazio, compacto e invariante.

Prova. Se a hipotese (H1) for verificada, este lema segue direto do Lema 1.2. Suponha
agora que apenas a hipotese (H2) seja verificada. Usando o Lema 1.3 e a Observagao

1.3, temos que w(By) € igual ao conjunto

wl(Bo) = ﬂ U Sl(t)Bo,

pois dado ¢ € w(By), temos pela Observacao 1.3 que existe uma sequéncia ¢, € By e

uma sequeéncia t, tal que t, — oo e
S(tn)pn — ¢ quando t — oo.

Devido ao Lema 1.3, S;(t, )¢, também vai convergir para . Note que a caracterizagao
dada na Observacao 1.3 também pode ser aplicada para caracterizar os elementos de
w1 (By). Dal ¢ € wy(By), provando w(By) C wi(By). A inclusdo contréaria é analoga.

Note que os conjuntos dados por m sao nao vazios, fechados e diminuem
(no sentido de inclusdo) quando s cresce. Além disso, pela hipotese (H2), temos que
m ¢ compacto para um t, suficientemente grande. Dai w(By) é ndo vazio e
compacto.

Mostraremos agora que w(By) é invariante, isto ¢, S(t)w(B) = w(B). Primeira-

mente, tome ¢ € S(t)w(B) dada por v = S(t)p, ¢ € w(B). Pela Observacao 1.3,
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existem sequéncias ¢, € t, tais que, usando as propriedades de semigrupos e de limite
de sequéncia,

S(E)S(tn)on = St +tn)pn — S(t)p = 1.

Dai, existem sequéncias t +t, — oo e ¢, € B que satisfazem a caracterizagao dada na
Observagao 1.3 para 1, ou seja, ¥ € w(B), mostrando que S(t)w(B) C w(B). Tome
agora ¢ € w(B). Tome as sequéncias t, e ¢, da Observagao 1.3. Parat, —t >0, a

sequéncia é da forma

S(tn —t)on = S1(ty — t)pn + Sa(tn — t)on.

Pela hipotese, como o conjunto dos pontos da sequéncia S;(t — t,,)¢, € relativamente

compacto, existird uma subsequéncia convergente,
S1(tn, — t)pn, — ¥ quando n; — 0.

Como Sy(tn, — t)n, — 0 (pois é uma subsequéncia da sequéncia Sy(t, — t)p, que

converge para (), temos que
S(tn, —t)n, — ¥ quando n; — oo.
Dai, pela caracterizagao dada na Observagao 1.3, ¥ € w(By) e

Sty = Tim S(1)S(ts, — )pn, = ¢ € S (Bo).

n;—00

concluindo que

S(t)w(B) = w(B).

ou seja, w(B) é invariante. u

Lema 1.5 Seja U um conjunto aberto, convexo e conexo e seja K C U um conjunto

invariante compacto que atrai compactos sob o semigrupo {S(t) }>0. Entdo K é conexo.

Antes de demonstrar este lema, precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.12 Seja C' um subconjunto de X. A casca convexa de C, denotada por

convC', € o menor conjunto convexo que contém C.
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Prova do Lema 1.5. O fecho da casca convexa de K, convK = B, é compacta (veja
[1], Teorema 5.35, p.185), conexa e esta contida em U, portanto K atrai B. Suponha
por absurdo que K nao seja conexo. Dai existe uma cisao nao trivial de K, isto é,
existem A; e Ap tais que AiNK # 0, AasNK #0, K C A;UAy e A;N Ay = (). Como

K C B e K é invariante, temos que
K =S(t)K C S(t)B.

Dai A;NS@E)B # 0 e A, N S(t)B # 0. Como B é conexo e a imagem de aplicagoes
continuas de dominios conexos ¢ também conexa, segue que S(t)B é conexa. Dai A;UA,
nao cobre S(t)B, portanto, para todo n € N existe z,, € S(n)B tal que z,, ¢ A;UA,. Se
a hipotese (H1) for vélida, esta sequéncia sera relativamente compacta. Por outro lado,
se somente a hipotese (H2) for valida, escrevemos x, como z, = S1(n)y, + S2(n)yn.
Pela hipotese (H2) e pelo Lema 1.3, a sequéncia S;(n)y,, seré relativamente compacta
e Sa(n)y, — 0, implicando que x,, € uma sequéncia relativamente compacta. Como K
atrai o conjunto dos pontos de x,, vai existir uma subsequéncia de x,, que converge
para um ponto z € K. Este ponto x nao pertence a A; U A,, contradizendo a hipotese.
]

Estamos finalmente prontos para mostrar quando que a existéncia de um conjunto

absorvente implica a existéncia de um atrator.

Teorema 1.13 Suponha que X seja um espago métrico, que os operadores S(t) (semi-
grupo) dados satisfacam a hipdtese (H1) ou a hipétese (H2) e suponha que existam um
conjunto aberto U e um subconjunto limitado B de U tal que B absorve U. Entao o
conjunto A = w(B) € o atrator compacto maximal que atrai os conjuntos limitados de
U. Mais ainda, se X € um espago de Banach e U € convexo e conexo, entao A também

serd conezxo.

Prova. Suponhamos inicialmente que a hipotese (H1) se verifica. Como (J,, S(t)B
¢ relativamente compacto, temos pelo Lema 1.2 que w(B) é ndo vazio, compacto e
invariante. Suponha, por contradicao, que A nao seja um atrator, ou seja, que para

algum limitado By de U, S(t)By nao se aproxime de A, ou seja,
d(S(t)By, A) - 0 quando t — oo.
Dai existe um ¢ > 0 e uma sequéncia t,, — oo tal que

d(S(t)By, A) >8>0,  Vn.
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Dai, para cada n € N existira um b,, € By tal que

(S (t)bn, A) > 2 > 0.

N Sn

Como B é absorvente, S(t,)B, estara contido em B para n suficientemente grande.
Portanto, S(t,)b, estara contido em B para todo t,, > t,,, para algum t¢,,,. Pela hipotese
(H1), a sequéncia S(t,)b, ¢ relativamente compacta. Dai existe uma subsequéncia

convergente tal que

B = lim S(ty)by, = Hm S(tn, — tng)S(tng)bu,.

n;—00 n;—00

Como S(tn,)bn € B, segue que f € w(B) = A, ou seja,
d(S(tn,)bn,, A) — 0,

o que contradiz a hipdétese de A nao ser atrator. Mostraremos agora que A é maximal.
Seja A’ um atrator limitado tal que A” C U. Dai, como A’ é invariante e B € um conjunto
absorvente, temos que para um t suficientemente grande, A" = S(t)A’ C B. Dai
A'=w(A") Cw(B) = A, mostrando que A" C A, ou seja, A ¢ maximal. A conexidade
de A segue do Lema 1.5, concluindo a demonstracao para o caso de supormos a hipotese
(H1).

Suponha agora que apenas a hipotese (H2) se verifica. Pelo Lema 1.4, w(B) = A
é nao vazio, compacto e invariante. Mostraremos que A é um atrator. Suponhamos
entao, por absurdo, que A nao seja atrator, ou seja, que para algum limitado By de U,
d(S(t)By, A) /» 0 quando t — oco. Dai existe um § > 0 e uma sequéncia t,, — oo tal
que

d(S(ta)Bo, A) >8>0,  Vn.

Dai, para cada n € N existird um b,, € By tal que
o
d(S(t,)bn, A) > 5 > 0.

Como B ¢é absorvente, S(t,)By estara contido em B a partir de um t,,. Portanto, S(t,)b,,
estard contido em B a partir de um ny suficientemente grande. Pela hipotese (H2),
a sequéncia Si(t,)b, é relativamente compacta. Dai, pelo Lema 1.3, S(¢,)b, é uma
sequéncia relativamente compacta, portanto existe uma subsequéncia convergente tal
que

B= lim S(ty )by = Hm S(tn, — tuy)S(tns)bne-

n;—00 n—oo
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Como S(tn,)bn, € B, segue que # € w(B) = A, ou seja,
d(S(tn;)bn,, A) — 0,

contradizendo a hipétese, mostrando que A = w(B) &, de fato, um atrator. Os resul-

tados sobre a conexidade que faltam para concluir este teorema seguem do Lema 1.5. =

Defini¢ao 1.14 Seja X um espago de Banach, S(t) um semigrupo em X eV : X — R

uma aplicacao continua. A funcao V € dita fungao de Lyapunov se
(i) V € limitada inferiormente
(i) V(z) — oo quando ||z||x — oo

(1i1) V(S(t)x) € nao crescente em t para cada x € X

(iv) Se x é tal que V(S(t)x) =V (x), ¥Vt >0, entdo x é um ponto de equilibrio deste

fluzo.

1.4 Convolucao de Funcoes
Nesta secao definimos o produto convolugao de fungoes e estudamos algumas de
suas propriedades.

Definicao 1.15 Dadas duas fungoes reais com valores reais f e g, definimos o produto

convolugao entre f e g pela expressao

(f % g)(x) = / f(x —)g(y)dy,

para os pontos x tais que a integral exista, isto €, a func¢io y € R— f(z —1y)g(y) seja

integravel.

Proposicao 1.16 O produto convolugao satisfaz as sequintes propriedades:
(i) frxg=gxf;
(i) f+(g+h)=frg+[fxh;

(1) (f*xg)xh=fx(g*h).
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Prova. Para verificarmos (i), fazemos a mudanca de variavel z = z — y e obtemos
o) = [ 1=y

:/f g(x — 2)d

= (g*f)(z

No caso da propriedade (ii) temos,

Frg+ ) = / Fx =g + 1))y

Finalmente, usando (i) e o Teorema de Fubini, obtemos
(Frg)<hl@) = [ (F0)(o~ i)y
R

- / / F(2)gx — y — 2)d h(y)dy
= [5G ([ ote == umty) a:
- / F(2)(g* W)@ — 2)d=

_ /R(g wh)(x — 2)f(2)dz
= [(g*h) = fl(z)
= [f=(g=h)](z).

o que justifica (7). [

Teorema 1.17 (Veja [5], p.242.) Se f € LY(R"), g € CY(R") e D,g for limitada,
entio f* g€ CYR) e D,(f *g) = [ * (D.g).

Prova. Defina
o) = [ ala =)o)y

Dai, pela regra de Leibniz (veja Apéndice A.1), temos

o (x) = / 0z — ) F()dy. (1.26)
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Note que a integral em (1.26) converge uniformemente em —oco < x < 400, pois g, ¢

limitada e f € L. Portanto,

Du(f xg)(@) = ()
= [ ale st
— [(D.g) * (@)
= [ *(D2g)|(w).
.

Combinando o Teorema 1.17 com a Proposicao 1.16 é imediato o seguinte resul-

tado:

Coroléario 1.18 Sejam f,g duas funcoes de classe C*(R) com f,g € L*(R) com D, f
e D,g limitadas. Entao

Dw(f*g):(Dxf)*g:(Dmg)*f-

Teorema 1.19 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam X = R", C' > 0
el <p<oo. Suponha g uma funcao continua em X X X tal que

SUP/ lg(z,y)|dy < C, sup|g(z,y)|dx < C.
reX JX yeX
Se f € LP(X), a fungio Tf definida por
1)) = [ o) i@y
X
estd bem definida q.t.p., Tf € LP(X) e [|[Tf|, < C|fll,-

Prova. Suponha 1 < p < oo e seja ¢ o expoente conjugado de p, isto é, % + % =1.

Entao, pela desigualdade de Holder
@l < | [lawnia) | [ oenlismra)

< ¢ [ / |g<x,y>||f<y>|pdy} g

Elevando ambos os lados a poténcia p, integrando e usando Teorema de Fubini, temos

/X (TH@)Pde < C /X /X 9z, )1 () Pdyda
< ot [ iy
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Portanto,

1.1
ITfll, < Cr el fll,
= Cfl.
Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida em (7'f)(x) converge
absolutamente q.t.p., de modo que o teorema esti provado paraocasol < p < oo. O

caso p = 1 é similar, porém ¢é mais facil e requer somente a hipotese [ |g(x,y)|dz < C,

e 0 caso p = 0o, somente a hipotese [ |g(z,y)|dy < C. ]

Teorema 1.20 (Desigualdade de Young) (Veja [5/, p.241.) Se f € L'(R) e g €
LP(R), entao f*g € LP(R) e

1F > glly < W[ Fllllgll,-

Prova. Basta aplicar o Teorema 1.19 com g(z,y) = f(z — y). n



Capitulo 2

Existéncia de Atrator Global para

uma Equacao de Evolucao Nao Local

Neste capitulo, seguindo [3], mostramos que a equagao (2.1) descrita abaixo gera

um fluxo C' no espaco L?(S'), o qual admite existéncia de um atrator global.

2.1 Formulacao do Problema com condicoes periodi-

cas

Considere a equagao

om
E(Lt) = —m(x,t) + tanh(5J * m(x, 1)) (2.1)

onde m(x,t) ¢ uma funcao definida em R x R, onde R, = [0, +00), 3 > 1, J € C'(R)
é uma funcao par, nao negativa, com integral igual a 1, cujo suporte esta contido no

intervalo [—1, 1]. Recorde que o simbolo * denota a convolugdo na reta, dada por

(J % m)(x) = / J(z — yym(y)dy.

Observacao 2.1 Se § < 1, a equacao tem um unico equilibrio, o qual € globalmente
estdvel. Portanto, neste caso atrator é trivial, (veja [12] e [14]). Se B > 1, € facil ver
que a equagio (2.1) tem trés equilibrios constantes, que sio 0 e £mg, onde mg € a
solucao positiva da equacao

mg = tanh(Gmg) (2.2)
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tanh(m)

.
—mg mg

Figura 2.1: Equilibrios constantes.

O problema de Cauchy para equacao (2.1) esta bem posto no espago das fungoes
continuas e limitadas, Cy(R), com a norma do sup, pois a fungao definida pelo lado
direito de (2.1) é globalmente lipschitz. Entéo, neste espago, esta equagao gera um
fluxo T'(t), dado por (T'(t)u)(x) = u(x,t), onde u(x,t) é dado pela formula de variagao
das constantes por

u(z,t) = e "u(z,0) +/O e~ =) tanh(B(J * u)(x, s))ds.

Observagao 2.2 O espaco das fungoes 2T-periddicas na primeira varidvel € invariante
sob o fluxo T(t) gerado por (2.1).

De fato, seja u(z,t) uma solu¢ao de (2.1) com condicdo inicial u(-,0) € Pa,. Defina
V(z,t) = u(x + 27,t). Observe primeiro que
(J*u)(w+27) = / u(w + 21 —y)J(y)dy
R
= /RV(w —y)J(y)dy
= (JxV)(w). (2.3)
Dai, usando a equagao (2.1), segue que
0 0
Z - 2 P
atV(a:,t) (,%u(m—i- T, t)
= —u(z + 27,t) + tanh(5(J * u)(z + 27, 1))
= —V(z,t) + tanh(B(J * V) (z,1)).
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Além disso,

V(z,0) = u(x + 27,0) = u(z,0).

Portanto, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (veja Teorema 1.2), temos que V =
u, mostrando que Ps, € invariante sob 7.
Se 7 > 1 é um namero positivo dado, definimos J™ como a extensao 27-periddica

da restricao de J em [—7,7].

Lema 2.1 Se u € Py, entao

(Jru)e)= [ Tz - yul)dy.

-7

Prova. Seja u € P,,.. Temos

(Jxu)(z) = AJ@—ymwmy

Como o suporte de J esta contido em [—1, 1],

T+T
(Jxu)(z) = /“ J(z — y)uly)dy

—T

= [T v

—T

Como u e J™ sao 27 periddicas,

(Jxu)(x) = [ﬁrm—ywwmy

]
Do Lema 2.1, temos que a equacdo (2.1), restrita a Py, 7 > 1, pode ser escrita

como

aa—?(x, t) = —m(x,t) + tanh (ﬁ _TT J(x — y)m(y)dy). (2.4)

Seja u € Pa,. Defina agora as fungoes ¢ : [—7,7) — S como

ev: St — R como

Em particular, escrevemos J(¢(x)) = J7(x). Dai temos o seguinte resultado
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Proposicao 2.1 Uma fun¢io uw = u(x,t) € solu¢ao 27-periddica da equagio (2.1) se,
e somente se, v(w,t) = u(p~t(w),t) € solugio em S de
om ~
W(w,t) = —m(w,t) + tanh (ﬁJ s« m(w, t)>, (2.5)
onde * denota convolucao em S', dada por
(Jxm)(w) = [ J(wz"Y)m(z)dz
Sl

com dz = Zdf, onde df denota a integragao com respeito ao comprimento de arco.

Prova. Observe que se p(z) = w, temos que
(Jxu)(x) = (J*v)(w).

De fato, note que

onde z = ¢(y), w = ¢(z) e dz = Zd0.
Pelo Teorema de Mudanca de Variaveis, temos

dz = Zdp

T
T

= —|¢'(y)|dy
T
T, T =«

= —li—e'"Y|dy
™ T
T v -

= — - —le"dy
T T

Entao
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Dai, se u = wu(z,t) é uma solugdo 27-perioddica de (2.1), considere v(w,t) =

u(p~Hw),t). Note que

0 0 1
= —u(p~(w),t) + tanh(BJ * u(p ™' (w), 1))
= —o(w,t) 4 tanh(8J * v(w, 1)),
o que conclui a demonstracao. [

Observacao 2.3 FE facil verificar que

/51 J(w)dw = 1.

Nota: Para simplificar a notagao, de agora em diante usaremos também J para

representar J.

Proposigao 2.2 A fungio F : L*(S') — L*(SY) definida pelo lado direito da equagao
(2.5), isto €,
F(u) = —u + tanh(8J * u)

€ globalmente Lipschitz em L*(S').

Prova. Usando a desigualdade triangular e a propriedade de que a tangente hiperbolica

é lipschitziana (com constante de Lipschitz M = 1), temos

IF(u) = F@)llzz = |l(—u + tanh(8J  u)) — (—v + tanh(8. % v))]| 2
< lu—ollgz + 180 % w) = BT % )|z

Pela linearidade da convolugao,
1P (w) = F(0)llz2 = [lu = vl|2 + B[] * (u = v)[|2. (2.8)
Pela desigualdade de Young e pelo fato que a integral de J é 1, temos que

|1 # (w=0)l[ < [|]|or]fu = o2

= ||lu—vl|L:.
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Portanto, de (2.8), temos que
1F(u) = F)llrz < (1+ B)|Ju— vz,

mostrando que F' é globalmente lipschitziana. [ ]

Observagao 2.4 Segue da Proposi¢cao 2.2 e do Teorema 1.4 que o problema de Cauchy

para (2.5) estd bem posto com solugoes globalmente definidas.

Proposicao 2.3 A funcao F definida pelo lado direito de (2.5) € diferencidvel sequndo
Fréchet.

Prova. Dado u € L*(S'), mostraremos que DF(u)v (derivada de Gateaux) existe

para qualquer v € L*(S') e
DF(u)v = —v + sech?(BJ x u)(BJ * v).

Tome u,v € L?(S') quaisquer. Defina g(u) = 3.J % u. Observe que
BJ * (u+vt) — B *u

Dg(u)v = lim

t—0 t
. fBIxu+tBIxv— B *xu
= lim )
t—0 t
Portanto,
Dg(u)v = [J*v. (2.9)
Calculando

DF(u)v = lim

t—0 t
_ lir% —u—ttv—l—u N tanh(8J * (u—l—tvt)) —tanh(ﬁj*u)]‘
t—

Dai

DF(u)v = —v + lim tanh(g(u + vt)) — tanh(g(u))

lim . (2.10)

Temos portanto de (2.9) que
DF(u)v = —v+ Dtanh(g(u))v
= —v+ Dtanh(g(u))Dg(u)v

= —v+ Dtanh(g(u))8J % v.
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Como v foi tomado arbitrariamente em L?(S'), temos que F ¢ diferencidvel a Gateaux

e sua diferencial no ponto u € L*(S') ¢ dada por

DF(u) : L*S')— L*(SY)
DF(u)v = —v+sech®(8J % u)BJ *v.

Observe que devido a linearidade da convolugao, para cada u € L?*(S'), temos que

DF(u) é um operador linear. Mais ainda,
[IDF(u)v||z2 < ||v]|12 + || sech®(B(J * u)B(J * v)|| 2 (2.11)
Mas

|(Jx0)(w)] < [J(w - 2 (z)|dz

IN

S1
JRLNEeLE
S1

Dai, usando a desigualdade de Hélder, obtemos

(T o)(w)| < |1 T]leoV27][0]] 2. (2.12)
Além disso,
|sech?®(B(J * u)(w))|*dw < / dw = 2. (2.13)
S1 g1

Logo, usando (2.12) e (2.13), segue que

Isech? (B0 +u)B( )l = [ Iseck®(3(T ) () P 5 v) )P

< | Lsed®(B(T x w)(w)PB72r |15 ol |z dw
S

= 62|!J||3027||v||%z/ | sech?(B( * ) (w))[*dw
S1
< BNl

Dali,
[[sech®(B( % w)B(T * V)2 < Bl oo(27) 0] 12

Portanto, voltando a (2.11),
IDE(u)v]|2 < (1+ G| ]o27) [0]] 22,

ou seja, DF' é um operador linear limitado.
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Além disso, o operador
DF : L* — L(L*(SY),L*(SY)
u — DF((u)

¢ continuo. De fato, tome u; e uy em L*(S') e v € L*(S!) arbitrario. Temos inicial-

mente que
[|[DF(u1)v — DF(ug)v|| 2 = ||[sech?(B(J * uy)) — sech®(B(J * uz))]| (BT * v)]|12.

Fixando u; e fazendo us — wu; em L?(S') temos, de (2.12), que (8J * u;) esta em
uma bola de L>°(S') centrada em 0. Dai, como a fungao sech? é lipschitziana (com

constante de Lipschitz igual a 2), temos que
| sech®(B(J * u1))(w) — sech?(B(J * uz))(w)| < 28|J * (u1 — up)(w)|, ¥ w € S*.
Desta desigualdade e de (2.12) temos

|DF(u)o — DF(ug)v]| 2 = (Sl|sech2(ﬁ(J*u1))(w)—

1
2

—sech?(B(J * ug))(w)|*6%|(J * v)(w)|2dw>

([, 4817 = (i = ) ()61 # ) Pt
< 28727V 27 |||l fun — wol |2 ]| 2.

-

2

IA

Dai, quando uy — u; em L?(S'), temos que ||DF (u1)v — DF(ug)v||z2 — 0, mostrando
que DF' é um operador continuo. Pelo Proposicao A.10 a demonstragao esta concluida.

Observagao 2.5 Seque da Proposi¢io 2.8 que a equacio (2.5) gera um fluro C* no
espago de fase L*(S1).

2.2 Existéncia de Atrator Global

Esta secao tem como objetivo mostrar a existéncia de conjunto compacto e in-
variante maximal para o fluxo T'(t) gerado pela equacao (2.5), o qual atrai conjuntos

limitados de L*(S!).
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Lema 2.2.1 Para 0 <e <1, a bola de raio g ¢ um conjunto absorvente sob o fluxo

T(t) gerado pela equagao (2.5).

Prova. Seja u(z,t) a solugao de (2.5) com condicao inicial u(z,0). Entao, pela formula

da variagao de constantes,
¢
u(z,t) = e ‘u(z,0) + / e =9 tanh(B(J * u)(z, s))ds.
0

Observe que

% lu(z,t)|*dz = —2(/ u?(z,t)dz — / u(z,t) tanh(B(J xu)(z,t))dz). (2.14)
st st st
De fato,

d 2, _ d 2

o /S1 lu(z,t)|°dz = o Slu (z,t)dz

= /S1 %uQ(z,t)dz.
Pela regra da cadeia,
% . |u(z,t)*dz = /sl 2u(z,t)%u(z,t)dz.
Como u(z,t) é solugao de (2.5), segue
4 lu(z,t)*dz = /51 2u(z, t)[—u(z,t) + tanh(B(J * u)(z, t)]dz.

dt g1
_ 2 *
= 2/1'& (Z,t)d2+2/1 U,(Z,t) tanh(ﬁ(J u)(z,t))dz,

mostrando a equagao (2.14). Pela desigualdade de Holder, temos a seguinte estimativa

sobre o segundo termo da direita de (2.14)

1

/ u(z,t) tanh(B(J *x u)(z,t))dz < ’|U(,t)HL2</ (tanh(B(J * u)(z,t))dz))g.
St S1
Usando o fato de |tanh(z)| <1 Vz € S, temos
/51 u(z, t)tanh(8(J * u)(z,t))dz < ||u(-,t)]|2V2r
Portanto, de (2.14),

Lz DPdz < —2lul- D] 2a(1 -

7/, ). (2.15)
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Ver

Entao, para ||u(-,t)||z2 > Y=L

segue que

Dl 1
- 1-—¢

2
ou seja,
V2
[lul, D)l

Portanto, de (2.15), resulta

Lz DPdz < —2efful-, )] 2.
dt g

ou seja,
d
ZlluC Ol < =2ef[u( D)7

Integrando de 0 a ¢, obtemos
[lu-, )72 < e [u(-, 0)][72. (2.16)

Dai, quando t — oo, teremos que ||u(+,t)||z2 — 0, ou seja, a 6rbita de qualquer ponto
Var

fora da bola de centro 0 e raio =

entrard nesta bola a partir de um ¢ suficientemente
grande, mostrando que esta bola é um conjunto absorvente para este fluxo T'(t), sendo

que a norma de u tende a zero com taxa exponencial. [ ]

Teorema 2.4 O fluzo T(t) gerado pela equagio (2.5) possui atrator global e este atra-
tor esta contido na bola de raio \/2T.

Prova. Seja u(w,t) solugao de (2.5) com solucao inicial u(w,0). Pela formula de

variacao das constantes, temos que
u(w, t) = /t e*Ttanh(B(J * u)(w, s))ds + e "u(w, 0). (2.17)
0
Podemos entao reescrever o fluxo 7'(t)u(w) como
T(t)u(w) = Ty(t)u(w) + Ta(t)u(w),

onde T} (t)u(w) = fot es~ttanh(B(J * u)(w, s))ds e To(t)u(w) = e 'u(w,0). Nosso ob-
jetivo & mostrar que Ti(t)u(w) — 0 quando t — oo e Tp(t)u(w) é uniformemente
compacto, para com isto mostrar, usando o Teorema 1.13, que existe um atrator para

este fluxo.
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Suponha que u(-,0) € C, onde C' ¢ uma bola de raio R em L?(S') centrado na
origem (portanto, um conjunto limitado que é atraido pelo absorvente encontrado na

proposic¢ao anterior). Por causa disso, de 2.16, quando t — oo, temos que
|| T (t)u||r2 — 0 uniformemente em w.

Vamos mostrar agora que 77(¢) é uniformemente compacto usando o Teorema de Imer-

sao de Sobolev (veja Apéndice A.4). Para isso, precisaremos mostrar que T3 (t)u €
Wh2(Sh).
Por (2.16), temos que ||Ju(-,t)||zz2 < K para t > 0, onde K = maX{R,g}.

Portanto, para t > 0, derivando em relagao a w em ambos os lados, temos

%Tl(t)u(w) = / aitanh(ﬁ(J s u)(w, s))ds

= ﬁ/ “tsech?(BJ * u(w, s))(J * u)(w, s)ds.

Portanto, como sech?(z) <1 Va € R, temos

a t
|%T1(t)u(w)| < ﬁ/ s % u(w, s)|ds

< ﬁ/ \J' (w- 2" Hu(w, s)|dzds.

Pela desigualdade de Young,

a t
. < s—t / ) 3 9 ]
Gl Ou] < 8 [T o) eds

Como ||J'||: é uma constante e ||u(-, s)||r2 é limitado por K,

a t
—T < K ! s—t
5o Tibu(w)] < 5 HJH/Oe ds

< BK||J|.

Segue dai que |;2 T (t)u(w)| ¢ limitada por uma constante que néo depende de ¢ ou de
u. Portanto T} (t)u € W?(S1). Pelo Teorema de Imersao de Sobolev (veja Apéndice
Ad), Uz Th(#)C € relativamente compacto. Dai, pelo Teorema 1.13, para este fluxo

existe atrator global, o qual é dado pelo conjunto w-limite de B(0, v/27). [ |

Teorema 2.5 O atrator global A ¢ limitado em C*(SY) para cada inteiro k > 0.
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Prova. Seja u(w,t) uma solu¢do de (2.5) com condi¢do inicial u(w,ty) contida no

atrator A. Pelo método da variacao de constantes,

u(w, t) = e~y ((z, ) +/ e* " tanh(B(J * u)(w, s))ds.

to

Como A esta contido na bola de raio v/27, segue que u(w, ty) é limitado por /27 para

qualquer t, escolhido. Dai se fizermos t5 — —o0, teremos

u(w,t) =0+ /t e* " tanh(B(J * u)(w, s))ds. (2.18)

—0o0

Aplicando o médulo em ambos os lados,

u(w, £)] = \/_ e tanh(B(] * u)(w, 5))ds|. (2.19)

Como |tanh(z)| <1, Vz € R, segue que

t
lu(w,t)] < / e ds

o0

< 1,

mostrando que u(-,t) é limitado em C°(S1).

Derivando agora (2.18) em relagao a w, obtemos

a%u(w t) = /Ooe a%tanh(ﬁ(J*u)(w75))d5|

— ﬁ/ e*“tsech?(BJ x u(w, s))(J * u)(w, s)ds.

Dali,

\iu(w,tﬂ < ﬁ/t e~ sech®(BJ * u(w, s))(J * u)(w, s)ds|

ow
t
< V38 / 1|7 ds
< vara| 7|,

mostrando que u(-,t) é limitada em C'(S!). Diferenciando (2.18) mais uma vez em
relacao a w, obtemos

92 ¢
Wu(w, t) = / es_t{ZﬁQ sech(BJ * u(w, s)) sech tanh(B8J * u(w, s))(J" * u(w, s))* +

Bsech®(BJ * u(w, s))(J *u'(w, s))}ds.
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Note que neste passo foi decidido escrever (J'*«u)’ como J'*u’. Pelas regras de derivacao
de convolugao de fungdes vistas no Capitulo 1, vale (f*g)' = (f'*g) = (f *¢') quando
estas fungoes estao bem definidas. No entanto, sobre a funcao J, por hipotese, é
garantido apenas a derivada de primeira ordem.
Aplicando o modulo e usando que as fungoes sech e tanh tem mdédulo menor do
que 1, temos
2

8 t
|%u(w, t) < ﬁ/oo et <25(J’ xu(w, s))® + J = (w, s))ds

t t
< ﬁ/ es‘t2ﬁ||J'll2IIU(-,S)IIQdS+/ eI ' (- 9)]ds.

— 00

Como pelos passos anteriores ||/ (-, s)|| € limitada (por v275||J||) e ||u(:, s)|| € limitada

(por 1), temos
82
| ssu(w,t)| < g2l | + 8Vl

mostrando que u(-,¢) é limitada em C?*(S'). Da mesma forma, a derivada de u de
ordem k sera limitada por uma expressao que depende apenas das derivadas de ordem
menores que k (que sdo finitas) e das constantes ||J|| e ||J|| , mostrando que u(-,t) é

limitada em C*(S!) para todo k inteiro. m



Capitulo 3

Existéncia de Solucoes de Equilibrios

nao Triviais

Neste Capitulo, baseado em [3] e [15], exibimos um funcional energia, que decresce
ao longo das orbitas de (2.5), e usamos este funcional para aplicar o Principio da
Invariancia de La Salle na demonstracao de existéncia de solugoes de equilibrios nao

triviais. Além disso, verificamos que esses equilibrios nao triviais sao instaveis.

3.1 Existéncia de um funcional energia

Em [12], para mostrar a existéncia de solugoes de equilibrio nao triviais no espago

das funcdes continuas limitadas em R ¢ usado o funcional F, dado por

Fim) = [ ) = fmplda+ 1 [ [ 3= p)imia) = m@)Pdedy,  3)

onde f(m) é dado por

Fm) = —%mQ — 5 i(m) (3.2)
e i(m) é dado por
i(m) =~ tog( ) - 2 M hog(1 T, (3.3)

De acordo com [12], este funcional, no espaco das fungoes continuas e limitadas sobre

R, s6 esta bem definido se m(z) esta proximo de +£mg "numa vizinhanga'"de +oo.
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No entanto, em nosso contexto, podemos considerar o funcional similar dado

abaixo, o qual estd bem definido em todo espago de fase L?(S').

Flu) = /S [flw) — Flma)ldw + | /S A u) — uw)Pduds (34

Para verificarmos que o funcional dado em (3.4) tem a propriedade de Lyapunov
de decrescer ao longo das orbitas de (2.5), usaremos um resultado de comparagao que

seréd demonstrado mais abaixo.

Defini¢ao 3.1 Uma fun¢io v(w,t) € uma subsolugao do problema de Cauchy (2.5)
com condigdo inicial u(-,0) se v(w,0) < u(w,0) ¢.t.p. Yw € S, v é continuamente

diferencidvel em relagao a t e satisfaz

%(w,t} < —v(w, t) + tanh(B(J x v(w,t)) ¢.t.p.. (3.5)

Analogamente, V(w,t) € super solu¢io se cumprir as propriedades de reqularidade

acima, satisfizer (3.5) com a desigualdade contrdria e V(w,0) > u(w,0) ¢.t.p. ¥V w €
St

Teorema 3.2 (Teorema da Comparagao) Suponha v(w,t) wuma subsolugio do
problema de Cauchy (2.5) com condi¢ao inicial u(-,0) e V(w,t) uma supersolugao do
mesmo problema com a mesma condigao inicial. Entiao a solugao u(-,t) do problema

(2.5) com condi¢ao inicial u(-,0) satisfaz

v(w,t) <u(w,t) < V(w,t) q.t.p..
Prova. Para algum T > 0, defina o operador G em L*®(S! x [0,T]) como

G(f)(w,t) =e " f(w,0) + /Ot e~ tanh(B(J * f(w,s)))ds

Dai
G(f)(w,0) = f(w,0).

Como a funcao tanh é crescente, segue que G é monotonica crescente, pois dados

fi £ faqt.p. em (L x [0,77), temos

G(fi)(w,t) = e_tfl(w,())—i—/o e_(t_s)tanh(ﬁ J(w -z fi(w)dz)ds

Sl
< e fy(w,0) + /t e" S tanh(6 [ J(w- 271 fo(w)dz)ds
0 St
= G(f2)(w7t)'
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Como |tanh(z)| <1, Vz € R, segue que
GO < e Ifw.0)f+ [ I anh(B(7 + £)(w.5)lds

t
< 6_t|f(w,0)|+/ e~ =9 ds.
0

Dai

t
16U < e+ [ e ds
0
< [ flloe + 1.
Entao G é uma fungao de L>(S' x [0,T]) em L>®(S' x [0,T]).
Vamos mostrar agora que se §1 < 1 entao G é uma contracao. De fato, lembrando

que tanh é uma funcgao lipschitziana com constante de Lipschitz igual a 1, temos que

G (w, ) — Clh)w.t)] = | / e~ [tanh(B(J * f1)(w, 3))
—’Eanh(ﬁ(J* fo)(w, s))]ds|
< /0 e_(t_s)m(J* f1)(w,s) — (J * fo)(w, s)|ds

< / e IB(T x| fi — fol)(w, s)ds
0

t
< / 3T k|| fy — folloodls
0

t
0

< BlIf — folloo / =),
Como t < T, segue que
|G(f1)(w,t) — G(f2)(w,t)| < BT||f1 — fa|lo, Para quase todo ponto em St x [0,T7.

Dai
|G (f1) — G(f2)lloo < |11 — folloo-

Logo G é uma contragao.
Se u(w, t) é solugao de (2.5) com u° = u(w, 0), entdao pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach temos

u= lim G"(u°).

n—oo

Idem para a solugao @ com u(w,0) = a°.

Se @° < u® quase todo ponto, por G ser
monotonica, segue que,

G"(u) < G"(u’)
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para quase todo ponto de S!. Se v ¢ subsolucao,

%v(w,t) < tanh(B(J % v)(w, 1)) — v(w, t).

Dai

%U(w,t) +o(w,t) < tanh(B(J *v)(w, 1)) q.t.p..

Multiplicando por ¢! em ambos os lados e integrando de 0 a ¢ temos que

/O(esv(w,s))% < /Oe%anh(ﬁ((]*v)(w,t)))ds.

Calculando a integral, temos

cv(w,t) —v(w,0) < /0 e’ tanh(B((J * v)(w, s)))ds. (3.6)

t

Somando v(w,0) e em seguida multiplicando e~* em ambos os lados em (3.6), temos

que

v(w,t) < e tow,0)+ / &) g (B(( % v)(w, 5)).

o que implica

Como G é monotonica,

Fazendo z = lim,, o, G"(v)(w, t),

v(w,t) < lim G"(v) q.t.p..

n—oo

Como G é continua,

G(z) = G(lim G™(v)) = lim G"*!(v) = 2.

n—oo n—oo

Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo, z é um ponto fixo de G. Dai, z é solugao de (2.5)
em S! x [0,T] com condigao inicial z(-,0) = v(-,0). Portanto, se z(-,0) < u(-,0) q.t.p.
entao

v<z<uqtp em S x[0,7)]
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Analogamente, para a supersolugao V,
u<z<V qtp. em S"x[0,T].
Portanto,
v(w,t) < u(w,t) < V(w,t), q.t.p. em S* x [0,T].

Repetindo exatamente os mesmo argumentos para o intervalo [T, 2T], temos que o
resultado ¢ valido para S* x [0,27]. Por iteragao, temos que o resultado é valido para

S! x R, concluindo a demonstracao. [ ]

Observagao 3.1 O conjunto {u € L*(S");||ul|c < 1} € invariante sob o semigrupo
T(t).

De fato, seja u(-,t) a solugdo de (2.5) com condi¢do inicial u(-,0) em {u €

L2(SY); ||ul|lso < 1}. Entao pela formula de variagao das constantes
t
u(w,t) = e "u(w,0) +/ e~ =) tanh(B(J * u)(w, s))ds.
0
Dai
¢
lu(w,t)] < e Hu(w,0)| +/ e~ =) tanh(B(J * u)(w, s))|ds
0
¢
< e tu(w,0)] +/ e~ =9 ds.
0

Logo

t
()]l < €_t||u(-,0)||oo+/ .
0

t
< e_t—i-/ e (t=9)
0

= 1.
Teorema 3.3 Seja u(-,t) solugao de (2.5) com ||u(-,t)||« <1 e F o funcional definido

em 8.4. Entao F(u(-,t)) € diferencidvel em relagdo a t, parat > 0, e

CP(u(-,1)) = ~T(u(,1)) <0,

onde, para qualquer u € L?(SY) com ||ul|e < 1,

I(u(+)) = /SI[(J s u)(w) — B~ tanh ™! (w(w))][tanh(B(J * u(w)) — u(w)]dw.  (3.7)

Além disso, o integrando de (3.7) € uma fun¢do nao negativa e, u é um ponto critico

de F' se, € s0 se, u € um ponto de equilibrio de (2.5).
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Prova. Assuma primeiramente que dado t > 0 existe € > 0 tal que ||u(-, $)||oc < 1—¢
para s € A, onde A é intervalo fechado que contém ¢. Para s € A, defina ¢(w, s) =

(f(u(w,s)) = f(mg) + [o 3/ (wz"")(u(w,s) — u(z, s))*dz e observe que

0o of ou 0 1 . 5
%(w,s) = g(u(w, s))%(w, s)+ 95 /S1 ZJ(wz Y(u(w, s) —u(z,s))dz
= [~u(w,s)+ B~ tanh ™" (u(w, s))]%u(w, s)
1 1 Ju(w,s)  Ju(z,s)
+§ . J(w - z7)u(w, s) — u(z, s)][ 55 " Ba |dz.

Dai ?(w, s) é quase sempre continua e limitada e
S

0
supseAHa—f(-,s)HLl < 00

ou seja, a integral é finita. Portanto, podemos entao derivar sob o sinal de integracao,

obtendo

d 0

GFC) = [ ol su

Como

Jw -z Hu(w, s) — u(z,s)] - [@(w, s) — %(z, s)|dwdz =

1 0s s

/.
/S J(w - 2z Yu(w, s)%(w, s)dwdz

1 /S w2l 5)%(2, §)dwd=

/S T(w - =Yu(z, s)%(’w, §)dwd=
/5 T -2l 5) 9z, )
) /SJ(w-z_l)u(w,s)—u(w,s)dwdz

—2/51 /S J(w- = u(z, )5 (w, s)dwd:
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segue que

d%F(u(,s)) = /Sl[—u(w,s) +ﬁ1tanh1(u(w,s))]%(w,s)dw
+/Sl(/S1 J(w - z_l)dz)u(w,s)%(w,s)dw
-1 Ou w, §)dw

_ /S [T 2w, 5) + 5 tanh™ (u(uw, )]
[=u(w, s) + tanh(G(J * u(w, s) + h))]dw
= —I(u(-,s).

Isto prova o teorema se ||u(-, $)||coc < 1— € para s € A. Mostraremos agora que

Seja A(w, t) solugao de (2.5) com A(w,0) = 1 para qualquer w € S'. Entao A\(w,t) =
A(t), onde

dA
== —A(t) + tanh(B(A(1))).
Como |tanh(z)| < 1 para todo x real, temos que
d\
—(Z At 1.
Pty <

Multiplicando por e’ em ambos os lados temos

et(fi—i\(t) FAL) < e

Pela regra do produto e o Teorema Fundamental do Calculo, temos

t d t
/OE(A(s)es)ds < /Oesds.

Calculando as integrais, temos

o que nos leva a concluir que
At) < 1 para t > 0.
Como u(w,0) < 1, segue pelo Teorema 3.2 (Teorema da Comparagao) que

u(w,t) < A\(t) < 1 para quase todo w € S* e t > 0.
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Repetindo o mesmo argumento para u(w,0) > —1, temos
u(w,t) > =A(t) > —1

e dai

u( )]l < A(t) <1,  Vt>0.

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que u é ponto critico de F' se, e
somente se, u é ponto de equilibrio de (2.5). Para isso, seja u(w, t) ponto critico de F'.

Entéo (u(-,t)) = 0, ou seja
[(J * u)(w,t) — B~ tanh ™ (u(w, t))][tanh(B(] * u) (w, ) — u(w,t)] = 0 gt.p., (3.8)
segue de 3.8 que u(-,) nio depende de ¢ e satisfaz
tanh(B(.J * ) (w)) — u(w) = 0, (3.9)

logo u(w) ¢ ponto de equilibrio de (2.5).

Suponha agora que u é uma solugao de equilibrio de (2.5). Entao

[(J *u)(w) — B~ tanh ™ (u(w))] = 0. (3.10)
Dai
[(J *u)(w) — 37 tanh™ (u(w))][tanh(B(J * u)(w)) — u(w)] =0, (3.11)
ou seja,
I(u(-)) = 0. (3.12)
Portanto u é ponto critico de F. m

3.2 Existéncia de equilibrios nao triviais
Considere, para cada n € N*, o conjunto
T
A ={v e LS v(p(= +y)) = —v(e())} (3.13)

Note que A, # () para todo n € N*, pois a solucao nula pertence a A, para todo

n € N*.

Proposigao 3.4 Os subespagos A,, sao positivamente invariantes sob T (t).
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Prova. De fato, tomando v € A,, e t € R, basta mostrar que
T(t)o(p(= +y)) = ~T(t)u(e(y))-
Observe que
T(tp(e(- +y)) = a%@@j+wn»54¥*%wMﬂU*w@xg+ws»w
= )0+ [ {3 5 ) plo), )b
= (). 0+ [ et anh (=5 ) pl0), )b

Usando o fato da fungao tanh ser impar, temos

t
.
Ttulp(~+y) = —eu(p(),0) +/ e — tanh{B(J * v)(¢(y), s) ds
0
= —TM)v(e(y)),
mostrando que A,, é positivamente invariante. [

Finalmente estamos prontos para mostrar a existéncia de equilibrios nao triviais

de (2.5) no conjunto A,,.

Teorema 3.5 Dado ng € N, existe 7(ng) tal que se T > 7(ng) entao a equagao (2.5)

possui uma solugao estaciondria nao trivial em A, para todo n < ng.

Prova. Considere a fungao I definida em A, por [(¢(z)) = mg para 0 < x < T e l(z,1)

uma solugdo de (2.1) com condigao inicial I(-,0) = [. Para 7 > n, temos que
) = [ el = fomp)lds

/T /T J™(x = y)(Up(r)) = Up(y))) *dydz.

Note que [ o ¢ : [—7,7] — R s6 assume dois valores: —mg e +mg. Com efeito, tome

x € (Z,2]. Existe y € [0, Z) tal que z = Z +y. Dalf, pela defini¢ao de ¢ e de [,

p(@) = e (- +1)) = ~Ue(y) = —ms.

Repetindo este raciocinio, temos que a fungao [ o ¢ pode ser representada pelo grafico
da Figura 3.1, considerando, para fim de ilustragao, n = 4.

Observe agora que f é par. Com efeito,
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. ' mg L e 4

[ —mg

Figura 3.1: Gréfico de uma condic¢ao inicial peridédica

1

i(—a) = ———log(

l1—a 1+a 1+a
— l
) = 2 log(—7)

logo
1 2 -1
f(=a) = —5(—60 — B "i(—a)
L, 1,
- —get =87
= fla).
Dai
[ 1)) - smaldz =0
Entao

F) =1 [ | T = el = et ey (314)
O grafico da Figura 3.2 representa no plano zy a intersecao da regiao do suporte de J7
(valores de x,y tais que z —y < 1 e z —y > 1) com a regiao onde [(x) # I(y), ou seja,
estes triangulos representam onde o integrando contribui para o célculo da integral de
F(I). Cabe ressaltar que apesar do que este grafico possa sugerir, tanto J™ quanto [o ¢

sao funcoes reais. Os triangulos dos cantos vém da periodicidade de J7.
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V=

Figura 3.2: Regiao onde o funcional energia nao se anula

Observe que

l(e(x)) —l(p(y)) =2mp se x e y estdo no triangulo,
l(e(x)) —l(e(y)) =0 sex ey ndo estao no tridngulo.

Destas consideragoes, chegamos que
1 T T
Ay = 1 [ [ 76— e) - ) ey
n—1 T T
1 Jnt+l i
= Z /jT /xl J7(z — y)dmdydz

j=—n
n

1 J I
+- Z / / J(x — y)4m%dyd:v,
4 = Jjr-1Jz-1

=—(n-1)
onde a segunda linha da férmula acima representa a area dos triangulos que estao logo
acima da diagonal e do triangulo do canto inferior direito, e a terceira linha representa
a area dos triangulos logo abaixo da diagonal e do triangulo do canto superior esquerdo.

Note que como 4mg pode ser retirado dos integrandos, por nao depender de z ou y,
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temos que

j=-n
1 < .
+Z Z 4m5/1/ J™(x — y)dydz
J——(n 1) I
= Z/ / J™(x — y)dydz
J=n

.
.
Soy=ao+1

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. =g
. Soy=a-—1
. .
. .
B .
B . .
B .
. ,
1 2
%
B 5
. .
. .
. .
.
.

Figura 3.3: Parte da regiao onde o funcional energia nao se anula

Note agora que as integrais duplas de J” sobre cada triangulo logo abaixo da diagonal
sdo iguais pois, dado (a,b) pertencente ao triangulo A existe um tnico par (@,b) no
triangulo vizinho tal que J(a — b) = J"(a@,b). A saber, (a,b) = (a + Z,b+ ), pois,
T T
Jla=b) =T ((a+ 1)~ (b+1)).
(=) =T ((a+ 1)~ b+ 1)
Basta agora repetir este argumento para todos os triangulos logo abaixo da diagonal.

Analogamente, as integrais duplas de J7 sobre cada triangulo logo acima da diagonal

sao iguais entre si. Dai

—Qnmﬁ// J(r—y dyd:)s+2nm5/ / y)dydz.
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Note agora que as duas integrais acima sao iguais, pois, novamente, como J™ é uma
funcdo par, dado (a,b) em A, existe um tnico (@,b) em B tal que J7(a,b) = J7(a,b).

A saber, ((@,b) = (—a, —b), pois,
J(a—b)=J (—a+b)=J((—a) — (=D)).

Portanto, os valores das integrais duplas de J” sobre cada tridngulo sao iguais.
Por ultimo, observe o paralelogramo C' formado pelas retas y = =, y = x — 1,

xr=1ex =0, representado na Figura 3.4.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
. .
. .
. .
. .
. .
.
.
.
Soy=a-1
Sy
.
B .
.
.
] C B
%
B B
. .
. p
p
.
.
.

Figura 3.4: Estudo dos valores do funcional energia.

Como J é uma fungao positiva, a integral sobre a regiao A é menor ou igual a
integral sobre a regiao C', pois A C C.
Como a integral sobre A ¢é igual & integral sobre B, segue que a integral sobre B

¢ também menor ou igual & integral sobre C. Dai
1 40 0 patl
F() = Qnm%/ / J(x — y)dydz + 2nm%/ / JT(x — y)dydx
0 z—1 -1J0
1 T
< 4nm§/ / J(x — y)dydx
0 z—1

10
= 4nm%/ / J7(z)dzdz.
0o J-1
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Como J7 tem integral igual a 1 em [—1,1] e é par,

1
F(l) = 4nmé/ tdx
0
= 2nmj. (3.15)

Por outro lado, para a fungao constante nula de L?*(S'), temos que

FO) = [ GO - smais+ g [ [ 7= p)06@) - 0wy
= 20(/(0) ~ fmy).

Portanto, como 7 ¢ livre, podemos tomé-lo grande o suficiente de forma que = >

2
mp

(F(0)=f(mp))"
contém 0 (solugao estacionéria nula). Observe que, pelo Teorema 3.3, F é uma fungao

Dai, temos que F(0) > 2n.m% > F(I) e o conjunto w-limite de [ nao

de Lyapunov, ou seja, ¢ nao crescente ao longo das orbitas.

Pelo Teorema 1.13, existe um atrator global compacto. Isso implica a pré-
compacidade das orbitas de T'(t). Dai, pelo Principio da Invariancia de La Salle (veja
Apéndice A.9), segue que l(z,t) — M, onde M é o conjunto invariante maximal em
E = {u € L*(S");I(u) = 0}. Observe que se I(u) = 0 entdo u é uma solugio de
equilibrio de (2.5). n

3.3 Instabilidade das solucoes de Equilibrios

Vamos agora mostrar que as solugoes em A, sao instaveis. Para isso, vamos
precisar usar o Teorema de Krein-Rutman, que pode ser encontrado no Apéndice desta
dissertacao e nas referéncias [4] e [8]. No Apéndice teremos também os conceitos sobre
cone necessarios para este teorema.

Proposigao 3.6 Seja E = C(S') o espago das fungoes reais continuas em S' com a

norma do sup, K o cone das fungoes positivas e T o operador em E definido como

T(u)(w) = 0(w) /51 J(w -z Nu(z)dz,

onde 0 ¢ uma funcdo estritamente positiva continua em S*. Entdo T € estritamente

positiva.

Prova. Observe que como o suporte da fungdo J original estava contida em [—1, 1],
segue que

suppJ C {e'7% -1 <0 <1},
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ou seja, esta contida no circulo S! e tem comprimento de até 2Z. Cabe lembrar que J
possui integral igual a 1, implicando que supp J tera comprimento maior que 0. Para
simplificar, voltaremos a chamar J de J de agora em diante. Para u € K — {0},
definimos

M; ={w € S;T?(u)(w) > 0}.

Como u é positiva, My # 0.

Construiremos o supremo de J em torno de algum ponto z € M,. Para isso, tome
todos os w € S tais que w- 2z~ € supp J. Dai, para os valores de w neste arco, temos
que

Tu(w) = 0(w) /51 J(w -z Nu(z)dz > 0,

pois w - 271 € supp J e u e 6 sao estritamente positivas por hipotese. Concluimos dai
que este arco (de comprimento maior que 0) esta contido em M.
Construiremos agora o supp .J em torno dos pontos de extremidade deste arco,

tomando os w € S! tais que w - 27! € supp J. Dai

T(T(u(w))) = 6(w) /Sl J(w -z )T (u(z))dz > 0.

Logo, M, possui estes novos arcos de comprimento maior que o dobro do comprimento
do arco de M;. Repetindo estes passos um numero finito de vezes, temos que para
n suficientemente grande teremos um arco de comprimento maior que 27 dentro de
M, ou seja, M,, = S'. Dai T™ > 0. Isso implica que T é um operador estritamente
positivo. [

Podemos entao finalmente mostrar a instabilidade das solugoes em A,

Proposigao 3.7 As solugoes em A, obtidas no Teorema 3.5 sao instdveis.

Prova. Seja m(z) um equilibrio nao trivial em A,, dado pelo Teorema 3.5. Linearizando
a equagao (2.5) temos

ov

5% = DF(m)v = —v + sech?(8J + m)BJ * v

= —v+ (1 —tanh?(3J *m))BJ * v.

Como m é um equilibrio, segue que m = tanh(8J * m). Dai

% = DF(m)v=—v+ (1 —m?)BJ xv.
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Pelos célculos vistos na demonstragao do Teorema 2.5, se u(w,t) é solugao de (2.5),
entdo |u(w,t)| < 1. Dai
m? < 12,
o que implica
0 < (1—m?).
Faga 6§ = (1 —m?). Dali, pela Proposicio 3.6, segue que T definido por Tv = 03.J xv &
estritamente positivo como operador de C(S?).

Vamos mostrar agora que 7" ¢ um operador compacto. Primeiro defina a aplicagao
S:L*(SY — L*SY
v o— Jxo.

Seja v um elemento da bola de raio £ > 0 e centro 0. Entao, usando a desigualdade de

Young, temos

1Sl = |1 #ollee
< W11l ol e
< Wk
Dai,
0 0
S| = |o-(T*v)(w)
= | 0)(w)|
< / T (w - = Jo(2)dz)
Sl
<

HJHOO/SI o(2)dz.

Usando a desigualdade de Holder,

9 /
155 5@ = 1T ]z2llvll e
K| J'|| 2.

IA

Dai S(v) é limitado na norma de W12(S!). Logo, do Teorema de Imersdao de Sobolev
(veja Apéndice A.4), S é um operador compacto. Como m é um equilibrio, temos que
DF(m') =0, ou seja,

(1—m*)BJ xm' =m'.
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Dai,

T(m') = (1—m*BJ*m/

/
= m.

Portanto T tem um autovetor associado ao autovalor 1. Segue pelo Teorema de Krein-

Rutman que T possui um autovetor com autovalor maior que 1. Dali,
DF(m)=—-I+4+T

possui um autovalor maior que 0, o que mostra que m ¢é instavel. m



Apéndice A
Resultados Classicos

Lema A.1 (Gronwall) Sejamwu: I — R ev: I — R fungdes continuas nao negativas

definidas num intervalo I = [a,b] com a < b < 0o tais que para o > 0 tenhamos

t
u(t) < a+/ v(s)u(s)ds, t € a,b.
0
Entao
u(t) < aelo v()ds,

Em particular, se a = 0 entdo u = 0.

Prova. Veja [6]. =

Teorema A.1 (Regra de Leibniz) Dado U C R"™, aberto, seja f : U X |a,b] — R

uma fungao com as sequintes propriedades:
(i) Para todo x € U, a fungao t — f(x,t) € integrdvel em a <t <.

(11) A i-ésima derivada parcial g—é(x,t) existe para cada (x,t) € U X [a,b] e a fun¢do

L .U x [a,b] — R, assim definida, é continua.
T

Entao a func¢ao ¢ : U — R, dada por p(z) = f:f(x,t)dt, possui i-ésima derivada
parcial em cada ponto x € U, sendo

i
8ZEZ‘

(x) = 8—f(x, t)dt.

a 8x,

Em suma: pode-se derivar sob sinal da integral, desde que o integrando resultante seja

uma fungao continua.

Prova. Veja [10], pagina 144. u
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Definigao A.2 Diremos que o espag¢o normado (X, ||-||x) estd imerso continuamente
em (Y, || ly) quando

(i) X € um subespago vetorial de Y

(11) A aplicagao identidade € continua, isto €, existe M > 0 tal que

li(@)[ly < Mlfzl[x VzeX (A1)
Esta imersao € denotada por (X, ||-||x) —cont (Y, ||-|ly) ou simplesmente (X, ||-||x) —
Y {1 lly)-
Definigao A.3 Uma imersao de (X, || -||x) em (Y,||-|ly) € dita compacta se

(i) X € subespago de'Y
(1) A aplicagao identidade € um operador compacto.

Esta imersao é denotada por (X, ||||x) —comp (Y, |||]y) ou simplesmente (X, ||-||x) —
Y[l 1ly)

Teorema A.4 (Teorema de Imersao de Sobolev) Seja Q2 C RN um dominio lim-
itado reqular, m € N e 1 < p < +00. Entao para qualquer j € N, as tmersoes abaizo

sao continuas

(i) Sem < %, entao WItmP(Q) — WH(Q), p < q < N]i’ip;

, entao WITmr(Q) — Wi1(Q), p < q < oo;

(iii) Se m > £ entao WIT™P(Q) — C7(Q);

?;

(iv) Sem —1< % < m, entdo W/TmP(Q) — C(Q), 0 < a < m — %.

Se Q C RY for um dominio, desta vez, limitado, 7 € N, m € N— {0} e1 < p < oo,

entao as sequintes imersoes sao compactas

(i) Sem < X, entio Witma(Q) — W, 1< g < 22

(ii) Sem ==, entao WItTP(Q) < W, 1 < g < 00;
(iii) Sem > entdo WItmP(Q) — CI(Q);

;;

(iv) Sem —1 < T <m, entao W/P(Q) — CH*(Q) com 0 < a <m — 7.

Corolario A.5 Nas mesmas hipoteses da sequnda parte do Teorema anterior,

(i) Se p < n, entao WHP(Q) —.ont LYQ) para 1 < g < Nﬁ[ﬁw
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(ii) Se Q € limitada e p < N, entdo W'P(Q) —eomp L1(Q),1 < g < NN—Q)

As demonstragoes deste teorema e corolario podem ser encontradas em [13].

Definicao A.6 Seja E um espago de Banach. Um subconjunto K fechado e convexo
de E € dito cone se t. K C K VYt >0 e KN(—K) = {0}. Dizemos que o cone é

reprodutor se para qualquer x € E existirem u,v € K tal que x = u — v.

No cone podemos definir a nocao de ordenagao.

Definicao A.7 Dizemos que x <y se, e somente se, y —x € K. Um operador linear
A em E € dito positivo se AK C K. A ¢é dito fortemente positivo se for positivo e para
todo x € K — {0} existir um inteiro m > 1 tal que A™(x) € intK. See € K — {0},
dizemos que A é e-positivo se para todo v € K — {0} existirem um inteiro m > 1 e
reais «, > 0 tais que

ae < A™x < fe.

Teorema A.8 (Krein-Rutman) Seja E um espago de Banach, K um cone reprodu-
tor em E, e A um operador positivo compacto em E com um ponto diferente de 0 em
seu espectro. Entao A tem um autovalor positivo p que nao é menor (em mddulo) que
qualquer autovalor associado a algum outro autovetor associado em K. Mais ainda, se

A € e-positivo entao p € simples.

Prova. Veja [4] e [8]. =

Teorema A.9 (Principio de Invaridncia de La Salle) Seja V' wuma fungao de
Lyapunov num espaco métrico completo C' e defina E = {x € C;V(z) = 0} e M
o invariante mazimal em E. Se {S(t)xg,t > 0} estiver contido num compacto de C
entio S(t)xg — M quando t — oo

Prova. Veja [7], pagina 92. m

Proposicao A.10 Sejam X e Y espacos lineares normados, F' : X — Y uma apli-
cagdo e suponha que a derivada de Gateaux de F, DF : X — L(X,Y) existe e €

continua em x € X. Entao a derivada de Frechet de F' existe e € continua em x.

Prova. Veja [17]. =
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