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Resumo

Com base na expressao de Pace e Salvan (1997 pag. 30), obtivemos a matriz de
covariancias de segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca corrigidos

! em modelos lineares generalizados, considerando o parametro

pelo viés de ordem n~
de dispersao desconhecido, porém o mesmo para todas as observacoes. A partir dessa
matriz, realizamos modificacoes no teste de Wald. Os resultados obtidos foram avalia-

dos através de estudos de simulacao de Monte Carlo.
Palavras-chave: Modelos lineares generalizados, matriz de covariancias de se-

gunda ordem, estimador de méxima verossimilhanga corrigido pelo viés, parametro de

dispersao.
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Abstract

Based on the expression of Pace and Salvan (1997 pag. 30), we obtained the
second order covariance matrix of the of the maximum likelihood estimators corrected

Lin generalized linear models, considering that the dispersion para-

for bias of order n™
meter is the same although unknown for all observations. From this matrix, we made
modifications to the Wald test. The results were evaluated through simulation studies

of Monte Carlo.

Keywords: Generalized linear models, covariance matrix of the second order,

bias corrected maximum likelihood estimator, dispersion parameter.
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Introducao

Os modelos lineares generalizados (MLGs) sdo uma extensao dos modelos normais
lineares e foram definidos por Nelder e Wedderburn (1972). A ideia principal é abrir um
leque de opcoes para a distribuicao da varidvel resposta, possibilitando que a mesma
pertenca a familia exponencial de distribuicoes, bem como dar maior flexibilidade a
relacao entre a média da variavel resposta e o preditor linear. Nelder e Wedderburn
introduziram o conceito de desvio que tem sido amplamente utilizado na avaliacao
da qualidade dos MLGs e propuseram um processo iterativo para a estimacao dos
parametros. Intimeros artigos relacionados com os MLGs foram publicados desde 1972.
No Capitulo 1, procuramos revisar os principais resultados teoricos relacionados com
os MLGs.

A estimacao dos parametros nos MLGs, na maioria das vezes, é feita através
do método da méxima verossimilhanca, que por sua vez fornece, em geral, estimadores
viesados. Em virtude disso, correcoes do viés tém sido bastante estudadas na literatura
estatistica. No Capitulo 2 apresentamos diversos artigos relacionados & correcao do viés
e, em particular, exibimos as expressoes matriciais para os vieses dos estimadores de
maxima verossimilhanga (EMVs) em MLGs obtidas por Cordeiro e McCullagh (1991)
através da formula de Cox e Snell (1968), cuja grande utilidade é definir um EMV
corrigido pelo viés até a ordem n~!.

Nos MLGs, a matriz de covariancias de primeira ordem dos EMVs ¢ dada pela
inversa da matriz de informacao de Fisher. A partir das expressoes de Peers e Igbal
(1985), Cordeiro (2004) obteve a matriz de covariancias de segunda ordem do EMV em
MLGs considerando o parametro de dispersao conhecido. Este resultado foi estendido

por Cordeiro et al. (2006) para o caso em que o parametro de dispersao é desconhecido.
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Por fim, utilizando a expressao de Pace e Salvan (1997, pag. 30), Cavalcanti (2009)
obteve a matriz de covariancias de segunda ordem do EMYV corrigido pelo viés em
MLGs supondo o parametro de dispersao conhecido. Estes resultados encontram-se no
Capitulo 3.

No Capitulo 4, estendemos os resultados de Cavalcanti (2009) para o caso em
que o parametro de dispersao é desconhecido, porém o mesmo para todas as observa-

coes. Através de estudos de simulacdo mostramos que as covariancias até ordem n =2

! estdo mais proximas da matriz do erro

dos EMVs corrigidos pelo viés de ordem n~
quadratico médio. Sugerimos modificacoes no teste de Wald utilizando os estimadores
corrigidos pelo viés e a matriz de covariancias obtida nesse capitulo e, através de estu-
dos de simulagao, comparamos os tamanhos empiricos dos testes de Wald modificados
para alguns niveis de significancia variando o tamanho da amostra.

Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos alguns temas que poderao ser desenvol-
vidos em pesquisas futuras.

Vale salientar que o Capitulo 4 é a principal contribuicao tedrica desta dissertacgao.
Os estudos de simulagao realizados neste trabalho foram feitos utilizando a linguagem
de programacao computacional R em sua versao 2.11.1 e a linguagem matricial de
programacao Ox em sua versao 5.10.

Todos os cumulantes usados nesta dissertacao e os desenvolvimentos algébricos

dos Capitulos 3 e 4 encontram-se nos Apéndices A e B, respectivamente.



Capitulo 1

Modelos Lineares Generalizados

Neste capitulo definimos os modelos lineares generalizados e apresentamos alguns

resultados relacionados com a estimacao de parametros e testes de hipoteses.

1.1 Introducao

Os modelos lineares generalizados (MLGs), definidos por Nelder e Wedderburn
(1972), sao modelos de regressao para dados nao normalmente distribuidos, geralmente
ajustados por méaxima verossimilhanca. Estes modelos sao definidos por uma distribui-
cao de probabilidades, membro da familia exponencial de distribuicoes, para a variavel
resposta, um conjunto de varidveis independentes descrevendo a estrutura linear do
modelo e uma funcgao de ligacao entre a média da variavel resposta e a estrutura linear.
A ligacao entre a média e o preditor linear pode assumir qualquer forma monétona
nao-linear, nao sendo necessariamente a identidade. O processo iterativo para a esti-
macao dos parametros lineares pode ser visto como um método de minimos quadrados
reponderados. Trés testes de hipoteses estatisticas sao apresentados: o da razao de
verossimilhanca, Wald e escore. Outras aplicagoes da estrutura dos MLGs podem ser
encontradas em diversos artigos e livros da literatura estatistica. Referéncias de textos

no assunto sao os livros de Cordeiro (1986), McCullagh e Nelder (1989) e Paula (2010).



1.2 Definicao

Sejam Y7, ..., Y, variaveis aleatorias independentes com cada Y, tendo funcao den-

sidade de probabilidade (ou funcdo de probabilidade) dada por

7(y; 0, @) = exp{o[yde — b(0p)] + aly, o)}, (1.1)

em que a(-,-) e b(-) sdo fungbes conhecidas. A familia exponencial de distribuigdes é
caracterizada por (1.1). A média e a variancia de Y; sao, E(Y;) = u, = db(6,)/db,
e Var(Vy) = ¢ 'V,, em que V; = du,/df,; é denominada func¢ao de variancia e 6, =
[ Vi dpe = q(pe), sendo g(pe) uma fungao um-a-um de p1y, conhecida, que varia em um
subconjunto dos reais. A func¢do de variancia caracteriza a distribui¢ao, desempenhando
assim, um papel importante na familia exponencial. Os parametros 6, e ¢ > 0 em (1.1)
sao chamados parametros canodnico e de precisao, respectivamente. Assumimos, por
enquanto, que ¢ é conhecido e denominamos ¢! de parametro de dispersao.

Quando ¢ for desconhecido, (1.1) pode, ou nao, pertencer a familia exponencial
biparamétrica com parametros naturais ¢ e ¢f#,. Para (1.1) pertencer a familia expo-
nencial biparamétrica quando ¢ nao for conhecido, a fungao a(y, ¢) deve ser decomposta

como

a(y, ) = ¢c(y) + di(¢) + da(y). (1.2)

Esse é o caso das distribuicoes normal, gama e normal inversa, por exemplo.

Os MLGs sao definidos por (1.1) e pela componente sistematica

g(uz) =M,

em que n = X3 ¢ o preditor linear, sendo 3 = (54, ..., 3,)7 um vetor de parametros
desconhecidos a serem estimados, X = (xy,...,7,)T a matriz do modelo de dimensao
n X p de posto completo, em que z; = (241, ..., 24)" € g(-) é uma fungao monotona e
diferenciavel denominada funcao de ligacao.

Na Tabela 1.1 é apresentado um resumo de algumas distribuigoes pertencentes a

familia exponencial.
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Tabela 1.1: Principais distribuicoes pertencentes a familia exponencial

Distribuicao b(0) 0 o) V()
Normal: N(u, 0?) 622 0 o2 1
Poisson: P () e? logp 1 U
Binomial: B(n,pu)  log(1+¢%) log{u/(1 —p)} n (1l — )
Goma: Gud)  —log(—0)  —1u  EAY)Var(Y)
N.Inversa: NI(p,¢) —v—20 —1/2u> 0 u’

Fonte: Paula (2010; Tabela 1.1, pag. 7).

A funcao geradora de momentos (f.g.m.) da familia (1.1) é dada por

M(£: 0, ) = B(e™) = exp {¢> {b (é + 9) _ b(@)] } , (1.3)

e sO depende da fungao b(-). A demonstracdo de (1.3) para o caso de variaveis aleatorias
continuas segue do Teorema 3.1 (James, 2008, pag. 120) e do fato de (1.1) ser uma
funcao densidade de probabilidade.

A fungao geradora de cumulantes (f.g.c.) é, entdo,

olt:6.0) = logM(s0.0)] =0 o (5 +6) ~0)|. (1.4)

Derivando (1.4) r vezes em relagao a t, tém-se

e (t;0,¢) = ¢' "0 (é + 9) ,

em que b indica a r-ésima derivada de b(-) em relacdo a t. Para t = 0, obtém-se o

r-ésimo cumulante da familia (1.1) como
K = O (B). (1.5)

A partir de (1.5), pode-se deduzir o valor esperado k; e a variancia ry da familia
(1.1) para r = 1 e 2, respectivamente. Tem-se k; = pu = b'(0) e ko = ¢ 10" () =
¢~ tdu/do.

A equagdo (1.5) mostra que existe uma relagao de recorréncia entre os cumulantes
da familia (1.1), isto é, k.41 = ¢ 'dk,/dd para r = 1,2,---. Esse fato é fundamental
na obtencao de propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca
nos MLGs.

A Tabela 1.2 apresenta as fungoes geradoras de momentos para as distribuigoes

dadas na Tabela 1.1.
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Tabela 1.2: Funcgoes Geradoras de Momentos para algumas distribuigoes

Distribuicao Fungao Geradora de Momentos M(¢; 6, ¢)

Normal: N(u,0?)  exp (/Lt + %)

Poisson: P(u) explu(e! —1)]

Binomial: B(n, )  {pu[en — 1] +1}"
—¢

Gama: G(u, @) ( — %) 1< %

2N\ 1/2
N.Inversa: NI(u, ) exp {qb,ul {1 — (1 — 2‘;t> } }, t < %

A funcao de verossimilhanca de um MLG com respostas independentes e supondo
¢ conhecido é dada por

L(B) = [ [ 7(ye: 0 0) = [ [ exp{8luebe — b(00)] + alye, 9)}.

/=1 /=1

Assim, o logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por

((B) =log[L(B)] = Blyets — b(6)] + > alye, ). (1.6)

Um caso importante dos MLGs ocorre quando o parametro candnico € e o preditor
linear coincidem, isto é, quando 6y = n, = > 7_, Tafk. Consequentemente, ¢(5) fica

dado por

3
3

(B)=)> ¢ {ye erkﬁk —b (Z xekﬁk> } + > alye, @),

(=1

podendo ser expresso na forma

(B) = SB—0> b (Z xekﬁk) + ) alyn 9),
k=1 h=1

(=1 4

3

Il
—

em que S = ¢ 21?:1 YeX ok

Portanto, a estatistica S = (54, ...,.S,)7 ¢ suficiente minimal (Dudewicz e Mishra,
1988, Cap. 8) para o vetor 8 = (f31,...,5,)7. As ligagdes que fornecem estatisticas
suficientes para as diversas distribuigoes sao denominadas candnicas. Um dos beneficios
de usar as ligagbes candnicas é que elas asseguram a concavidade de ¢(3), isto é,
garantem a unicidade da estimativa de maxima verossimilhanca de 3, quando essa
existe e, consequentemente, muitos resultados assintoticos sao obtidos mais facilmente.

As fungoes de ligacao canénicas para as principais distribuigoes estao apresenta-

das na Tabela 1.3.
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Tabela 1.3: Fungoes de ligagao candnicas

Distribuicao Funcao de ligagao canonica

Normal Identidade: n = p
Poisson Logaritmica: n = log u

Binomial Logito: n = log {ﬁ}

Gama Reciproca: n = l%

N.Inversa Reciproca do quadrado: n = /%

Outros tipos de ligagoes sao dadas abaixo:

A em que A é um niamero real.

Poténcia: n = pu
Probito: n = ®'(u), em que ®(-) é a fungdo de distribuigdo acumulada da
distribuicao normal padrao.
Complemento log-log: 1 = log[log(1 — u)].
n=(u—1)/X para A #0,

n = log i para A — 0.

Box-Cox:

Aranda-Ordaz: n = log{[(1—p)"*—1]/a}, em que 0 < x < 1 e v é uma constante
desconhecida. Quando o = 1 temos a ligagao logito n = log{u/(1 — u)}.

A qualidade do ajuste de um MLG é avaliada através das medidas de discrepancia.
Uma destas medidas foi proposta por Nelder e Wedderburn (1972), sendo denominada

de "deviance" (traduzida por Cordeiro (1986) como desvio), e tem expressao dada por
D*(y; i) = 6D(y: 1) = 26> {weBe — B0) + [b(8r) — (0]} (1.7)
=1

em que D*(y; i) ¢ denominado de desvio escalonado e D(y; i) de desvio, sendo 0, =
Oo(f1e) e 94 = 0,(f1¢) as estimativas de maxima verossimilhanca de 6 para os modelos
com p parametros (p < n) e saturado (p = n), respectivamente. O desvio D(y; 1) é
funcao apenas dos dados y e das médias ajustadas i, e suas expressoes para algumas
distribui¢oes sao dadas na Tabela 1.4. Ja o desvio escalonado D*(y; i) depende de
D(y; 1) e do parametro ¢.

Um valor pequeno para a funcao desvio indica que, para um nimero menor de
parametros, obtém-se um ajuste tao bom quanto o ajuste com o modelo saturado. Em

geral, D(y; 1) ndo segue assintoticamente uma distribuigao Xfl_p, embora seja usual
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comparar os valores observados da funcao desvio com os percentis desta distribuicao.
Comumente, para os casos em que D*(y; i) depende do parametro de dispersao ¢,

Jorgensen (1987) mostrou que
D*(y; i) ~ X, quando ¢ — oo,

isto é, quando a dispersao é pequena a aproximacao Xi_p para D*(y; f1) é razoavel.

A Tabela 1.4 apresenta a fungao desvio para as principais distribuicoes.

Tabela 1.4: Funcao desvio para algumas distribuicoes.

Distribuicao Desvio

Normal D )
) =250, [uelog () — (v — )]

) =23, [yg log (%) + (e — y¢) log <%€an>]
)=2 (

)

Poisson D

Gama D D [— log %) + M]

e
NI D(v: i) = S (ye—fre)*
Inversa ) =S, ety

(y
(y
Binomial D(y; i1
(y
(y

A construcao de testes e intervalos de confianca sobre os parametros lineares
dos MLGs pode ser feita através da funcao desvio, tendo como grande vantagem, a
independéncia da parametrizacao adotada.

Uma outra medida da discrepancia entre os dados y e os valores ajustados ji para
testar a adequacao de um MLG é dada pela estatistica de Pearson generalizada, cuja
expressao €

n V2
x2 =N W) |
8 ; V(jue)

em que V(fiy) é a fungdo de variancia estimada para a distribui¢do de interesse.

A anélise do desvio (ANODEV) é uma generalizagao da andlise de varidncia para
os MLGs. Considere para o vetor de parametros 3 a particio 8 = (81, 81)T, em que
f1 & um vetor de dimensdo g x 1, enquanto que [y tem dimensdo (p —¢q) X le ¢ é
conhecido. Suponha que queremos testar a hipotese nula Hy : 5; = 0 contra a hipotese
alternativa H; : B; # 0. As funcoes desvio que correspondem aos modelos sob Hy e
H, sdo dadas por D(y; i) e D(y; 1), respectivamente, em que 1(*) é a estimativa de

maxima verossimilhanga de p sob Hy.
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Podemos definir a estatistica

{D(y; ') — D(y; 1)} /q
D(y;r)/(n—p)

cuja distribuicao nula assintotica & Fy ,—p). A vantagem de utiliza-la é que a mesma

F =

nao depende de ¢. Essa estatistica é muito conveniente para o uso pratico, pois pode

ser obtida diretamente da funcao desvio.

1.3 Estimacao dos parametros

1.3.1 Estimacao de [

A estimacao do vetor de parametros S pode ser feita através de diversos métodos,
dentre eles, o qui-quadrado, o Bayesiano e a estimacao-M, sendo que este tltimo inclui
o método de méaxima verossimilhanca que possui muitas propriedades Otimas, tais
como, consisténcia e eficiéncia assintotica.

Consideraremos apenas o método de maxima verossimilhanca para estimar os
parametros lineares [y, ..., 3, do modelo.

A funcdo escore total e a matriz de informacao total de Fisher para o parametro

[ sao, respectivamente, dadas por

Uy = 20 _ xrwrizying — ),

9p

B 0%0() T
KﬁE{—aﬂaﬁT} = oXTWX,

em que X é a matriz modelo cujas linhas serao denotadas por zf, £ = 1,...n, W =
diag{wi, ...,w, } é a matriz de pesos com w, = V, '(due/dn,)?, V = diag{V1, ..., V,.},
Y=Y, yn) e = (p, s pin)"

A estimativa de maxima verossimilhanca de 3 é obtida através do processo ite-
rativo de Newton-Raphson. Tal processo é definido expandindo-se a fun¢ao escore Ug

em série de Taylor em torno de um valor inicial 89, de modo que

Us = UL + UV (B — B,
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em que Up corresponde a primeira derivada de Us em relagao a 3. Assim, repetindo o

procedimento acima, chega-se ao processo iterativo
Bt = g + [(-Up) Ug”,

m = 0,1,---. A aplicacdo do método escore de Fisher substituindo a matriz —Ué
pelo correspondente valor esperado pode ser mais conveniente quando nao se sabe se a

matriz —Uj € positiva definida. Isso resulta no seguinte processo iterativo:
(m+1) _ p(m) —17(m)77(m)

m =0,1,---. Este processo pode ser reescrito como um processo iterativo de minimos

quadrados reponderados
ﬁ(erl) — (XTW(m)X)ileW(m)Z(m), (18)

m=0,1,...,em que z = n+W 2V "1/2(y—p). Além de ser valida para qualquer MLG,
a equacao matricial (1.8) mostra que a solucao das equagoes de maxima verossimilhanga
equivale a calcular repetidamente uma regressao linear ponderada de uma variavel
dependente ajustada z sobre a matriz X usando uma matriz de pesos W que se modifica
a cada passo do processo iterativo. As funcoes de varidncia e de ligagao entram no
processo iterativo por meio de W e z. A convergéncia de (1.8) ocorre em geral num
namero finito de passos, independentemente dos valores iniciais utilizados. E usual
iniciar (1.8) com 7¥ = g(y). Ressaltamos que para o modelo normal linear nio é
preciso recorrer ao processo iterativo (1.8) para a obtengdo da estimativa de maxima

verossimilhanca. Nesse caso, B assume a forma fechada B = (XTX)"1XTy.

1.3.2 Estimacgao de ¢

Os métodos mais utilizados para estimar o parametro ¢ quando o mesmo é desconhe-
cido, porém igual para todas as observagoes, sao: método do desvio, método de Pearson
e método de maxima verossimilhanca.

O método do desvio baseia-se na aproximacao X%—p para D*(y; i1). A estimativa

de ¢ é entao dada por

D(y; 1)
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O método de Pearson é baseado na aproximacao da distribuicao da estatistica de

Pearson generalizada pela distribuigao X%fp- Assim, a estimativa de ¢ é dada por
N n—7p
¢P Ye—fe) .
EZ 1{ V (iie) }

Na teoria, o método de maxima verossimilhanca é sempre possivel, mas pode

tornar-se inacessivel computacionalmente quando nao existir solugao explicita para a
estimativa de maxima verossimilhanca. Definindo o logaritmo da funcao de verossimi-

Thanca L(3, ¢) como funcao de 3 e ¢, pode-se escrever de (1.6)

=" 6 {ub — b6} + Y alyr. ). (1.9)
=1 =1

A funcao escore total e a matriz de informacao total de Fisher para o parametro

¢ sao, respectivamente, dadas por

Uy = oL B ) Z{yﬂe —b(0,)} Z a'(ye, ),

(=1

92L( "
K¢:E( a§2¢): ZE{a (Ye, ¢)} = —nds,

em que d (ye, ) = da(ye, @)/de, a”"(ye, &) = d®alye, ¢)/dd? e dy & a segunda derivada
da funcao d; (o).
Igualando a funcao Uy, a zero, obtemos

n

> d(ye o Z{W@e — b(6)}.

/=1

Por outro lado, de (1.7) temos que
D(y;pp) = 2 Z {ye(éz — 0p) + [b(6y) — b(ée)]}
=1

= 2 i {yl(éf) - b(éz)} —2 i {ye(ée) - b(éz)} .

Portanto,

3

d'(yr, §) = %D(y; i) =Y {yebe — b(6e)},
(=1

~
Il
-
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com D(y; f1) denotando o desvio do modelo sob investigacao.
A estimativa de maxima verossimilhanca para ¢ nos casos normal e normal in-
versa, é dada por ¢ = n/D(y; 1). Para o caso gama, a estimativa de méaxima verossi-

milhanca de ¢ vem da equacao
2nlog ¢ — ()] = D(y; 1), (1.10)

em que (¢p) = I'(¢)/T'(¢) é a fungao digama. Cordeiro e McCullagh (1991) deduziram

uma aproximacao para (;3 obtida de (1.10) para valores pequenos de ¢,
n {1 +(1+ —QD:)E?J']UI/Q}
2D(y; 1)

Utilizando a desigualdade 1/2z < logz — ¢(x) < 1/z, Cordeiro e McCullagh

~
~
~

(1991) também deduziram que

n - 2n
— <9< —. 1.11
D(y; 1) D(y; 1) )
Substituindo o valor de D(y; i) por (n — p)/dq em (1.11), temos
. .
nde g 201 (1.12)
n—p n—p
Ao limite quando n — oo, a desigualdade (1.12) resulta em
ba < ¢ < 204. (1.13)

A desigualdade (1.13) proporciona a comparagao entre as estimativas (ﬁ e (ﬁd.

Derivando U, em relacao a f3,, temos

U, PL(B, ¢) _ zn: (Yo — pre) dpug
T 0008, T = Vi dn
Logo, E(Usp) = 0, 0 que mostra que os parametros 3 e ¢ sdo ortogonais.
Assintoticamente, 3 e ¢ possuem distribuicdes N, (5, Kﬁ_l) e N(0, K(;l), respec-
tivamente. Além disso, B e ngS sao independentes. Demonstracoes rigorosas destes

resultados podem ser encontradas, por exemplo, em Fahrmeir e Kaufmann (1985) e

Sen e Singer (1993, Cap. 7).
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1.4 Testes de hipbteses

Os métodos de inferéncia nos MLGs baseiam-se, essencialmente, na teoria de
méxima verossimilhanca. Com base nessa teoria, trés estatisticas sao utilizadas para
testar as hipoteses relativas aos parametros ’s, sao elas: estatistica da razao de veros-
similhancas; estatistica de Wald, baseada na distribuicao normal assintética de B ea
estatistica escore, obtida da funcao escore.

Suponha que queremos testar a hipotese nula Hy : 8 = ) contra a hipotese
alternativa Hy : 8 # 9, em que 5) ¢ um vetor de dimensdo p x 1 conhecido e ¢ &

também assumido conhecido.
Teste da razao de verossimilhancas

O teste da razao de verossimilhancas para o caso de hipotese simples é comumente

definido por

RV = 2[0(3) — £(8)],

em que £(5) e £(3°) sdo os valores do logaritmo da funcio de verossimilhanca em /3 e

BY, respectivamente.
Teste de Wald

O teste de Wald ¢é definido por

~

W = (6= )Y Var ' (5)(5 - ),

em que Var((3) denota a matriz de variancia-covariancia assintéotica de § estimada em /3.
Teste escore

O teste escore, também conhecido como teste de Rao, é definido quando UB(B) =

0 por

Sk = Us(8°) Varg(3)Us(8%),
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em que Varg(() significa que a variancia assintotica de [ esta sendo estimada sob Hj.

As trés estatisticas descritas acima sao assintoticamente equivalentes e, sob Hy,

convergem em distribuicao para a varidvel Xf?.



Capitulo 2

Correcao do Viés dos Estimadores de

Maxima Verossimilhanca

Neste capitulo apresentamos diversos resultados relacionados a correcao do viés
dos estimadores de méxima verossimilhanca (EMVs). Apresentamos também expres-
soes matriciais para os vieses de ordem n~! dos EMVs em MLGs. Tais expressoes
foram obtidas por Cordeiro e McCullagh (1991) através do uso da formula de Cox e
Snell (1968) para determinar o viés de ordem n~' dos EMVs em modelos multipara-
métricos. A partir destas expressoes, é possivel obter os EMVs corrigidos pelo viés de
ordem n~! em MLGs. Os resultados da Secao 2.3 podem ser encontrados em Cordeiro

e McCullagh (1991).

2.1 Introducao

O comportamento dos EMVs em amostras finitas é estudado por uma notavel area
de pesquisa em estatistica. Estes estimadores possuem diversas propriedades significa-
tivas, tais como, consisténcia, invariancia e eficiéncia assintética. Uma caracteristica
indesejavel é que eles sao tipicamente viesados para os verdadeiros valores dos parame-
tros quando o tamanho da amostra n é pequeno ou a informacao de Fisher é reduzida.
Sendo o tamanho da amostra n grande, o viés que é de ordem n~! pode até ser con-
siderado insignificante quando comparado ao erro padrio que é de ordem n~'/2. No

entanto, estimadores corrigidos pelo viés podem melhorar a qualidade das estimativas,
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principalmente, em se tratando de amostras pequenas.

As correcoes dos vieses tém sido bastante estudadas na literatura estatistica.
Bartlett (1953) deduziu uma férmula para o viés de ordem n~' do EMV no caso
uniparamétrico. Expressoes de ordem n~! para os primeiros quatro cumulantes em
amostras aleatorias de um ou dois parametros desconhecidos foram dadas por Haldane
(1953) e Haldane e Smith (1956). Shenton e Wallington (1962) apresentaram uma
expressao geral para os vieses de ordem n~! dos estimadores pelo método dos momentos
e da maxima verossimilhanga no contexto biparamétrico. Bowman e Shenton (1965)

2 e covariancias de mesma

obtiveram expressoes para o viés do EMV até a ordem n~
ordem, para o caso multiparamétrico. Cox e Snell (1968) deduziram uma expressao
geral para o viés de ordem n~! dos EMVs nos casos uniparamétrico e multiparamétrico.
Uma expressao geral para o viés de segunda ordem em modelos nao-lineares em que
a matriz de covariancias ¢ conhecida foi apresentada por Box (1971). Cook et al.
(1986) forneceram os vieses dos EMVs em um modelo de regressao normal nao-linear.
Young e Bakir (1987) exibiram estimadores corrigidos em modelos de regressao log-
gama generalizados.

Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram uma formula geral para os vieses de or-
dem n~! dos EMVs em modelos lineares generalizados. Paula (1992) conseguiu uma
expressao para os vieses de segunda ordem em modelos nao-lineares da familia expo-
nencial. Cordeiro (1993) apresentou expressoes de segunda ordem dos EMVs em dois
modelos heteroscedasticos de regressao. Um estimador corrigido, o qual corresponde &
solugdo de uma equacio escore modificada foi fornecido por Firth (1993). Cordeiro e
Klein (1994) deduziram formulas matriciais para os vieses de segunda ordem dos EM Vs
em modelos ARMA. Expressoes para os vieses de ordem n~! dos EMVs dos parametros
em modelos ndo-exponenciais nao-lineares foram exibidas por Paula e Cordeiro (1995).
Ferrari et. al (1996) obtiveram EMVs corrigidos até segunda e terceira ordem em mo-
delos uniparamétricos e compararam seus erros padrao. Cordeiro e Vasconcellos (1997)
forneceram uma formula geral para calcular o viés de segunda ordem em uma ampla
classe de modelos de regressao multivariados normais nao-lineares. Botter e Cordeiro
(1998) deduziram formulas para os vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos li-
neares generalizados com covariaveis modelando o parametro de dispersao. Cordeiro e

Cribari-Neto (1998) concluiram, através de estudos de simulacdo, que para os modelos
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nao-exponenciais nao-lineares os EMVs corrigidos sao mais precisos em termos de erro
médio quadratico do que as estimativas usuais.

Cordeiro e Vasconcellos (1999) apresentaram os vieses de ordem n™! dos EMVs
em modelos de regressao von Mises. Expressoes matriciais para o viés de segunda
ordem dos EMVs em modelos de regressao multivariados nao-lineares com erros t-
Student foram fornecidas por Vasconcellos e Cordeiro (2000). Uma formula geral para
os vieses de segunda ordem dos EMVs em uma classe de modelos de regressao nao-
lineares simétricos foi deduzida por Cordeiro et al. (2000). Cribari-Neto e Vasconcellos
(2002) analisaram o comportamento em amostras finitas dos EMVs dos parametros que
indexam a distribuicao beta. Uma férmula geral para os vieses de segunda ordem dos
EMVs em um modelo de regressao nao-linear t-Student em que o nimero de graus de
liberdade é desconhecido foi dada por Vasconcellos e Silva (2005). Ospina et al. (2006)
apresentaram expressoes com forma fechada para os vieses de ordem n~! dos EMVs
em um modelo beta. Lemonte et al. (2007) exibiram estimadores nao-viesados para os
parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders.

Cordeiro e Barroso (2007) deram expressdes matriciais para os vieses de ordem
n~% dos EMVs em MLGs. Cordeiro e Udo (2008) forneceram expressoes para os vieses
de ordem n~? dos EMVs em modelos nao-lineares generalizados com dispersao nas
covariaveis. Correcao do viés para o modelo de quasi-verossimilhanca estendido foi
dada por Cordeiro e Demétrio (2008). Cordeiro et al. (2008) desenvolveram corre¢ao do
viés do EMV em modelos nao-lineares com super dispersao. Cordeiro (2008) forneceu
formulas para os vieses dos EMVs em modelos de regressao lineares heteroscedasticos.
Cordeiro et al. (2009) obtiveram uma foérmula matricial para os vieses de segunda
ordem dos EMVs dos parametros da média e da variancia em modelos nao-lineares
heteroscedasticos. Cysneiros et al. (2009) apresentaram uma férmula geral para os
vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos de regressao nao-lineares simétricos

heteroscedasticos.

2.2 Fo6rmula de Cox e Snell

Uma formula geral utilizada para determinar o viés de ordem n~! dos EMVs em

modelos multiparamétricos, com vetor de parametros 6 = (61, ...,0,)", foi desenvolvida
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por Cox e Snell (1968) e é dada por

1
dr(9> = Z ffrsfitu (éﬁstu + Rst,u) I (21)

s,tu
em que 7, s,t,u indexam os parametros do modelo e —x"* representa o elemento (7, s)
da inversa da matriz de informacao de Fisher. Para calcular o viés, basta conhecer a
inversa da matriz de informacao de Fisher e os cumulantes kg, € Ko, em relacao a
todos os parametros. A expressdo (1/2ksu,+ st ,) na formula (2.1) pode ser substituida
por (/ig?) —1/2K44,), como consequéncia da identidade de Bartlett sy o, + Kty — KS;) = 0.
A grande vantagem da formula (2.1) é definir um EMV corrigido até a ordem
n~! dado por 6, = 6, — d"(f), em que d"(f) é a r-ésima componente de d(d). O EMV
corrigido 6, tem viés de ordem n~2, isto &, E(G}) =0, + O(n™?%), e pode ser preferido

em relacao ao EMV usual 6, cujo viés é de ordem n™!.

2.3 Correcao do viés dos EMVs em MLGs

Através da formula (2.1), Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram expressoes
matriciais para os vieses de primeira ordem dos EMVs em MLGs.

Consideremos n variaveis aleatérias independentes Y7, ..., Y, com funcao densi-
dade (1.1) e a(y,¢) dado em (1.2). Suponhamos que d;(-) tenha as quatro primei-
ras derivadas. Sendo o logaritmo da funcao de verossimilhanca para e ¢ dado
em (1.9), denotaremos os cumulantes conjuntos das derivadas de L. = L(5,¢) por
Krs = B(0?L/0B,0B,), kirs = B(OL/0B,OL/0B,), tigr = B(0?L/0¢DB,), K\ = Orips /0B,
Frsi = B(O2L)0B,08,0L)08,), First = E(OPL/05,08,08,), ete.

A matriz de informagao para (3, ¢) é dada por

—Krs O

0 —nd2

K =

cuja inversa €

{_I{rs} 0
0 {—ndy}~1

K=

em que {—~£"*} representa o inverso da matriz de informagao de Fisher Kg e d, = dgr)(qﬁ)

para r = 2 é a r-ésima derivada da fun¢ao d;(9).
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Seja d"(f3) o viés de ordem n~! da r-ésima componente de d(3) com r = 1, ..., p.

Utilizando a formula (2.1) tem-se que d"(3) devido a ortogonalidade entre (3 e ¢ reduz-se

a
Z KR ( Kstu + /@m) Z KR ( Kspp T Ksg, ¢>)
s, t,u=1
Como Kegp = ffi‘i) = K¢ = 0, a expressao acima fica dada por
Z KSR < Koty + /istu> ) (2.2)
s, tyu=1
Note que,
. 1¢Zn:(f + 29¢) + ¢i
—Kstu + Bstw = —— TpsTot oy TpsTo Loy
2t t, 26_14 Ge)TpsTpt Ty _gzzztz
. Y 2.3
= 5 0T 0sT oty .
=1
em que fo = V;™ (dpe/dne) (A e/ dne®) e g = fo — oD dpe/dipe)?.

Substituindo (2.3) em (2.2) e rearranjando os termos do somatorio temos,

d'(8) = —%cbz fo (Z mes> (Z mmxam) .
(=1 s=1

t,u=1

Portanto, o viés de ordem n~! de /5’ pode ser escrito em notacao matricial, como
d(B) = —(2¢) " (XTWX) ' XTZ,F1, (2.4)

em que Zg = diag{z11, ..., Zun }, sendo Z = {zpp } = X(XTW X)L XT| F = diag{fy, ...,
e 1 é um vetor n x 1 de uns.
A expressdo (2.4) pode ser vista como o vetor de coeficientes de regressdo na

regressao linear da seguinte maneira:
d(B) = (XTWX)"' XTW,

em que ¢ = —(2¢) "W Z,F1.
O viés de ordem n~! de 7 ¢ escrito em nota¢ao matricial como
dn) =d(XB)=Xd(B) = —(2¢)"' X(X"WX)'X"Z,F1
= —(20)7'ZZsF1. (2.5)

fn}
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Sejam G, = diag{du/dn} e Gy = diag{d*u/dn*}. Como pu, é uma fun¢ao um-a-
um de 7, obtém-se para a ordem n~! que

du 1 d*u
d(pe) = d(m)d—nj + §Var1(m)—z

1

em que Vary(7,) € o termo n~"' na variancia de 7.

Temos que,

Var(f) = Var(Xf3) = XVar(B) X" = XK;' X" = ¢ X(X"WX)'XT =¢7'Z.

Assim,
Var1 (ﬁl) 211 211 1
: =o' | =¢" D =920,
Vary (7,,) Znn Znn 1
Portanto,

d(p) = —(20) " G1ZZ4F1 + (20) " G Z41.

Como F' e Z; sao matrizes diagonais, entao Z,F = FZ,.

Logo, o viés de ordem n~=! de fi é

dp) = —(20) C1ZFZ1 + (20)"'GaZul
= (2¢) (G2 — G1ZF)Z,1. (2.6)

Usando a ortogonalidade entre 3 e ¢ na formula (2.1), tem-se que o viés n~! de
é é expresso por
- 1 1
d(¢) = kY K" (—f%tu + fim,u) + (k77)? <—"v‘¢¢¢> + f<~'¢>¢>,¢>> : (2.7)
t,u=1 2 2
Como Koty = —Kgtu = 9y WeTerTey, tEMOS que

» n P
Z K™ (%/ﬁﬁtu + /f(ﬁt,u) = %;we <Z /{tul’gtl’gu>

tu=1 tyu=1

1 n
- _% ; WeZee

1
1

= —2—¢posto(X)
p

29
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Substituindo (2.8) em (2.7) e utilizado o fato de que Kkyy = nda, Kgpp = 0 €

Keépp = ndg, 0 viés de ordem n™! de ¢ é dado por

_ 1 (—p L\ nds _ ¢ds — pdy
d(¢)‘n_czz<%)+(ndz> >~ 2n0d (29)

A partir das expressoes (2.4), (2.5), (2.6) e (2.9), podemos definir os EMVs cor-

rigidos pelo viés de ordem n~!, B, 7, i e gB, respectivamente, por

B=p—dB), q=n—dn), p=p—di) e ¢=0¢—d),
em que d(-) é o viés avaliado nos parametros B, n, i e 95, respectivamente. Os esti-
madores corrigidos tém vieses de ordem n 2. Sendo assim, espera-se que eles tenham
melhores propriedades em amostras finitas que os EMVs usuais, cujos vieses sao de

ordem n~ L.



Capitulo 3

Matriz de Covariancias de Segunda
Ordem

Neste capitulo, fornecemos a matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs
em MLGs para os seguintes casos: quando a dispersao é conhecida, quando a dispersao
é desconhecida e quando o EMV ¢ corrgido pelo viés, porém com dispersao conhecida.
Estes resultados podem ser encontrados em Cordeiro (2004), Cordeiro et al. (2006) e

Cavalcanti (2009), respectivamente.

3.1 Matriz de covariancias de segunda ordem do EMV

em MLGs com dispersao conhecida

Tanto nesta secdo como na Se¢ao 3.3, o logaritmo da fungao de verossimilhanca
para (3 serd dado por (1.6) e denotaremos os cumulantes conjuntos das derivadas de
£ = 0(B) POr Ky = B(O2/DB,08,), tirs = B(ODB00)D8,), Firs® = Dby OB, Firss =
E(0%0/0B,08,00/00;), kst = E(0%0/08,08,08;), etc. Todos os k’s referem-se a um
total sobre a amostra e sao, em geral, de ordem n.

De Peers e Igbal (1985) decorre que a matriz de covariancias até a ordem n=2 do

EMV, B, é dada por

Covi(B) = K3'+3,
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em que ¥ = X1 4+ ¥ 4 %G com ¥ = {O'(T)} r=1,2 e 3 e 0;; dado por
oy = oV 4 o 4 o),
em que

p
1 _ 2 : ia,.jb cd
0,; = — KKK (’ﬁ:abcd + Ra,bed + 2"'iabc,d + 2/€a,bc,d + 3/‘€ac,bd)7 (31)
a,b,c,d=1

(2) ia . jr , .bs ct 3
R "fj KR §Habc’€rst + 4"iab,cﬁ'r’st + RabeRrst + 2"iab,c"ir,st + Rab,cRrt,s | » (32)

a,b,c=17,s,t=1

P p
2 § : ia , .jb .rs ct
R ﬁj R (2"ia bc"ir st + Raq bc’ﬁrst + Rabclrst + 2’€abc/§r st) (33)

a,b,c=17,5,t=1
Usando o fato de que os cumulantes sao invariantes sob permutacao de parame-

tros e as identidades de Bartlett (vide Apéndice A), podemos reescrever (3.1)-(3.3) da

seguinte maneira

p
ia i c d a ad
2(]1) = — Z K KN Kabed + 3Kaped + 2(Kadbe — :‘igb)c — m&bi + /i( - Kadbe) + 3Kac,bd }
a,b,c=1
= — Z K9 K Kaped + 3Kaped + 2Kabed — 4/4:1()21 + 2/65(,(2@ — 2Kacbd + 3Kacbd)
a,b,c=1
= — Z K57 k(3K abed + 3Kabed — 4%1() 9 4 QH(ad) + Kac,bd)
a,b,c=1
p . .
= = Z Iiwﬁ]bﬁCd(Sﬁl(m()i - 4RZ(JCZI + 2/€l(md) + I{GC bd)
a,b,c=1
_ Z /‘ilalﬁ',]b cd 2'%((70 ) _ ’K‘:l(;(;d + '%ac,bd)a (34)
a,b,c=1
p p ) ) 3
O'Z-(;) = Z Z KR DS et <§liabc/€mt + SKap,chrst + 3/<0ab,c’fr,st)

a,b,c=1r,5t=1

3
_ Z Z Kza/i]r,%bs ct { (§/€abc + 5Hab,c) Rpst + 3/ﬁ3ab,c/ir,st} R (35)

a,b,c=17,5t=1
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(3) _ E E ia ,.jb, .rs ct
z] - R H] R 25(1 bc"'ir st + 'Lia bcRrst + Rabclrst + 2/€abc/§7“ st)

a,b,c=17r,5,t=1

p
- Z Z ffmfi]bﬁmfiCt{Q(’ia,bc + Rabc)"ir,st + ("ia,bc + "iabc)ﬂrst}

a,b,c=1r,s,t=1

p p
DD I (RIS (3.6)

a,b,c=17,st=1

Apos alguma algebra em (3.4), (3.5) e (3.6) (vide Apéndice B), obtemos

05;” = _¢Z": { (Z Hwﬂ?aé) he (Z Tgek” dez) (i !Bebfibj> } :
/=1 a c,d=1 b=1

= §¢2 Emzl { (Z ' wae> f (bszl Lok xsm) (Ctzl ek xtm> fm (Z e ) }
+3¢° ) { (Z Hia$a£> fe (Z xembsxsm> (Z a:edf“:tm) 9 <Z Tk ) }
Im=1 a=1 b,s=1 c,t=1 r=1
—2¢° ) { <i Kviaxaé) 9 (i xzb%bsx8m> (i wecHCtxtm) fn <i T K ) }
£,m=1 = b,s=1 c,t=1 =
—¢? Z { (Z“ xae> 9 (Z Topks msm> (Z ek’ xtm> Gm (Z o ) }
fm=1 b,s=1 c,t=1

— ¢2 Z { <Z /fzaxaﬂ) fé —+ gg) <Z chHCtxtm> fm (Z xmrﬁrswsm> (Z J]gblibj> } ]
fm=1 c,t=1 r,s=1 b=1

Podemos escrever as expressoes acima em nota¢ao matricial, como

M = ¢2PHZ,P",

@ = ;ngPFZ(Q)FPT + ¢ 2PGZPFPT — 2 PGZPGPT,

2O = oA XTWX)TAXTWX) !
Portanto,

Y= ¢ ?PAPT + o 2 XTWX)PAXTWX)
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em que A = HZ, + 3FZOF + GZOWF — GZ¥G, P = (XTWX)'XT, Z = XP,
H = diag{hy, ..., hu}, he = —(dpe/dne) (A e/ Q) / Vi — (dpte/ o) (A2 pae /A VO J V2 +
(dpae/ e VP VE VY = Ve, Za = diag{zn, oz}, F o= diag{ i, fu),
fo = Vi (due/dne) (P pe/dng), G = diag{gy, ... gn}, 9 = Vi (dpe/dne) (d*pe/dnf) —
‘/'Z’Q‘/'e(l)(dug/dm)3 e Z® = Z® Z, em que ® denota o produto de Hadamard (Rao,
1973, pag. 30). A matriz A é definida por

A= zn: AgCg,
=1

em que Ay = (fo + go)zex}, co = 0] ZsZs,F1, x} = (zp1, ..., xp) é a (-ésima linha da
matriz de covariancias X, Zs = X (XTWX)" ' X7 §, ¢ um vetor de dimensdo n x 1
com um na posicao ¢ e zero nas demais posicoes e 1 é um vetor n x 1 de uns.

Logo, a matriz de covariancias de ordem n=2 do EMV, B, é dada por

Covi(B) = K3'+S=¢ "(XTWX) " + ¢ 2PAPT + ¢ 2(X"WX) ' AXTWX) L.

3.2 Matriz de covariancias de segunda ordem dos EM Vs

em MLGs com dispersao desconhecida

Considere o logaritmo da fungdo de verossimilhanca para e ¢ e os cumulantes
conjuntos das derivadas de L(f, ¢), os mesmos dados na Secao 2.3. Seja d, = dgr)(gb) a
r-ésima derivada da funcao d;(¢) para r = 2,3, 4.

Sejam & = (87, ¢)T o vetor de parametros de dimensao (p + 1) x 1 no modelo

(1.1) e € 0 seu EMV. A matriz de covariancias de segunda ordem de 3 e ¢ ¢ dada por
Covy(€) = K1+ 37,
em que

o o
* \T * ’
<Eﬁ¢) Edﬂi)
em S — 2(1)* 2(2)* 2(3)* A iz de di 3 2(7”)* _ (r)=
que Yy = X" + 55" + 3,5 ¢ uma matriz de dimensao p x p com X33" = {0, }
parar=1,2e3, ¥, = Z(Bldz* - Z(ﬁ?* + 2(53(;* ¢ um vetor de dimensao p x 1 com 2(2* =
{UZ(;)*} para r=1, 2 e 3, X%, = ngz* + E((;QZ* + Zf;z* ¢ um escalar com Zg(g* = {0252*}

para r=1, 2 e 3 e além disso,
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P
1)* 1 3 1
o = o) =Ky R (2apss + Basss), (3.7)
a,b=1
1)*
z(ct)) = K" Z a Cd ’ia¢cd + Kaged T 2Kape,d + 2Ka,gcd + 3’%0@‘1)’ (3'8)
a,c,d=1
1) -
1)* 3 2 d
Ogp = —(K°?)*Kgpps — (K*?) Z K (26,64 T 3Koepd), (3.9)
c,d=1
2
gj)* — —|— /‘6¢¢ Z Z Kum/ﬁjr et ( Rapckrst + 4Ha¢ chrgt T Ka,gchrgt + 2/§a¢,c"§r ¢t)
a,c=1rt=1
+/€¢¢ Z Z K,mH]T bs ( FabsFrso + Ky b¢/€rs¢> (310)
a,c=1rt=1

Ui = Kﬁbd) Z Z "fm bs Ct ( RabeR¢pst + 4/fab cRpst + Ka JbeRgst + Kab cRot, S) 7(311)
a,b,c=1 s,t=1

géi) — Z Z KOS R (—K¢bc/€¢st + 4K gpckest + Koo, cf%ts)
b,c=1 s,t=1
3
+2( ¢¢) H¢¢¢>7 (3.12)
3 _ lolo] . ¢ ia,jb rs
oyt = TR Z Z KRR (2Ka,b¢Frs¢ T Kabghrse + Kabplrsg + 2Kabphr,se)

a,b=1r,s=1

+0§§’)= (3.13)

zqﬁ - /id)qs Z Z "im " Ct 2’ia Jpclor st + Kq Jpclrst + RageRrst + Qﬁadmﬁr st) (314)

a,c=1r,s,t=1

p
3)* rs
00 = (K7) K20 + (K9)° Y K (Kosokirss + 2opatinss): (3.15)
r,s=1

Apos alguma algebra nas expressoes (3.7)-(3.15) (vide Apéndice B), obtemos

(B (§ ) ()

- dg 2 Z { (Z maxag) wi (Z Tapk ) } (3.16)




. RN -
W= = Dy | D e | (et 200)
nd2 /=1 a=1
) 1\° 1/ 1
*__ - d _ -
60 (ndg) 104 gb(nd2> Z {

E TgcR© xdé

c,d=1
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) o

(3.18)

E l’ecff $dz

>
}

. 3 n p ‘ p
z(jz) = §¢2 Z {( /izaxaﬂ) fﬂ <Z beKJbsmsm> <Z xﬁc/{ mtm) fm (Z xmr/{ ) }
fm=1 b,s=1 c,t=1
n p
+3¢2 Z { <Z ’iwxaﬁ) fé (Z xfbﬁbsxsm> <Z xfc/{Ctxtm> dm (Z xmrﬁrj) }
fm=1 a=1 b,s=1 c,t=1 r=1
n p p p p '
_2¢2 Z { (Z ’fwx(%) e (Z xﬁbﬁbsxsm) <Z xfc/{Ctxtm> fm (Z xmr/{”> }
fm=1 b,s=1 c,t=1 =
n p ‘ p
_¢2 Z { ( /{mxaﬁ) e (Z xﬁbﬁbsx8m> (Z Tyck xtm) 9m (Z xmr/{ ) }
£m=1 = b,s=1 ct=1
2nd2 { (Z K' xa4> Wy (Ctzzl Tyck xtm> W (Z [ ) } (3.19)
s 3o | (S (3 ) () .
) ¢ n p p p
z(zi))* - n_dg Z { (Z ’immaﬁ> ff e (Z mﬁb/{bsxsm) Wm (Z xmt/{tcxcf) } ) (320)
fm=1 a=1 b,s=1 c,t=1
2 3/1Y) « !
o) = -3 (n—Q) { (Z Tephs afsm> <Z xcm“wtm> wm}
fm=1 b,s=1 c,t=1
3/ 1\
—(— d3)? 3.21
+2 (n 2) (nds)", ( )
n p ‘ p
z(j)* - ¢2 Z { <Z ’imxaé) (ff + gé) <Z Tk Itm) fm
lm=1 a=1 c,t=1
p p
(Z xmmmxsm> (Z Tk J) }, (3.22)
r,s=1 b=1
o =0, (3.23)
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e
1\* 1
0'(55?;2* = <n_dQ> (nd3)2 + (n_c12> nd3 Z wm { Z xmr’% xsm} . (324)
r,s=1
Das expressoes (3.16)-(3.24), temos em notagao matricial
s~ Lppgpr_ 1 ——(XTWX)! (3.25)
BB »? n<]§3d2
s~ 1 ppiaza 3.26
0 = T nord, (F +2G)Za41, (3.26)
(1) 1 p dy
nU* p_ 2
o) n2d§ (¢2 dg) ’ (3 7)
3 1 1
2@ = 2 ppz@Fpr 4+ —_pFzAGPT — —PGZPGPT + PWZWPT (3.2
5= 5 + GP! — 5PGZPG nd2¢3 WZWPT, (3.28)
@~ L p( 3pia)z0mn (3.29)
Be ndy@? 2 ’
@ 3 3d2
=) = g WZOW1 4+ 25 2l (3.30)
20 = oA XTWX)TIAXTWX) Y, (3.31)
20 =0, (3.32)
e
d d D
y@r_ 8 (23 P 3.33
ot} n2d§ d2 o ( )

Portanto os elementos da matriz 3* sdo dados pelas expressoes (3.25)-(3.33).
Logo a matriz de covariancias de ordem n~2 dos EMVs B e ngﬁ quando a dispersao

é desconhecida ¢ dada por

-1 * *
Kg™ + X X5

Covy() = KL 4 5% = . 1
(Xhe)" K+ X5,
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3.3 Matriz de covariancias de segunda ordem do EMV
corrigido pelo viés em MLGs com dispersao co-

nhecida

Considere o logaritmo da fungao de verossimilhanca para [ e os cumulantes con-
juntos das derivadas de ¢() os mesmos dados na Secdo 3.1.

Seja 3 = /3 — d(B) o EMV corrigido pelo viés de ordem n™1, em que d(B) é o viés
de ordem n~! de d(3) avaliado em . Considere 3, a r-ésima componente do vetor 3.
Assim, B, = B, — d"(B), em que 3, e d’(f) sdo as r-ésimas componentes dos vetores 3
e d(B), respectivamente.

De Pace e Salvan (1997, pag. 360), decorre que

& ( )+ Zd’" — Bu) + Oy(n7?), (3.34)
em que
p o
06,
p
- Z {’{Twlisy/ftu(l{stu + 2H8t,u)(livw9 + Kv,wy)
w,s,y,t,u=1

1
+2/<vrs’ftu("§stuv + Hstu,v + 2Hstv,u + 2"fst,u'u + 2’£st,u,’u) }7

e d"(B) dado em (2.2) sao termos de ordem n~1'.
Pretendemos encontrar uma expressao até ordem n~2 para COV(BT, 53)

Por definicao,
Cov(B,,B5s) = E{[B —E(B)][5: — E(B,)]}-
Como E(B,) = B, + O(n~?2), temos até ordem n~2 que

Cov(Br.Bs) = ElBr — BB — B)]
— E[(B —d'(B) - 8)(B. — &'(B) - B)]
= E{[(3, - 8,) — (A3, — B) — (D)}
— E[(3 — 8,)(B, — 8] — E[(B) (B, — 6]
—E[d"(3)(B, — B,)] + Eld" (B)d"(B)). (3.35)

(
3)
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Substituindo (3.34) no segundo termo de (3.35) temos,
EE(3) (G - )] - E{(BT ) [a(6) + st ~5)+ 0,072}
— FEFG - )+ st )(Be = B+ O(n™?)

— EET(E) + 3 dE (k) + O ). (3.30)

O terceiro termo de (3.35) resulta na expressao (3.36), apenas trocando o indice

s por 7. Substituindo (3.34) no quarto termo de (3.35), temos
p
B (O)6)] = {[ +Zd’“ = )+ Op(n)] [ @(8) + Y di (B — ) +op(n2)”
k=1
= dB)P) +d(p st (B — Bi) + (8 ZdT

+ 3" EEEB, — B.)(B — )] + O(n?)
v,k=1

= &'(B)d"(B) +O(n?).

Assim, a expressao (3.35) pode ser escrita até a ordem n=2 como
Cov(Br, ) = Bl(5r = B,)(Bs = 5] = )+ Z dr () + st ™). (3.37)

O primeiro termo subtraido do segundo termo na expressao (3.37) é a covariancia
até ordem n=? de B quando o parametro ¢ é conhecido. Ela foi obtida por Cordeiro

(2004) e ¢ dada em notagdo matricial por
o HXTWX) 4+ ¢ 2PAPT + ¢ 2 (XTWX)TAXTWX) !

Apos alguma algebra (vide Apéndice B) temos que o terceiro e quarto termos de

(3.37), apenas trocando s por r, sao dados por,

Zdi(ﬁm) = Z { <Z /’irwxmw> fm + gm) <Z xmyﬁyst) fe

l,m=1 s,y=1

() (£
(e (F) () o
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em que dg = V; 2V, (dpte/dne)2 (A2 e/ dnd) — V(e dne) (e /i) =V, (@2 pae /i )2,

A expressao (3.38) pode ser escrita em notagao matricial como
1
A XTWX)TAXTWX) ! — §¢_2PDZdPT, (3.39)

em que D = diag{dy, ...,d,}.
Portanto, a matriz de covariancias de ordem n=2 do EMV corrigido pelo viés, B,

reduz-se a

Cov(B) = ¢ " (XTWX) ™ 4+ ¢ °PAPT + 3¢ *(X"WX) 'AX"WX) ™ — ¢ >PDZ,P".



Capitulo 4

Matriz de Covariancias de Segunda
Ordem dos EMVs Corrigidos pelo Viés
em MLGs com Dispersao

Desconhecida

Neste capitulo encontra-se o resultado principal desta dissertacao. Aqui, desen-
volvemos uma expressao para a matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs
corrigidos pelo viés em MLGs com dispersao desconhecida, porém a mesma para todas
as observagoes. Com base nessa matriz realizamos estudos de simulagdo para verificar

a sua viabilidade pratica.

4.1 DMatriz de covariancias de segunda ordem

Considere o logaritmo da funcao de verossimilhanca para 3 e ¢ e os cumulantes
conjuntos das derivadas de L(f3, ¢), os mesmos dados na Segao 2.3.

Sejam § = ﬁ—d(ﬁ) e = qg—d(qg) os EMVs corrigidos pelo viés de ordem n~!, em
que d(B) ¢ o viés de ordem nt, d(3), avaliado em 3 e d(¢) é o viés de ordem n™t, d(¢),
avaliado em gE Considere 3, a r-ésima componente do vetor 3. Assim, 3, = 3, — d’"(@),

em que f3, e d"(B) s30 as r-ésimas componentes dos vetores 3 e d(ﬁ), respectivamente.
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De Pace e Salvan (1997, pag. 360) vem que

dr( +Zd’" — &) +0,(n7?), (4.1)

em que

ad”
0,

= Z {Fﬂrw/fsy/itu(/fstu + 265t0) (Kowy + Kowy)

w787y7t7u

1
—|-2/{Ts/£tu (/istm, + Rstu,v + 2/€stv,u + 2ffst,wu + 2Hst,u,v> }

e &= (BT,9)T é o vetor de parametros desconhecidos.

A matriz de covariancias de segunda ordem de 3 e ¢ pode ser escrita como

Xss X
% \T *k
(EM)) E¢¢

Z** —

em que Y5 = E{[3 — E(3)][6 — E(A)]"} é uma matriz de dimensdo p x p, ke =

E{[8 — E(B)][¢ — E(¢)]} é um vetor de dimensio p x 1 e B%, = E{[¢ — E(¢)]*} é um

escalar.

De (3.37) temos que

COV(BM Bs) - E[(BT - ﬂr)(Bs - ﬂs)] - dr(5>ds<5)
£ )+ D dy (), (42)

em que o somatorio é sobre todos os p + 1 parametros i, ..., 5, e ¢.
O primeiro termo subtraido do segundo termo na expressao (4.2) é a covariancia
até a ordem n=2 de B quando o parametro ¢ é desconhecido. Ela foi obtida por Cordeiro

et. al (2006) e ¢ dada em notagao matricial por

o HXTWX) 4+ ¢ 2PAPT + ¢ 2 (XTWX)TAXTWX) !
1 1
ndy¢? ndy$?

(XTwx)=t

PWZW P, (4.3)
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O terceiro e quarto termos de (4.2), apenas trocando r por s, sdo dados por

p

Z dqs)('%rv) = Z /";rv"’f'rw/ﬂsy/ﬁtu(%stu + 2/{s,tu)(/€va + va,wy)

Uwsytufl

2 TV 7’8 tu
+_ R Kstuv + Kstu,v + 2"€stv,u + 2/{st,uv + 2/€st,u,v)

vstu 1

+/€¢¢ Z KTV W sy KS(M’ + 2Ks,¢¢)(’%va —+ /ivva)

v,w,s,y=1

—f- I€¢¢ Z K"K TS l€5¢¢v + Rsgpp,v + 2/{s¢v,¢ + 2Hs¢7¢v + 2/{s¢,¢,v)~ (44)
v,5=1
Apos alguma algebra (vide Apéndice B) temos que a expressao (4.4) é igual a
expressao (3.38), que é dada em notagdo matricial por (3.39).

Portanto, substituindo (4.3) e (3.39) em (4.2), temos entdo que até a ordem n 2

Sy o= ¢ (XTWX) T 4+ ¢ P PAPT + 30 (XTWX) T AXTWX) T
1 1

—¢2PDZ,PT —
¢ I ndy¢? ndy¢?

(XTwx)™!

PWZW PT. (4.5)

Os quatro primeiros termos da expressao (4.5) sdo os termos da matriz de cova-
riancias de ordem n~2 do EMV corrigido pelo viés em MLGs obtida por Cavalcanti
(2009).

De maneira analoga, podemos encontrar uma expressao matricial para 255

Por definicao,

Cov(Br,0) = E{[B, — E(B,)][6 — E(9)]}.
Como E(B,) = B, + O(n™2) e E(¢) = ¢ + O(n2), temos até ordem n 2 que

Cov(B,¢) = E[(Br—B) (& — 9)]
= BB —d"(B) = B,)(& — d($) — ¢)]
= E{[(B: = B:) =" (B)][(¢ — ¢) — ()]}
= E[(B, — B.)(¢ — )] — E[d(d)

(5
—E[d"(8)(& — )] + Eld"(3)d(¢
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Substituindo (4.1) no segundo termo de (4.6) temos

@)~ 6] = E{ (4 - 5l[a0) + X206 - 0)+ 0,072
= d()EB, — B:) + > dIE[(B, — B,)(¢ — )] + O(n?)
= d(@)d () + Y di(x™) +O(n?)
— d(6)d"(B) + On?).

Substituindo (4.1) no terceiro termo de (4.6) temos

Eld"(8)(¢ — )] = {¢ ol|a' (8 +Zdr = Bo) + Oy(n” )}}
= E(¢—¢)+ Y _ diE[(B — B.)(¢— ¢)] +O(n?)
= d'(B)d(¢) + > dy(r") +0(n—2)
= d(¢)d"(8) + O(n?).

Substituindo (4.1) no quarto termo de (4.6) temos

Bl (3)d(6)] = E{ 3+ D dy(By = ) + Opln™) ] [d(6) + D di(d = 6) + Oyn7?)] }
= d'(B)d(¢) +d"(8) Y diE[(b — )]+ d(¢) Y dyE(B, — Bu)
+ Y dydgE[(B. = B.) (6 — 6)] + O(n?)
= d'(B)d(9) + O(n"?).

Assim, a expressao (4.6) pode ser escrita até ordem n™? como

Cov(Br, 0) = E(B, — B,)(¢ — 6)] — d"(B)d(9). (4.7)

A expressio (4.7) é a matriz de covariancias até a ordem n~2 de § e ¢ obtida por

Cordeiro et. al (2006). Ela é dada em notacdo matricial por

1 3
P(F +2G)Z41 + ndggb?P (__

SF+ G> ZOW1. (4.8)

B ndy >

Portanto, 3%, ¢ dada por (4.8).
Finalmente, podemos encontrar uma expressao para %7;.

Por definicao,
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Como E(¢) = ¢ 4+ O(n2), temos até ordem n~2 que
Cov(d,¢) = E[(¢—9)
= E[(¢—d(9) — ¢)°]
= E{[(¢—¢) — ()"}
= E[(¢ - ¢)* - 2(6 — 9)d(d) + &*(9)]
= E[(¢—¢)°] — 2E[(¢ — ¢)d(9)] + E[d*(9)]. (4.9)

Substituindo (4.1) no segundo termo de (4.9) temos
El(6 - 0] = B{(6 - al[ato) + X az(6 - 0)+ 0,60}
= dO)B(0—9)+ Y diB[(6 - ¢)7] + O(n™?)
= d*(¢) + Z d?(—K??) + O(n™2).

Substituindo (4.1)
Be@)] = B [at0) + X a6 o)+ 0,0 >]2}
{ )+ 2d(6) Y d2(— &) + (6 — 2<Zd¢>2+0n—2}

= d¥(¢) +2d(9) Y d°E($ — ¢) + E[($ — ¢)’ (Zd¢) +O(n
= d*(¢) +0(n7?).

no terceiro termo de (4.9) temos

= K

Assim, a expressao (4.9) pode ser escrita como

Cov($,6) = El(¢ — ¢)°] — d*(¢) +2) _ di(x%). (4.10)

O primeiro termo subtraido do segundo termo na expressao (4.10) é a covariancia

até a ordem n~2 de ¢ obtida por Cordeiro et. al (2006). Ela é dada por

1 1 P d4 3 T 3d§ d3 dg P
—_— === = 17w z¥w1 s ——=. (411
ndy | n’d (¢2 d2> 2n*d3¢” v T onad " g )
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O terceiro termo da expressao (4.10) é dado por

p
D) = kY KRR (R 20s) (Fooy + Koy)

s,y,t,u=1

p
+ K77 Z KKK (Kgu + 28600) (Kods + Fo.os)
t,u=1

p
+%7 Z KPRV ES (Ksgg + 2Ks0.0) Koy T Kooy)
s,y=1

(62 (Kpgs 1 2600.0) (Kogs T Ko.00)

1 p
+5R9 ) RO (Koo + Fotus + 2Roton + 2gtus + 2Kotuo)

2
tau=1
1 )
+§(/€¢¢)3(H¢¢¢¢ + Kggpp T 2Rppso + 2Kgp.00 T 2Rpp o). (4.12)

Apos alguma algebra (vide Apéndice B) temos que a expressao (4.12) é dada por

pds d% dy
S dd(k?) = ~2dig e T mad (4.13)

Portanto, substituindo as expressdes (4.11) e (4.13) em (4.10) obtemos até a

ordem n 2

1 P 3 T 9d2 3pd3
o= — 1w z@w1 S =20 (414
o6 ndy T R2BR 2 dg T owd g

Logo, a matriz de covariancias de segunda ordem >** tém elementos dados pelas

expressoes (4.5), (4.8) e (4.14).

4.2 Testes de Wald modificados

Suponha que queremos testar a hipotese nula Hy : € = £© contra a hipotese
alternativa H; : € # £, em que o vetor de parametros ¢ = (87, $)” tem dimensdo
(p+1) x 1. Uma estatistica bem simples para testarmos a hipotese Hy é a estatistica

de Wald, que nesta circunstancia é dada por

W = (£ —EOTK(E)(E -, (4.15)

em que K = diag{ K3, K,} ¢ avaliada na estimativa de méaxima verossimilhanca de &.
Podemos modificar a estatistica (4.15) substituindo o estimador ¢ pelo estimador

corrigido pelo viés de ordem n~!, £. Temos entdo

Wi = (£ = EOTK(E)(E - ¢©). (4.16)
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Uma outra modificacao na estatistica de Wald resulta em substituir ao mesmo
tempo o EMV é pelo estimador corrigido é e a matriz de informacao de Fisher pela

matriz de covaridncias de segunda ordem >**, avaliada em £. Obtemos assim,

We = (£ = €IS @) 1(€ - €9). (4.17)

4.3 Resultados de Simulacao

Nesta secao, realizamos dois estudos de simulacao. Em ambos, utilizamos o
modelo gama com ligagao logaritmica, isto &, log(uy) = Bo + B1x1e + Pooe, com £ =
1,...,n. Os valores verdadeiros para os parametros foram fixados em 5y = 3, /1 = 2,
By =1e ¢ =4. As variaveis explicativas x1 e xo foram geradas a partir da distribuicao
uniforme no intervalo (0, 1) e, para cada n foram mantidas constantes durante as 10.000
simulagoes.

No primeiro estudo de simulacao, comparamos a inversa da matriz de informacao
de Fisher e a matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés
de ordem n~! com a matriz de covariancias observadas dos EMVs dos parametros 3,
B1, P2 e ¢. As simulagoes foram realizadas através do programa computacional R. O
tamanho da amostra foi variado em n=10, 20, 30 e 40. Os resultados encontram-se nas

Tabelas 4.1 e 4.2, em que Cov (&) representa a média dos 10.000 valores adquiridos para
a inversa da matriz de informacao de Fisher K, Cov(é) ¢ a média dos 10.000 valores
obtidos para a matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo
viés de ordem n~! que possui elementos dados pelas expressoes (4.5), (4.8) e (4.14) e
EQM(@C ) representa a média dos 10.000 valores adquiridos para o erro quadratico médio
do EMV em relagao aos valores verdadeiros.

No segundo estudo, procuramos avaliar o desempenho da matriz de covariancias
de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés, para os testes de Wald modificados.
Comparamos os desempenhos das estatisticas W, W, e W, através do tamanho empi-
rico dos testes de Wald da hipotese Hy : 6((]0) =3, ﬁfo) = 2, ﬁéo) =1e ¢ =4 contra
H;i: pelo menos uma das igualdades em Hj nao se verifica. Admitindo H, verdadeira, o
tamanho empirico do teste de Wald é calculado, para cada estatistica do teste, como a

proporcao da quantidade de vezes em que Hj é rejeitada, estabelecido um nivel nominal

« e um tamanho de amostra n. As simulacoes foram realizadas através da linguagem de
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programacao matricial Ox. Foram utilizados os seguintes niveis nominais: a=1%, 5%
e 10% e as amostras consideradas foram de tamanhos n—10, 20, ..., 100. Os resultados
estao apresentados na Tabela 4.3.

Podemos observar nas Tabelas 4.1 e 4.2 que os elementos da matriz de covariancias
de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés de ordem n~! estdo bem mais proximos
dos valores da matriz de erro quadratico médio em relagao aos parametros verdadeiros
do que os elementos da inversa da matriz de informacao de Fisher, para todos os
tamanhos da amostra.

Podemos notar na Tabela 4.3 que para n = 10, os tamanhos empiricos dos testes
de Wald baseados nas estatisticas W, W,, e W, estao muito distantes dos respectivos
niveis nominais. Podemos notar também, conforme esperado, que o teste baseado na
estatistica W, apresenta melhor desempenho do que os testes baseados nas estatisticas
W e W,,. As estatisticas W e W, tendem a rejeitar mais do que deveriam, o que é
facilmente verificado para os casos em que n > 50 ao nivel de 5% e para n > 40 ao

nivel de 10%.



Tabela 4.1: Cov(€) avaliada em &, Cov(€) avaliada em & e EQM(£)
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n =10 n =20
Bo 5)1 52 <Z§ 5)0 51 52 (/g
0.17599 -0.14155 -0.15828 0 0.07935 -0.05955 -0.06959 0
Bo 0.18708 -0.14999 -0.16841 -0.11799 | 0.08195 -0.06165 -0.07197 -0.01669
0.26838 -0.21343 -0.23731 -0.28589 | 0.09520 -0.07108 -0.08304 -0.02909
0.24494  0.04545 0 0.10513  0.01105 0
Bl 0.25832 0.04833 0.045129 0.10864 0.01158 0.00199
0.35858 0.07184  0.12379 0.12583 0.01324  0.00366
0.23674 0 0.11614 0
BQ 0.25063  0.06925 0.11989  0.00303
0.34715  0.20201 0.13864 0.01126
18.08137 2.93801
¢E 28.64899 3.77352
47.50074 5.22805




Tabela 4.2: Cov(€) avaliada em &, Cov(€) avaliada em & e EQM(£)
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n =30 n = 40
BO Bl 32 (% BO Bl BQ Qg
0.07592 -0.05937 -0.06613 0 0.05976 -0.04904 -0.05087 0
Bo | 0.07807 -0.06119 -0.06803 -0.00879 || 0.06106 -0.05018 -0.05199 -0.00522
0.08527 -0.06688 -0.07346 -0.01872 || 0.06602 -0.05468 -0.05547 -0.00728
0.09220  0.02094 0 0.07407  0.01926 0
B 0.09471  0.02182  0.00234 0.07557  0.01987  0.00162
0.10494  0.02302  0.00727 0.08277  0.02151  0.00377
0.09674 0 0.07263 0
Bs 0.09920  0.00242 0.07401  0.00160
0.10741  0.00836 0.07875  0.00207
1.52789 1.01797
b 1.81517 1.16089
2.40359 1.46076




Tabela 4.3: Tamanho do teste para as estatisticas W, W,, e W,

nla%)| W W, W. | n |a%| W W, W
1.0 |13.07 10.92 9.68 1.0 | 220 1.98 1.30
10| 5.0 [2257 19.93 16.53| 60 | 5.0 | 7.78 7.03 4.83
10.0 | 29.56 27.73 22.20 10.0 | 13.13 12,91 8.82
1.0 | 531 430 3.17 1.0 | 2.06 1.80 1.14
20| 5.0 |12.38 1097 791 | 70 | 5.0 | 7.10 6.66 4.72
10.0 | 18.25 1691 12.15 10.0 | 12.36 11.87 8.68
1.0 | 354 290 2.02 1.0 | 1.71 154 1.06
30| 50 | 9.83 875 6.01 | 80 | 50 | 6.25 6.00 4.00
10.0 | 15.45 14.55 10.04 10.0 | 11.91 11.54 8.23
1.0 | 3.04 241 165 1.0 | 1.61 144 0.0
40| 50 | 861 806 543 | 90 | 50 | 652 599 4.11
10.0 | 1445 13.28 9.16 10.0 | 11.71 11.45 8.19
1.0 | 260 218 1.39 1.0 | 1.63 144 0.95
50 | 5.0 | 7.70 7.04 470 | 100 | 5.0 | 6.28 5.85 4.00
10.0 | 13.52 12.91 8.89 10.0 | 11.77 11.14 8.17
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Capitulo 5

Trabalhos Futuros

A principal contribuicao tedrica desta dissertacao encontra-se no Capitulo 4, onde
obtivemos uma expressao para a matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs
corrigidos pelo viés em MLGs com dispersao desconhecida, porém a mesma para todas
as observacoes.

Baseado nas ideias desta dissertacao, diversos trabalhos poderao ser desenvolvi-

dos. Podemos citar:

(i) Extensao do calculo da matriz de covariancias de ordem n~2 dos EMVs corrigidos
., -1 A . ~ ~ ,
pelo viés de ordem n~" para o caso em que o parametro de dispersao nao é o

mesmo para todas as observacgoes;

(ii) Célculo da matriz de covariancias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo
viés para os modelos nao-lineares da familia exponencial (MNLFEs) com disper-

sao desconhecida, considerando, ou nao, a mesma para todas as observagoes;

(ili) Comparacao das estatisticas Wald modificadas com outras estatisticas, por exem-
plo, a estatistica da razdo de verossimilhangas e/ou a estatistica escore associadas
aos testes sobre os parametros dos MLGs com dispersao desconhecida, porém a

mesma para todas as observagoes.



Apéndice A

Identidades de Bartlett e Cumulantes

A.1 Identidades de Bartlett

As identidades abaixo podem ser encontradas em Cordeiro (1991, pag. 120)
o k. =0,
® Kps+ ks =0,
® Kyst+ Kpst — ’fg:) =0,

® Kpst — 2’£rst + 2(3) f%(“ts) =Y

® Rrstu — Rrstu — HSL — K/((S;)l + HEZS) — Rrs,tus
® Rrsitu = —3Kprstu + 22(4)5(1‘) - E(6)"’%”?0 + Z(3) Kors tus

rst

® Kpsty + 2(4)/{/7‘,875’11, + Z(?y)"'irs,tu + Z(6) K s tu + Krsitu = 07

em que X Tepresenta o somatorio sobre todas as k combinagoes de indices.

A.2 Cumulantes
® Kpp = ndg,

o k9% = [ndy}~,
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® Koppp = Hfﬁ;}) = nds,
) /id)d)d)d) = nd4,
o Frpg = Firs'? = Kppp = Firsg = Firgs = 0,

Kopp = Kopo0 = Kop,p,0Kepp,0 = 0,

n
® Ryps = _(b 2521 WeZerTys,

_ _ (#) _
® Kgrs = —Regrs = —Hrs” = ZZ:I WeZprZys,

(st) (s9)

_ _ (#) (s)
I{¢¢T5 - ,{rqﬁ - '%rd)

= Rgrs = Fogr

(t)

Hqﬁtrs == Zgzl(ff + gf)xérxﬂsxftv
Rrst = —Qb Z?:l(fl + 29€)$€rx€s$€t7

n
Rpst = ¢ Zzzl GeZXpr LpsTyt,

Krsit = ¢ Z?:l(fé - gf)fzwesl’m,

0,

SRS oS BN N A AN R A AN T AN
retu — V3 \ du dn V2du? \ dn V2du \dn) dn?
3 (d*u >y dp d>p
v d_772 - Vd_nd_n?’ LrTpsTptLou,
¢§”: 1 (dVN? (dp\* 2 dV (du\’d*n 1 [\’

Rrs tu 2|\ 7 - — o7 \3- ) 5 T\ 55 LprLosTotdgu

! — V3 \ du dn V2du \dn) dn*> 'V \ dn? , frete et

r,Ss,tu T — V2 d[L d77 an V3 d,u dn . br L ls bl fu,

av
dp

el

dn

dp

1 d*V

L AV dp
V2 du?

4 4
) + ( ) } TorXgsTotT oy s
dn ,



ol

.m:qb” (AN LBV (dp\t 3 AV (e dp
e o dn V2 dp2 \ dn V2dp \dn) dn?

Ldudp

V dn dn?

. n 4 (dVN?[(dp\* 2 @V (du\t 9 aV [du\ &>
- (A ) ) 2
V3 \ du dn V2 du? \ dn V2du \dn) dn

3 (du\®  Bdudp
Vdndn

LorLps ot s

H,_/

} LprZLps Tt pu,

0 = oSl 2V ) LRV s av ey
fu V3 \ du dn V2 du? \ dn V2du \dn) dn?

/=1

2 (d*n\®  2dudip

“v\az ) * Vd_d 3 ( LorZesTotZou,
" Ui ,

® Kstup = /fﬁ‘fi = - Z?;l(fe + 290) s Tt Tou,
® Rstu,p — 07
i ’fgq)ﬁ ’i(m) — > v (fe+ g0)wesr o,

n
® Kstup — Rstpu — —Rstu,p — 2521 GeZTpsTpt Lo

_ -1 n
® Kapip = —Kspio = O Dy WelesTy.



Apéndice B

Resultados dos Capitulos 3 e 4

Neste apéndice, encontram-se os calculos de algumas expressoes dos Capitulos 3

e 4.

B.1 Resultados do Capitulo 3

B.1.1 Resultados da Secao 3.1

Calculo da expressao (3.4)

Temos que,

n 2 4 2 4
(ad) (a) Z 2 (dV dp 1 d*V (du

(=1

oo A (VY () 2 RV
p V3\du) \dn V2 dp? \ dn
9 dV (du\’d*n 3 (dPp\® 3 dudiu
+W@ d_772 ___T eraxébxﬁcxﬁd

Y R S N T W R 7Y
B V2 d,u d?] d772 V an Vd’l] d77‘5 . Lal bl lelid-

/=1

ac,bd — v V3 1 dn V2 d/L d77 d?72 Vv d772 ) Lat bl bcled-

dn?> 'V

dn

> 'V
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Assim,
"1 favN dp\t 1AV (dp\ du
9, (ad) _ (@) i [ ey 2 2R 2R
d Kbe Rped T Kacbd ¢ezzl V3 d,LL dn V2 d/l, d?? d772
1 dudiu
— Y Ty TieT
V dn dn gé 6T 0cTed
= qbzhﬂea%eblﬁec%m
=1
Logo,
ai(;) = —¢ Z Hmlﬁjb/‘QCdZhexéaxébfécxéd-
a,b,c,d=1 (=1

Calculo da expressao (3.5)

Temos que,

3 3 n n
® (i/fabc + 5f§ab,c) Rrst = { - §¢ ; (fe + 29@) TeaTopLye + 5¢ Z géxéaxﬁbxﬂc}

(=1

X {—Qb Z (fm + 2gm) xmv'xmsxmt}

m=1

= {_¢Z <gf€ - Q.QE) $€ax8bx€c} {_¢ Z (fm + 29771) xmrxmsxmt}
(=1 m=1

"\ /(3
= ¢2 Z (ﬁfﬁfm + Sffgm - 2g€fm - 4gfgm> LaZ b XL mr TmsTmt,

lm=1

n n
L Sﬁa,bcﬂr,st = 3 <¢§ géxéaxébxfc> <¢ E gmxmrxmsxmt>
/=1 m=1

n
2
= (b E (Sgﬁgm)xﬁaxﬂbxfcxmrxmsxmt-
lm=1
Assim,

n

3 3
° <_Habc + 5/{/0,1)70) K/’r‘st + 3K/a7bcl{/r7st = ¢2 Z (Efﬂfm + 3f€gm - 2g€fm - gfgm) .

2
£m=1
Logo,

p

p n
o 3
O'Z(JQ) = ¢2 Z Z KvmﬁjT’%bs"iCt Z (éféfm + 3ffgm - 2g€fm - gfgm) Loa XL lcTmrTmsTmt-

a,b,c=17r,51=1 Im=1
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Calculo da expressao (3.6)

Temos que,

® (2/417"7515 + Kfrst)"f[(,g) = {2¢ Z InTmrTmsTmt — ¢ Z(fm + 29m)xmr$msxmt}
m=1 m=1
X {—¢ > (et ge)waﬂ?ebwc}
/=1
- {_Qb Z fmxmrxmsxmt} {_Qb
m=1

= ¢2 Z {(ff + gf)fm}xéaxﬁbxfcxmwxmsxmt‘

{m=1

n

(fe+ gf)x&zxébxéc}

/=1

Logo,

p p n
0-2(]3) - ¢2 Z Z Hmﬁ;jbﬁ;mlid Z {(ff + gﬁ)fM}xfaxébxécxmrxmsxmt-

a,b,c=1r,51=1 Im=1

B.1.2 Resultados da Secao 3.2

Calculo da expressao (3.7)

Temos que,

n
©  26abpp + 3Kagbs = —2Rapbs T Kagbs = Kagbp = ¢ Z“Waxfb‘
/=1

Logo,

1 < =
O+ _ (1) }: ia jbz
O-ij = Uij _ndgb R K WeTpaLpp-
2 a,b=1 /=1



Célculo da expressao (3.8)

Temos que,

®  Ragped + Ra,¢cd + 2ﬁa¢c,d

L Q’Qa,qﬁc,d + 3"£ac,¢d 2(’£ad¢c -
= 2</€a¢cd -

- 2’{a¢cd

%)

= Raged + Sﬁa,dﬁcd
= Kaged + (K = Faged)

= ?)li(i)d — 2Ra¢>cd-

(d) (a) (ad)
Raqﬁc - quﬁc + "iqﬁc

d
2l€((7,(f))6 - Kvad),cd) + 3/ﬁ3ac,¢d

- ’iad@c) + ?)Kac,(j)d

- 4’%1(1(20 - 2Ka¢7cd + 3"{ac,qbd

d
= 2/€a¢cd — 4'%((1(1))6 + /iac,¢d~

Assim,

Ragped + Ra,¢pcd + 2/€a¢c,d + 2’£a,¢c,d + 3/{ac,¢d -

Logo,

T
_n_dQZ

a,c,d=1

Calculo da expressao (3.9)

Temos que,

d
—’ffw)c + Kac,¢d

= Z(fe + 90)TeaTecea + Z 9eTpaTicTid
=1 =1
= > (fe +290) Tt ecTea-

(=1

K cd Z(f v+ 290) TeaTocTrd-

(=1

n
° 2/€¢’¢de + 3’i¢c,¢d = _2li¢c,¢d + 3H¢07¢d = Kgc,pd = ¢_1 Z WeXpeLpd-

/=1
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Logo,

n

) 1 3 1 1 2 p
0'¢¢ = <n 2) nd4 (n 2) Cdg IKJ WeTpelpd-

(=1

Calculo da expressao (3.10)

Temos que,
n n n
3 3
hd §Ha¢c+5/€a¢,c Rrgt = _55 w€+5§ We | Tpalye - E W TmrLmit
/=1 /=1 m=1
7 n
- _5 WL eaXoclmr Tmt
{m=1
n n
L 2"£a¢,c/{r,¢t = 2 E WeZpaLye E Wi TmrLmi
(=1 m=1

n
= 2 E WelWmTpa L eelmrLmt,

fm=1

3 3 n n
° (—/ﬁ}abqg + "ia,bqb) Krs¢p — —5 Z Wy + Z Wy | LpagZyc - Z WmTmrLmi
/=1 /=1

2
m=1
1 n
= 5 E WeWmLeaLicLmrLmit-
lm=1
Assim,
n
3 3
L §lia¢c + 5Kfa¢,c Ryt + 2’{a¢,c’{7‘,¢t = _5 WeWm T pa L ocLmrLmt-
£m=1
Logo,

n

3 - g
2 2 ! j
c@* — 5@ E E KRR g WeWm T oL e Lmr Tmt

K K 2ndy
a,c=1rit=1 £m=1

n P n
ia ,.jr  bs
E § KKK § Wl T ea T e Trmr Tt -

a,c=1rt=1 Lm=1

+ Qndg



Calculo da expressao (3.11)

Temos que,

3
L4 (§’iabc + 5/{(11),0) Regst =

l,m=

3

(=1
n

n
®  Rabchots — (¢ § gﬁw3a$€bx€c> (E wmxmsxmt>
m=1

l,m=1

Assim,

3 ~—~ (3
L4 <_Klabc + 55(11),0) Regst + Rab,cR¢t,s = ¢ Z <§f5 - gf) WmTeaZipTpelmsTmit-

2

m=1

Logo,

1 P P ‘ n 3
O.Z(;) _ nd2¢ Z Z /{za/{bslict Z (ifg — g€> WinZeaTobLocTmsLmt -

a,b,c=1s,t=1 fm=1

Calculo da expressao (3.12)

Temos que,

{ > xéaxébxfc} {_
= {—¢ fe— 294)) wzaxszzc} {—
—1
¢

3
(§f€ - 2g£> WL ea Loy LicTmsTmt -
1

/=1

3 n n
P4 ;(fz +29)+5) g
3
2

E GeWmTpa L b Lo LmsTmt -

o7

3 3 n n n
b <§’£¢bc + 4H¢,bc> Repst = { <_§ Z we + 4 Z wZ) Ifbxfc} {_ Z wmxmsxmt}
/=1 =1 m=1

5 n
= _5 E WeldmTopLocLmsTmt-
£,m=1

n n
®  RgbcRot,s — E WeZppLyc E WmLmsTmt

- E WelWm T opL e LmsTmt -

fm=1
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Assim,
n
3 3
° §H¢bc + 4K e | Kpst + Kb, clpt,s = —5 Z Wem Zeb T e Loms Lont -
lm=1
Logo,

n

2 p p
(2) . 3 1 bs , .ct
Tsp = 5 <2nd2> E E K™K g WelWm L e Ll ms Tmt

b,c=1 s,t=1 fm=1

(&)

Calculo da expressao (3.13)

Temos que,

o 2(Kabp + Kabg)brso = 2(Kaps — Kape)krse =0,

o (Kapp + Kabg)birsp = 0.

Logo,

Calculo da expressao (3.14)

Temos que,

o 2</§a,¢c + K'agbc)/ir,st = 2</€a,¢c - Kfa,d)c)'%r,st =0,

hd (/{a,qﬁc + /{ad)c)’frst = 0.

Logo,



Calculo da expressao (3.15)

Temos que,
n n
g I{qﬁqﬁqﬁ(/{rstﬁ + 2/{7’,&25) =  Rgopo (_ Z W+ 2 Z wm) LmrTms
m=1 m=1

n
=  Rgopo Z W LmrLms-

m=1

Logo,

4 3 P n
3) _ 1 2 1 rs
Opp = (n_d2> (nds)” + <n_d2> nds Z K mZ:lwmxm,.xms.

r,s=1

B.1.3 Resultado da Secao 3.3

Calculo de >?_ d?k™.

v=1 "v

29

Temos que,
p p
° Z dyhiry = Z {Iimﬂsyﬁmﬁm (Fstu + 2’fst,ux"%wz,l + ’fv,wy)
v=1 v,w,s,y,t,u=1 Y g
()
1 rs, .tu, .Tv
+§K' R K \(Hstuv + /ﬁ;stu,v + 2/’€stv,u + 2'%st,uv + 2Hst,u,v)l )
(1)
em que,
o Kot 26 = —0 > (fo+290)Tututo, +20 Y grTesTate,
/=1 =1
= =0 frrnruti,
/=1
®  Rywy + Rywy = _¢ Z(fm + 29m)xmvxmwxmy + 2¢ Z ImTmovTmwLmy
m=1 m=1

= _¢ Z(fm + gm)];mvxmwxmw
m=1
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" 6 /dV\*/du\* 3 @V (du\* 12dV [du\>d>
Rstuy — ¢Z — T2l 7 _,U/ + == _,U/ + — _/1/ —'u
3\ du dn V2du? \ dn V2 d,u dn ) dn?

(' Adudy)
% Vd?’/ dT] LsLltLlud by,

s = 930G (W) ()3 &V (AN 9 4V (dn)
stu,v pam V3 du dn 12 dMQ dn V2 dpJ d77 d772

3d/,Ld3
V dn di?

2 fav NP dp\t 4 AV (du\*dPu 2 (&P’
e = @{%(@) () v (i) ()

2 dV (du\ d>u AV \? [ dp\*
2 st,au,v — V5 12\ T - s ud v -
T gb:{‘” dp (d77> dp? V3(du) (dn ettt

} LpsTptLouLov,

® (I) - ¢2 Z ff(fm + gm>x€sx€txﬂuxmvxmwxmy7

{m=1

"1 Qv fdu\ P 1 (dPp\® ldudiu
) = —— —C (=5 ) - === snrarae.
* @ ¢;{V2du (dn) dn? V(W Vdn dp? f”zm v

Logo,

p p p

S (, .TV rw .8y, .tu 'rv
E dv("i ) = § E KRR § f( fm + gm)xfsxﬂtxﬂuxmvxmwxmy
v=1

s,t,u=1v,w,y=1 lm=1
"1 dv R 1 (2’
TS tu rv L
"2 ¢s§;1ﬁ Z{W dp (dn> dn? V(CW)
—ld_luds Lps Tt Ly, T
VdT] d77 Ls bt bud by -



B.2 Resultados do Capitulo 4

B.2.1 Resultados da Secao 4.1

Calculo da expressao (4.4)

Temos que,
® Kopp + 2K5.09 = 0,
® Ksppo T Ksppw T 2Kspw. = 0,
o 2(Ksp.p0 + Fsppw) = 2(Kspon — Kspn) = 0.

Logo,

de](ﬁrv> _ Z Z Krwﬁsyﬁtu rv Z fg(fm+gm)xgsl’gt]}gu$mvl’mwxmy

s,t,u=1v,w,y=1 £m=1
"1 dv P 1 (e’
s tu P D R
"3 ¢st;_ " Z{W du( n> dn? V<dn2>
1dlud3 Lps Lt L py L
Vd?] d77 K LstftLfudly-

Calculo da expressao (4.12)

Temos que,
® Kspp = Kspp = Ropo = 0,
® Kgtup = Kotu,p = Kotou = 0,

® Koppo = Koppp = Koppe = 0.
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Assim,
i 1
D dir" = (69 kgge > wik zume + (K90) K3, + 5(’f¢¢)3’f¢¢¢¢
v (=1
1/ 1) & 1\* 1/ 1Y
- (= d — d:) + - | —
5 (ndg) n 3;wezee+ (nd2> (nds)” + 2 (nd2> ndy
nds n’d:  ndy
= ————tr(WZ —
n3d3¢ (W2)+ nd; * 2n3d;
= ————posto(X —
nzdggbpos olX)+ n2d; + 2n2d;
_ pds d3 dy
n?dip  n2di  2n2d3
Logo
1 1 p ds 3 3d?
Vo= —— 4+~ (E_22)__ " 1Twz@w1 3
o9 ndy | 2@ <¢2 d2> SRERRE Wi+
dy (dy p\  2pdy | 2d3 dy
n2ds \dy ¢ n2ds¢  n2dy; = nids
1 P dy 3 T 3d3
= — — — 17w z® 3
ndy "B el wmedert VAWt g
n2dy  n2di¢ n2di¢p  nidy  n2ds
3 9d§ 3pds

1 p T
- _ — 1"WwZz@w1 — .
ndy T 2BP T T odl T n2die
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