Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia de solugoes nao triviais para a seguinte

classe de sistemas Hamiltonianos

G(t) = VF(t,q(t)) = f(1)

d

Za®P2a(t) = VE(tu(®) + £(2).

A principal ferramenta usada é o método variacional, mais precisamente, argumentos
de minimizacao e teoremas de minimax como o passo da montanha com a condi¢ao de
Cerami.

Palavras-chaves: Solugoes Homoclinicas, Solugoes Periddicas e Métodos Variacio-

nais.



Abstract

In this work we show the existence of nontrivial solution for the following class

of Hamiltonian systems
G(t) — VF(t,q(t) = f(t)

and

o) 2a(t) = VF(t,u() + £(1)

The main tool used is the variational methods, more precisely, minimization arguments
and minimax theorems like mountain pass theorem with Cerami condition.

Keywords: Homoclinic solutions, Periodic solutions and variational methods.
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Notacoes

1

(.,.) produto interno usual em R”.
2) |

.| referéncia bibliografica.
3) X* espaco dual de X.

4) — convergéncia fraca.

7) dist(u, A) = inf{||lu —v|;v € A} distancia do ponto u ao conjunto A.

)
)
)
)
5) q.t.p. quase todo ponto.
)
)
8) X — A ou A° denota o complementar de A em relagao a X.
)

(
(
(
(
(
(6) As = {u € X : dist(u, A) < d}.
(
(
(
(
(

9) W'P(Q) = {u € Lr; 2¢ 5o =vi € LP(Q),i=1,2,...,N}, onde p € [1,00) e 2 CR.
10) [[-lwr2(@) = |-l norma em W*r(€2)

11) C?([0, T],RY) = C(0,T;RY) denota o espaco das fungdes continuas definidas em
[0,T] e assumindo valores em RY | cujas derivadas até a ordem p sdo continuas.

(12) ||.||oc Norma do espago C([0,T], RY).

(13) B,(x) ira denotar a bola aberta de centro z e raio r.

(14) B

14) B,(r) ird denotar a bola fechada de centro z e raio r.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em encontrar solucoes homoclinicas para o sistema

Hamiltoniano
G(t) + VF(t q(t)) = f(t). (1)
Por um sistema Hamiltoniano entendemos como sendo um sistema de 2N equa-

¢oes diferenciais ordinérias da forma
q= Hp7 P = _Hq

onde a fungao H = H(q,p,t) é chamada de Hamiltoniano, é uma fungao diferenciavel
a valores reais definida sobre um aberto de RY x RY x R e os vetores p e q sao
tradicionalmente denominados de vetor posigdo e momento (ver [13]). No nosso caso

trataremos com sistemas mecanicos dados por
i=VV(q)

onde V : RY — R é uma funcao diferencidvel chamado de funcao potencial e a funcao

hamiltoniana é dada por
1
H(g,p) = 5lp" = V(a).

Cujo sistema associado a este problema é

¢g=p, p=VV(q).

Desde que J. Mawhin e M. Willem estudaram solugoes peridédicas para sistemas Hamil-
tonianos e obtiveram uma série de resultados (ver [1]) uma extensiva literatura para
a existéncia de solugoes periddicas obtidas por um argumento de minimizacao e pelo
uso do Teorema do Passo da Montanha tem surgido. O método consiste em considerar

uma sequéncia de sistemas de equagoes diferenciais para (1), isto é,
G(t) + VE(t,qt) = fu(t). (2)

7
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onde fi(t) é uma restrigdo de f restrita a um intervalo do tipo [—kT, kT") e as solugdes
de (2) formam uma sequéncia cujo limite na topologia C} .(R,RY) é uma solugao
homoclinica para (1). Dizemos que uma solugao gy ¢ homoclinica em x € R, se
qQo(t) — = e §o(t) — =, quando [t| — oo.

No Capitulo 1, estudamos os teoremas que nos possibilitarao encontrar solucoes
para (1), onde destacamos o Lema de Deformacao e o Teorema do Passo da Montanha
com a condi¢gao de Cerami. Além do estudo de algumas propriedades sobre fungoes
semi-continuas inferiormente e convexas.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da existéncia de solugao periddica do seguinte

problema

S
—
o~
N—
Il

VFE(tu(t)) qt.p. sobre [0,T]
u(0) —u(T) = u(0) —a(T) = 0.

Onde o potencial F' assume carater periodico e convexo.
O Capitulo 3 trata da existéncia de solu¢ao homoclinica nao trivial para sistemas
do tipo (1) com um potencial coercivo.

O Capitulo 4 trata de sistemas com o p-Laplaciano dado por

SOOF0(0) = VF(,g(0) + 70

onde p > 1, t € R e iremos generalizar alguns resultados obtidos no Capitulo 3. Nos
Capitulos 3 e 4 o método utilizado para obter tais solucoes foi o de minimizacao global.
No Capitulo 5 voltamos a tratar com a equagao (1), porém retiramos todas as
condicoes de periodicidade sobre o potencial e utilizamos metédos minimax para obter
solucdo para (1).
Por fim os apéndices trazem resultados sobre os espacos de Sobolev, séries de

Fourier e resultados importantes que foram utilizados ao longo desta dissertagao.



Capitulo 1

Pontos Criticos via Minimizacao e o

Teorema do Passo da Montanha

O nosso objetivo neste capitulo é estabelecer resultados sobre minimizagao de funcionais
e a demonstragao do Teorema do Passo da Montanha com a condigao de Cerami. Neste

capitulo iremos seguir as ideias apresentadas em [1], [8] e [12].

Definicao 1.1 Seja X um espaco topologico. Dizemos que ¢ : X — R é semicontinuo
inferiormente (s.c.i.) se ¢~1(a,00) € aberto em X, qualquer que seja a € R (isto €,

¢~ (—o00,a| ¢ fechado em X para todo a € R).

Teorema 1.1 Seja X um espago topoldgico compacto e seja ¢ : X — R um funcional

semicontinuo inferiormente. Entao ¢ € limitado inferiormente e existe ug € X tal que
= inf ¢.
¢(ug) = inf ¢
Demonstracao: Observe que podemos escrever
o0
X = U ¢ (—n, 00).
n=1

Uma vez que, por hipotese, cada conjunto ¢~'(—n, occ) é aberto, da compacidade de X

podemos extrair uma subcobertura finita, isto é,
ng
X = U QZ5_1(—TL7 OO)
n=1

para algum ny € N. Logo,
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¢(u) > —ng para todo u € X,
donde temos que ¢ é limitada inferiormente. Seja
=inf¢ > —
¢=in [0} o0
e suponha por contradicao, que
¢(u) > ¢, para todo u € X |
isto é, que o infimo nao seja atingido. Entao
- 1
X =Uom (e )
U ¢ (c+ 00
n=1
é uma cobertura para X e pela compacidade de X, existe kg € N tal que
o(u) > c+ % para todo u € X.
Como ¢ ¢ o infimo devemos ter
1
czc+t g,

o que é um absurdo. Portanto o infimo deve ser atingido.

Teorema 1.2 Seja E um espago de Hilbert (ou um espaco de Banach reflezivo) e
suponha que um funcional ¢ : E — R satisfaca as sequintes condigoes:

i) fracamente semicontinuo inferiormente (f.s.c.i.), isto €, ¢ € s.c.i. considerando-se
E com sua topologia fraca.

i) coercivo, isto €,
o(u) = +oo quando |jul|| — oc.
Entao ¢ € limitado inferiormente e existe ug € E tal que
= inf ¢.
¢(uo) = inf ¢
Demonstracgao: Pela coercividade de ¢, escolhemos R > 0 tal que

o(u) > ¢(0) Yu € E com |lu|| > R.
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Como a bola fechada Br(0) é compacta na topologia fraca e ¢ é f.s.c.i., a restricao
¢ : Br(0) — R também ¢é f.s.c.i.. Logo pelo Teorema 1.1 temos que existe ug € Br(0)

tal que
¢(U0) = jnf ¢

Br(0)

Assim,
p(u) > ¢(0) > p(ug) Yu € E,

mostrando que

¢(uo) = i%f P

Teorema 1.3 Sob as hipdteses (i) e (ii) do Teorema 1.2, dado um conjunto fechado

e convexo C' C E, existe u € C' tal que
o(u) = 1%f b.
Demonstragao: Fixe p € C' e escolha R suficientemente grande tal que
d(u) > ¢(p) Yue C com |u|| > R.

Desde que Bgr(0)(\C ¢ um conjunto fechado, convexo e limitado, temos que
Br(0) (N C é fracamente compacto pelo Corolario B.2, desta forma o resultado segue

pelo Teorema 1.1.

1.1 Funcoes Semi-Continuas Inferiormente

Uma sequéncia minimizante para uma funcao ¢ : X — R é uma sequéncia {uy }ren tal

que

o(ug) — i&fcp quando k — oo.
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Dizemos que ¢ : X — R é sequencialmente semi-continua inferiormente (s.s.c.i) se
u, — u = limp(uy) > o(u)

e fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente (f.s.s.c.i.) se
u — u = limp(ug) > o(u).

No entanto como a definigao 1.1 ¢ equivalente a definigao dada acima (ver [18]) ao longo

da dissertac@o iremos nos referir a uma fungao sequencialmente s.c.i. (respc. f.s.s.c.i.)

simplesmente por s.c.i. (respc. f.s.c.i. ).

Propriedades:

i) A soma de duas fungoes s.c.i. (resp. f.s.c.i) és.c.i. (resp. f.s.c.i.).

ii) O produto de uma fungao s.c.i. (resp. f.s.c.i.) por uma constante positiva é s.c.i.

(resp. f.s.c.i.).

iii) Se (¢a)rea € uma familia de fungdes s.c.i. (resp. f.s.c.i.) a fungao s/\uggo,\ definida
€

por

(suppx)(u) = suppx (u)
AEA AEA

é s.ci. (resp. fs.ci.).
Demonstracao: Prova de i) e ii). Segue diretamente das propriedades de limite
inferior.
Prova de iii)
Seja up, — u e € > 0. Entao, existem \g e kg € N tais que

©x (1) > sup px(u) — €
AEA

o (ur) > limpy, (ug) — € Vk > k.
Desde que ¢ é s.c.i.
Oxo () > pag(u) — e Vk > k.
Donde temos

suppa(ux) > @x,(u) — e Vk > ko
AEA

ou seja,

suppy(ug) > suppy(u) — 2¢ Ve > 0.
AEA AEA
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Portanto

limsuppy (ux) > sup pa(u).
A A€

Teorema 1.4 Se ¢ € f.s.c.i. sobre um espago de Banach reflexivo X e possuit uma

sequéncia minimizante limitada, entao @ possui um minimo sobre X.

Demonstragao: Seja {uy}reny uma sequéncia minimizante limitada. Passando se
necessario a uma subsequéncia, podemos assumir pela reflexividade de X, que {uy }ren

converge fracamente para v € X. Assim
up — u = @(u) < limp(ug) = lime(ug) = i§fg0. (1.1)

A igualdade entre os limites acontece devido ao fato de {u}ren ser uma sequéncia

minimizante. Sendo
> i
plu) > nfop,
a desigualdade (1.1) implica que

o(u) = 1§fgo.

Como o infimo é atingido, concluimos que ¢ possui um minimo.

1.2 Funcoes Convexas
A funcao ¢ : X — R é convexa se
p((1 = Nu+Av) < (1= AN)p(u) + Ap(v)

para todo A €]0,1[ e u,v € X.
Propriedades:
i) A soma de fungoes convexas é uma funcao convexa.

ii) O produto de uma fun¢do convexa por uma constante positiva é uma fungao convexa.
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iii) Se (¢a)aea € uma familia de fungées convexas entao supg, ¢ uma fungao convexa.
AEA

Demonstracao: Prova de i)

Sejam ¢ e 1 funcoes convexas, entao
() (A=A uttv) = e((1=Aut+ o)+ ((1-Nut+v) < (1=A)(p+9)(u)+A(e+)v.

Prova de ii)

Sejam ¢ uma fungao convexa e ¢ > 0 entao
co((1 = XNu+ M) < (1 — N)ep(u) + Aep(v).
Prova de iii)
eA((L = Nu+ o) < (1= A)palu) + Apa(v) < sup[(1 = A)pa(u)] + sup[Apx(v)].

Portanto

PA((1 = Au+ dv) < (1 = A)sup[pa(u)] + Asuplpx(v)]

logo a ultima desigualdade ¢ uma cota superior para ¢, ((1 — A)u + Av) donde temos a

conclusao.

Teorema 1.5 (de Mazur) Se {uy}ren € uma sequéncia em um espago normado X

tal que u — u, existe uma sequéncia de combinacoes convexas

k k
v = Zakjuj,Zakj =1, ap, >0 (keN)
=1 =1

tal que v, — u em X.

Demonstragao: Ver [1]

Teorema 1.6 Se X ¢ um espaco normado e p : X — R € s.c.i. e convexa, entao ¢ €

f.s.c.i.
Demonstracgao: Assuma que

u; — u e seja ¢ > limp(u;).
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Passando se necessario a uma subsequéncia, podemos assumir que
c> p(u;) Vie N,

caso contrario existe 7o € N* tal que ¢ < ¢(u;) para todo 7 > 7y o que é uma contradicao.
q ¥ ¢

Pelo Teorema de Mazur, existe uma sequéncia (vy) com

k k
Vg = g Qg U, E ag, =1, ag, >0
=1 =1

tal que vy — wu. Dai, usando o fato de que ¢ é s.c.i. e convexa temos

o(u) < limp(vy) < zm(i (1) ) < (i ar, e =c

Jj=1

Desde que "c¢"é arbitrario, considere uma sequéncia ¢, — limy(u;), para concluir

o(u) < limp(u;).

Mostrando que ¢ é f.s.c.i..

1.3 Equacao de Euler

O seguinte teorema mostra que, para resolver a equagao
¢'(u) =0

para uma fungao diferenciavel ¢ : X — R é suficiente encontrar um minimo local (ou

maximo) de .

Teorema 1.7 Se ¢ : X — R € diferencidvel, todo ponto de minimo local u (respecti-

vamente mdzximo) satisfaz a equagao de Euler
¢'(u) = 0.
Demonstragao: Seja v € X um ponto de minimo e r > 0. Entao,
p(u) < p(w) Yw € By(u),

ou equivalentemente
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o(u) < o(u+v) para |lv]| < 7.

Fixandov € X — {0} e 0 < A < &

ma
o(u) < plu+ Av)

donde segue
p(u+ Av) — o(u)

0<
- A

Passando ao limite de A\ — 0, ficamos com

0 < (¢'(u),v).

Desde que v é arbitrario, ¢'(u) = 0.

1.4 Teorema do Passo da Montanha

Seja (X, ||.]|) um espago de Banach. No que segue designaremos por /¢ o conjunto de

todos os pontos em niveis menores do que ou iguais a c, isto é,
I°={ue X;I(u) <c}.

Definigao 1.2 Um campo pseudo gradiente para ¢ € C'(X, R) é uma aplicagio lo-
calmente lipschitziana V :'Y — X, onde Y = {u € X;¢'(u) # 0}, satisfazendo as
sequintes condigoes:

V@)l < 2[¢ (u)l (1.2)

¢ (w)V () = [|¢'(u)|* (1.3)

para todo u € Y.

Lema 1.1 Sob as condi¢oes da Definicao 1.2, existe um campo pseudo-gradiente para

¢ emY.

Demonstragao: Dado u € Y, temos ¢'(u) # 0 e

19" (w) || = sup{(¢', w) : [lw]| = 1}.
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Segue da definicao de supremo que dado € = W(Tu)” > 0, existe w, € X com ||w,| =1
e

(¢, wu) > [ (w)]| — €
implicando

2
(6 w) > 26,
Considerando a funcao v : Y — X dada por
3
o(w) = 36 (W),

e denotando v = v(u), temos

lo]] = gH(b’(U)II <2||¢'(w)]-

Por outro lado,
(6/(u), v} = 2/ ()] (6 ().

de onde segue,

/ 3 / 2 / / 2
(@'(u),v) > Sl @l Wl = ll¢" ("

Visto que ¢’ é continua, existe uma vizinhanga aberta N, de v em Y tal que

loll < 2[|¢"(w)ll, Vw € Ny

(@' (w),v) > [|¢/()]* Yw e N,

Desde que a familia {N,,,u € Y} é uma cobertura aberta de Y, existe um refinamento

localmente finito N,, de Y (Ver [15]).

No que segue, consideramos

pi(u) = dist(u, (N,,)°), YueyY

V(u) = Z Mvi, YueY

i Z pi(u)
J
onde

3
= 516wl

(1.4)
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Sendo N,, localmente finita, cada v € Y pertence apenas a um numero finito de N,,
(Ver [15]). Logo as somas definidas em (1.4) s@o finitas, pois p; se anula fora de N,,.

Assim V'(u) é uma combinagao convexa dos v}s, que verificam

lvill < 2[¢"(w)ll,Vu € N,

(@ (u),vi) > ¢/ (W)]* Yu € N,,.
Logo, dado u € Y

_ Z e e pl0)

oy T v+ ...+ Y Un
=N pj(u) > pju) > pju)
j=1 j=1 j=1
implicando que,
pn(u)
ol + ..+ ———lvall

[V (u)|| < —
ij(u) ZP;‘(U)

e portanto,
n

IV (u Z L rvz-uz%zpi(u)uviu.
i=1 Z ij(u) i=1

Sendo as somas acima finitas para cada u, segue que

V@)l < 2[[¢ (u)l

(@ (u), V() > [|l¢'(w)]*.
Para mostrar que V' é localmente lipschitziana, basta mostrar que cada parcela
pi(u)

Z pi(u)

¢ localmente lipschitziana. Observando que para cada i, ||v;|| é constante, vamos mos-

||Uz‘||

trar no caso de duas parcelas que a fungao

p1(u)

901) = 20 + pate)
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é localmente lipschitziana. Para tanto, considerando arbitrario u, v € U, temos

implicando que,

p1(w)p1(v) + pr(u)pa(v) — pr(u)pr(v) — pr(v)p2(w)
[p1(w) + p2(u)][p1(v) + p2(v)]

g(u) — g(v) =
ou simplesmente

p1(w)p2(v) — p1(v)p2(u)
pr(w) + p2(u)][p1(v) + pa(v)]

9(u) —g(v) = [
Assim,

p1(w)p2(v) — p1(u)pa(v) + pr(u)p2(v) — pr(v)p2(w)
[o1(w) + pa(w)][pr(v) + pa(v)]

g(u) —g(v) =

de onde segue que,

e consequentemente,

pa(v)
p1(u) + pa(w)][p1(v) + p2(v)]

lg(u) — g(v)] < [ [p1(u) — p1(v)|+

p1(v)
[p1(w) + p2(w)][p1(v) + p2(v)]

Sendo p; e py fungdes lipschitzianas, existem K e Ky tais que |p1(u) — p1(v)| <

|p2(v) — pa(u)|.

Kiflu—wvll e [pa(u) = pa(v)| < Kallu —vl], logo

pa(v)
[o1(u) + p2(u)][p1(v) + pa(v)]
p1(v)
[o1(w) + p2(w)][p1(v) + pa(v)]
Desde que pi(u) 4+ p2(u) > 0, existe a > 0 tal que py(u) + p2(u) > a > 0 e como p; e

|g(u) = g(v)| < Kiflu = o+

Ksl|lu —v||.

p2 sao fungoes continuas, existe uma vizinhanca U, de u tal que
p1(u) + po(u) > a, YveU,.

Portanto,

1 1
l9(u) = g(v)| < —FKiflu = v + —FKallu — ]
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pois,
p1(v)

p1(v) + p2(v) =1

Logo,
1
l9(u) = g(v)| < —(K1 + Ka)lju —vl|, Vu,veU;
mostrando que g é localmente lipschitziana. Concluindo assim que V' é um campo

vetorial pseudo-gradiente para ¢ em Y.

Lema 1.2 Seja X um espago de Banach, I € C'(X,R), ¢ >0 e c € R tais que
(1 + [|ulD]| L' (w)]] = 8¢ Yu € I ([c — 2¢, ¢ + 2¢]).

Entao existe n € C([0,1] x X, X) verificando:

(1) n(t,u) =u set =0 ou se para todo u & I~*([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
(2) I(n(.,u)) € nao crescente em [0, 1].

(3) n(1,I¢t¢) C I =.
(4) 7

4) n(t,.) é um homeomorfismo para t € [0, 1].

Demonstracgao: No que segue considere os seguintes subconjuntos de Y,
A=TYc—2e,c+2) e B=I1"[c—¢,c+e]).

Usando A e B, definimos a fungao

dist(u, X — A)
\\ =
(W) = st X — A) & dist(u, B)

a qual é localmente Lipschitziana com W = 0em X —A e V =1 em B. Note que ¥ esta
bem definida, isto é, seu denominador é sempre diferente de zero. De fato, suponha

por contradi¢ao que

dist(u, X — A) + dist(u, B) = 0.

Logo existem w,, € X — A e v, € B tais que
Wy, = U € VU, — U
Segue da definigao de A que

I(wy,) > c+2¢ ou I(w,) < c— 2,
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implicando

I(u) > c+2¢ ou I(u) <c— 2e.

Por outro lado, segue da definicao de B que
c—2e <I(v,) <c+ 2
de onde obtemos por passagem ao limite
c—2e < I(u) <c+ 2
o que é um absurdo, portanto
dist(u, X — A) + dist(u, B) # 0.

Considere a fun¢ao localmente Lipschitziana F': X — X dada por

—V(w)V(u)
Py =4 W@ % ue 4
0 se ue X — A
Note que
1 1T+ ||u|
[E ()|l < < <
V()| — [[1"(w)]] 8¢

pois de (1.3) temos
17 (w)|* < ')V (@)]| < [T @)V (u)]]
assim
[E(u)]| < ac+ acllull

onde a. = 1/8¢. Logo F(u) satisfaz (B.5) , isto é, o problema de Cauchy abaixo tem
uma solugao definida num intervalo maximal (ver apéndice B). Como F' ¢é localmente

Lipschitz, segue pelo Teorema de Existéncia e unicidade que o problema de valor inicial

o(t) = F(o(t)) tel0,00)
o(0) =u

(PVI)

tem uma tnica solugdo o definida no intervalo [0, 00). Desta forma, fica bem definida
a funcao n : [0,1] x X — X tal que n(t,u) = o(8et,u), a qual deve verificar

n(0,u) = o(0,u) = u.

Se u & I7'([c — 2¢, ¢ + 2¢]), defina o,(t) = u e note que
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oi(t) =0= F(oy1(t)) e 01(0) = u.
Segue da unicidade de solugao para o (PVI) que
o1(t) =c(t,u)=u V ug A

mostrando (1).
Vejamos agora, que I(n(.,u)) é ndo crescente em [0, 1], isto é, mostraremos que a

sua derivada é menor do que ou igual a zero. Note que

%I(a(zﬁ,u)) =I'(o(t,u))o’ (t,u) = I'(o(t,u))F(o(t,u)).
Se o(t,u) ¢ A, temos F(o(t,u)) =0, dai
d
El(a(t,u)) = 0.
Se o(t,u) € A, temos
i alt.w) = I'(co(t.u _\I](U(tau» alt.u —\I/(o'(t,u)) "o(t. u)?
G1(00) = ot T Vot ) < e FE i 1 (e )P <o
Logo a funcao I(o(.,u)) : [0,00) — R & nao crescente.
Seja u € I°T¢, isto ¢,

I(u) <c+e

e suponha que existe ty € [0, 8¢] tal que
I(o(tg,u)) <c—e
ou equivalentemente que existe t; € [0, 1] tal que
I(o(8ety,u)) < c—e.
Usando a monotonicidade de I(o(.,u)),
I(n(1,u)) = I(o(8te,u)) < I(0(8t1€,u)) < c —,
mostrando que 7(1,u) € I°7¢. Por outro lado, se
c—e<I(o(8t,u))
para todo t € [0, 1], temos
c—e<I(o(8t,u)) < I(c(0,u)) =1I(u) <c+e,

implicando que
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n(t,u) = o(8et,u) € B para todo t € [0, 1].

Assim
It ) = Ho(se) = Io(0.u) + [ (105 w))ds
ou seja,
I(n(1,u)) = I(u)—i—/o EI’(U(s,u))a'(s,u)als < [(u)—/o E %Hl'(a(t,u))ﬂzds.
Como o(s,u) € B, segue que V(o(t,u)) = 1 e portanto
R T
) Sete— [ e

implicando que
1 8e
I(n(l,u))ﬁc—i—e—z/ ds=c+e—2e=c—e,
0

mostrando que n(1l,u) € I°7¢. O item (4) segue da teoria de Equagoes Diferenciais

Ordinéarias.

Teorema 1.8 (Teorema do Passo da montanha) Seja E um espago de Banach e
I: E — R um funcional de classe C* verificando:

(1) I(0) = 0.

(Iy) Existem constantes o, p > 0 tal que I|pp,0) > .

(I3) Existe e € E — B,(0) tal que I(e) < 0.

Considerando

— inf max | 1.5
¢ = inf max I(g(s)) (1.5)

onde
I'={g € C([0,1], E);9(0) = 0, g(1) = e},
para cada € > 0 existe u € E tal que
a) c—2e < I(u) <c+ 2e.
b) (1 + [lul[[I'(w)[| < 8e.

Demonstracao: Vejamos que

Seja v € C(]0,1], E) com



7(0) =0e (1) =e.

Defina a fungao h : [0,1] — R por

h(t) = [l (@)1
Note que h € C([0,1],R), com

h(0) = [l (0)[| = 1[0l =0 < p

h(1) = Iy I = llell > p.

Pelo Teorema do Valor Intermediario existe to € (0,1) tal que

h(to) = [|v(to)ll = p,

logo
I(~(to)) = a.

Consequentemente

max I(y(t)) = I(v(to)) 2 a Vy €T,
tel0,1]

mostrando que

= inf I(~(t)) > a > 0.
¢ = Inf max (v(t) = a

Por (1.5),

< I .
¢< max (9(s))

24

Suponha que para algum e suficientemente pequeno, a conclusao do teorema nao é

verdadeira. Podemos assumir que
c—2e>1(0) > I(e).
Pela defini¢ao de ¢, existe v € I" tal que

max I(y(s)) < c+e.
s€[0,1]

(1.6)

(1.7)

Considere 8 := no-~, onde n é dado pelo Lema de Deformagao, pelo item (1) do mesmo

teorema e por (1.6) segue que



25

0,e & I '(c— 2¢,¢+ 2¢)],

logo

mostrando que § € I'. Segue de (1.7) que v € I°7¢ e como n(I°t¢) C I°7¢, concluimos
que

¢ < max [(((t)) < c—F¢,
s€[0,1]

o que é uma contradi¢ao, logo o teorema é verdadeiro.

1.5 A condicao Cerami

Seja X um espaco de Banach e I : X — R um funcional de classe C*'(X,R).

Defini¢ao 1.3 Diremos que {uy}neny C X € uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ € R,
quando

I(up) = ¢ e (1+||u,)I'(uy) — 0.

Definicao 1.4 Diremos que I wverifica a condi¢cao de Cerami quando toda sequéncia
de Cerami, denotada por (C), no nivel ¢ para ¢ € R, admitir uma subsequéncia que

converge forte em X, isto ¢,
I(u,) = ¢ e (14 ||ua|)I' (un) — 0
existem {un, } C {un} e ug € X tal que
Up;, —> ug em X.

Nas hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, existe uma sequéncia de Cerami

associado ao nivel do Passo da Montanha.

Corolario 1.1 Sob as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, se I wverifica a

condicao de Cerami, o nivel do Passo da Montanha € valor critico.
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Demonstragao: Quando a condigao (C) ocorre, observamos que
I(ug) =ce I'(ug) = 0.

Mostrando que ¢ é um valor critico para I e que ug é um ponto critico de I no nivel c.



Capitulo 2

O Metodo Direto do Calculo das

Variacoes

O nosso objetivo neste capitulo é estabelecer uma teoria que ird nos auxiliar a encontrar
solugao para sistemas periédicos. No decorrer desta discursao X denotard um espago

normado. Neste capitulo iremos seguir as idéias apresentadas em [1].

2.1 O CaAlculo das Variagoes com Condicoes de Contorno
Periodicas

Seja C2° o espago das fungoes T-periddicas infinitamente diferenciaveis de R em RY.

Lema Fundamental Sejam u,v € L*(0,T; RY). Se para toda f € C°

/0 (ult), (£))dt = / (o(t), £(t))dt 2.1)

entao
/OTU(S)dS =0 (2.2)

e existe ¢ € RY tal que

u(t):/o v(s)ds+c q.t.p. em [0,T]. (2.3)

Demonstragao: Se {e;} denota a base canénica de R, podemos escolher f = ¢; em

27
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(2.1), obtendo .,
/ (0(t),e)dt =0 (1< )< N).

Logo
T
0

/0 Tv(t)dt = 0.

ou equivalentemente

Definindo w € C(0,T; RY) por

tem-se que
/OT(‘““)’f'(t”dt - /;[f;(/o oy(s)ds) f0)] e = /OT(f; /Otvj(S)f;'(t)ds>dt.
Desde que

/f(/;évj(svj{(t)ds)dt _ AT(/Ot(U<S>7fI(t))dS)dt7

fazendo uma mudanca de variavel e usando o Teorema de Fubini, obtemos

[ e = [([ @ row)e - /;Ufévj(s)f;(t)dt)d&

Logo

Usando (2.1) e (2.2),

[ . s@a=- [ @ s = [ ) e cr
ou seja, i i
| .oy = [ . e
implicando que )
| tts) = wte). s =0 s e 5
Em particular, podemos escolher

i) sen(Zk)e; . keN—-{0},1<j<N
cos(ZE)e; , ke N—{0},1<j<N.
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Dai,

0= /OT(u(s) —w(s), 2kTWco!S(@)ej)ds = %TW T(uj(s) —w;(s), cos<27;fk>ds

0

mostrando que

2km [T 2msk 2km [T 2msk
TW i uj(s)cos( 7;9 )cls:T7T i wj(s)cos( 7;9 )ds.

Assim, os coeficientes de Fourier de u e w coincidem e portanto

u(s) — w(s) = %/OT u(s)ds — %/OTw(s)ds e

q.t.p. sobre [0,T] para algum ¢ € RY.

Observacgoes:
1) A fungdo v satisfazendo (2.1) ¢ chamada a derivada fraca de u. A derivada fraca se
existir serd tnica e sera denotada por .

2)Pelo Lema Fundamental
t
u(t) = / u(s)ds + ¢
0
q.t.p. sobre [0,7]. Como de costume vamos identificar a classe de equivaléncia de u e

sua representante continua por

u(t) = /0 u(s)ds + c. (2.4)

Em particular, por (2.2)

para k e t € [0,7T].

3) Se @ é continua sobre [0, 7], entao por (2.4)

L () = %(/Dtu(s)ds + c): a(t).

4) Desde que @ é integravel sobre [0, 7] e por (2.4). Temos que /(t) = u(t) q.t.p. sobre
[0,T7].
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Seja 1 < p < oo. O espaco de Sobolev W;l’p é o espacgo das funcgoes u €
LP(0, T;RY) que possuem uma derivada fraca @ € LP(0,T;RY) (ver Apéndice A).

1 , .
A norma sobre W, é definida por

T T 1/p
e = ([ teear+ [ aepar)

1,2 .
Denotaremos por H. o espago W~ com o produto interno

(Wwﬂzl[wwﬂﬁﬁ+@@iﬁmﬁ

e a norma correspondente ||ul|| = ||u||W%,2. Recordemos que
T 1/p
fullor = ([ utoat) e ull = ma )]

Proposicao 2.1 Ezxiste ¢ > 0 tal que, se u € W%’p, entao
[ulloo < cllully e (2.5)
L T
Além disso, se [ u(t)dt =0, tem-se
[ulloo < efler]ze- (2.6)

Demonstragao: Trabalhando com as componentes de u, podemos assumir que N = 1.

Se u € W%’p , decorre do Teorema do Valor Médio que

% [ tsnas = uth

para algum k € [0,T]. Consequentemente, para t € [0, 7],

u(t)] = ‘u(k) + /ktu(s)ds‘g (k)| + /kt la(s)|ds.

Pela Desigualdade de Holder com expoentes p e ¢, onde % + % =1
T 1 T .
) < 3] [ s il = 7| [ s+ 70l
0 0

T
Se / u(s)ds = 0, obtemos (2.6). No caso geral, temos para t € [0, 7],
0

T
] < 4 [ fuls)lds = Tl
0
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donde segue

1 .
[u(®)] < Zllulloo T+ T il

ou seja,

[u()] < Mull o THOE 4+ TV ]| o < (TVI70 4+ TY9) [Jul| .

Portanto

Jullo < ellullyyo

. N 1 -
Proposicao 2.2 Se a sequéncia {uy}ren converge fracamente para w em W;*, entao

{ug tren converge uniformemente para w sobre [0,T].

Demonstragao: Pela Proposigao 2.1, a aplicagao inclusao
i (Wi e ) = (CO,TiRY), L)

é continua. Desde que

uy, — u em WP,
segue da Proposicao B.1 que

ur — u em C(0,T;RY).

Como

u, — u em WP,

{ug }ren € limitada em W;ﬁp e consequentemente em C(0,7;RY). Além disso, a se-

quéncia {ug }ren € equi-uniformemente continua, pois para 0 < s <t < T,

t t
w®) — ) = | [ awir|< [l < l,
ou seja,

[un(t) = wn(s)| = (t = ) Uinlly < (¢ = )" Nunllyar < et - )%

Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existem
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{up,} € {ux} e uw e C(0,T;RY)
tais que
uy, — u uniformemente em C'(0, T; RY).
Suponha por contradigao que uy 4 u em C(0,T;RY). Entao existe ¢ > 0 e {uy,} C

{ux} tais que

|lug, — ulloo > € V5 €N.
Repetindo a argumento anterior teriamos {Uk]} C {ug,} tal que
ug,, — u em C(0,T; RY),
mas devido {ukj} C {uy, }, temos
||Ukij —ulloo > € VjeN.

O que é uma contradigao, portanto (uy) converge uniformemente sobre [0, 7] para u.

No caso dos espagos de Hilbert H1, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.3 Seu € Hi e fOT u(t) =0, entdao

2

T T T
/ lu(t)|?dt < (—2>/ [u(t)|*dt (Desigualdade de Wirtinger)
0 4=/ Jo

T

T
E)/ |u(t)|?dt (Desigualdade de Sobolev).
0

Jul. < (
Demonstragao: Seja

u(t) _ Z Cke2ik7rt/T

k=—o00
k#0

a expansao da série de Fourier com coeficientes complexos. A identidade de Parseval

implica que

1 T
Z lex|* = f/ |ul*dt

k=—o0 0
k#0
(§]
E : /|2 1 T| ‘2
k=—o0 T 0
k#0

Tendo em vista que os coeficientes de Fourier complexos de u e u’ satisfazem
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¢ = 22, Vk € Z,

e da seguinte desigualdade

Yo Rlal= ) lal

k=—o00 k=—o00

k#0 k#0
temos
1 [T Ak Amr?
7 af*dtT = ) B = W'C’“P' (2.7)
e o
Observe que
2 2 2
T = 2km
ol < (X lal) = (X G vslal)
o g

Desde que %/; € I* e 2% |ci| € 12, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.7) conduz a

wor < (T ) (5 Bl )< 5 [ latora

k=—o0 k=—o0

k#0 k0

1 _

onde estamos usando o fato de que > 7, 75 = &

Teorema 2.1 Seja L : [0,T] x RN x RN — R, (¢,2,y,) — L(t,z,y) mensurdvel em t
para cada [x,y] € RN xRN e continuamente diferencidvel em [z, y] q.t.p. parat € [0,T].
Se eziste a € C(RT,RT), b€ L'(0,T;R") e c € LI(0,T;R"), 1 < q < oo, q.t.p. para
t €10,T] e todo [x,y] € RN x RN tais que

[L(t 2, 9)| < a(lz])(6(2) + [yl7)
Do L(t, 2, y)| < allz])(0(1) + |yl) (2.8)
1Dy L(t, z,y)l < aflz])(c(t) + [y~

IA

onde % + % =1, o funcional ¢ definido por

L, . . ., 1
é continuamente diferencidvel sobre W, e

<¢'(u),v >=/0 (D L(t, u(t), a(t)), v(t) + (Dy L(E, u(t), i(t)), o(t))]- (2.9)
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Demonstragao: O resultado segue mostrando que ¢ possui em todo ponto u uma

derivada direcional ¢'(u) € (W,*)* dada por (2.9) e que a aplicacdo
@ WP — (WP u — ¢ (u)
é continua. Observe que por (2.8) ¢ assume valores reais em W;ﬁp , isto é,

\ﬂWSA!MHw)<mﬁ<Aawm<Hw0Wﬁ<M/ D-+Ha(t)P) < +oo

poishbe L' eu e LPe M = rrfa%<]a(|u( )|) < co. Para u e v fixados em W,”, t € [0,T],
te[0

A € [—1,1], definimos a aplicagao
F(\t) = L(t,u(t) + Av(t), 4+ Ao(t))

e o funcional
T
P(A) = / F(\ t)dt = p(u + Av).
0
Usando a regra da cadeia,

|DAF (N t)| = |(DoL(t, u+ Av, 4+ A0),v) + (Dy L(,u + Av, 4+ \0), 0)]|.

Usando agora, a desigualdade triangular, Cauchy-Schwarz e a condigao (2.8), encon-

tramos

IDAEA O] < aol(b(F) + (Ju] + [0))P)[v] + (e(t) + (@] + [o[)P~H)|0]],
onde

ag = max a(Ju(t) + Av(t)]).

(A\t)e[—1,1]x[0,T]

Desde que b € L', (Ju| + |[0])? € L', ¢ € L4, |[0| € L? e v é continua sobre [0, T, temos
]/ |v|dt‘</ 1)|[o|dt = M/ #)|dt < oo,
T T T
[+ orlolar]< [l ol olde =01 [ (il + ol < o
0 0 0

T T
| i< [l < el < o
0 0

T T
[l taralat]< [ (Gl + o elde < -+ 20l s < .
0 0
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Dai
|IDAF()\,t)] < d(t) € L'(0, T;R")

onde d(t) = ao[(b(t) + (|ul + [0[)?)[v] + (c() + (Ja] + [o)P~H)[0]].
Segue do Corolario B.1,

¢(0)=/0 D/\F(Oat)dt:/o (Do L(t, u(t), a(t)), v(t)) + (DyL(t, u(t), a(t)), 0(t)))dt.

Além disso,

| Do L(t,u, )] < a(jul)(b(t) + [u]) € L'(0,T;RT)

| DyL(t,u, )| < alful)(e(t) + [al”~") € L9(0, T5RY).

Assim pelas desigualdades acima,

|’ (w)v| S/O !DAF(O,t)!dtI/O (D L(t, u(t), a(t)), v(t))+(Dy Lt ult), u(t)), o(t))]dt

ou seja,

T

T
[ (u)v] < /0 a([ul)(b(t) + [u|”)|v|dt +/0 a(ful)(e(t) + [@["~)[ldt.
Pela desigualdade de Hélder e pela Proposigao 2.1
csllvlloe + calltll e < esllvllyye

ou seja,
&' (Wl < esllvllype,

mostrando que ¢ possui em u, uma derivada direcional ¢'(u) € (W;*)* dada por (2.9).

Observe que a aplicagao

WP — L'x LP
u — (D,L(.,u,),DyL(.,u,u))

, . . 1 -
¢ continua. Considere u,, — u em W;”. Entao

U, — wem LP e u, — uem LP,
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logo existem {u,,} C {u,} e h,hy € L tais que

Up, = u qtp. e |u,| <h qtp.

Un; —+ U qtp. e |in,| <hy qtp.

Suponha por contradi¢ao que

D, L(.,Up, ) # Do L(.,u,u) em L,
logo existe {un,} C {un} tal que

T
/ DuL(.sttn, i) > € Vi, € N. (2.10)
0
Escolha uma subsequéncia de {uy,} que denotaremos por {us} tal que
D, L(., up, ) — DyL(.,u, )| < € L.

Nosso tnico problema para obter a desigualdade acima é para o termo |D,L(., uy, t)|

pois para |D,L(.,u,u)| basta usar (2.8) diretamente. Note que
| Do L, upey )| < alun])(e(t) + [aP~).
Da imersao continua de W,” < C([0, T])

e [u(t)] = [luelloo < ellllyyr < & .

Logo
lup(t)| < ¢ Vk e Vte[0,T].

Desde que, a(s) < M Vs € [0,¢], temos a limitagao
a(jup(t)]) < M VEk Yt e€[0,T).
Uma vez que

1 - . .
u, — u em W' entdo i, — @ em LP,
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logo temos

| Dy L(.,ug, ug) — D L(L,u,a)| <n € L.

Sendo L(.,z,y) continuamente diferenciavel,
D,L(.,uy, i) = D L(.,u,u) q.t.p. em Q,
segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
T
/ DuL(csup i) — DaL(oyu, )] — 0,
0
contradizendo (2.10). Portanto
D L(.,up,Uyn) — D L(.,u, ).

Note que
T
a0 = (ol = | [ (DLl i) = Dasusi),0)
0
+(DyL(., Up, Un) — Dy L(., u, @), 0)]dt|.

Usando a desigualdade triangular,

' (un)v — @' (u)v] < / (D L. s i) = Do L., w, ), )|

0

+|(DyL(., ty, ) — Dy L(., u, ), 0)|dt
e por Cauchy-Schwarz,

T
|0 (un)v — ¢ (u)o] < / [1Da L.t i) = Dy L(, w, 1)) | 0]
0

+|DyL(., Uy, ) — Dy L(., u, @) |0|]dt.

Desde que v € W, e usando a desigualdade de Hélder (onde 1/p+1/q=1), obtemos

T
|0 (un)v — @' (W] < ||v||oo/ | Da L., tny i) — Do L(., u, )|
0

FNDY L s i) = Dy L, @) | pa|[0]] 2o
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Pela Proposigao 2.1

T
¢/ (ua)v = ¢ (o] < [o]gar ( | 1Pt ) = DL )

DLty ) — DyL<.,u,a>nLq),

implicando que

T
sup | (un)v — @' (u)v| < / | Dy L(., Up, ) — Dy L(.,w, @))|dt
0

lvll<1
FIDY Lt ) = DyL (s, @)l ) = 0,
ou seja,
¢’ (u,) — ¢'(w)|| = 0 quando n — oo.

Mostrando assim que ¢ € C(W,? R).

Coroléario 2.1 Seja L:[0,T] x RY x RY — R definida por
Lo

onde F : [0,T] x RN — R ¢é mensurdvel em t para cada v € RY, continuamente

diferencidvel em x para q.t.p. t € [0,T] e satisfaz as sequintes condigoes
|E(t, x)], [VE(t, )| < al|z])b(t) g.t.p. parat €0, T],

para todo x € RN, para algum a € C(RT,R") e b € L'(0,T;R"). Se uw € HL é uma
solugao da correspondente equagao de Euler ¢'(u) = 0, entdao 4 possui uma derivada

fraca i e
i(t) = VF(t,u(t)) q.t.p. sobre [0,T)]
=u(0) —u(T) = 0.

Demonstragao: Observe que

Lt 2,9)| < ol +1F(E ) < Slul? + alzDb) < (5 -+ alle))b(2) + ),

Do L(t,z,y)| = [VF(t, z)] < a(|)b(t) < a(jz])(b(t) + |y]*)
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| DyL(t, z,y)| = [yl < allz])(c(t) + [y])-
Assim
Lit,x.5) = lof’ + F(t,2)
satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.1 e portanto por (2.9)

0= (¢ (u),v) = /O [(DLL(t, u(t), a(t)), v) + (DyL(t, u(t), a(t)), o)]dt Vv € H.

Donde temos

T
0 :/ [(VF(t,u(t)),v) + (u(t),0)]dt Vv € Hf
0
isto &,
T T
/ [(VF(t,u(t)),v)dt = —/ (0(t),v)dt Yv € Hi.
0 0
Recordando que C° C W%’Q, a ultima igualdade mostra que u possui derivada fraca e
i(t) = VF(t,u(t)) q.t.p. sobre [0, T].
Observe que VF(t,u(t)) € L? donde segue que i € LP. Recorde que se @ € W%’p , entao
t
u(t) = / ii(s)ds + ¢
0

e 4(0) = u(T'). Uma vez que u também possui derivada fraca, pelo Lema Fundamental

tem-se também u(0) = u(7T).

2.2 Solucoes Periédicas de Sistemas de Segunda Or-
dem Nao Autondémos com Nao Linearidade Limi-

tada

Consideremos o problema introduzido no Corolario 2.1

j=H
—~

o~
N—

Il

VFE(t,u(t)) qt.p. sobre [0,T]
u(0) —u(T) = u(0) — (T) = 0.

(2.11)
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onde F : [0,T] x RY — R satisfaz as seguintes afirmagoes:
(A) F(t,z) é mensuravel em ¢ para cada z € RY, continuamente diferencidvel em x

para q.t.p. t € [0,T] e existe a € C(RT,R") e b € L*(0, T;R") tal que
[F(t, )| < allz))b(t), [VE(t, z)| < a(|z])b(t)

para todo x € RY para ¢.t.p. t € [0,7]. O funcional de Euler associado a (2.11),
denotado por ¢, é dado por

o(u) = /0 [@ + F(t,u(t))|dt Yu € Hj.

Ao longo deste Capitulo quando mencionarmos ¢ estaremos nos referindo a este fun-
cional. Pelo Teorema 2.1, ¢ é continuamente diferenciavel e f.s.c.i. sobre Hi., pois

se
u, — u em HY entdao u, — u em L%

Logo
1 [T )
J(w) =< [ |u@)|*dt
2 Jo

é continua e convexa. Pelo Teorema 1.6 J é f.s.c.i..

Seja u, — u em H}. Entdo, pela Proposicao 2.2
u, — u uniformemente em [0, 7.

Observando que

[F(t, )] < a(|z])b(t),
existe uma funcao integravel g tal que
[E'(t, un(t)] < g.

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

/ " F(t u(t))dt

é f.s.c.i.. Desde que a soma de fungoes f.s.ci. é f.s.c.i., temos que p(u) é f.s.ci.. Se
® possui uma sequéncia minimizante limitada entao pelo Teorema 1.4, ¢ possui um

minimo e como todo ponto de minimo satisfaz

¢'(u) =0
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de modo que pelo Corolario 2.1, (2.11) possui solugao. Resta portanto encontrar as
condicoes em que ¢ possui uma sequéncia minimizante.
Quando VF ¢é limitado por uma funcdo em L' para todo u € RY, é suficiente

exigir a condigao de coercividade, como mostra o Teorema.

Teorema 2.2 Assuma que F satisfaga a condigio (A) e existe g € L'(0,T) tal que
IVE(t, z)] < g(t)
q.t.p. sobre t € [0,T] e todo v € RY. Se
T
/ F(t,z)dt — 400 quando |z| — oo, (2.12)
0
o problema (2.11) possui pelo menos uma solugdo que minimiza ¢ sobre Hr.

Demonstragao: Para u € HJ, considere u = 4+ 4, onde & = 1/T fo t)dt e observe

T T T
/ udt = / u(t)dt — / udt =Tu—uT =0,
0 0 0

pois no decorrer desta dissertacao todas as vezes que fizermos esta escolha poderemos

que

usar as desigualdades de Holder e Wirtinger para u. Mais ainda, como # nao depende

de t segue que a derivada de u coincide com a de u. Note que
T |u( )|2 T T
o(u) = / 5 ——dt + / F(t,u)+ / [F(t,u(t)) — F(t,u)|dt.
0 0 0
Defina h(s) = F(t,u + st) e observe que

F(t, a+i)—F(t,a@) = h(1)—h(0) = /0 W (s)ds = /0 F/(t, Tt-sit)i = /0 (VF(t, atsit), @).

Dai
(1) :/0 W?‘ dt+/ / / (VF(t, @+ st2), a(t))dsdt.
Desde que
(VF(t,u+ st),u(t))| < |VF(t,a+ su)||d
—g@)|a(t)| < (VE(, u+ sa), a(t))
tem-se

p(u) > /OT |u(2)|2dt+/ // (t)|dsdt
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go(u)Z/O ) dt+/0 F(t,a)—HaHOO/O g(t)dt.

Segue da desigualdade de Sobolev (Proposigao 2.3) que

T 1/2
il = e [ lard)
0

o) > /OT Mdt + /OT F(t, a) — c(/OT |u(t)|2dt>1/2.

Logo

Observe que
T 1/2
||u|| = oo se, e somente se, <|ﬂ|2 +/ |u(t)|2dt> - 0.
0

De fato, suponha que
T 1/2
(\a|2 +/ |u(t)\2dt) = 0.
0
Se

T
/ la(t)[2dt = oo entéio |[ul] = oo.
0

Usando a desigualdade de Holder com 1 e w,

T T 1/2 T 1/2
< [ futode< ([ 12ae) ([ oPa) < 72 ul e
0 0 0

Se |u|?* — oo, entao |lul|z2 — oo e consequentemente ||u|| — oco.
Reciprocamente, assuma que

Se

T
/ la(t)|2dt — oo,
0
entao
T
|u|? +/ | (t)|dt — oo.
0

Considere agora que

T
/ u(t)|2dt = o0
0

e suponha por contradicao que

T
|u) +/ lu(t)|>dt < M.
0

42

(2.13)
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Logo com um argumento semelhante ao da Proposicao 2.1, temos
1 T 12 - 1 124 2 .
u(t)] < | [ uls)ds| < T il = ol + T2 lilz2 < eal(af® + lillz2) < My,
0

mostrando

[ull 2 < M,

o que é uma contradi¢ao, portanto
T 1/2
(\a|2 +/ |u(t)\2dt) = 0.
0

Logo as desigualdades (2.13) e (2.12) implicam que
o(u) — oo quando |jul] — oo,

mostrando que ¢ é coercivo, consequentemente toda sequéncia minimizante é limitada.

Usando o Teorema 1.4 temos a conclusao.

Exemplo: Considere o problema escalar

it = a[sen(u — bsgnu) + sen(bsgnu)| + e(t)
w(0) —uw(T) = u(0) —u(T) =0

T

onde a > 0,0 < b < m e LYN0,T) e / e(t)dt = 0. Usando o Teorema 2.2
0

mostraremos que este problema possui pelo menos uma solugao que minimiza ¢ sobre

Hz. Considere
F(t,u) = a[(senb)|u| — cos(|u| — b) + cosb] + e(t),

entao,

F,(t,u) = al(senb)sgnu + sen(|u| — b)sgnu] + e(t).

Onde sgnu é a fungao

1 se u>0
sgnu =
-1 se u<0

e observe que

a[sen(u — bsgnu) + sen(bsgnu)] + e(t) = a[sen (sgnu( - b) ) +sen(b)sgnu] + e(t)

sgnu
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isto é,
F.(t,u) = a[sen(|u| — b)sgnu + sen(b)sgnu| + e(t).
Consequentemente
|Fu(t, w)] <lal([sen(b)sgnul + |sen(|ul — b)sgnul) + |e(t)] < 2a + [e(?)]
mostrando que existe g = 2a + |e(t)| € L*(0,T). Note que
T T T T
/ F(t,x)dt :/ a|x|senbdt—/ alcos(|x| — b) +cosb]dt+/ e(t)zdt.
0 0 0 0
Donde temos
T
/ F(t,z)dt = Talx|senb — T'(acos(|z| — b) + cosb).
0
Observando que
Talz|senb — T'a — cosb < Talx|senb — T (acos(|x| — b) + cosb) — oo se |z| = oo,

o resultado segue pelo Teorema 2.2.

2.3 Solucoes Periédicas de Sistemas de Segunda Or-
dem Nao Autondémos com Potencial Peri6dico.

Mostraremos nesta se¢ao que (2.11) possui solugdo quando F' é periddica em cada

varidvel z;. Considere (e;)(1 <4 < N) como sendo a base canonica de RV,

Teorema 2.3 Assuma que F satisfaz a condi¢io (A) e que exista T; > 0, tal que
F(t,x+Tie;) = F(t,z) (1<i<N) (2.14)

para todo x € RY q.t.p. sobre t € [0,T]. Entdo o problema (2.11) tem pelo menos uma

solugdo que minimiza ¢ sobre Hi..

Demonstragao: Sendo F' continua a condi¢ao (2.14) implica que existe um bloco
N-dimensional formado por N intervalos compactos [0, T;], de maneira que existe h €
LY(0,T) tal que

F(t,z) > h(t)= min F(t,2)
=€l (0.73)
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T
para todo # € RY ¢.t.p. sobre t € [0,T]. Logo se, / h(t)dt = ¢;
0

() = /OT[‘U(;)‘Q + F(t,u(t))}dt > /OT [@ + cl] dt > ¢, Yu e Hr.

Sendo infy p(u) > —o0, segue desta desigualdade que se {ux} ¢ uma sequéncia mini-

mizante para ¢ existird co > 0 tal que

T
/ hir(D]2 < ¢y Wk €N, (2.15)
0

T
Seja uy, = Uy, + Uy com Uy = %/ u(s)ds. De (2.15) e da desigualdade de Wirtinger,
0

T T 1/2 T2 T . T 1/2
il = ([ lande+ [ lipar) < (3 [ liaPare [l U<

0 0 4m? Jo 0

para todo k € N e algum ¢3 > 0. Por outro lado, segue de (2.14) que
T T
o(u+ Tie;) = / () + TeaP + F(t,u + Toer) = / [a(t)P + F(t, u(t))dt = o(u)
0 0

para todo u € H} e consequentemente se (u;) ¢ uma sequéncia minimizante para ¢,

([(@r, e1) + k1T + (g, €1), . - -, (g, en) + kiTy + (g, en)])
também sera uma sequéncia minimizante de . Definindo

vp = ((ug, e1) — kiTh, ..., (ur, en) — kn),
usando que p(u + Tie;) = ¢(u), temos
p(v) = o(ur).

Note que
1 [T 1 [T
(U, €1) = ?/0 (vg, e1)dt = T/o [(ug, e1) — k1T

ou seja,

0 < (vk,€1) = (g, e1) — k1Ty <Th.

Podemos portanto assumir que

0< (0h,e) <T; 1<i<N.
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Logo
k]| < [laell + llae] < ea
Consequentemente ¢ admite uma sequéncia minimizante limitada e temos a conclusao

invocando o Teorema 1.4. [ |

Podemos obter, a seguir, uma extensao 1til do Teorema 2.3 para alguns sistemas

forcados de segunda ordem. Para e € L'(0,T;R"), o problema linear
(2.16)

possui solucao se, e somente se,

/Te(t)dt = 0. (2.17)

Se o problema (2.16) possui solu¢ao temos integrando a primeira igualdade de (2.16)

sobre [0, 7]
/OTi)(t)dt _ /OTe(t)dt.

Usando as condigoes de contorno

0 = o(T) — $(0) = /OT@'(t)dt - /OTe(t)dt.

Reciprocamente, se

considere o funcional ¢ : H: — R associado a (2.16) dado por

o(u) = 5/0 |u(t)|2dt+/0 e(t)u(t)dt.

olu) = 3 /0 a(t)|2dt + /O e(ya(t)dt + /0 e(t)adt = (i),

Usando que

T
| ettt = ~leluy |l il = = el | il
0 ,

(0,71 0,71’

existe M > 0 tal que

1 A A
o) = Sl —elil , > —M.

[0,T] 7] 7
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Logo ¢ admite uma sequéncia minimizante e da desigualdade acima segue que existe
c1 tal que

laklz, ,, < e

Usando a desigualdade de Wirtinger’s existe ¢y tal que

s, < ca

Portanto

el < e

Mostrando assim que ¢ possui uma sequéncia minimizante limitada {4 }. Segue pelo
Teorema 1.4 que (2.16) admite solugao.

Pelo Lema Fundamental
donde temos,
e v(0) = ¢. Por outro lado

Entao
¢
o(T) = / v(s)ds + ¢
0

e usando (2.2), temos que v(T") = v(0) = c. Esta solugao sera tnica se impormos que

/Tv(t)dt = 0. (2.18)

De fato, suponha que a solugao nao seja unica, entao existem v e w satisfazendo (2.16),

donde obtemos que

Logo
T
/ () — (8 2dt = 0.
0
Observe que usando o Teorema Fundamental do Célculo e as condig¢oes de contorno de

v e w temos
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e portanto pela desigualdade de Sobolev
[0 = s < || = @l|z2 = 0,

implicando que

ou seja,
v(t) —w(t) =c.
Assim
T
/ (v(t) —w(t))dt = T = 0.
0
Portanto ¢ = 0. Denotaremos por E a unica solugao de (2.16) satisfazendo (2.18).

Entao se considerarmos o problema

i(t) = VF(t,u(t)) + e(t)

(2.19)
u(0) — u(t) = u(0) — u(t) =0,
onde e € L'(0, T;RY) satisfaz (2.17), obtemos considerando
u(t) =v(t) + E(t) (2.20)
o problema equivalente
b(t) + E(t) = VF(t,v(t) + E(t)) + e(t)
v(0) + E(0) — v(T) — E(T) = 9(0) + E(T) — o(T) + E(T) =0,
ou equivalentemente
¥(t) = VF(t,v(t) + E(t)) (2.21)

v(0) —v(T) =v(0) — o(T) = 0.
Agora, se F' satisfaz as condigoes de periodicidade do Teorema 2.3, o mesmo é verdade
para F* : [0,T] x RY = R, (t,x) — F(t,z 4+ E(t)) e portanto, o Teorema 2.2 pode ser

aplicado em (2.21) implicando no seguinte resultado.

Corolario 2.2 Sobre as condigdes do Teorema 2.3 para F', o problema (2.19) possui,
para cada e € L*(0,T;RY) wverificando (2.17), pelo menos uma solugdo que minimiza

sobre HY. o funcional o,

oot = [ [P peuto) + o), e
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Demonstracgao: Aplicando o Teorema 2.3 o problema

i(t) = VE(t,v(t) + E(t))
v(0) —o(T) = (0) — o(T) = 0,

possui uma solugao v de que minimiza sobre Hi o funcional 1 definido por

(o) :/0 [“J(;)'Q + F(t,o(t) + ()] dt.

Além disso, u definida por (2.20) resolve (2.19) e minimiza (. — F) sobre Hj.. Lembre
que (2.21) é obtido de (2.19) fazendo

u(t) =v(t) + E(t).

Note que - o
Y(u—E) = /0 [M + F(tu(t)]dt
isto &, ' ,
Y(u—E) = /0 [@ — (at), E(1) + ’E(;)' + F(t,u(t))] .

Integrando por partes o termo

e usando que E(t) = e(t), temos

vlu-E) = [ B4 .00 + Feue]de+ 181 = g+ 5181

Consequentemente u minimiza o, sobre Hz..

2.4 Solucoes Periédicas de Sistemas de Segunda Or-
dem Nao-Autondmos com Potencial convexo

Quando F' é convexo em x, podemos eliminar a condi¢ao de limitagao sobre VF' no
Teorema 2.2 e deduzir uma condi¢ao necessaria e suficiente de existéncia quando F é
estritamente convexa em z ou quando N = 1. Enunciaremos e demonstraremos alguns

resultados sobre fun¢oes convexas.
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Proposigao 2.4 Seja G € CH(RM,R) uma fungdo convexra. Entio, para todo z,y €
RN

)

G(z) 2 G(y) + (VG(y),z —y). (2.22)
Demonstragao: Pela convexidade de G, para cada z,y € RY e cada A € (0,1), tem-se
G(1—=MNy+z) < (1—=NG(y) + A\G(z).

Donde temos

G((1 =Ny +Ar) < G(y) — AG(y) + AG(z)

isto é,
G((1 =Ny +Iz) — G(y)
A

Passando ao limite com A — 0, ficamos com

. Gyt AMz—y)—Gly)  IGly)
lim 3 e (VG(y), = —y),

obtendo (2.22).

< G(z) = G(y).

Uma funcao G : RV — R ¢ estritamente convexa se,
G((1 =Nz +Xy) < (1 =NG(z) +\G(y) YA€ (0,1) Vz,y € RY.

Proposigao 2.5 Seja G € CHRY,R) uma fungdo extritamente conveza. As sequintes
propriedades sao equivalentes:
a) Eziste T € RY tal que VG(Z) = 0.

b) G(x) = 400 quando |z| — oo.

Demonstragao: Se

segue de (2.22) com y = T que Z minimiza G sobre RY isto ¢, G(z) > G(¥) para todo

x € RY. Desde que G ¢é estritamente convexa, ¥ é inica, consequentemente

d = min[G(Z + z) — G(Z)] > 0.

|z|=1

A convexidade de G implica que, quando |z| > 1

0 < G(x—l—i) —G(z) = G(x—£+i+i) —G(z) = G((l—i>x+%(x+x)) —G(7)

] x| 2| [z
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isto é,

5 < (1 ! )G(z) + ’ia(z +a) = G(F) = — (G2 + ) — G(F)).

|

Consequentemente

dz| < G(z + ) — G(T).

Donde temos,

dlz| + G(Z) < G(T + x),
para |z| > 1. Fazendo = + x = y, temos
Oly — 2|+ G(z) < G(y),
isto é,
oyl = |z]) + G(z) < G(y),

implicando que

oly| + G(7) — d|z| < G(y).
Assim,
G(y) — 400 quando |y| — oo.

Se G satisfaz (b), como G € C'(RY R), segue que G possui um minimo Z, o qual é

ponto critico, ou seja
0G(7)
O:UZ-

=0 Vi=1,2,...,N,

provando (a).

Teorema 2.4 Assuma que F : [0,T] x RN — R satisfaz a condi¢ao (A), que F(t,.) é

conveza q.t.p. para t € [0,T] e que
T
/ F(t,z)dt — 400 se |z| — oo. (2.23)
0

Entao o problema (2.11) possui pelo menos uma solugdo que minimiza @ sobre H.
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Demonstragao: Desde que F' é convexa, a fungao
T
Glz) = / F(t, z)dt
0
possui pela Proposicao 2.5 um minimo Z tal que
VG(z) = 0.

Como F' é continuamente diferenciavel sobre x, podemos permutar o sinal de integracao

com cada derivada parcial do gradiente, donde temos
T
VG(z) :/ VE(t,z)dt = 0. (2.24)
0

Seja {ux} uma sequéncia minimizante para ¢ e tal sequéncia existe devido a Proposicao

2.5. Da convexidade de F' temos por (2.22)

F(t,up(t)) > F(t,) + (VF (@), ui(t) - 7)

go(uk)z/OT[mk(;)P +F(t,uk<t>>}dt2/j |uk(2t)|2dt+/oTF(t,f)dt

ou seja,

oluy) = /0 de /0 F(t,7)dt — /0 (VF(Z), up(t))dt + /0 (VF(t,z),7)dt.

T
Seja uy = Uy + Uy com U = %/ updt. Uma vez que
0
(VE(t, @), )| < [VE(t, 2)|[d],

temos

(VE(t,z),0) = =[VE(, D) |ax] = =V, 7)o,

e portanto

ouy) > /OT de /OT F(t,7)dt — (/OT \VF(t,:z)\dt)HﬁkHOO.

Usando a desigualdade de Sobolev, ficamos com

o(uy) z/OT Mdt—l—/oTF(t,x)dt— (/OTWF(t,x)]dt) (% /OT]u(t)]th>l/2.

Usando o fato que
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|E(t,2)| < allz)b(t) e [VE(, 2)| < a(lz])b(?),

encontramos c; e ¢y tais que

T T
—c S/ F(t,z)dt e —/ |\VF(t,z)|dt > —c,.
0 0

Desta forma
T~ 2
U (T
st [,
0

Desde que {u;} uma sequéncia minimizante para ¢, entao existe uma constante cg tal

que
T
/ |, (1) [Pdt < cs.
0

Pela desigualdade de Sobolev
[ty ]|oo < ca (2.25)

para alguma constante c¢s. Agora, temos pela convexidade de F' que
F(t,ur/2) = F(t, (1/2)(u(t) — ax(t))) < (1/2)F (@, u(t) + (1/2) F(t, =i (1))
q.t.p. para t € [0,T] e para todo k € N, dai
F(t,u/2) — (1/2)F(t, —x(t)) < (1/2)F(t, ug(t)).

Consequentemente

go(uk):/o |uk(t)|2dt+/0 F(t,uk(t))z/o \uk(t)|2dt+2/0 Flt, i /2)—
—/0 F(t, —ig(1)).
Por (2.25) .
/0 Ft, —in(t)) < cs
o que implica .
o(ug) > 2/0 Pt i /2)dt — cs

para algum c5 > 0. Suponha por contradi¢ao que

T
|ty,| — o0, logo / F(t,ug/2)dt — oo
0
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o que contradiz a desigualdade acima, donde segue que (uy) ¢ limitada, portanto (ug)

¢ limitada e usando o Teorema 1.4 temos o resultado desejado.

Teorema 2.5 Assuma que F satisfaz a condi¢ao (A) e que F(t,.) é estritamente
conveza q.t.p. parat € [0,T]. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) O problema (2.11) possui solugdo.
ii) Existe T € RN tal que .
/ VF(t,z)dt = 0.
0

T
i11) / VF(t,z)dt — oo quando |z| — cc.
0

Demonstragao: Se u ¢ uma solugao de (2.11), integrando a equagao diferencial sobre

[0, 7] e usando as condigoes de fronteira, encontramos
T T
/ ii(#)dt = / VE(#, u(t))dt = 0. (2.26)
0 0

T
Sejau = t+u onde u = (1/7) / u(t)dt e defina funces G e G sobre R extritamente
0

convexas por

G(x):/OTF(t,x)dt e é(x):/OTF(t,era(t))dt.

Por (2.26),

Logo pela Proposicao 2.5
G(z) = 0o qdo |x] — oo, (2.27)

Pela convexidade de F(t,.),

G(z) = /0 ' F(t, (1/2)2z + (1/2)2a(t))dt < % /O ' F(t,2z) + % /O ' F(t,2a(t))dt,

G(2z) + c. (2.28)

Segue de (2.27) e (2.28) que

G(z) — +o0 quando |z| — oo,
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consequentemente, existe Z € RY tal que VG(7) = 0, isto ¢,
T
/ VFE(t,z)=0
0

e 1) implica em ii). Pela Proposigao 2.5 aplicada a fun¢ao G definida acima, ii) implica
iii). Pelo Teorema 2.4, iii) implica em 1i).

Vamos, agora, retornar ao caso em que F'(t,.) é convexa mas com N = 1. Defi-

nindo

F(t,2) = S (F(t,2)),

vemos que f(¢,.) é ndo decrescente q.t.p. para t € [0, 1]. Isto implica em uma condigao

necessaria para a existéncia de uma solugao de
(2.29)

Lema 2.1 Se (2.29) possui uma solucao, existe a tal que
T
/ f(t.a) = 0. (2.30)
0
Em outras palavras, a func¢ao real
T
a— / F(t,a)dt
0
possut um ponto critico a.

Demonstracao: Se (2.29) possui uma solugao u, entao, integrando ambos os menbros

da equagao sobre [0, 7] e usando as condigoes de fronteira, obtemos

T
| sty =o.
0
Portanto, se
m < wu(t) < M Vtel0,T],

temos pela monotonicidade de f(t,.)

T T
/f(t,m)dtsog/ Ft, M)dt
0 0
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€ Como -
J(z) = /O F(t,2)dt

é continua, segue do Teorema do Valor Intermediario que existe a € (m, M) tal que

/OTf(t,a):O.

Teorema 2.6 Se f(t,.) € nao decrescente q.t.p. parat € [0,T], entao o problema (2.29)
possui pelo menos uma solugao se, e somente se, eziste algum a € R satisfazendo (2.30),

isto €, se e somente se, a funcao real

T
a— / F(t,a)dt
0
possut um ponto critico.

Demonstragao: A condi¢ao necesséria foi provada no Lema 2.1. Para a suficiéncia,

iremos trabalhar com trés casos. No primeiro caso vamos assumir que

T
/ f(t,a)dt =0
0
sempre que a > a. Entéo, por (2.30) e como f(t,.) é ndo decrescente temos
T T
0— / f(ta)dt < / f(ta)dt = 0
0 0
isto é,
T
| ftta) = sie.ajie o
0

Logo

f(t,a) = f(t,a) q.t.p. Vt € [0,T]

para todo a > a. Seja v uma solucao T-peridédica do problema linear

0(0) — v(T) = 9(0) — 0(T) = 0

e a solugao existe devido a (2.16) e seja b € R suficientemente grande tal que

w(t)+b>a, telo,T].
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Se considerarmos u(t) = v(t) + b, entao

i(t) = o(t) = f(t,a) = f(t,v(t) +b) = f(t u(t))

isto ¢, u é uma solugao para (2.29). O segundo caso ¢ similar ao primeiro, isto é, se

/OTﬂt,a):o

sempre que a < a. Resta, portanto, considerar o caso onde existe a; < a < as tal que

T T
= /0 f(t, al)dt <0< /(; f(t, Clg)dt = Co.

Defina
H(s) = F(t,(1 — s)ag + sa),

entao

H'(s) = VF(t,(1 — s)ay + sa)(a — az) = f(t, (1 — s)ag + sa)(a — as).
Note que

/0 f(t, (1 —s)ag + sa)(a —ag)ds = H(1) — H(0) = F(t,a) — F(t, az).

Dai
T T 1
/0 F(t, a)dt = /0 {F(t,ag)Jr /O £t (1 — s)as + sa)(a — az)ds | dt.
Assim,

T T
/ F(t,a)dt = / F(t,as)dt + ca(a — az),
0 0

implicando que

T
/ F(t,a)dt — +o00 quando a — +o0.
0

Similarmente para a — —oo e a existéncia de solugao segue do Teorema 2.4.



Capitulo 3

Solucoes Homoclinicas para Sistemas
Hamiltonianos de Segunda Ordem
Nao-Autonémos com um Potencial

Coercivo

Este capitulo é dedicado a encontrar solu¢oes homoclinicas para o sistema Hamiltoniano
de segunda ordem

G—Vy(t.q) = f(t)
onde t € R e g € RY. Vamos mostrar que existe uma solucao qo € W12(R,RY) tal
que go(t) — 0 e ¢o(t) — 0. Embora ¢ = 0 nao seja uma solu¢do do nosso sistema,
¢o ¢ denominada solu¢ao homoclinica. Seguindo as ideias contidas em [2], as solu-
¢oes homoclinicas serao obtidas como um limite de érbitas periddicas de periddo 2kT'.

Consideremos o sistema Hamiltoniano de segunda ordem

G—Vo(t.q) = f(t) (3.1)

ondet € R,g e RYN com V:RxRY - Re f:R — RV satisfazendo as seguintes
condicoes:
(A1) V ¢ C! suave, T-periddica com respeito a ¢, para algum T > 0.

(A2) Existe uma constante b > 0 tal que para todo (¢,q) € R x RV
V(t,q) = V(t,0) + 0lg/*

o8



29

QB)ATV@OMh:O

(A4) f # 0 é uma funcdo continua e limitada tal que

Amm%<m.

Aqui e subsequentemente, |.| : RY — [0, 00) é a norma induzida pelo produto interno

usual

(L):RVNxR¥Y —» R X
Z TiYi
i=1

(z,y) —

onde x = (x1,Z2,...,xn) € Y= (Y1, Y2, - -, YN )-

Definigao 3.1 Dizemos que uma solugio ¢ : R — RY de (3.1) é homoclinica em

r €RY, seq(t) =z e(t) — x, quando |t] — oco.

Neste Capitulo estudaremos a existéncia de solugoes homoclinicas para x = 0. Para
cada k € N, denominaremos Ej := WQI,;QT(R,]RN ), o espago de Hilbert das fungoes
2kT—peridédicas de R em R¥ sobre a norma
kT 1/2
lallse = ([ QaOF +la0)

Consideremos a sequéncia de sistemas de equagoes diferenciais

G —Vo(t,q) = fi(t) (3.2)

onde para todo k£ € N, f;, : R — RY ¢ uma extensao 2kT —perioédica de uma restricao
de f ao intervalo [—kT, kT). Observemos que fr nao ¢ necessariamente continua nos
pontos k1" + 2kT; j € Z. Seja I, : B, — R definido por
KT q
R(@ = [ (GHOF +VEao) + (0, ae) d (33)
—kT
Entao I, € C'(FEy, R) e podemos verificar pelo estudo feito no Capitulo 2 que
kT
R = [ (@050 + (ilalt). o) + Gilhole))ar - 34

Além disso, pontos criticos de I, sao solugoes classicas 2kT —periodicas de (3.2).

Lema 3.1 Se as condigoes (Al)-(A4) ocorrem, entao para todo k € N o sistema (3.2)

possui uma solugcao 2kT—periddica.
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Demonstracgao: Sejam

= min{1,2b} e M := (/Ryf(t)ﬁdt)m.

Segue de (A4) que M é finito com

iz, = ([ 1nora) s ([ 1sora) = 35)

Por (A2),

kT 1
@ = [ (GHOF + V0 +Ha)F + (). a(0) )

Usando (A3) e o fato que V' é T-periodica, mostra-se que
kT
/ V(t,0)dt =0
—kT

logo,

W@z [ (Gla0F+ SlaoF + (i) a0) ).

—kT

Segue da definigao de S que

@ = [ (GUOF + SlaF + Gile).ae))de

Uma vez que
kT kT
- / () < / 09O = el el < Wil ol
ficamos com

B
Ii(q) = S llalls, — Ifulles,, llall&,

2kT
ou mais precisamente
s
Ii(q) = 5 lldllE, — Mllal .- (3.6)

Observando que a fungao ¢(t) = §t2 — Mt possui um minimo, concluimos que I é

um funcional limitado inferiormente. Mostraremos agora que I, satisfaz a condigao de

Cerami. Assuma que {u;}jey em Ej é uma sequéncia tal que

{I;(u;)}jen € limitada e (1 + ||u;] g, )I;(v;) = 0, quando j — oo.
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Entao existe ¢, > 0 tal que

Combinando (3.6) e (3.7), obtemos

B
— M ||uy| g, + EHU]‘H%k < Li(uy) < [Ii(uy)| <
—2M ||| g, + Bllujllg, — 2cx <0 (3.8)

Desde que 8 > 0, por (3.8) concluimos que {u;};en ¢ uma sequéncia limitada em Ej.

Portanto sendo W,;7. reflexivo, existe u € W5, tal que
uj — u, quando j — oo,
o que implica que
u; — u uniformemente sobre [—kT", kT,
pela Proposigao 2.2. Assim
lu; — ullzz, =0, Li(u)(u; —u) =0
e devido a convergéncia uniforme

kT
/ (Vo (t,u;(t)) — Vo(t,u(t)), ui(t) — u(t))dt — 0 quando j — oo.

—kT
Além disso, desde que (1 + ||u;||g, )1 (u;) = 0 quando j — oo, temos

[T () (uy — )| < |3 (ug) || g [l uy — ull g, — 0.

Finalmente, usando (3.4)

kT

L, (uj) (uj — u) = /_kT[(u(t% Ui (t) — u(t)) + (Va(t,u; (1)), u () — u(t))+
+(fr (), uy(t) — u(t))]dt
kT
L (u) (u;—u) = /kT[(U(t),ﬂ@)—%(b‘))ﬂ%(t,U(t)),uj(t)—U(t))Jr(fk(t)yuj(t)—U(t))]dt-
Logo
kT

(T () = Ty (u) (u; — w) —/ [(Va(t,u; () = Vot ul®)), us(t) — u(t))]dt = [[a; — a7

_kT 2kT
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Consequentemente
. .12
[ —allzz =0,
mostrando que

|u; —ul|g, — 0, quando j — 0.

Pelo Teorema B.4, concluimos que para todo k € N existe g, € E) tal que

Ii(qx) = inf I(q) e Ip(qr)=0. (3.9)

qEE)

Note que por (3.6), I(q) é coercivo e que I;(0) = 0. Usando novamente (3.6)

HNarlt, — Mllgells, < Ielae) < 1(0) =0

portanto
2M
gkl < —— =p.

8
|

Observagao: Segue da Proposicao 2.1 que existe ¢ > 0 tal que para cada k € N e para
cada q € Ej,
g, < cllallm,- (3.10)

2T —

L5 (R,RY) denotard o espago das fungoes mensuraveis, essencialmente limitadas de

R em RY com a norma
”qHLSET :=ess sup{lq(t)| : t € [-kT,kT]}.

Lema 3.2 Seja {qi}ren a sequéncia obtida em (3.9). Entao, existe uma subsequéncia

{ar, }jen convergente para um certo qo em Cp,.(R,RY).

Demonstragao: Primeiro, mostraremos que {qx }ren, {Gr }ren € {dk }ren s@o sequéncias

equilimitadas. Como ||gx||g, < p, por (3.10), temos

laxllrg, < llaklls, <cp VE €N (3.11)

2T —

Desde que g é uma solu¢ao 2kT-periddica de (3.2), para todo t € [—kT,kT) vale a
igualdade

Gr(t) = Vy(t, qe(t)) + fi(2).
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Sendo f uma extensao de fy,

|Gk ()] < Va(t, ae(®))] + [ = [Va(t, g (0)] + ()]

Como V € C*, por (3.11) e sendo f ¢ limitada, concluimos que existe uma constante

M, independente de k tal que

1G53, < M. (3.12)

2T —

Finalmente, para cada k € N e t € R, existe ¢, € [t — 1,¢] tal que

i) = [ (o) = at) — e — 1)

Mﬂz/%@®+MM-

tr

Assim
t t
| (t)] < / |dk(5)!d5+!fik(tk)|=/ |G (s)|ds + [ (t) — ai(t — 1)].
tr ti
Usando (3.12)
t
() < [ Mids + Jau(0)] + fou(t ~ 1] < M+ cp e
t—1

ou seja,

|4k (t)] < Mo. (3.13)

Para finalizar a prova é suficiente observar que {dx}ren € {qktren s80 equicontinuas.

De fato, para todo k € N e para t,s € R com t > s, temos

) — (o)l = | [ @)is]< [ 1aul)1as < dife— o

Similarmente
gk (t) — qr(s)] < Mot — .

Aplicando o Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia uniformemente conver-

gente para um ¢ € C},.(R,RY).
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Lema 3.3 Sejaq: R — RY wma aplicacdo continua tal que ¢ € localmente de quadrado
integravel. Entao

t+1/2

001 <va([ R + i) (3.14)

t—1/2

para todo t € R.

lq(t)] < lq(T)] +

Demonstragao: Fixe t € R. Para todo 7 < ¢,
1

t
/ Q(s)ds‘.
Integrando de [t — 3, ¢ + 3], obtemos

29
t+1/2 t
IQ(t)IS/ (|q(7)|+ / Q(s)ds>d7.
t—1/2 -
t+1/2 t 2 12 41219
o< ([ (o | [Caoa]) ar) ()"
t—1/2 - t—1/2
donde temos
t+1/2 t 9 1/2
o< (2 (or+| s Jar)
t—1/2 .
Desde que

t+1/2  ft t+1/2 , pt+1/2 t4+1/2
[ ([ aepas)ar< [ ([ apas)ar = [ i) tas
t—-1/2 NJr t—1/2 Nt-1/2 t—1/2

Entao
t+1/2 t+1/2 1/2
|q<t>|s¢§(/ P+ [ |q'<s>|2ds) .
t t

—-1/2 —-1/2

Usando a desigualdade de Holder

Lema 3.4 Seja qo : R — RY a funcao dada pelo Lema 3.2. Entao, qo € uma solugdo
de (3.1) tal que qo(t) — 0 e ¢o(t) — 0, quando |t| — oo, isto €, qy € uma solugdo

homoclinica com relagao a origem.

Demonstragao : Primeiro mostraremos que ¢o satisfaz (3.1). Pelos Lemas 3.1 e 3.2,

ar, = qo em C,.(R,RY), quando j — oo
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G, (t) = Vy(t, qr, (t)) + fi;(t) para todo j € Net € [—k;T,k;T).

Considere a,b € R tais que a < b. Entao existe j, € N tal que para todo j > jg e para

todo ¢ € [a,b] temos
Gr; () = Vo (t, ai; (1) + f(2).

Consequentemente, para j > jo, Gy, ¢ continuo em [a,b] com

Gy (1) = Va(t, qo(t)) + £ ()

uniformemente sobre [a, b]. Além disso, desde que a e b s@o arbitréarios, concluimos que
qo satisfaz (3.1). Resta mostrar que ¢o é homoclinica. Observe que para [ € N tal que

[ <Fkjej> jo, temos

+T +k; T
[ a0 i s < [ (as,(6)F + i (5))ds < 7

IT k;T

e fazendo [ — 0o e j — oo respectivamente, obtemos

[ o + o) )ds < 7.

[e.9]

Usando o Lema B.1,
/ (|go(s)]* + |Go(s)|*)ds — 0 quando r — oo. (3.15)
[t|>r

Por (3.14)

t+1/2 1/2

w® < VE( [ anls) + lin(s) P

t—1/2

implicando que ¢y(t) — 0 quando |¢| — co. Novamente por (3.14),

(o) < V(|

t—1/2

t+1/2 1/2

(ldos) 2 + ldo(s)P)ds) ¥t € R.
De (3.15), temos

t+1/2
/ ldo(s)|?ds — 0 quando |t| — oc.
t—1/2

Portanto é suficiente mostrar que

t41/2
/ |Go(s)|*ds — 0 quando |t| — oo.
t—1/2

Desde que ¢y é uma solugao de (3.1),

t4+1/2 t+1/2
[ P = [ tsalo) + o)Pds

—-1/2 —-1/2
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ou seja,

t+1/2 t4+1/2 t+1/2
/t lo(s)Pds = / Vs, do(s))Pds + 2 / (Vi(s, a0(s)). /(5))ds

~1/2 —1/2 t—1/2

t4+1/2
+/t | f(s)|*ds.

—-1/2

Segue da desigualdade de Holder

t+1/2 t+1/2 t4+1/2 1
[ hePas = [ Wits (P 2 [ Vils () Pds)
t t

—1/2 —-1/2 t—1/2

T pras) e [T )R
t t

—1/2 -1/2

Por (Ay),

t+1/2
/ |f(s)]2ds — 0 quando |t| — oco.
t—1/2

Segue por (A2) que
V(t.q) > V(1,0) VgeRY

isto é,
V(t,0) = min V (¢, q).
(t,0) min V{ . q)
Portanto
V,(t,0) = 0.

Usando o fato que V € C!, dado € > 0 existe § > 0 tal que para t € R
lgl <6 = |V,(t,q)] <e.

Além disso, existe r > 0 tal que se |t| > r, ent@o |go(t)] < . Consequentemente, se
[t| >r+1/2

t+1/2
[ Wisals)Pds <

¢

—-1/2

mostrando assim que ¢g é homoclinica em 0. Observe que gy = 0 nao é solugao de

(3.1), caso contrario teriamos
—Va(t,0) = f(t)

mas como ja foi visto V,(¢,0) = 0 e por hipotese f # 0, o que completa a prova



Capitulo 4

Solucoes Homoclinicas para Sistemas
com o p-Laplaciano com Poténcial

Coercivo

Neste capitulo apresentaremos um estudo de existéncia de solugoes homoclinicas para
o sistema de segunda ordem nao autondémo com o p-Laplaciano

o) ~2a(1) = P (t,u() + 7(1) (4.1)

seguindo as idéias contidas em [3], onde p > 1, t € R, u € RY com F:RxRY — Re
f:R — RY verificando as seguintes condicoes:

(B1) F € CY(R x RY,R) ¢ T-periédica com respeito a t, T > 0.

(B2) Existem constantes b > 0 e p > 1 tal que para todo (¢,x) € [0,7] x RY

F(t,x) > F(t,0) + b|x|".
(B3) f # 0 ¢ uma funcao continua e limitada tal que

/ If(s)[*/#tds < .
R

Observe que a condi¢ao (A3) foi removida e (A2) e (A4) foram substituidas por condi-
¢Oes mais gerais (B2) e (B3) respectivamente. O método utilizado para obtermos
solugao para (4.1) serd o mesmo apresentado no Capitulo 3, ou seja, consideraremos
uma sequéncia de equagoes diferenciais

a0l ~2a(t)) = VF (1, u(t)) + i) (42)

67
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onde f; : R — RY & uma extensao 2kT—periddica de f ao intervalo [—kT,kT), k € N
e solugoes de (4.1) sao limites de solugoes 2kT-periodicas de (4.2). No que segue,
consideraremos I : E), — R dado por
KT g
R = [ [P + P u(e) + (o) u(®)] de.
—kT P

Mostra-se que I, € C'(Ej,R) é fracamente semi-continua com

kT
K= [ [Qa(OF i), 50) + (VP ub). o®) + (o), o) ]de Vuv e B,

—kT
onde Fjy = WQII;T(R, RY) é o espago de Banach das funcoes 2kT—periddicas de R em
RY com a seguinte norma
kT 1/p
fullee = | [ dicol + ute)a]
—kT

Lema 4.1 Assuma que F' e f satisfazem (B1), (B2) e (B3). Entao para todo k € N,
o sistema (4.2) possui uma solu¢do 2kT —periddica uy € Ey tal que

1 kT kT kT 1/p

—/ g (£)|Pdt + b/ g ()Pt < M(/ |uk(t)|“dt> (4.3)

P J—kr —kT —kT

onde

M = (/ \f(t)!“/’"ldt) e
R
T

Demonstracao: Seja ¢y :/ F(t,0)dt. Por (B2)
0

R > [ [HOF + F(0)+ (0] + (ilt),u(®)] .

Usando o fato que F' é T-periddica e a desigualdade de Holder
p=1 kT

wo= [ Yarareo [ wopa ([ jgopea) ™ ([ popa)”

‘|‘2]€CO

ou seja,

To(u) > / L b / . ju(t) i — 0 / . |u(t)|“dt>1/u+2k’co. (4.4)

kT P kT —kT

Observando que

b <%)W—1:: D Vz>0

b
—at— Mz > ——(p—1
5% z2—o(n—1) m
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a desigualdade acima combinada com (4.4) implica que

1 kT b kT
I(u) > —/ |au(t)[Pdt + —/ lu(t)|Hdt — D + 2kcy. (4.5)
P J_kr 2 ) kr
Counsiderando
1 kT
U= 5 " u(t)dt e u(t) = u(t) — a,

temos pela desigualdade de Sobolev que

< ool g (4.6)

e "&HLP BT

[alleo < erflally Pr

2T

Observe que para k € N, as seguintes condigoes sao equivalentes:
i) lulls, — oo
kT

i) |al? + / a(t)[Pdt — oo,
—kT

kT kT
iii) / la(t)[Pdt + / la(t)|dt — oo.

kT

No Teorema 2.2 mostramos que as condigoes i) e ii) sdo equivalentes e usando os
mesmos argumentos mostra-se que ii) e iii) sdo equivalentes. Usando o Teorema 1.2

concluimos que para todo k € N existe u, € Fj, tal que

ue by,

Desde que
kT
1(0) = / F(t,0) = 2keq
—kT

temos

Ik(uk) S 2](300,

de onde segue

kT kT

g (B)[Pdt + b/z g (1)t — M(/

1 1/p
2kco > Tr(ug) > —/ |u;€(t)|“dt> +2kcg
p

—kT kT

obtendo a desigualdade
kT Up 1 [kT kT
([ qwopar) = [ jaopas [ juora
—kT P J kT —kT

finalizando a demonstracao do lema.
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Lema 4.2 Sejam a,b > 0 e u € WH(R,RY). FEntio para todo t € R a sequinte

desigualdade € verdadeira

u(t)] < (a+ )+ ( / " u(t) s ) Y, 2maxia, by ( /t w (t) ds) o u

t—a (a + b)l/p —a

Demonstracgao: Fixe t € R e note que para todo 7 € R, vale a desigualdade

¢
lu(t)| < |u(r)| + / u(s)ds|. (4.8)
Integrando (4.8) sobre [t — a,t 4 b] D [t, 7], obtemos
t+b t+b, pt
(a+b)u(t)] < / fu(r)dr +/ / i(s)ds| dr
t—a t—a T
ou ainda,
t4+b t+b it
(a+ Blu(t)] < / fu(r)\dr +/ / ji(s) | dsdr.
t—a t—a T
Usando a desigualdade de Holder
t+b 1/p
(@ Dlult)] < @+ ([ uts)pds)
t—a
t+b 1/p
+2maz{a,b}(a + b)P~H/P (/ |u(s)|pds>
t—a
Logo (4.7) é verdadeiro.
|

Corolario 4.1 Seja a > 0 e u € WH(R,R). Entdo para todo t € R a sequinte

desigualdade é vdlida:

)] < (20) (|

—a

t+a t+a

|u<s)wds) Y a(20) 17 ( /

t—a

i(s) "ds) r (4.9)

Demonstragao: Basta fazer a = b no Lema acima.

|
Corolario 4.2 Seja u € Ey. Entao a sequinte desigualdade € verdadeira:
Y kT Uk o1y kT 1/p

lule,, ., <T M(/_kT yu(s)wds) 4T P(/_kT \u(s)ypds) . (4.10)
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Demonstragao: Desde que u(t) é continua em [—kT,kT|, podemos escolher t* €
[—kT, ET] tal que

t*)| = t)l.
|u(t")] te[g%m(n

Sejam a € [0,T] e b="T — a tais que
—kT <t'—a<t" <t'+b<KkT.

Se t* = —kT, escolhaa=0eb="T eset*=FkT, escolhaa=Teb=0. Por (4.7),

tr+b 1 b 1/p
]u(s)\“ds) +2max{a,b}(a+b)’1/p( / |u(s)|pds)

t*—a

ult)] < (a0 ([

t*—a
ou seja,

kT kT 1/p

ey < () [ is)Pds)

—kT

u(s) ds 1/”+2T(T>—1/P( /

—kT

Portanto (4.10) ¢ verdadeiro.

Lema 4.3 Seja uy, € Ey solugao do sistema (4.2) que satisfaz (4.3) para k € N. Entao

existe uma constante positiva ¢ independente de k tal que

||Uk||L‘[’S,CT7kT] <c (4.11)
Demonstragao: Por (4.3),
kT kT 1/p
b/ (g (3)[Ads < M(/ ug(s) s )
—kT —kT
isto é,
kT _
M\ #/p—1
/ lug(s)[ds < (—) . (4.12)
Novamente por (4.3)
1 [+T kT 1/u
-/ i (1)t < M(/ ue(s)#ds) "
P J—kr —kT
logo por (4.12)
1 kT M 1/p—1
= / \uk(t)]pdtgp]\/[<—) . (4.13)
P J—kr b

Segue de (4.10)
kT

Y kT 1/u (r-1)/ ' 1/p
Prran = 1 “( / Iuk(sﬂ“ds) +T P( / |uk(s)|pds> ,
—kT —kT

[|ug]| oo
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e assim por (4.12) e (4.13),

M

1/p—1
HukHL[OEkT,kT] < Tfl/“<?) +TP=D/P(p AP <T

mostrando que (4.11) é verdadeira.

Lema 4.4 Seja up € Ej solugao do sistema (4.2) satisfazendo (4.11) para k € N.
Entao existe uma subsequéncia {ux,} de {uy} convergente para algum uy € C*(R,RY)

em Ct (R, RY).

Demonstragao: Pelo Lema 4.3 sabemos que {uy }xen € uma sequéncia uniformemente

limitada. Iremos mostrar que {4y }ren €
()2 (t)) = VF(t, ur(t) + fu(t)

sdo também uniformemente limitadas. Segue de (4.11), (B1) e (B3) que |[VF (¢, ug(t))|

e | fx(t)] sdo limitados, logo

| G0~ 2aa(0)] < [VF (e (0)] + 1fel0)

obtendo
d, . 5.
Sin@P2u®)|<  swp  [VE@E ()] +sup| (0] = M, € [SKT,AT).
(t,2)€[0,T]X [—c,] teR
ou ainda,
d
H—(|uk(t)|p_2uk(t))H <M, keN. (4.14)
dt P am)
Parai = —k,—k+1,...,k — 1, segue da continuidade de 1 (t) que podemos escolher

te, € [iT, (1 + 1)T] tal que

(+1)T

Segue que para todo t € iT, (i + 1)T), i = —k,—k+1,...,k—1

d

‘|U(t)|p72ﬂk(t)) = /t£(|uk(3)|p_2ﬂk(3))d3+ﬂ(tki)|p_2uk(tki)

ou seja,

%(Wk(sﬂp_%k(s)) ds + a(ty, )P

oo < [

ki
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Usando (4.14) e (4.15) obtemos
la(t)[P~t < TM; 4+ [T up((i + DT) — up((T)[JP7' < MAT + (T 12e)P 1 = ME1.

Consequentemente

lillze <My keN. (4.16)

(—kT.kT] —
Observe que {ug(t)}ren € também equicontinua. Caso contrario, existiria um ¢y > 0 e

duas sequéncias {t} }ien e {t?}ien tais que
2 1 1 . 2 . 1 .
0<t;—t; <—- e |ug(ty) —ug(t;)| > e i€N. (4.17)
i

Note que iy, (t;), 1, (£7) € RY e [i, (7)] < My [, (7)) < M. Passando para duas

subsequéncias se necessario, podemos assumir que
U, (1) — wy e Uy, (t7) — wy quando i — oco. (4.18)
Combinando (4.17) com (4.18),
lwy — wq| > € (4.19)
Por outro lado,

e, (E2) 1P~ (£7) — P, (£5) [P~ (1) =

Ndo
[, G i)

2
i

ou seja,
t,} d
e, (67) P, (£7) = P, (E) P20, (8] < [ | (Jn () [Ptk () | ds.
2 ds
t;
Usando (4.14) obtemos
g, (£3) P2, (£7) =l (£) 1P, (8)] < M(8] — ) < — i €N
Passando ao limite de i — +o00 na tdltima desigualdade encontramos
[|wal" 2w — |wr [P wn | = 0,

portanto wy, = wy, pois caso contrario, teriamos pelo Lema B.2 que

0= <’w2‘p72w2 — \w1|p’2w1,w1 — U)2> Z cp]wl — w2’p Z CpEg >0 (]7 Z 2)
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ou
’wl - w2|2
(Jwr| + |ws])?=P

obtendo um absurdo. Assim {4 (t)}ren € equicontinua.

0= (Jwa | wy — Jwi [ *wy, w1 — wa) > ¢ (1<p<2)

Para cada k € N, seja C} = CY([—kT, kT],RY) com a seguinte norma

lulley =, max [la(®)] + [u()]

Afirmamos que {uy, }ren possui uma subsequéncia convergente {uy; }rew em C (R, RY).
Considere {ug }ren restrita a [—T,T]. Sabemos que {uy} e {iy} sdo uniformente limi-

tados e {1y} é equicontinuo,

up(t) — ur(s)| =

t t
/uk(f)df‘g/ i (7)|dr < Mot — s].

Logo {uy} também é equicontinua e pelo Teorema de Arzela-Ascoli existe uma subse-

quéncia {ui} de {ug}ren, u! € C([-T,T],RY) e vt € C([-T,T],RY) tais que
|y, — U1HC([7T,T],RN) —0 e |u, — 'UIHC([,T,TLRN) — 0 quando k — oco.  (4.20)
Observe que para t € [-T,T],
t
ug(t) = up (=T +/ . (s)ds, ke N.
-7

Logo, passando ao limite em k e usando o fato da convergéncia ser uniforme, ficamos

com
t

ut(t) = u'(=T) +/ v'(s)ds, Vt e [-T,T],

-7
mostrando que v!(t) = @(t) para t € [-T,T] e u* € C}. Além disso segue de (4.20)

que

|y, — uchll — 0 quando k — oc.

Segundo, seja {uy } restrita a [—27T', 2T, logo {ui} e {44} sdo uniformemente limitadas
e equicontinuas e do Teorema de Arzela-Ascoli existem subsequéncias {ui} C {u}}

satisfazendo u? € C} tal que
|uz — u2||c% — 0 quando k — oo
Seguindo este metodo iterativo. Em geral existe {u]} C {u] '} e v/ € C} tal que

[ ul, — ujHC; — 0 quando k— o0, j=1,2,... (4.21)
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Além disso, temos
P A o At R v

de (4.21), {u} C {u} '} e passando ao limite em k

e = wllor < o =l len + e — wllos + " =l — 0.

Logo
W) =Wl (t) ¥ t €[4T, jT), j=1,2,.... (4.22)
Seja
up(t) =u’(t) ¥ t€[—3T,iT), j=1,2,.... (4.23)
Entao
ug € CHR,RY) e u! — uy quando j — oo.
Agora, considere a sequéncia diagonal {uy;} consistindo de ui,us, ... para qualquer

j € N, desde que {uﬁ}fij C {u}} segue de (4.21) e (4.23) que
Hug — Uo”o; = Hui - ujHC} — 0 quando j 00 j=1,2,....
Isto é,
up, = ug quando j — oo, em Cp, (R,RY). (4.24)

Finalizando a demonstracao.

Lema 4.5 Seja ug € CH(R,RY) determinado pelo Lema 4.4. Entio ug € uma solugdo

de (4.1) tal que ug(t) — 0 e up(t) — 0 quando |t| — oo.

Demonstragao: Vejamos que ug satisfaz (4.1). Pelos Lemas 4.1 e 4.4

i(lﬂkj(tﬂ”_zﬂkj (1)) = VE(t, ug; (1) + fi, () (4.25)

t € [—k;T,k;T] j € N. Considere a,b € R tal que [—k; T, k;T| D [a,b] e

Vi O, (1)) = V(1w (1)) + 7(1) ¥t € [, (4.26)
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Integrando (4.26) de a até t € [a, b], temos

i, (O i, (6 — [, (@) i, (0) = [ [VF(toun, (1)) 4 S(O)s. (420

Por (4.24), uy, — uo uniformemente sobre C'[a,b] quando j — oo e desta forma

por(4.27), temos
[0 ()"0 (t) — |t (@) [P~ *ito(a) Z/[VF(t,uO(t))Jrf(t)]dS Vt € [a, 0] (4.28)

Desde que a, b sdo arbitrarios (4.28), mostra que ug(t) ¢ uma solugao de (4.1). Mostra-
remos, agora, que uy(t) — 0 quando [t| — oco. De (4.3) e (4.12), obtemos
KT 4 kT M 1/ (p=1)
/ —]uk(t)\pdter/ g (8) [Pt < M(—) = M, (4.29)
kT P —kT b
k € N. Para todo [ € N tal que [ < k;, existe j; € N tal que para j > j;
I I kT kT
/ Ly, ()Pt + b/ g, ()| dt < / i, (B) P + b/ (D)t < M.
—ir P -7 —k;T —k;T
Usando novamente (4.24), segue que para cada [ € N
r 1 r
/ — |t (t)|Pdt + b/ luo(t)]|"dt < Ms.
—ir P —IT

Fazendo [ — oo, obtemos

*rl
| [liatorat + lun(e)it] < A, (4.30)
consequentemente
1
/||> [—|u0(t)|p + b\uo(t)\“] dt = 0 quando r — . (4.31)
t|>r

Por (4.9), obtemos a desigualdade

t+1 t+1

ool < 27| puatepras) ([ laooras) L
t—1 t—1
que combinada com (4.31) implica que
uo(t) = 0 quando |t| — oo .
Finalmente mostraremos que

Up(t) — 0 quando [t| — oo. (4.33)
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De (4.11) e (4.24)
lup(t)] < c¢ VteR.

Como uy satisfaz (4.1), temos

i(!uo( )P uo(t)]| < [VFEu @)+ ()] < sup ‘VF(t,l’)‘-i-ilelR}?’f(t)‘ = M.

(t,z)€[0,T|x[—c,c]
Se (4.33) nao é verdadeiro, existe €y € (0,1/2) e uma sequéncia {ty}ren com |t;| <

|t2‘ < |t3| <..., |tk’+1< |tk+1‘, k':172,...€
o ()| > (2€0)Y P~V Vk € N.

Para t € |ty t, +

€0 _
1+M1}, tem-se

i)~ = [lin(l2ia(t) + | 5 (lials)) ios)ds|

ou seja,
| e (14
o ()P > it (1) P — /
ti

mostrando que

()P > 2 M(t —t)> .
|0(t)] 2 260 — My k+M1+1 k> €

Note que pelo fato de € € (0,1/2) e dos intervalos [tk,tk + ] serem disjuntos,

1+M

podemos concluir que

tk+60/ 1+M1
/ ot |”dt>z / o ()Pt =

contradizendo (4.30), logo (4.33) é verdadeiro mostrando assim que nossa solugao é

homoclinica.

4.1 Solugoes Homoclinicas para um Sistema nao Li-
near de Segunda Ordem com o p-Laplaciano

Nesta secao iremos seguir as ideias contidas em [4]. O método apresentado sera
semelhante ao dois problemas ja estudados, a diferenca é que enfraqueceremos a condi-

¢ao de coercividade sobre F'(t,z). As condigoes sobre F' e f sdo as seguintes:
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(C1) F € CYR x RY,R) é T-periddica com respeito a ¢, T' > 0 é uma constante.

(C2) Existe uma constante p > 1—;HT(1_“)/" + @ tal que

P(t,2) = F(t,0) + bolo]"

para todo (t,z) € R x RY com |z| < p, onde by > 0 e 1 > 1 sdo constantes.
(C3) f # 0 ¢ uma fungdo continua e limitada tal que [, [f(t)|*/*~'dt < +oo.

Suponha que

—1p(1— T(p—1)
p— tlp=/n _ T=l) 1 by by

. mm{]—?ag —5(,“—1)[

QM}M/M—l

— >0 4.34
iy (4.34)

max{i, Il)
onde M = ([, | f(t) |/ n=2dt )=t m,
Lema 4.6 Seja X um espago de Banach reflexivo e Q@ C X um conjunto convezro

fechado e limitado. Suponha que ¢ : X — R é um funcional f.s.c.i. e que existe um

ponto xg € Q — 02 tal que
o(x) > p(xg), Yo € .

Entao existe x* € ) — 0N tal que

p(a*) = inf p(u).

u€ef

Demonstragao: Pelo Corolario B.2, {2 é compacto na topologia fraca. Pelo Teorema

1.1 existe x* € Q tal que
p(27) = mf (u).

Desde que
o(x) > @(xg) Va € 00

temos que x* ¢ 0f), pois caso contrario

inf p(u) = p(z") > ¢(x0)

u€es)

o que é uma contradicao. Portanto z* € 2 — 9Q.
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Lema 4.7 Considere que as hipdteses (C1)-(C3) e a condi¢ao (4.34) sejam verdadei-

ras. Entao para cada k € N, a equagao
—lla@)P~?a(t)] = VF(t,u(t) + filt) (4.35)

possui uma solucao 2kT-periodica uy, € Ey tal que

T(p-1)

kT kT p — e=tpC=m/p _ 20—l
/ a(t)|Pdt + / b < L P (4.36)

T 1
kT —kT max{,ja »

onde p é uma constante determinada por (C2) e (4.34). Além disso,

p— b=lp-m/p _ Te=1)
p P

max{l%,%

€ uma constante independente de k.

Demonstragao: Para cada k € N| seja ¢ : £ — R definida por
KT
el = [ [0 + Pt @)+ (o). ute)]ar,
—kT
Entdo ¢, € C'(E, R) e mostra-se que
kT
e (u)v =/ [(Ja()[P~2a(t), o(t) + (VE(t, u(t),v(t)) + (fult),u(t)]dt Vv € Ej.
—kT
Vejamos que ¢, possui um ponto critico. Sejam

la(t)[Pdt + /

—kT

kT kT

C'O:fOTF(t,O)dteQ: {UEEkI/_kT

jult)“dt < pr |

onde
p— b=tp-m/p _ Te=1)
T P

p1= (4.37)

max{t L
nop
e p > 0 ¢é a constante definida pela hipotese (C2) e (4.34). Vejamos que 2 ¢ um

subconjunto fechado de Ej. Seja {z,}nen C Q e x,, = 9 em Ej. Como

ln = zollagz, < elln = ol

temos x,, — xo em LS7,, implicando que

/_ (o ()Pt — /_ (o ()Pt (4.38)

kT kT
/_ |z (£)]1dt — /_ la(o) s (4.39)

kT
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Além disso, de x,, — x¢ em Ej, temos

kT kT
/ |, (¢)[Pdt — / |To(t)|Pdt
Disto e de (4.39),

kT kT
/ ()Pt + / (O]t — / o (t)|Pdt + / o (1) .
—kT - —kT
Como {z,} C Q,

kT kT
[ tatopars [ faofolee < o
—kT —kT
Logo x( € €2, implicando que €2 é um subconjunto fechado. Note que a limitacao de €2

decorre diretamente da seguinte equivaléncia

kT kT
llunllE, — 00 < / |, () |Pdt +/ [un (8)|*dt — oo
kT

que ja foi apresentada no Lema 4.1. Vejamos agora, que {2 é convexo, isto é, que

{I=t)x+ty;0<t <1} CQ Va,y € Q,

ou seja,
kT kT
/ - t)x'+ty|pdt+/ (1= ) + tyl*dt < py.
—kT —kT
Sendo a fungao f(t) = t" para n > 1 convexa em [0, 00), temos que
kT kT kT
/ (1= 1) + tg Pt +/ (1= B+ tylrdt < (1 — t)/ 4] + []")dt
—kT —kT —kT

kT
st [l i <
—kT

mostrando assim que {2 é convexo. Portanto {2 ¢ um subconjunto fechado limitado e

convexo de Ei. Se u € 992 entao

kT kT
/ |a(t)|Pdt + / lu(t)|"dt =
—kT —kT
kT

kT 1/p 1/p
e — / [us)|*ds) T e( / jas)Pds)
—kT —kT

donde temos

ol <+ [ s+ 3 [ atoeds + Ao gin . 22D
mJ kT P J_kr 7 p

Por (4.10)

ou Se'a7
[00 a ] ] 1 1/1— p I Z

Aqui usamos a seguinte desigualdade
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I
B et 1 -1
abga——i- HM onde——l—ﬂ—zl.
1 2 2

Substituindo p; em (4.37), encontramos

ullree < p Vu € 0.

[2kT)

Com isso podemos usar (C2) para u € 0, obtendo

kT kT u
o) = [ [pIaOP + (60 + )i 21( [ Jutoprar)
—kT —kT
Assim,
kT kT bO kT bO kT 1/u
wi(u) Z/ (1/p)|it(t)|”dt+/ —Iu(t)|“dt+/ —IU(t)|“dt—M(/ |U(t)l“dt)
—kT —kT 2 —kT 2 —kT
+2kCy,
ou seja,
. 1 bO kT . kT bO kT
> - — 1 P H ) W
on(u) _mm{p, : }(/_w< /p)li(t)] dt+/_kT|u(t)\ at)+5 /_kT’u(t” dt
kT 1/p
1 / u(t) #dt) " 2K, (4.40)
—kT
Usando a seguinte desigualdade
a a QM N m/(m=1)
Zgm >_Z(m— - )
Sa" = Ma = =2 (m 1)(am) (4.41)

para todo x € [0,00), onde a > 0, m > 1 s@o constantes. Segue que para todo u € 9

1 b kT KT bo 2MN G=p
> g 1/p)|a(t)[Pdt t)|"dt ) ——(n—=1)( — 2k
w31 ) S (2]
isto é,
1 boy p— 270w/ _ Te=D IMN 1y
gpk(u)Zmin{—,Eo} . 1 1 . _50(’”_1)<_)(M )+2k00
P mam{;,; ap

e por (4.34) temos
wr(u) > 2kCy = ¢i(0).

Pelo Lema 4.6, temos que para cada k € N existe um ponto

kT

upe Q= {oe By /_kT(l/p)|u(t)|pdt +/

—kT

kT
u(t)|Fdt < pl}
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tal que

gok(uk) = inf ( )

u€es)

Desde que €2; é um subconjunto aberto de Ej, segue que

QD;c(uk) =0,

finalizando a demonstracao.

Lema 4.8 Suponha que as sequintes hipdteses sejam verdadeiras:
(C1) F € CYR x RN R) é T- periddica com respeito a t, T > 0 ¢ uma constante.

(D2) Eziste uma constante p > 0 tal que
F(t,z) > F(t,0) + bo|x|”

para todo (t,z) € R x RN com |z| < p onde by > 0 € uma constante.

(D3) f £ 0 € uma fungao continua limitada tal que

/U@W“ﬁ<m
R

e que

bo 2My\ 71
—(p—1 4.42
0 -1(,0)" >0 (4.42)

/|f |p/p 1 )/p'

Entao para cada k € N, a equagdo (4.35) possui uma solu¢ao 2kT -periddica uy, € Ej,

min{1/p,bo/2}p? (T + T) P —

onde

tal que
il g, < p(T""7+T)"s (4.43)

onde p > 0 é uma constante determinada por (D2) e (4.42), ¢ > 1 é uma constante tal

1,1
que 5 + 5 = 1.
Demonstracao: Considere

1
I'={z € Ey:|z|g, < p(Tlfq +T) 4}
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Do mesmo modo que no Lema 4.7 temos que I' é um subconjunto convexo, limitado e

fechado de E). Resta entao mostrar que para cada k € N,
o) > o5 (0)
para todo u € dT'. Se u € IT, entao ||z|| g, = p(T* "7+ T)~4. Por (4.10), temos
lullzge, < (T 4+ 1) llull, = (T +T)ap(T ™+ 1) 75 = p (4.44)

Além disso para todo u € JI', e devido a (4.44) podemos usar (D2). Logo

atnz [ amyawracs [

kT —kT

kT kT

[F(t,0) + bolu(t)[)dt + / (fr(t), u(t))dt.

—kT
Donde
by [*T kT 1/p
outu) = min{Lfpbo/2)[ully + 3 [ quepae- o [ jup) zhey
—kT —kT

e pela desigualdade (4.41),

. bo 2 Mo\ P/ (1)
pu) 2 min{1/pbo/2 ully, — G0 = 1)(57) 424G
isto é,
b 2 M\ p/(p—1)
pulu) = min{1/p, bo/2bp (T~ + T)' = 2(p = 1)(5 p0> +2kCo
0

e usando (4.42)
wp(u) > 2kCy = i (0).

Usando o Lema 4.6 temos a conclusao.

Teorema 4.1 Se (C1)-(C3) e (4.34) sao satisfeitas, entao (4.1) possui uma solugdo

homoclinica nao trivial.

Demonstragao: Pelo Lema 4.4 temos que u;; ¢ uma solugao 2kT-periodica para (4.35)

%Hﬂkj (OF i, ()] = VE(t, ug, (£)) + fi, (1) (4.45)

Sejam a,b € R com a < b. Entéo para j > jy e [a,b] C [—k;T, k;T] e integrando de a

até t € [a, b], temos

i, (), () — i, (@) i, (0) = [ (V0,11 (5)) + F(o))ds
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e desde que a convegéncia é uniforme temos

[t (£)[P~ 4o () — Jio(a) [P~ 1o (a) Z/[VF(t,uO(S))ﬂLf(S)]dS-

Como a e b sao arbitrarios temos que uy(t) é uma solugdo de (4.1). Para i € N se
k; > i, temos
iT kT
|l il < [ o+ Pt <
—iT —ky T
Passando ao limite de ¢ — 400 e j — 400, ficamos com
[ ol + fiaPlae < o

Consequentemente

/ [|u0|pdt,/ (g “dt — 0
[t|>r [t|>r

quando 7 — oo. Usando (4.10) concluimos que uy(t) — 0 quando [t| — oo. O restante

da demonstracao é analogo ao que foi feito no Lema 4.5.

O Teorema 4.1 vale se trocarmos (C1)-(C3) por (C1), (D2) e (D3) e (4.34) por
(4.42).



Capitulo 5

Solucoes Homoclinicas para Sistemas
Hamiltonianos Superquadraticos sem

a Condicao de Periodicidade

Até o presente momento so estudamos Sistemas Hamiltonianos com potencial periédico
e obtemos solucao através de minimizacao. Neste capitulo iremos retirar as hipoteses
de periddicidade sobre a F' e iremos encontrar uma solu¢cao homoclinica através do
Teorema do Passo da Montanha com a condicao de Cerami. Neste capitulo iremos

seguir as idéias de Adel Daouas ver [5]. Consideraremos o sistema de segunda ordem

G(t) + VV (L, q(t)) = (1) (5.1)

onde V(t,x) = —K(t,x) + W(t,x), VV(t,z) = (g—g)(zﬁ,x), K,W:RxRY = R sio
funcoes de classe C' e f : R — RY & uma funcdo continua e limitada. As condicoes
sobre W e K sao as seguintes:

(H1) Existem v € (1,2], a > 0 tal que
K(t,x) > alz|” VY(t,r) € R x RY.
(H2) Existe p € (1, 2] tal que
K(t,z) < (2, VK(t,1)) < pK(t,x) ¥Y(t,z) € R x RY.

(H3) W (t,0) =0 e VW (t,z) = o(|z|) quando = — 0 uniformemente em ¢, isto &,

VW (t,z)
||

— 0 quando z — 0.
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(H4) Existem constantes r > 2 e b > 0 tais que
W(t,r) < blx|", V(t,x) € R x RY.

H5) Existem constantes > 1,¢>0e € LY R,R,) tal que u >r —~vy e
(H5) p> 1 Ry ) tal que p Y

(VW (t,x),x) — 2W (t,z) > clz|* — B(t) V(t,z) € R x RY,
(H6) a > b, f € LA(R,RY) N Lﬁ(R,RN) e |fllremryy < V2min(1/4, (a — b/2)).
Além da condicao de superquadraticidade sobre W, isto é,

W(t,z)/|z|* = 40 (5.2)

quando |z| — oo uniformemente em ¢ € [—T, Tp].
Se estas condigdes sao satisfeitas mostraremos no Lema 5.3 que o sistema (5.1)
possui uma solugao homoclinica nao trivial ¢ € W?(R,RY).

Considere o seguinte problema
G(t) + VV(t,q(t)) = fr(t) t € [-T,T]
q(=T)=q(T)=0
onde fr é a funcao definida sobre R por
f(t), se te[-T,T]
0, se teR—[-T,T].

fr(t) =

Para cada T' > 0, seja By = WLY2([-T,T],RY) onde WL2([-T,T],RN) é o espago
de Hilbert das fungdes absolutamente continuas com, ¢(—=T) = ¢(T) = 0 e ¢ €

L*([-T,T],RY) com a seguinte norma

T ) e 1/2

lall = (|t + titoPar)
Além disso, para a > 1, seja Ly = L*([-T,T],RY) e L¥ = L>([-T,T],R") com as
normas usuais. Relembre de (3.14) que se ¢ : R — RY & uma aplicagao continua tal

que ¢ é de quadrado integravel a desigualdade

g/l < cllqll

é valida com a constante ¢ = /2. Ao longo deste capitulo assumiremos esta condicao

cumprida. Seja n: Er — [0, +00) dado por

o) = ([ i+ 2x.qw)
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e I : Er — R definida por

I = [ (GloF - Vit + [ (a0

-T

Usando a defini¢ao de V', podemos escrever I(q) em fungao de 7(q)

I = [ GHOP + K(ta) = Wit + [ (r(0)ao)i
ou seja, ) . .
1) =y — [ wiea®)+ [ (nlo). a0y (5.4

Entao I € C'(Er,R) e para ¢,v € Er temos

T T
P = [ @0.00) = (Vg o+ [ rlai 655

-7 -T
Consequentemente pontos criticos de I sdo solugoes classicas do Problema (5.3). Ob-
teremos pontos criticos usando o Teorema do Passo da Montanha. Note também que

(H3) implica que existe 0 < py < 1 tal que
LWm@ggﬂ{vmgpmteR (5.6)
De fato, segue do Teorema do Valor Médio que que existe 7 € (0,1) tal que
W(t,z)—W(t,0) < (VW(t,Tz),x)

logo por (H3)

| VW (1)

W(t,z) < |ro ‘M§%w.

7]
Lema 5.1 suponha (H2) verdadeira. Entdo

K@@gK@%Omp
X

para todot € R e |x| > 1.

Demonstracao : Defina

F(r)= K(t,rq)

e observe que

F'(r) = (¢, VK(t,rq)).

Segue de (H2),
rF'(r) = (rq, VK(t,rq)) < pK(t,rq) = pF(r),



donde temos,

Integrando de 1 até ¢, obtemos

ou seja,

Implicando em

Desta forma

de onde segue

Lema 5.2 Suponha (H1) verdadeira. Entao para todo q € Ep — {0},

n*(q) > min{|lq|?, 2""%al|q|"}.

Demonstragao: Da defini¢ao de n e por (H1),

T

w@wa/gmmfﬁ+zxwawnz/“maww+ad«wmw.

=T

Note que

[ latorde= [ o P

-T

logo de (3.14) . .
[ = (el [

-7
o que implica

*(q) > min{1,22allq|" "} |,

ou seja,

n*(q) > min{|lq||?, 2"%al|q|"}.
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Lema 5.3 Suponha que as condigoes de (H1)-(H6) sejam satisfeitas. Entdo o problema

(5.3) possui uma solu¢ao nao trivial.

Demonstragao: Provaremos que o funcional I satisfaz todas as condi¢oes do Teorema
do Passo da Motanha com a condi¢do Cerami (C). O funcional I satisfaz a condigao

(C), isto &, para toda constante ¢ e uma sequéncia {q,} C Er tal que
I{gn) = c e (1+lgnl)!(gn) — 0

quando n — o0, {¢,} possui uma subsequéncia convergente. Observe que devido a

condigao de Cerami como I'(g,) ¢ continua temos

I (¢2)qn] < 1T (gn)|llgnll < 1T (gn) (1 + [lgnl]) = O

quando n — oo, logo I'(¢,)g, — 0. Suponha que {¢,} C Er é uma sequéncia (C) de

I, entao existe Mp > 0 tal que

My > 21(gn) — I'(gn)gn Vn € N.

Portanto

21(0,) = Ia)an =2( | GlOF = Va0t + [ (Gn(o).an(e)it)-

T 1 . ) T
(Bl ®F = (V) a@d+ [ (el m)ar)

ou seja,
21(¢n) = 1I'(Gn)Gn = —2/_T V(tvQn(t))dt+/_T(fT(t)7Qn<t))dt+/_T<vv(taqn(t))7Qn(t))a
obtendo que

21(qn) — I'(qn)gn = Q/T[K(t,qn(t))dt — Wi(t, ga(1))]dt + /T(fT(t>7Qn(t))dt

n / (VV (. gu(8)), 4u(8)).

=T

Desde que

(VV(t,n(1), gn(t)) = =(VE(t, qn(t)), gn(t)) + (VW (2, gn(t)), gn (1))



90

segue de (H2) que

(VV(t, QH(t))7 Qn(t)) > —pK(t, Qn(t» + (VW<t7 Qn(t))ﬂ Qn<t))'

Entao,

Mrz2=p) [ Ko [ (T a)an0) - 20 (6 o))+

-T

" / (Fr(t), gu(t))dt

-7
Desde que p < 2 e K(t,x) > 0, por (H5) temos
T T T
Moz [ Jaora- [ soas [ (o.ao
T -T _T

ou equivalentemente
T T
Ay <Mr+ [ swie— [ (ato.anfo)
-7 -7

Usando a desigualdade de Holder,

T
claalty < Mr+ [ B0+ 1frl s,

Desde que i > 1, existe uma constante Cr tal que
|gnl| s < CrVn € N. (5.7)

Por outro lado, de (5.4)
) =20(@) +2 [ Wt @) —2 [ (rlo)anle)

e por (H4) e da desigualdade de Holder

T
(0.) < 2000) + 2 [ jaa (O dt+207] il 53)

=T

Considere os seguintes conjuntos
X={te[-T' T} <1} e Y ={t € [T, T} |g.(t)| > 1}.

Logo

/_i|q"<t)|Tdt:/X’q”(t)|rdt+/y|qn(t)|"dt.
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Usando as defini¢oes de X, Y esendo > r ey <2 < r, temos

/TT|qn(t)|Tdt§/X|qn(t)|vdt+/y|qn(t)‘ﬂdt

ou seja,
T T T
[ woras [ jaoras [ aopa (5.9
-7 -7 -T
Disto e de (5.8),
T
0 <2(0) 2 [ @O+ 20+ 2Cn frl . (60
-T

Da definigao de n(q) e de (H1)

ﬁ@»—/'mamwmnKm%ﬁMﬁzzg/|%@w. (5.11)

=T =T

Combinando (5.10) e (5.11) obtemos

T
2a— b)/ gu(8)[Vdt < 21(q,) + 26C% + 207 | f1],
T T

T
Desde que a > b e I(g,(t)) ¢ limitado, segue que / lgn(t)[7dt é limitado . Assim,
T

por (5.10), concluimos que 7(g,(t)) ¢ limitado. Finalmente pelo Lema 5.2, temos a

limitacao de {g,}. Considere agora u < r, entao

[ lwtorrde= [ lwr i

Segue de (2.13) que

T T
/\%@mﬁstMWﬂ/\%@Wﬁ
T T

e por (5.7) .

[ ltordr < e (5.12)
Do Lema 5.2

min{llnl%, 272 gall"} < 7*(gn)

usando (5.8) e (5.12)
min{llgul*, 272 allgall"} < 21(gn) + 26" llgull"™" + 202l fll o vy

Desde que r—pu < v < 2 por (H5) e I(g,) ¢ limitado, entao {¢,} também sera limitado.
De fato, suponha por contradicao que {g,} nao seja limitado, entao existe {g,, } C {¢gn}

tal que
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[¢n, || = o0 quando n; — oo.

Logo
21(gn) b llgn "
= min{{lg.l1?, 272allg. |} min{|lg.|1*, 27/%allgn]7}
+20T ||fHL“/ N O

min{[gal” 2/ 7alln] '}

quando n — oo. Um absurdo, portanto {¢,} ¢ limitado. Como no Lema 3.1, podemos
provar que {¢,} possui uma subsequéncia convergente. Consequentemente I satisfaz a
condigao (C). Vejamos agora, que o funcional I satisfaz a condi¢ao (I5) do Teorema do
Passo da Montanha. Seja p; = \/Li e ¢ € Er tal que [[g|| = p1, entdo 0 < ||q||pee < 1.
Usando (H4) temos

I)2 5@ ~b [ laoFd = 1111

> oldllzz

Por (H1)

T

1@ [ (a0 +2alae)lae -5 [

2 J—
3 o)t £l

2 .
[-T,7]

Com um argumento semelhante ao usado no Lema 5.2

/T a®OF s 1 /T|q(t)|2dt.

—r la@P T el oy
Dai
]_ T . 2 \/_ y—2 T 2 T 2
I(q) 2 5 | [la(t)Pdt+a(v2]q]) la@)Fdt=b [ g dt=[\fllz ., lldllzz .,
-T =T -T 7 7
donde temos
1@zt [ lawpa 0 [ Lottt
@25 [ Ma@Pdt+(a=b) [ la@Fdt—1fl.,, .,
Ou seja,
(@) = min{ 5.0 = bl = 112, llallez,
Segue da definicao de p;
o) > i ) 1 L
(0) 2 minfy,a = b5 =~ Iz, s =0 (5.13)

De (H6) segue que a > 0 e (5.13) mostra que

I(q) = o para ||q|| = p1.
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O funcional [ satisfaz a condi¢ao (/3) do Teorema do Passo da Montanha. Seja

B _ (2M+1)]lq0*
@ € Br, — {0}, M= max K(tz)ed> 2y

Por (5.2), existe B > 0 tal que
W(t,z) > Alz|> = B Vt € [-Ty, Ty], =€ RY. (5.14)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que T° > Tj. Defina ¢ € Ep por

. qo(t), se te [Ty, Tp)
q(t) =
O, se te [—T, T] — [—To,To]

Desde que por (H2) K(t,0) = 0 e por (H3) W (t,0) = 0, segue da definigao de ¢(t) que
I(sq) = 1(sqo) Vs € R.

Usando (5.14) na igualdade

1) = 5o — [ Wiesi@yie+ [ (r(o).site)i

obtemos
. 1 .
I(sq) < 5n°(s4) — As”llaollzz + Islllf 12z llgollzz, + B2To. (5.15)

Por outro lado, escrevendo
X' ={t e [-To,Tol;|sq(t)| <1} e Y = {t € [Ty, To]; |sqo(t)| > 1},

temos

n*(s§) = / (|50 (t)|* + 2K (t, sqo(t))]dt.

-7
Das defini¢oes de X’ e Y’ sendo p < 2

T
n*(sq) = 32/ lgo()* +2 | K(t,sq(t))dt +2 | K(t,sq(t))dt.
-T X/ Y’

Pelo Lema 5.1

T

n2(sg) < s / ldo()]2 + AMTy+2M | |sqo(t)|Pdt

-7 Y/

ou seja,

T To
i) <5 [l + 0Ty 20 [ Jsan(o)ae.
=T —To
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Isto é,

n*(5q) < (1 4+ 2M)s?||qol|* + 4MTy. (5.16)

Segue de (5.15) e (5.16),

. 142M
I(s9) < ( Sllaoll” +4MTy = Asllollzz + Isll /I3, Naollz, + 2TOB>
ou ainda,
R 1+2M
I(sq) < 32[ 5 llqoll” + A||610||2L2T0]+|S|||f||L2TO||QO||L2T0 + To(2B + 4M).

Pela escolha de A,
1+2M

2

lgolI* + Allgoll72 <0
0

e como a fungio h(t) = t2a + tb; + by possui concavidade voltada para baixo, temos

que existe sy € R tal que a fungao e = syq verifica
lel]| > p e I(e) <O.

Pelo Teorema do Passo da montanha existe um ponto critico gr € Ep de I tal que

I(gr) > «a para todo T' > T.

Lema 5.4 (qr) € uniformemente limitada em T > Ty.

Demonstragao: Defina o conjunto de caminhos
I'r={g€C([0,1], Er) : g(0) = 0,9(1) = e}

Pelo Lema 5.3, sabemos que existe uma solugao gr de (5.3) no nivel do passo da
montanha

Nr = inf I .
7= inf max (9(s))

Note que

Nr < max I(go(s)) := Cp,
s€[0,1]

onde go(t) = te. Logo para toda solugao gr de (5.3), temos

[(qT) = NT S CTO- (517)
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Usando o fato que I'(gr) = 0 e (5.17) o restante da prova ¢é identica ao da verificagao
da condigao Cerami (C). Consequentemente existe My > 0 independente de T tal que

lgr|l < Mo (5.18)

para todo 1" > Tj.

Considerando uma sequéncia 7,, — oo e o problema (5.3) sobre o intervalo
[—T,,T,]. Pela conclusao do Lema 5.3 existe uma solugdo nao trivial ¢, := gqr, de
(5.3).

[

Segue dos Lemas 3.2 e 3.4 que {g,}nen possui uma subsequéncia convergente
para uma certa funcao qo € C}, (R, RY) e que ¢y ¢ uma solugio homoclinica de (5.1).

Vejamos que ¢ € nao trivial considerando f = 0. De (H3) existe 6 > 0 tal que
VWV (t, z)| < €|z,
dai
(VW (t,z),2)| < |z]> Vt € Re |z| < 6.

Defina a fungdo Y sobre o intervalo [0, d] como sendo Y (0) =0 e

Ve - e [TV

teR,0<|z|<s |l’|2

para 0 < s < §. Como

segue que Y é continua no 0. Afirmamos que existe d > 0 satisfazendo
lgnll > d ¥n € N. (5.19)
Caso contrario podemos obter uma subsequéncia {¢,, } tal que
llgn, ]l = 0 quando k — oo. (5.20)

Por (3.14)

||an||L%iLk — 0 quando k — oc.
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Da definicao de Y,

Th Thn
| W0 000t <Y i) [ o (0Pt <Y el N
’ ! (5.21)
Desde que I'(¢y, )¢n, = 0, temos
Tn T Tn
[ @t ai= [ laokas [T OG0, 0 6522)
—T -7, ~T,
Combinando (5.21), (5.22) e (H2)
Th Tn
Vllan o)l = [l OFde+ [ K 0)
ou seja,
) Tn an(t)|2 Tn
G Ly B R I O

implicando que
Y (g llzge Mdn, [I* = 0% (an, (8)) /2.
Pelo lema 5.2 e do fato que v < 2, obtemos

min{l,a2/?}

Y (llgu | g Mg, |I* = 5 I II?
ou seja,
min{l,a2"/?}
V(llan ) = " 0
passando ao limite
Y (0) > 0,

o que é uma contradicao, logo (5.19) ¢ verdadeira. Suponha , agora, go = 0 e seja {qy, }

a sequéncia que converge para ¢y uniformemente. Sabemos que

T Tn
/T |dnk(t)|2dt+/ (VE(t, ¢, (1), o, (£)dt <Y (llgn, [1252) 1w, |

—T,

donde temos
Th

. K(t, 4, (6)dt <Y (llguny Nz )l I

Desde que {g,, } converge uniformemente para 0, obtemos as seguintes convergéncias
Tn

K(t, gn, (£))dt — 0.
—T,
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Por (H4)
Tn Tn
W (£, gu (£))dt < b/ g, ()2t — 0.
_Tn _Tn
Segue destes dois fatos que
1 [T T, T,
I(gn,) = —/ @ (O dt + [ K (8 qn, ()dt = [ W(t, qn, ())dt
2 —Tn —Ty —Tn

ou seja,
NTk - I(an) — 07
o que ¢ um absurdo, pois Ny, > o > 0.

Suponha agora f # 0 e usando que VV'(¢,0) = 0, temos por (5.1)
VV(t,0) = f(1),

o que é uma contradigdo. Consequentemente o problema (5.1) possui uma solugao
homoclinica nao trivial.

Vejamos que VV (t,0) = 0. Segue de (H3) que
VW (t,x)

|

VW (t,z) = ||

e passando ao limite quando z — 0, obtemos VW (¢, x) = 0.
Uma vez que

K(t,0) = min{K(t,q(t)):q € R"}

concluimos que

VK(t,0) =0,

concluindo assim a demonstracao.

Teorema 5.1 Assuma que W e K satisfacam (H1), (H3) e as seguintes condigoes:
(H'2) Existe p > 1 tal que

K(t,z) < (z,VK(t,z)) < pK(t,x)

para todo (t,z) € R x RV,
(H'4) Ezistem constantes p > max{p,2}, R, Ty e b > 0 tal que

Wt x) = blz|*
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para todo t € [Ty, Ty, |x| > R.
(H'5) Erzistem constantes 0 < c < pu—p e € LY(R,R,) tal que

pWi(t,z) — (VW (t,x),x) < cK(t,z) + B(t)

para todo (t,z) € R x RV,
(H'6) f € L*(R,RY) e || f|lr2@r~y) < V2min(1/4,a/4)po. Entdo o sistema (5.1) possui

uma solu¢ao homoclinica nao trivial ¢ € WH2(R, RY).

Demonstragao: Vejamos que [ satisfaz todas as condi¢oes do Teorema do Passo da
Montanha com a condigao (C). Suponha que {g, }neny C E7 é uma sequéncia (C) de 1,

isto é,

{1(gn)} ¢ limitado e (1 + [[gn[))[|1"(gn)]

g — 0 quando n — oo.
Entao por (5.4) existe My > 0 tal que

Mr > pl(ga) Vn €N,
onde

T
T

ul(a) = 5@ = [ Wita o)t + [ (o) ano)ar

Desde que p > 1,

—1I'(Gn)Gn > /_T[—2p\dn(t)!2 - 4pK(t,qn(t))]dt+/_T(VW(t, Gn(t)), qn(t))dt—
- [ et anonar
Logo .
M = (P50 + [ (TW 0 (0).aa(0) = iV (a0
=) [ (rle) o)
Por (H'5)

(52w 2 e [ty [ st= ) [ 0 00

donde temos

T

(F52)n*(an) < M+ Sn*(an) + / At = (u-1) / (Fr(®): ga(D))dt.
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Pela desigualdade de Hélder

— ) — T
(M=) Pla) < o+ [ 5(0)de+ (s = DI e o]

Segue do Lema 5.2

T
p—p—c\ .
(E=2= ) minla 2 allanl 91} < M+ [ 80t + (1= D lleso

Desde que p—p—c>0e~y > 1, {g,} ¢ limitada e como no lema 3.1 segue que {q, }nen
possui uma subsequéncia convergente, satisfazendo assim a condigao (C). O funcional
I satisfaz a condigao s do Teorema do Passo da Montanha. Seja p; = f’/—% eq € Er tal

que
lgll = p1, entdo 0 < ||g|l s < po.

Por (5.6) temos

T a T
/)W@dmﬁg—/ lq(t)|dt. (5.23)
-T 2 =T
Por outro lado, desde que v < 2 e por (H1) temos
T T T
/‘K@ﬂ@WﬁZa/ mwwmza/‘mawﬁ. (5.24)
=T =T =T

De (5.4), (5.23) e da desigualdade de Holder,

102y~ [ ki ([ iora) ([ aopa)”

Assim
1025 [ laoreaxaoia-y [ aopa-([ora)” ([ aopa)”
isto é,
1(0) = min (5, 5 ) lall* = 11 Fll2e.2 gl
Obtendo
1(0) = min(5, 2 (o1 ~ | flzzesypn = o (5.25)

por (H'6) a > 0 e (5.25) mostra que

I(q) > o para ||q|| = p
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O funcional I satisfaz a condicao I3 do Teorema do Passo da Montanha. Seja T" > Ty,

qo € Ex, — {0} e defina § € Er por

qQ(t), se te =Ty, Ty
0, se te [—T, T] - [—To,To].

q(t) =

Desde que K (t,0) = W(t,0) = 0, temos

I(sq) = 1(sqo) Vs € R.

Logo
. 1 ) To To
1si) = gsao) = [ Witsm®)ar+ [ (10, sao0)
—To _
Considerando
X ={s e [-To,To];|sq| > R} e Y = {s € [-Tp, To); |sqo| < R}
temos
1, To
I(sd) = (o) = [ Wit,saa(0)dt + [ Witsan(ohde+ [ (7rlt),san(®),
X Y —To
Por (H'4)
. L, " 7o
I(sq) = Y (sq0) = b | [sqo(t)[*dt + | W(L, sqo(t))dt + (fr(t), 5q0(t)),
X Y —To
donde segue que existe d > 0 tal que
1 To
I(s) = (o) = b [ faoPde sl g laolsg, +d. (520
—Ty

Pelo Lema 5.1 com a condigdo (H'2) no lugar de (H2), obtemos
K(t,z) < M(|z|” +1) Vz e R Vt € [Ty, To),
onde
M = mazy <, o<1 K (1, 2).

Entao para todo s € R,
To
o) = [ llsdolt) + 2K sanlt)],
—To
isto é,

To
w5 [ mme2M/ [sqo(t)|Pd + AMTy, (5.27)

—To
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Substituindo (5.27) em (5.26)

g2 To ) To To
160) < 5 [ lio®Pares [ lapde=tis [ (o des sz, lolg, +2M T

—To =Ty —To

Desde que > max(2, p) existe s € R tal que se
e := sq, entdo |le|]| > pe I(e) < 0.

Terminando assim a demonstracado. Usando (H'2) e (H'6) no lugar de (H2) e (H6)

respectivamente o restante da demonstracao é andlogo ao Lema 5.3.



Apéndice A

Introducao aos Espacos de Sobolev

A.1 Alguns resultados sobre Distribuicoes

Este Apéndice sera destinado a fixar notagoes e mencionar resultados sobre a teoria das
distribuicoes, resultados estes que foram usados ao longo do texto. Representaremos
pela letra K, o corpo dos ntmeros reais ou o corpo dos numeros complexos. Por N

representaremos o conjunto dos nimeros naturais e por Z o anel dos inteiros. Dado

(a1, 09,...,an) ENN e Z = (Z1,2,,...,2,) € KV, define-se
lal =a1+as+...+ayn;, Z°=71.7,..... Zn; ol = aglas! ...,

Por D, representa-se o operador de derivagao de ordem « definido por

olel

Ox{t.0x?. .. .. Qxom

A.2 Suporte de funcoes.

Seja u :  — K uma fungao mensuravel e (O;);c; a familia de todos os abertos O; C

tais que u = 0 ¢.t.p. em O;. Defina

o=Jo

icl
e observe que O C () é o maior aberto tal que u =0 g¢.t.p.. O suporte de u, denotado

por supp u, é definido como sendo
supp u:Q—O:QﬂOC.
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Note que supp u é um fechado relativo em 2. Se u é uma fungao continua, o suporte

de u é dado por

supp u = {z € Q;u(z) # O}ﬂQ

A.3 Espago de Funcoes Teste

Seja Q um subconjunto aberto do RY. Por C§°(2) representa-se o espago vetorial de
todas as fun¢oes niimericas em €2, com suporte compacto em §2, possuindo ai derivadas
parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de C§°(£2) s@o denominados fungoes
testes. Observe que

G5 () € CF°(RY)
no sentido de que se ¢ € C§°(£2), entdo

o(x) , e

pertence a C§°(RY).

A.4  Convergéncia em C§°(1))

Diremos que (¢,) C C§°(€2) converge para ¢ € C§°(€2) quando:
i) Existe K compacto contido em 2 com supp ¢,,supp ¢ C K, para todo n € N, isto
é, os suportes de todas as fungoes ¢,,, para todo n € N estao contidos em um compacto
K contido em (2.
ii) Para todo o € NN temos

D%¢, — D¢
uniformemente em K, isto é, todas as derivadas convergem para zero uniformemente
em Q. No que segue C§°(€2) com a nogao de convergéncia anterior serd chamado o

espago das fungoes testes, sendo denotado por D(€2).

A.5 Distribuigoes sobre D((2)

Uma distribuigao sobre D(£2), é uma transformacao linear 7' : D(£2) — R que é continua

segunda a convergéncia em D((2), isto é,
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1) (T, 0+ M) = (T, 0) + MT, ),V ¢, @€ D(Q) VAR
ii) ¢, = ¢ em D(Q) implicar em
(T, ¢n) = (T, ) em R,
Exemplo: Dado u € LlLOC(Q), a funcao
T,:DQ) — R
p = (Twe) = [yup
¢ uma distribuicao.
Notagao: D'(Q) : {T;T : D(2) — R é uma distribuicao}.
Convegéncia em D’'()
Sejam (7,,) € D'(Q) e T € D'(QY), diremos que (7},) converge para T em D'((2),

e denotamos por
T, —T em D'(Q)
quando, para cada ¢ € D({), tivermos
(T, ) — (T,¢) em R.

Quando u € L, .(Q), ¢ comum dizer que u ¢ uma distribui¢ao, neste caso, devemos
perceber que estamos identificando v com T,,. Toda distribui¢ao tem derivada de todas
as ordens. Assim, todas as fungoes de L}, .(Q) tem derivada de todas as ordens no
sentido das distribuigoes.
A derivada de uma Distribuicao

Considere T : D(2) — R uma distribui¢ao e a € N¥. Definimos a derivada DT
como sendo a seguinte distribuicao

DT :D(Q) — R
p — (DT.p) = (-1)* T, D*p).

Produto de Funcoes por Distribuicoes

Se p € C®(Q) e p € D(), entao pp € D(2). Quando p € C*(N) e T € D'(Q),

entao defini-se o produto p7" do seguinte modo

(T’ 0) = (T, pp).
Mostra-se que para a distribuicao pT" vale a regra do produto

D¥(pT) = D*pT + pD°T.
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A.6 Derivada Fraca de Fungoes em L ()

loc

Para cada u € L], (), sabemos que existem as distribuigoes T, e D*T,,. No entanto,

pode ou nao existir uma fungao v, € L}, () tal que

DT, =2 v, (A1)
Fazendo a identificacao u = T, (A.1) representa

D% = v,
isto é,

(Du, ) = (va, ) & (=1)*u, D*¢) = (va, )

(—1)""/QuD°‘go—/Qvagp.

Assim quando (A.1) ocorre, dizemos que v, ¢ a derivada fraca de u em L] () e

ou seja,

denotaremos por

DY =,

A.7 Espacos de Sobolev

Seja p € [1,+00) e 2 C RY um aberto. Definimos o espago W'?(Q) como sendo

WP (Q) = {u € L7, gu

)

= ELP(Q).i:1,2,...,N}

cuja norma

iy =l + 37 2
u = ||U
1p P - or;

Para p = +o00, temos W1>(Q) dado por

p

W (Q) = fu e Lo(Q); 2L oy € 1)
3@»
© N
ou
e =l + 3| 7|

Para k € Ne p € [1,00), definimos

WEP(Q) = {z € LP(Q); D*u := v, € LP,Va € NVcom |a| < k}
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munido da norma

lallip = lull, + > 11Dl

1<|a|<k

De modo analogo, definimos

Wk (Q) = {u € L®(Q); D*u := v, € L™,Ya € N¥com |a| <k}

lullkoo = llulloe + Y 1D%ullcc.

1<lal <k
Iremos trabalhar com o espago de Sobolev W%’p que é o espaco de funcoes u €
LP(0, T;RY) que possuem uma derivada fraca @ € LP(0,7;R"™). Observe que se

u € W temos t
u(t) = / u(s)ds + ¢
0

e u(0) = u(T). A norma sobre W,” ¢ dada por

T T 1/p
g = ([ torar+ [ patorar)

Denotaremos por H7. o espago de Hilbert W%’2 com o produto interno

(u, v) = /0 [(u(t), v(t)) + (alt), o(t))]dt

cuja norma correspondente é

[ellyre = llull-

Fatos Importantes
1) WkP(Q) é reflexivo para 1 < p < oo.
2) WkP(Q) é separavel para 1 < p < co.

3) WHk>=(Q) nio é separéavel e nem reflexivo.

A.8 Imersoes nos Espacos de Sobolev

Imersao Continua

Diremos que (X, [|.|[x) estd4 imerso continuamente em (Y ||.||y) quando:
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i) X é subespaco vetorial de Y.

i1) A identidade i : (X, ||.||x) = (Y, ||.|ly) é continua.

Imersao Compacta Diremos que (X, ||.||x) esta imerso compactamente em (Y, ||.||y)
quando:

i) X é subespaco vetorial de Y.

i1) A identidade i : (X, ||.||x) = (Y, ||-|ly) é linear compacta, ou seja, se {z,,} é limitada
em (X, ||.|[x), isto é, existe M > 0 tal que ||z,|| < M Vn € N, entdo existem {z,,} C

{z,} e z €Y tais que
|zn; — 2|y — 0 quando n; — oo
ou seja T, — z em Y.

Teorema A.1 Seja ) um dominio reqular, m € N el < p < oo. Entao, para qualquer
j € N as imersoes abaixo sao continuas:
o Sem < B, WIHmP(Q) — WiHi(Q), p < q < b
o Sem =%, Witmr(Q) — W(Q), p < g < o0.
o Sem > X, Witmr(Q) — CL(Q).
e Sem—1< % < m, Witmp(Q) — C*(Q), 0 < a < m — % onde C%L(Q) € o
subespago de C7(Q2) formado pelas fungoes que juntamente com as suas derivadas até
a ordem j sao limitadas em ). Neste espaco usamos a norma

lulle @) = jmax sup|[Du(z)
Importante: Se N =1, p > 1e I C R, os dois tltimos itens do teorema de imersao

asseguram que as fungoes que estao em W'P(Q) sdo continuas.

Teorema A.2 Seja Q um dominio regular limitado, j € N, m € N, e 1 < p < o0.

Entao, as imersoes abaixo sao compactas:

N j+m, 2 N
o Sem < o, WHmr(Q) = WH(Q), 1<q< x5
o Sem =1L Witme(Q) — Wi(Q), 1<q<
e Sem > % < m, Witm?(Q) — C4%(Q).

e Sem—1< <m Witmr(Q) — C(Q), 0<a<m— .
p p

Importante

Se I ¢ um intervalo limitado da reta, temos que a imersao de WhP(I) — C(I) ¢é
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compacta para p > 1, isto ¢, se {p,} C W'P(I) é limitada, existem {@,,} C {¢,} e

¢ € C(I) tais que

ln, — ¢l = 0.

k.p
A.9 O espago W,"(2)
Para € um dominio limitado em R, sabemos que
Cee c WkP(Q).

Definimos

Wi () = TR () e,

Assim, u € WJ(Q) se, e somente se, existe {¢,} C C° tal que
[$n; = ull = 0.
Mostra-se que se u € W*P(Q) (N C(Q), entdo
ueWiP(Q) e u=0 em 0Q.
Assim, se I C R é um aberto, temos que
we WrP(I) e u=0 em OI.
Se QO = RY, temos Wi?(RY) = W*P(RN). Em particular,
Wy (R) = WHP(R).

Se [Q¢] > 0, entao

WeP(Q) # Wh(9).



Apéndice B
Resultados Importantes

Proposigao B.1 Sejam (X, ||.||x) (Y, ].|ly) especos vetoriais normados com

(X M x) = ol ly)
continuamente. Se (x,) C X € tal que x,, — x em X, entao x, = x emY

Demonstragao: Dado f € Y’ entao
|f(z)| < c|z|ly VxeY.

Da imersao continua

[f(@)] <cllzlly <éfle]lx Ve e X.

Logo f € X' e dai
flzn) = f(z) em Y
uma vez que Y’ C X',

Teorema B.1 (Ascoli-Arzeld) (Ver [11])Seja K C R um compacto. Toda sequéncia
equicontinua e simplesmente limitada de funcgoes f, : K — RY possui uma subsequéncia

uniformemente convergente.

Corolario B.1 (Ver [9]) Suponha que para algum to € [a,b], a fun¢ao x — f(x,ty) €
integravel sobre X, que Of /0t exista sobre X X [a,b], e que exista um fun¢ao integravel

g sobre X tal que
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Entao a funcao F = /f(x,t)dn é diferencidvel sobre [a,b] e

C;_f(t) = %/f(x,t)dn(x) —/2—{<$7t)d77(9‘3)

onde t — f(x,t) é ontinua sobre [a,b] para cada x € X.

Teorema B.2 ( Representagao de Riesz) (Ver [17]) Dado um funcional linear conti-
nuo f: H— R, onde H € um espaco de Hilbert, existe um tunico elemento uw € H tal
que

fulv) = (u,v), Yve H

[1/1

we = |lull;

Teorema B.3 Suponha que ¢ € C(X,R) satisfaz a condigio de Cerami. Se ¢ € R
nao € um valor critico de ¢ entdo para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe
n e C([0,1] x X, X) tal que para qualquer v € X et € [0,1]:

i) (0,u) = u,

ii) n(t,u) =u seu & ¢~ ([c — 2¢,c + 2¢),

i) (1, 67 C o).

Demonstragao: Note que existem constantes «, § > 0 tais que
u € ¢~ '([c = 20, ¢ + a]) implica (1 + [Jun[)[|¢'(u)[| > 5,

caso contrario, existe uma sequéncia {uy, }neny com

1

1 1
c= =< o(up) Sct— (L [lun[D]I¢'(wa)]| <

ou seja,
P(un) = ¢ e (L+ [lunlDl|¢ (un)l| = 0.

Pela condicao de Cerami, ¢ seria um valor critico de ¢, contrariando a hipotese. Agora

o resultado segue do Lema de Deformagao com S = X, € € (0,a] fixado e § = %.
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Teorema B.4 Seja X um espago de Banach e seja ¢ € C1(X,R). Se
i) ¢ € limitado inferiormente, c=infx ¢,
ii) ¢ satisfaz a condi¢ao de Cerami,

entao existe Ug € X tal que
10) = c = inf ¢.
(UO> & lX

Logo ¢ € um valor critico de ¢.

Demonstragao : Suponha por contradi¢ao que ¢ nao é valor critico de ¢. Entao pelo

Teorema B.3 existem € > 0 e n € C([0,1] x X, X) tais que

n(1,¢°7) C o7,

o que é um absurdo pois
¢c—e — @

Finalizando a demonstracao.

Lema B.1 Seja f € LP(Q2) entao,
/ |f(t)|Pdt — 0 quando t — oo,
B (0)
onde B;(0) € a bola de centro 0 e raio t.
Demonstracgao: Note que

/ |f(&)|Pdt = / Ipe(oy| f(1)|Pdt
B;(0) Q

onde [ é a fungdo caracteristica de Bf(0). Considerando

9(t) = Ipeo)l f (),

temos:
i) g(t) — 0 quando t — oo.
i) [Te o F (O] < [FO)]-

O lema segue usando o teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue.
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Lema B.2 (Ver [10]) Sejam x, y € RY e (.,.) o produto interno usual no RY. Entdo

Gle—ylr, se p>2

(leP~2e — y|P 2y, —y) > o—yl?
CoQalt)=F"  5¢ 1<p<?
Demonstragao: Vejamos primeiramente o caso onde p > 2. Sejan = (ny,...,nn) €
RY e
aj(n) = [nf"n; j=1,...,N.
Seja x = (xq,...,25) € RN e

aij(n) = a0 (1)

Suponha n # 0. Dai

izjai,m) - ;(%(\n!”’%))

€ como

asg(n) = (8+,. . n3) 220 )= (o = Dlnl~nan + Inl" =261,

onde ; ; =1 parai = j e d;,; = 0 para ¢ # j. Usando que

N N )
anﬁi%‘ = (Z nx> >0
0] i,

temos N
> ai i)z > P2 x)? (B.1)
i,J
Além disso,
1
2=t < '+t =)l (B.2)

1
para 1’| > |n], 0 <t < ;. De fato, Como

'l = 10" =n+nl = 0" —al = |nl = 0" =nl = 7]
Logo || > |n" —n|/2 Note que

n —nl 1 1
I 4+t —n") > 0| —tln —1| > - Zln—n'| = ;lln—n’|

Consequentemente

la; (0" +t(n — 1) (n: — n;)]o = /0 a%(aj(n’ +t(n—n"))(n; — n})(n; — n);)dt
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N 1 N
> (aj(m) = a;(n')(n; —nj) = /0 > aig(f +ty =) (mi = ) (n; — m))dt
=1 ji
Usando (B.1) e (B.2) temos
N 1/4
(ol = st =)z [ ol = cly ~ P
j=1 0
Caso 1 <p<2.
Por homogeneidade podemos assumir que || = 1 e |y| < 1. Além disso, escolhendo

uma base conveniente para o RY temos

‘x:(1707'--70)7y:(y17y2>"'a0) Vy1+y2<1

Note que

|z —y|?
(JP=2e — [y Py, —y) > ¢ -
(2] + lyl)*=*

ou seja,

[(1 _ (L) (g s — B JOEVETwPT

vi+3) T W+ A=w)?+u
Considerando primeiramente y; < 0, temos

y
- ‘yplfp 21—y =21 -y)p-1) (B.4)

Para 0 < y; < 1. Considere a fungao

fOy=1-""—(p-1)(1-1)

que ¢é crescente para 0 <t < 1. De fato

) ==p-1)"+@p-1)=@E-11 -t >0.

Dai
f#) =z f(0)=2-p=0.

Donde obtemos
n
|y1|2P

Concluindo assim a demonstragao.

1—

— -y = (- 1)1 — ).

Corolario B.2 (Ver Brézis) Seja E um espago de Banach reflexivo. Seja K C E um

subconjunto convexo, fechado e limitado. Entao K é compacto na topologia fraca
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B.1 O problema de Cauchy

Recordaremos uma versao do Teorema de Existéncia e Unicidade locais para equagoes
diferenciais ordinarias em espagos de Banach. Ver [14]
Seja F': X — E uma aplicagao continua definida num aberto X de um espago

de Banach E' e fixemos (tg,up) € R x X e r > 0 tal que
B.(uy) :={u € E: |lu—wu| <r} cX.
Defina

M := sup |[F(u)||le K:= sup IF(w) = F)]

u€Br(uo) u,v€ By (up) U —7v

Teorema B.5 Se Ml <r e K < oo entao o problema de Cauchy
o(t) = F(a(t)), o(to) = uo
possui uma unica solug¢ao o(.) definida em I := [to— 1, to+1] e com imagem em B, (ug)

Proposicao B.2 Seja F' : X — E wma aplicacao localmente lipschitziana definida

num aberto X C E. Entao, para cada v € X o problema de Cauchy
o(t) = F(o(t), o(0)=ug

possui uma unica solugdo definida num intervalo mazimal (w—_(u), w4 (u)) com w_(u) <

0 < wy(u). O conjunto
Q:={(t,u) c:ue Xt e (w_(u),ws(u))}

¢ aberto e a aplicagio o = o(t,u) : Q — X € localmente lipschitziana. Além disso, se

para algum u € X o conjunto o(.,u) varia num fechado de X, tem-se
w(u)
w4 (u) < oo = / | F'(o(s))|lds = oo.
0

Proposicao B.3 Seja F' : X — E wuma aplicagao localmente lipschitziana definida
num aberto X C E e considere o fluro 0 = o(t,u) definido na Proposi¢io B.2. Se

existirem constantes positivas A e B tais que
|F(uw)|| < Alul|+B V ue X (B.5)

entido wy(u) = oo para todo uw € X, o(t,.) € um homeomorfismo de X para todo t e

0(0,00[x X — X transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados.
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B.2 Séries de Fourier

Enunciaremos alguns resultados sobre séries de Fourier usados ao longo da dissertacao,
para mais detalhes ver [16]. Seja u : [0,7] — R uma fungdo integravel, a sua série de

Fourier é a série dada por

Slu] = g + i <akcos (%Tﬂt) —i—bksen(%Tﬂt)) : (B.6)

Cuja série complexa pode ser escrita como

Slu] = Z cpe T

kEZ

onde
=2 ck:(%>ec_k:<%),keﬂ<.

e ag, bx e ax sao obtidos da seguinte maneira:

1 T
= — t)dt
Qo T/o u(t)dt,
T

1 2km
ap = T/o u(t)cos(Tt>dt

1 (7 2km
by = T/o u(t)sen<7t>dt.

Além disso, os coeficientes de Fourier complexos de u e v’ satisfazem

2%k
! Tw% ke

=

Teorema B.6 Sejam f e g fungoes periddicas de periddo T com f € CH=T,T) a

menos de um numero finito de pontos . Entao
1 =
(.0 =3 F0ate)
Em particular vale a identidade de Parseval

1 ) +oo ) )
il ZZIf(t)I-
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