Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Ondas Viajantes Para um Modelo de

Combustao em Meios Porosos e Para
a Equacao KPP

por

Bruno Sérgio Vasconcelos de Araujo
sob orientagao do

Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de P6s-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

TEste trabalho contou com apoio financeiro da ANP

1



Ondas Viajantes Para um Modelo de

Combustao em Meios Porosos e Para
a Equacao KPP

por

Bruno Sérgio Vasconcelos de Araiijo

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduagao em
Matematica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtencao do titulo de
Mestre em Matemética.

Area de Concentracdao: Matematica

Aprovada por:

Prof. Dr. Jesus Carlos da Mota - UFG
Membro da Banca

Prof. Dr. Marco Aurélio Soares Souto - UFCG
Membro da Banca

Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza - UFCG
Orientador

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Poés-Graduagcao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Julho/2011

i



Agradecimentos

Agradego primeiramente a Deus, por ter me guiado até aqui. Eis o principal
responsavel por todos os obstaculos vencidos.

Agradego ao Professor Dr. Aparecido Jesuino de Souza, pela agradavel orienta-
¢ao e por me propor o projeto que deu origem a este trabalho. Agradego também
a todos os professores da UAME, que contribuiram para o meu desenvolvimento
académico.

A toda minha familia e amigos, sou muito grato pela forca, em especial minha
mae Selma, minha avé Avani e minha esposa Patricia.

Por fim, agradego ao apoio financeiro da ANP/PRH-25, ao CTPETRO, CT
BRASIL, FINEP e ao INCTMat.

iii



You tell me we can start the rain
You tell me that we all can change
You tell me we can find something

to wash the tears away.
[ron maiden



Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre existéncia e unicidade de solucoes
do tipo onda viajante para duas classes de equacoes diferenciais. A primeira delas
consiste de um sistema que modela a propagacao de uma frente de temperatura em
meios porosos. Tal modelo é utilizado em métodos térmicos aplicados & recuperacao
de 6leo em engenharia de petréleo. Para este modelo sao provados a existéncia e
unicidade de uma solugao do tipo onda viajante para uma faixa de velocidades de
propagagcao a partir de um valor critico. A existéncia é provada usando técnicas de
perturbacao singular geométrica e a unicidade usando a integral de Melnikov. A se-
gunda classe consiste de uma equacgao do tipo reacao-difusao conhecida na literatura
como a equacgao KPP. Esta equagao aparece em problemas de reacoes quimicas auto-
cataliticas isotérmicas. Usando técnicas similares as da primeira classe sao obtemos
resultados analogos de existéncia e unicidade de solugoes do tipo onda viajante. O
trabalho termina com o estudo da estabilidade espectral daquelas ondas viajantes
com velocidades nao criticas da equacao KPP sob perturbagoes em um espaco de
Banach com peso.

Palavras-chave: Ondas Viajantes, Modelo de Combustao, Equacao KPP, Es-
tabilidade.



Abstract

In this work is presented a study about the existence and uniqueness of traveling
waves solutions for two classes of differential equations. The first of them is a
system modeling a temperature front propagation in a porous media. This model
come from a thermal method applied to oil recovery in petroleum engineering. For
this model it is proved the existence and uniqueness of a traveling wave solution for
a range of propagation velocities above a critical value. The existence is proved by
the geometric singular perturbation technique and the uniqueness by the Melnikov
Integral. The second class is a reaction-diffusion equation known in literature as
the KPP equation. This equation come from isothermal autocatalytic chemical
reactions problems. By analogous techniques used in the first class are obtained
analogous results on the existence and uniqueness of traveling wave solutions. The
work finishes with the spectral stability study of the traveling waves with non critical
velocities of the KPP equation under perturbations in a weighted Banach space.

Key-words: Traveling Waves, Combustion Model, KPP Equation, Stability.
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Capitulo 1

Introducao

Reservatorios petroliferos com 6leos de alta viscosidade sao comuns no Nordeste
brasileiro e em outras partes do mundo. Essa alta viscosidade do 6leo gera muitas
dificuldades para a producao. Em primeiro lugar, 6leos viscosos se deslocam pelo
reservatorio com maior dificuldade, retardando a producao. Por outro lado, nos pro-
jetos de recuperacao secundaria convencionais, a agua injetada no reservatorio, por
ter uma viscosidade bem menor que a do 6leo, se desloca por caminhos preferenciais
deixando grandes areas do reservatoério nao varridas.

A combustao in-situ é um método térmico de recuperacao que consiste em pro-
vocar uma frente de temperatura no reservatério com o objetivo de diminuir a vis-
cosidade do 6leo, favorecendo o seu deslocamento. No entanto, a utilizacao desse
método pode trazer altos riscos ao meio ambiente e as vidas envolvidas. Portanto,
um planejamento cuidadoso, baseado em simulagoes numéricas e analise dos modelos
matemaéticos envolvidos, é necessario antes da aplicacao desse método.

O modelo matemético do método térmico, aqui estudado, consiste, a principio,
de um sistema de equacoes diferenciais provenientes das leis de balango de massa
das fases, do balanco de energia e da lei de Arrhenius, que fornece a taxa de reagao
entre o oxigénio injetado e o combustivel presente no reservatorio. A metodologia
para estudar este sistema ¢ supor que o mesmo possua solucao do tipo onda viajante,
ou seja, uma onda que nao muda de forma com a evolugao do tempo. Com isto,
uma mudanga de variaveis transforma o sistema de equagoes diferenciais (que inclui
equagoes diferenciais parciais e ordinarias), em um sistema de equagoes diferenciais
ordinérias, o qual passa a ser o objeto de estudo. A existéncia de uma onda viajante,
é equivalente a existéncia de uma 6rbita do sistema de EDO’s, conectando dois pon-
tos de equilibrio, que representam, respectivamente, a configuracao do reservatério
petrolifero, antes e depois da passagem da frente de temperatura.

Foi provado em [Da Mota| que a existéncia de uma tal onda viajante depende
de sua velocidade de propagacao. Mais precisamente, existe um valor critico de
velocidade o* > 0, tal que o sistema possui solugao do tipo onda viajante se, e
somente se, a velocidade de propagacao da onda for maior ou igual & o*. Além
disso, a tnica onda que é forte, ou seja, que corresponde & uma 6rbita do sistema
de EDOQO’s associado que se estabiliza de forma exponencial, tanto no menos infinito
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como no mais infinito, é a onda de velocidade o*.

Na literatura existem alguns resultados de estabilidade para a onda viajante forte
(de velocidade o*), mas pouco se sabe a este respeito das demais ondas. Nesta dis-
sertacao, além de estudarmos o modelo de propagacao de uma frente de temperatura
no método da combustao in-situ, estudaremos também a equagao de Kolmogorov-
Petrovskii-Piscounov, conhecida na literatura como equacao KPP. Esta equacao
possui propriedades semelhantes as do modelo de combustao em meios porosos,
sendo que para esta equagao, existem estudos de estabilidade para as ondas que
nao sao fortes [Wu|. Com isto, esperamos no futuro, utilizar as técnicas de [Wu,
para estudar a estabilidade das ondas nao fortes do modelo da combustao in-situ
em meios Porosos.

1.1 Organizagao da Dissertacao

O Capitulo 2 é um apurado das ferramentas utilizadas para provarmos a existéncia
de ondas viajantes, tanto para o modelo da combustao in-situ, quanto para a equagao
KPP. As Segoes 2.1 e 2.2, consistem de uma breve revisao da teoria bésica das EDO’s
segundo [Doering| e [Sotomayor|. Na Segao 2.3, estudamos aproximagoes assintoticas
e suas aplicagoes em equagoes diferenciais ordinérias segundo [Holmes|, [Bender]
e |Coppel]. Na Segao 2.4, elementos mais especificos da teoria sao apresentados,
como os conjuntos invariantes e os importantes teoremas das variedades estaveis,
instaveis e centrais. Em [Chicone| o leitor pode aprender mais sobre conjuntos
invariantes e em |Carr| e [Phongi| encontrard uma boa quantidade de informagoes
sobre variedades centrais. Na Secao 2.5, temos uma breve introdugao da teoria
da perturbacao singular geométrica. Aqui apresentamos os principais resultados
para provar a existéncia das ondas viajantes para as equacgoes estudadas. O leitor
interessado neste ramo da matemaética pode comecar por [Jones|, mas a prova dos
resultados s@o encontradas em [Fenichel|. A Segao 2.6 trata da integral de Melnikov,
ferramenta utilizada para provar a unicidade das ondas viajantes fortes. Detalhes
sobre esse assunto encontram-se em |Chicone| e [Schecter].

O Capitulo 3, trata de ondas viajantes e de resultados de estabilidade. Inicial-
mente definimos o conceito de forma mais geral segundo [Sandstade| e depois nos
focamos na classe de equagoes parabolicas segundo [Volpert|, [Smoler| e [Gardner|.

O modelo da Combustao in-situ é estudado no Capitulo 4 segundo [Da Motal.
Na Secao 4.1, obtemos o sistema de equagoes diferenciais que governa a propagacao
da frente de temperatura no meio poroso e o equivalente sistema de EDQO’s. Na
Secao 4.2, construimos o retrato de fase desse sistema e na Secao 4.3, provamos
que a existéncia de uma 6rbita do sistema de EDQ’s, correpondendo & uma onda
viajante do modelo, depende de sua velocidade de propagacao.

A equacao KPP é estudada no Capitulo 5. Na Secao 5.1, provamos a existéncia
de ondas viajantes e obtemos algumas propriedades. Os autores [Billingham| e
[Barnes|, utilizam técnicas de analise numérica para garantir a existéncia da onda
viajantes. Apesar de utilizarmos algumas idéias destes autores, nossa demonstragao



é baseada na teoria da perturbacao singular geométrica, assim como no Capitulo 4.
Na Secao 5.2, estudamos a estabilidade das ondas viajantes nao fortes, obtidas na
Secao 5.1, utilizando as técnicas de [Wul.

Por fim, o Capitulo 6, traz as consideragoes finais deste trabalho.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Para apresentar as ferramentas que utilizaremos ao longo desta dissertacao,
faremos, neste capitulo, uma breve revisao bibliografica de varios topicos da teoria
das equacgoes diferenciais ordinarias. Para nao perder o foco, enunciamos todos os
resultados a serem utilizados sem prova-los, mas suas demonstracoes podem ser
encontradas na literatura indicada na Secao 1.1.

2.1 Conceitos Iniciais

Dado um campo vetorial f € C'(Q,R™), onde Q C R™ é um aberto, o teorema
de Picard, garante que o Problema de Cauchy

o = f(x)
{I(O) _ (2.1)

possui uma tnica solugao local definida em um intervalo maximo I(z() contendo 0.
Tal solucdo é chamada de trajetoria de f por xy do problema (2.1).

Quando o campo f € linear, ou seja, uma matriz n X n, temos que

I(zo) =R, Vzy € Q = R".

O conjunto imagem de cada trajetoria passando por x é denominado de drbita
de f por . Como cada solucdo de (2.1) é de classe C?, cada 6rbita é um conjunto
conexo, constituindo uma curva parametrizada de classe C? e sem auto-intersecoes.
Uma orbita orientada é uma 6rbita munida da orientacao do tempo crescente da
trajetoria associada. O retrato de fase do campo f é a particao do conjunto 2 em
orbitas orientadas.

Analisando as propriedades do retrato de fase, podemos inferir algumas proprie-
dades das solugdes do problema (2.1), sem necessariamente, conhecer estas solugoes.

Se ty € I(x), Vo € Q, definimos o fluzo de x no tempo ty, como sendo a aplica¢ao
b1, + 2 — R™ dada por ¢y, (xg) = x(to), onde x é a trajetoria de f por xy. Apesar de
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induzir a uma confusao inicial, costumamos escrever ¢;(x) = z(t), deixando implicito
que o "z" no argumento do fluxo é um ponto (a condi¢ao inicial do problema de
Cauchy) e o z(t) é a trajetoria pelo ponto x no tempo ¢. Assim, enquanto a trajetoria
diz respeito ao comportamento da solugao em funcao do tempo, o fluxo no tempo ¢,
diz respeito & posicao da solugao no tempo ¢, em fungao da condigao inicial. Sendo
Qo =A{(t,z) e RxR"2e€Q e te l(x)}, definimos o fluzo de f, como sendo a

aplicagao ¢ : g — R" dada por ¢(t,x) = ¢¢(x).

O fluxo de f satisfaz as seguintes propriedades:

¢ ‘
E(tv 33) = f(¢(tv x))a

o O(t,Pp(s,2)) = Pp(t+s,2), Vt,t+s € I(x).

Exemplo 1: Considere o sistema 2’ = fi(z), onde o campo de vetores ¢ dado por
fi(z1, 2o, ..., x,) = (1,0,...,0) = ey,
com condicao inicial z(0) = (1, za, ..., Tp).
A trajetoria deste problema é

z(t) = (1 +t, 29, ..., 2y).

O fluxo desta equacao é dado por

O(t, 1, X9, .y Ty) = (T1 +E, 29, .., Tpy).

O fluxo do campo dado no Exemplo 1 é chamado de fluzo tubular. O retrato de
fase deste sistema, para n = 2, esta ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Retrato de fase do campo f1; do Exemplo 1.

Sejam f1 : Q0 — R™ e fy : 29 — R™ dois campos de vetores com respectivos
fluxos ¢; e ¢?. Dizemos que os campos fi e fo (ou os fluxos ¢! e ¢?) sao topologi-
camente conjugados, quando existe um homeomorfismo ¢ : {2y — 25, denominado
conjugacgao topologica, tal que

¢jog=go¢, VteR
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Quando ¢ for um difeomorfismo, dizemos que os campos sao diferencialmente
conjugados.

Dois sistemas diferenciavelmente conjugados tem propriedades dinadmicas
semelhantes. Em particular seus retratos de fase diferem por uma mudanca de
coordenadas diferenciavel. As conjugacoes diferenciaveis estao para os sistemas di-
namicos, assim como os isomorfismos estao para a algebra, ou os homeomorfismos
estao para a topologia.

2.2 Singularidades

Dizemos que z € ) é uma singularidade, ou ponto de equilibrio, do campo f,
quando f(z) = 0. Um ponto que nao é de equilibrio é chamado de ponto regular.

A trajetoria do sistema (2.1) por um ponto singular xy é sempre trivial, isto é,
z(t) = xg, YVt € I(xg) =R.

O teorema a seguir estabelece que, localmente, o fluxo de qualquer campo de
classe C!, em torno de pontos regulares, é diferenciavelmente conjugado ao fluxo do
campo f; dado no exemplo 1. Portanto, o retrato de fase de qualquer campo da classe
C!, em torno de pontos regulares, difere apenas de uma mudanca de coordenadas
diferenciavel.

Teorema 2.1 (Teorema do Fluxo Tubular) Seja x¢ € Q um ponto regular para
o campo f € CH(Q,R"). Entao existem uma vizinhanga V C  de xo, um aberto
U C R"Y, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : V. — (=r,r) x U, que
conjuga o campo f com o campo fi1 do Fxemplo 1.

O retrato de fase nas vizinhancas de pontos de equilibrio, ndo é tao simples
assim, podendo haver uma grande variedade de comportamentos distintos.

Dizemos que uma singularidade zy de um campo f : Q — R" é estdvel quando
dado € > 0 existe > 0 tal que x € Q e |z —x| < J implica |p(t, z) —xo| < €, Vt > 0.
Ou seja, xp ¢ uma singularidade estavel quando as 6rbitas que comegam suficien-
temente proximas de xy, permanecem proximas de xp. Uma singularidade estavel,
é dita assintoticamente estdvel, quando dado € > 0, existe 6 > 0 tal que z € Q e
|z — xo| < ¢ implicam |o(t, x) — zo| < €, ¥Vt > 0 e limy,o0 (¢, ) = 9. Uma singu-
laridade assintoticamente estavel, é dita exponencialmente assintoticamente estdvel,
quando dado € > 0, existem d,¢,u > 0, tal que x € Q e |x — xg| < 0 implica
| (2) — x| < cet, ¥Vt > 0. Uma singularidade estavel que nao é assintoticamente
estavel é chamada de indiferente. Uma singularidade que nao é estavel é chamada
de instdvel.

O proximo teorema nos permite analisar a estabilidade de um ponto de equilibrio
através dos autovalores da matriz jacobiana do campo.



Teorema 2.2 (Liapunov-Perron) Considere um campo f € C1(Q,R"™) e zy uma
singularidade de f.

1. Se todos os autovalores da matriz jacobiana f'(xq) tem parte real negativa,
entao xq € assintoticamente estdvel;

2. Se algum autovalor de f'(xq) tem parte real positiva, entao xqy € instdvel.

Dada uma singularidade xy para um campo f, dizemos que wzy é hiperbdlica,
quando todos os autovalores de f’(z() sdo nao nulos.

O préximo teorema fortalece a conclusao do teorema de Liapunov-Perron, acres-
centando a hipotese da singularidade ser hiperbolica.

Teorema 2.3 (Hartman-Grobman) Seja xo uma singularidade hiperbdlica do
campo f € CYQ,R"). FEntao existe uma vizinhanga V. C Q de xg, um aberto
U C R, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : V. — (—=r,r) x U, que
conjuga o campo f com o campo linear f'(xg).

2.3 Comportamento Assintoético

Sejam ¢,0 : I — R funcoes definidas em um intervalo I e ¢, € I. Dizemos

que a fungao g é "o" pequeno (16-se: 6 pequeno) de 6 quando t — ty , e escrevemos

g(t) = o(0(t)) quando t — tg, se, e somente se, § ndo se anular em uma vizinhanga
de ty e
t
tim 20—,
t—to O(t)

Dizemos que g é "o" grande (1é-se: 6 grande) de 6§ quando t — ty , e escrevemos
g(t) = O(0(t)) quando t — ty, se, e somente se, § nao se anular em uma vizinhanga
de g e a fragao g(t)/0(t) for limitada nesta vizinhanga de t, isto é, se existem § > 0
e M > 0 tais que

g(8)| < MIO(t)], Vt € (tg — 6.t + 8) N I.

Note que se ¢g(t) = 0(6(t)) quando t — 1, entao g(t) = O(0(t)) quando t — .

Algumas propriedades tteis sao:

1. Seja ¢ > 0. Se g(t) = O(t°) quando t — 0, entdo g(t) = o(t’) quando t — 0,
Vb € (0,¢);

2. Se g(t) = O(6(t)) quando t — 0, entao |g(t)|° = O(|0(¢)|°) quando t — 0,
Ve > 0;
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3. Se g1(t) = O(0:(t)) e g2(t) = O(h2(t)) quando t — 0, entao

g1(t) +g2(t) = O(|0:(t)] +162(t)]) quando ¢t —0
g1(t)g2(t) = O(0:(t)02(t)) quando ¢t —0;

4. Se g(t) = o(0(t)) quando t — 0, com g e 6 continuas, entao

/Otg(a:)da: =0 (/Ot |9(9:)\da;) quando ¢ —> 0.

As propriedades (2) e (3) também sao validas com "o" no lugar de "O".

Ocorrendo g(t) —6(t) = o(0(t)) quando t — t¢, dizemos que € é uma aprozimagao
assintdtica de g quando t — t,. Neste caso escrevemos ¢(t) ~ 0(t) quando t — t.
Note que, g(t) ~ 0(t) quando t — t, é equivalente a

lim g(¢)/6(t) = 1.

t—to

Sejam ¢ : (—oo,a] — R uma fungdo e z € R. Dizemos que g(t) tende a z
exponencialmente, quando t — —oo, quando existem constantes a,b > 0 ety < a
tais que | f(t) — z| < ae®, Vt < ;. Sendo g : [a,00) — R, dizemos que g(t) tende a
x exponencialmente, quando t — oo, quando existem constantes a,b > 0 e ty € R
tais que |f(t) — x| < ae™™, Vt > to.

Note que, se f(t) —z ~ ae® quando t — —o0, entdo f(t) — x exponenci-
almente quando t — —oo. Analogamente, se f(t) — 2 ~ ae™" quando t — oo,
entdo f(t) — x exponencialmente quando t — co.

Outra propriedade interessante, é que se g : I — R ¢ lipschitziana, a € [ e
f(t) — a exponencialmente quando ¢t — o0, entao g(f(t)) — g(a) exponen-
cialmente quando t — +oo. De fato, se |g(z) — g(y)| < K|z —y|, Vax,y € [ e
|f(t) —a|] < Ae™Bt Vit > ty, temos |g(f(t)) — g(a)] < KAe Pt Vt > t,, donde
g(f(t)) — g(a) exponencialmente quando ¢ — oo. Analogamente se mostra para
t — —o0.

Séries de Poténcias Assintoticas

Dados um intervalo I, t, € I e uma funcao f: I — R, escrevemos

f(t) ~ Zan(t —tp)" quando t — ty,
n=0

se, e somente se,

k
F(6) =) an(t —to)" = o((t — to)*)  quando t — to, Vk € N.

n=0
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o0

Suponha que f(t) ~ Zan(t — to)" quando t — tg e g(t) ~ an(t — to)"
n=0 n=0
quando t — ty. Temos as seguintes propriedades:

1. Se a, f € R, entao

[e.9]

af () + B(t) ~ 3 (aan + Bb)(E —to)"  quando ¢ —> fo;

n=0

2. Se ¢, = Y iy aiby—;, entdo

f(t)g(t) ~ Z ca(t —to)" quando t — tg;
n=0

3. Se by # 0,do = ag/by € dp, = [an — 7= diby_1]/bo, ¥n > 1, entdo

t o
# ~ Zdn(t —t9)" quando t —> to;
n=0

g(t)

4. Se f é integravel em uma vizinhanga de ¢y, entao

t o]
a

dx ~ n
[Of<x>x >

(t —to)"™  quando t — ty;

5. Se f é derivavel em uma vizinhanca de ¢y com derivada integravel nesta
vizinhanga, entao

f'(t) ~ Znan(t —to)"!  quando t — tg.
n=1

Qutros resultados uteis sao:

1. Se p > 1, f"(t) é positiva para t suficientemente grande e f(t) ~ t¥ quando
t —» oo, entao f'(t) ~ ptP~! quando t — oo;

2. Se f(t) ~ g(t) quando t —> t5 e g nao muda de sinal em alguma vizinhanga
de ty, entao existe uma constante de integragao c tal que

t
/f(:z:)da:w/ g(x)dx + ¢ quando t — t.
t1

t
t1
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2.3.1 Solucoes Assintoticas para EDOs

Através de um exemplo, vamos ilustrar como obter aproximagoes assintoticas de
solugoes de uma EDO.

Exemplo 2: Paracadap > 1lec >0, seja f(z,y) = —1(z+y)?(1-z—y). Considere
o problema de Cauchy

{ fley@)y () +1] = —cy(z), =zeR,
y(0) = 0.

Vamos procurar uma expansao assintotica para uma solucao desse problema na
forma y(z) = ax® + o(z*), quando * — 0, onde a € R e o > 1 devem ser
determinados. Substituindo na equacgao, obtemos

— [z + az® + o(z)P[1 — v — az® + o(z®)][caz® t + 1+ o(z* V)] = —car®™ + o(x®),
c

isto é,

[z + az® + o(x™)P[1 — x — az® + o(z®)][eaz® * + 1+ o(z* V)] = caz® + o(z®).

Como a menor poténcia possivel no lado esquerdo dessa equacao é P e o coeficiente
. o 2 : / _ 2 _ zP

deste termo é 1, temos.que a=peca= 1,isto é, a = 1/c*. Logo y(x) = % +o(2P),

quando  — 0, ou seja, y(x) ~ %, quando x — 0.

Agora apresentaremos um resultado sobre o comportamento assintotico de certas
solugoes de sistemas lineares.

Teorema 2.4 Sejam Aq,..., A\, os autovalores, todos simples, de uma matriz qua-
drada A € M,(C), (aqui, M,(K) indica o conjunto de todas as matrizes quadradas
n X n com entradas no corpo K) com respectivos autovetores vy, ...,v,. Considere
um caminho continuo B : [tg, 00) — M, (C) satisfazendo

/OO IB(t)]dt < oo.

to

Entao existem x4, ..., x,, solucoes linearmente independentes do sistema
' =[A+ B(t)]z,

tais que
z;(t) ~ ey, quando t— o0 (i=1,...,n).

2.4 Variedades Invariantes

Seja 2 C R™ aberto. Dizemos que um conjunto £ C 2 é invariante pelo fluzo
de um campo f : Q@ — R", quando dado x € E, a Orbita que passa por z esta
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totalmente contida em E. Em outras palavras, F é invariante pelo fluxo quando a
seguinte implicacao for verdaddeira

reE = ¢x) €l Vtel(z).
Se tivermos apenas
reE = ¢x)€eE, Vtel(x)Nn][0,00),
dizemos que E é positivamente invariante. Se tivermos apenas
reE = ¢x)€E, Vtel(x)n (—oo,0],
dizemos que E é negativamente invariante.
Dizemos que E é localmente invariante pelo fluro de um campo f € CH(Q2, R"),
quando existe uma vizinhanca V' O F tal que, para todo t € R vale
ercE t>0 e ¢(0,t],z)CcV = ¢(0,t],z) C E;
ezcE t<0 e o(t,0,z)cV = &t0],r) CE.
Ou seja, nenhuma trajetéria por um ponto x € E, pode escapar E sem escapar de
V. Isto significa que se algum "pedago" de trajetéria por um ponto = € E, estiver

contido em V', deveréa necessariamente, estar contido em F. Como V' é um conjunto
aberto, uma trajetoria s6 pode escapar de F pela fronteira de V.

Se pensarmos no conjunto localmente invariante £ como um arco de uma curva,
entao as trajetorias passando por um ponto z € F s6 podem escapar de E pelas
suas extremidades e desde que estas extremidades nao pertencam a FE, ou seja, que
E nao seja um conjunto fechado, veja a Figura 2.2. Caso F seja fechado, entao nao
h& como uma trajetoria escapar de E sem deixar um pedaco fora de E e dentro de
V', pois V' é um aberto que contém F£. Logo uma curva localmente invariante que
inclui suas extremidades é um conjunto invariante.

Figura 2.2: Curva localmente invariante.

Toda superficie unidimensional (curva) invariante pelo fluxo é um prolongamento
de uma oOrbita, ou mais precisamente, uma uniao de é6rbitas interligadas.

Uma wvariedade n-dimensional ¢ um espago métrico M, cujos pontos possuem
vizinhangas homeomorfas a abertos do R™.
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Pontos, linhas, planos, arcos de curvas, esferas e toros sao exemplos de variedades.
Em particular, uma érbita é uma variedade 1-dimensional e esta seré a principal
variedade que trabalharemos neste texto.

Dizemos que S C R" é uma subvariedade k—dimensional se, para cada © € 5,
existem W C R¥ e U C R™ abertos comz € UNS e G : W — R” suave, tal que
UnsS=GW)e:

e Se k =n, entao G é a aplicagao identidade;
e Se k < n, entdo existem uma matriz inversivel A € GL,(R) e uma funcao
suave g : W — R tais que G(w) = A(w, g(w))!, Yw € W.
Neste caso, a aplicagao G : W — S, é chamada de carta de S em x e é possivel
mostrar que esta aplicacao é sempre inversivel.

Subespacos de R™ e superficies de nivel de uma aplicagao diferenciavel sao exem-
plos de subvariedades.

Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um espag¢o métrico conexo M, que
possui uma cobertura aberta | J, A, = M satisfazendo:

e Cada A, é homeomorfo a bola unitaria B = B;(0) C R™, ou seja, existe um
homeomorfismo h, : A, — B;

e Se A, N Ag # (), entdo hap = hy o h/gl D hg(Aa N Ag) — ha(Aa N Ap) €
diferenciavel e o determinante jacobiano det Dh,g(z) # 0, Vo € hg(Ay N Ag).

Quando h,g for de classe C* (respectivamente analitica), dizemos que M ¢ uma
variedade de classe C* (respectivamente analitica).

Um conjunto invariante pelo fluxo de um campo f, que tem estrutura de uma
variedade de classe C*, é chamado de variedade invariante de classe C*.

2.4.1 Variedades Estaveis, Instaveis e Centrais

No que segue, assumiremos que I(z) = R, Va € Q. Dado um ponto de equilibrio
ro de um campo f € C'(Q,R"), definimos os conjuntos estdvel e instdvel de g
respectivamente por

We(zo) = {y : lim ¢1(y) = o} e W (o) = {y : Jim¢(y) = o).

Os conjuntos estaveis e instaveis s@o sempre nao-vazios, pois xo € W¢(xg) N
Wi(zo). Além disso, sdo também invariantes pelo fluxo. Quando os conjuntos
We(zo) ou Wi(xg) forem variedades, sao denominados variedades estdvel e instdvel
de x( respectivamente.
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Dado um conjunto localmente invariante F, generalizamos o conceito de conjunto
estavel e instavel de E da seguinte maneira:

WeE) = {y: lim d(6(t,y), E) =0} e W(E)={y: lim d(6(t,y), E) =0}

Dado um campo linear f = A € M,(R), o espago R" pode ser decomposto em
soma direta de trés subespacos invariantes:

R"=F‘@® F'® F*,

onde todos os autovalores de A|pe, A|pi e A|pe tém parte real, negativa, positiva
e nula respectivamente. Observemos que o subespaco E° gerado pelos autovetores
associados aos autovalores de parte real negativa, (também conhecido como espag¢o
estdvel de A) esté contido em F°. Analogamente, E* C F' e E° C F*.

O teorema a seguir, revela muitas informacoes sobre os conjuntos estaveis e
instaveis de uma singularidade hiperboélica.

Teorema 2.5 (Adamar-Perron) Seja xy uma singularidade hiperbolica do campo
f € CFQ,R™). Entao W¢(zy) e W(xg) sao variedades invariantes de classe C*,
tangentes e com dimensoes iguais a E¢ e E (relativamente ao campo linear f'(xo)),
respectivamente. Além disso, existem constantes ¢, X > 0 tais que, para quaisquer
solugoes @ em W€(xzo) e em Wi(x)), temos as estimativas

lo(t) — || < ce™, WVt >0 e |Jwt) — x| < ce™, V<O,

Uma propriedade das variedades estéveis e instaveis que faremos uso ¢ que as
orbitas contidas nestas tendem, assintoticamente, ao ponto de equilibrio z(, pelo
espaco tangente.

Caso a singularidade nao seja hiperboélica, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.6 (Teorema da Variedade Central) Seja xy uma singularidade nao
hiperbolica do campo f € C*(Q, R™). Entdo existe uma variedade invariante de classe
CF=1, denotada por W¢(xy), tangente a E° (relativamente ao campo linear f'(xq))
em .

Em geral, uma variedade central ¢ uma variedade invariante diferenciével que é
tangente & E° em xy. Assim, o teorema da variedade central garante a existéncia
de variedades centrais. Existem exemplos que mostram que um campo pode, até
mesmo, ter infinitas variedades centrais, veja [Carr].

O comportamento destas variedades invariantes e subespacos esta esquematizado
na figura 2.3.
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Figura 2.3: Variedades estavel, instavel e central de um campo linear (a) e um campo
nao-linear (b). Fonte: [Magnitskii].

t we (%0

Figura 2.4: Comportamento das érbitas que comegam proximas de W€(x).

Seja zo € R? um ponto de equilibrio com uma variedade estével e outra central.
Uma propriedade interessante das variedades centrais é que as orbitas, em uma
vizinhanca de g, que comecam proximas da variedade central sao atraidas pela
variedade central, veja a Figura 2.4.

Em geral, a dificuldade de se calcular as variedades centrais, estaveis ou instaveis
equivalem a resolver a EDO. Nao obstante, aproximacoes assintoticas das variedades
estaveis e instaveis nos pontos de equilibrio sao obtidas sem tanta dificuldade pelos
espagos tangentes. Ja para as variedades centrais, as aproximagoes assintoticas sao
obtidas da seguinte maneira.

Suponha que xy = 0 seja uma singularidade nao hiperbolica do sistema (2.1).
Em uma base de autovetores, o sistema (2.1) pode ser reescrito na forma

v o= Au+ fi(u,v)
{v’ = Bv+f21(u,v), (2:2)
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onde fi : Q CR* — R™ e f5, : Q C R — R™ sao de classe C! satisfazendo
f1(0,0) = f2(0,0) = 0 e f{(0,0) = f}(0,0) = 0, a matriz A € M,,(R) tem todos
os autovalores no eixo imaginario e a matriz B € M,,(R) tem todos os autovalores
fora do eixo imaginario. Aqui, ny + no = n.

Teorema 2.7 Sendo h : W C R™ — R™ uma carta para a variedade central do
sistema (2.2), temos que h satisfaz o problema de Cauchy

W(z)[Az + fi(z, Mz))] = Bh(z)+ fa(z, h(z))
{ h(0) _ 0. (2:3)

Exemplo 3: Para ¢ > 0 e p > 1, considere o sistema

{ wo= v (2.9

—cv —uP(1 — u).

Sendo z = (u,v), este sistema pode ser escrito na forma auténoma

onde F(z) = F(u,v) = (v,—cv —uP(1 — u)). A matriz jacobiana desse sistema é

JF(z) = ( upl((pfl)u - ) —10 ) '

O ponto @ = (1,0) ¢ uma sela, pois os autovalores de JF(Q) sdo A\ = [—c+(c*+
42]/2 > 0e Ay = [~c— (2 +4)"/?]/2 < 0, com respectivos autovetores u; = (1, \;)
e ug = (1, A2). A variedade estavel W¢(Q)) tem dimensao 1 (portanto ¢ uma curva)
e ¢ tangente a (1,\y) e a variedade instavel W¥(Q) também tem dimensao 1 e é
tangente a (1, ;). Dai, sobre a 6rbita contida em W*(Q), temos v ~ A(u — 1),
quando u — 17, ou seja, v(§) ~ A1 (u(§) — 1), quando & — —oo. Por outro lado,
sobre a orbita contida em W¢(Q), temos v ~ Ay(u — 1), quando u — 17, ou seja,
V(&) ~ Ag(u(§) — 1), quando £ — oc.

Quanto a origem P = (0,0), esta é uma singularidade nao hiperbdlica, pois 0 e
—c < 0 s@o os autovalores da matriz JF'(P) com respectivos autovetores v; = (1,0)
e v = (1 — ¢). Este sistema possui uma variedade estéavel W¢(P), de dimensao
1 tangente ao vetor (1, —c) e variedades centrais W¢(P) tangentes ao vetor (1,0).
Dai, sobre a variedade estavel W¢(P), temos que v ~ —cu quando u — 0, ou seja,
v(&) ~ —cu(§) quando & — oc.

A fim de obtermos uma aproximacao assintotica para a variedade central, vamos
usar os autovetores (1, —c) e (1,0) para transformar o sistema (2.4) na forma (2.2).
Basta fazer a mudanca de variaveis z = Mw, onde



Dai, sendo w = (z,y), o sistema (2.4) toma a forma

a = —r+yrQ—z—y) = fi(z,y)
(2.5)
y = —ay+l@e+y)P(l—z—y) =—cy— filz,y)

Pelo Teorema 2.7, sendo h uma carta para uma variedade central W¢(P), temos
que h é solugao do problema de Cauchy

W(@)fi(z, h(z))] = —ch(z) - fi(z, h(z))
h(0) = O

Este problema é equivalente ao problema

{f(%h(w))[h’(le] = —ch(z)
h(0) - 0,

que ja foi estudado no Exemplo 2 e portanto, temos que h(x) ~ xP/c* quando
x — 0. Voltando para as variaveis (u,v), temos que v = h(u) ~ —u?/c quando
u — 0.

2.5 Teoria da Perturbacao Singular Geométrica

Nesta secao introduziremos uma ferramenta poderosa desenvolvida por Fenichel
no final dos anos 70. Trata-se da teoria da perturbacao singular geométrica, cuja
motivagao surgiu na relagao de um sistema parametrizado por duas escalas de tempo.
As ferramentas desenvolvidas nesta secao serao tuteis para provar a existéncia de
solugoes do sistema proposto no Capitulo 3. O leitor interessado em mais detalhes
sobre o assunto pode consultar [Jones]

2.5.1 Teoremas de Fenichel

Considere os sistemas

J’J = f(l‘7ya 6) (2 6)
y = €eg(z,y.¢€) '
(@ = seno .7
y = g(z,y.6),
onde ' = %, T = %, r € R* y € R™, € é um parametro real, ;,€Q, C Rrtm+!

sao abertos e f: )y — R" e g : 29 —> R™ sao de classe C*°. Suponhamos que
f(z,y,0) =0, V (z,y,0) € Q.

O sistema (2.7) é obtido do (2.6) via a mudanga de variaveis 7 = et. Para € > 0
pequeno, a diferenga entre as solugdes destes sistemas ¢ que a solu¢ao de (2.6) se
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desloca mais rapidamente que a do sistema (2.7). Nao por menos, o sistema (2.6) é
chamado de sistema rdpido e o (2.7) de sistema lento.

Fazendo € = 0, estes sistemas se tornam

{x: = f(z,9,0) (2.8)

Yy = 0
0 = f(z,y,0)

A variedade diferenciavel My = {(z,v); f(z,y,0) = 0}, é chamada de variedade
lenta do sistema (2.9).

Seja (xg,yo) uma singularidade para o sistema (2.8), isto é f(xg,%0,0) = 0. A
matriz jacobiana do sistema (2.8) em (zg,yo) €

-Dmf(x(]?y()’o) Dyf(x(]?ymo)
0 0

Dizemos que a singularidade (xg, yo) do sistema (2.8) é normalmente hiperbélica,
se D, f(xo,yo) ndo possuir autovalores com parte real nula.

Teorema 2.8 (1° Teorema da Variedade Invariante de Fenichel) Considere
E C My uma variedade compacta e composta por singularidades normalmente hi-
perbdlicas para o sistema (2.8). Se € > 0 é suficientemente pequeno, entao existe
uma variedade de classe C*°, E., difeomorfa a E, localmente invariante pelo fluzo
(do sistema (2.6)) e tal que

sup{la —bl;a € E,b€ E.} =O0(e) quando € — 0.

O proximo teorema relaciona as variedades estaveis e instaveis dos sistemas (2.8)

e (2.6).

Teorema 2.9 (2° Teorema da Variedade Invariante de Fenichel) Seja M,
um conjunto compacto composto por singularidades normalmente hiperbolicas para
o sistema (2.8). Suponha que My seja grifico de uma fungao de classe C*>, cujo
dominio € compacto, simplesmente conexo e com fronteira sendo uma subvariedade
de classe C*™ de dimensao m—1. Se e > 0 € suficientemente pequeno, entao existem
variedades diferencidveis de classe C*°, W¢(M,) e W(M,), localmente invariantes
pelo fluzo (do sistema (2.6)), difeomorfas a W¢(My) e W' (My) respectivamente e
tais que

sup{|a — bl;a € W¢(M,),b € W¢(My)} = O(e) quando €—0
sup{la — bl;a € W' (M), b € W' (My)} = Ofe) quando e — 0.
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2.6 Integral de Melnikov

Considere o sistema planar
o = f(z,A), (2.10)

onde A € R” é um parametro e f : R**"» — R? & de classe C', donde z : R — R?
¢ de classe C2.

Seja & € R? um ponto regular para o sistema nao perturbado

= f(x,0) (2.11)

Para cada ¢ € R?, denotemos por ¢( . ,&,\) : R — R?, a solucao de (2.10) tal
que ©(0,&,\) = €. Defina f4(x) = Rf(z,0), onde

0 —1
Sy
e seja 1 o fluxo do sistema "ortogonal" 2’ = f*(x) em R2.

Note que ¥( . ,&) é transversal a ¢( . ,&p,0) e considere a se¢ao transversal

> = {(t,&):t € RY.

Suponha que tenhamos duas familias 1 = {xy; A € R*} e Fo = {yx; A € R™},
de solugoes de (2.10), parametrizadas por A, cujos membros sao transversais a 3 e
tais que, em A = 0, as solugdes correspondentes coincidam com ¢( . ,&p,0), isto é,
xo =10 = ¢( . ,&,0). Uma maneira de obtermos familias com estas propriedades é
fixar dois pontos &; e & na orbita correspondente & solugao nao perturbada e, para
cada A, a i-ésima familia consistindo das solugoes de (2.10), parametrizadas por A,
que passam por &;, ou seja, F; = {¢o( ., &, A\); A€ R} i =1,2.

A integral de Melnikov é uma ferramenta para obter informacoes sobre a taxa
de separacao entre essas duas familias de solucoes. Sejam p!, p? : R® — R funcoes
suaves com p'(0) = 0 e p’()\g) sendo o tempo gasto por v, para sair de &, e inter-
ceptar a orbita da i-ésima familia, correspondente a solugao de (2.10) com A = A,.
Denotemos por

Y A) = v(p'(A), &), A), i=1,2,
tais familias e observemos que v*( . ,0) = ¢( . , &, 0). Logo a solugio nao perturbada
(em X\ = 0) faz parte das duas familias. Além disso, 7*(0,\) = ¥(p*(A), &), donde
cada ~* tem valor inicial na secdo transversal 2.

Definimos a funcdao separadora sep : R — R por

sep(\) = (U(p'(N), &) — ©(p* (V). &), £ (&)
= [(&,0) A [¥(p'(N), &) — Y(p*(N), &),
= f(&,0) A [y'(0,4) =2*(0, )]
onde (.) denota o produto interno usual e (a,b) A (¢,d) = ((—d, ¢), (a,b)).

Observemos que sep(0) = 0. Além disso, pela unicidade das solu¢oes do problema
de valor inicial, temos que, sep(\) = 0 se, e somente se, Y1( ., \) =2( ., \).
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2.6.1 Conexoes Entre Selas

Sejam py, go € R? duas selas hiperbolicas para o sistema (2.11). Suponha que
exista uma oOrbita para o sistema (2.11) conectando py & qo, isto é, uma orbita cujo
conjunto a-limite é {pp} e o conjunto Q-limite é {qo}. Neste caso dizemos que a
orbita sai de pg e chega em qq. Observemos que a tUnica maneira de isto acontecer
¢ quando a variedade instavel de pg intercepta a variedade estavel de g (ou vice-
versa). Seja & um ponto regular dessa orbita. Pelo Teorema da Fungao Implicita,
para || suficientemente pequena, existem selas hiperboélicas para o sistema (2.10),
denotadas por py, g € R?, satisfazendo |py — pol, |gr — qo| = O(N), quando || — 0.

Uma quest@o importante é saber se ainda existe uma orbita do sistema (2.10)
conectando a variedade instavel de py a variedade estavel de gy, ou se pelo menos
estas variedades estao proximas.

Sejam y'( . ,\) e ¥2( . ,\) as solugoes de (2.10) contidas em W(py) e W¢(qy)
respectivamente.

Como antes, temos duas familias de solugoes parametrizadas por A. Observemos
que existe uma orbita conectando py a g, se, e somente se, sep(\) = 0.

O resultado a seguir fornece uma expressao para calcular a taxa de separacao
entre Y'( . ,A) e v*( . ,\). A integral que aparece na expressao ¢ conhecida na
literatura como integral de Melnikov. A demonstracao deste resultado pode ser
conferida em |[Chicone].

Teorema 2.10 Sob as hipdteses consideradas nesta secao, temos que

G0 = [ e |- [aiv ot canas] ot 1 g et

(2.12)

onde f(¢(s,&)) = f(e(s,%.,0),0).

Um problema anélogo ocorre quando ¢y deixa de ser um ponto de equilibrio
hiperbolico. Por exemplo, suponha que a matriz jacobiana do campo em ¢y tenha
dois autovalores, um com parte real nula e outro com parte real negativa. Neste
caso ainda temos uma variedade estavel tangente a gy e novamente podemos ter uma
orbita conectando py a go. Novamente uma tal o6rbita s6 existe quando a variedade
estavel de g intercepta a variedade instavel de py. A expressao para calcular a taxa
de separacgao entre as oOrbitas, neste caso, tem um termo adicional, como afirma o
proximo resultado provado em [Schecter].

Teorema 2.11 Sob as hipdteses consideradas nesta secao, temos que

%Ap 0 = S—Q<O>Arli%f<@<fa€o>>exp [— / div f(p(s,&0))ds| +
[ e |- [ v sots@ns] setan a A (ottan,
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onde f((p(s,&])) = f(@(safm O)a O)'

Observemos que se o ponto de equilibrio gy independe da variagao do parametro
Aj, entao a expressao do Teorema 2.11 se reduz a do Teorema 2.10.

23



Capitulo 3

Ondas Viajantes

Neste capitulo, estudaremos um tipo especial de solucao de equacoes diferenciais
parciais. Trata-se das solugoes do tipo onda viajante, que aparecem em diversos
problemas da matematica aplicada. Geometricamente, ondas viajantes sao ondas
que se movem a uma velocidade constante e mantendo o perfil. A Figura 3.1 ilustra
alguns tipos de ondas viajantes. Neste trabalho estaremos particularmente interes-
sados em ondas viajantes do tipo (¢), que sdo chamadas de frentes e ocorrem em
problemas de combustao.

(@) (b) f g{;

Figura 3.1: Alguns perfis de ondas viajantes.

Assim como no Capitulo 2, este capitulo tem o objetivo de apresentar mais
ferramentas que serao usadas ao longo da dissertacao. Assim, os resultados nao
serao demonstrados, todavia, podem ser conferidos na literatura. Para este fim,
sugerimos [Sandstade|, [Volpert] ou [Smoler].

3.1 Conceitos Iniciais

Sejam € C R? um aberto, X um espaco de Banach de funcoes u : Q@ — R
de classe C¥, D € X denso em X e P um polindémio de grau menor ou igual a k.
Sendo 0, : D — X o operador diferencial na variavel espaciale N : Y € X — X
uma funcao qualquer, consideraremos neste capitulo, equacoes diferenciais parciais
da forma

u = P(0;)u+ N(u). (3.1)
Seja ¢ : R — R uma funcao de classe C', onde [ < k é o grau de P. Uma
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solugao de (3.1) da forma u(x,t) = ¢(x — ct) se chama onda viajante de velocidade
de propagacgao c e de perfil ¢.

A mudanga de coordenadas £ = x — ct, chamada de coordenadas moveis, trans-
forma a equacdo (3.1) em

u = P(0c)u+ cOcu+ N(u). (3.2)

Assim, uma onda viajante ¢ é uma solucao da EDO de ordem [
0 = P(@g)u + Cagu + N(u),

a qual é equivalente a um sistema de EDOs de primeira ordem de [ equagoes da
forma

w = F(w,c), (3.3)

onde ' = d%, w= (u,v,u", ..., u"t) e F: Rl — R

Em geral, estamos a procura de uma onda viajante sujeita a certas condigoes de
contorno em 00, representando os estados de equilibrio do sistema proveniente do
modelo matematico. Assim, a onda viajante da EDP (3.1) corresponde & uma 6rbita

do sistema de EDO’s (3.3) conectando os dois estados de equilibrio em questao.

3.2 Estabilidade de Ondas Viajantes

A estabilidade de uma onda viajante é a propriedade que fornece informagoes
sobre o comportamento assintético de solugoes cujo dado inicial seja uma pequena
perturbagao da mesma.

Em equagoes homogeneas, translagoes de ondas viajantes ainda sao ondas via-
jantes, ou seja, sendo u(z,t) = ¢(xr — ct) uma onda viajante, para qualquer oy € R
fixado, a fun¢do w(x,t) = ¢(x + xo — ct) é uma onda viajante para a mesma EDP.
Dada uma onda viajante ¢, denotamos por ¢ o conjunto de todas as ondas viajantes
que sao translacgoes de ¢.

Linearizando a equagao (3.2) em torno de uma onda viajante ¢, obtemos
u = P(O)u+ cdeu+ N'(¢)u = Lu,
onde £ : D — X é um operador linear fechado, densamente definido e dado por

Lu = P(0¢)u + cogu+ N'(¢)u. (3.4)

Definigao: Sejam X um espac¢o de normado complexo, D(T') C X um subespago
de X e T : D(T) — X um operador linear. Dado A € C seja T\ =T — A, onde
I : X — X é o operador identidade. Dizemos que A € C é um wvalor reqular de T’
quando Ty ' : Th(D(T)) — X existir, for limitado e densamente definido, isto ¢,
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T\(D(T)) = X. O conjunto p(7T') de todos os valores regulares de 7" é chamado de
conjunto resolvente de T. O conjunto o(T) = C — p(T') é chamado de espectro do
operador T'.

Dados ¢ € (5, 7) e a € R, considere a secao de niimeros complexos

S(a,¢) ={A € C;¢ < arg(A —a)| <m, A # a}.

S(ad)

=

Figura 3.2: Secao S(a, ).

Seja X um espago normado complexo. Dizemos que um operador linear, fechado
e densamente definido 7" : D(T') — X & setorial, quando existem ¢ € (0,7/2),
ac€ReM>1tais que o(T) C S(a, ) e

(T = AN~ < VA e C—5(a,9).

A —al

Todo operador linear limitado 7" : X — X é setorial. Também é setorial o
operador linear £ dado no Exemplo 1 deste Capitulo.

O leitor interessado em exemplos de operadores setoriais e propriedades destes

pode consultar [Henry|. Para um aprofundamento em teoria espectral, sugerimos
[Edmunds].

Neste trabalho, estaremos interessados na estabilidade de ondas viajantes sob
perturbagoes em um espaco de Banach especifico.

Considere o espago de Banach Cupnir(R) = {u € C°(R);limg 400 u(§) = 0},
munido da norma

[ul] = sup [u(z)].
z€eR

Observe que toda funcdo u € Cyp;f(R), é uniformemente continua e limitada.

Dado um espago de Banach de fungoes reais (X, ||.||), podemos introduzir um
peso na norma do espaco e obter um novo espaco de Banach. Por exemplo, con-
siderando uma funcao peso positiva ¢ € C%(R), podemos definir um novo espaco
de Banach, (X, [|.|l;), por X, = {v;qv € X} com a norma |[v||, = ||qv||. De fato,
seja (y,) C X, de Cauchy, isto é, dado € > 0 existe ng tal que n,m > ny implica
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|Yn — Ymlly < €. Dai n,m > ng implica ||qy, — qyml|| < €, donde (qy,) C X ¢é de
Cauchy. Como X é um espaco de Banach, existe y € X tal que qy, — y em X,
ou seja, dado € > 0, existe ng tal que n > ng implica ||qy, — y|| < €. E claro que

y/q € Xq e n > ng implica |ly, —y/qlly = [|(qyn — v)/allq = llayn — yl| < €. Logo
Yo, — y/q em X, e assim X, é um espaco de Banach.

Para cada o > 0, considere o espaco de Banach C,, obtido a partir de C,;f(R),
via a fungao peso ¢o(€) = 1 + e*¢. Considere também os subespagos

O’?mszR) = {U € C2(R)a u, U’/a U” S Cumf(]R)

C? = {u e C*(R);u,u,u" € C,}.

Definigao:  Dizemos que uma onda viajante u(z,t) = ¢(x — ct) é estdvel com
translag¢do na norma ||.||», quando dado € > 0, existe § > 0 tal que, se § € Cypif(R),
0—¢ € Cqell—o|a <, entdo asolu¢ao v da EDP, com condigao inicial , existe
paratodo ¢t > 0, ¢ tnica, e satisfaz v(.,t) € {w € Cunif(R);w—¢ € Cy e [[w—plla <
€ paraalgum ¢ € ¢}, Vt > 0. Quando, além disso, existir ¢* € ¢ tal que
lim;_, . v = *, dizemos que ¢ é assintoticamente estdvel com transla¢ao. Quando,
além disso, existirem constantes a,b > 0, tais que ||[v(.,t) — ¢*||o < ae™™, Vt > 0,
dizemos que ¢ é exponencialmente assintoticamente estavel com translagao. O termo
"com translagao" é removido dessas defini¢coes de estabilidade, quando pudermos
tomar a propria ¢, em vez de translagoes dela.

3.2.1 Equacgoes Parabdlicas

Passemos agora do caso mais geral para o de nosso interesse e considerando o
sistema parabolico

onde z € Rjt > 0, u : R x [0,00) — R™, A é uma matriz diagonal n x n com
entradas reais e f : R" x R” — R" é uma fungao continua dada.

Suponha u(z,t) = ¢(£) uma onda viajante para a equagao (3.5), onde £ = x —ct
e suponha que existam os limites

lim ¢(f) = Qx.

E—+oo

Agora considere o operador L, : C2> — C,, obtido pela linearizacao da equagao
(3.5):
£au = Auff + (CI + D2f(¢7 ¢,))U£ + D1f<¢> ¢/)'LL,

onde D1f(w17 wz) = f,<w17w2)|R”><{0} € D2f(w1,w2) = f,<w17 w2)|{0}an-

Neste contexto, temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.1 Se L, ¢ um operador setorial e existe 6 > 0 tal que o espectro
0(Ly) C {X € C;Re(N) < —0}, entao a onda viajante ¢ € exponencialmente as-
sintoticamente estdvel com translagao na norma |||,

Exemplo 1: Neste trabalho estudaremos a equacao KPP

Up = Ugy + P (1 — u), p> 1.

No Capitulo 5, provaremos a existéncia de ondas viajante para esta equacao.
Além disso, nas coordenadas moéveis £ = x — ct, esta equacao pode ser reescrita na
forma

Uy = £u + f(¢C7u)7

onde )

u > Lu = uge + cug + [pgt — (p+ 1)¢Pu

f(@e;u) = F(de+u) = F(¢e) = F'(¢c)u,
F(u) = u"(1—u).

e ¢. ¢ a onda viajante de velocidade c.

Como o operador L ¢ setorial (ver [Henry]), Pelo Teorema 3.1, basta analisarmos
onde se encontra o espectro do operador L, : C, — C,, dado por L,v = Lv, para
obtermos resultados de estabilidade para a onda viajante ¢..

3.2.2 Espectro de Operadores Diferenciais Parabélicos

O Teorema 3.1 revela a importancia de determinar onde se encontra o espectro
de certos operadores diferenciais. Esta secao é devotada ao estudo da localizacao do
espectro de operadores diferenciais parabolicos.

Seja X um espaco de Banach. Dado um operador linear fechado e densamente
definido T': D € X — X. Dizemos que um autovalor A € C de T, tem multiplici-
dade algébrica finita quando

dim U ker(T — A )* < oo,
k=1

Neste caso, este ntimero, ¢ por definicao a multiplicidade algébrica de A. Caso
contrario, dizemos que A tem multiplicidade algébrica infinita.

Denotamos por ¢,,(T"), o conjunto de todos os autovalores de T', de multiplicidade
algébrica finita. O conjunto o.ss(7) = o(T') —0,(T") ¢ chamado de espectro essencial
de T
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Novamente, seja ¢ uma onda viajante para a equacdo (3.5) e consideremos o
operador linear fechado e densamente definido £ : C7,, ((R) — Cunis(R) dado por

Lu = Auge + (¢ + Daf (¢, ¢'))ue + di f(¢, ¢')u.

Supondo que existam ay = limg_, 1o Do f(P(€), ¢'(€)) e by = lime_, 100 D1 f(P(£), ¢'(£)),
definimos os operadores Lz : C},; :(R) — Cunis(R) por

u

Liu= Auge + (c+ ai)u§ + biu.
Com respeito ao espectro dos operadores £ temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam a,b,c €R e L: C ; ((R) — Cunig(R) dado por
Lu = au” + bu' + cu.
Entao o espectro (L) de L consiste no grifico da fungdo

At) = —at® +ibt +c, t € R.

Exemplo 2: Para cada p > 1 voltemos a considerar a equagao KPP
Up = Uy +uP (1 — ).
Provaremos no Capitulo 5 que existe ¢* > 0, tal que esta equagao possui solucao

do tipo onda viajante u(z,t) = ¢(x — ct) se, e somente se, ¢ > ¢*. Além disso, neste
caso, temos lime oo ¢(§) = 0 e lime, o ¢(€) = 1.

Defina £ : C}, ((R) — Cunis(R) por
Lo = vee + cvg + pd? ' — (p+ 1)¢P)v.
Neste caso, temos L£,v = vge + cve € L_v = vge + cvg — v. Pelo Teorema 3.2,
temos que o espectro dos operadores L. sao exatamente as imagens das fungoes

A (t) = —t* +ict e \_(t) = —t* +ict — 1. A imagem destas fungoes sao as parabolas
S, ilustradas na Figura 3.3.

A importancia de se calcular o espectro dos operadores L. reside no seguinte
resultado.

Teorema 3.3 (Lema de Weyl) O conjunto o(L;) U o(L_) divide C em compo-
nentes, sendo que uma destas componentes, digamos §2, satisfaz

{ANeEC;ReAN>0}CQ e 05N =0.

Exemplo 3: Voltando ao Exemplo 2, pelo Teorema 3.3, temos que

sup{Re \; X € g.55(L)} < 0.

Uma vez que o Teorema 3.3 informa a localizacao de o.4(L), resta-nos analisar
a localizagao dos autovalores de multiplicidade algébrica finita.
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Capitulo 4

Ondas Viajantes na Combustao
In-situ

O método da combustao in-situ consiste em injetar oxigénio no reservatorio
fazendo com que parte do combustivel presente entre em ignicao. Uma pequena
parte do 6leo é queimada, gerando uma frente de temperatura, que se propaga pelo
reservatorio, aquecendo o 6leo e promovendo seu deslocamento. Uma vez aquecido,
o 6leo tem sua viscosidade reduzida, o que favorece seu deslocamento e aumenta a
eficiéncia dos métodos convencionais de recuperacao secundéria, como a injecao de
agua.

Neste capitulo, estudaremos um modelo matemaético que governa a temperatura
e concentracao de 6leo, em uma camada do reservatoério, no processo da reagao
provocada pela combustao in-situ.

4.1 Modelagem Matematica

Nesta secao vamos trabalhar com equagoes de balanco de massa e de energia
ambientadas em um meio poroso representando um reservatorio petrolifero. Faremos
algumas hipoteses, obtendo certas simplificacoes nas equacoes e, como resultado, um
modelo matematico que descreve a temperatura e a concentragao de 6leo ao longo
do reservatorio.

Consideremos um meio poroso unidimensional, de comprimento [, saturado por
6leo. Assim, sendo x a variavel espacial e t a temporal, temos 0 < x <let>0. A
reacao quimica nesta camada tem a seguinte forma:

[reagente solido|+[reagente gasoso| — [produto gasoso| + [calor].
Para obtermos as equagoes de balango, assumiremos que o gés, a rocha e o
6leo estao, localmente e durante todo tempo, em equilibrio térmico. Além disso,

a porosidade sera constante e independente da concentracao do 6leo em toda a
camada. Desconsideraremos a perda de calor para a formagao.
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Os subscritos g, r e ¢ se referem respectivamente ao oxigénio injetado, a rocha e
ao 6leo no reservatorio.

Denotaremos por:

T = T(xz,t): a temperatura no ponto x € (0,1) no instante ¢t > 0 (parametri-
zada de forma que T = 0 seja a temperatura de igni¢ao);

e 7. =1.(x,t): a concentragdo de combustivel;

e YV =Y (z,t): fracio massica de oxigénio no estado gasoso;
o v, = v,(z,t): velocidade do gas;

e p=p(z,t): pressao;

e p, = py(T,p): densidade do gas;

e p,.: densidade da rocha;

e ¢: porosidade;

e \: condutividade térmica;

e c,: capacidade calorifica do gas a pressao constante;

e ¢, e c.: calor especifico da rocha e do 6leo respectivamente;
e r: taxa de 6leo consumido na reagao quimica;

e m e my: coeficientes estequiométricos massa-peso do oxigénio e do gas respec-
tivamente;

Q.: calor da reagao;

K resisténcia de fluxo aparente na lei de Darcy.

Consideremos as seguintes equagoes:

Balanco de energia:

0 0 0T
1000 T + (1= Opees T+ meeT) = == lpyeq, ]+ Qer + A (4.1)
Balanc¢o de massa de combustivel:
8820 = —r; (4.2)
Balanc¢o de massa do oxigénio:
O 100V ) + oY) = —mr (4.3
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Balanco de massa total de gas:
0
[¢pg] [ngg] = Mmyr; (4.4)

Lei de Darcy:

dp

Uma versao da lei de Arrhenius nos da

A (Yp)onee EIRT se T >0
0 , se T <0,

T =

onde A. é a constante de Arrhenius, F é a energia de ativagao, a é a ordem de taxa
de reacao gasosa e R é a constante universal dos gases.

Com o objetivo de trabalharmos com variaveis adimensionais, fazemos o seguinte
ajuste:

t t*v T p P Ne
P — 97 T:_*7 p:_*a p:_zv 77:_0
T p Py ne

onde o "*" indica um valor de referéncia para a respectiva variavel e 77 é a con-

centracao de combustivel inicial. Assim, 0 < n < 1 é a fragdo de 6leo queimado
remanescente.

Com esses ajustes o sistema (4.1)-(4.5) se torna

ooy + (= OhpeeetafnedT] =~ lgppen ]+ S
t*né’A}Q*c(p*)a WT.n.Y.p)  (46)
o= —EAGW)NT YD) (4D
§[¢p;pYJ+§[p;va1 = AT Y.p) (48)
O loypl+ o] = AL R Yi)  (49)
v o= —%%, (4.10)

onde

&, ,—E/RT*T
h<T7777Y7 p) = { <Yp) e ’ e I>0

0 , se T <0.

33



Dividindo (4.6) por (1 — @)p,c,, (4.8) e (4.9) por p;, obtemos

0 0 0T
a[(a +on)T| + %[CUT] = dh(T,n,Y,p) + )\@
on
T~ _AWMT, Y
5 h(T,n,Y,p)
2[¢ Y] +3[ UY] = —Bh(T Y. )
ot 1Y 837 Y - 1, ¥, p
0 0
el - = Dh(T.n,Y,
Er [pp] + pe [pv] h(T,n,Y,p)
dp
_ _g® 4.11
v o (4.11)
onde
_ ppeg (L= d)prer e o PaPC
(1= o)prcy ’ (1= o)prc:’ (1- Qbiprcr’
A=A (pH)° g - AmQe e (4.12)
CA X ’ T+(1 —j)grcr’ (x*)z(tl* —P)prcy’ '
B:m*/rlc7 ‘D_mg nc? K: p*?
0 0 (z*)

As quantidades em (4.12) dependem das propriedades fisicas do reservatorio e,
salvo D, sao todas nao-negativas.

Neste trabalho estudaremos uma versao simplificada do sistema (4.11). Para
obtermos um sistema mais simples, vamos supor que os fluidos sao incompressiveis
e negligenciar as variagoes de volume e pressao durante as rea¢oes quimicas. Além
disso, vamos supor que p e (Yp)® sao constantes e my, = 0, donde D = 0. Com a
injegao de oxigénio em x = 0, vamos supor que todo o combustivel é queimado e a
frente de reacao se propaga para a direita.

Como D = 0, e ¢ e p sdo constantes, segue que dv/dzx = 0, isto é, v depende
apenas de t.

Com estas simplificagoes, denotando por u a temperatura e y a concentracao
de combustivel no reservatorio, obtemos um modelo que governa a temperatura e a
concentracao de 6leo em uma camada do reservatorio:

Dl(a+byu] + L(cu) = df(u,y) + A4
{ Flerwplrilod — dlunes 119

onde

2" E/BT™0 g0 4> ()
flv,2) = { 0 se v<0,
A = t"A.(p"Yp)~

e os demais parametros estao definidos em (4.12).
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4.1.1 Ondas Viajantes

Considere o conjunto

G:{fGCI(R); existe Elim f(§) e lim f’(f):O.}

—+too E—+oo

Uma onda viajante para o sistema (4.13) com velocidade o, conectando o es-
tado wy = (ug,yo) (& esquerda) ao estado w; = (u1,y;) (& direita) é uma solugao
w = (u,y), onde u(x,t) = v(z — ot), y(x,t) = z(x — ot) e (v, z) € G?, satisfazendo

gEr_n 2(&) = 2o e Sli)m 2(&) =z (4.14)
6ll}lr_n v(€) = vy e 51i_>m v(€) =n (4.15)

Para o nosso problema especifico, desejamos que a onda viajante, conecte um
estado queimado a um estado nao queimado. Logo tomamos zg = 0 e z; = 1.
Além disso, estamos supondo que o reservatorio esteja em equilibrio termodindmico
e que sua temperatura inicial seja igual a temperatura de ignicao 7' = 0. Portanto
adicionamos a condi¢ao u(z,t) = 0, Vt < 0, fazendo com que v; = 0.

O problema de encontrar uma onda viajante para o sistema (4.13) conectando
wo & wy pode ser transferido, via uma mudancga de variaveis, ao problema de resolver
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

Teorema 4.1 A func¢ao w(§) = (v(§), 2(£)), onde & = x — ct, € uma onda viajante
para o sistema (4.13) com velocidade o, conectando w. = (vy,0) ¢ wy = (0,1) se, e
somente se, w € uma solugao em G?* do sequinte sistema de EDO’s

Vo= 1[0 (av+bvz+ Lz —4) + v
Py A A
{02 4f(v,2) ’ (4.16)
sujetto as sequintes condigoes de contorno
lim w(€) =w, e lim w(&) = wy. (4.17)

E——00 £—o0

Prova: Suponha que w seja uma onda viajante de (4.13) conectando w, e wy. A
condi¢ao de contorno (4.17) é automaticamente satisfeita. Resta-nos mostrar que w
¢ solugao do sistema (4.16). Com efeito, substituindo w em (4.13), obtemos

d d d*v
_Od_fKa + bz)v] + d—g[cv] = df(v,z) + )\d_§2 (4.18)
dz
Ud—£ = Af(’l), Z). (419)
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Integrando (4.19) de £ a oo, obtemos

o—o0z(§) =o[lim z(§) — z(§)] = J/:o Z(r)ydr = A/:O fo(r), z(r))dr.

£—00

Dai a integral .
| st = - 2(9),
3
converge.

Analogamente, integrando (4.18) de £ a oo, obtemos

M = —c(a+bz)v+cv+ d/:o fu(r), z(r))dr = —o(a+bz)v+ cv+ d%(l —2(§))

Dai e de (4.19), concluimos que w ¢ solugao do sistema (4.16).

A reciproca é obtida simplesmente derivando as fungdes u(z,t) = v(z — ot) e
y(x,t) = z(z — ot). O

Portanto, se resolvermos o problema (4.16)-(4.17), basta tomar u(x,t) = v(z—ot)
e y(x,t) = z(x — ot), que w = (u,y) serd uma solugdo do tipo onda viajante para o
problema (4.13). Consequentemente, a questao da existéncia de uma onda viajante
de velocidade o é equivalente & questao da existéncia de uma orbita do sistema de
EDO’s (4.16) conectando w, & w, de forma assintotica.

4.2 Retrato de Fase

Nesta secao concentraremos nossos esforcos em estudar o retrato de fase do
sistema (4.16), o qual podemos reescrever na forma

w' = (,2") = Flw,0) = (fi(w, o), fo(w, o)).

A quantidade z s6 tem significado fisico, no intervalo [0,1]. No entanto, con-
sideraremos todas as solugoes com z > (0 para obtermos um retrato de fase mais
claro.

Se v,z > 0, entao de (4.16), segue que 2z’ > 0. Se z = 0, entdao 2’ = 0, isto nos
leva a inferir que o eixo v seja invariante pelo fluxo. Com efeito, note que definindo
a=(c—ca)/\, B=0cd/(NA) e v() = ke, temos que w(§) = (v(£),0) é solucio de
(4.16) para qualquer constante k. Por unicidade de solugoes, concluimos que o eixo
v ¢é invariante pelo fluxo. Por outro lado, se v < 0, entao z’ = 0, donde as orbitas
nesta regiao sao horizontais.

Como a densidade da rocha é muito maior que a do gas e a porosidade de
uma rocha reservatorio, em geral, ndo supera 20%, segue que c¢/a é um nimero
estritamente positivo e proximo de zero. De agora em diante vamos supor o > ¢/a,
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donde, para z > 0, v’ é positivo, nulo, ou negativo, conforme w esta abaixo, sobre,
ou acima da curva
od(1 — 2)

= 4.20
! A(ca+obz —¢)’ (4.20)

respectivamente. Observemos que esta curva é invariante pelo fluxo para v < 0,

pois neste caso todos os pontos sao singularidades. Além disso, a curva corta o

eixo v no ponto v.(o) = A(;j—c) > 0. Portanto, as singularidades do campo F' sao

{(ve(0), 00} U{(v,2) : 221 e v= 221

oa+obz—c)

Para resolver o sistema (4.16), precisamos determinar o valor de v; em (4.15).
Ora, o tnico ponto de equilibrio deste sistema no eixo v é (v.(c),0) que, como
veremos adiante, é uma sela, cuja variedade estével é o eixo v e a variedade instavel
uma curva transversal ao eixo v. Consequentemente a Unica orbita do retrato de
fase que pode sair de algum ponto do eixo v (no sentido de tender a algum ponto
do eixo v quando t — —o0) e tem chance de chegar & wy (no sentido de tender wy
quando t — 00), e assim corresponder a uma solu¢ao do problema (4.16)-(4.17), é a
orbita contida na variedade instéavel de (v.(c),0). Portanto, estaremos interessados
em solucoes em G? do sistema de EDO’s

{v’ = %[—a(av+bvz+%z—%)+cv} (4.21)

2z = Af(v,2) ’

sujeito as condi¢oes de contorno

lim w(§) =w. = (ve(0),0) e lim w(§) = wg = (0,1).

E——00 £—o0

Reiterando: solugoes de (4.21), correspondem a ondas viajantes conectando o
estado queimado w, (& esquerda) ao estado ndo queimado wy (& direita). Orbitas
com este comportamento, conectando dois pontos de equilibrio, sao conhecidas na
literatura como orbitas heteroclinicas.

E importante notar que se o < ¢/a, entao v, < 0, donde 2z’ = 0, isto &, as orbitas
sao horizontais, tornando a igualdade lim¢_,, 2(§) = 0 impossivel. Logo nao existem
ondas viajantes conectando w, & wy neste caso.

O céalculo da derivada do campo F' nos pontos de equilibrio nos da

/ . a11 Az / o bii bio
F(we)—<0 a22)eF(wd)—(0 O)’

onde
oa — ¢ g
an = — N g2 = éfy(we)7 a2 = X(bve(‘j) + d/A)’
ola+b)—c od
bll — _<+ e b12 = _)\_A

Os autovalores de F'(w,) sdo a;; < 0 e asp > 0, com respectivos autovetores
er = (1,0) e C' = (ay2, a2 — aq1). Portanto w, ¢ um ponto de equilibrio hiperbolico

37



que consiste de uma sela. A variedade estavel W¢ desta singularidade é tangente,
em w,, ao eixo v. Como o eixo v é invariante pelo fluxo, para que nao haja uma
orbita no eixo v perturbando o comportamento das o6rbitas préoximas da sela w,, o
eixo v deve, necessariamente, coincidir com W¢. Quanto a variedade instavel, W,
esta é tangente, em w,, ao vetor C' = (a2, ass — a11).

Os autovalores de F’(w,) sdo by; < 0 e 0, com respectivos autovetores e; = (1,0) e
B = (—b1a, b11). Portanto wy é um ponto de equilibrio ndo-hiperbolico. Aqui, o eixo
v € tangente, em wy, & sua variedade estavel W7, enquanto o vetor B = (—bi2,b11)
¢ tangente, em wy, a sua variedade central Wj. Para v < 0, a curva de equilibrio
(4.20) ¢ invariante pelo fluxo. Como W passa por w,, tangente a um vetor com
diregdo B, se W escapasse da curva (4.20), como as 6rbitas no semi-plano v < 0 sao
horizontais, W deixaria de ser suave. Portanto, para v < 0, a variedade central W
¢ exatamente a curva (4.20). Para v > 0, a variedade central consiste de uma orbita,
pois se esta escapar de uma Orbita, devera conter todas as orbitas que interceptar
fazendo com que deixe de ser uma curva. Numa vizinhanca de w, as orbitas por
pontos no eixo z, acima de wy, sao "quase" horizontais. Logo, nesta vizinhanga, a
orbita W§ deve estar abaixo de wy. Como 2’ > 0 para v > 0, esta orbita se dirige a
wgq. Pelo comportamento da variedade central, as érbitas por pontos (v, z) proximos
de wy, abaixo da variedade estavel e tais que v > 0, se dirigem & wy tangentes a B.

Analogamente, podemos ver que a matriz jacobiana calculada sobre os demais
pontos de equilibrio tem um autovalor nulo e outro negativo. Sendo a variedade
estavel uma reta horizontal para v < 0 e a variedade central a mesma de anteri-
ormente. Dali, as érbitas por pontos proximos de wy e acima da variedade estavel,
incidirao sobre as orbitas (que sao variedades estaveis) de algum ponto de equilibrio
da curva (4.20) com v < 0. Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de Fase do sistema (4.21).
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4.3 Existéncia de Solucoes

Uma orbita de uma EDO conectando um ponto de equilibrio hiperbdlico w, a
um ponto de equilibrio nao-hiperbolico w, é chamada forte, quando esta totalmente
contida na variedade estavel de wy. Se esta o6rbita corresponde a uma onda viajante
de uma EDP dizemos que a onda viajante também é forte.

Como w, é uma sela, W/ é a tnica 6rbita do retrato de fase que sai de w, e tem
chance de chegar a wy. Se a variedade instavel ! interceptar a variedade estavel
W, a uniao destes conjuntos deve constituir uma tnica 6rbita forte que conecta
we & wg. Se W! se aproximar de wy pela regidao acima de W¢, entao interceptaré
uma orbita (e portanto serd esta orbita) que ndo passa por wy. Portanto, neste
caso, o sistema (4.21) ndo possui solucio. Se W! se aproximar de wy pela regiao
abaixo de WY, entao interceptard uma orbita (que nao ¢ W) que tende a wy pela
variedade central WJ e assim serd uma orbita, nao forte, conectando w, a wy. A
seguir provaremos que isto ocorre conforme o é pequeno ou grande respectivamente.

Imaginemos que o seja suficientemente grande, digamos o = 1/¢, com € pequeno.
A mudanga de variaveis £ = en, transforma o sistema (4.21) em

_ 1 d d
v: = 3[- (av—l—bgz—irzz—z) + ecv) (1.22)
Z = e Af(v,2)
Para € = 0 o sistema (4.22) tem uma curva de equilibrio v = %, que inclui

um segmento no primeiro quadrante ligando (-4,0) a (0,1). Seja M, este segmento.
Observemos que (d/(aA),0) corresponde exatamente ao ponto de equilibrio w,, com
o = 0o. Neste caso os autovalores da derivada do campo em qualquer ponto (v, 2)
sao 0 e —(a + bz)/\. Portanto M, é constituido por singularidades normalmente
hiperbolicas (os autovalores nao-nulos sdo negativos). Pelo Primeiro Teorema da
Variedade Invariante de Fenichel (Teorema 2.8), para e suficientemente pequeno,
existe uma variedade M, difeomorfa & M, (portanto uma curva que é um conjunto
fechado) suficientemente proxima de My e que é localmente invariante pelo fluxo.
Sendo um conjunto fechado e localmente invariante segue que M, é um conjunto
invariante pelo fluxo. Note que para e suficientemente pequeno, o ponto de equili-
brio w, esté suficientemente proximo de (d/(aA),0), portanto podemos considerar
que uma das extremidades da curva M, estd proxima de w,. Assim, levando em
consideracao o comportamento das 6rbitas em torno de uma sela, concluimos que
M, devera coincidir com a variedade instavel W', pois caso contrario interceptaré
orbitas que escaparao de M., o que contradiz o fato de M, ser invariante. Analo-
gamente, a outra extremidade da curva M, deve estar proxima de wy. Como M,
esta suficientemente proxima de My, deve se aproximar de wy, por baixo de W e
acima de W}, pois caso contrario novamente chegariamos a contradigoes com o fato
de M, ser invariante. Como W/ nao pode escapar de M., segue que W/ é uma orbita
conectando w, & wy. Portanto, para ¢ grande, o sistema (4.21) possui solugao do
tipo onda viajante que nao é forte. Além disso, neste caso a orbita correspondente
a esta solugao se encontra na regiao abaixo da variedade estavel W¢.

Analisemos agora o que acontece se o for pequeno, digamos o = £+7, com 7 > (
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pequeno.

A mudanga de variaveis v = 1/s transforma o sistema (4.21), na regidgo v > 0,
em

ro_ s (¢ d(, _ —
{2 slEemnGrhrag--d. (12
ct+art

Os pontos de equilibrio de (4.21) com v < 0, ndo sao visiveis neste sistema, em
particular, wy é deslocado para s = oo.

Pondo 7 = 0 o sistema (4.23) toma a forma

, c d
s = a)\s(bz+A(z—1)s)

7 = &ze_Es/(RT*). (4.24)
c

O tnico ponto de equilibrio deste sistema ¢é a origem Py = (0,0). Os autovalores
da matriz jacobiana deste campo sao 0 e Aa/c > 0 com respectivos autovetores (1,0)
e (0,1). Dai a variedade central de P, ¢ tangente ao eixo s e a variedade instével
tangente ao eixo z. Se z = 0, entdo 2’ = 0 e novamente podemos concluir que o
eixo s é invariante pelo fluxo e assim a variedade central de Py é o proprio eixo s.
Analogamente, se s = 0, entao s’ = 0, donde o eixo z ¢ invariante pelo fluxo e assim
a variedade instavel de Fy é o eixo z.

Se 7 > 0 o sistema (4.23) tem dois pontos de equilibrio, P = (0,0) e Q = (¢,0) =
(1/ve(0),0). Neste caso, os autovalores da matriz jacobiana em P sao art/A > 0 e
Aa?/(c+ at) > 0, logo P é uma fonte. Os autovalores da matriz jacobiana em Q
sao —at/A < 0 e aAe PYRT" /5 > (0, donde @) é uma sela. Observemos que esta
sela é exatamente a mesma sela do sistema (4.21). Além disso, a variedade estével
desta sela continua sendo tangente ao eixo s (pois (0,1) é um autovetor associado
ao autovalor negativo) e portanto consiste no proprio eixo s.

O conjunto M, = {Fy} satisfaz as hipoteses do Segundo Teorema da Variedade
Invariante de Fenichel (Teorema 2.9). Neste caso, necessariamente M, = {Q}, pois a
outra possibilidade, M, = {P}, ¢ descartada ja que P ¢ uma fonte, donde W(M,) =
R? teria dimensao 2. Logo, W!(Q) esta suficientemente préxima de qualquer parte
compacta do eixo z (ou seja, W(F)), desde que 7 > 0 seja suficientemente pequeno.
Assim, (s, z) € W*(Q) implica s suficientemente pequeno. Logo (v,z) € W! implica
v suficientemente grande. Portanto, neste caso, Wg nao conecta w, a wy € assim o
problema nao possui solugao.

Concluimos que, W! esta abaixo ou acima de W¢ conforme o > c/a é sufi-
cientemente grande ou pequeno. Pela continuidade das solugoes em relagao aos
parametros, deve existir um valor de o = o* para o qual W/ intercepta (e portanto
coincide com) W provando a existéncia de uma 6rbita correspondendo a uma onda
viajante forte, de velocidade ¢*, conectando w, a wy.

Concluiremos nossa discussao sobre existéncia de solugoes para o sistema (4.21),
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provando a unicidade do valor de o* para o qual a orbita é forte. Para tanto,
utilizaremos as ferramentas apresentadas na Secao 2.6.

Seja S : R — R uma fungao separadora entre W$ e W, que é positiva quando
W estiver abaixo de W! e que é negativa quando W estiver acima de W!. Temos
que S(0*) = 0 e desejamos mostrar que existe apenas um o* que anula S.

Seja wo(&) = (vo(§), 20(€)) uma solugao do sistema (4.21) correspondendo & uma
onda viajante forte de velocidade 0y. Temos S(0p) = 0. Defina

H(E) = exp (— /0 * div F(wo(s))ds> |

Como a singularidade nao-hiperbolica wy é sempre constante quando o varia (na
notacao do Teorema 2.11, temos 29 (0) = 0), podemos usar o Teorema 2.11, obtendo

N,
que

Gl = [ HOWOHE) A G wer. 1)

Qualquer conexao w = (v, z) de w, & wy, permanece no primeiro quadrante do
plano v X z e acima da curva (4.20). Logo 2z’ < 0 e v/ < 0 sobre qualquer conexao
w = (v,2) de w, & wy. Além disso,

od(1 — z2) od(l—z2)  d(1-z2)
Aloa+obz —c) = A(ca+obz)  Ala+bz)
Dai
(05(6). %(E) A I (unfe)de = {(~2(6),v/(€), 2o (w(E)))
1 d A
= 3 av—l—bvz—i—z(z—l) —v;f(v,z)>0.

Dai e de (4.25), sendo a fungdo exponencial sempre positiva, concluimos que
g—‘g(ag) > 0. Assim, em cada oy tal que S(op) = 0, a fungdo separadora é crescente
em uma vizinhanca de oyg. Como S é continua, s6 pode haver, no maximo, um ponto
o tal que S(o) = 0. Portanto oy = o* é o tunico valor de velocidade para o qual a

onda viajante é forte.

Assim, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Eriste um tunico o* € (£,00) tal que o sistema (4.21) possui drbita
conectando w, @ wy se, e somente se, o € [0*,00). Além disso a drbita € forte se, e
somente se, 0 = o*.
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Capitulo 5

A Equacao KPP

Neste capitulo estudaremos uma equacao do tipo reacao-difusao conhecida na
literatura como equagao KPP:

U = Upe +uP(1—u), p>1, z€R e t>0. (5.1)

Esta equacao aparece nos problemas de reagoes quimicas autocataliticas isotérmi-
cas. Como veremos neste Capitulo, esta equagao tem propriedades muito proximas
das do sistema (4.13), proviniente do modelo de combustao em meios porosos. Em
particular veremos que existem solugoes do tipo onda viajante para uma faixa de
valores de velocidades, sendo que somente a solu¢ao correspondente ao menor destes
valores é forte. Encerramos o Capitulo com um estudo da estabilidade das ondas
viajantes nao fortes, sob perturbagoes em certos espago de Banach com peso. Espe-
ramos que as técnicas aqui estudadas sejam tuteis para o estudo da estabilidade das
ondas nao fortes do sistema (4.13).

5.1 Existéncia de Solucoes

Nesta secao estaremos interessados em provar a existéncia de solugoes do tipo
onda viajante para a equagao (5.1), conectando os estados de equilibrio v = 1 a
u=0.

Inicialmente note que a mudanca de variaveis £ = x — ct, com ¢ > 0, transforma
a equacao (5.1) em
u§5+cu£+up(1—u) =0.

A fim de transformar esta equacao em um sistema de EDO de 1* ordem, fazemos
v = ug, obtendo

ve = —cv—uP(l—u).

{ ve = Y (5.2)
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Sendo z = (u,v), este sistema pode ser escrito na forma auténoma
ze = F(z,0),

onde F(z,¢) = (v, —cv — uP(1 — u)). A matriz jacobiana desse sistema é

JF(z) = ( up—l((pfl)u—p) —10 ) |

O sistema (5.2) tem dois pontos de equilibrio, P = (0,0) e @ = (1,0). Os
autovalores de JF(P) sdo 0 e —¢, com respectivos autovetores (1,0) e (1,—c).
Portanto P é um ponto de equilibrio nao-hiperbélico com uma variedade estavel
We(P) tangente ao vetor (1, —c) e com variedades centrais W¢(P) tangentes ao ve-
tor (1,0). Por outro lado, os autovalores de JF(Q) sdo A\; = [—c+ (¢ +4)Y/?]/2 e
Ay = [—c— (2 +4)"/?] /2, com respectivos autovetores (1, A1) e (1, Ay). Como A; > 0
e Ay < 0 segue que ) é uma sela, cuja variedade estavel W¢(Q) é tangente a (1, \y)
e a variedade instavel W (Q) ¢ tangente a (1, \1).

Uma solugao do tipo onda viajante de (5.1) conectando u = 1 & u = 0 deve ser
uma solugao de (5.2) conectando os pontos de equilibrio @ & P. Como @ é uma
sela, a unica orbita candidata a solugao é a contida na variedade instavel W*(Q).

Como vimos no Exemplo 3, do Capitulo 2, sendo h uma carta para W¢(P)
em uma vizinhanca de P, temos que h(u) ~ —u?/c* quando u — 0. Portanto,
dependendo do valor de p > 1, temos duas possiveis configuragoes para W¢(P),
ilustradas na Figura 5.1. Se v > 0 e u < 0, entao ug > 0 e assim nenhuma orbita
que tenda a P pelo 2° quadrante do plano u x v pode vir de Q). Se v,u < 0, entao
ug < 0 e assim nenhuma orbita que tenda a P pelo 3° quadrante do plano u x v
pode vir de (). Concluimos que a diferenga entre as configuragdes A e B para W¢(P)
é irrelevante para analisarmos a existéncia de solugoes do sistema (5.2). Portanto,
podemos supor sem perda de generalidade, que W¢(P) tem a configuracao A.

L4 w
A B

/1 \

Figura 5.1: Possiveis configuragoes para W¢(P).

Como vimos, se v < 0, entao ug < 0 e assim as orbitas no semi-plano v < 0 tem
orientagao no sentido negativo do eixo u. Com estas informagoes, podemos esbogar
o retrato de fase do sistema (5.2) nas vizinhangas de seus pontos de equilibrio. Veja
a Figura 5.2.
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Figura 5.2: Retrato de Fase do sistema (5.2).

Seja C' a curva dada por

h(u) = —uP(l —u)/e, uw>0 (veja a Figura 5.3).

Note que h(1) = h(0) = 0 e como v’ < w?, Vu € (0,1), segue que a curva
C' permanece no 4° quadrante do plano u x v para u € (0,1). Para u > 1 temos
uPT™ > yP e assim a curva C permanece no 1° quadrante do plano u x v para u > 1.

Considere agora as regioes (ver Figura 5.3):

e Ry = {(u,v);u,v <0} (terceiro quadrante do plano u X v);
e Ry ¢ aregiao tal que v > 1,v > 0, limitada superiormente por C
e Rj3 é aregiao tal que v > 0, limitada inferiormente por '

e R, ¢ a unido da faixa {(u,v);0 < u < 2/3,v < —27/(3PT'¢)} com a regiao do
semi-plano u > 2/3,v < 0 limitada superiormente por C/

Rs5 € a regiao do semi-plano u > 0,v < 0, limitada inferiormente pela fronteira
de R4.

C=(u, h{u))

1
R, R ! Rs
Y Rs i

|

Figura 5.3: Regi()es Rl, RQ, Rg, Rye R5.

Vejamos algumas propriedades destas regioes:
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Ry: Se alguma orbita interceptar a fronteira {(0,v);v < 0}, entdo ue < 0 e assim a
orbita entrard em R;.

Ry: Se alguma orbita interceptar a fronteira {(u,0);u > 1}, entdo ve > 0 e assim a
Orbita entrard em Rs. Se alguma orbita interceptar a fronteira {(u,h(u));u > 1},
entao ug > 0 e v¢ = 0. Logo, as orbitas em R, nao podem deixar esta regiao.

Rs: Se alguma 6rbita interceptar a fronteira {(u,0);0 < u < 1}, ent@o ve < 0 e assim
a Orbita entrard em Rj. Se alguma Orbita interceptar a fronteira {(u, h(u));u > 1},
entao ug > 0 e vg = 0. Logo uma orbita em R3 que interceptar esta fronteira entrara
em RQ.

R4: Se alguma orbita interceptar a fronteira {(0,v);v < —2P/3Pc}, entdo, como
vimos na andlise de R;, a Orbita entrarda em R;. Se alguma Orbita interceptar a
fronteira {(u, —27/(371¢)); 0 < u < 2/3}, entao ve = 2¢ /3Pt —uP(1—u) > 0 e assim
a orbita entrard em Rj. Se alguma orbita interceptar a fronteira {(u,h(u);2/3 <
u < 1}, entdo v = —ch(u) — uP’(1 —u) = 0 e ug < 0, donde a orbita entrara em
Rs5. Se alguma orbita interceptar a fronteira {(u,0);u > 1}, entdo ve > 0 e assim a
orbita entrard em R,.

Rs5: A fronteira de Rj ja foi estudada nas regides anteriores.

Seja Sy a orbita contida em W¢(P) que chega em P, pelo quadrante u > 0,v < 0.
Diante das propriedades das regioes R;, i = 1,...,5, podemos concluir que existem
apenas trés alternativas para Sy (acompanhe com as Figuras 5.4 - 5.6):

S
E;
2z .
R, R5 : RS
s Rs : i

3T+

E,

Figura 5.4: Alternativa A;.

Aq: Sy vem de Rs, entra em Rj e tende a P;
Ag 1 Sy conecta QQ & P;
Az : Sy vem de R4 sem conectar (), entra em Ry e tende a P.

Seja S; a orbita contida em W(Q) que sai de @ pelo semi-plano v < 0. Vamos
analisar o que acontece com S; em cada alternativa A;, 1 = 1,2, 3:

Aq : Neste caso, a 6rbita Sy forma uma barreira, impedindo as 6rbitas que chegam
em P (observe a Figura 5.2 e note que estas orbitas estdo acima de Sp) de sair de
Q. Logo W¥(Q) nao pode interceptar nenhuma 6rbita que chegue em P. Portanto,
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w|rd
=

E; Bzl
S | |
3P

E,

Figura 5.5: Alternativa As.

E;

R, o S Rs y
5 i
£ :P B |

Figura 5.6: Alternativa As.

neste caso, o problema nao possui solugao.

A 1 Neste caso Sy = 57 € a unica solu¢ao do problema, que consiste de uma
orbita forte, correspondendo a uma onda viajante forte.

A3 :Sev >0e0 < u<1, entdo de (5.2) temos vg < 0 e assim S; nao pode
entrar em R3. Note que S; nao pode sair de @) por Ry, pois para 2/3 < u < 1 e
v < —uP(l —u)/ec, temos v = —cv —uP(u — 1) > 0. Logo S sai de @ por Rs,
e como nao pode deixar esta regiao pela fronteira de R, nem pela fronteira de R3
(veja as propriedades de R3 e de Ry), segue que S; deve chegar em P, pois nao pode
interceptar Sy, se mantendo acima de Sy e em Rj. Portanto, S; é a tnica solugao
do problema que, neste caso, nao é forte.

Agora vamos buscar determinar uma relagao entre o valor de ¢ > 0 e as alter-
nativas A;, Ay e As. Para isto vamos definir uma func¢do f : (0,00) — (0,00) da
seguinte forma: Para cada ¢ > 0, se ocorrer a alternativa Ay, seja f(c) € (0, 1) o valor
de u para o qual Sy intercepta o eixo u. Se ocorrer As, seja f(c) = 1. Se ocorrer As,
seja f(c) = 1—wvy, onde vy é o valor de v para o qual Sy intercepta a reta u = 1. Note
que a Unica maneira de Sy nao interceptar a reta vertical u = 1, seria existir uma as-
sintota entre 0 e 1 para Sy. Mas isto s6 ocorreria se ve /ug = —c—uP(1—u)/v — —00
quando v — —o00, 0 que nao é verdade. Portanto f esta bem definida e como as
solugoes da equagao (5.2) dependem continuamente do parametro ¢, segue que f é
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uma fungao continua.
Pela construcao da fungao f, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 O problema (5.2) possui solugcdo se, e somente se, f(c) > 1. Além
disso, a solugdo € forte se, e somente se, f(c) = 1.

O Teorema 5.1 ainda nao é um resultado satisfatorio devido a natureza abstrata
da funcao f. Sequer sabemos se existe um valor de ¢ para o qual tenhamos f(c) > 1!
Portanto, a partir de agora nos dediquemos a estudar a funcao f.

Lema 1: A funcgao f é crescente.

Prova: Dado ¢ > 0, denotemos por Sy(c) a érbita Sy do sistema (5.2) correspon-
dente ao parametro c.

Por (5.2), quando ¢ > 0 cresce, a inclinagao das retas tangentes a Sp(c) decrescem
e tendem monotonicamente a uma reta vertical.

Dado ¢y > 0, seja R(cp) a regiao contida na faixa 0 < u < 1, v < 0 limitada
inferiormente por Sy(cp) (veja a Figura 5.7).

1
i
1
|
|
[

Figura 5.7: Regiao R(cg) para as alternativas Ay, As e As.

Seja ¢; > ¢p (acompanhe na Figura 5.8). Se Sy(c;) interceptar Sp(cp) em um
ponto (ug,vg), dada a monotonicidade das inclinagoes das retas tangentes a Sy(c)
em funcao de ¢, a reta tangente a oOrbita Sp(c;) no ponto (ug,vg) tem inclinagao
menor que a reta tangente a Sp(cg) em (ug, vg). Logo Sy(c1) entra em R(cy).

Por outro lado, para u suficientemente pequeno, a 6rbita Sy(c;), ¢ = 0,1, chega
em P tangente ao vetor (1, —¢;). Portanto Sp(c1) deve estar abaixo de Sy(cp) para
u suficientemente pequeno. Se Sy(cp) interceptar Sp(cg), como vimos, Sp(c;) entraré
em R(cgy), contrariando o que acabamos de ver. Portanto Sy(c1) nao deve interceptar
So(cg) e assim permanecera abaixo de Sp(cy). Pela definigdo de f, devemos ter
f(c1) > f(co). Logo f é crescente. O

Lema 2: Se ¢ > 0 é suficientemente grande, entao f(c) > 1.

Prova: Sendo ¢ > 0 suficientemente grande, podemos escrever ¢ = 1/¢, onde
e > 0 é suficientemente pequeno. A mudanca de variaveis n = ¢, transforma o
sistema (5.2) em

{ Z: _ —v — 6;;)(1 —u). (5.3)
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Figura 5.8: Sp(c1) entra na regiao R(cp) quando interceptar Sp(cp).

Para € = 0, o sistema (5.3) tem o eixo u como seu conjunto de pontos de equili-
brio. Considere o conjunto compacto My = {(u,0);0 < u < 1}. Note que o conjunto
M, é composto por singularidades normalmente hiperbdlicas. Pelo Primeiro Teo-
rema da Variedade Invariante de Fenichel (Teorema 2.8), para e suficientemente
pequeno, existe uma curva fechada M., difeomorfa a M, suficientemente proxima
de My e localmente invariante pelo fluxo. Analisando o retrato de fase do sistema
(5.2), sendo M, localmente invariante pelo fluxo, podemos concluir que, proximo de
Q, M. deve coincidir com W(Q). Consequentemente W*(Q) conecta Q a P, donde
f(e) > 1. Como f é crescente, devemos ter f(c) > 1 para c suficientemente grande.
O

A combinacao dos Lemas 1 e 2, nos garante que, sendo ¢*(p) = inf f~1([1, 00)) >
0, temos f(c) > 1, Ve > ¢*(p), ou seja, a equagao (5.1) possui uma solugao do tipo
onda viajante se, e somente se, ¢ > ¢*(p). Além disso, neste caso, a solugao ¢ unica.
Resta-nos saber se existem ¢ > 0 tais que a equagao (5.1) nao possua solugao. Esta
questao é respondida no proximo lema.

Lema 3: Se ¢ > 0 é suficientemente pequeno, entao f(c) < 1.

Prova: Qualquer 6rbita que conecte () & P, permanece no quarto quadrante do
plano u x v. Portanto, vamos nos restringir ao quarto quadrante do plano u X v.
Nesta regiao, podemos fazer a mudanga de varidveis s = 1/u que transforma o
sistema (5.2) em

Vo= —cv—sPHs—1).

{ - st )

O sistema (5.4) possui apenas um ponto de equilibrio, @' = (1,0). Observe
que Q" = @, onde estamos usando o ' para indicar que a singularidade (1,0) é
relativa ao sistema (5.4). Os autovalores da matriz jacobiana no ponto @’ sao
M= (—c+(E+4)Y)/2>0e )l = (—c— (¢ +4)/?)/2 < 0, com respectivos

48



autovetores V; = (1,—X\;) e Vo = (1,—Xy). Logo @’ é uma sela com variedade
instavel tangente ao vetor V) e variedade estavel tangente ao vetor V5. Note que
esta sela é o ponto de equilibrio correspondente a sela @) do sistema (5.2).

Sendo ¢ = 0, o sistema (5.4) se torna
s = —s%v
{ Vo= —sPl(s—1). (5:5)

A tnica singularidade do sistema (5.5) é exatamente a mesma do sistema (5.4).
Por isto vamos denoté-la por )7, para indicar que é relativa ao sistema (5.5). Os
autovalores da matriz jacobiana no ponto )” sao 1 e —1, com respectivos autovetores
Uy =(1,—-1)e Uy = (1,1). Logo Q)" & uma sela com variedade instavel tangente ao
vetor U; e variedade estavel tangente ao vetor Us.

Para v < 0, de (5.5), temos que s = —s?v > 0 e para s > 1, temos
v/ = —sP71(s — 1) < 0. Dai, sendo S;” a o6rbita contida em W (Q") que esté
no quarto quadrante do plano s X v, podemos garantir que existe um vy < 0, tal que
S1” fica abaixo da reta horizontal v = vy a partir de um certo ponto (veja a Figura
5.9).

ol

Figura 5.9: S;” permanece abaixo de vy a partir de um certo ponto.

Aplicando o Segundo Teorema da Variedade Invariante de Fenichel
(Teorema 2.9) ao compacto My = {Q”}, concluimos que, para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, W (Q') esta suficientemente proxima de W*(Q”). Logo, sendo S; a
orbita contida em W*(Q') que esti no quarto quadrante do plano s x v, temos que
S' fica abaixo da reta v = vy a partir de um certo ponto.

Seja g : (0,1) — R uma carta para a 6rbita S;. Suponha que ocorra a alterna-
tiva As ou As, isto é, S conecta Q = (0,1) & P = (0,0), donde

lim g(u) = lim g(u) = 0.

u—0 u—1-

Seja g1 : (1,00) — R dada por gi(s) = g(1/s) e note que o grafico de ¢
permanece no quarto quadrante do plano s x v, pois g(u) < 0, Yu € (0,1). Por
propriedade de mudanga de variaveis, sendo g uma carta de uma orbita da equacgao
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(5.2), segue que g; é uma carta de alguma orbita da equagao (5.4). Como

lim ¢;(s) = lim g(u) =0,

s—1+ u—1—

segue que g; é uma carta da orbita S]. Dai

0= limg(u) = lim ¢1(s) < vy <0,
u—0 5—+00

um absurdo. Logo as alternativas A; e A3 nao podem ocorrer, isto é, ocorre a

alternativa A;. Portanto, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos f(c¢) <1. O

Da combinacao dos Lemas 1, 2 e 3, segue o seguinte resultado para a equagao
KPP:

Teorema 5.2 Para cada p > 1, eziste ¢*(p) > 0 tal que a equagdao (5.1) possui uma
solugao do tipo onda viajante u(t,x) = ¢.(x — ct) conectando u =1 a¢u = 0 se, e
somente se, ¢ > ¢*(p). Neste caso a solugao € unica. Além disso, a onda viajante é
forte se, e somente se, ¢ = c*(p).

Em [Barnes| o leitor pode encontrar estimativas numéricas para o valor de ¢*(p)
para alguns valores de p.

5.1.1 Propriedades das Solucoes

Agora vamos nos dedicar a estudar o comportamento assintético das solugoes da
equagao (5.1).

Para cada ¢ > ¢*(p), a solugao (u,v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilibrio
Q, quando £ — —oo0, pela variedade instavel W#(Q). Como W*(Q) é tangente, em
Q, a (1,\), onde A\; = [—c + V® +4]/2, temos que v/ = v ~ A\;(u — 1), quando
u — 17. Multiplicando por e "¢ e integrando, existe uma constante A > 0 tal
que

u(é) ~ 14+ AeM*  quando ¢ — —oo.

Se ¢ = c¢*(p), entao a solucdo (u,v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilibrio
P, quando £ — oo, pela variedade estavel W¢(P). Como W¢(P) é tangente, em
P, a (1,—c), temos que u' = v ~ —cu, quando u — 0". Integrando, obtemos uma
constante B > 0 tal que

u(é) ~ Be™®  quando £ — oo.
Se ¢ > ¢*(p), entao a solugao (u,v) do sistema (5.2) tende ao ponto de equilibrio
P quando £ — oo pela variedade central W¢(P). Pelo Exemplo 3 do Capitulo 2,
temos que u'(§) = v(§) = h(u(§)) ~ —u(&)?/c quando & — oo. Dai, v/ (&§)u(&) P ~
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—1/c quando £ — oo e integrando através da mudanga de variaveis U = u(§),
obtemos

5 /! —p _ / —p _ —p _ U—P+1 _ u(é.)
- w@uterrie= [w@ueyrae= [vrar = 22 - 28
Logo
c 1/(p—1)
u(§) ~ {m] quando £ — oo.

A sintese dos resultados obtidos nesta secao nos dé o

Teorema 5.3 Para cada p > 1, existe c¢*(p) > 0 tal que a equagao (5.1) possui
solugao do tipo onda viajante u(t,x) = ¢.(x — ct) conectando v =1 4 u = 0 se, e
somente se, ¢ > c¢*(p). Ademais, para £ = x — ct, existem constantes A, B > 0, tais
que

Be~<¢ se ¢ =c*(p)
¢e(§) ~ . YD . quando & — 00
[m] se ¢ > c*(p)
(1 —0¢.(8)) ~ Aeicﬁgmg quando & — —o0.

Observemos as semelhangas das solugoes do tipo onda viajante da equagao KPP
com as do sistema (4.13) para o modelo de combustao. Temos existéncia destas
solugoes para uma faixa de valores de velocidades ¢, sendo que existe um tnico
valor critico ¢*(p), onde as solugoes correspondentes a valores acima de ¢*(p) nao
sao fortes. Novamente, para valores abaixo de ¢*(p) a equagdo nao possui solugao
do tipo onda viajante.

Finalizemos esta Secao, destacando mais algumas propriedades da onda viajante
¢. da equagao KPP (5.1). Para isto, seja ¢ > ¢*(p) e seja ¢, a correspondente solugao
do tipo onda viajante da equagao (5.1).

(P1) ¢(§) <0, V€€ R.

Prova: Isto decorre do fato da drbita S; do sistema (5.2) permanecer no quarto
quadrante do plano u X v. O

¢e(§)
¢(€)

Prova: Para ¢ > ¢*(p), pelo Teorema 5.3 temos que

(P2) Se ¢ > ¢*(p), entdo ~ D& quando € — oo, onde D = —p/(p—1)PL.

Ge(&) ~[c/(p— 1)]1/(1”1)5’1/(”’1) quando & — oo.

Dai
PL(E) ~ =PV J(p — 1)Y= /7D) quando € — oo
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e assim

(&) ~ pet PV J(p — 1P /m quando € — oo,

Portanto ()
el ~ DETL quando € — o0,
¢.(§)
O
(P3) <2¢C c) — V2 + 4, quando £ — —oo0.
Prova: Como
e 214
1—¢c(§) ~ Aexp (%E) quando & — —o0,

segue que

_ /2 4 _ /.2 4

—L(&) ~ A <%> exp (#ﬁ) quando £ — —oo.
Dai
2
_ /2 4 _ /.2 4
3 () ~ A (%) exp (%5) quando & — —oo.

Logo

¢e(§) [(zc+ver+d

~ uando — —00.

au(€) 2 ‘ ¢

Dai segue o resultado. U

5.2 Estabilidade

Nesta Secao, vamos analisar a estabilidade das solugoes, do tipo onda viajante,
que nao sao fortes, obtidas no Teorema 5.3. O objetivo deste estudo é tomar fa-
miliaridade com as técnicas desenvolvidas por [Wu| para a equacao KPP, para que
num proximo trabalho, possamos utiliza-las no estudo da estabilidade das ondas
viajantes nao fortes do modelo de combustao em meios porosos.

Considere os espagos de Banach C,,;(R), C? . +(R), C,, e C? definidos no Capi-

unif
tulo 3.

Para cada ¢ > ¢*(p), seja u(x,t) = ¢.(x — ct) a solu¢do do tipo onda viajante
obtida no Teorema 5.3. Linearizando a equagao (5.1) em torno de tal onda viajante,
obtemos

= Lu+ f(de, u),
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onde

L: CiyR) — Cuniy(R)
u —  Lu=uge + cue + [pett — (p+ 1)¢Plu

f(¢cvu) = F(¢c + u) o F(¢c) - F/(¢c)u7
Fu) = uP(1—u).

Como vimos no Exemplo 2 do Capitulo 3, vale a seguinte limitacao para o es-
pectro essencial do operador £ : CZ,;;(R) — Cupif(R):

sup{Re \; X € 0.55(L)} <0.

Observemos que esta limitagao nao garante que o espectro essencial do operador
L esteja no semi-plano esquerdo do plano complexo, pois este ainda pode intercep-
tar o eixo imaginario. Além disso, adiante veremos que zero é um autovalor de
L. Portanto nao podemos esperar estabilidade assintética da onda viajante ¢. sob
perturbagdes no espago C? . f(R). Nao obstante, inserindo um peso na norma do
espago C2 . f(R), isto é, trabalhando com o espago C,, podemos deslocar o espectro
do operador £ para o semi-plano esquerdo do plano complexo.

A fim de obtermos estabilidade da onda viajante ¢., na norma de C,, deve-
mos mostrar que o espectro do operador L, : C, — C, dado por L,u = Lu se
mantém no semi-plano esquerdo do plano complexo. Inicialmente provaremos esta
propriedade para o espectro essencial.

Teorema 5.4 Se 0 < a < ¢, entdao existe 6, > 0 tal que

sup{Re \; X € 0es(La)} < =00 < 0.

Prova: Considere o operador M : C, — Cupif(R) dado por Mu = guu,
onde ¢o(€) = 1+ €. Sendo B = MLM ™" : CF ;(R) — Cunif(R), temos que
On(B) = 0,(Ly) € Oess(B) = 0ess(Ly). Além disso

2/ 2 /1 \2 " C/
Bu = u”+{c—%}u’+{%—g—a—%+(mﬁ1—(p+1)¢’2) u

e lembrando que limg_,o ¢c(§) = 0 e lime_,_ o () = 1, temos que

Biu = u"+ (c—2a)u + (a® — ca)u,

B.u = u"+cu —u.
Seja d, = max{ac — a? 1} > 0. Pelo Teorema 3.2, o espectro dos By sao
exatamente os graficos das curvas A\, (t) = —t* 4+ i(c — 2a)t + (a? — ca) e A_(t) =
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Figura 5.10: Graficos das parabolas Ay e A_.
—t2 +ict — 1, t € R, respectivamente. Os graficos destas funcoes sao as parabolas
ilustradas na Figura 5.10.
Pelo Lema de Weyl (Teorema 3.3), segue que
sup{Re \; A € 0es5(L0)} < =04 < 0.
O

Agora, nosso proximo passo sera provar que os autovalores do operador £, tem
parte real negativa.

Consideremos o problema de autovalor
Ly = My,

o qual pode ser reescrito na forma de sistema de EDO’s (nao autéonomo) dependendo
de um parametro A € C:

Y = AN, (5.6)

onde ' = d%, Y=(y,y)e

B 0 1
A6 = { X— por L) + (p+ 1)eR(E) —c } |
Sejam Ay (A\) = limg 400 A(E, V), isto &,

A+()\):{§)\ 1} e A(A):{)\_OH 1}.

—C —C

Considere agora, as curvas

Sy ={AeC:det(iul — AL(N)) =0 paraalgum p € R}.

Seja A = a + bi. Se a = —b?/c?, entdao A\ € S, basta tomar y = b/c. Reciproca-
mente, se A € S, entao existe p € R, tal que —p? +icpp— A = det(iul — AL (\)) =0,
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donde —p? = a +i(b — cp) e assim a = —b*/c*. Com um calculo semelhante para
S_, obtemos

2 2
S:{)\EC:Re)\:—M—l} e S+:{)\€C:Re)\:—(]m—>\)}.

c? 2
Sejam 2, Q) C C os conjuntos abertos, contendo o semi-plano direito do plano
complexo, cujas fronteiras sao S, e S_ respectivamente, veja a Figura 5.11. E claro

que Q4 C Q_.

Lrn( 3,

~

Reln)

Figura 5.11: Curvas St e S_ no plano complexo \.

Os polinoémios caracteristicos das matrizes A+ ()\) sdo py(2) = 22 +cz2 — A e
p_(2) = 22 4+ ¢z — XA — 1. Dai, os autovalores de A, () sdo

pfA) =[—c—vVe2+4X]/2 e pud(\) =[—c+ V2 +4)/2

e os autovalores de A_(\) s@o
pur(A) =[—c—=vE+4A+1)]/2 e puy;(N\) =[-c+/A+4N+1)]/2.

+

Denotemos por v;"(\) os autovetores associados aos autovalores 1 (\).

Por outro lado, sabemos que a raiz quadrada é uma fungao complexa bivalente,
isto é, va + bi pode resultar em dois niimeros complexos distintos, digamos, x + iy
e —(z +1iy). Nao obstante, as raizes de p,(z) sdo [—c £ v/ 4+ 4\]/2. Sendo

V2 — A4\ = t(z +iy),

temos que as raizes de py(z) sdo [—c=£ [£(x +1iy)]]/2 = [-cx (z +iy)]/2. Portanto,
independente do valor escolhido para v/¢? + 4\ = +(z + iy), os autovalores de A,
sao uf (A) = [—c—z —iy]/2 e us (\) = [—c + x + iy] /2. Fixemos

V2 + 4\ =z + 1y,

com x > 0.

Para A = a+ib € Q0 isto é, a > —b*/c?, temos *+4a+(4b)i = (2> —y?)+(2zy)1,
donde 2% — y? = ¢ +4a e zy = 20.
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Se x =0, entao b = 0 e assim a > 0, donde 0 > —y? = ¢® + 4a > 0, um absurdo.
Logo =z > 0.

Portanto y = 2b/x e assim, substituindo y por 2b/x em z?—y* = ¢*+4a, obtemos

z* — (¢ + 4a)z® — 4b = 0.

Sendo t = 2% > 0, temos t* — (¢* + 4a)t — 4b = 0, donde

t=[c* +4a + /(2 + 4a)? + 1612]/2

e assim

T = \/[CQ +4a +/(c2 + 4a)? + 16b2] /2.
Como a > —b*/c?, segue que
(c® + 4a)® + 16b* > (* — 4a)?,

donde

V(2 +4a)2 + 1602 > |2 — 4a| > & — 4a

e assim

[? 4 4a + /(2 + 4a)? + 1602] /2 > .

Logo x > ¢ e portanto temos que

Re pf(\) < —g <0 e Repuf(\)>0, YAeQ,.

Analogamente se conclui que p; (A) tem parte real negativa e u, () tem parte
real positiva quandoA € {2_, mais precisamente

Re ui () <—g <0 e Repuy;(N\) >0, VaeQ_.

Em particular, os autovalores de Ay sao todos distintos e portanto, simples.

A estratégia para provar que os autovalores de L, tem parte real negativa, é
estudar o comportamento assintotico de certas auto-fungoes.

Teorema 5.5 Dados ¢ > c*(p) e A € Q_, existem duas solugdes linearmente inde-
pendentes Y, (\) do sistema (5.6) tais que

lim e MY TN = v (V), =12

£——o0

onde v; (\) sao os autovetores de A_(\) associados a u; (N), i =1, 2.
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Prova: Seja B(§,\) = —A(=§,A) + A_(N). Temos que |B(§,\)] = |(p +
1)‘;50(_5)1) _p¢c(_€>p_1 o 1’ < p|¢c<_£)p - 1‘ +p|¢c<_£)p_1 o 1‘ + ’¢C(_ )p - 1|

Pelo Teorema 5.3, ¢.({) — 1 exponencialmente quando §& — —oo.

Como g : [5,2] — R, dada por g(t) = t*, ¢ lipschitiziana Vk > 0, segue que
(&P, de(E)P™ ’ — 1 exponencialmente quando & — —oo. Logo

Ge(—E)P, po(—E)PF — 1 exponencialmente quando & —3 oo.

Portanto, existem constantes a, b > 0, tais que |B(£,\)] < ae™%, V& > &, donde

/OO |B(&, \)]d€ < a/oo e ¥de < 0.

o &o

Como os autovalores da matriz —A_(\) sdo todos simples e

pelo Teorema 2.4 existem Z; (), Zy () solugbes L.I. de Z' = —A(—¢&, ) Z, satisfa-

zendo

lim e’ MEZ=(6N) = vi(N), i=1,2.

E—o0

Agora basta definir Y, (£, \) = Z; (—=£, M), que o resultado segue por verificagao
imediata. O

J& mencionamos que Re uf (\) < —c/2 e Re ug (\) >0, VA € Q,. Como pu; (\)
depende continuamente de A, concluimos que Re uf(\) < —c/2 e Re pg(\) >
0 YA € S;. Portanto, podemos escolher uma vizinhanga N (€2, ), de €, contendo
Sy, tal que

Re pf(\) < —2a¢9 e Repg(\) > —ap, VAeEN(Q,), (5.7)
para algum «q > 0 suficientemente pequeno.
Teorema 5.6 Sejam ¢ > c*(p) e vi (\) o autovetor de A, (N\) associado a i (N),

i =1,2. Existe & > 0, tal que, para todo A\ € N(§)1), o sistema (5.6) possui duas
solugdes linearmente independentes, Y;* (&, \), satisfazendo

lim [qs;(@—lexp (— /:MS,A)ds) Yﬁ(g,»} = (N, i=12,(58)

E—o0

(s, )) = _[g+¢;’<s>]_\/[§+¢,,<3)rﬂ

¢e(s) ¢e(s)
mie) = =[5+ 58] l5- 55] +»
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Prova: Por (P1), ¢'(¢) < 0, V¢ € R, donde podemos fazer a mudanga de
varidveis w(€) = ¢.(£)1y(€) no sistema (5.6), obtendo

W' = AE,NW (5.9)
onde
A€, N) [O 1 ]
yA) = oL (€)
A —2m — C
e W = (w,w).

Um céalculo rotineiro mostra que os autovalores de fl(g,)\) sao precisamente
/1’5(5’ )‘)7 1= 17 2.

Por outro lado, por (P2) temos que

lim A(E,\) = A, (\)

E—o0
lim fi;(§,A) = pf (), =12
E—o0

Dai e de (5.7), existe & suficientemente grande, tal que
Re ﬂl(f,k) < 201 < —o1 < Re ﬂg(f, >\), V§ > 507 (510)

onde oy = ap/2 > 0. Em particular, A(g, A) tem dois autovalores distintos e assim
¢ diagonalizavel para & > &. Como 01 = (1,/11(&,N)) e 9y = (1, 1g(§, A) s@o au-
tovetores associados ao autovalores fi;(§,\) e fia(§, A) respectivamente, temos que
A(§7 /\) = dlag [ﬂl (57 /\)7 ﬂ?(g’ /\)] - T(§7 A)_1A<§7 /\)T(é.a >‘)7 onde

1 1

TEN =1 i) falen

Sendo Z = T(£,\)™'W o sistema (5.9), se torna
7 = [MEN) +OENZ, (5.11)
onde C = —T~'T".

Agora, fazendo as mudangas de variaveis V;(£, ) = exp [— ffo (s, )\)ds} Z(EN),

i =1,2, o sistema (5.11) se torna

Vi = [Bi(& ) + C(§ AV, (5.12)

2

onde B;(&,\) = A(§,\) — 1;(§, NI, parai=1,2.

Por (P2), temos dif [%} (€) ~ —DE? quando &€ — oo. Dati,
£ [%]©
hmfi%L—z—a
E—o0 -
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donde existe K > 0, tal que
a [l
‘d_g {g] (f)‘ < K, V§ 2 &.
Logo
/ |A’ (s, \)ds < 0.
&o

Analogamente temos

/ IT'(s,\)ds < .
o

Por (5.10), temos que a matriz

o 1 ﬂ2(£7)‘) 1
T(gv)‘) - ,[LQ(Sa )\) _,&1(57 )\) |: /11(67)‘) 1 :|

é limitada para £ > &, donde segue da definicao da matriz C', que

/OO|C'(3,)\)|ds < o0. (5.13)
&o

Considere as matrizes diagonais P; = diag [0, 0], P, = diag [1,0] e

3
Si(€,\) = exp (/ Bi(s, A)ds) ., i=1,2.

&o

Seja C'B([£n, 00)) o espago das fungdes continuas e limitadas definidas em [&y, 00)
munido da norma do sup, denotada por |.||so-

Defina os operadores F;(\) : CB([&y, >0)) — CB([&y, o0)) por

FANV(z) = e+ 5&(5,)\)PiSl-(s,)\)C(s,A)V(s)ds
o

- /OO Si(&, N (I — P)Si(s,\C(s,\)V(s)ds, i=1,2,
3

onde e; e e, sao os vetores da base candnica do R?.

Por (5.10), temos que —[Re fio(&,\) — Re fi1(§,\)] < —aq, V € € [§,00). Dai,
para & < £ < s, temos

1 0
[S1EN)S1(s, )7 = ' ( 0 exp <— Je la(r, A) = fu(r, )\)]dr) ) ‘
e (- [t Nidr )

< 14+

— ltexp <—Re /:[/lg(r,A)—ﬂl(r,/\)]dr>

< l4exp(—aq|é —s]) <2 (5.14)
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Dai,

ROV(E) - ENU(E)] = \ /5 T 516 NS (5, MO (s, U (s) — V(9))ds

IN

[2/ \C(s,)\)]ds] |V = Ullss, V & € [£0,00),
o

e assim

IE OV — BVl < {2 /6 ) rc<s7x>\ds] VUl

Por (5.13), podemos tomar &, suficientemente grande de tal maneira que

2/ |C'(s, \)]ds < 1.
o

Logo, escolhendo &, nestas condigoes, o operador Fj(\) é uma contragao.

Analogamente, para £ < s < &, temos

192(&, N PaSo (6, A) 7 = ‘( exp (ff[ﬁl(h A) — fa(r, /\)]dr> 0 )‘
0 0

e (= [ tr) = e o )|

= o (= [ Re ) - Vi

< exp(—af§ —s]) < L.

Por outro lado,
0 0
s - rsienl=| (o )|t

Logo,

|[F(MV (&) — F(MU(E)]

IN

13
|c<s,A>|ds] IV = Ul +
LJ o

' | it VS| IV - Ul

< / |c<s,A>\ds] IV = Ulle, ¥ € € [0, 00).

L/ &o

e analogamente concluimos que Fy(\) também é uma contragao.
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Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach existem V" (., \) € C'B([&, 00)), i = 1,2,
tais que

ViiEA) = EAVT(EN

3
= e+ SZ<£7 )‘)stl(sv )‘)710(87 )‘)‘/z+(8)d5
0

_ /:o SHE N = P)Si(s, \)"2Cs, NV (s)ds.

Agora, note que

d 0 0

aeEN =100 afe ) — (e M) exp (JE (s A) — (s, M]ds) ]
- 31(57 )‘)Sl(& )‘)

d

> -1 _ 1
d_§/£ S1(s,\)FC (s, V" (s)ds = }grg)h/JrhSl s, \)1C (s, \)VF(s)ds

= —Si(&N)TICENVT().

Dai

d s _ _ 4 h s, \)'O(s t(s)ds

FEN = ROVTEN = 86N [ i )70l o)
_ L;lgslm]/ Sy(5, \)"1C (s, MV (5)ds

_Si(€) d—g/ Sy(5, V) 105, AVt (s)ds
£
= B NSIEN) /5 S1(5, 1) 105, Vi (3)ds

"’51(57)‘)51(57 )‘>710<§7)‘)‘/1+<€7>‘)
= Bi(&,N) [ViT(& ) —er] + CE NV N)
= [Bi(& M)+ CE N (EN).

Logo V;"(.,\) é uma solucio do sistema (5.12) para i = 1. Analogamente, se
mostra que V," (., \) ¢ uma solucao de (5.12) para i = 2.

Ademais, de (5.14) temos que [S;(&,N)S1(sA) 7| < 2 para & < € < s e assim,
da definigao de Fi()\) temos que

lm VHEN) = lm ROV €N

= ¢ — lim 0051(5 N)S1(s,A\)71C (s, VT (s)ds = ey.

£E—o0 ¢
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Analogamente,

lim V,7(£,\) = eo.

£—o00

Dai, segue que V;"(.,,\) e V,7(.,\) sdo solugoes dos sistemas (5.12) linearmente
independentes. De fato, caso contrario, existiria 8 € R tal que V;7 (., \) = 0V, (., A)
e assim e; = limg_o VT (€,\) = 0lime_,0o V5" (£, A) = fea, 0 que geraria um absurdo.

Logo, voltando a variavel Z, temos que

200 =esp ([ intenis) virte

20
sdo solugoes linearmente independentes do sistema (5.11).

Voltando a variavel W, temos que

wie) = o | it A ) T(E V(6

sao solugoes linearmente independentes do sistema (5.9). Finalmente, voltando a
variavel Y, obtemos que

Y€ 0) = 6L(6) exp < e A)ds) T(E NV (€N

20

sao solugoes linearmente independentes do sistema (5.6) satisfazendo

Jim ¢/(6)" exp (— /éﬁxs,ws) YAEN) = lim T(ENVAEN

EO é*)OO

{ 1 1 } S
pi(A) pe(A) |
o que conclui a prova do Teorema 5.6. U

Como consequéncia dos Teoremas 5.5 e 5.6, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.7 Sejam ¢ > c¢*(p) e 0 < a < c. Se A € N(Qy) € um autovalor de L
com correspondente autofuncao vy, entao existem constantes ai,as,a3 € C e &y € R,
tais que

yx(f) ~

(—c+ A2+4N+1)
aj exp

5 f) ., quando & — —00

— 244N+ 1
(&) ~ agexp( et C;_ A+ )§>, quando & — —o0

€
(&) ~ asd.(§)exp (/5 /h(s,A)ds) . quando & — oo.
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Prova:  Como (yy,y}) ¢é solucao do (5.6), pelo Teorema 5.5, existem constantes
a,b € R tais que (y», v4) = aY; (A) +bY; (A).

Como
lim e O A) = of () = (LT (V) i =12
temos que
y/\(f)ew;(k)(é) ~ aett V& 4 petz NE quando € — —oo.
Dai

ya(E)e e WE L qe VIS L p quando € — —oo.
Logo, basta tomar a; = b.
Analogamente, de v} = ap; ()Y, (A) + buy (A) Yy (A), concluimos que

A+4N+1)
2

YA (&) ~ agexp <_C+ §> quando £ — —o0,

onde ay = g (A)b.
Agora pelo Teorema 5.6, existem constantes a,b € R, tais que

(12, 93) = aYi"(A) + 0Y5"(N).

O resto do resultado segue de forma anéloga ao caso anterior.
OJ

Para cada y € C2;(R), seja §(§) = exp(c&/2)y(§) e defina o operador
L:C; L (R) — Cunig(R) por

Ly =q"+[pgt™" — (p+1)¢f — c*/4]3.

Teorema 5.8 Sejam ¢ > c*(p) e A € Q,. Entao N\ é um autovalor de L se, e
somente se, € um autovalor de L.

Prova: Suponha que A € €, seja um autovalor de £ e sejay € C?

wni @ autofungao
associada dada pelo Teorema 5.7. Temos que limg_,_o, (&) = 0.

Por outro lado

13 13
61(6)eS/2 exp ( / ﬂl(s,A)dS)‘ O 2 exp ( [ e ms,ws)
éo

&o

= 2] (€) exp ( / 5[Re fir(s, )] — c/2ds) .
! (5.15)
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Por (P2) temos que ¢7(§)/¢.(§) é positivo para £ suficientemente grande. Dai,
sendo fi;(s,\), ¢ = 1,2, dados no Teorema 5.6, temos que

Re i1(s,\) < Reuf (\) < ¢/2

e assim .
{hm —e0/2¢! (€) exp </ [Re fi1(s,\)] — c/2ds> =0
—00 50
¢ £
lim |¢,(&)es/? exp ( / ﬁl(s,A)dsN =0.
E—o0 £o

Dai e de (5.15) concluimos que lim¢_, 4 §(§) = 0. Analogamente se mostra que

lim 7(6) = lim §(¢) =0

E—*oo E—+o0
e portanto § € C7,,(R). Ademais,

02

Lj(€) = e TV +y"(€) + e/ () + (ot (€) = (p+ 1)L(€))y(€) — ()]
= *2Ly(&) = Aj(6).
Logo A é um autovalor de L e § é uma autofun¢ao associada.

Reciprocamente, suponha que A € (), seja um autovalor de L com autofuncao
associada § € C7 . (R). Sendo y(§) = exp(—c&/2)y(¢), temos que y(§) — 0,
quando £ — oo. Além disso, y satisfaz Ly = Ay e assim (y,7y’) é solu¢do do
sistema (5.6). Pelo Teorema 5.5, existem constantes a,b € R tais que (y,y') =
aYy () +0Y, (\). Dai, y(&) ~ aetr V& 4 betz NE quando € — —o0 e assim

y(€)e M2 NE g2V FHMDE L p v b quando € — —o0.

De posse dessa estimativa, analogamente concluimos que y € C?

¢ um autovalor de L.

O
Teorema 5.9 Todos os autovalores do operador L sao reais.

Prova: Considere o espago de Hilbert L?(R) munido de seu produto interno usual

<v,u >= /_OO v(s)u(s)ds.

o0
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Temos que L : C7,,;;(R) — Ciypnif(R) € um operador linear densamente definido

em L%(R). Além disso, usando integragao por partes, temos que

o0

< Lu,v> = /_ [+ [pg?~! — (p+ 1)¢? — ¢* /4|u]vds

o0

= /OO u"vds + /00 [Pt — (p+ 1)¢P — ¢* /4|uvds.

o0

= /OO w"ds + /OO ulpdt~t — (p+ 1) — ¢* /4]vds.

= <u, L’U> Vuvecgmf( )

Logo L ¢é auto-adjunto e portanto seus autovalores sao reais.

Corolario 1: Os autovalores do operador £, em ()., sao todos reais.

Teorema 5.10 Se ¢ > c¢*(p), entao L, nao possui autovalores em {0} U Q. Ade-
mais, existe 6y > 0 tal que L, nao possui autovalores com parte real maior que

—0.

Prova:  Seja A € {0} UQ, um autovalor de £ com autofungdo yx € C7;+(R).
Pelo Corolario 1, A € R e assim A > 0.

Seja yy = wy¢.. De Ly = Ay,, obtemos

N+ (22—, + c) + m—, + Ci’ +pdl T — (p+ 1)¢"| wa = dwy.

Como u(z,t) = ¢.(z — ct) é solugdo da equagao (5.1), temos que
—cd,— ¢ = — o,
Dai, derivando esta tltima igualdade, temos que

—cgr — ¢ = pdP e — (p+ 1)ghe.
Logo

¢//
wK—k( o +c)w/\—)\w,\

Multiplicando esta equacao pelo fator integrante exp [ fog (Q(Zig(i‘;) + c) ds}, obte-
mos

o [ (353 ] = o[ (2557 +)4]

(5.16)
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Consideremos inicialmente A = 0. Por (5.16), existe uma constante k € R, tal

que
3 2¢”(8)
wh(€) = kex {—/ (C—%—c)ds]
ol&) P 0 AC)
Pelo Teorema 5.3, existe uma constante k; € R tal que ¢/.(§) ~ ky exp (

(&) %o(8)
" OE) o)
Agora de yp = wp¢.., segue que wy = % — %% e por (P2), wj(§) é limitada

—ctV 214 g)
2

quando & — —oo. Dali, pelo Teorema 5.7, ~ ky quando £ — —o0.

quando & — —oo.

Por outro lado, por (P3),

o[ [ -5+ -

e assim, para que w;(&) seja limitada para & — —oo, devemos ter k = 0. Logo
wp = ko é uma fungao constante e portanto yo = ko, isto é, o auto espago associado
ao autovalor 0 é gerado por ¢..

Pelo Teorema 5.3, ¢.(&) ~ ks&?/®~Y quando ¢ — oo, onde a constante ks é
§ — oo e assim ¢, € C,. Portanto 0 nao ¢ um autovalor de L,.

Agora vamos mostrar que o operador £ nao possui autovalores positivos. Como
todo autovalor de £, é autovalor de L, teremos o resultado.

Suponha, por contradigao, que £ possua pelo menos um autovalor positivo. As-
sim, pelo Teorema 5.8, o operador L também possui algum autovalor positivo, ja
que possui os mesmo autovalores que L. Da teoria de Sturm-Liouville (veja por
exemplo [Sotomayor]), os autovalores do problema Ly = Ay formam uma sequéncia
Ao > A > 0> A\, > ..., com )\, — —o0 e a autofuncao ¢,,, associada ao pri-
meiro autovalor \g, nao muda de sinal. Como o operador L possui algum autovalor
positivo, devemos ter Ay > 0. Dali, a autofuncao y,,(§) = exp(—c£/2)7,(§) (com
respeito & £) também nao muda de sinal.

Suponha sem perda de generalidade que y,,(§) >0, V & € R.

Pelo Teorema 5.7, |wy,(&)| = |yxn(§)/¢.(§)] — 0 quando § — oo. Por-
tanto, pelos Teoremas 5.7 e 5.3, existe uma constante k& € R, tal que w,,(§) =

Uro (€)/9.(€) ~ kexp([y/c? + 4(Ao + 1) — Vc? +4]/2) e assim |w), (§)| — 0 quando
{ — —o00. Analogamente temos |w) (£)| — 0 quando { — Foo0.

Agora note que w) nao ¢ identicamente nula, pois caso contrario, wy, seria
constante e assim ¢, seria uma autofungdo associada ao autovalor Ao > 0. Mas
isto ndo pode ocorrer, pois teriamos dois autovalores distintos (0 e Ag) associados a
mesma autofunc¢ao, acarretando um absurdo.

Como w), nao ¢ identicamente nula e |wy,(£)| — 0 quando § — o0, entdo
existe & € R tal que w'(&) > 0. Trocando o limite de integragao inferior 0 por &,
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em (5.16), como \g > 0 e wy,(§) = ya,(§)/PL(§) <0V & € R, temos que

{exp U: (Qj(g + c) ds] w&o(f)}, <0, VEER.

Dai
¢ 20" o 24"
P M (2 s c) as] s 0> wh oo | /| (2 se) ] ve<a
e assim

wh, (€) > wh, (&) exp [/: - (Qj’(g + c) ds} . VeE<&.  (517)

De (P3) e (5.17), segue que w) (§) — oo quando {& — —oo, contrariando
|w), ()] — 0 quando { — —oo. Logo L nao possui autovalores positivos e
consequentemente, £, também nao possui autovalores positivos.

Como £ nao possui autovalores positivos, entao o primeiro autovalor \y de £ é
negativo. Tomando —d; € (Ao, 0), temos que todos os autovalores de £ sdo menores
que —o; e consequentemente todos os autovalores de £, sao menores que —d;. [

Finalmente, temos o resultado principal deste Capitulo.

Teorema 5.11 Seja c*(p) o wvalor critico obtido no Teorema 5.3. Se ¢ > c*(p) e
0 < a < ¢, entao a onda viajante ¢., obtida no Teorema 5.3, é exponencialmente
assintoticamente estdavel, com translagao, na norma ||.| -

Prova: Sejad = min{d,,d:} > 0, onde d,, > 0 e §; > 0 sao dados nos Teoremas 5.4
e 5.10 respectivamente. Temos que o espectro o(L,) C {\ € C; Re A < —d}. Por-
tanto, como L, ¢é setorial, pelo Teorema 3.1, a onda viajante ¢. é exponencialmente,
assintoticamente estavel, com translagdo, na norma ||.||4. d
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho estudamos um modelo de combustao, que governa a propagacao de
uma frente de temperatura em um meio poroso. Este modelo aparece na modelagem
matemaética da combustao in-situ, um método de recuperacao de pogos petroliferos
que otimiza e aumenta seu tempo de produgao. Provamos a existéncia e unicidade
de uma onda viajante para este modelo, para uma faixa de valores de velocidades
de propagacao da onda, conectando os dois estado de equilibrio do sistema, que
correspondem aos estados queimado e nao queimado, apds e antes a passagem da
frente de temperatura, respectivamente. As principais ferramentas usadas, na nossa
abordagem, foram técnicas de perturbagao singular geométrica (para provar a exis-
téncia da onda) e a integral de Melnikov (para provar a unicidade da onda).

Em seguida, nos dedicamos a equagao KPP, uma equacao do tipo reacao-difusao
que aparece em problemas de reagoes quimicas autocataliticas isotérmicas.
Usando técnicas similares ao do modelo de combustao, provamos a existéncia e
unicidade de uma onda viajante conectando os dois estados de equilibrio do sis-
tema. Para esta equagao, fomos um pouco mais além, e estudamos a estabilidade,
das ondas nao fortes, sob perturbagoes em um certo espaco de Banach com peso
na norma. Estabelecemos condi¢oes para que o espectro do operador diferencial
associado (definido no espa¢o com peso na norma) se mantenha no lado esquerdo
do eixo imaginario do plano complexo, obtendo o resultado desejado via teoremas
classicos da teoria espectral dos operadores diferenciais.

Uma continuacao natural do trabalho aqui exposto, seria tentar aplicar as técni-
cas usadas para a equacao KPP, para obter resultados de estabilidade para as ondas
nao fortes do modelo de combustao, que, até o momento, nao existem na literatura.
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