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Resumo
Neste trabalho são apresentados resultados sobre Existên
ia, Uni
idade e Depen-dên
ia Contínua de soluções para um sistema 
onsistindo de uma EDP parabóli
a e

n-Equações Diferen
iais Ordinárias. São apresentados também resultados sobre a Es-tabilidade Exponen
ial de tal sistema em torno de uma solução do tipo onda viajantee em torno de uma solução de equilíbrio.
Palavras 
have: Método de Pi
ard, Ondas Viajantes, Estabilidade Exponen
ial.



Abstra
t
In this work are presented some results on existen
e, uniqueness and 
ontinuousdependen
e of solutions for a system 
onsisting of a paraboli
 PDE and n-OrdinaryDi�erential Equations. Also are dis
ussed the exponential stability of su
h system ata traveling wave solution and at a resting state.

Keywords: Pi
ard Method, Traveling Waves, Exponential Stability.
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Notações
N 
onjuntos dos números naturais
R 
onjuntos dos números reais
C 
onjuntos dos números 
omplexos
|x| valor absoluto do número real x

Rn+1 = {x = (x0, x1, · · · , xn); xi ∈ R} espaço eu
lidiano n + 1 dimensional
‖x‖ =

√
n∑

i=0

(xi)2 norma eu
lidiana em Rn+1

‖x‖s = n∑

i=0

|xi| norma da soma em Rn+1

‖x‖∞ = max
0≤i≤n

{|xi|} norma do máximo em R
n+1

f : Rn+1 −→ R função que asso
ia 
ada x ∈ Rn+1 num es
alar
Ω sub
onjunto do R

n+1

CB(Ω) Espaço das funções 
ontínuas e limitadassobre Ω

Ck(Ω) Espaço das funções 
ontínuas 
om derivadaspar
iais 
ontínuas até ordem k sobre Ω

S(Ω) Espaço (de S
hwartz) das funçõesde de
res
imento rápido
f̂ ou F [f ] transformada de Fourier da função f
ǧ ou F−1[g] transformada de Fourier inversa da função g
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∂f

∂xj ≡ Djf ≡ ∂xjf derivada de f 
om relação a variável xj
Dxf ≡ ∇f = (D0f,D1f, · · · , Dnf) gradiente de f 
om relação à x
‖∇f‖∞ = max

0≤j≤n
{supx∈Ω |Djf(x)|} norma (do sup) do gradiente de f

A = (aij)n matriz de ordem n

‖A‖∞ = max
1≤i,j≤n

{|aij|} norma da matriz A
g : Rn+1 −→ Rn+1 função que asso
ia 
ada x ∈ Rn+1 o vetor

g(x) = (g0(x), g1(x), · · · , gn(x)) ∈ R
n+1

Dg =

(
Djg

i

)i=0,1,··· ,n

j=0,1,··· ,n
matriz Ja
obiana da função g

‖Dg‖∞ = max
0≤i,j≤n

{supx∈Ω |Djg
i(x)|} norma (do sup) da matriz Ja
obiana de g

W i(·, t) : R −→ R função que a 
ada t ∈ R asso
ia um es
alar
ujo valor em x ∈ R é W i(x, t)

‖W i(·, t)‖∞ = sup
x∈R

{|W i(x, t)|} norma (do sup) da função W i(·, t)

W : R× R+ −→ Rn+1 função que asso
ia 
ada par (x, t) o vetor
W(x, t) = (W 0(x, t),W 1(x, t), · · · ,W n(x, t))

W(·, t) : R −→ Rn+1 função que a 
ada t ∈ R asso
ia um vetor
ujo valor em x ∈ R é W(x, t)

‖W(·, t)‖∞ = max
0≤i≤n

{sup
x∈R

|W i(x, t)|} norma (do sup) da função W(·, t)



Introdução
Baseados numa sequên
ia de artigos 
lássi
os de J. Evans [9, 10, 11℄, 
onsidera-mos nesta dissertação um sistema misto de equações diferen
iais, 
onstituído de umaEquação Diferen
ial Par
ial (equação de 
alor) e n Equações Diferen
iais Ordináriasda forma





∂W 0

∂t
(x, t)− ∂2W 0

∂x2
(x, t) = g0(W 0(x, t),W (x, t)) , x ∈ R, t > 0,

∂W

∂t
(x, t) = g(W 0(x, t),W (x, t)), x ∈ R , t > 0,

W 0(x, 0) = ψ0(x), x ∈ R,

W (x, 0) = ψ(x), x ∈ R.

(1)
No sistema (1) as variáveis independentes são x ∈ R e t > 0 e as funções in
ógnitassão a função es
alarW 0 e a função vetorialW = (W 1,W 2, · · · ,W n) 
om valores em Rn.A função g0 é uma função es
alar e g = (g1, g2, · · · , gn) uma função vetorial, ambas de

(n+1) variáveis. Os dados ini
iais 
onsistem da função es
alar ψ0 e da função vetorial
ψ = (ψ1, ψ2, · · · , ψn). Como hipóteses gerais vamos supor que gi ∈ C2

B(R
n+1), para

i = 0, 1, · · · , n.Para simpli�
ar a notação usaremos W e Ψ para representar as funções vetoriais
om valores em Rn+1 dadas por (W 0,W ) e (ψ0, ψ), respe
tivamente, assim temos que
W = (W 0,W 1, · · · ,W n) e Ψ = (ψ0, ψ1, · · · , ψn).O objetivo da dissertação é estudar a Existên
ia, Uni
idade e Dependên
ia Con-tínua da solução para o problema de valor ini
ial para o sistema (1) e apresentar alguns



9resultados de estabilidade exponen
ial em relação a uma solução do tipo onda viajante.Como motivação para o estudo desse tipo de sistema temos a questão de propagaçãode frentes de 
ombustão em meios porosos, [6℄, e o modelo de Hodgkin e Huxley, [17℄,sobre a propagação de pulsos elétri
os.Além da Introdução, esta dissertação 
onsta de três outros Capítulos e um Apên-di
e, 
omo des
ritos a seguir.No Capítulo 1 apresentamos e dis
utimos os resultados sobre Existên
ia, Uni-
idade e Dependên
ia Contínua (em relação aos valores ini
iais) de soluções para osistema (1). Este estudo é feito baseado nas propriedades do nú
leo de 
alor e do mé-todo iterativo de Pi
ard para soluções de sistemas de Equações Diferen
iais Ordinárias.No Capítulo 2 
onsideramos uma solução W(x, t) = φ(x − vt) (do tipo onda vi-ajante) do sistema (1) e apresentamos a demonstração de um Teorema mostrando aequivalên
ia da estabilidade exponen
ial do sistema (1) em torno desta onda viajantee a do sistema formado pela sua linearização, em torno da derivada da onda viajante.Este teorema estabele
e que uma solução obtida a partir de uma pequena perturbaçãonos dados ini
iais 
orrespondentes à uma determinada onda viajante φ tende exponen-
ialmente rápido no tempo à uma translação de tal onda viajante se, e somente se,o sistema linearizado tem a propriedade de suas soluções tenderem à um múltiplo daderivada da onda viajante. A demonstração desse resultado é baseada em três Lemaspreparatórios.No Capítulo 3 apresentamos dois teoremas rela
ionado a estabilidade exponen
ialdo sistema formado pela linearização de (1) em torno da solução de equilíbrio nula ea do sistema obtido a partir deste após à apli
ação da Transformada de Fourier. Asdemonstrações destes teoremas estão baseadas numa sequên
ia de quatro Proposiçõespreparatórias e de alguns Lemas auxiliares.Finalmente, no Apêndi
e A apresentamos alguns 
on
eitos e resultados bási
osque foram usados no desenvolvimento da dissertação.



Capítulo 1Existên
ia, Uni
idade e Dependên
iaContínua de Soluções
Neste Capítulo dis
utiremos e apresentaremos resultados sobre Existên
ia, Uni-
idade e Dependên
ia Contínua de solução 
lássi
a para o sistema (1). Na primeiraSeção estudamos 
ondições para a existên
ia de soluções do sistema (1), bem 
omoexibimos fórmulas integrais para essas soluções. Na segunda Seção apresentamos ummétodo iterativo para a determinação da solução do sistema (1), baseado no própriométodo de Pi
ard. Na última Seção dis
utimos a questão da dependên
ia 
ontínuada solução em relação aos dados ini
iais. Usamos [9℄ 
omo referên
ia para a primeiraSeção e [9℄ e [21℄ nas demais Seções.1.1 O Sistema de Equações IntegraisNesta Seção abordaremos a questão fundamental sobre a existên
ia de soluçõesdo sistema (1) usando os resultados 
lássi
os sobre equações diferen
iais par
iais pa-rabóli
as e sobre sistemas de Equações Diferen
iais Ordinárias de primeira ordem.O Teorema a seguir mostra que sob 
ertas restrições as soluções do sistema (1) sãoexatamente as soluções de um sistema de equações integrais, ou em outras palavrasobtemos um sistema de equações integrais equivalente ao sistema (1).Teorema 1.1 Seja T > 0. Suponha que as funções g0 e g em (1) sejam 
ontínuas elimitadas 
om derivadas par
iais primeiras 
ontínuas e limitadas e que o dado ini
ial
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Ψ e sua derivada Ψ′ sejam 
ontínuas e limitadas. Sejam W 0 e W funções 
ontínuas elimitadas em R× [0, T ]. Então W = (W 0,W ) é uma solução do sistema (1) 
om ∂W 0

∂x
,

∂W
∂x


ontínuas e limitadas em R× [0, T ] e 
om ∂W 0

∂t
, ∂2W 0

∂x2 
ontínuas em R× (0, T ] se,e somente se W 0 e W satisfazem o sistema de equações integrais
W 0(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y)dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)g0(W 0(y, s),W (y, s)) dy ds , (1.1)

W (x, t) = ψ(x) +

∫ t

0

g(W 0(x, s),W (x, s)) ds , (1.2)onde K(x, y, t) é o nú
leo de 
alor de�nido em A.7, (veja página 74).Demonstração: Suponha que (W 0,W ) seja solução do sistema (1) satisfazendo aspropriedades a
ima. Como g0, ∂W 0

∂t
, ∂

2W 0

∂x2 são 
ontínuas, pela primeira equação de (1)a função 
omposta g0(W 0(x, t),W (x, t)) também é 
ontínua. Como W 0(x, t), W (x, t)são 
ontínuas e limitadas em R×[0, T ] então por hipótese g0(W 0(x, t),W (x, t)) tambémé limitada em R× [0, T ]. Sabendo que as derivadas par
iais D0g
0 e Dig

0, i = 1, · · · , n,são 
ontínuas e limitadas, temos também que a função ∂g0

∂x
= D0g

0 ∂W 0

∂x
+

n∑

i=1

Dig
0 ∂W

i

∂xé 
ontínua e limitada em (x, t). Assim pelo Teorema A.6 (pg. 75) a função W 0 satisfaz(1.1).Passamos agora a obter (1.2). Como g, W 0 eW são 
ontínuas, temos que a função
omposta g(W 0(x, t),W (x, t)) também é 
ontínua. Integrando de 0 a t a segundaequação em (1) temos que
∫ t

0

∂W

∂t
(x, s)ds =

∫ t

0

g(W 0(x, s),W (x, s)) ds .Do Teorema Fundamental do Cál
ulo e da 
ondição ini
ial para W em (1) obtemos
W (x, t)− ψ(x) =

∫ t

0

g(W 0(x, s),W (x, s)) ds .Portanto W (x, t) satisfaz (1.2).Re
ipro
amente suponha que W 0 e W são funções 
ontínuas e limitadas satis-fazendo (1.1) e (1.2), respe
tivamente. Como as funções g, W 0 e W são 
ontínuas,então a função 
omposta g(W 0,W ) também é 
ontínua. Assim de (1.2) e do TeoremaFundamental do Cál
ulo segue que ∂W
∂t

existe, é 
ontínua em R× [0, T ] e a segunda equarta equações do sistema (1) são satisfeitas.



12Analisemos agora a funçãoW 0 em (1.1). Es
revemos W 0(x, t) = A(x, t)+B(x, t),
om
A(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y) dye

B(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0(W 0(y, s),W (y, s)) dy ds .Das propriedades do nú
leo de 
alor temos que as quatro integrais imprópriasA(x, t) , B(x, t) ,
∫ ∞

−∞
Kx(x, y, t)ψ

0(y) dye ∫ t

0

∫ ∞

−∞
Kx(x, y, t− s) g0(W 0(y, s),W (y, s)) dy ds
onvergem uniformemente. Daí, podemos derivar A(x, t) e B(x, t) sob o sinal de inte-gração. Obtendo
Ax(x, t) =

∫ ∞

−∞
Kx(x, y, t)ψ

0(y) dy,e
Bx(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
Kx(x, y, t− s) g0(W 0(y, s),W (y, s)) dy ds ,as quais são 
ontínuas e limitadas para x ∈ R e 0 ≤ t ≤ T . Portanto ∂W 0

∂x
= ∂A

∂x
+ ∂B

∂x
é
ontínua e limitada em R× [0, T ].Considere novamente a equação (1.2), mas agora vista 
omo um sistema de EDO'sem "t" e 
onsiderando "x" 
omo parâmetro. Como ψ e g possuem derivadas 
omrelação ao parâmetro "x" 
ontínuas e limitadas, do Teorema da dependên
ia dife-ren
iável, [21℄, segue que ∂W

∂x
existe e é 
ontínua e limitada em R × [0, T ]. Portanto

∂g0

∂x
= D0g

0 ∂W 0

∂x
+Dg0 ∂W

∂x
é 
ontínua e limitada em R× [0, T ]. Como as funções ψ0, g0,e ∂g0

∂x
são 
ontínuas e limitadas, pelo Teorema A.6 segue que ∂W 0

∂t
e ∂2W 0

∂x2 são 
ontínuasem R × (0, T ] e a função W 0 satisfaz a primeira e ter
eira equações do sistema (1),
on
luindo assim a demonstração do Teorema 1.1.
�1.2 Existên
ia e Uni
idade de SoluçãoNesta Seção veremos 
omo obter uma solução para o sistema (1) através de umpro
esso iterativo que determina as soluções do sistema de equações (1.1)-(1.2) ob-



13tido na Seção 1.1 sob as mesmas hipóteses do Teorema 1.1, isto é, 
om as funções
g0, g, Djg

i, (i, j = 0, 1, · · · , n), ψ0 e ψ 
ontínuas e limitadas.Para isso de�nimos a sequên
ia de aproximações (W 0
n ,Wn), n = 0, 1, 2, · · · , para

x ∈ R e t ∈ [0, T ], da seguinte forma




W 0
0 (x, t) = ψ0(x) , x ∈ R, e t ∈ [0, T ];

W 0
n+1(x, 0) = ψ0(x) , x ∈ R;

W 0
n+1(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y) dy;

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0(W 0

n(y, s),Wn(y, s)) dy ds, x ∈ R, t > 0;

W0(x, t) = ψ(x) , x ∈ R; t ∈ [0, T ];

Wn+1(x, 0) = ψ(x) , x ∈ R;

Wn+1(x, t) = ψ(x) +

∫ t

0

g(W 0
n(x, s),Wn(x, s)) ds , x ∈ R, t > 0 .

(1.3)
Desta forma, dado T > 0, pela Proposição A.4 (pg. 75) e das próprias fórmulas em(1.3), as iteradas (W 0

n ,Wn), para n = 0, 1, 2, ... , são 
ontínuas em R× [0, T ].O próximo teorema mostra que essa sequên
ia de iteradas em (1.3) 
onvergeuniformemente para uma solução do sistema (1.1)-(1.2) e 
onsequentemente do sistema(1).Teorema 1.2 Dado T > 0, a sequên
ia de iteradas (W 0
n(x, t), (Wn(x, t)), n = 0, 1, 2, · · · ,
onverge uniformemente para uma solução (W 0(x, t),W (x, t)) do sistema (1), para todo

(x, t) ∈ R× [0, T ]. Esta solução é úni
a.Demonstração: Primeiro mostraremos por indução que a sequên
ia (W 0
n ,Wn) deiteradas é uniformemente limitada em R× [0, T ].Lembremos que por hipótese, para n = 0, W 0

0 (x, t) = ψ0(x) e W0(x, t) = ψ(x)são tais que existem c1 > 0 e c2 > 0 
om |ψ0(x)| ≤ c1 e ‖ψ(x)‖ ≤ c2 , ∀ x ∈ R.Suponha que W 0
n e Wn sejam limitadas para algum n ≥ 1. Mostremos que W 0

n+1 e
Wn+1 também são limitadas.Das limitações das funções g0 e g sejam M1 > 0 e M2 > 0 tais que |g0(W 0,W )| ≤ M1



14e ‖g(W 0,W )‖ ≤ M2, ∀ (W 0,W ) ∈ R× Rn. Daí, obtemos que
|W 0

n+1(x, t)| =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y)dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)g0(W 0

n(y, s),Wn(y, s))dyds

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)|ψ0(y)|dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

∣∣g0(W 0
n(y, s),Wn(y, s))

∣∣dyds

≤ c1 +M1t ≤ c1 +M1T = C1(T );

‖Wn+1(x, t)‖ =

∥∥∥∥ψ(x) +
∫ t

0

g(W 0
n(x, s),Wn(x, s)) ds

∥∥∥∥

≤ ‖ψ(x)‖+
∫ t

0

∥∥g(W 0
n(x, s),Wn(x, s))

∥∥ ds ≤ c2 +M2t ≤ c2 +M2T = C2(T ) ;donde segue que a sequên
ia de funções (W 0
n ,Wn) é limitada, para (x, t) ∈ R× [0, T ].Agora vamos mostrar a 
onvergên
ia da sequên
ia de iteradas em (1.3). Es
reve-mos





W 0
n(x, t) = W 0

0 (x, t) + [W 0
1 (x, t)−W 0

2 (x, t)] + · · ·+ [W 0
n(x, t)−W 0

n−1(x, t)] ,

Wn(x, t) = W0(x, t) + [W1(x, t)−W2(x, t)] + · · ·+ [Wn(x, t)−Wn−1(x, t)].Daí, (W 0
n ,Wn) 
onvergirá uniformemente se, e somente se as séries ∞∑

n=1

|W 0
n −W 0

n−1| e
∞∑

n=1

‖Wn −Wn−1‖ 
onvergirem uniformemente. Sendo a sequên
ia (W 0
n ,Wn) limitada,de�namos a nova sequên
ia

ρn(t) = sup
x∈R

{|W 0
n(x, t)−W 0

n−1(x, t)|+‖Wn(x, t)−Wn−1(x, t)‖}, t > 0, n = 0, 1, 2, · · · .Das limitações das derivadas par
iais de g0 e de g, existe L > 0 tal que
∣∣Djg

i(W 0,W )
∣∣ ≤ L, ∀ (W 0,W ) ∈ R× R

n ; i, j = 0, 1, 2, · · · , n. (1.4)Usando as desigualdades triangular e do valor médio, temos que
∣∣g0(W 0

n(x, t),Wn(x, t))− g0(W 0
n−1(x, t),Wn−1(x, t))

∣∣

≤
∣∣g0(W 0

n(x, t),Wn(x, t))− g0(W 0
n−1(x, t),Wn(x, t))

∣∣

+
∣∣g0(W 0

n−1(x, t),Wn(x, t))− g0(W 0
n−1(x, t),Wn−1(x, t))

∣∣

≤ L
∣∣W 0

n(x, t)−W 0
n−1(x, t)

∣∣+ L‖Wn(x, t)−Wn−1(x, t)‖

≤ L

(∣∣W 0
n(x, t)−W 0

n−1(x, t)
∣∣ + ‖Wn(x, t)−Wn−1(x, t)‖

)
.



15Daí segue que
∣∣g0(W 0

n(x, t),Wn(x, t))− g0(W 0
n−1(x, t),Wn−1(x, t))

∣∣ ≤ Lρn(t). (1.5)Analogamente obtemos para a função g que
∥∥g(W 0

n(x, t),Wn(x, t))− g(W 0
n−1(x, t),Wn−1(x, t))

∥∥ ≤ Lρn(t). (1.6)Agora note que
∣∣W 0

n+1(x, t)−W 0
n(x, t)

∣∣

=

∣∣∣∣
∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

[
g0
(
W 0

n(y, s),Wn(y, s)
)
− g0

(
W 0

n−1(y, s),Wn−1(y, s)
) ]

dy ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

∣∣g0
(
W 0

n(y, s),Wn(y, s)
)
− g0

(
W 0

n−1(y, s),Wn−1(y, s)
)∣∣ dy ds

≤
∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)Lρn(s) dy ds ≤ L

∫ t

0

ρn(s) ds, ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ]. (1.7)Analogamente temos que
‖Wn+1(x, t)−Wn(x, t)‖ ≤ L

∫ t

0

ρn(s) ds, ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ]. (1.8)Somando (1.7) 
om (1.8) obtemos
∣∣W 0

n+1(x, t)−W 0
n(x, t)

∣∣+‖Wn+1(x, t)−Wn(x, t)‖ ≤ 2L

∫ t

0

ρn(s) ds, ∀ (x, t) ∈ R×[0, T ].Assim da de�nição de ρn(t), segue que
ρn+1(t) ≤ 2L

∫ t

0

ρn(s) ds , ∀ t ∈ [0, T ], n = 0, 1, 2, · · · . (1.9)Agora seja K > 0 uma 
onstante tal que |ρ1(t)| ≤ K, 0 ≤ t ≤ T . Então de (1.9)obtemos
ρ2(t) ≤ 2L

∫ t

0

ρ1(s) ds ≤ K2Lt,

ρ3(t) ≤ 2L

∫ t

0

ρ2(s) ds ≤ K(2L)2
∫ t

0

sds =
K(2Lt)2

2!
,...

ρn(t) ≤
K(2Lt)n−1

(n− 1)!
≤ K(2LT )n−1

(n− 1)!
, ∀ t ∈ [0, T ].Daí

∞∑

n=1

ρn(t) ≤ K
∞∑

n=1

(2LT )n−1

(n− 1)!
= K

∞∑

n=0

(2LT )n

n!
= Ke2LT , ∀ t ∈ [0, T ],



16ou seja,
∞∑

n=1

(
|W 0

n(x, t)−W 0
n−1(x, t)|+ ‖Wn(x, t)−Wn−1(x, t)‖

)

≤ K
∞∑

n=0

(2LT )n

n!
, ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ].Logo, pelo Teste M de Weierstrass, as séries de funções ∞∑

n=1

|W 0
n(x, t) −W 0

n−1(x, t)| e
∞∑

n=1

‖Wn(x, t) −Wn−1(x, t)‖ 
onvergem uniformemente para (x, t) ∈ R × [0, T ], dondesegue a 
onvergên
ia uniforme da sequên
ia de iteradas (W 0
n ,Wn) de�nidas em (1.3)

∀ (x, t) ∈ R× [0, T ]. Sejam portanto W 0(x, t) e W (x, t) as funções dadas por
W 0(x, t) = lim

n→∞
W 0

n(x, t), W (x, t) = lim
n→∞

Wn(x, t), ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ].Da maneira 
omo foram de�nidas e da 
onvergên
ia uniforme, temos que W 0 e Wsão funções 
ontínuas e limitadas para todo (x, t) ∈ R × [0, T ]. Agora mostremosque (W 0(x, t),W (x, t)) satisfaz o sistema de equações integrais (1.1) - (1.2), o queé equivalente a mostrar que (W 0(x, t),W (x, t)) é solução do sistema (1), segundo oTeorema 1.1.Tomando o limite 
om n tendendo à in�nito em ambos os lados das equações em(1.3), obtemos
W 0(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y)dy

+ lim
n→∞

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0

(
W 0

n(y, s),Wn(y, s)
)
dy ds , (1.10)

W (x, t) = ψ(x) + lim
n→∞

∫ t

0

g
(
W 0

n(x, s),Wn(x, s)
)
ds. (1.11)A passagem do limite para dentro do sinal de integração em (1.10) é justi�
ada devidoas propriedades do nú
leo do 
alor e da 
ontinuidade da função g0. Portanto temos

W 0(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)ψ0(y)dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0

(
W 0(y, s),W (y, s)

)
dy ds . (1.12)Para justi�
ar a passagem do limite para dentro do sinal de integração em (1.11)devemos mostrar que

∥∥∥∥
∫ t

0

g
(
W 0(x, s),W (x, s)

)
ds−

∫ t

0

g
(
W 0

n(x, s),Wn(x, s)
)
ds

∥∥∥∥



17tende a zero quando n tende a in�nito. Para isto, usamos as desigualdades triangulare do valor médio, obtendo
∥∥∥∥
∫ t

0

g
(
W 0(x, s),W (x, s)

)
ds−

∫ t

0

g
(
W 0

n(x, s),Wn(x, s)
)
ds

∥∥∥∥

≤
∫ t

0

∥∥g(W 0(x, s),W (x, s))− g(W 0
n(x, s),Wn(x, s))

∥∥ ds

≤
∫ t

0

[∥∥g
(
W 0(x, s),W (x, s)

)
− g

(
W 0

n(x, s),W (x, s)
)∥∥

+
∥∥g
(
W 0

n(x, s),W (x, s)
)
− g

(
W 0

n(x, s),Wn(x, s)
)∥∥
]
ds

≤
∫ t

0

[
L
∣∣W 0(x, s)−W 0

n(x, s)
∣∣ + L ‖W (x, s)−Wn(x, s)‖

]
ds

≤ L

∫ t

0

[∣∣W 0(x, s)−W 0
n(x, s)

∣∣+ ‖W (x, s)−Wn(x, s)‖
]
ds.Observemos que

W 0(x, s)−W 0
n(x, s) =

∞∑

m=n+1

[
W 0

m(x, s)−W 0
m−1(x, s)

]
,

W (x, s)−Wn(x, s) =

∞∑

m=n+1

[Wm(x, s)−Wm−1(x, s)],pois
W 0(x, s) =W 0

0 (x, s) +
∞∑

m=1

[
W 0

m(x, s)−W 0
m−1(x, s)

]
;

W 0
n(x, s) =W 0

0 (x, s) +

n∑

m=1

[
W 0

m(x, s)−W 0
m−1(x, s)

]
;e

W (x, s) =W0(x, s) +

∞∑

m=1

[Wm(x, s)−Wm−1(x, s)];

Wn(x, s) =W0(x, s) +
n∑

m=1

[Wm(x, s)−Wm−1(x, s)].Consequentemente, temos
∣∣W 0(x, s)−W 0

n(x, s)
∣∣+ ‖W (x, s)−Wn(x, s)‖

≤
∞∑

m=n+1

[∣∣W 0
m(x, s)−W 0

m−1(x, s)
∣∣+ ‖Wm(x, s)−Wm−1(x, s)‖

]
.Como ∣∣W 0

m(x, s)−W 0
m−1(x, s)

∣∣ e ‖Wm(x, s) −Wm−1(x, s)‖ tendem a zero, quando mtende a in�nito, temos
∥∥∥∥
∫ t

0

g
(
W 0(x, s),W (x, s)

)
ds−

∫ t

0

g
(
W 0

n(x, s),Wn(x, s)
)
ds

∥∥∥∥



18também tende a zero, quando n tende a in�nito, mostrando que em (1.11) obtemos
W (x, t) = ψ(x) +

∫ t

0

g
(
W 0(x, s),W (x, s)

)
ds. (1.13)Portanto de (1.12) e (1.13), as funções limiteW 0(x, t) e W (x, t) satisfazem as equaçõesintegrais (1.1) - (1.2) e pelo Teorema 1.1 segue que W(x, t) = (W 0(x, t),W (x, t)) ésolução do sistema (1).Para 
on
luir a demonstração do Teorema 1.2, mostremos então a uni
idade desolução. Suponha que (W 0(x, t),W (x, t)) também seja solução 
ontínua e limitada dosistema (1), para (x, t) ∈ R× [0, T ], T > 0. De�na

ρ(t) = sup
x∈R

{∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣+ ‖W (x, t)−W (x, t)‖

}
, 0 ≤ t ≤ T.Com um pro
edimento análogo ao que foi feito para obter (1.5), (1.6), (1.7) e(1.8) obtemos, para todo (x, t) ∈ R× [0, T ],

∣∣∣g0(W 0(x, t),W (x, t))− g0(W 0(x, t),W (x, t))
∣∣∣ ≤ Lρ(t);

∥∥∥g(W 0(x, t),W (x, t))− g(W 0(x, t),W (x, t))
∥∥∥ ≤ Lρ(t);

∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣ ≤ L

∫ t

0

ρ(s) ds; (1.14)
∥∥W (x, t)−W (x, t)

∥∥ ≤ L

∫ t

0

ρ(s) ds. (1.15)Somando (1.14) e (1.15) segue-se que
0 ≤

∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣+
∥∥W (x, t)−W (x, t)

∥∥ ≤ 2L

∫ t

0

ρ(s) ds , ∀ (x, t) ∈ R×[0, T ].Daí
ρ(t) ≤ 2L

∫ t

0

ρ(s) ds , ∀ t ∈ [0, T ].Do Lema de Gronwall (pg. 79) segue que ρ(t) ≡ 0 e assim W 0(x, t) = W 0(x, t) e
W (x, t) = W (x, t), para todo (x, t) ∈ R× [0, T ].

�



191.3 Dependên
ia Contínua dos dados Ini
iaisNas duas Seções anteriores tratamos da questão de existên
ia e uni
idade desolução do sistema (1). Esta Seção tem 
omo objetivo mostrar a dependên
ia 
ontínuadessa solução 
om relação aos dados ini
iais ψ0 e ψ. Isto signi�
a mostrar que duassoluções de (1) mantem-se "próximas" ao longo do tempo, desde que os dados ini
iaisestejam próximos ao longo de um intervalo �nito (no espaço). Seja novamente L > 0
omo em (1.4). Baseados nas estimativas das iteradas, seja P > 0 uma 
onstante quedepende de T tal que
∣∣W 0

n(x, t)
∣∣ ≤ P, ‖Wn(x, t)‖ ≤ P,

∣∣∣W 0
n(x, t)

∣∣∣ ≤ P e ∥∥W n(x, t)
∥∥ ≤ P, ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ],onde W 0

n e W n são as iteradas 
orrespondentes aos dados ini
iais W 0(x, 0) = ψ0 e
W (x, 0) = ψ.Teorema 1.3 Seja I um intervalo arbitrário. Sejam ε, T 
onstantes positivas arbitrá-rias. Sejam ψ0, ψ, ψ0, ψ funções 
ontínuas em R e M > 0 tais que

|ψ0(x)| ≤ M, ‖ψ(x)‖ ≤M, |ψ0(x)| ≤ M,
∥∥ψ(x)

∥∥ ≤M , ∀ x ∈ R.Então existem um intervalo �nito J su�
ientemente grande e um número δ > 0 taisque se ∣∣∣ψ0(x)− ψ0(x)
∣∣∣ < δ e

∥∥ψ(x)− ψ(x)
∥∥ < δ , ∀ x ∈ J, então as soluções

(W 0(x, t),W (x, t)) e (W 0(x, t),W (x, t)) de (1) 
om valores ini
iais (ψ0(x), ψ(x)) e
(ψ0(x), ψ(x)), respe
tivamente, satisfazem,

∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣ < ε e

∥∥W (x, t)−W (x, t)
∥∥ < ε, ∀ (x, t) ∈ I × [0, T ].Demonstração:Suponha que (W 0,W ), (W 0,W ) sejam limites uniformes das sequên
ias de itera-das (W 0

m,Wm), (W 0
m,Wm) respe
tivamente. Assim, dado ε > 0, 
omo a estimativade 
onvergên
ia depende apenas de L e de M , existe m0 ∈ N tal que se m ≥ m0 então

∣∣W 0
m(x, t)−W 0(x, t)

∣∣ < ε

3
,
∣∣∣W 0

m(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣ < ε

3
,

‖Wm(x, t)−W (x, t)‖ < ε

3
e ∥∥Wm(x, t)−W (x, t)

∥∥ < ε

3
.Seja m ∈ N 
om m ≥ m0 e m �xo. Então

∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣ ≤

∣∣W 0(x, t)−W 0
m(x, t)

∣∣+
∣∣∣W 0

m(x, t)−W 0
m(x, t)

∣∣∣

+
∣∣∣W 0

m(x, t)−W 0(x, t)
∣∣∣ ≤ ε

3
+
∣∣∣W 0

m(x, t)−W 0
m(x, t)

∣∣∣ + ε

3
. (1.16)
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∥∥W (x, t)−W (x, t)

∥∥ ≤ ‖W (x, t)−Wm(x, t)‖+
∥∥Wm(x, t)−Wm(x, t)

∥∥

+
∥∥Wm(x, t)−W (x, t)

∥∥ ≤ ε

3
+
∥∥Wm(x, t)−Wm(x, t)

∣∣ + ε

3
. (1.17)Logo basta mostrar que existe δ > 0 e um intervalo J tal que se

∣∣∣ψ0(x)− ψ0(x)
∣∣∣ < δ e ∥∥ψ(x)− ψ(x)

∥∥ < δ, ∀ x ∈ J ,então
∣∣∣W 0

m(x, t)−W 0
m(x, t)

∣∣∣ < ε

3
e ∥∥Wm(x, t)−Wm(x, t)

∥∥ < ε

3
, ∀ x ∈ I, 0 ≤ t ≤ T .Sejam Im = I e δm = ε

3
. De�na as 
onstantes K = 1 + 2M + 2LT + 2LPT e

δj =
δj+1

K

om j de
res
endo de j = m− 1 até j = 0.Note que δj , j = m,m− 1, · · · , 1, 0, satisfaz:

δm =
ε

3
, δm−1 =

ε

3K
, · · · , δ1 =

ε

3Km−1
e δ0 =

ε

3Km
.Como a integral ∫∞

0
e−t2 dt é 
onvergente, então para 
ada j = m− 1, m− 2, · · · , 1, 0,es
olha σj tal que

2√
π

∫ ∞

σj√
4T

e−t2 dt < δj . (1.18)Agora de�na intervalos Ij, j = m − 1, m − 2, ..., 1, 0, tais que Ij seja o intervalo Ij+1expandido por σj em suas extremidades. Por exemplo, se Ij+1 = [a, b] então temos
Ij = [a− σj , a) ∪ Ij+1 ∪ (b, b+ σj ]. De�nimos J = I0 e δ = δ0.A demonstração prosseguirá pela apli
ação do Lema 1.1 a seguir, 
uja demons-tração (do Lema 1.1) será dada ao �nal (da demonstração do Teorema 1.3).Lema 1.1 Seja j ∈ N 
om 0 ≤ j ≤ m − 1. Se ∣∣∣W 0

j (x, t)−W 0
j(x, t)

∣∣∣ < δj e∥∥Wj(x, t)−W j(x, t)
∥∥ < δj , para todo (x, t) ∈ Ij × [0, T ] então valem as desigual-dades ∣∣∣W 0

j+1(x, t)−W 0
j+1(x, t)

∣∣∣ < δj+1 e ∥∥Wj+1(x, t)−W j+1(x, t)
∥∥ < δj+1, para todo

(x, t) ∈ Ij+1 × [0, T ].Proseguimos então a demonstração (do Teorema 1.3) apli
ando o Lema 1.1 su
essiva-mente 
om j = 0, 1, 2, · · · , m− 1.Lembrando que 
omo foi de�nida a sequên
ia de aproximações, temos que
W 0

0 (x, t) = ψ0(x) e W0(x, t) = ψ(x), ∀ x ∈ R, ∀ t > 0. Assim apli
ando o Lema 1.1
om j = 0, temos que se
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∣∣∣ψ0(x)− ψ0(x)

∣∣∣ < δ = δ0 e ∥∥ψ(x)− ψ(x)
∥∥ < δ = δ0 , ∀ x ∈ J = I0, isto é, se∣∣∣W 0

0 (x, t)−W 0
0(x, t)

∣∣∣ < δ0 = δ e ∥∥W0(x, t)−W 0(x, t)
∥∥ < δ0 = δ, ∀ x ∈ J = I0,então∣∣∣W 0

1 (x, t)−W 0
1(x, t)

∣∣∣ < δ1 e ∥∥W1(x, t)−W 1(x, t)
∥∥ < δ1, ∀ (x, t) ∈ I1 × [0, T ].Apli
ando novamente o Lema 1.1, desta vez 
om j = 1, obtemos que∣∣∣W 0

2 (x, t)−W 0
2(x, t)

∣∣∣ < δ2 e ∥∥W2(x, t)−W 2(x, t)
∥∥ < δ2, ∀ (x, t) ∈ I2 × [0, T ].Seguindo este pro
edimento temos que∣∣∣W 0

m−1(x, t)−W 0
m−1(x, t)

∣∣∣ < δm−1 e
∥∥Wm−1(x, t)−Wm−1(x, t)

∥∥ < δm−1, ∀ (x, t) ∈ Im−1 × [0, T ].Daí, apli
ando o Lema 1.1 pela última vez 
om j = m− 1, obtemos que∣∣∣W 0
m(x, t)−W 0

m(x, t)
∣∣∣ < δm e ∥∥Wm(x, t)−Wm(x, t)

∥∥ < δm, ∀ (x, t) ∈ Im × [0, T ].Como δm = ε
3
, Im = I e J = I0 obtivemos então que

∣∣∣W 0
m(x, t)−W 0

m(x, t)
∣∣∣ < ε

3
e ∥∥Wm(x, t)−Wm(x, t)

∥∥ < ε

3
, ∀ x ∈ I , ∀ t ∈ [0, T ] ,
omo queríamos.Voltando às equações (1.16) e (1.17) temos que se ∣∣∣ψ0(x)− ψ0(x)

∣∣∣ < δ e
∥∥ψ(x)− ψ(x)

∥∥ < δ , ∀ x ∈ J, então
∣∣∣W 0(x, t)−W 0(x, t)

∣∣∣ < ε e ∥∥W (x, t)−W (x, t)
∥∥ < ε, ∀ x ∈ I, ∀ t ∈ [0, T ] ,o que 
on
lui a demonstração do Teorema 1.3.

�Uma vez 
on
luída a demonstração do Teorema 1.3, passemos àDemonstração do Lema 1.1:Fixado j ∈ N, 
om 0 ≤ j ≤ m− 1 e usando a desigualdade triangular temos que
∣∣∣W 0

j+1(x, t)−W 0
j+1(x, t)

∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)

(
W 0

j (x, 0)−W 0
j(x, 0)

)
dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

[
g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)]

dy ds

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)

∣∣∣W 0
j (x, 0)−W 0

j(x, 0)
∣∣∣ dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W 0
j(y, s)

)∣∣∣ dy ds .



22Denotando o 
onjunto 
omplementar do intervalo Ij por Icj temos que
∣∣∣W 0

j+1(x, t)−W 0
j+1(x, t)

∣∣∣ ≤
∫

Ij

K(x, y, t)
∣∣∣W 0

j (x, 0)−W 0
j(x, 0)

∣∣∣ dy

+

∫

Icj

K(x, y, t)
∣∣∣W 0

j (x, 0)−W 0
j(x, 0)

∣∣∣ dy

+

∫ t

0

∫

Ij

K(x, y, t− s)
∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)∣∣∣ dy ds

+

∫ t

0

∫

Icj

K(x, y, t− s)
∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)∣∣∣ dy ds.(1.19)Denotamos por A, B, C e D as integrais que apare
em do lado direito da últimadesigualdade em (1.19), respe
tivamente. Façamos a estimativa para 
ada uma dessasintegrais. Para A temos que

A =

∫

Ij

K(x, y, t)
∣∣∣W 0

j (x, 0)−W 0
j(x, 0)

∣∣∣ dy ≤ δj

∫ ∞

−∞
K(x, y, t) dy = δj . (1.20)Para a integral C, apli
amos o teorema do valor médio e usamos as limitações em (1.4),para obter que

C =

∫ t

0

∫

Ij

K(x, y, t− s)
∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)∣∣∣ dy ds

≤
∫ t

0

∫

Ij

K(x, y, t− s)

[∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),Wj(y, s)
)∣∣∣

+
∣∣∣g0(W 0

j(y, s),Wj(y, s))− g0(W 0
j(y, s),W j(y, s))

∣∣∣
]
dy ds

≤
∫ t

0

∫

Ij

K(x, y, t− s)

[
L
∣∣∣W 0

j (y, s)−W 0
j(y, s)

∣∣∣+ L
∥∥Wj(y, s)−W j(y, s)

∥∥
]
dy ds

≤ 2Lδj

∫ t

0

∫

Ij

K(x, y, t− s) dy ds = 2Lδjt ≤ 2LδjT. (1.21)Para estimar a integral B, lembremos que x ∈ Ij+1 e que y ∈ Icj e assim temos
|x − y| > σj , pois por 
onstrução Ij+1 ⊂ Ij, j = 0, · · · , m − 1. Vamos também usar afórmula (A.7) para K(x, y, t) (pg. 74), fazer uma mudança de variáveis 
onveniente e



23usar a desigualdade (1.18). Assim,
B =

∫

Icj

K(x, y, t)
∣∣∣(W 0

j (x, 0)−W 0
j(x, 0))

∣∣∣ dy ≤ 2M

∫

Icj

K(x, y, t) dy

= 2M

∫

|x−y|≥σj

K(x, y, t) dy = 2M

(
1

2
√
πt

∫

|x−y|≥σj

e
−(x−y)2

4t dy

)

= 2M

(
1√
π

∫

|z|≥ σj√
4t

e−z2 dz

)
≤ 2M

(
2√
π

∫ ∞

σj√
4T

e−z2 dz

)
< 2Mδj . (1.22)Para estimar a integral D usamos novamente as desigualdades triangular e do valormédio, junto 
om as limitações em (1.4) e a desigualdade (1.18), obtendo

D =

∫ t

0

∫

Icj

K(x, y, t− s)
∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)∣∣∣ dy ds

≤
∫ t

0

∫

Icj

K(x, y, t− s)

[∣∣∣g0
(
W 0

j (y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),Wj(y, s)
)∣∣∣

+
∣∣∣g0
(
W 0

j(y, s),Wj(y, s)
)
− g0

(
W 0

j(y, s),W j(y, s)
)∣∣∣
]
dy ds

≤
∫ t

0

∫

Icj

K(x, y, t− s)

[
L
∣∣∣W 0

j (y, s)−W 0
j(y, s)

∣∣∣+ L
∥∥Wj(y, s)−W j(y, s)

∥∥
]
dy ds

≤ 2LP

∫ t

0

∫

|x−y|≥σj

K(x, y, t− s) dy = 2LP

∫ t

0

(
1

2
√
πt

∫

|x−y|≥σj

e
−(x−y)2

4t dy

)
ds

= 2LP

∫ t

0

(
1√
π

∫

|z|≥ σj√
4t

e−z2dz

)
ds ≤ 2LP

∫ t

0

(
2√
π

∫ ∞

σj√
4T

e−z2dz

)
ds

< 2LPδjt ≤ 2LPTδj. (1.23)Substituindo as estimativas (1.20), (1.21), (1.22) e (1.23) em (1.19) obtemos que,se x ∈ Ij+1 e 0 ≤ t ≤ T, então
∣∣∣W 0

j+1(x, t)−W 0
j+1(x, t)

∣∣∣ < (1 + 2M + 2LT + 2LPT )δj = Kδj = δj+1.



24Estimemos agora ∥∥Wj(x, t)−W j(x, t)
∥∥ . Usando mais uma vez as desigualdadestriangular, do valor médio, as limitações em (1.4) e que Ij+1 ⊂ Ij, temos que

∥∥Wj+1(x, t)−W j+1(x, t)
∥∥

=

∥∥∥∥ψ(x) +
∫ t

0

g
(
W 0

j (x, s),Wj(x, s)
)
ds− ψ(x)−

∫ t

0

g
(
W 0

j(x, s),W j(x, s)
)
ds

∥∥∥∥

≤
∥∥ψ(x)− ψ(x)

∥∥+
∫ t

0

∥∥∥g
(
W 0

j (x, s),Wj(x, s)
)
− g

(
W 0

j(x, s),W j(x, s)
)∥∥∥ ds

≤ δj +

∫ t

0

[∥∥∥g
(
W 0

j (x, s),Wj(x, s)
)
− g

(
W 0

j(x, s),Wj(x, s)
)∥∥∥+

+
∥∥∥g
(
W 0

j(x, s),Wj(x, s)
)
− g

(
W 0

j(x, s),W j(x, s)
)∥∥∥
]
ds

≤ δj +

∫ t

0

[
L
∣∣∣W 0

j (x, s)−W 0
j(x, s)

∣∣∣+ L
∥∥Wj(x, s)−W j(x, s)

∥∥
]
ds

≤ δj + 2LTδj ≤ δj + 2Mδj + 2LTδj + 2LPTδj = Kδj = δj+1 ,o que 
on
lui a demonstração do Lema 1.1.
�No próximo teorema obtemos uma estimativa para a taxa de 
res
imento dasolução do sistema de equações integrais (1.1)-(1.2).Teorema 1.4 Sejam T > 0 e L > 0 
omo em (1.4). Suponha gi(0) = 0, i = 0, · · · , n,seja W = (W 0,W ) uma solução do sistema integral (1.1)-(1.2) 
om dado ini
ial limi-tado, então

‖W(·, t)‖∞ ≤ ‖W(·, 0)‖∞ eLt , ∀ t ∈ [0, T ] .Demonstração: Utilizando a desigualdade do valor médio, temos que
∣∣gi(W(y, s))

∣∣ =
∣∣gi(W(y, s))− gi(0)

∣∣

≤ L‖W(·, s)‖∞, i = 0, 1, · · · , n. (1.24)Utilizando (1.1), o fato que ∫∞
−∞ K(x, y, t)dy = 1 e (1.24) temos que,

∣∣W 0(x, t)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)W 0(y, 0) dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0 (W(y, s)) dy ds

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)W 0(y, 0) dy

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g0(W(y, s)) dy ds

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

−∞
K(x, y, t)

∣∣W 0(y, 0)
∣∣ dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)

∣∣g0(W(y, s))
∣∣ dy ds

≤ sup
y∈R

{|W 0(y, 0)|}+
∫ t

0

L‖W(·, s)‖∞ ds.



25Daí segue que
∣∣W 0(x, t)

∣∣ ≤ ‖W(·, 0)‖∞ +

∫ t

0

L‖W(·, s)‖∞ ds. (1.25)Agora utilizando (1.2) temos para i = 1, · · · , n, que
∣∣W i(x, t)

∣∣ =
∣∣∣∣W i(x, 0) +

∫ t

0

gi(W(y, s)) ds

∣∣∣∣ ≤
∣∣W i(x, 0)

∣∣+
∫ t

0

∣∣gi(W(y, s))
∣∣ ds

≤ sup
x∈R

∣∣W i(x, 0)
∣∣+
∫ t

0

L‖W(·, s)‖∞ ds.Daí segue que
∣∣W i(x, t)

∣∣ ≤ ‖W(·, 0)‖∞ +

∫ t

0

L‖W(·, s)‖∞ ds, para i = 1, · · · , n. (1.26)Assim de (1.25) e (1.26) obtemos
sup
x∈R

∣∣W i(x, t)
∣∣ ≤ ‖W(·, 0)‖∞ +

∫ t

0

L ‖W(·, s)‖∞ ds, para i = 0, · · · , n.Donde 
on
luimos que
‖W(·, t)‖∞ ≤ ‖W(·, 0)‖∞ +

∫ t

0

L‖W(·, s)‖∞ ds. (1.27)Para 
on
luir apli
amos o Lema de Gronwall (pg. 79) em (1.27), obtendo
‖W(·, t)‖∞ ≤ ‖W(·, 0)‖∞eLt.

�1.3.1 GeneralizaçãoTodos os resultados obtidos nas Seções anteriores também são válidos para um sistemamais geral (do que o sistema (1)) da forma




∂W 0

∂t
(x, t)− ∂2W 0

∂x2
(x, t) = g̃0(x, t,W(x, t)) ,

∂W

∂t
(x, t) = g̃(x, t,W(x, t)),

(1.28)onde W = (W 0,W ). As hipóteses sobre as funções g̃0 e g̃ = (g1, · · · , gn) são as mes-mas anteriores para as funções g0 e g a
res
idas das limitações das derivadas par
iais



26primeiras 
om relação à variável x. Assim o sistema de equações integrais (1.1)-(1.2)equivalente ao sistema (1.28) passa a ser es
rito 
omo
W 0(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)W 0(y, 0) dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s)g̃0(y, s,W(y, s)) dy ds , (1.29)

W (x, t) = W (x, 0) +

∫ t

0

g̃(x, s,W(x, s)) ds . (1.30)para todo x ∈ R e 0 ≤ t ≤ T, e desta forma a mesma adaptação é feita na sequên
iade iteradas (W 0
n ,Wn)

∞
n=0 (pg. 13), obtendo a nova sequên
ia





W 0
0 (x, t) =W 0(x, 0) , x ∈ R, e t ∈ [0, T ];

W 0
n+1(x, 0) = W 0(x, 0) , x ∈ R;

W 0
n+1(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t)W 0(y, 0) dy

+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) g̃0(y, s,Wn(y, s)) dy ds, x ∈ R, t > 0;

W0(x, t) = W (x, 0) , x ∈ R; t ∈ [0, T ];

Wn+1(x, 0) = W (x, 0)) , x ∈ R;

Wn+1(x, t) =W (x, 0) +

∫ t

0

g̃(y, s,Wn(x, s)) ds , x ∈ R, t > 0;e a partir daí obtendo Teoremas análogos.



Capítulo 2Sobre a Estabilidade Exponen
ial deSoluções
Em vários trabalhos, tais 
omo [3, 6, 15, 16℄, são mostrados numeri
amente ouanaliti
amente que para determinadas es
olhas das funções gi, i = 0, · · · , n, o sistema(1) admite soluções do tipo onda viajante da formaW i(x, t) = φi(x−vt), onde v é a ve-lo
idade de propagação da onda viajante. Tomando 
omo hipótese a existên
ia destaonda viajante, o objetivo deste Capítulo é apresentar um resultado de estabilidadeexponen
ial do sistema em torno da mesma. Na primeira Seção são feitas algumas pre-liminares introduzindo o 
on
eito de onda viajante do sistema (1) e suas propriedades.Na segunda Seção introduzimos o 
on
eito de estabilidade exponen
ial e apresentamoso Teorema prin
ipal do Capítulo, 
uja demonstração está baseada numa sequên
ia detrês lemas fundamentais que também são apresentados.2.1 PreliminaresVamos ini
iar estas preliminares formalizando o 
on
eito de onda viajante dosistema (1).De�nição 2.1 Seja W = (W 0,W ) uma solução de 
lasse C2 do sitema (1). Dizemosque W é uma solução do tipo onda viajante, ou simplesmente que W é uma ondaviajante, se a mesma tem a forma W(x, t) = φ(x − vt) onde φ = (φ0, φ1, · · · , φn) e vé uma 
onstante, no 
aso v é dita a velo
idade de propagação da onda viajante.



28Usando a notação ξ = x− vt, temos por substituição direta no sistema (1) que φi(ξ),
om i = 0, 1, · · · , n, satisfaz




− v
dφ0

dξ
(ξ)− d2φ0

dξ2
(ξ) = g0(φ0(ξ), φ1(ξ), · · · , φn(ξ)),

− v
dφi

dξ
(ξ) = gi(φ0(ξ), φ1(ξ), · · · , φn(ξ)), i = 1, 2, · · · , n.

(2.1)
Para poder 
omparar as soluções do sistema (1) 
om as soluções de (2.1), vamos es
revero sistema (1) em 
oordenadas móveis, isto é, façamos a seguinte mudança de variáveis
ξ = x− vt, τ = t. De�nindo U i(ξ, τ) = W i(ξ + vt, t), i = 0, 1, · · · , n, temos pela regrada 
adeia que

∂W i

∂t
=
∂U i

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂U i

∂τ

∂τ

∂t
= −v∂U

i

∂ξ
+
∂U i

∂τ
(2.2)e

∂2W i

∂x2
=
∂2U i

∂ξ2
. (2.3)De (2.2) e (2.3) e 
onsiderando que W = (W 0,W ) é uma solução de (1) obtemos,





∂U0

∂τ
(ξ, τ)− v

∂U0

∂ξ
(ξ, τ)− ∂2U0

∂ξ2
(ξ, τ) = g0(U0, U1, ..., Un),

∂U i

∂τ
(ξ, τ)− v

∂U i

∂ξ
(ξ, τ) = gi(U0, U1, ..., Un), i = 1, · · · , n.

(2.4)
O sistema (2.4) é o mesmo sistema (1) só que em 
oordenadas móveis. Isto signi�
aque neste sistema a onda viajante 
om velo
idade v �
a imóvel ou que é uma soluçãoesta
ionária do sistema (2.4).Linearizando o sistema (2.4) em torno da onda viajante φ obtemos





∂U0

∂τ
(ξ, τ)− v

∂U0

∂ξ
(ξ, τ)− ∂2U0

∂ξ2
(ξ, τ) = G0(ξ, (U0(ξ, τ), U(ξ, τ))),

∂U i

∂τ
(ξ, τ)− v

∂U i

∂ξ
(ξ, τ) = Gi(ξ, (U0(ξ, τ), U(ξ, τ))), i = 1, 2, · · · , n,

(2.5)
onde Gi(ξ, (U0(ξ, τ), U(ξ, τ))) = D0g

i(φ(ξ))U0(ξ, τ) + · · · + Dng
i(φ(ξ))Un(ξ, τ), 
om

i = 0, 1, · · · , n.



29Note que nas variáveis (x, t) o sistema (2.5) �
a da mesma forma que o sistema(1.28), uma vez que os termos do lado direito das igualdades não dependem apenas dasfunções in
ógnitas, mas dependem também das variáveis independentes (x, t) atravésde φ(ξ) = φ(x− vt).De maneira análoga ao Teorema 1.1 (pg. 10), demonstra-se que o sistema deequações integrais (
orrespondentes à (1.1)-(1.2)) e equivalente ao sistema (2.4) é dadopor




U0(ξ, τ) =

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)U0(y, 0) dy

+

∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)g0(U(y − vs, s)) dy ds ,

U i(ξ, τ) = U i(ξ + vτ, 0) +

∫ τ

0

gi(U(ξ + vτ − vs, s)) ds , i = 1, 2, · · · , n,

(2.6)
onde U = (U0, U1, · · · , Un). Já o sistema de equações integrais equivalente ao sistema(2.5) é dado por





U0(ξ, τ) =

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)U0(y, 0) dy

+

∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)

n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))U j(y − vs, s) dy ds

U i(ξ, τ) = U i(ξ + vτ, 0)

+

∫ τ

0

n∑

j=0

Djg
i(φ(ξ + vτ − vs, s))U j(ξ + vτ − vs, s) ds , i = 1, 2, · · · , n,

(2.7)
Teorema 2.2 Seja v > 0. Suponha que as funções g0 e g sejam 
ontínuas 
om de-rivadas par
iais primeiras 
ontínuas e limitadas. Seja φ(ξ) uma solução limitada dosistema (2.1) 
om velo
idade v. Então dφ

dξ
(ξ) é uma solução limitada do sistema linear(2.5). Além disso d3φ0

dξ3
e d2φi

dξ2

om i = 0, 1, · · · , n, também são limitadas.Demonstração: Como φ é limitada, das hipóteses sobre gi, segue que gi(φ) tambémé limitada, para i = 0, 1, · · · , n. Portanto das últimas equações do sistema (2.1) temosque ∂φi

∂ξ
são limitadas, para i = 1, · · · , n. Como W 0(x, t) = φ0(x − vt) é limitada,então do Teorema 1.1, dado T > 0, temos que ∂W 0

∂x
é limitada em R × [0, T ], dondesegue que dφ0

dξ
é limitada em R pois dφ0

dξ
(ξ) e dφ0

dξ
(x − vt) têm as mesmas imagens



30quando ξ e x per
orrem a reta real. Portanto obtivemos que dφ

∂ξ
(ξ) é limitada. Agorausando a primeira equação do sistema (2.1) obtemos que d2φ0

dξ2
(ξ) também é limitada.Diferen
iando o sistema (2.1) 
om relação a ξ obtemos





− v
d2φ0

dξ2
(ξ)− d3φ0

dξ3
(ξ) = D0g

0(φ(ξ))
dφ0

dξ
(ξ) + · · ·+Dng

0(φ(ξ))
dφn

dξ
(ξ)

− v
d2φi

dξ2
(ξ) = D0g

i(φ(ξ))
dφ0

dξ
(ξ) + · · ·+Dng

i(φ(ξ))
dφn

dξ
(ξ), i = 1, · · · , n.

(2.8)
o que mostra que dφ

dξ
é solução (esta
ionária) limitada do sistema linear (2.5). Fazendoas mesmas 
onsiderações que foram feitas para a solução φ do sistema (2.1), agorapara a solução dφ

dξ
do sistema (2.5), obtemos que d2φi

dξ2
, i = 0, 1, · · · , n e d3φ0

dξ3
tambémsão limitadas.

�2.2 Estabilidade Exponen
ialSeja W = φ(x − vt) uma solução do tipo onda viajante do sistema (1) 
omvelo
idade de propagação v e ξ = x − vt. Portanto, de a
ordo 
om a De�nição 2.1, afunção φ(ξ) é solução do sistema (2.1) (ou uma solução esta
ionária do sistema (2.4)).A seguir daremos as de�nições sobre estabilidade exponen
ial que 
onsideraremos norestante da dissertação. Antes observemos que se φ(ξ) é uma solução do sistema (2.1)e se h é uma 
onstante real então φh(ξ) = φ(ξ+h) também é solução do sistema (2.1),ou seja, translações de soluções do tipo onda viajante também são soluções do tipoonda viajante do sistema (2.1).De�nição 2.3 Seja φ uma solução do sistema (2.1). Dizemos que o sistema (2.4)é exponen
ialmente estável em φ, se existirem 
onstantes K, P, α, positivas, tais quedado β ∈ [0, K], para toda solução U = (U0, U1, · · · , Un) do sistema (2.4) que satisfaça
‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β existe h ∈ [−βP, βP ] tal que

‖U(·, τ)− φh‖∞ ≤ βP e−ατ , ∀ τ ≥ 0.De�nição 2.4 Seja φ solução do sistema (2.1). Dizemos que o sistema (2.5) é expo-nen
ialmente estável em dφ

dξ
se existirem 
onstantes P e α positivas tais que dado β ≥ 0,



31para toda solução U = (U0, U1, · · · , Un) do sistema (2.5) que satisfaça ‖U(·, 0)‖∞ ≤ βexiste h ∈ [−βP, βP ] tal que
∥∥∥∥U(·, τ)− h

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ βP e−ατ , ∀ τ ≥ 0.O próximo Teorema é o mais importante deste Capítulo, ele rela
iona a estabili-dade do sistema (2.4) e da sua linearização dado em (2.5).Teorema 2.5 Seja φ uma solução limitada do sistema (2.1). O sistema (2.4) é expo-nen
ialmente estável em φ se, e somente se, o sistema (2.5) é exponen
ialmente estávelem dφ

dξ
.Antes de apresentarmos a demonstração deste Teorema enun
iaremos e demons-traremos três Lemas que serão utilizados na demonstração do mesmo. Para isto vamosre�nar um pou
o mais as hipóteses de limitação das derivadas par
iais da função gi,para i = 0, 1, · · · , n. Assim suponha que existem 
onstantes positivas L e Q tais que

∣∣Djg
i(W)

∣∣ ≤ L

n + 1
,

∣∣D2
jkg

i(W)
∣∣ ≤ Q

(n + 1)2
, (2.9)para j, k = 0, · · · , n, e para todo W ∈ Rn+1.De�nimos as seguintes funções auxiliares

V(ξ, τ) = U(ξ, τ)−φ(ξ) e ρ(τ) =
∥∥∥V(·, τ)− Ũ(·, τ)

∥∥∥
∞
, ∀ (ξ, τ) ∈ R× [0,∞) (2.10)onde U = (U0, U) é uma solução do sistema (2.4), φ é uma solução limitada do sistema(2.1), 
om v > 0 e Ũ = (Ũ0, Ũ) é uma solução do sistema (2.5).Lema 2.1 Sejam V e ρ de�nidas em (2.10). Seja M > 0 tal que ‖V(·, τ)‖∞ ≤M paratodo τ ≥ 0. Então

ρ(τ) ≤ ρ(0)eLτ +
M2Q

L
(eLτ − 1), ∀ τ ≥ 0. (2.11)Demonstração: Sendo φ solução do sistema (2.1) então φ também é solução esta
i-onária do sistema (2.4). Portanto φ satisfaz as equações integrais (2.6). Como U e Ũsão soluções dos sistemas (2.4) e (2.5) respe
tivamente, então as mesmas satisfazem asequações integrais (2.6) e (2.7) respe
tivamente. Usaremos também a seguir a proprie-dade (iii) do nú
leo do 
alor em (A.7). Assim usando a representação integral em (2.6)



32para U0 e φ0 e a representação em (2.7) para Ũ0 obtemos
∣∣∣U0(ξ, τ)− φ0(ξ)− Ũ0(ξ, τ)

∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)U0(y, 0) dy +

∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)g0(U(y − vs, s)) dy ds

−
∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)φ0(y) dy −

∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)g0(φ(y − vs)) dy ds

−
∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)Ũ0(y, 0) dy

−
∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)

n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s) dy ds

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)

[
U0(y, 0)− φ0(y)− Ũ0(y, 0)

]
dy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)

[
g0(U(y − vs, s))− g0(φ(y − vs))

−
n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s)

]
dy ds

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ)

∣∣∣U0(y, 0)− φ0(y)− Ũ0(y, 0)
∣∣∣ dy

+

∫ τ

0

∫ ∞

−∞
K(ξ + vτ, y, τ − s)

∣∣∣∣g0(U(y − vs, s))− g0(φ(y − vs))

−
n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s)

∣∣∣∣ dy ds

≤ sup
y∈R

{∣∣∣∣U0(y, 0)− φ0(y)− Ũ0(y, 0)

∣∣∣∣
}
+

∫ τ

0

sup
y∈R

{∣∣∣∣g0(U(y − vs, s))− g0(φ(y − vs))

−
n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s)

∣∣∣∣
}
ds

≤
∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

H0(s) ds,onde
H0(s) = sup

y∈R

{∣∣∣∣∣g
0(U(y − vs, s))− g0(φ(y − vs))−

n∑

j=0

Djg
0(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s)

∣∣∣∣∣

}
.Resumindo, obtemos que

∣∣∣U0(ξ, τ)− φ0(ξ)− Ũ0(ξ, τ)
∣∣∣ ≤

∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)
∥∥∥
∞

+

∫ τ

0

H0(s) ds. ∀ ξ ∈ R, ∀ τ ≥ 0 (2.12)



33Utilizando desta vez a representação em (2.6) para U i e φi e a representação em (2.7)para Ũ i, i = 1, . . . , n, obtemos
∣∣∣U i(ξ, τ)− φi(ξ)− Ũ i(ξ, τ)

∣∣∣ =
∣∣∣∣U i(ξ + vτ, 0) +

∫ τ

0

gi(U(ξ + vτ − vs, s)) ds− φi(ξ + vτ)−
∫ τ

0

gi(φ(ξ + vτ − vs, s)) ds

− Ũ i(ξ + vτ − vs, 0)−
∫ τ

0

n∑

j=0

Djg
i(φ(ξ + vτ − vs, s)) Ũ j(ξ + vτ − vs, s) ds

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣U i(ξ + vτ, 0)− φi(ξ + vτ)− Ũ i(ξ + vτ, 0)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ τ

0

[
gi(U(ξ + vτ − vs, s))

− gi(φ(ξ + vτ − vs, s))−
n∑

j=0

Djg
i(φ(ξ + vτ − vs, s))Ũ j(ξ + vτ − vs, s)

]
ds

∣∣∣∣

≤ sup
ξ∈R

{∣∣∣U i(ξ, 0)− φi(y)− Ũ i(ξ, 0)
∣∣∣
}
+

∫ τ

0

∣∣∣∣gi(U(ξ + vτ − vs, s))

− gi(φ(ξ + vτ − vs, s))−
n∑

j=0

Djg
i(φ(ξ + vτ − vs, s))Ũ j(ξ + vτ − vs, s)

∣∣∣∣ ds

≤
∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

H i(s) ds,onde
H i(s) = sup

y∈R

{∣∣∣∣gi(U(y − vs, s))− gi(φ(y − vs))−
n∑

j=0

Djg
i(φ(y − vs))Ũ j(y − vs, s)

∣∣∣∣
}
.Portanto obtemos também que

∣∣∣U i(ξ, τ)− φi(ξ)− Ũ i(ξ, τ)
∣∣∣ ≤

∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)
∥∥∥
∞

+

∫ τ

0

H i(s) ds, para i = 1, · · · , n. (2.13)Agora pro
uremos uma estimativa de limitação para as funções H i(s), i = 0, . . . , n.Como U(·, s) = V(·, s) + φ, então gi(U(·, s)) = gi(V(·, s) + φ). Somando e subtraindo
n∑

j=0

Djg
iV j na expressão que de�ne H i e usando a aproximação de Taylor de segundaordem temos que existe um ponto θ∗(y, s) no segmento de extremidades φ(ξ) e V(ξ, s),



34tal que
∣∣∣∣∣g

i(U)− gi(φ)−
n∑

j=0

Djg
i(φ)Ũ j

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣g

i(V + φ)− gi(φ)−
n∑

j=0

Djg
i(φ)V j

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑

j=0

Djg
i(φ)V j −

n∑

j=0

Djg
i(φ)Ũ j

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

2

n∑

j,k=0

D2
jkg

i(θ∗)V jV k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑

j=0

Djg
i(φ)[V j − Ũ j ]

∣∣∣∣∣

≤ Q

2(n+ 1)2

n∑

j,k=0

∣∣V jV k
∣∣+ L

∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)
∥∥∥
∞

≤ Q

2(n+ 1)2

n∑

j=0

n∑

k=0

‖V j‖2∞ +
∥∥V k

∥∥2
∞

2
+ L

∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)
∥∥∥
∞

≤ Q‖V(·, s)‖2∞
2(n + 1)2

(n+ 1)2 + L
∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)

∥∥∥
∞

≤ Q‖V(·, s)‖2∞ + L
∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)

∥∥∥
∞
.Logo da de�nição de H i, segue que

H i(s) ≤ Q ‖V(·, s)‖2∞ + L
∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)

∥∥∥
∞
, i = 0, . . . , n,donde obtemos que

max
0≤i≤n

{H i(s)} ≤ Q ‖V(·, s)‖2∞ + L
∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)

∥∥∥
∞
. (2.14)Assim voltando à (2.12) e (2.13) temos que

∣∣∣U i(ξ, τ)− φi(ξ)− Ũ i(ξ, τ)
∣∣∣ ≤

∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)
∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

H i(s)ds, i = 0, 1, · · · , n.Usando a hipótese de que ‖V(·, s)‖∞ ≤M, a desigualdade (2.14) e a de�nição da função
ρ, segue que

sup
ξ∈R

{∣∣∣U i(ξ, τ)− φi(ξ)− Ũ i(ξ, τ)
∣∣∣
}

≤
∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

(
Q ‖V(·, s)‖2∞ + L

∥∥∥V(·, s)− Ũ(·, s)
∥∥∥
∞

)
ds

≤
∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

(Lρ(s) +QM2) ds .Portanto,
∥∥∥U(·, τ)− φ− Ũ(·, τ)

∥∥∥
∞

≤
∥∥∥U(·, 0)− φ− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

(Lρ(s) +QM2) ds . (2.15)



35Como por de�nição U(·, τ)− φ = V(·, τ), temos de (2.15) que
∥∥∥V(·, τ)− Ũ(·, τ)

∥∥∥
∞

≤
∥∥∥V(·, 0)− Ũ(·, 0)

∥∥∥
∞
+

∫ τ

0

(Lρ(s) +QM2) ds ,ou seja,
ρ(τ) ≤ ρ(0) +QM2τ +

∫ τ

0

Lρ(s) ds . (2.16)Apli
ando o Lema de Gronwall generalizado (pg. 79) em (2.16) segue que
ρ(τ) ≤ ρ(0) +QM2τ +

∫ τ

0

L(ρ(0) +QM2s)eL(τ−s)ds

= ρ(0) +QM2τ + ρ(0)eLτ
∫ τ

0

Le−Lsds+QM2eLτ
∫ τ

0

Lse−Lsds

= ρ(0) +QM2τ + ρ(0)eLτ
[
−e−Ls

]τ
0
+QM2eLτ

[
−se−Ls − e−Ls

L

]τ

0

= ρ(0) +QM2τ + ρ(0)eLτ
(
−e−Lτ + 1

)
+QM2eLτ

(
−τe−Lτ − e−Lτ

L
+

1

L

)

= ρ(0) +QM2τ + ρ(0)
(
eLτ − 1

)
+QM2

(
−τ − 1

L
+
eLτ

L

)
.Donde obtemos a estimativa (2.11), o que 
on
lui a demonstração do Lema 2.1

�Observação: No Lema 2.1 se 
onsiderarmos ‖Ũ(·, τ)‖∞ ≤ M, ∀ τ ≥ 0, ao invés dalimitação ‖V(·, τ)‖∞ ≤M, ∀ τ ≥ 0, e na estimativa de H i(s) somarmos e subtrairmoso termo gi(φ + Ũ) ao invés de n∑

j=0

Djg
iV j (veja pg.33) teremos uma demonstraçãoanáloga obtendo que

max
1≤i≤n

{H i(s)} ≤ L‖V(·, s)− Ũ(·, s)‖∞ +Q‖Ũ(·, s)‖2∞e 
onsequentemente obtemos a mesma estimativa (2.11).Lema 2.2 Suponha que existam 
onstantes positivas K̃, P̃ e τ0 tais que dada uma
onstante β 
om β ∈ [0, K̃], para toda solução U = (U0, U1, · · · , Un) do sistema (2.4)satisfazendo ‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β existe h ∈
[
−βP̃ , βP̃

] tal que ‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ 1
2
β.Então o sistema (2.4) é exponen
ialmente estável em φ.Demonstração: Sejam K̃, P̃ e τ0 
omo nas hipóteses do Lema. Seja U uma soluçãodo sistema (2.4) 
om ‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β ≤ K̃. Então também por hipótese, existe

h1 ∈
[
−βP̃ , βP̃

] tal que
‖U(·, τ0)− φ1‖∞ ≤ 1

2
β ,



36onde φ1 = φh1 é a translação de φ por h1.De�na U1(ξ, τ) = U(ξ, τ+τ0). Como U é solução do sistema (2.4) então por substituiçãodireta temos que U1 também é solução de (2.4). Daí,
‖U1(·, 0)− φ1‖∞ = ‖U(·, τ0)− φ1‖∞ ≤ 1

2
β .Como 0 ≤ 1

2
β < β ≤ K̃, então novamente por hipótese existe h2 ∈

[
−1

2
βP̃ , 1

2
βP̃
] talque

‖U1(·, τ0)− φ2‖∞ ≤ 1

22
β ,onde φ2 = φh1+h2 é a translação de φ por h1 + h2.De�na U2(ξ, τ) = U1(ξ, τ + τ0) = U(ξ, τ +2τ0). Então U2 também é solução do sistema(2.4) e

‖U2(·, 0)− φ2‖∞ = ‖U1(·, τ0)− φ2‖∞ ≤ 1

22
β .Como 0 ≤ 1

22
β < β ≤ K̃, segue novamente por hipótese que existe h3 ∈ [− 1

22
βP̃ , 1

22
βP̃
]tal que

‖U2(·, τ0)− φ3‖∞ ≤ 1

23
β,onde φ3 = φh1+h2+h3 é a translação de φ por h1 + h2 + h3.Assim, fazendo U0 = U e pro
edendo 
om este ra
io
ínio, para 
ada k ∈ N obtemosas funções Uk−1(·, τ) = U(·, τ + (k − 1)τ0) e φk−1 = φh1+···+hk−1


om Uk−1 solução dosistema (2.4) e φh1+···+hk−1
translação de φ por h1 + · · ·+ hk−1 tais que

‖Uk−1(·, 0)− φk−1‖∞ = ‖Uk−2(·, τ0)− φk−1‖∞ ≤ 1

2k−1
β < β ≤ K̃ ,donde por hipótese existe hk ∈ [− 1

2k−1βP̃ ,
1

2k−1βP̃
] tal que

‖Uk−1(·, τ0)− φk‖∞ ≤ 1

2k
β ,onde φk = φh1+h2+···+hk

é a translação de φ por h1 + h2 + · · ·+ hk.Mas Uk−1(ξ, τ0) = U(ξ, τ0 + (k − 1)τ0) = U(ξ, kτ0). Portanto,
‖U(·, kτ0)− φk‖∞ ≤ 1

2k
β .Como − 1

2k−1βP̃ ≤ hk ≤ 1
2k−1βP̃ , temos que a série numéri
a ∞∑

k=1

hk é 
onvergente.De�nimos então h =

∞∑

k=1

hk. Daí,
|h| ≤

∞∑

k=1

|hk| ≤
∞∑

k=1

(
1

2

)k−1

βP̃ = βP̃

(
1

1− 1
2

)
= 2βP̃ ,



37ou seja, h ∈ [−2βP̃ , 2βP̃ ]. De�nindo φh(ξ) = φ(ξ + h), temos que
‖U(·, kτ0)− φh‖∞ ≤ ‖U(·, kτ0)− φk‖∞ + ‖φh − φk‖∞e daí,

‖U(·, kτ0)− φh‖∞ ≤
(
1

2

)k

β + ‖φh − φk‖∞ . (2.17)Agora usando o teorema do valor médio temos para ξ ∈ R que
‖φh(ξ)− φk(ξ)‖ = ‖φ(ξ + h1 + · · ·+ hk + hk+1 + · · · )− φ(ξ + h1 + · · ·+ hk)‖

≤
∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

∞∑

i=k+1

|hi| ≤
∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

∞∑

i=k+1

βP̃

2i

=

∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

(
1

2

)k

βP̃
∞∑

i=0

(
1

2

)i

= 2βP̃

(
1

2

)k ∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞
.Substituindo ‖φh − φk‖∞ ≤ 2βP̃

(
1
2

)k ∥∥∥dφ

dξ

∥∥∥
∞

em (2.17) segue que
‖U(·, kτ0)− φh‖∞ ≤

(
1

2

)k

β

(
1 + 2P̃

∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

)
. (2.18)Como a função φh é uma solução esta
ionária do sistema (2.4) temos que a função

Uk(ξ, τ) − φh(ξ) = U(ξ, τ + kτ0) − φh(ξ) também é solução de (2.4). Logo pelo Teo-rema 1.4 (pg. 24) temos que
‖U(·, τ + kτ0)− φh‖∞ ≤ ‖U(·, kτ0)− φh‖∞eLτ , ∀ τ ≥ 0.Usando (2.18) nesta última desigualdade temos que
‖U(·, τ + kτ0)− φh‖∞ ≤

(
1

2

)k

β

(
1 + 2P̃

∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

)
eLτ .Agora de a
ordo 
om [10℄ apli
ando o Lema 2.1 obtemos que

‖U(·, τ)− φh‖∞ ≤ βPe−ατ ,onde
P =

(
1 + 2P̃

∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

)
eLτ0+log 2 , α =

log 2

τ0
,donde segue que o sistema (2.4) é exponen
ialmente estável em φ.

�O próximo Lema tem uma demonstração análoga à demonstração do Lema 2.2 e porisso omitiremos a sua demonstração.



38Lema 2.3 Suponha que existam 
onstantes positivas P̃ e τ0 tais que dado β > 0 paratoda solução Ṽ do sistema (2.5) satisfazendo ‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ β existe h ∈
[
−βP̃ , βP̃

] talque ∥∥∥Ṽ(·, τ0)− hdφ

dξ

∥∥∥
∞

≤ 1
2
β. Então o sistema (2.5) é exponen
ialmente estável em dφ

dξ
.Depois de ter apresentado os três Lemas bási
os, passemos à demonstração do Te-orema prin
ipal deste Capítulo, enun
iado na página 31, o qual rela
iona a estabilidadeexponen
ial dos sistemas (2.4) e (2.5).Demonstração (do Teorema 2.5) Para demonstrar a primeira parte do Teoremafazemos uso do Lema 2.3, isto é, devemos mostrar que existem 
onstantes positivas P̃e τ0 tais que se Ṽ é uma solução do sistema (2.5) 
om ‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ β, então existe

h ∈
[
−βP̃ , βP̃

] tal que ∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ 1

2
β .Suponha que (2.4) é exponen
ialmente estável em φ 
om 
onstantes K,P, α. DoTeorema 2.2 sabemos que dφ

dξ
e d2φ

dξ2
são limitadas. De�nimos

N =

∥∥∥∥
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

e R =

∥∥∥∥
d2φ

dξ2

∥∥∥∥
∞
. (2.19)Tomemos P̃ = P e es
olhamos τ0 ≥ 0 e β0 ≥ 0 tais que

Pe−ατ0 ≤ 1

8
,

β0P
2(1 +N)2Q

L
(eLτ0 − 1) ≤ 1

8
, β0P

2R ≤ 1

4
e β0 ≤ K . (2.20)Seja Ṽ solução de (2.5) 
om ‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ β0. Seja U solução de (2.4) 
om dado ini
ial

U(ξ, 0) = Ṽ(ξ, 0) + φ(ξ). Então ‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β0 e 
omo (2.4) é exponen
ialmenteestável em φ, deve existir h0 ∈ [−β0P, β0P ] tal que
‖U(·, τ)− φh0‖∞ ≤ β0Pe

−ατ , ∀ τ ≥ 0 . (2.21)Como U é solução de (2.4) e φ é solução de (2.1) sabemos que V(·, τ) = U(·, τ) − φ ésolução do sistema (2.5). Assim temos que
‖V(·, τ)‖∞ = ‖U(·, τ)− φ‖∞ ≤ ‖U(·, τ)− φh0‖∞ + ‖φh0 − φ‖∞ , ∀ τ ≥ 0 .Daí e de (2.21) segue que

‖V(·, τ)‖∞ ≤ β0Pe
−ατ + ‖φh0 − φ‖∞, ∀ τ ≥ 0 . (2.22)



39Mas pelo pelo Teorema do Valor Médio temos que as i-ésimas 
omponentes de φh0 ede φ satisfazem
|φi

h0
(ξ)− φi(ξ)| = |φi(h0 + ξ)− φi(ξ)| ≤ N |h0| , ∀ ξ ∈ R ,onde N foi de�nido em (2.19). Daí tomando o sup no lado esquerdo da desigualdadee depois tomando o máximo para 0 ≤ i ≤ n obtemos,

‖φh0 − φ‖∞ ≤ N |h0| .Daí e de (2.22) temos
‖V(·, τ)‖∞ ≤ β0Pe

−ατ +N |h0| , ∀ τ ≥ 0 .Como h0 ∈ [−β0P, β0P ] e 0 ≤ e−ατ ≤ 1 segue que
‖V(·, τ)‖∞ ≤ β0P +Nβ0P = β0P (1 +N), ∀ τ ≥ 0 .Consideremos 
omo em (2.10), substituindo a função Ũ pela função Ṽ, temosque ρ(τ) = ‖V(·, τ) − Ṽ(·, τ)‖∞, para todo τ ≥ 0, 
omo V(ξ, τ) = U(ξ, τ) − φ(ξ) e

U(ξ, 0) = V(ξ, 0) + φ(ξ), então ρ(0) = 0. Assim 
onsiderando M = β0P (1 + N), peloLema 2.1 segue que
ρ(τ) = ‖V(·, τ)− Ṽ(·, τ)‖∞ ≤ M2Q

L
(eLτ − 1) , ∀ τ ≥ 0 . (2.23)Consideremos agora τ0 
omo es
olhido a
ima e satisfazendo as desigualdades em(2.20). Temos então de (2.23) que

∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h0
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ ‖Ṽ(·, τ0)− V(·, τ0)‖∞ + ‖V(·, τ0)− (φh0 − φ)‖∞

+

∥∥∥∥φh0 − φ− h0
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + ‖V(·, τ0)− (φh0 − φ)‖∞

+

∥∥∥∥φh0 − φ− h0
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞
. (2.24)Pela fórmula de Taylor 
om resto de segunda ordem temos que

∣∣∣∣φi
h0
(ξ)− φi(ξ)− h0

dφi

dξ
(ξ)

∣∣∣∣ ≤ R|h0|2 ,



40onde R foi de�nido em (2.19). Tomando o sup em ξ e depois o máximo para 0 ≤ i ≤ nno lado esquerdo da desigualdade a
ima obtemos,
∥∥∥∥φh0(ξ)− φ(ξ)− h0

dφ

dξ
(ξ)

∥∥∥∥
∞

≤ R|h0|2 . (2.25)Sabemos também que U(·, τ0) = V(·, τ0) + φ. Usando este fato e a estimativa(2.25) em (2.24) obtemos que
∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h0

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + ‖U(·, τ0)− φh0‖∞ +R|h0|2 .Usando a estimativa (2.21) 
om τ = τ0 e usando o fato que h0 ∈ [−β0P, β0P ] temosentão que

∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h0
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + β0Pe

−ατ0 +Rβ2
0P

2 . (2.26)Usando que M = β0P (1 +N) e as desigualdades em (2.20) satisfeitas por τ0 e β0, de(2.26) obtemos que
∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h0

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ 1

8
β0 +

1

8
β0 +

1

4
β0 =

1

2
β0 .Agora provemos a mesma desigualdade para um β qualquer. Suponha então que

‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ β. Seja Ṽ(ξ, τ) a solução do sistema (2.5) 
orrespondente a esta 
ondiçãoini
ial. Como o sistema (2.5) é linear então a função CṼ(ξ, τ) também é solução dosistema (2.5), para qualquer 
onstante C.Considere C = β0

‖Ṽ(·,0)‖∞
. Então ‖CṼ(·, 0)‖∞ = β0 ≤ β0. Daí, pelos 
ál
ulos feito a
imapara β0, segue que ∥∥∥∥CṼ(·, τ0)− h0

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ 1

2
β0.Daí,

C

∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)−
h0
C

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ 1

2
β0,donde segue que

∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)−
h0
C

dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ 1

2C
β0 =

1

2
β0

‖Ṽ(·, 0)‖∞
β0

=
1

2
‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ 1

2
β.Como −β0P ≤ h0 ≤ β0P temos que −β0P

C
≤ h0

C
≤ β0P

C
se, e somente se,

∣∣∣∣
h0
C

∣∣∣∣ ≤
β0P

C
=
β0P‖Ṽ(·, 0)‖∞

β0
= P‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ Pβ.



41Portanto 
onsiderando h = h0

C
, do Lema 2.3 obtemos a estabilidade exponen
ial dosistema (2.5) em dφ

dξ
.Para demonstrar a re
ípro
a utilizaremos o Lema 2.2. Para isto devemos mostrarque existem 
onstantes positivas K̃, P̃ , τ0 e β 
om β ∈ [0, K̃] tais que se U é umasolução do sistema (2.4) 
om ‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β, então existe h ∈

[
−βP̃ , βP̃

] tal que
‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ 1

2
β.Suponha então que (2.5) é exponen
ialmente estável em dφ

dξ
, 
om 
onstantes P e

α. Es
olhamos novamente τ0 ≥ 0 e β0 ≥ 0 tais que
Pe−ατ0 ≤ 1

8
,

β0P
2(1 +N)2Q

L
(eLτ0 − 1) ≤ 1

8
, β0P

2R ≤ 1

4
. (2.27)Suponhamos também que ‖U(·, 0)−φ‖∞ ≤ β0. Sendo Ṽ solução de (2.5) 
om 
ondiçãoini
ial Ṽ(·, 0) = U(·, 0) − φ temos ‖Ṽ(·, 0)‖∞ ≤ β0. Como (2.5) é exponen
ialmenteestável em dφ

dξ
, então existe h ∈ [−β0P, β0P ] tal que

∥∥∥∥Ṽ(·, τ)− h
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞

≤ β0Pe
−ατ ∀ τ ≥ 0. (2.28)Note que

‖U(·, τ0)− φh‖∞ = ‖V(·, τ0) + φ− φh‖∞ = ‖V(·, τ0)− (φh − φ)‖∞

≤ ‖V(·, τ0)− Ṽ(·, τ0)‖∞ +

∥∥∥∥Ṽ(·, τ0)− h
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞
+

∥∥∥∥h
dφ

dξ
− (φh − φ)

∥∥∥∥
∞
. (2.29)Combinando (2.23),(2.28) e (2.29) obtemos que

‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + β0Pe

−ατ0 +

∥∥∥∥φh − φ− h
dφ

dξ

∥∥∥∥
∞
. (2.30)Agora usando (2.25) em (2.30) segue que

‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + β0Pe

−ατ0 +R|h|2 .Usando o fato de que h ∈ [−β0P, β0P ], temos que
‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ M2Q

L
(eLτ0 − 1) + β0Pe

−ατ0 +Rβ2
0P

2 . (2.31)Portanto das es
olhas de τ0 e β0 satisfazendo as desigualdades em (2.27) obtemos que,
‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ 1

8
β0 +

1

8
β0 +

1

4
β0 =

1

2
β0 .



42Es
olhendo β 
om 0 ≤ β ≤ β0 ainda temos as mesmas desigualdades em (2.27) e daítomando ‖U(·, 0)− φ‖∞ ≤ β ≤ β0, então teremos estimativas análogas obtendo que
‖U(·, τ0)− φh‖∞ ≤ 1

2
β .Logo, usando o Lema 2.2, 
om K̃ = β0 e P̃ = P, segue a estabilidade exponen
ial dosistema (2.4) em φ 
ompletando a demonstração do Teorema 2.5

�



Capítulo 3Estabilidade Exponen
ial em umaSolução de Equilíbrio
Este Capítulo tem por objetivo demonstrar dois resultados. O primeiro deles, aser estabele
ido no Teorema 3.6, forne
e uma 
ondição ne
essária e su�
iente para es-tabilidade exponen
ial (em uma solução de equilíbrio) do sistema obtido pela apli
açãoda transformada de Fourier ao sistema (1) linearizado. Já o segundo a ser estabele
idono Teorema 3.7, é um resultado de equivalên
ia da estabilidade exponen
ial (em umasolução de equilíbrio) do sistema (1) linearizado, 
om a estabilidade exponen
ial (emuma solução de equilíbrio) do sistema obtido a partir deste após apli
ação da Trans-formada de Fourier. Na primeira Seção são apresentados alguns resultados que serãousados nas seções seguintes para as demonstrações dos dois teoremas prin
ipais a seremfeitas na segunda e última Seção.Os resultados apresentados neste Capítulo sobre a estabilidade exponen
ial emtorno de uma solução de equilíbrio, de sistemas lineares obtidos a partir do sistema (1),servem 
omo ferramentas importantes para a obtenção de resultados mais avançadosno estudo da estabilidade do mesmo em uma onda viajante através de sua linearizaçãoem torno da mesma. Embora não apresentamos neste trabalho, tais resultados podemser vistos na 
ontinuação da série de artigos aqui estudados, tais 
omo em [11, 12, 13℄.



443.1 IntroduçãoComo hipótese prin
ipal deste 
apítulo vamos supor que o sistema (1) possui asolução nula 
omo solução de equilíbrio, o que signi�
a que devemos ter gi(0) = 0, 
om
i = 0, 1, · · · , n.Para simpli�
ar a notação introduzimos os seguintes vetores e matrizes:




0c : vetor 
oluna den 
omponentes nulas;0r : vetor linha den 
omponentes nulas;
a : o es
alarD0g

0(0);

B : matriz quadrada de ordemn 
om entradasDjg
i(0), i, j = 1, 2, · · · , n;

O : matriz quadrada nula de ordemn;r : o vetor linha (D1g
0(0), D2g

0(0), · · · , Dng
0(0)

)
;
 : o vetor 
oluna (D0g

1(0), D0g
2(0), · · · , D0g

n(0))T .

(3.1)
Linearizando o sistema (1) em torno da solução de equilíbrio W ≡ 0 e depoises
revendo na forma matri
ial obtemos o sistema

∂W
∂t

=




∂2W 0

∂x20c


+


 a r
 B


W , (3.2)Antes de prosseguir enun
iaremos um resultado, que segue do Teorema 1.2 (dadependên
ia 
ontínua 
om relação aos dados ini
iais), que usaremos mais adiante.Teorema 3.1 Seja M > 0. Se Wk(x, t), k = 0, 1, · · · , é uma sequên
ia de soluçõesdo sistema (3.2) 
om ‖Wk(·, 0)‖∞ ≤ M e Wk(·, 0) 
onvergindo uniformemente para

W0(·, 0) em 
onjuntos limitados, então Wk(·, t) 
onverge para W0(·, t), para t ≥ 0 epara todo x ∈ R, quando k tende à in�nito.Apli
ando a transformada de Fourier (veja Seção A.5) ao sistema (3.2) na variável
x obtemos um novo sistema de (n + 1) Equações Diferen
iais Ordinárias lineares deprimeira ordem na variável t, dependendo do parâmetro θ

dŴ
dt

(θ, t) = A(θ2)Ŵ(θ, t) , (3.3)onde
A(θ2) =


 a− θ2 r
 B


 (3.4)



45e Ŵ denota a transformada de Fourier de W.O objetivo deste Capítulo é rela
ionar a estabilidade exponen
ial do sistema (3.2)na solução de equilíbrio W = 0 
om a estabilidade exponen
ial do sistema (3.3) nasolução de equilíbrio Ŵ = 0. Antes disto apresentamos quatro proposições e umasérie de lemas que serão utilizados nas demonstrações dos teoremas prin
ipais a seremestabele
idos na Seção 3.2.No que segue A(θ2) é a matriz quadrada de ordem n + 1 de�nida em (3.4).Proposição 3.2 Um número 
omplexo z é autovalor da matriz A(θ2) se, e somentese, (α0 − z) · · · (αn − z) = θ2(β1 − z) · · · (βn − z), onde αi, i = 0, 1, · · · , n, são osautovalores de A(0) e βj , j = 1, · · · , n, são os autovalores de B.Demonstração: Da multilinearidade da função determinante temos que z é autovalorde A(θ2), se e somente se,
det
(
A(θ2)− zI

)
= det


 a− z r
 B − zI


+ det


 −θ2 0r
 B − zI


 = 0,se, e somente se,

det (A(0)− zI)− θ2det (B − zI) = (α0 − z) · · · (αn − z)− θ2(β1 − z) · · · (βn − z) = 0,se, e somente se,
(α0 − z) · · · (αn − z) = θ2(β1 − z) · · · (βn − z).

�Proposição 3.3 Se θ2 é su�
ientemente grande, então existe um autovalor λ(θ2) de
A(θ2) tal que a função g, dada por g(z) = 1

zλ( 1
z
)
, pode ser estendida a uma função
omplexa analíti
a em z = 0, 
om g(0) = −1. Além disto, os demais autovalores de

A(θ2) tendem aos autovalores de B quando θ2 tende à in�nito.Demonstração: De�na a seguinte função h : C −→ C por
z = h(w) =

w(wβ1 − 1) · · · (wβn − 1)

(wα0 − 1) · · · (wαn − 1)
=

w
n∏

i=1

(wβi − 1)

n∏

i=0

(wαi − 1)

. (3.5)



46Como o numerador e o denominador da função h são funções analíti
as e o denominadornão se anula em w = 0, então h é analíti
a em zero. A�rmamos que
h(0) = 0 e

dh

dw
(0) = −1.De fato, a primeira igualdade é imediata. Para veri�
ar a segunda igualdade,primeiro mostremos por indução sobre n que se k, n ∈ N 
om k ≤ n e 
onstantes

ai, i = 0, 1, 2, · · · , n, então
d

dw

(
n∏

i=k

(wai − 1)

)
=

n∑

i=k

ai

n∏

j 6=i

(waj − 1). (3.6)Sem perda de generalidade 
onsideremos k = 0. Para n = 1 temos que
d

dw

(
(wa0 − 1)(wa1 − 1)

)
= a0(wa1 − 1) + a1(wa0 − 1) =

1∑

i=0

ai

1∏

j 6=i

(waj − 1).Suponha 
omo hipótese de indução que a fórmula (3.6) vale para algum n > 1. Como
n+1∏

i=0

(wai − 1) =

[
n∏

i=0

(wai − 1)

]
(wan+1 − 1),então da hipótese de indução, temos que

d

dw

(
n+1∏

i=0

(wai − 1)

)
=

[
n∑

i=0

ai

n∏

j 6=i

(waj − 1)

]
(wan+1 − 1) + an+1

n∏

i=0

(wai − 1)

= a0[(wa1 − 1)(wa2 − 1) · · · (wan − 1)(wan+1 − 1)]

+ a1[(wa0 − 1)(wa2 − 1) · · · (wan − 1)(wan+1 − 1)]

+ · · ·+ an[(wa0 − 1)(wa1 − 1) · · · (wan−1 − 1)(wan+1 − 1)]

+ an+1[(wa0 − 1)(wa1 − 1) · · · (wan − 1)] =
n+1∑

i=0

ai

n+1∏

j 6=i

(waj − 1) ,o que 
on
lui a prova da fórmula (3.6). Usando a fórmula (3.6) para derivar a função
h(w) em (3.5), obtemos

dh

dw
(w) =

[(
n∏

i=1

(wβi − 1) + w
n∑

i=1

βi

n∏

j 6=i

(wβj − 1)

)
n∏

i=0

(wαi − 1)

−
(
w

n∏

i=1

(wβi − 1)

) n∑

i=0

αi

n∏

j 6=i

(wαj − 1)

]
· 1
[

n∏

i=0

(wαi − 1)

]2 .



47Daí
dh

dw
(0) = (−1)n(−1)n+1 = (−1)2n+1 = −1.Como h é analíti
a em zero e h′(w)|w=0

6= 0, então pelo Teorema da Função Inversa(veja Teorema A.14) existe uma vizinhança Vo de z = 0 e uma função f : Vo −→ f(Vo)a qual é analíti
a em Vo tal que
f(z) = f(h(w)) = w e h(w) = h(f(z)) = z, ∀ z ∈ Vo e ∀w ∈ f(Vo).Logo f(0) = f(h(0)) = 0 e

f ′(z)|z=0
=

1

h′(w)|w=0

= −1.Do fato de f ser analíti
a em Vo podemos representá-la por sua série de Ma
laurinem Vo, isto é,
f(z) = −z + f ′′(0)

2!
z2 + · · ·+ fn(0)

n!
zn + · · · , ∀ z ∈ Vo .Daí,

f(z) = z

(
−1 +

f ′′(0)

2!
z + · · ·+ fn(0)

n!
zn−1 + · · ·

)
,donde segue que,

f(z)

z
= −1 +

f ′′(0)

2!
z + · · ·+ fn(0)

n!
zn−1 + · · · .Assim a função

g(z) =





f(z)
z

se z ∈ Vo − {0},
−1 se z = 0,é analíti
a em Vo.Consideremos agora z ∈ C 
om |z| su�
ientemente grande tal que 1

z
∈ Vo. De�nimos

λ(z) =
z

g(1
z
)
.Restringindo z aos números reais temos para θ2 su�
ientemente grande que

λ(θ2) =
θ2

g( 1
θ2
)
=

1

f( 1
θ2
)
. (3.7)



48Mostremos que λ(θ2) dado em (3.7) é um autovalor de A(θ2). Do fato que h e fsão funções inversas uma da outra e da expressão de h de�nida em (3.5), segue que
θ2 =

1
1
θ2

=
1

h(f( 1
θ2
))

=
1

h( 1
λ(θ2)

)
=

( 1
λ(θ2)

α0 − 1) · · · ( 1
λ(θ2)

αn − 1)
1

λ(θ2)
( 1
λ(θ2)

β0 − 1) · · · ( 1
λ(θ2)

βn − 1)

=

1
λ(θ2)n+1 (α0 − λ(θ2)) · · · (αn − λ(θ2))

1
λ(θ2)n+1 (β1 − λ(θ2)) · · · (βn − λ(θ2))

=
(α0 − λ(θ2)) · · · (αn − λ(θ2))

(β1 − λ(θ2)) · · · (βn − λ(θ2))
.Daí segue que

(α0 − λ(θ2)) · · · (αn − λ(θ2)) = θ2(β1 − λ(θ2)) · · · (βn − λ(θ2)),e assim da Proposição 3.2 temos que λ(θ2) de�nido em (3.7) é um autovalor de A(θ2),para θ2 su�
ientemente grande. Demonstrando assim a primeira parte da Proposi-ção 3.3.Para demonstrar a segunda parte da Proposição 3.3, 
omeçamos notando que
omo foi visto na demonstração da Proposição 3.2, vale a fórmula
det(A(θ2)− zI) =

n∏

j=0

(αj − z)− θ2
n∏

j=1

(βj − z) . (3.8)Logo usando a regra do produto para derivação em (3.8) obtemos que
d

dz
det(A(θ2)− zI) = −

n∑

j=0

n∏

i 6=j

(αi − z) + θ2
n∑

j=1

n∏

i 6=j

(βi − z). (3.9)De agora por diante para en
urtar a notação fazemos Φ(θ, z) = det(A(θ2)− zI). Noteque
d

dz

(
ln[Φ(θ, z)]

)
=

d
dz
[Φ(θ, z)]

Φ(θ, z)
=

−
n∑

j=0

n∏

i 6=j

(αi − z) + θ2
n∑

j=1

n∏

i 6=j

(βi − z)

n∏

j=0

(αj − z)− θ2
n∏

j=1

(βj − z)

.Considere γk um 
ír
ulo de raio εk 
entrado em βk orientado positivamente 
ontendo



49apenas o autovalor βk de B, para algum k, 
om 1 ≤ k ≤ n. Daí,
lim
θ→∞

d

dz

(
ln[Φ(θ, z)]

)
= lim

θ→∞

−
n∑

j=0

n∏

i 6=j

(αi − z) + θ2
n∑

j=1

n∏

i 6=j

(βi − z)

n∏

j=0

(αj − z)− θ2
n∏

j=1

(βj − z)

= lim
θ→∞

− 1
θ2

n∑

j=0

n∏

i 6=j

(αi − z) +

n∑

j=1

n∏

i 6=j

(βi − z)

1
θ2

n∏

j=0

(αj − z)−
n∏

j=1

(βj − z)

=

n∑

j=1

n∏

i 6=j

(βi − z)

−
n∏

j=1

(βj − z)

= − 1

(β1 − z)(β2 − z) · · · (βn − z)

(
[(β2 − z)(β3 − z) · · · (βn − z)]

+ [(β1 − z)(β3 − z) · · · (βn − z)] + · · ·+ [(β1 − z)(β2 − z) · · · (βn−1 − z)]

)

= − 1

β1 − z
− 1

β2 − z
− · · · − 1

βn − z
=

n∑

j=1

− 1

βj − z
=

n∑

j=1

1

z − βj
.Integrando sobre o 
ír
ulo γk e depois multipli
ando por 1

2πi
ambos os lados da igualdadea
ima obtemos

lim
θ→∞

1

2πi

∫

γk

d

dz

(
ln[Φ(θ, z)]

)
dz =

1

2πi

∫

γk

n∑

j=1

1

z − βj
dz =

n∑

j=1

1

2πi

∫

γk

dz

z − βj
.Assim do Teorema de Cau
hy-Goursat segue que

lim
θ→∞

1

2πi

∫

γk

d

dz

(
ln[Φ(θ, z)]

)
dz =

1

2πi

∫

γk

dz

z − βk
.Daí, usando a de�nição do índi
e de rotação de uma 
urva fe
hada em torno de umponto (veja fórmula A.4, pg.73) temos então que

lim
θ→∞

I(Φ(θ, γk), 0) = I(γk, βk). (3.10)Considere agora a função 
omplexa
ψ(z) = det(B − zI) =

n∏

j=1

(βj − z).Tomando o logarítmo temos que
ln(ψ(z)) =

n∑

j=1

ln(βj − z).



50Daí,
d

dz

(
ln(ψ(z))

)
=

n∑

j=1

1

z − βj
.Novamente integrando sobre o 
ír
ulo γk e depois multipli
ando ambos os lados daigualdade a
ima por 1

2πi
obtemos,

1

2πi

∫

γk

d

dz

(
lnψ(z)

)
dz =

1

2πi

∫

γk

n∑

j=1

dz

z − βj
=

n∑

j=1

1

2πi

∫

γk

dz

z − βj
.Usando novamente o Teorema de Cau
hy-Goursat temos então que

1

2πi

∫

γk

d

dz

(
lnψ(z)

)
dz =

1

2πi

∫

γk

dz

z − βk
,donde se 
on
lui que I(ψ(γk), 0) = I(γk, βk).Do Prin
ípio do Argumento (veja fórmula (A.5) pg. 74) sabemos que I(γk, βk)é igual ao número de zeros de ψ (
om multipli
idade) menos o número de polos de ψ(
om multipli
idade) no interior da 
urva γk. Como ψ é um polin�mio, temos que ψnão possui polos, mas apenas zeros. Assim I(γk, βk) é igual ao número de zeros de

ψ (
om multipli
idade) no interior de γk, ou seja, 
omo ψ(z) = det(B − zI), então
I(γk, βk) é igual a multipli
idade do autovalor βk de B. Logo por (3.10) o número dezeros de Φ (
om multipli
idade) no interior de γk é igual a multipli
idade do autovalor
βk de B. Portanto, 
omo Φ(θ, z) = det(A(θ2) − zI), o número de autovalores (
ommultipli
idade) de A(θ2) no interior de γk, para θ2 su�
ientemente grande, é iguala multipli
idade do autovalor βk de B. Como εk > 0 pode ser feito arbitrariamentepequeno, temos que, para θ2 su�
ientemente grande, os autovalores de A(θ2) tendemaos autovalores de B.

�Proposição 3.4 Sejam δ > 0 e α ∈ R. Suponha que todos os autovalores de A(θ2)tenham partes reais inferiores à −α. Seja
F (θ, t) = etA(θ2) −

(
0 0r

0c etB

)
, t ≥ 0, θ ∈ R. (3.11)Então existem 
onstantes M δ

k,j, k, j = 0, 1, 2, · · · , tais que
∥∥∥∥
∂k+j

∂θk∂tj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤M δ
k,j

(
1

1 + θ2

)
e−αt, ∀ t ≥ δ, ∀ θ ∈ R.Além disso F (θ, t) é uniformemente limitada para 0 ≤ t ≤ 1 e para todo θ ∈ R.



51A demonstração da Proposição 3.4 é feita baseada em quatro Lemas que passaremos aapresentar em seguida juntamente 
om suas demonstrações.Lema 3.1 Sejam θ2 su�
ientemente grande e λ(θ2) o autovalor de A(θ2) dado naProposição 3.3. Então existem matrizes quadradas P (θ2) e Q(θ2) de ordem (n + 1),
om posto de P (θ2) sendo 1, tais que(i) A(θ2) = λ(θ2)P (θ2) +Q(θ2);(ii) P (θ2)P (θ2) = P (θ2);(iii) A(θ2)P (θ2) = P (θ2)A(θ2) = λ(θ2)P (θ2);(iv) P (1
z
) e Q(1

z
) podem ser estendidas para funções 
omplexas analíti
as em z = 0
om,

P

(
1

z

)

|z=0

=

(
1 0r

0c O

)
, (3.12)

Q

(
1

z

)

|z=0

=

(
0 0r

0c B

)
. (3.13)Demonstração.Prova do item (i). Para θ2 su�
ientemente grande 
onsidere o autovetor  xy asso
iado à λ(θ2). Então


 a− θ2 r
 B




 xy  = λ(θ2)


 xy  ,ou seja,

(a− θ2)x+ r y = λ(θ2)x , (3.14)
 x+B y = λ(θ2)y , (3.15)onde x é um es
alar, y é um vetor 
oluna de n linhas e a, r, 
 e B foram de�nidos em(3.1).Temos que |λ(θ2)| ≥ ‖B‖ para θ2 su�
ientemente grande, pois pela Proposi-ção 3.3 a função 1
zλ( 1

z
)
é analíti
a numa vizinhança de z = 0 e portanto é limitadanesta vizinhança. Assim, usando a fórmula A.2 (pg.73) temos a representação para θ2su�
ientemente grande

(λ(θ2)I − B)−1 =
1

λ(θ2)

(
I +

1

λ(θ2)
B +

1

λ(θ2)2
B2 + · · ·

)
. (3.16)



52Temos também que x 6= 0, pois do 
ontrário y seria autovetor de B asso
iado à λ(θ2),o que não o
orre devido à Proposição 3.3. Assim, fazendo x = 1 em (3.15) obtemosque
(λ(θ2)I −B)y = 
.Daí, y = (λ(θ2)I − B)−1 
. (3.17)Substituindo (3.17) em (3.14), 
om x = 1, obtemos,

(a− θ2) = λ(θ2)− r (λ(θ2)I −B)−1 
. (3.18)Assim a matriz 
oluna (de n + 1 linhas)
p(θ2) =


 1

(λ(θ2)I − B)−1 
 é um autovetor (à direita) de A(θ2) asso
iado ao autovalor λ(θ2).Analogamente obtemos que a matriz linha (de n+ 1 
olunas)
q(θ2) =

(
1 r (λ(θ2)I −B)−1

)é um autovetor (à esquerda) de A(θ2) asso
iado ao autovalor λ(θ2).Notando que o produto q(θ2)p(θ2) é um es
alar, de�nimos a matriz (n+1)×(n+1)

P (θ2) =
1

q(θ2)p(θ2)

[
p(θ2)q(θ2)

]
.Como q(θ2)p(θ2) = 1 + r (λ(θ2)I − B)−2 
 é um es
alar, então

P (θ2) =
1

1 + r (λ(θ2)I −B)−2 
×



1 r (λ(θ2)I −B)−1

(λ(θ2)I −B)−1 
 (λ(θ2)I −B)−1 
 r (λ(θ2)I − B)−1


 . (3.19)Do fato de p(θ2) e q(θ2) terem posto 1 e pela propriedade A.1 (pg. 72) segue que P (θ2)também tem posto 1.



53Uma vez de�nida a matriz P (θ2), de�nimos Q(θ2) = A(θ2)− λ(θ2)P (θ2). Substi-tuindo a expressão (3.18) na matriz A(θ2), obtemos
Q(θ2) =




λ(θ2)− r (λ(θ2)I −B)−1 
 r
 B


− 1

1 + r(λ(θ2)I −B)−2c
×




λ(θ2) rλ(θ2)(λ(θ2)I − B)−1

λ(θ2)(λ(θ2)I − B)−1 
 λ(θ2)(λ(θ2)I − B)−1 
 r (λ(θ2)I − B)−1


 , (3.20)o que 
on
lui a demonstração do item (i).Prova do item (ii) do Lema 3.1.

P (θ2)P (θ2) =

(
1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)]

)(
1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)]

)

=
1

[q(θ2)p(θ2)] [q(θ2)p(θ2)]
p(θ2)[q(θ2)p(θ2)]q(θ2)

=
1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)] = P (θ2).Prova do item (iii) do Lema 3.1.Para provar este item usamos o item (ii) e que p(θ2) e q(θ2) são autovetores (à direitae à esquerda respe
tivamente) de A(θ2) asso
iados ao autovalor λ(θ2). Vejamos;

A(θ2)P (θ2) = A(θ2)
1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)] = [A(θ2)p(θ2)]

1

q(θ2)p(θ2)
q(θ2)

= λ(θ2)p(θ2)
1

q(θ2)p(θ2)
q(θ2) =

λ(θ2)

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)] = λ(θ2)P (θ2).Por outro lado,

P (θ2)A(θ2) =
1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)]A(θ2) =

1

q(θ2)p(θ2)
p(θ2) [q(θ2)A(θ2)]

=
1

q(θ2)p(θ2)
p(θ2) λ(θ2)q(θ2) = λ(θ2)

1

q(θ2)p(θ2)
[p(θ2)q(θ2)] = λ(θ2)P (θ2).Prova do item (iv) do Lema 3.1.Substituindo θ2 por 1

z
em (3.16) e rees
revendo 
onvenientemente temos

(λ(1/z)I − B)−1 = z
1

zλ(1
z
)

(
I +

z

zλ(1
z
)
B +

z2

[zλ(1
z
)]2
B2 + · · ·

)
. (3.21)



54Sabemos da Proposição 3.3 que a função 1
zλ( 1

z
)
possui uma extensão analíti
a numavizinhança de z = 0 e que seu valor em zero é −1. Assim tomando o limite 
om

z −→ 0 em (3.21) obtemos que
lim
z−→0

(λ(1/z)I − B)−1 = O. (3.22)Fazendo o mesmo pro
edimento em (3.19), substituindo θ2 por 1
z
, e usando (3.22)obtemos que P (1

z

) possui uma extensão analíti
a em z = 0 e que
P

(
1

z

)

|z=0

=


 1 0r0c O


De maneira análoga substituindo θ2 por 1

z
em (3.20) temos

Q

(
1

z

)
=




λ(1
z
)− r (λ(1

z
)I − B)−1 
 r
 B


− 1

1 + r (λ(1
z
)I −B)−2 
×




λ(1
z
) rλ(1

z
)(λ(1

z
)I − B)−1

λ(1
z
)(λ(1

z
)I − B)−1 
 λ(1

z
)(λ(1

z
)I − B)−1 
 r (λ(1

z
)I −B)−1


 .Novamente usando a Proposição 3.3 e tomando o limite 
om z −→ 0, obtemos que

Q

(
1

z

)

|z=0

=


 0 0r0c B


o que 
on
lui a demonstração do Lema 3.1.

�

Observação 3.1 Note que de (3.18) e de (3.22) temos que o autovalor de A(θ2) dadona Proposição 3.3 satisfaz λ(θ2) ≈ (a− θ2) para θ2 su�
ientemente grande.Lema 3.2 Se z 6= 0 não é autovalor de A(θ2), então para θ2 su�
ientemente grandevale a fórmula
(zI − A(θ2))−1 =

1

z − λ(θ2)
P (θ2) + (I − P (θ2))(zI −Q(θ2))−1. (3.23)



55Demonstração: Para θ2 su�
ientemente grande os autovalores de Q(θ2) são zero e osautovalores de A(θ2) distintos de λ(θ2). Logo (zI −Q(θ2))−1 existe. Mostremos que
(zI − A(θ2))

[
1

z − λ(θ2)
P (θ2) + (I − P (θ2))(zI −Q(θ2))−1

]
= I.Do Lema 3.1, item (iii), temos que

(zI − A(θ2))P (θ2) = zP (θ2)− A(θ2)P (θ2) = zP (θ2)− λ(θ2)P (θ2).Logo
(zI −A(θ2))P (θ2) = (z − λ(θ2))P (θ2). (3.24)Do Lema 3.1, itens (i), (ii) e (iii), temos que

P (θ2)Q(θ2) = P (θ2)(A(θ2)− λ(θ2)P (θ2)) = P (θ2)A(θ2)− λ(θ2)P (θ2)P (θ2)

= λ(θ2)P (θ2)− λ(θ2)P (θ2) = 0. (3.25)Temos também do Lema 3.1, itens (iii), (i) e de (3.25), que
(zI −A(θ2))(I − P (θ2)) = zI − zP (θ2)−A(θ2) + A(θ2)P (θ2)

= zI − zP (θ2)− [A(θ2)− λ(θ2)P (θ2)] = zI − zP (θ2)−Q(θ2) + P (θ2)Q(θ2)

= z(I − P (θ2))− (I − P (θ2))Q(θ2).Daí segue que
(zI −A(θ2))(I − P (θ2)) = (I − P (θ2))(zI −Q(θ2)). (3.26)De (3.24) e de (3.26) segue que

(zI − A(θ2))

[
1

z − λ(θ2)
P (θ2) + (I − P (θ2))(zI −Q(θ2))−1

]

=
1

z − λ(θ2)
(zI −A(θ2))P (θ2) + (zI − A(θ2))(I − P (θ2))(zI −Q(θ2))−1

= P (θ2) + (I − P (θ2)) = IDo Lema 3.1 item (iii) as matrizes A(θ2) e P (θ2) 
omutam e 
onsequentemente do item
(i) as matrizes A(θ2) e Q(θ2) também 
omutam, donde segue a expressão da matrizinversa em (3.23), o que 
on
lui a demonstração do Lema 3.2. �



56Antes de enun
iar o próximo Lema vamos de�nir uma 
urva no plano 
omplexoque apare
e em seu enun
iado. Seja α ∈ R 
omo no enun
iado da Proposição 3.4 aser demonstrada. Da Proposição 3.3 podemos garantir a existên
ia de um número real
β > 0 tal que todos os autovalores de A(θ2) possuem partes imaginárias no intervalo
(−β, β). Seja r > 0. Consideremos os pontos A,B,C,D do plano 
omplexo tais que
A = −α − iβ, B = −α + iβ, C = −(α + r) + i(β + r) e D = −(α + r) − i(β + r).Seja Γr a 
urva fe
hada simples formada pelos segmentos retilíneos que ligam os pontos
A, B, C e D, orientada no sentido anti-horário (veja Figura 3.1).
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Γ
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−α− −α αr
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Re(z)

r

β

D

C

B

A

Figura 3.1: Curva Γr.Lema 3.3 Seja Γ a 
urva limite obtida a partir de Γr quando r −→ ∞. Se z não éautovalor de A(θ2), então existem 
onstantes M1, M2, · · · , tais que
∥∥∥∥
∂j

∂θj
(zI − A(θ2))−1

∥∥∥∥ ≤ Mj

1 + θ2
, j = 1, 2, · · · , ∀ z ∈ Γ, ∀ θ ∈ R.Demonstração: Ini
ialmente note que

∂A(θ2)

∂θ
=


 −2θ 0r0c O


 ,

∂2A(θ2)

∂θ2
=


 −2 0r0c O


 ,e ∂jA(θ2)

∂θj
= O, para j ≥ 3.Cal
ulando as duas primeiras derivadas em relação à θ obtemos

∂

∂θ
(zI −A(θ2))−1 = −(zI −A(θ2))−1∂A(θ

2)

∂θ
(zI − A(θ2))−1 ,

∂2

∂θ2
(zI − A(θ2))−1 = 2(zI −A(θ2))−1∂A(θ

2)

∂θ
(zI − A(θ2))−1∂A(θ

2)

∂θ
(zI − A(θ2))−1

− (zI − A(θ2))−1∂
2A(θ2)

∂θ2
(zI − A(θ2))−1. (3.27)



57Continuando o pro
esso para 
al
ular as derivadas de ordem superior vemos que ofator (zI − A(θ2))−1 sempre apare
erá tanto à direita 
omo à esquerda dos fatores
∂jA(θ2)

∂θj
, j = 1, 2, já que esses fatores se anulam para j = 3, 4, 5, · · · .Primeiro mostremos as estimativas para θ num intervalo 
ompa
to J . Para istovamos usar a fórmula (3.23) dada no Lema 3.2. Como λ(θ2) é 
ontínua temos que λ(θ2)é limitada para θ ∈ J e daí

lim
z−→∞

1

|z − λ(θ2)| = 0.De (3.22) e das fórmulas dadas no Lema 3.1 segue que P (θ2), Q(θ2) e I − P (θ2) sãolimitadas. Logo, para |z| ≥ ‖Q(θ2)‖ temos que
(zI −Q(θ2))−1 =

1

z

(
I +

1

z
Q(θ2) +

1

z2
Q2(θ2) + · · ·

)
,donde segue que ‖(zI −Q(θ2))−1‖ tende a zero quando z −→ ∞. Daí e pela fórmula(3.23) segue que

lim
z−→∞

∥∥(zI − A(θ2))−1
∥∥ = 0.Como as derivadas ∂j

∂θj
(zI − A(θ2))−1 são 
ombinações lineares �nitas de produtos�nitos de termos envolvendo ∂A(θ2)

∂θ
, ∂2A(θ2)

∂θ2
e (zI − A(θ2))−1, (veja (3.27) para j = 2)segue que

lim
z−→∞

∥∥∥∥
∂j

∂θj
(zI −A(θ2))−1

∥∥∥∥ = 0 , ∀ θ ∈ J.Assim sempre podemos adequar 
onstantes Mj > 0, j = 1, 2, · · · tais que
∥∥∥∥
∂j

∂θj
(zI − A(θ2))−1

∥∥∥∥ ≤ Mj

1 + θ2
, j = 1, 2, · · · , ∀ z ∈ Γ, ∀ θ ∈ J.Mostremos agora a estimativa para θ não ne
essariamente num 
ompa
to. Observandoas fórmulas de ∂A(θ2)

∂θ
e ∂2A(θ2)

∂θ2
, vemos que as mesmas só possuem a primeira entradadiferente de zero. Logo basta obter uma limitação do tipo N

1+θ2
apenas para os elementosda primeira linha e da primeira 
oluna da matriz (zI − A(θ2))−1, porque apenas elassão envolvidas nos produtos das 
ombinações lineares dos produtos �nitos que de�nem

∂j

∂θj
(zI −A(θ2))−1.Seja α 6= 0. Logo o ponto z0 = 0 não perten
e a 
urva Γ. Assim podemos 
onside-rar a representação (3.23) dado no Lema 3.2, para θ2 su�
ientemente grande. Noteque por (3.12) e (3.13) as matrizes P (θ2) e Q(θ2) são limitadas para θ2 su�
ientementegrande. Logo podemos usar (A.2, pg.73) e obter que a matriz (zI −Q(θ2))−1 é unifor-memente limitada em z para θ2 su�
ientemente grande. Segundo [11℄, pela 
onstrução



58de Γ, da Observação 3.1 e da representação (3.16) temos a existên
ia de uma 
onstante
N tal que

1

|z − λ(θ2)| ≤
N

1 + θ2
e ‖(zI −Q(θ2))−1‖ ≤ N

1 + θ2
.Assim usando a de�nição de P (θ2) em (3.19) e também (3.12) segue que os elementosda primeira linha e da primeira 
oluna de (I − P (θ2)) também são limitados por

N/(1+ θ2). Juntando estes fatos e a representação em (3.23) segue a existên
ia de uma
onstante C > 0 tal que os elementos da primeira linha e da primeira 
oluna da matriz
(zI − A(θ2))−1 são limitadas por C/(1 + θ2).Para α = 0 a demonstração é feita para z sobre uma pequena translação da
urva Γ, digamos por γ > 0 su�
ientemente pequeno e 
onsiderando a seguinte matriz
(zI − (A(θ2) + γI))−1 de tal forma que z não seja autovalor de (A(θ2) + γI).

�Lema 3.4 Considere a função F (θ, t) de�nida em (3.11), na Proposição 3.4 (pg. 50)e a 
urva Γ do Lema 3.3. Para k, j = 0, 1, 2, · · · , vale a fórmula
∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t) =

1

2πi

∫

Γ

zketz
∂j

∂θj

[
(zI − A(θ2))−1 −

(
0 0r

0c (zI − B)−1

)]
dz.Demonstração: Por 
onstrução, para r su�
ientemente grande todos os autovaloresdas matrizes B e de A(θ2) estão no interior da regiaão delimitada pela 
urva Γr. Daípela fórmula (A.3) (pg. 73) temos que

etA(θ2) =
1

2πi

∫

Γr

etz(zI − A(θ2))−1dze
etB =

1

2πi

∫

Γr

etz(zI − B)−1dz.Substituindo estas duas representações na expressão da função F (θ, t), em (3.11) temosque
F (θ, t) =

1

2πi

∫

Γr

etz


(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI −B)−1




 dz.Usando o Teorema da Convergên
ia Dominada repetidas vezes para derivar sob o sinalde integração obtemos que

∂k

∂tk
F (θ, t) =

1

2πi

∫

Γr

zketz


(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI −B)−1




 dz



59e que
∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t) =

1

2πi

∫

Γr

zketz
∂j

∂θj


(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI −B)−1




 dz.(3.28)Analisemos o 
omportamento do fator exponen
ial do integrando em (3.28) quando

r −→ ∞. Usamos que Γr = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, (veja Figura 3.1) 
ujas parametrizaçõessão dadas por
Γ0 : z = −α + iy, 
om − β ≤ y ≤ β;

Γ1 : z = x+ i(−x + β − α), 
om α ≤ −x ≤ α + r;

Γ2 : z = −α− r + iy, 
om − β − r ≤ −y ≤ β + r;

Γ3 : z = x+ i(x+ α− β), 
om − α− r ≤ x ≤ −α.Sobre Γ0 temos que etz = e(−α+iy)t, donde segue que |etz| = e−αt é 
onstante em
r. Sobre Γ1 temos que etz = e(x+i(−x+β−α)t. Logo |etz| = etx, donde segue que |etz|tende a zero quando x −→ −∞ ou (r −→ ∞).Sobre Γ2 temos que etz = e(−α−r+iy)t. Daí |etz| = e−(α+r)t e 
omo α é �xo segueque |etz| também tende a zero quando r −→ ∞.Finalmente sobre Γ3 temos que etz = e(x+i(x+α−β)t. Daí |etz| = ext. Logo |etz|também tende a zero quando x −→ −∞ ou (r −→ ∞).Como o 
res
imento da norma do integrando em (3.28) é determinado pelo de-
res
imento do fator exponen
ial, o qual tende à zero sobre Γ1, Γ2 e Γ3, então temosque o limite da integral de linha em (3.28) quando r −→ ∞ existe e portanto podemoses
rever que

∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t) =

1

2πi

∫

Γ

zketz
∂j

∂θj


(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI − B)−1




 dz,o que 
on
lui a demonstração do Lema 3.4. �Uma vez estabele
idos os Lemas preliminares, passemos aDemonstração da Proposição 3.4 (veja pg. 50).Da Proposição 3.3 sabemos que se µ(θ2) é um autovalor de A(θ2) diferente de

λ(θ2), então µ(θ2) está na vizinhança de algum autovalor βj de B, para θ su�
ien-



60temente grande. Logo existe β > 0 �nito tal que Im(µ(θ2)) ≤ β para todo θ ∈ R.Para este valor de β e α e 
omo no enun
iado da Proposição 3.4, 
onsidere a 
urva Γrde�nida anteriormente (página 56) tal que lim
r−→∞

Γr = Γ.Do Lema 3.4 temos
∥∥∥∥
∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤ 1

2π

∫

Γ

∣∣zk
∣∣ ∣∣etz

∣∣
∥∥∥∥∥∥
∂j

∂θj


(zI −A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI − B)−1





∥∥∥∥∥∥
|dz|

=
e−αt

2π

∫

Γ

∣∣zk
∣∣ ∣∣et(z+α)

∣∣
∥∥∥∥∥∥
∂j

∂θj


(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI −B)−1





∥∥∥∥∥∥
|dz|.Agora mostremos a limitação uniforme de F (θ, t) para 0 ≤ t ≤ 1 e todo θ ∈ R.Multipli
ando ambos os lados de (3.23) no Lema 3.2 por 1

2πi
etz temos,

1

2πi
etz(zI −A(θ2))−1 =

1

2πi
etz(z − λ(θ2))−1P (θ2) + (I − P (θ2))

1

2πi
etz(zI −Q(θ2))−1.Integrando a igualdade a
ima sobre Γ obtemos

1

2πi

∫

Γ

etz(zI − A(θ2))−1 dz =
1

2πi

∫

Γ

etz(z − λ(θ2))−1 dzP (θ2)

+ (I − P (θ2))
1

2πi

∫

Γ

etz(zI −Q(θ2))−1 dz,ou seja, da fórmula A.3 (pg.73) temos que
etA(θ2) = etλ(θ

2)P (θ2) + (I − P (θ2))etQ(θ2).Para θ2 �nito e t ∈ [0, 1] temos que ∥∥∥etA(θ2)
∥∥∥ é limitada. Da Observação 3.1 para θ2su�
ientemente grande temos que Re[λ(θ2)] < 0 e daí segue que

∥∥∥etA(θ2)
∥∥∥ ≤

∣∣∣etλ(θ2)
∣∣∣ ‖P (θ2)‖+ ‖(I − P (θ2))‖

∥∥∥etQ(θ2)
∥∥∥

= eRe[λ(θ2)]t‖P (θ2)‖+ ‖(I − P (θ2))‖et‖Q(θ2)‖

≤ ‖P (θ2)‖+ ‖(I − P (θ2))‖et‖Q(θ2)‖

≤ ‖P (θ2)‖+ ‖(I − P (θ2))‖e‖Q(θ2)‖, ∀ t ∈ [0, 1]. (3.29)Do Lema 3.1 temos que ‖P (θ2)‖, ‖(I − P (θ2))‖ e ‖Q(θ2)‖ são limitadas. Portantoexiste C > 0 tal que et‖A(θ2)‖ ≤ C, ∀ t ∈ [0, 1], ∀ θ ∈ R. Da expressão de F (θ, t) em(3.11) segue que
‖F (θ, t)‖ ≤

∥∥∥etA(θ2)
∥∥∥+

∥∥etB
∥∥ ≤ C + et‖B‖ ≤ C + e‖B‖,



61para 0 ≤ t ≤ 1 e θ ∈ R, ou seja F (θ, t) é uniformemente limitada para t ∈ [0, 1] e
θ ∈ R.Provemos as limitações das derivadas. Segundo [11℄, para j = 0, por argumentosanálogos aos que foram usados na demonstração do Lema 3.3, usando (3.12), (3.13),(3.23) e a 
onstrução de Γ, do Lema 3.3 temos que

∥∥∥∥∥∥
(zI − A(θ2))−1 −


 0 0r0c (zI − B)−1



∥∥∥∥∥∥
≤ M0

1 + θ2
.Para j ≥ 1, do Lema 3.3 temos que

∥∥∥∥
∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤ Mje
−αt

2π(1 + θ2)

∫

Γ

∣∣zk
∣∣ e(Re(z)+α)t |dz|.Como z ∈ Γ então Re(z) ≤ −α. Logo Re(z) + α < 0 e 
omo t ≥ δ > 0 então

(Re(z) + α)t ≤ (Re(z) + α)δ. Daí, e(Re(z)+α)t ≤ e(Re(z)+α)δ . Assim
∥∥∥∥
∂k+j

∂tk∂θj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤ Mje
−αt

2π(1 + θ2)

∫

Γ

eRe(z+α)δ
∣∣zk
∣∣ |dz| =M δ

k,j

e−αt

(1 + θ2)
,onde

M δ
k,j =

Mj

2π

∫

Γ

eRe(z+α)δ
∣∣zk
∣∣ |dz| ,o que 
on
lui a demonstração da Proposição 3.4.

�Proposição 3.5 Se W = (W 0,W 1, · · · ,W n) é solução do sistema (3.2) 
om a se-guinte 
ondição ini
ial W(x, 0) = Ψ(x) e ‖Ψ‖∞ �nita, então W tem a seguinte repre-sentação
W(x, t) =

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t)Ψ(y) dy+

(
0 0r

0c etB

)
Ψ(x), (3.30)onde F̌ é a transformada inversa de Fourier de F e Ψ = (ψ0, ψ1, · · · , ψn).Demonstração: Demonstraremos em duas partes.

1a Parte: Primeiro mostraremos que a representação (3.30) é válida no espaço deS
hwartz S das funções de de
res
imento rápido (veja pg.78).Considere a função W(x, t) de�nida em (3.30), 
om ψj ∈ S, j = 0, 1, · · · . Noteque F̌ (x, t) está bem de�nida e é limitada em x para 
ada t �xado. De fato, da de�niçãoda Transformada Inversa de Fourier temos que mostrar que a integral
∫ ∞

−∞
eiθxF (θ, t) dθ



62é �nita, para todo t ≥ 0, e para todo x ∈ R. Da Proposição 3.4 temos a limitação
‖F (x, t)‖ ≤

(
Mδ

0,0

1+θ2

)
e−αt. Daí,

∫ ∞

−∞

∥∥eiθxF (θ, t)
∥∥ dθ ≤M δ

0,0e
−αt

∫ ∞

−∞

1

1 + θ2
dθ =M δ

0,0πe
−αt.Portanto, F̌ está de�nida e é limitada em x para 
ada t �xado.Agora mostremos que W é solução do sistema (3.2) 
om 
ondição ini
ial Ψ(x). Temosformalmente que

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t) Ψ(y) dy =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eiθ(x−y)F (θ, t) Ψ(y) dθ dy. (3.31)Veri�quemos as hipóteses do Teorema de Fubini na segunda integral em (3.31), paraque possamos inverter a ordem da integração. Como Ψ ∈ S temos que o integrandoem (3.31) é uma função 
ontínua. Da Proposição 3.4 temos que

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∥∥eiθ(x−y)F (θ, t) Ψ(y)
∥∥ dθdy ≤

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∣∣eiθ(x−y)
∣∣ ‖F (θ, t)‖ ‖Ψ(y)‖ dθ dy

≤M δ
0,0 e

−αt

∫ ∞

−∞
‖Ψ(y)‖

∫ ∞

−∞

1

1 + θ2
dθ dy =M δ

0,0 e
−αtπ

∫ ∞

−∞
‖Ψ(y)‖dy ≤M δ

0,0 e
−αtKπ ,onde K é uma 
onstante tal que

∫ ∞

−∞
‖Ψ(y)‖dy ≤ Kpois, 
omo Ψ ∈ S, então a mesma é integrável. Assim pelo Teorema de Fubini asintegrais iteradas 
onvergem e podemos tro
ar a ordem de integração, obtendo de(3.31) que

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t)Ψ(y) dy =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eiθ(x−y)F (θ, t) Ψ(y) dy dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxF (θ, t)

[∫ ∞

−∞
e−iθyΨ(y) dy

]
dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx


etA(θ2) −


 0 0r0c etB




 Ψ̂(θ) dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ −


 0 0r0c etB


Ψ(x). (3.32)Comparando (3.32) 
om (3.30), obtemos que

W(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ.



63Portanto W é a Transformada inversa de Fourier de etA(θ2)Ψ̂(θ).Mostremos agora que 
ada entrada de etA(θ2)Ψ̂(θ) são funções que estão no espaço
S de S
hwartz.Da Proposição 3.4 temos que existe δ > 0 tal que

∥∥∥∥
∂j

∂θj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤
M δ

0,j e
−αt

1 + θ2
, j = 0, 1, 2, · · · ∀ t ≥ δ, θ ∈ R .Como

etA(θ2) = F (θ, t) +


 0 0r0c etB


 ,então

etA(θ2)Ψ̂(θ) = F (θ, t)Ψ̂(θ) +


 0 0r0c etB


 Ψ̂(θ)tem entradas em S. Como as entradas de etA(θ2)Ψ̂(θ) são funções de θ que perten
ema S, temos que eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) também tem entradas em S. Portanto,

1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ
onverge.Como as entradas de A(θ2) são polin�mios em θ (de grau ≤ 2) temos que asentradas de eiθxA(θ2)etA(θ2)Ψ̂(θ) perten
em a S. Daí segue a 
onvergên
ia uniforme daintegral

1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxA(θ2)etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ.Assim W(x, t) é derivável na variável t e

∂W
∂t

(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxA(θ2)etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ. (3.33)Pelos mesmos argumentos temos que iθeiθxA(θ2)etA(θ2) tem entradas em S dondetambém segue a 
onvergên
ia uniforme da integral

1

2π

∫ ∞

−∞
iθeiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ ,e vale a fórmula

∂W
∂x

(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
iθ2eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ.Da mesma maneira segue que

∂2W
∂x2

(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(−θ2)eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ. (3.34)



64Para desta
ar apenas a primeira 
omponente de ∂2W
∂x2 , fazemos as demais 
ompo-nentes em (3.34) iguais a zero, obtendo




∂2W 0

∂x2 (x, t)0c


 =

1

2π

∫ ∞

−∞
(−θ2)eiθx


 1 0r0c O


 etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx


 −θ2 0r0c O


 etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ. (3.35)De (3.33) e de (3.35), obtemos

∂W
∂t

(x, t)−




∂2W 0

∂x2 (x, t)0c




=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxA(θ2)etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ − 1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx


 −θ2 0r0c O


 etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx




 a− θ2 r
 B


+


 θ2 0r0c O




 etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx


 a r
 B


 etA(θ2)Ψ̂(θ) dθ =


 a r
 B


W(x, t).Portanto W(x, t) é solução do sistema (3.2).Veri�quemos a 
ondição ini
ial. Temos

lim
t−→0+

W (x, t) =
1

2π
lim

t−→0+

∫ ∞

−∞
eiθxetA(θ2)Ψ̂(θ) dθ.Da Proposição 3.4 temos que etA(θ2) é uniformemente limitada para 0 ≤ t ≤ 1 e θ ∈ R.Como Ψ̂ tem 
omponentes em S, podemos passar o limite para dentro do sinal deintegração, obtendo

lim
t−→0+

W(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxΨ̂(θ) dθ.Isto 
on
lui a primeira parte da demonstração da Proposição 3.5, para o 
aso do dadoini
ial do sistema (3.2) estar no espaço S.

2a Parte: Agora mostremos que se W é solução do sistema (3.2) 
om W(x, 0) = Ψ(x),e se existe M > 0 tal que ‖Ψ(x)‖ ≤ M para todo x ∈ R, então W pode ser es
rita
omo em (3.30).De�na,
Ψm(x) =

m√
2π

∫ ∞

−∞
e

−m2(x−y)2

2 Ψ(y) dy, x ∈ R, m = 1, 2, · · · .



65Temos que(i) ‖Ψm(x)‖ ≤M, ∀ x ∈ R;(ii) ψi
m ∈ S, i = 0, · · · , n;(iii) Ψm 
onverge uniformemente para Ψ.De fato.

(i) Temos que
‖Ψm(x)‖ ≤ m√

2π

∫ ∞

−∞
e

−m2(x−y)2

2 ‖Ψ(y)‖ dy ≤ mM√
2π

∫ ∞

−∞
e

−m2(x−y)2

2 dy.Fazendo a seguinte mudança de variável z = m(y−x)√
2

temos que
‖Ψm(x)‖ ≤ M√

2

∫ ∞

−∞
e−z2 dz ≤ M√

2

√
2 =M.

(ii) Dada a presença do fator exponen
ial e a limitação de ‖Ψ(y)‖, segue que as funções
ψi
m ∈ S, i = 0, 1, 2, · · · .

(iii) Veri�quemos que
km(s) =

m√
2π
me

−m2s2

2 ,onde s = x− y, satisfaz as propriedades D1, D2 e D3 da De�nição A.7 (pg.76).Como Dm(s) é 
ontínua então Dm(s) é se

ionalmente 
ontínua. As propriedades
D1 e D2 veri�
am-se analogamente as propriedades (ii) e (iii) para o nú
leo do 
alordado na Seção A.3. Para justi�
ar D3 veri�quemos que

∫

|s|>η

Dm(s) −→ 0para m su�
ientemente grande.De fato, fazendo a mesma mudança de variável 
omo em (i) segue que
∫

|s|>η

Dm(s)ds =
m√
2π
m

∫

|s|>η

e
−m2(s)2

2 ds =
1√
π

∫

|z|>mη√
2

e−z2dz.Note que quando m −→ ∞ segue que |z| −→ ∞. Como a integral imprópria de e−z2 é
onvergente, segue que a integral a
ima tende a zero.Como Dm(s) é uma sequên
ia de nú
leos de Dira
 e Ψ : R −→ Rn+1 é umafunção se

ionalmente 
ontínua limitada, então pelo Teorema A.8 (pg.76) temos que
Ψm 
onverge uniformemente para Ψ.



66Se Wm(x, t) é solução de (3.2) 
om Wm(x, 0) = Ψm(x), então pela Primeira Parteda demonstração temos que
Wm(x, t) =

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t)Ψm(y) dy +


 0 0r0c etB


Ψm(x). (3.36)Como ‖Ψm(x)‖ ≤ M e Ψm 
onverge uniformemente para Ψ então pelo Teorema 3.1segue que quando m −→ ∞, Wm(x, t) 
onverge para W(x, t) para todo x ∈ R e t > 0.Daí e de (3.36) segue que

W(x, t) = lim
m−→∞

Wm(x, t)

= lim
m−→∞



∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t)Ψm(y) dy +


 0 0r0c etB


Ψm(x)


 (3.37)Portanto apli
ando o Teorema da Convergên
ia Dominada obtemos que

W(x, t) =

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t) Ψ(y) dy+


 0 0r0c etB


Ψ(x).o que 
on
lui a demonstração da Proposição 3.5

�3.2 Condições para a Estabilidade Exponen
ialNesta seção apresentamos os teoremas prin
ipais rela
ionados à estabilidade ex-ponen
ial dos sistemas (3.2) e (3.3) em uma solução de equilíbrio.Teorema 3.6 O sistema (3.3) é exponen
ialmente estável na solução de equilíbrio
Ŵ = 0 se, e somente se, existe α > 0 tal que todos autovalores de A(θ2) possuem partereal inferior à −α.Demonstração: Suponha que exista α > 0 tal que todos autovalores de A(θ2) possu-am parte real inferior à −α. Logo, da segunda parte da Proposição 3.3 (pg. 45), todosos autovalores de B tem parte real inferior à −α. Assim, pelo Teorema A.20 existe
K2 ≥ 1 tal que

∥∥etB
∥∥ ≤ K2e

−αt, t ≥ 0. (3.38)



67Da Proposição 3.4, (pg. 50) 
om δ = 1, temos
‖F (θ, t)‖ ≤

M1
0,0

1 + θ2
e−αt ≤ M1

0,0e
−αt, ∀ t ≥ 1, ∀ θ ∈ R.Daí

∥∥∥etA(θ2)
∥∥∥−

∥∥etB
∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
etA(θ2) −


 0 0r0c etB



∥∥∥∥∥∥
= ‖F (θ, t)‖ ≤ M1

0,0e
−αt ,donde segue que ∥∥∥etA(θ2)

∥∥∥ ≤M1
0,0e

−αt +
∥∥etB

∥∥ .Substituindo (3.38) na desigualdade a
ima temos
∥∥∥etA(θ2)

∥∥∥ ≤ (M1
0,0 +K2)e

−αt, ∀ t ≥ 1, ∀ θ ∈ R. (3.39)Temos também pela Proposição 3.4 que a função F (θ, t) é uniformemente limitada para
0 ≤ t ≤ 1 e θ ∈ R. Portanto existe k1 > 0 tal que

‖F (θ, t)‖ ≤ K1, para 0 ≤ t ≤ 1, θ ∈ R.Logo
‖F (θ, t)‖ ≤ K1e

αte−αt ≤ K1e
αe−αt, para 0 ≤ t ≤ 1, θ ∈ R.Repetindo o 
ál
ulo que foi feito para obter (3.39) temos que

∥∥∥etA(θ2)
∥∥∥ ≤ (K1e

α +K2)e
−αt , para 0 ≤ t ≤ 1, θ ∈ R. (3.40)Seja P = max{M1

0,0 +K2, K1e
α +K2} e Ŵ a solução do sistema (3.3) dada por
Ŵ(θ, t) = etA(θ2)Ŵ(θ, 0) .Temos que ∥∥∥Ŵ(·, t)
∥∥∥
∞

≤
∥∥∥etA(θ2)

∥∥∥
∥∥∥Ŵ(·, 0)

∥∥∥
∞
. (3.41)Usando as desigualdades (3.39) e (3.40) em (3.41), obtemos que

∥∥∥Ŵ(·, t)
∥∥∥
∞

≤ P
∥∥∥Ŵ(·, 0)

∥∥∥
∞
e−αt , ∀ t ≥ 0. (3.42)Donde segue a estabilidade exponen
ial do sistema (3.3) na solução de equilíbrio Ŵ = 0.Por outro lado suponha que o sistema (3.3) é exponen
ialmente estável na soluçãode equilíbrio Ŵ = 0. Logo, existem 
onstantes P, α > 0 tais que (3.42) se veri�
a.



68Caso P ≤ 1, tro
amos P por P + 1 em (3.42). Assim da desigualdade (3.42) e doTeorema A.20 temos que todos autovalores de A(θ2) possuem parte real negativa.
�Teorema 3.7 O sistema (3.2) é exponen
ialmente estável na solução de equilíbrio

W = 0 se, e somente se, o sistema (3.3) é exponen
ialmente estável na solução deequilíbrio, Ŵ = 0.Demonstração: Suponha que o sistema (3.3) seja exponen
ialmente estável na soluçãode equilíbrio Ŵ = 0. Então pelo Teorema 3.6 existe α > 0 tal que todos os autovaloresde A(θ2) possuem parte real inferior à −α. Daí pela Proposição 3.4, 
om δ = 1, existem
onstantes M1
i,j, i, j = 0, 1, 2, · · · , tais que

∥∥∥∥
∂i+j

∂ti∂θj
F (θ, t)

∥∥∥∥ ≤
M1

i,j

1 + θ2
e−αt, t ≥ 1, θ ∈ R.Como ∣∣eiθx∣∣ = 1 temos que

∥∥F̌ (x, t)
∥∥ =

∥∥∥∥
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxF (θ, t) dθ

∥∥∥∥ ≤ 1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣eiθx
∣∣ ‖F (θ, t)‖ dθ

≤
M1

0,0e
−αt

2π

∫ ∞

−∞

1

1 + θ2
dθ ≤

M1
0,0

2π
e−αtπ =

M1
0,0

2
e−αt.Logo,

∥∥F̌ (x, t)
∥∥ ≤M1

0,0e
−αt. (3.43)Temos também que

∥∥∥∥F−1

[
∂2F

∂θ2

]
(x, t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
1

2π

∫ ∞

−∞
eiθx

∂2F

∂θ2
(θ, t) dθ

∥∥∥∥ ≤ 1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣eiθx
∣∣
∥∥∥∥
∂2F

∂θ2
(θ, t)

∥∥∥∥ dθ

≤
M1

2,0e
−αt

2π

∫ ∞

−∞

1

1 + θ2
dθ ≤

M1
2,0

2π
e−αtπ =

M1
2,0

2
e−αte daí, ∥∥∥∥F−1

[
∂2F

∂θ2

]
(x, t)

∥∥∥∥ ≤M1
2,0e

−αt. (3.44)Como
∂nF̂ (θ, t)

∂θn
(x, t) = F [(−ix)nF (x, t)](θ, t)então apli
ando a transformada inversa de Fourier em ambos os lados da igualdadea
ima obtemos,

∂nF (θ, t)

∂θn
(x, t) = F [(−ix)nF−1[F ](x, t)](θ, t).



69Apli
ando novamente a transformada inversa de Fourier em ambos os lados da igual-dade a
ima temos,
F−1

[
∂nF

∂θn

]
(x, t) = (−ix)nF−1[F ](x, t).Considerando n = 2, de (3.44) segue que

∥∥(−ix)2F̌ (x, t)
∥∥ = x2

∥∥F̌ (x, t)
∥∥ =

∥∥∥∥F−1

[
∂2F

∂θ2

]
(x, t)

∥∥∥∥ ≤M1
2,0e

−αt. (3.45)Somando (3.43) e (3.45) obtemos
∥∥F̌ (x, t)

∥∥+ x2
∥∥F̌ (x, t)

∥∥ ≤M1
0,0e

−αt +M1
2,0e

−αt.Logo,
(1 + x2)

∥∥F̌ (x, t)
∥∥ ≤ (M1

0,0 +M1
2,0)e

−αt ,donde segue que
∥∥F̌ (x, t)

∥∥ ≤ K1

1 + x2
e−αt , (3.46)onde K1 =M1

0,0 +M1
2,0.Como todos os autovalores de A(θ2) possuem parte real inferior à −α entãonovamente pela segunda parte da Proposição 3.3 (pg. 45) temos que Re[βj ] < −α para

j = 1, · · · , n, onde os βj são os autovalores da matriz B. Logo do Teorema A.20, existe
K2 ≥ 1 tal que

∥∥etB
∥∥ ≤ K2 e

−αt, ∀ t ≥ 0. (3.47)Agora seja W solução do sistema (3.2) 
om a 
ondição ini
ial ‖W(x, 0)‖ ≤ 1.Pela Proposição 3.5 temos que
W(x, t) =

∫ ∞

−∞
F̌ (x− y, t)W(y, 0) dy +


 0 0r0c etB


W(x, 0).Assim

‖W(x, t)‖ ≤
∫ ∞

−∞

∥∥F̌ (x− y, t)
∥∥ ‖W(y, 0)‖ dy +

∥∥∥∥∥∥


 0 0r0c etB



∥∥∥∥∥∥
‖W(x, 0)‖

≤
∫ ∞

−∞

∥∥F̌ (x− y, t)
∥∥ ‖W(y, 0)‖ dy +

∥∥etB
∥∥ ‖W(x, 0)‖.Substituindo (3.46) e (3.47) na inequação a
ima temos que

‖W(x, t)‖ ≤ e−αt

∫ ∞

−∞

K1

1 + (x− y)2
dy +K2 e

−αt.



70Fazendo a mudança de variável z = y − x obtemos,
‖W(x, t)‖ ≤ e−αt

∫ ∞

−∞

K1

1 + z2
dz +K2 e

−αt,donde temos que
‖W(x, t)‖ ≤ (K1π +K2) e

−αt, para t ≥ 1. (3.48)Pelo Teorema 1.4 (página 24) sabemos que
‖W(x, t)‖ ≤ eLt ‖W (x, 0)‖, para 0 ≤ t ≤ 1 , e ∀ x ∈ R.Como ‖W(x, 0)‖ ≤ 1, segue então que

‖W(x, t)‖ ≤ eLt = eLt+αt e−αt ≤ eL+α e−αt, para 0 ≤ t ≤ 1. (3.49)Es
olhendo P = max{eL+α, K1π + K2}, obtemos então de (3.48) e (3.49) que o sis-tema (3.2) é exponen
ialmente estável na solução de equilíbrio W = 0.Re
ipro
amente suponha que o sistema (3.2) seja exponen
ialmente estável em
W = 0 e que o sistema (3.3) não seja exponen
ialmente estável em Ŵ = 0. Então peloTeorema 3.6 temos que, para todo α > 0 existem θ0, λ0(θ0) autovalor de A(θ20) e ǫ > 0
om ǫ > α tais que

ǫ− α ≤ Re(λ0(θ0)).Seja Ψ(θ0) o autovetor de A(θ20) asso
iado à λ0(θ0) 
om ‖Ψ(θ0)‖ = 1. De�na
W0(x, t) = eiθ0x+λ0(θ0)tΨ(θ0).Provemos queW0(x, t) é solução do sistema (3.2). De fato, seja Ŵ(θ0, t) = eλ0(θ0)tΨ(θ0).Então Ŵ(θ0, t) é solução do sistema (3.3) e vale
W0(x, t) = eiθ0xŴ(θ0, t).



71Derivando em t, obtemos que
∂W0

∂t
(x, t) = eiθ0x

∂Ŵ
∂t

(θ0, t) = eiθ0x
(
A(θ20) Ŵ(θ0, t)

)

= eiθ0x




 −θ20 0r0c O


 +


 a r
 B




 Ŵ(θ0, t)

=


 −θ20 eiθ0x Ŵ 0(θ0, t)0c


+


 a r
 B


 eiθ0x Ŵ(θ0, t)

=


 −θ20W 0

0 (x, t)0c


 +


 a r
 B


 W0(x, t)

=




∂2

∂x2W
0
0 (x, t)0c


+


 a r
 B


 W0(x, t).Assim,

‖W0(x, t)‖ =
∥∥eiθ0x+λ(θ0)tψ(θ0)

∥∥ =
∣∣eiθ0x

∣∣ ∣∣eλ(θ0)t
∣∣ ‖ψ(θ0)‖

=
∣∣eλ(θ0)t

∣∣ = eRe[λ(θ0)]t > e(ǫ−α)t.Donde ‖W0(x, t)‖ tende para in�nito quando t tende para in�nito, o que 
ontradiz ahipótese. Portanto o sistema (3.3) é exponen
ialmente estável na solução de equilíbrio
Ŵ = 0.

�



Apêndi
e ACon
eitos e Resultados Bási
os
Neste Apêndi
e listamos alguns dos resultados e 
on
eitos que foram utiliza-dos nesta dissertação. As demonstrações, em geral, serão omitidas podendo o leitoren
ontrá-las 
om fa
ilidade nas referên
ias indi
adas.A.1 MatrizesTemos algumas propriedades bási
as sobre matrizes utilizadas no de
orrer da dis-sertação, que passamos a 
itar em seguida. Estas propriedades podem ser 
onsultadasem [18℄ e [21℄ por exemplo. Se A e D são matrizes de dimensões apropriadas, então

‖AD‖ ≤ ‖A‖ ‖D‖.Seja A uma matriz quadrada. Denotaremos a inversa de A, quando existir, por
A−1 e seu determinante por detA.A matriz exponen
ial asso
iada à uma matriz quadrada A é de�nida pela série

eA = I + A+
A2

2!
+ · · ·onde I é a matriz identidade.Sejam A e B matrizes então temos a seguinte propriedade em relação ao postode A e B,

posto(AB) ≤ min{posto(A), posto(B)} (A.1)



73Considerando z um número 
omplexo que não seja autovalor da matriz quadrada
A, 
om |z| ≥ ‖A‖, então vale a representação

(zI − A)−1 =
1

z

(
I +

1

z
A +

1

z2
A2 + · · ·

)
. (A.2)Considere agora Γ uma 
urva fe
hada suave no plano 
omplexo, a qual 
ir
undaos autovalores de uma 
erta matriz quadrada A. Então vale a seguinte representação

etA =
1

2πi

∫

Γ

etz(zI − A)−1dz. (A.3)O próximo resultado justi�
a a passagem da derivada para dentro do sinal deintegral.Lema A.1 ([11℄, p. 78) Se (x, y) ∈ R2, e se A(x, y) e ∂A
∂y
(x, y) são matrizes de funçõesintegráveis em x tais que exista uma função integrável h(x) 
om ∥∥∥∂A

∂y
(x, u)

∥∥∥ ≤ h(x) paratodo u numa vizinhança de y e todo x ∈ R, então
∂

∂y

∫ ∞

−∞
A(x, y)dx =

∫ ∞

−∞

∂A

∂y
(x, y)dx.A.2 O Índi
e de Rotação de uma CurvaAgora relembramos alguns 
on
eitos em relação ao índi
e de rotação de uma
urva no plano 
omplexo. Para mais detalhes ver [5℄,[20℄.De�nição A.1 Seja D um domínio no plano 
omplexo C e f uma função 
omplexade�nida em D. Dizemos que f é meromorfa em D se f possuir um número �nito desingularidades em D todas sendo do tipo polo ou singularidade removível.De�nição A.2 Seja γ uma 
urva fe
hada no plano 
omplexo orientada positivamentee z0 um ponto na região interior à γ. O índi
e de rotação da 
urva γ em relação à z0,denotado por I(γ, z0), é de�nida pela fórmula

I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − z0
. (A.4)O índi
e de rotação representa o número de voltas que a 
uva γ dá em torno de z0.Seja γ uma 
urva simples fe
hada orientada no sentido anti-horário. Seja D odomínio delimitado por γ. Seja f uma função meromorfa em D ∪ γ. Suponha que nãohá nenhuma singularidade ou zero de f ao longo de γ. Seja N e P o número de zeros



74e polos de f em D, respe
tivamente, 
ontando as suas multipli
idades. Então vale aseguinte fórmula 
onhe
ida 
omo o Prin
ípio do Argumento:
1

2πi

∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P. (A.5)Note que f ′(z)

f(z)
= d

dz
ln[f(z)], portanto a fórmula (A.5) também se es
reve

1

2πi

∫

γ

d

dz
ln[f(z)]dz = N − P.Agora fazendo uma mudança de variável w = f(z) em (A.5) temos,

1

2πi

∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫

f(γ)

dw

w
= I(f(γ), 0), (A.6)onde I(f(γ), 0) é o índi
e de rotação da 
urva fe
hada f(γ) em torno da origem. Como

z per
orre a 
urva γ então w per
orre a 
urva f(γ) que é a imagem de γ pela função f.Esta nova 
urva é parametrizada pela função f(γ(t)), onde t varia no mesmo intervaloda parametrização da 
urva γ.A.3 Solução Fundamental para a Equação do CalorNesta Seção relembramos alguns resultados bási
os, sobre o Problema de ValorIni
ial para a equação do 
alor. Maiores detalhes e as demonstrações podem ser en
on-tradas por exemplo em [14℄ ou em [22℄. Relembramos apenas que para se ter uni
idade
onsidera-se soluções 
lássi
as limitadas.De�nição A.3 O nú
leo do 
alor em uma dimensão é de�nido por
K(x, y, t) =

1

2
√
πt
e

−(x−y)2

4t , x, y ∈ R, t > 0. (A.7)O nú
leo do 
alor satisfaz as seguintes propriedades:(i) ∂K(x, y, t)

∂t
− ∂2K(x, y, t)

∂x2
= 0;(ii) K(x, y, t) > 0;(iii) ∫∞

−∞K(x, y, t) dy = 1.A Proposição seguinte forne
e a fórmula para a solução do Problema de ValorIni
ial homogêneo para a equação do 
alor 
om dado ini
ial limitado.



75Proposição A.4 Seja a : R −→ R uma função tal que a ∈ CB(R). Então a função
u : R× (0,∞) −→ R dada por

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t) a(y) dy , (A.8)satisfaz as seguintes propriedades:(i) u ∈ C∞(R× (0,∞));(ii) ∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
= 0, ∀ (x, t) ∈ R× (0,∞) ;(iii) lim

t→0+
u(x, t) = a(x), ∀ x ∈ R;(iv) u é limitada.A próxima Proposição forne
e a fórmula para a solução do Problema de ValorIni
ial para a equação do 
alor no 
aso não homogêneo, 
om dado ini
ial homogêneo.Proposição A.5 Seja T positivo. Seja b : R × [0, T ] −→ R uma função tal que

b ∈ CB(R× [0, T ]). Então a função u : R× [0, T ] −→ R dada por
u(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) b(y, s) dy ds, (A.9)satisfaz as seguintes propriedades:(i) u ∈ C(R× [0, T ]), ∂u

∂x
existe e ∂u

∂x
∈ C(R× [0, T ]);(ii) Se ∂b

∂x
existe e ∂b

∂x
∈ C(R× [0, T ]) então ∂u

∂t
e ∂2u

∂x2 também existem e são 
ontínuas;(iii) ∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
= b(x, t) , ∀ (x, t) ∈ R× (0, t) ;(iv) lim

t→0+
u(x, t) = 0 , ∀ x ∈ R ;(v) u é limitada.O Teorema seguinte, segue diretamente das duas Proposições anteriores e forne
ea fórmula da solução fundamental do Problema de Valor Ini
ial não homogêneo, 
omdado ini
ial limitado para a equação do 
alor.Teorema A.6 Seja T > 0. Sejam a, b 
omo nas Proposições anteriores e também

∂b
∂x

∈ CB(R× [0, T ]). Então a úni
a solução limitada para o Problema de Valor Ini
ial




∂u

∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2
(x, t) = b(x, t) , ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ]

u(x, 0) = a(x)
(A.10)



76é dada pela fórmula
u(x, t) =

∫ ∞

−∞
K(x, y, t) a(y) dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K(x, y, t− s) b(y, s) dy ds. (A.11)Além disto, u satisfaz:(i) u é 
ontínua.(ii) Se ∂a

∂x
é 
ontínua e limitada então ∂u

∂x
também existe e é 
ontínua para todo ponto

(x, t) ∈ R× [0, T ].(iii) ∂u
∂t

e ∂2u
∂x2 são 
ontínuas para (x, t) ∈ R× [0, T ].A.4 Nú
leos de Dira
Nesta seção enun
iaremos uma de�nição e um resultado rela
ionado aos Nú
leosde Dira
. Para mais detalhes 
onsulte [7℄.De�nição A.7 Uma sequên
ia de funções Dn : R −→ R se

ionalmente 
ontínuas esatisfazendo às propriedades abaixo

(D1) Dn(x) ≥ 0;

(D2)
∫∞
−∞Dn(x)dx = 1;

(D3) Dado ε > 0 e η > 0, existe n0 tal que para n ≥ n0, tem-se
∫

|x|>η

Dn(x)dx < ε.é 
hamada uma sequên
ia de nú
leos de Dira
.Teorema A.8 sejam (Dn) uma sequên
ia de nú
leos de Dira
 e e f : R −→ R umafunção se

ionalmente 
ontínua, limitada. Então(i) as funções fn abaixo estão bem de�nidas,
fn(x) =

∫ ∞

−∞
Dn(x− s)f(s)ds;(ii) supondo que Dn seja uma função par, temos, para 
ada x,

lim
n−→∞

fn(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
;(iii) a sequên
ia (fn) 
onverge uniformemente para f em todo intervalo limitado fe-
hado I que não 
ontenha pontos de des
ontinuidade de f.



77A.5 A Transformada de FourierNesta seção introduzimos o Espaço de S
hwartz e a Transformada de Fourierforne
endo alguns resultados. Para mais detalhes e demonstrações 
onsulte [7℄.Uma função f : R −→ C é de de
res
imento rápido no in�nito se f ∈ C∞(R) ese
lim

|x|−→∞
xmDnf(x) = 0para todos m e n inteiros não negativos. Designamos o 
onjunto das funções de de
res-
imento rápido por S, que também é 
onhe
ido 
omo Espaço de S
hwartz, o espaçonatural para se trabalhar 
om a Transformada de Fourier. De�ninos a norma em S
omo sendo

sup
x∈R

|x|m |Dnf(x)|.A última 
ondição na de�nição é equivalente a dizer que, dados m, n > 0 inteiros,existe uma 
onstante, M(m,n), que depende de m e n, tal que
|x|m |Dnf(x)| ≤M(m,n), ∀ x ∈ R.De�nição A.9 Para qualquer f ∈ S(R), de�nimos sua Transformada de Fourier,denotada por f̂ ou por F [f ], 
omo sendo a função f̂ : R −→ C dada por

f̂(θ) =

∫ ∞

−∞
e−iθxf(x)dx.Proposição A.10 Se f : R −→ C estiver em S, então Dnf e xmf, para quaisquer

n,m ≥ 0 inteiros, estão também em S. Consequentemente, xmDnf está em S.Proposição A.11 Se f ∈ S(R), então F [f ] ∈ C∞(R) e satisfaz:(i) Dn
θF [f ] = F [(−ix)nf(x)](ii) F [Dnf ] = (iθ)nF [f ].Proposição A.12 Se f : R −→ C for uma função de S(R), então a Transformada deFourier f̂ : R −→ C será uma função de S(R).De�nição A.13 Seja f ∈ S(R), e seja f̂ sua Transformada de Fourier. De�nimos aTransformada Inversa de Fourier, denotada por f̌ ou por F−1[f ], 
omo sendo a função

f̌ : R −→ C dada por
f̌(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
eiθxf(θ)dθ.



78A.6 Outros Resultados de Análise e Equações Dife-ren
iaisTeorema A.14 (Teorema da Função Inversa)(ver [20℄, p.200) Sejam U um abertode C e f : U −→ C uma função analíti
a. Suponha que df

dz
(z0) 6= 0 onde z0 ∈ U .Então existe uma vizinhança aberta V de z0, V ⊂ U , tal que f(V ) = W é aberto e

f |V : V −→W possui uma inversa (f |V )−1 = g : W −→ V , a qual é analíti
a.Teorema A.15 (Formula de Taylor)(ver [19℄, p.69) Seja f : U −→ R de 
lasse C2no aberto U ∈ R
n. Fixado a ∈ U, para todo v = (α1, · · · , αn) ∈ R

n tal que a + v ∈ Ues
revamos
f(a+ v)− f(a) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
αi +

1

2

n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
αiαj + r(v),as derivadas sendo 
ál
uladas no ponto a. Então

lim
v→0

r(v)

|v|2 = 0.Teorema A.16 (Desigualdade do Valor Médio)(ver [19℄, p.107) Seja f : U −→ Rndiferen
iável em todos os pontos do segmento de reta [a, a + v] ⊂ U. Se para todo
t ∈ [0, 1], tem-se |Df(a+ tv)| ≤M então

|f(a+ v)− f(a)| ≤ M |v|.Teorema A.17 (Teorema do Valor Médio)(ver [19℄, p.61) Dada f : U −→ R diferen-
iável no aberto U ⊂ R
n, se o segmento de reta [a,a+v℄ estiver 
ontido em U entãoexiste θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv) = 〈∇f(a+ θv), v〉 =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(a+ θv)vionde v = (v1, · · · , vn).Teorema A.18 (Teorema da Convergên
ia Dominada)(ver [2℄, p.46) Seja X um es-paço de medida 
om a medida de Lebesgue. Suponha que para t ∈ [a, b], a função

x −→ f(x, t) seja integravel em X, ∂f

∂t
exista em X × [a, b] e que existe uma funçãointegravel g em X tal que ∣∣∣∣

∂f

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x).Então a função
F (t) =

∫ b

a

f(x, t) dxé diferen
iável em [a, b] e
dF

dt
(t) =

d

dt

∫ b

a

f(x, t) dx =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, t) dx.



79Teorema A.19 (ver [1℄, p.308) Seja f : Rn −→ R um 
ampo es
alar 
om derivadaspar
iais de segunda ordem Dijf 
ontinuas na bola B(a, r). Então para todo y ∈ Rn talque a + y ∈ B(a, r) temos
f(a+ y)− f(a) = ∇f(a) · y + 1

2!
yH(a+ cy)yt, 0 < c < 1onde

yH(a+ cy)yt =
n∑

i=1

n∑

j=1

Dijf(a+ cy)yiyj .Lema A.1 (Lema de Gronwall)(ver [21℄, p.37) Sejam u e v funções 
ontínuas nãonegativas em [a, b] tais que, para α ≥ 0, satisfazem a
u(t) ≤ α +

∫ t

a

v(s)u(s) ds, t ∈ [a, b].Então
u(t) ≤ αe

∫ t
a
v(s) ds.Em parti
ular, se α = 0 então u ≡ 0.Lema A.2 (Lema de Gronwall Generalizado)(ver [8℄, p.61) Sejam α, β e δ funções
ontínuas de�nidas em um intervalo (a, b), tais que β ≥ 0 e

δ(x) ≤ α(x) +

∫ x

x0

β(s)δ(s) ds.Então
δ(x) ≤ α(x) +

∫ x

x0

β(s)α(s)e
∫ x
s
β(u)du ds.Teorema A.20 (ver [21℄, p.73) As seguintes proposições são equivalentes(i) O sistema x′ = Ax é um atrator.(ii) Todos os autovalores de A têm parte real negativa.(iii) Existem µ > 0 e K ≥ 1 tais que ‖etAx‖ ≤ Ke−µt‖x‖ para todo x ∈ Rn e t ≥ 0.(iv) O sistema x′ = Ax é topologi
amente 
onjugado a x′ = −x
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