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Resumo

Neste trabalho sao apresentados resultados sobre Existéncia, Unicidade e Depen-
déncia Continua de solugoes para um sistema consistindo de uma EDP parabolica e
n-Equagoes Diferenciais Ordinérias. Sao apresentados também resultados sobre a Es-
tabilidade Exponencial de tal sistema em torno de uma solucao do tipo onda viajante

e em torno de uma solugao de equilibrio.

Palavras chave: Método de Picard, Ondas Viajantes, Estabilidade Exponencial.



Abstract

In this work are presented some results on existence, uniqueness and continuous
dependence of solutions for a system consisting of a parabolic PDE and n-Ordinary
Differential Equations. Also are discussed the exponential stability of such system at

a traveling wave solution and at a resting state.

Keywords: Picard Method, Traveling Waves, Exponential Stability.
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Notacoes

Il = > 1]

i=0
xlloe = max {|2*[}
f:R" R
Q
Cp(®)

CH(Q)

conjuntos dos niimeros naturais
conjuntos dos niimeros reais
conjuntos dos niimeros complexos
valor absoluto do ntimero real x

espaco euclidiano n + 1 dimensional

norma euclidiana em R™*1

norma da soma em R”t!

norma do maximo em R"*!

funcao que associa cada x € R""! num escalar
subconjunto do R**!

Espaco das fungoes continuas e limitadas
sobre )

Espaco das funcoes continuas com derivadas
parciais continuas até ordem k sobre ()
Espaco (de Schwartz) das fungoes

de decrescimento rapido

transformada de Fourier da funcao f

transformada de Fourier inversa da funcao g



% =D;f=0,f derivada de f com relacio a variavel 7

Dyf=Vf=(Dof,Dif, -+ ,D,f) gradiente de f com relacao a x
|V fllo = max {sup|D; f(x)|} norma (do sup) do gradiente de f
0<i<n "xeq

A = (a;), matriz de ordem n
| Ao = 1£7?}§(n{|aij|} norma da matriz A
g: R RoHL funcao que associa cada x € R"*! o vetor
. 9(x) = (¢"(x),9' (%), -+, g"(x)) e R™H!
Dg = (ngi)l o matriz Jacobiana da fungao g
J=0,1,m

| Dglloo = [ ax {sup |D;¢'(x)|}  norma (do sup) da matriz Jacobiana de g
SHLISN xeQ
Wi, t): R —R funcao que a cada t € R associa um escalar

cujo valor em z € R & Wi(z,t)

W, 1) |loo = sup{|W(x,t)|} norma (do sup) da fungao W(-,t)
z€eR

W:R x Rt — R*! fungao que associa cada par (z,t) o vetor
W(z,t) = (WO(z,t), W(x,t), -, W"(x,t))

W(,t) : R — R funcao que a cada t € R associa um vetor
cujo valor em z € R é W(z, 1)

IW(, ) || = ax {sup [W'(z,t)|} norma (do sup) da funcio W(-,t)

SISN zeR



Introducao

Baseados numa sequéncia de artigos classicos de J. Evans [9, 10, 11|, considera-
mos nesta dissertacao um sistema misto de equagoes diferenciais, constituido de uma

Equagao Diferencial Parcial (equagio de calor) e n Equagoes Diferenciais Ordinarias

da forma
(V= I ) = PV t) Wia.1)., zER. >0
8t "L‘a 8$2 "L‘a _g "L‘a 9 "L‘a 9 X 9 9
ow 0
— t) = t t R, ¢
o (,1) = gV, 1), W(a,1), s €R, >0, "

W(2,0) = (z), z€ER,

| W(2,0) =(x), zeR

No sistema (1) as variaveis independentes sao z € R et > 0 e as fungoes incognitas
sdo a fungao escalar W0 e a funcao vetorial W = (W1 W2 ... 'TW") com valores em R".
A fungio ¢° é uma fungio escalar e g = (g', g%, -+ - ,¢") uma fungao vetorial, ambas de
(n+ 1) variaveis. Os dados iniciais consistem da fungao escalar ¢/° e da fungao vetorial
P = (P12 -+ ,9Y"). Como hipoteses gerais vamos supor que g € C%(R"!), para
1=0,1,--- ,n.

Para simplificar a notacao usaremos W e ¥ para representar as fungoes vetoriais
com valores em R™™! dadas por (W% W) e (1% 1)), respectivamente, assim temos que
W= WO W ... W) eW =@t n).

O objetivo da dissertacao é estudar a Existéncia, Unicidade e Dependéncia Con-

tinua da solugdo para o problema de valor inicial para o sistema (1) e apresentar alguns
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resultados de estabilidade exponencial em relagao a uma solugao do tipo onda viajante.
Como motivacao para o estudo desse tipo de sistema temos a questao de propagagao
de frentes de combustao em meios porosos, [6], e 0 modelo de Hodgkin e Huxley, [17],
sobre a propagacao de pulsos elétricos.

Além da Introducao, esta dissertacao consta de trés outros Capitulos e um Apén-
dice, como descritos a seguir.

No Capitulo 1 apresentamos e discutimos os resultados sobre Existéncia, Uni-
cidade e Dependéncia Continua (em relagdo aos valores iniciais) de solugdes para o
sistema (1). Este estudo é feito baseado nas propriedades do nicleo de calor e do mé-
todo iterativo de Picard para solucoes de sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias.

No Capitulo 2 consideramos uma solugdo W(z,t) = ¢(x — vt) (do tipo onda vi-
ajante) do sistema (1) e apresentamos a demonstragao de um Teorema mostrando a
equivaléncia da estabilidade exponencial do sistema (1) em torno desta onda viajante
e a do sistema formado pela sua linearizagao, em torno da derivada da onda viajante.
Este teorema estabelece que uma solucao obtida a partir de uma pequena perturbagao
nos dados iniciais correspondentes a uma determinada onda viajante ¢ tende exponen-
cialmente rapido no tempo a uma translacao de tal onda viajante se, e somente se,
o sistema linearizado tem a propriedade de suas solucoes tenderem a um multiplo da
derivada da onda viajante. A demonstracao desse resultado é baseada em trés Lemas
preparatorios.

No Capitulo 3 apresentamos dois teoremas relacionado a estabilidade exponencial
do sistema formado pela lineariza¢ao de (1) em torno da solugao de equilibrio nula e
a do sistema obtido a partir deste apos a aplicacao da Transformada de Fourier. As
demonstracoes destes teoremas estao baseadas numa sequéncia de quatro Proposicoes
preparatorias e de alguns Lemas auxiliares.

Finalmente, no Apéndice A apresentamos alguns conceitos e resultados béasicos

que foram usados no desenvolvimento da dissertacao.



Capitulo 1

Existéncia, Unicidade e Dependéncia

Continua de Solucoes

Neste Capitulo discutiremos e apresentaremos resultados sobre Existéncia, Uni-
cidade e Dependéncia Continua de solugio classica para o sistema (1). Na primeira
Secao estudamos condigbes para a existéncia de solugoes do sistema (1), bem como
exibimos férmulas integrais para essas solucoes. Na segunda Se¢ao apresentamos um
método iterativo para a determinagao da solugao do sistema (1), baseado no proprio
método de Picard. Na tultima Secao discutimos a questao da dependéncia continua
da solugdo em relacdo aos dados iniciais. Usamos [9] como referéncia para a primeira

Secao e [9] e [21] nas demais Se¢oes.

1.1 O Sistema de Equacoes Integrais

Nesta Secao abordaremos a questao fundamental sobre a existéncia de solucoes
do sistema (1) usando os resultados classicos sobre equagoes diferenciais parciais pa-
rabolicas e sobre sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem.
O Teorema a seguir mostra que sob certas restri¢oes as solugoes do sistema (1) sao
exatamente as solugoes de um sistema de equacoes integrais, ou em outras palavras
obtemos um sistema de equagoOes integrais equivalente ao sistema (1).

Teorema 1.1 Seja T > 0. Suponha que as funcoes ¢° e g em (1) sejam continuas e

limitadas com deriwadas parciais primeiras continuas e limitadas e que o dado inicial
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U e sua derivada V' sejam continuas e limitadas. Sejam WO e W funcoes continuas e

limitadas em R x [0,T]. Entdo W = (W°, W) é uma solucio do sistema (1) com 222

Oz
p L 0 20 ,
Y continuas e limitadas em R x [0,T] e com 25—, SW= continuas em R x (0,T] se,

e somente se WO e W satisfazem o sistema de equacoes integrais

W”@J%=/WKWWJW%W@

oo

+/o /Z K(@,y,t = 5)g"(Wo(y, s), Wy, s)) dyds, (1.1)

t
W(a.t) = 0la) + [ g(W°a,s), Wiz, 5))ds. (12)
0
onde K(x,y,t) € o nicleo de calor definido em A.7, (veja pdagina 74).

Demonstragdo: Suponha que (W? W) seja solugao do sistema (1) satisfazendo as

0 owo 92wo
ot 0 Ox?

a fungdo composta ¢°(W°(z,t), W(z,t)) também é continua. Como W°(x,t), W (x,t)

propriedades acima. Como ¢ sao continuas, pela primeira equacao de (1)

sdo continuas e limitadas em R x [0, T'] entao por hipotese ¢°(WO(z,t), W (x,t)) também

é limitada em R x [0, T]. Sabendo que as derivadas parciais Dog® e D;¢°, i =1, ,n,
oW’
pa Or
¢ continua e limitada em (z,¢). Assim pelo Teorema A.6 (pg. 75) a fungao W0 satisfaz

(1.1).

n
~ . . , ~ 0 0
sao continuas e limitadas, temos também que a funcao %% = Dyg" ‘98% + E D;g°

Passamos agora a obter (1.2). Como g, W e W sao continuas, temos que a funcio
composta g(W°(z,t), W(z,t)) também é continua. Integrando de 0 a ¢ a segunda
equagao em (1) temos que

Low

i E(az,s)ds:/o gWP(x, s), W (x,s))ds.

Do Teorema Fundamental do Céalculo e da condicdo inicial para W em (1) obtemos

W(:c,t)—w(a:):/o g(W(x, 5), W (x, s)) ds .

Portanto W (z,t) satisfaz (1.2).
Reciprocamente suponha que W° e W sao funcoes continuas e limitadas satis-
fazendo (1.1) e (1.2), respectivamente. Como as fungoes g, W° e W sido continuas,

entdo a fungao composta g(W?° W) também é continua. Assim de (1.2) e do Teorema

Fundamental do Calculo segue que aa—lf existe, é continua em R X [0, 7] e a segunda e

quarta equagoes do sistema (1) sao satisfeitas.
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Analisemos agora a fun¢ao W° em (1.1). Escrevemos W°(x,t) = A(z,t)+ B(x,t),
com

A(x,t>:/°° K,y £) °(y) dy

[e.e]

B(x,t) = /0 /OO K(z,y,t —s) "Wy, s),W(y,s))dyds.

Das propriedades do niicleo de calor temos que as quatro integrais improprias A(z,t) , B(z,t),

| Ko dy

o0

/ / (2t — ) WOy, 5), Wy, 5)) dyds

convergem uniformemente. Dai, podemos derivar A(x,t) e B(z,t) sob o sinal de inte-

gracao. Obtendo

Ax<a:,t>=/°° () () dy,

—00

2(x, 1) // (7,0 = 5) " (WO(y,5), Wy, s)) dyds,

as quais sao continuas e limitadas para z € Re 0 <t < T'. Portanto BB—WO = g—A + BB—B é
X T X
continua e limitada em R x [0, 7).

Considere novamente a equagao (1.2), mas agora vista como um sistema de EDO’s

em "t" e considerando "x" como parametro. Como 1 e g possuem derivadas com

ll "

relacao ao parametro continuas e limitadas, do Teorema da dependéncia dife-

renciavel, [21], segue que ‘9—‘1/ existe e é continua e limitada em R x [0,7]. Portanto

ag = Dog° % BW + Dg° Z¥ 6 continua e limitada em R x [0, 7]. Como as fungoes ¢, ¢°,

sao continuas e limitadas, pelo Teorema A.6 segue que BW e %KQ sao continuas

9g°
€ or
em R x (0,7] e a fungdo W? satisfaz a primeira e terceira equagoes do sistema (1),

concluindo assim a demonstracao do Teorema 1.1.

1.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta Se¢ao veremos como obter uma solu¢ao para o sistema (1) através de um

processo iterativo que determina as solugdes do sistema de equages (1.1)-(1.2) ob-
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tido na Secao 1.1 sob as mesmas hipoteses do Teorema 1.1, isto é, com as func¢oes
g% g,D;g", (1,7 =0,1,--- ,n), ¥° e ¢ continuas e limitadas.

Para isso definimos a sequéncia de aproximagoes (W°, W,), n=0,1,2,--- , para
z €Rete[0,T], da seguinte forma

(

W, t) =), weR, e tel0,T]

Wi (2,0) =¢"(z), z€R;

WO, (2. 1) = / Ky, )0°(y) dy:

t fe'e)
4 / / K(z,y,t = 8) WOy, s), Waly,s)) dyds, xR, ¢ 0:
o ) (1.3)

Wo(x,t) =(x), xzeR;, tel0,T];
Wn+1<l’, 0) = 1/1(55) , T ER;

Whii(z,t) = ¥(z) + /Otg(Wrg(x, s),Wy(z,s))ds, ze€eR, t>0.

\

Desta forma, dado 7" > 0, pela Proposi¢do A.4 (pg. 75) e das proprias formulas em
(1.3), as iteradas (W2, W,,), paran = 0,1,2, ..., sdo continuas em R x [0, 7.
O proximo teorema mostra que essa sequéncia de iteradas em (1.3) converge

uniformemente para uma solucao do sistema (1.1)-(1.2) e consequentemente do sistema
(1)

Teorema 1.2 DadoT > 0, a sequéncia de iteradas (W2 (z,t), Wp(z,t)), n=0,1,2,---
converge uniformemente para uma solugao (WO (x,t), W (x,t)) do sistema (1), para todo
(z,t) € R x [0, T]. Esta solu¢ao € unica.

Demonstragdo: Primeiro mostraremos por indugio que a sequéncia (W0, W,,) de
iteradas é uniformemente limitada em R x [0, 7.

Lembremos que por hipotese, para n = 0, W¥(x,t) = ¢%(z) e Wy(x,t) = ¥(x)
sao tais que existem ¢; > 0 e cg > 0 com [¢%(z)] < ¢; e ||[¢(2)|| < 2, Vz € R.
Suponha que W? e W, sejam limitadas para algum n > 1. Mostremos que WSH e
W, 41 também sao limitadas.

Das limitagoes das fungoes ¢° e g sejam M; > 0 e M, > 0 tais que |g°(W°, W)| < M,
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e [lgWo W)|| < My, V(WO W) € R x R™. Dai, obtemos que
) t [e's)
WO, 0)] = ] | kwiers [ [ K= 0 08009 W) duds

S/ K(z,y.t)[°(y) |dy+// K(z,y,t =) |¢" Wy, s), Wa(y, s))| dyds

<+ Mt <c+MT=C(T)

(Wi, 1) = wa) - V2, 5), W, 5)) ds

< ()| +/0 Hg(W,?(sc, s), Wh(z, s))H ds < cog+ Mot < cog + MyT = Cy(T)

donde segue que a sequéncia de fungoes (W?, W,,) é limitada, para (z,t) € R x [0,T].

Agora vamos mostrar a convergéncia da sequéncia de iteradas em (1.3). Escreve-

mos
W,?(l‘, t) = WOO(ZL‘,t) + [Wlo(xat) - Wzo(xa t)] +oee Tt [Wg(l‘, t) - Wr?—l(xa t)] ’
Wn('ru t) = W(](l’,t) + [Wl('ra t) - W2('r7 t)] +- [Wn('ra t) - Wn71<x7t)]'
Dai, (W?,W,,) convergira uniformemente se, e somente se as séries Z W2 —w? |e
n=1

Z |W,, — W,,_1|| convergirem uniformemente. Sendo a sequéncia (W2, W,,) limitada,

definamos a nova sequéncia

pu(t) = sup{|Wy (2, ) =W,y (2 )|+ [ Wa(z, ) = Waa (2, 1)[[}, £>0,n=0,1,2,--.

z€R

Das limitacoes das derivadas parciais de ¢° e de g, existe L > 0 tal que
|Djg (WO, W)| <L, VW ,W)eRxR"; i,j=0,1,2--,n. (1.4)
Usando as desigualdades triangular e do valor médio, temos que
" (W (@, 8), Wa(, 1)) — g° (Wi (. £), Wi (2, 1))
< |9 (W, 8), Wa(z, 1)) — " (W (2, ), Wa(x, 1))
+ }gO(WS_l(x, t), Wn(xa t)) - gO(WS_l(l‘, t)? Wn—l(x’ t))}
< L|Wat) = WO (2,6)] + LIWa(a, t) = W (2, 0)]

< L (IW20e0) = W 0,0)] + 1Walint) = Woms(a,0)] ).
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Dai segue que

9" (Wi (2, t), Wa(@, 1) — g°(Wo_y (2, 1), Waor(2,8))| < Lpa(t). (1.5)
Analogamente obtemos para a fungao g que

gV, 1), Wa (@, 1) — g(Wo_y (2, 8), Waa (2, 6)) || < Lpn(t). (1.6)
Agora note que
Wi (s t) = W, 1)

/Ot /: K(z,y,t —s) {90 W2y, s), Waly,s)) — ¢° (W2_,(y, 8), Wn_1(y, s))] dy ds

< /Ot /: K(z,y,t—s) |¢" (W2 (y,s), Waly,s)) — g° (Wo_1(y, ), Wa_1(y,5))| dyds
< /Ot /OO K(x,y,t —s) Lp,(s)dyds < L/Otpn(s) ds, Y (z,t) € Rx[0,T]. (1.7)
Analogamente temos que

Wi (z,t) — Wy(z, t)|| < L/Ot pn(s)ds, V(x,t) € R x[0,T]. (1.8)
Somando (1.7) com (1.8) obtemos
(W (2, t) — We (@, 6) |+ W (, 6) =W (2, )| < 2L /Ot pn(s)ds, V(x,t) € Rx|0,T].

Assim da definigao de p,(t), segue que

t
Pri1(t) < QL/ pn(s)ds, Vte[0,T],n=0,1,2,---. (1.9)
0
Agora seja K > 0 uma constante tal que |p;(t)] < K, 0 <t <T. Entao de (1.9)
obtemos
t
palt) 2L [ pi(s)ds < KoL
0
t ¢ K(2Lt)?
pult) <20 [ pals)ds < KL [ sds = FEEE
0 0 -
KQLH)™  K(2LT)"!
(1) < < . Ytelo,T).
) < =0 =/ = T .7
Dai
. o~ LT o~ (2LT)" 2LT
Do) SKY S = KDY e = KT, vie 0T
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ou seja,

Z(WO 0 0) — WO, O] + [ Wl t) — wn1<x,t>u)

n=1

n=0

n

V(x,t) € R x[0,T].

Logo, pelo Teste M de Weierstrass, as séries de funcoes Z Wo(z,t) — WO (z,t) e

n=1

Z |Wa(z,t) — W,_1(x,t)|| convergem uniformemente para (z,t) € R x [0, T], donde

segue a convergéncia uniforme da sequéncia de iteradas (W2 W,,) definidas em (1.3)

V(z,t) € R x [0,T]. Sejam portanto W°(z,t) e W (z,t) as fungoes dadas por

WOz, t) = lim W2(z,t), W(x,t)= lim W,(x,t), V¥(x,t)€R x][0,T].

ns 00 n=00
Da maneira como foram definidas e da convergéncia uniforme, temos que W% e W
sao fungdes continuas e limitadas para todo (z,t) € R x [0,7]. Agora mostremos
que (WO(x,t),W(x,t)) satisfaz o sistema de equagoes integrais (1.1) - (1.2), o que
¢ equivalente a mostrar que (W°(z,t), W(z,t)) é solugao do sistema (1), segundo o
Teorema 1.1.

Tomando o limite com n tendendo & infinito em ambos os lados das equacgoes em

(1.3), obtemos

WO(x,t) /ny,)lpo()

nh_)rgo/ / K(z,y,t —5)g" (W) (y,s), Waly,s)) dyds, (1.10)
Wiz, t) =¢(z )+nh_>nolo i (WS(SL’, s), Wa(z,s)) ds. (1.11)

A passagem do limite para dentro do sinal de integracao em (1.10) é justificada devido

as propriedades do niicleo do calor e da continuidade da funcio ¢°. Portanto temos
W)= [ Kle. 0 @)y
t [ee]
+/ / K(z,y,t —s)g" (W°(y,s),W(y,s)) dyds. (1.12)
0 —0o0

Para justificar a passagem do limite para dentro do sinal de integragdo em (1.11)

devemos mostrar que

/0 g (WO(x,s),W(z,s)) ds —/0 g (Wl(z,s), Wy(z,s)) ds
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tende a zero quando n tende a infinito. Para isto, usamos as desigualdades triangular

e do valor médio, obtendo

/0 g (Wo(z,s),W(z,s)) ds—/o g (W(x,s), Wa(z,s)) ds

< [ o). W) = 90200 5) Wao )| s

< /Ot{Hg (WO(z,s),W(z,s)) — g (W(z,s),W(z,s))

+|lg (W, s), W(x,s)) — g (W (z,s), Wy(z,s)) M ds
SATLmﬂ@J%WW@ﬁ”+LWWL@—WML@”d$

SLATMW%@—wﬂ%@HHW@@—wuLﬂ@m.

Observemos que

Wo(x’ S) - WS(ZL‘,S) = Z [WT%(ZL‘,S) - Wr?z—l(xa S)] )
m=n+1
Wi(x,s) — Wy(z,s) = Z (Wi(x,8) — Wha(x, s)],
pois N
W (z,s) = Wi(x,s) + Z (Wi (z,s) = We_(z,s)];
WS(SL’, S) = W(?('rv 3) + Z [W%(SL’, S) o W??m—l('ru 5)] )

W(z,s) = Wy(z,s)+ Z[Wm(x, s) — W_1(z, s)];

W, s) = Wo(x,s) + Y [Wn(x,s) = Win_1(z, 5)].
m=1
Consequentemente, temos
W0z, 5) = W@, s)| + [[W (2, s) = Wa(z,s)]|

< 3 [ W) = W ()] W) = W5

m=n-+1
Como [W0(z,s) = W2_(z,s)| e |[Win(z,s) — Wy_1(z,s)| tendem a zero, quando m

tende a infinito, temos

/0 g (WO(x,s),W(z,s)) ds —/0 g (Wl(z,s), Wy(z,s)) ds
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também tende a zero, quando n tende a infinito, mostrando que em (1.11) obtemos

W(x,t) = () +/0 g (Wo(z,s), W(z,s)) ds. (1.13)

Portanto de (1.12) e (1.13), as fung¢des limite WO(z,t) e W (x, t) satisfazem as equagoes
integrais (1.1) - (1.2) e pelo Teorema 1.1 segue que W(z,t) = (W(z,t), W(z,t)) é
solucdo do sistema (1).

Para concluir a demonstracao do Teorema 1.2, mostremos entao a unicidade de
solucdo. Suponha que (WO(x,t), W(x,t)) também seja solucio continua e limitada do
sistema (1), para (z,t) € R x [0,7], T"> 0. Defina

plt) = sup {‘Wo(x,t) W, )| + | W (@, t) — W(:c,t)”} , 0<t<T

Com um procedimento andlogo ao que foi feito para obter (1.5), (1.6), (1.7) e

(1.8) obtemos, para todo (x,t) € R x [0, 7],

9V, 1), W (1)) = o (T, ), T (a,0)| < Ll

o (a1 W (1) = g (WOl 1) Wa1))|| < Lp(o):
WO, 1)~ ()| < L/Ot o(s) ds: (1.14)
W t) — Wa )] < L/Ot o(s) ds. (1.15)
Somando (1.14) e (1.15) segue-se que
0< WOz, t) —m(x,t))H‘W(x,t) —W(a,1)|| < 2L /Ot,o(s) ds, Y(z,1) € Rx[0,T].

Dai
t
p(t) < 2L/ p(s)ds, Vte|0,T].
0

Do Lema de Gronwall (pg. 79) segue que p(t) = 0 e assim WO(x,t) = WO(z,t) e

W(z,t) = W(x,t), para todo (x,t) € R x [0,T].
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1.3 Dependéncia Continua dos dados Iniciais

Nas duas Secoes anteriores tratamos da questao de existéncia e unicidade de
solugao do sistema (1). Esta Se¢ao tem como objetivo mostrar a dependéncia continua
dessa solucao com relacao aos dados iniciais 1% e 1. Isto significa mostrar que duas
solugbes de (1) mantem-se "proximas" ao longo do tempo, desde que os dados iniciais
estejam proximos ao longo de um intervalo finito (no espago). Seja novamente L > 0
como em (1.4). Baseados nas estimativas das iteradas, seja P > 0 uma constante que

depende de T tal que

(WR(z,t)| < P, Wz, t)]| < P,
WOzt <P e [Wa@t)| <P, V(et)eRx[0,T],

onde W9, e W, sdo as iteradas correspondentes aos dados iniciais W9(z,0) = 0 e
W(z,0) = 1.

Teorema 1.3 Seja I um intervalo arbitrario. Sejam €, constantes positivas arbitrd-
rias. Sejam °, 1,0, ¥ func¢des continuas em R e M > 0 tais que

@) <M, U@ <M, [0@)| <M, [[d@)] <M, YrekR

Entao existem um intervalo finito J suficientemente grande e um nimero o > 0 tais
V0(x) —@(w)’ <9J e HQb(x) —@(w)” <, Va € J, entao as solucoes
(WO(x,t), W(z,t)) e WOz, t),W(x,t)) de (1) com walores iniciais (V°(x),¢(x)) e

(Y0(x), 4 (x)), respectivamente, satisfazem,

que se

)Wo(x,t)—m(x,t))<5 e |W(xt) - W(a,t)|| <e, Y(x,t)elx]0,T).

Demonstracao:
Suponha que (W°, W), (W9, W) sejam limites uniformes das sequéncias de itera-
das (W0, W,,), (W9,,, W,,) respectivamente. Assim, dado € > 0, como a estimativa

de convergéncia depende apenas de L e de M, existe my € N tal que se m > mg entao

WO (2, £) — WOz, 1)] < % )Wm@,t) ——O(x,t)) < %
[Win(z,t) — W(z, )| < % e |[Wonla,t) = W(a,1)|| < %

Seja m € N com m > mg e m fixo. Entao
’Woxt) Woxt’§ O(x,t) — Woxt’—i-’Woxt) wo (a:t)’

+)W0 x,t) ) §+’W0xt) wo (xt)’Jr; (1.16)



20

W (2, t) = W (z, )| < W (@, t) — Wonl@, )] + | Win(z ) — W (2, 8)]|
+ W, t) = W(z, 1)|| < % + (| Wi, 8) = Won(z, 8)] + % (1.17)

Logo basta mostrar que existe § > 0 e um intervalo J tal que se
() = ()| <5 e ||o(a) — D(@)|| <6 Va e,
entao

Wg(x,t>_mm(x,t))<§ e HWm(x,t)—Wm(x,t)H<§, Vrel,0<t<T.

Sejam I, = I e 0,, = 5. Defina as constantes K = 1 +2M + 2LT + 2LPT e
0; = 517“ com j decrescendo de 7 =m — 1 até 7 = 0.
Note que 9;, j =m,m —1,---,1,0, satisfaz:
€ € € €
Om = 55 Om—1= 575", 01 = 57— do = :
37T 3K LT3k 07 3Km
Como a integral fooo et dt é convergente, entao para cada j=m—1,m—2,---,1,0,
escolha o; tal que
2 /°° 2
— [ e dt <. (1.18)
v

Agora defina intervalos I;, 7 = m — 1,m — 2,...,1,0, tais que I; seja o intervalo I,
expandido por o; em suas extremidades. Por exemplo, se [;1; = [a,b] entdo temos
I; =la—o0;,a) U141 U(b b+ o;]. Definimos J = Iy e § = d.

A demonstracao prosseguira pela aplicacdo do Lema 1.1 a seguir, cuja demons-
tracao (do Lema 1.1) serd dada ao final (da demonstracido do Teorema 1.3).
Lema 1.1 Seja j € Ncom 0 < j < m—1. Se ‘Wf(m,t) —mj(x,t)) < 05 e
|W;(z,t) = W;(z,t)|| < 65, para todo (x,t) € I; x [0,T] entio valem as desigual-
dades ‘W]»Oﬂ(sc,t) — Wjﬂ(:c,t)‘ < i1 e ||Wita(z, t) = Wi (,t)|| < 0541, para todo
(x,t) € Ij11 x [0,T7.
Proseguimos entdo a demonstragio (do Teorema 1.3) aplicando o Lema 1.1 sucessiva-
mente com 7 =0,1,2,--- ,m — 1.

Lembrando que como foi definida a sequéncia de aproximacoes, temos que
Wo(z,t) = ¢¥°(x) e Wo(z,t) = (z), Vo € R, V¢ > 0. Assim aplicando o Lema 1.1

com 7 = 0, temos que se
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0(x) —@(x)‘ <d=doe|[Y(z)—v(z)|| <=0, VzeJ=I,istoé, se
Wz, t) = Wo(z,t)| < 6o = 0 e ||[Wo(z,t) — Wo(z,t)|| < 6 =0, Ve J = I,
entao
WO(z,t) — WO (x,t)] <6 e HWl(x,t) —Wl(x,t)H <0y, Y(x,t)e; x[0,T].
Aplicando novamente o Lema 1.1, desta vez com j = 1, obtemos que

W20<.§L’,t) —m2<l’,t) < 52 e HWQ(.T,t) — WQ(SL’,t)H < 52, V(:U,t) € Ir x [O,T]

Seguindo este procedimento temos que
WO (z,t) — mm_l(x,t)‘ <Oy e
HWmfl(I‘, t) - Wmfl(ﬂf, t)H < 5m717 V(.’E, t) € [m,1 X [0, T]

Dai, aplicando o Lema 1.1 pela tltima vez com j = m — 1, obtemos que
]WO (z, 1) —Wm(x,t)) < O @ |[Win (2, 8) = Wz, 0)| < 0¥ (1) € Ly x [0, 7).

Como 0,, = 3, I, = I e J = Iy obtivemos entao que

)Wg(x,t)—ﬁm(x,t))< e |[Winlw,t) =Wl t)| <=, Yael,vtelo,T],

Wl M

c
3
como queriamos.

Voltando as equagoes (1.16) e (1.17) temos que se ’@/)O(x) —0(z)| <de
¢ (z) — ¥ (x)|| < &, Vo € J, entio

)Wo(x,t)—m(x,t)‘<s e |[W(x,t) - W(a,t)|<e, Vel VteoT],

o que conclui a demonstragao do Teorema 1.3.

Uma vez concluida a demonstracao do Teorema 1.3, passemos a
Demonstracao do Lema 1.1:

Fixado 7 € N, com 0 < 5 < m — 1 e usando a desigualdade triangular temos que
W2eaont) = Wt = | [ Ket) (W0t0.0) = 0,00 )
_'_/ / IC(ZL’,y,t—S) |}]0 (W]Q<y78)7wj(y7 S)) _go (Wj<y78)7Wj(y7 S)>:| dde

/ K(z,y,t) ’WO (a:())’d

+/0 /_OO K(z,y,t— s) )90 (W)(y. ), Wi(y,s)) — ¢° (Wj(y,s),ﬁj(y,s)ﬂ dyds
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Denotando o conjunto complementar do intervalo [; por I temos que

W21 1) = W01, )| /ic:cy, W, 0) = T3,z 0)| dy

+/1ny, ’Wox()) WO(IL‘O)’d

/ / Kz, y,t ’g W) (y, ), Wiy, s)) — g° (Wj(y,s),Wj(% S))’dyds
! / [ Kt =) o (V90 5.W500,9) = o (W00, W09 | ay s,

(1.19)

Denotamos por A, B, C' e D as integrais que aparecem do lado direito da ultima

desigualdade em (1.19), respectivamente. Facamos a estimativa para cada uma dessas

integrais. Para A temos que

= / K(z,y,1) ‘WJQ(SQO) —Wj(x,o)) dy < 5]»/ K(z,y,t)dy =6;.  (1.20)
I s

Para a integral C, aplicamos o teorema do valor médio e usamos as limitag¢oes em (1.4),

para obter que

= [ =) | 090090 W00, = (0.9, 0,9)) | s

< [ = [0 099009 W00, = (5,09, Wit
[T 050 W) = 709,700 | d s

< [ =[5 0.9 = 9] £ 95009 70,00 e
<215, /Ot /Ij K(z,y,t — s)dyds = 2L6;t < 2L5,T. (1.21)

Para estimar a integral B, lembremos que = € I;;; e que y € I5 e assim temos
|z — y| > oj, pois por construcao [y C I;, 7 =0,---,m — 1. Vamos também usar a

formula (A.7) para K(z,y,t) (pg. 74), fazer uma mudanca de varidveis conveniente e
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usar a desigualdade (1.18). Assim,

B = /IC K(z,y,t) ’(WJQ(.T,O) - Wj(x,O))’ dy < 2M /Ic K(z,y,t)dy

1 —(z—y)?
=2M K(z,y,t)dy = 2M e dy
lz—y|>0; 2Vt Jjg—y|20;
1

2 o 2
=2M (— e dz) <2M (—/ e’ dz) < 2M;. (1.22)
VT 212 VT Vit

Para estimar a integral D usamos novamente as desigualdades triangular e do valor

médio, junto com as limitagoes em (1.4) e a desigualdade (1.18), obtendo
D= /Ot /ch(x,y,t — 5) )go (W) (y, s), Wiy, s)) — g° <Wj(y,8),Wj(y,8)>} dy ds
< /Ot /I K(z,y,t —s) Ugo (W) (y, ), W;(y,s)) — g° (mj(y, S)7Wj(y,8)>)
j
10 (77,090 0:5)) = 0 (30090, 750,9))| | s

< [ [ Kt =9 [£ 2009 = W09 + £ [Wit0.9) = W09 | v

! ¢ 1 —(2—y)?
< 2LP/ / K(z,y,t—s)dy = 2LP/ e” ® dy|ds
0 J|z—y|>0o; 0 2v/mt lx—y|>0;

L > R
= 2LP/ — e *dz|ds < 2LP/ —/ e *dz|ds
0 (ﬁ 12 ) 0 <\/7_T Fr )

7j
Vit

Substituindo as estimativas (1.20), (1.21), (1.22) e (1.23) em (1.19) obtemos que,

sex € [ e0<t<T, entao

WP (x,t) — WO (z,t)| < (142M +2LT +2LPT)5; = K§; = ;4.1
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Estimemos agora ||W;(z,t) — W;(x,t)|| . Usando mais uma vez as desigualdades

triangular, do valor médio, as limitagoes em (1.4) e que I;; C I;, temos que

(Wi () = Wi, 1)]]

< [[(@) - Bl + / lo (W2 9. W, 5)) = g (W9, (2,9), W, 2, 5) )| s

Iy

+ Hg (Wj(x, s), Wj(z, S)) -9 <W0 (z,5), W;(z, 3)) H] ds

t

() +/t (W (x,s), Wj(z,s)) ds — () —/ g (mj(a:, s), Wj(z, s)) ds

0

(@, 8), Wjla,5)) — g <W (2, 9), Wj(x’s))H +

¢

< ¢ +/ {L )WJQ<SL’, s) — WO, (x, s)) + L ||W;(z, s) — W,(z, S)H] ds
0

S 5]' —|— 2LT(5] S 5]' —|— 2M5J —|— 2LT(5] —|— QLPT(S] — Kéj - 5j+1 y

o que conclui a demonstracao do Lema 1.1.

No proximo teorema obtemos uma estimativa para a taxa de crescimento da
solugao do sistema de equagoes integrais (1.1)-(1.2).

Teorema 1.4 Sejam T >0 e L > 0 como em (1.4). Suponha ¢'(0) =0,i=0,---,n
seja W = (WO W) uma solugio do sistema integral (1.1)-(1.2) com dado inicial limi-
tado, entao

WD < IV, 0)lloc e, VE € [0,T].

Demonstracgao: Utilizando a desigualdade do valor médio, temos que

|9 Wy, s))| = |9’ Wy, s)) — g'(0)]
< LIW(,8) oo, ©=0,1,--+,n. (1.24)

Utilizando (1.1), o fato que [*°_ K(z,y,t)dy =1 e (1.24) temos que,

}Woxt}—‘/ K(z,y,t) W(y,0) dy—l—// K(z,y,t —s)g° W(y,s)) dyds

< '/_OO K(x,y,t) W (y,0) dy' +

0 /_ K(z,y,t —5) g’ W(y, s)) dyds
< /_OO K(x,y,t) }Wo(%o)’ dy_|_/0t /_Oo K(z,y,t —s) ’go(W(y,s))’ dy ds

< sup{(Wo 0+ [ LIWE )l ds.

yeR
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Dai segue que

(WO(z,t)| < ||W(-,O)||Oo+/0 LIWC(-, 8) |l ds. (1.25)

Agora utilizando (1.2) temos para i =1,--- ,n, que

< W0+ [ 16OV o)) ds

(W2, t)| = ‘Wi(x,()) + /Otgi(W(y,s))ds
< ilég }W’(az,())} + /OtLHW(-, ) oo ds.

Dai segue que

‘Wi(a:,t)} < |WV(+,0)]|00 + /OtLHW(-,s)Hoods, para i=1,---,n. (1.26)
Assim de (1.25) e (1.26) obtemos

sgg ’WZ(x,t)} < |IW(+,0)]|00 + /OtL IW(-,8)||oods, para i=0,---,n.
Donde concluimos que

IW( D)oo < V(- 0) ] +/OtL||W(',S)||ood8- (1.27)

Para concluir aplicamos o Lema de Gronwall (pg. 79) em (1.27), obtendo

IVE )l < IWC, 0)oce™.

1.3.1 Generalizacao

Todos os resultados obtidos nas Se¢oes anteriores também sao validos para um sistema

mais geral (do que o sistema (1)) da forma

(oW o*we _
ot (l‘,t) _W(xat) :go(ZE,t,W(ZE,t)),
(1.28)
ow .
L E("L‘at) = g(:E,t,W(:E,t)),

onde W = (WY ). As hipoteses sobre as fungoes go e g = (g*,- -+, g") sdo as mes-

mas anteriores para as funcoes g° e g acrescidas das limitacoes das derivadas parciais
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primeiras com rela¢do a variavel z. Assim o sistema de equagoes integrais (1.1)-(1.2)

equivalente ao sistema (1.28) passa a ser escrito como

WO(x,t) = /OO K(z,y,t) Wo(y,0) dy

t [e%¢)
+/ / K(i’,y,t—S)go(y,S,W(y,S))dde,
0 —00

W(zx,t) = W(x,0) +/0 g(z, s, W(z,s))ds.

(1.29)

(1.30)

para todo r € Re 0 <t < T, e desta forma a mesma adaptacao é feita na sequéncia

de iteradas (W9, W,)2°, (pg. 13), obtendo a nova sequéncia

p

\

n=0
Wo(z,t) = W%=x,0), z€R, e tel0,T);
WY (z,0)=W°x,0), z€eR;

WT?+1(.T, t) = / K(z,y,t) Wo(y, 0) dy

t o]
+ / / IC(SL’,y,t - 8) g0<y7 S, Wn<y7 8)) dde, VIS R7 t> 07
0 —00

Wole.t) = W(z,0), xR te,T]
Wn+1(ﬂf,0) = W(SL’,O)), S Rv

t
Wi (z, t) = W(z,0) +/ 9y, 8, Wy(x,s))ds, xeR, t>0;
0

e a partir daf obtendo Teoremas analogos.



Capitulo 2

Sobre a Estabilidade Exponencial de

Solucoes

Em vérios trabalhos, tais como [3, 6, 15, 16|, sio mostrados numericamente ou
analiticamente que para determinadas escolhas das funcoes ¢°, i = 0, --- , n, o sistema
(1) admite solugdes do tipo onda viajante da forma Wi(x,t) = ¢'(x—wvt), onde v é a ve-
locidade de propagacao da onda viajante. Tomando como hipotese a existéncia desta
onda viajante, o objetivo deste Capitulo é apresentar um resultado de estabilidade
exponencial do sistema em torno da mesma. Na primeira Secao sao feitas algumas pre-
liminares introduzindo o conceito de onda viajante do sistema (1) e suas propriedades.
Na segunda Secao introduzimos o conceito de estabilidade exponencial e apresentamos
o Teorema principal do Capitulo, cuja demonstracao esta baseada numa sequéncia de

trés lemas fundamentais que também sao apresentados.

2.1 Preliminares

Vamos iniciar estas preliminares formalizando o conceito de onda viajante do
sistema (1).
Definigao 2.1 Seja W = (W° W) uma solugio de classe C? do sitema (1). Dizemos
que W € uma solucao do tipo onda viajante, ou simplesmente que VW € uma onda

viajante, se a mesma tem a forma W(x,t) = ¢(x — vt) onde ¢ = (¢°, @', -+, ¢") ew

€ uma constante, no caso v € dita a velocidade de propagacao da onda viajante.
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Usando a notagao & = x — vt, temos por substituigao direta no sistema (1) que ¢*(¢),

comi=0,1,---,n, satisfaz
( d 0 d2 0
0 O = G (€)= (0. 6. )
(2.1)
d¢' if 40 1 n -
_vdf(g):g(gb (€)>¢(€)77¢ (g))’ =12 ,n

Para poder comparar as solugoes do sistema (1) com as solugoes de (2.1), vamos escrever
o sistema (1) em coordenadas moveis, isto é, fagamos a seguinte mudanca de variaveis
¢ = x —vt, 7 = t. Definindo U*(¢,7) = W€ +vt,t), i = 0,1, ,n, temos pela regra
da cadeia que

oW ouiec aU'or Ut U

— s — 2.2
o ocot orot . "o T or (22)
e
Wi U
o T o (2:3)

De (2.2) e (2.3) e considerando que W = (W W) é uma solugio de (1) obtemos,

(OU° ou° 92U°
W(fﬁ) —Ua—é(fﬁ) ~ e &, 1) =4 U, ..., U,
(2.4)
oU? oU? .
\ or <§77—> - Ua—§(£77—) = g’(UO,Ul,...,U”), 7 = 17 cee M.

O sistema (2.4) é o mesmo sistema (1) s6 que em coordenadas moveis. Isto significa
que neste sistema a onda viajante com velocidade v fica imével ou que é uma solucao
estacionaria do sistema (2.4).

Linearizando o sistema (2.4) em torno da onda viajante ¢ obtemos

( aa—UTO(SJ) - vaa—U;(S,T) - 882;0 (&,7)=G& (UE 7), U, 7)),
(2.5)
ouU* out A
| 5 (67— 6N =G UENUED),  i=L2e i,

onde Gl(ga (UO(Sa T)’ U(ga 7—))) = Dogl(gf)(g)) UO(& 7—) +oeeet Dngz(gb(g)) Un(g’ 7—)7 com

i=0,1,---n.
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Note que nas variaveis (z,t) o sistema (2.5) fica da mesma forma que o sistema
(1.28), uma vez que os termos do lado direito das igualdades nao dependem apenas das
fungoes incognitas, mas dependem também das variaveis independentes (z,t) através
de ¢(§) = ¢(x — vt).

De maneira analoga ao Teorema 1.1 (pg. 10), demonstra-se que o sistema de

equagoes integrais (correspondentes a (1.1)-(1.2)) e equivalente ao sistema (2.4) é dado

por
( Uo(¢,7) / K&+ vy, 7)U°(y,0) dy
/ / K(E+vry,m—35)g"(U(y —vs, s))dyds,
(2.6)
\ Ui¢,7) = Ui(é—irvT,O)+/0Tgi(U(§+vT—vs,s))ds,i: 1,2,--+,m,
onde U = (U°,U,--- ,U™). J4 o sistema de equacgdes integrais equivalente ao sistema
(2.5) é dado por
(0%em)= [ Kie+umyr)00,0)dy
+ /OT /OO K€ +ovr,y,7—s) zn:ngo(qﬁ(y —v8))U? (y — vs, s) dy ds
"~ (2.7)

Ui(¢, 1) = U'(€ + 0T, 0)

+/ Zngi@(&—l—vT—vs,s))Uj(§+vT—vs,s)ds,i:1727...’n’
R

Teorema 2.2 Seja v > 0. Suponha que as funcoes ¢° e g sejam continuas com de-

rivadas parciais primeiras continuas e limitadas. Seja ¢(£) uma solu¢ao limitada do

sistema (2.1) com velocidade v. Entao Z? (&) € uma solugao limitada do sistema linear
(2.5). Além disso ddgé e % comi=0,1,---,n, também sao limitadas.

Demonstragao: Como ¢ é limitada, das hipoteses sobre ¢', segue que g'(¢) também
é limitada, para i =0, 1,--- ,n. Portanto das ultimas equagoes do sistema (2.1) temos

que %%i sdo limitadas, para i = 1,--- ,n. Como W9z,t) = ¢°(x — vt) é limitada,

entao do Teorema 1.1, dado T" > 0, temos que aa—wf é limitada em R x [0, 7], donde

segue que —; ¢ limitada em R pois %(f) e %(x — vt) tém as mesmas imagens
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quando £ e x percorrem a reta real. Portanto obtivemos que %(&) é limitada. Agora

usando a primeira equagao do sistema (2.1) obtemos que %(f) também é limitada.

Diferenciando o sistema (2.1) com relagao a & obtemos

( d2¢0 d3¢0 d¢0 d¢n
— 0 (6) = G (O = Dug(9() G (©)+ -+ Dag(9(6) T(©)
(2.8)
d2 (4 ) d 0 ) do™
|~ o€ = Dug € S €) -+ Dg (0lO) GO =1+
0 que mostra que fl—? é solugao (estacionéria) limitada do sistema linear (2.5). Fazendo

as mesmas consideragoes que foram feitas para a solu¢do ¢ do sistema (2.1), agora

d2i . d30 ,
d;; ,1=0,1,--- ,ne dgg também

para a solucao % do sistema (2.5), obtemos que

sao limitadas.

2.2 Estabilidade Exponencial

Seja W = ¢(x — vt) uma solu¢do do tipo onda viajante do sistema (1) com
velocidade de propagacao v e £ = x — vt. Portanto, de acordo com a Definicao 2.1, a
fungao ¢(&) é solugao do sistema (2.1) (ou uma solugao estacionéria do sistema (2.4)).
A seguir daremos as defini¢coes sobre estabilidade exponencial que consideraremos no
restante da dissertagao. Antes observemos que se ¢(£) é uma solugao do sistema (2.1)
e se h é uma constante real entao ¢,(£) = ¢(£ + h) também é solugao do sistema (2.1),
ou seja, translagoes de solucoes do tipo onda viajante também sao solugoes do tipo

onda viajante do sistema (2.1).

Definigao 2.3 Seja ¢ uma solugao do sistema (2.1). Dizemos que o sistema (2.4)
€ exponencialmente estdvel em ¢, se existirem constantes K, P, o, positivas, tais que
dado 8 € [0, K], para toda solu¢io U = (U°, UL, ---  U™) do sistema (2.4) que satisfaca
lU(-,0) — d|loe < B existe h € [—BP, SP] tal que

||Z/[(,7') - ¢h||oo S 5P6_GT, V1 Z 0.

Definigao 2.4 Seja ¢ solugao do sistema (2.1). Dizemos que o sistema (2.5) € expo-

nencialmente estdvel em % se existirem constantes P e « positivas tais que dado S > 0,
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para toda solugio U = (U°, UL, --- [ U™) do sistema (2.5) que satisfaca ||[U(-,0)|le < B
existe h € [—BP, BP] tal que

HU(.,T) _ h%” < BPe, Y1 >0,

O proximo Teorema é o mais importante deste Capitulo, ele relaciona a estabili-

dade do sistema (2.4) e da sua linearizagao dado em (2.5).

Teorema 2.5 Seja ¢ uma solugao limitada do sistema (2.1). O sistema (2.4) € expo-

nencialmente estdvel em ¢ se, e somente se, o sistema (2.5) é exponencialmente estdvel

a¢
em d_f

Antes de apresentarmos a demonstracao deste Teorema enunciaremos e demons-
traremos trés Lemas que serao utilizados na demonstracao do mesmo. Para isto vamos

refinar um pouco mais as hipoteses de limitacio das derivadas parciais da funcao ¢,

para i =0,1,---,n. Assim suponha que existem constantes positivas L e (Q tais que
A L . Q
D.g(W)| < ——, D% W) < —5—, 2.9

para j,k =0,--- ,n, e para todo W € R**!,
Definimos as seguintes funcoes auxiliares

VET) =UET)=0() e p(r) = |V(r) =U(7)|| V(6 7) € Rx[0,00) (2.10)

onde U = (U°, U) é uma solugao do sistema (2.4), ¢ ¢ uma solugao limitada do sistema
(2.1), com v >0 e U = (U°,U) é uma solucio do sistema (2.5).

Lema 2.1 Sejam V e p definidas em (2.10). Seja M > 0 tal que |V(-,7)||, < M para
todo T > 0. Entao

p(7) < p(0)er™ + MT2Q(6LT —-1), V7>0. (2.11)

Demonstragao: Sendo ¢ solugao do sistema (2.1) entdo ¢ também é solugao estaci-
onaria do sistema (2.4). Portanto ¢ satisfaz as equacoes integrais (2.6). Como U e U
sao solugoes dos sistemas (2.4) e (2.5) respectivamente, entdo as mesmas satisfazem as
equagoes integrais (2.6) e (2.7) respectivamente. Usaremos também a seguir a proprie-

dade (iii) do ntcleo do calor em (A.7). Assim usando a representagao integral em (2.6)
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para U° e ¢° e a representacio em (2.7) para U° obtemos

0%, 7) = 6°() - T°(6, )
/ (§+v7'y7'U0yOdy+/ / K +vr,y,m—5)g"(U(y — vs,s)) dyds
_/ K(€ + vr,y, 1) (y) dy — / / K (€ +or,y, 7 — 8)g%((y — vs)) dy ds
—/Oo K(& +vr,y, 1)Uy, 0) dy

// K+ vy, m— SZDJQ oy — vs)) U’ (y — vs, s) dy ds

7=0

< ' I OO’C (€ m7) [0°0.0) - ) - °.0)]

) [g0<u<y s, ) — g6y — vs)

—ZD]g d(y — vs Uj(y vs 5)] dy ds

</OO K&+ vr,y,7) )UOyO ¢°(y) — 50(%0)’@

// +v7‘y7‘ s

—Zng o(y — vs U](y Vs, S)

< sup {
yE]R

—Zng (y — vs Uj(y Vs, 8)

9"U(y —vs, s)) — g°(d(y — vs))

dy ds

U°(y,0) - 6°(y) - ﬁ0<y,o>'} + [ sud

yeR
} ds

9"U(y — s, s)) — g°(dp(y — vs))

)u —o—Ul(, H+/H°

HO(S):sup{ Uy —vs,s)) — g°(o(y — vs) ZD]g By —vs))U7 (y — vs, s)| 5.

yeR

Resumindo, obtemos que

006, 7) = 0°(6) - 0, 7| < |uc,0) — o~ U 0)|

+/ H(s)ds. YEER, VT >0 (2.12)
0
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Utilizando desta vez a representacio em (2.6) para U’ e ¢ e a representagio em (2.7)

para Ut, i =1,...,n, obtemos

e m) - ') - T, m)| =

‘U’(f +v71,0) + /T g'UE +vT —vs,8))ds — ¢ (€ +vT) — /T g (p(& +vr —ws,s))ds
0 0

U'(€ 4+ o1 —vs,0) — /T Z D, (¢(& + v —vs,5)) U (€ + vT — vs, 5) ds
0

< ’Ui(£+v7', 0) — ¢' (€ +vT) — (72(5 + uT, O)'—i—

| [g@'<u<§ tor = v5,5))

— g (o(& +vT — s, 8)) — Z D;g'(p(€ + v1 — vs, sNUY (€ 4 vr — vs, s)} ds

<sup {|U6.0) = o)~ T, 0]} + [ |o' @+ om = vs.)

¢eR
— g'"(p(€ + vT — vs, ) ZD]g (6(& + v — vs,8)) U7 (€ +vr —vs,s)|ds

Hu o Ul / Hi(s
onde
Hi(s):sgg{'gi(U(y—vs,s)) g (d(y — vs) ZD]g y —vs))U7 (y — vs, s) }

y
Portanto obtemos também que
U ) = 6(6) - T )| < w0 - o~ 0)
+/ H'(s)ds, para i=1,---n. (2.13)
0

Agora procuremos uma estimativa de limitagao para as fungoes H'(s), 7 = 0,...,n

Como U(-,5) = V(-, s) + ¢, entdo g'(U(-,s)) = g"(V(-,s) + ¢). Somando e subtraindo
Z ngiVj na expressao que define H' e usando a aproximacao de Taylor de segunda
=0

ordem temos que existe um ponto 6*(y, s) no segmento de extremidades ¢(&) e V(&, s),



34

tal que
)—Zngi(@U
< gV +¢) - ZDgg jgi(¢)Vj—Zngi(¢)(7j|
= ZDjkg )WVIVE 4 i9' (@)[V7 — U]
Sﬂf%TEZ <>‘a“$k
VS +H VEI
g%( +1) +LHV () =UC9)||

< QIV(, 9| + L||V(s) —U(s)||_
Logo da definicdo de H', segue que
Hi(s) < QIV(9)|% + L Hv<-, s) —Uf-, S)H L i=0,....n,

[e o]

donde obtemos que

max {H'(s)} < Q V()| + L|| V() =tCs)| - (2.14)

0<i< 0o

Assim voltando & (2.12) e (2.13) temos que

‘U@'(g,r)—wg)—U( ) Hu o Ul H +/H )ds, i = 0,1,-

Usando a hipotese de que || V(+, $)||ooc < M, a desigualdade (2.14) e a defini¢do da funcao

p, segue que
sup {|U(6, ) — (6) - (6.7}
Hu —o—Ul(. H +/ (Q||V(-,s)||§o+LHV(-,s)-a(-,s)HOO) ds
Hu —o—U( H +/(Lp(s)+QM2)ds.

Portanto,

|

U T) — 6 —TU(- H <Hu — o —U(- H +/(L,o(s)+QM2)ds. (2.15)
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Como por defini¢ao U(-,7) — ¢ = V(-, T), temos de (2.15) que

e -aen|| < oo -aeo|_+ [ @+ emyas
ou seja,

p(T) < p(0) + QM>1 + /OT Lp(s)ds. (2.16)

Aplicando o Lema de Gronwall generalizado (pg. 79) em (2.16) segue que
p(1) < p(0) + QM>7 + / L(p(0) + QM?s)e ™) ds
0

= p(0) + QM?*7 + p(O)eLT/ Le " ds + QMQeLT/ Lse 1%ds
0 0

_LS T
= p(0) + QM?7 + p(0)e"™ [—e~ "] + QM>e"T [_SG—LS _ €L ]
0

—Lt 1
= p(0) + QM7 + p(0)e™ (=77 +1) + QM (—Te“ - E)

= p(0) + QM?7 + p(0) (e"" — 1) + QM? (—7‘ — % + %) :

Donde obtemos a estimativa (2.11), o que conclui a demonstragao do Lema 2.1

Observagao: No Lema 2.1 se considerarmos |[U(-,7)||loc < M, V7 >0, ao invés da

limitacao | V(+,7)|lee < M, V7 >0, e na estimativa de H*(s) somarmos e subtrairmos
n

o termo g'(¢ + ﬁ) ao invés de ZngiVj (veja pg.33) teremos uma demonstragao
=0
analoga obtendo que

max {Hi(s)} < LIV(-,s) —U(-8) |0 + QU 8|2

1<i<n
e consequentemente obtemos a mesma estimativa (2.11).

Lema 2.2 Suponha que existam constantes positivas I?,]S e Tp tais que dada uma
constante 3 com 3 € [O,I?], para toda solugio U = (U°, U, --- [ U™) do sistema (2.4)
satisfazendo |U(-,0) — ¢, < B existe h € [—ﬁﬁ, Bﬁ] tal que ||U(-,70) — ¢nll. < 38

Entao o sistema (2.4) é exponencialmente estdvel em ¢.

Demonstracao: Sejam l?, Pe To como nas hipoteses do Lema. Seja &/ uma solucao
do sistema (2.4) com |U(-,0) —¢|| ., < 8 < K. Entao também por hipotese, existe
hy € [—Bﬁ,ﬁ]ﬂ tal que

1
(o 70) = bl < 56,
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onde ¢ = ¢y, é a translagao de ¢ por h;.
Defina U (&, 7) = U(E, T+70). Como U é solugao do sistema (2.4) entao por substituicao

direta temos que ; também é solucao de (2.4). Dai,
1

(-, 0) = dullog = UCs70) = dullo = 55

Como 0 < %B <p< I?, entao novamente por hipotese existe hy € [—%6]3, %6]3} tal
que

e 70) ~ ol < 558
onde ¢y = ¢p,1n, € a translacao de ¢ por hy + hs.
Defina Us(&,7) = Uy (§, 7+ 70) = U(E, T+ 270). Entdo Us também é solugio do sistema
(2.4) e

1
|42, 0) = Gafl o = llE4r(- 70) = G2lle < 55

Como 0 < 2%6 <p< I?, segue novamente por hipbtese que existe hg € —2%65, Q%Bﬁ]
tal que

e 70) — bl < 556,
onde ¢3 = Pp,+h,+hs € a translacao de ¢ por hy + he + hs.
Assim, fazendo Uy = U e procedendo com este raciocinio, para cada k € N obtemos
as fungoes Uy 1 (-, 7) = U(-, 7 + (k — 1)70) € pr—1 = Pnytpn,_, cOm Uy solugdo do
sistema (2.4) e ¢py4...th,_, translagao de ¢ por hy + -- - + hk—l tais que

[de—1(-,0) = Drsllo = U2 70) = drillog < 557 1/3 <B<K,

donde por hipotese existe hy € —2,%16]5, %%1615] tal que

1
[the1(,70) = el < 56,

onde ¢p = Op,1hyt-+h, € a translacao de ¢ por hy + hg + - -+ + hy.
Mas Uy 1 (&, 10) =U(E, 70+ (K — 1)10) = U(E, kTp). Portanto,

1
U, k7o) — Prlloo < 275-

Como —213—15]3 < hp < 2,%1615, temos que a série numérica, th é convergente.
k=1
Definimos entao h = Z hy. Dai,
k=1
00 0 1 k—1 _ _ 1 _
ESWNINESY (5) BPzﬁP(l_l) = 24P,
k=1 = 2
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ou seja, h € [—26]5, 26]3]. Definindo ¢5,(£) = ¢(€ + h), temos que
U k7o) — @l < UG KT0) — il + lon — il

e daf, .
k) = il < (5) 0+ lon =l 217

Agora usando o teorema do valor médio temos para £ € R que

<[4 5 e
4.

el 3y
1k
it k)~ anl < (5) 8 (142 | ) 2.18)

[on(§) — S ()l = (€ + ha+ -+ hi + hgpr + ) —¢(€+h1+"'+hk)||
1
G ROEOREORT
=0
Substituindo ||é, — ¢/l < 28P (3) H
Como a fungdo ¢, é uma solugdo estacionaria do sistema (2.4) temos que a funcdo
U (&, T) — dn(§) = UE, T+ ko) — Pn(§) também é solucao de (2.4). Logo pelo Teo-

’ (2.17) segue que

rema 1.4 (pg. 24) temos que
ld(, 7+ k7o) = dnlloe < U, k7o) = Gnlloce™™, V7 > 0.

Usando (2.18) nesta ultima desigualdade temos que

|yu<.,7+km>—¢h!\m§(%)k (1+2PH H )

Agora de acordo com [10] aplicando o Lema 2.1 obtemos que
UG 7) = frlloe < BPeTT,

onde
do
de||,

donde segue que o sistema (2.4) é exponencialmente estével em ¢.

Y

P = (1+2P

log 2
6L70+10g2 7 o=
7o

O proximo Lema tem uma demonstracao aniloga a demonstracao do Lema 2.2 e por

isso omitiremos a sua demonstragao.



38

Lema 2.3 Suponha que existam constantes positivas Pe To tais que dado 3 > 0 para
toda solugio V do sistema (2.5) satisfazendo ||V(-,0)||s < 3 eziste h € [—ﬁﬁ,ﬁﬁ] tal

Do) — ]| i

16 Entao o sistema (2.5) € exponencialmente estdvel em a

que ’

Depois de ter apresentado os trés Lemas basicos, passemos a demonstracao do Te-
orema principal deste Capitulo, enunciado na pagina 31, o qual relaciona a estabilidade
exponencial dos sistemas (2.4) e (2.5).

Demonstragao (do Teorema 2.5) Para demonstrar a primeira parte do Teorema

fazemos uso do Lema 2.3, isto é, devemos mostrar que existem constantes positivas P

e 7y tais que se V ¢ uma solucio do sistema (2.5) com ||[V(-,0)||s < 8, entdo existe

lg —

Suponha que (2.4) é exponencialmente estavel em ¢ com constantes K, P, . Do

Teorema 2.2 sabemos que e d ¢ sao limitadas. Definimos

H (I

Tomemos P = P e escolhamos To > 0 e By > 0 tais que

1 BOP2<1 + N>2Q (eLTo
8’ L

226

@ (2.19)

Pem 0 < -1)< e < K. (220

o |

1
3 BoP?R <

Seja V solucio de (2.5) com [|[V(-,0)]l0 < Bo. Seja U solucio de (2.4) com dado inicial
UE,0) = V(E,0) + ¢(€). Entao [[U(-,0) — ¢l < SBo € como (2.4) é exponencialmente
estavel em ¢, deve existir hg € [—Fo P, B P] tal que

U, T) = brolloe < BoPe™ ™, V720, (2.21)

Como U é solugao de (2.4) e ¢ é solugao de (2.1) sabemos que V(-,7) =U(-,7) — ¢ é

solugao do sistema (2.5). Assim temos que
IV Dlloe = U 7) = Plloo < NUC,T) = G lloc + lPny = Ollc, VT 20,
Dai e de (2.21) segue que

IV ) loe < BoPe™ + [|6ny — Olle, V7T 20. (2.22)
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Mas pelo pelo Teorema do Valor Médio temos que as i-ésimas componentes de ¢y, e

de ¢ satisfazem

|03, (€) = ¢' ()] = [¢"(ho + &) = ¢'(€)| < Nlho|, VEER,

onde N foi definido em (2.19). Dai tomando o sup no lado esquerdo da desigualdade

e depois tomando o méximo para 0 < ¢ < n obtemos,
[&ne — lloc < Nlhol.
Dai e de (2.22) temos
V(- )l < BoPe™ + Nlho|, V7 2>0.
Como hy € [—BoP, foP] e 0 < e " < 1 segue que
Vel < BoP + NByP = pP(1+N), V72>0.

Consideremos como em (2.10), substituindo a fungao U pela funcao V, temos
que p(r) = [V(,7) = V(.7 |, para todo 7 > 0, como V(E,7) = UE.T) = B(E) e
UE,0) = V(E0)+ ¢(E), entdao p(0) = 0. Assim considerando M = Sy P(1 + N), pelo
Lema 2.1 segue que
M*Q

7 ('™ —1), V¥7>0. (2.23)

p(1) = V(. 7) = V(7)o <

Consideremos agora 7y como escolhido acima e satisfazendo as desigualdades em

(2.20). Temos entao de (2.23) que

Hﬁ(-,m - hO%Hw <V 70) = V) loe + IV 70) = (610 — )

- ' ®ho —¢—h0%H
2
< MTQ(eLm — 1)+ V(- 70) = (¢h — D)l
+ ' Ohy — O — hO%H . (2.24)

Pela formula de Taylor com resto de segunda ordem temos que

do'
dg

ho(€) = ¢'(€) — ho

<§>\ < Rl
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onde R foi definido em (2.19). Tomando o sup em £ e depois o méaximo para 0 <i <n

no lado esquerdo da desigualdade acima obtemos,

i i
dg

Sabemos também que U(-,79) = V(-,79) + ¢. Usando este fato e a estimativa

(2.25) em (2.24) obtemos que

~ d(b” SM—%?(GLTO_

Pno(€) — ¢(§) — ho—=

(S)H < Rlho|*. (2.25)

V(- 7m0) = ho—2 7 1) + U, 70) = nolloo + Rlhol*.

Usando a estimativa (2.21) com 7 = 75 e usando o fato que hy € [—FyP, Sy P] temos

entao que

d M?
¢H < —Q(eLTO — 1)+ BoPe ™ + RB;P?. (2.26)

Hg(, o) —ho— I
Usando que M = ByP(1 + N) e as desigualdades em (2.20) satisfeitas por 7y e [y, de
(2.26) obtemos que

Hf}('ﬂ'o) - ho%” < éﬁo + éﬁo + iﬁo = %50-

Agora provemos a mesma desigualdade para um [ qualquer. Suponha entao que
IV(-,0)]|0 < B- Seja V(€,7) a solucio do sistema (2.5) correspondente a esta condi¢ao
inicial. Como o sistema (2.5) é linear entdo a fungao 017(5,7') também é solucao do
sistema (2.5), para qualquer constante C.

Considere C =

”V( o Entéo ICV(-,0)]l00 = o < Bo. Dad, pelos calculos feito acima

para (3, segue que

~ d
HCV(7T) hO d? < %BO
Dai,
~ ho d
C Hv('77—0) - Eod_? ’ S %507
donde segue que
- 2% < = gl Ly o)< 2

=2C P 5o
<

Como —GyP < hg < By P temos que — % < % se, e somente se,

ho
C

ho| _ BoP _ BoPIV(,0)llee
c|l- ¢ Bo

— PV(-,0)||.. < PB.
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Portanto considerando h = h—CO, do Lema 2.3 obtemos a estabilidade exponencial do

sistema (2.5) em —5

Para demonstrar a reciproca utilizaremos o Lema 2.2. Para isto devemos mostrar
que existem constantes positivas I?,ﬁ,TO e f com (B € [O,I?] tais que se U é uma
solugao do sistema (2.4) com ||U(-,0) — ¢||oc < [, entao existe h € [—Bﬁ, 515] tal que
1U4(-,70) — dnllo <

Suponha entdo que (2.5) é exponencialmente estavel em fl—‘g, com constantes P e
«. Escolhamos novamente 75 > 0 e Sy > 0 tais que

BoP*(1+ N)*Q |,
L (e

1
, BoP’R < T (2.27)

1
Pe ™ < —| -1 <
8

| —

Suponhamos também que [[U(-,0) — ¢los < Bo. Sendo V solucio de (2.5) com condicio
inicial V(-,0) = U(-,0) — ¢ temos [|V(-,0)||se < Bo. Como (2.5) é exponencialmente

estavel em ‘jl?, entdo existe h € [—Fy P, BoP] tal que

H]NJ(,T) - h%” < BoPe™ " Y1 >0. (2.28)
Note que

U5 70) = Prlloo = [V(+;70) + & — <Z5h”oo IV(-;70) = (60 — 9)lo

< V) = Dol + [P H O] IRCED

(e o]

Combinando (2.23),(2.28) e (2.29) obtemos que

2
U 70) — dnlloe < 22€

(eLTO_ )+BOP€ am_,_’

n — ¢ — h H : (2.30)

Agora usando (2.25) em (2.30) segue que

M?Q

7 — ("™ — 1) + ByPe ™ + R|h|?.

1U4(-570) = Pnlloo <

Usando o fato de que h € [—[y P, 5y P], temos que

M3Q

7 — (el — 1) + ByPe ™ + RBIP?. (2.31)

1U4(-570) = Pnlloo <

Portanto das escolhas de 7y e 3y satisfazendo as desigualdades em (2.27) obtemos que,

1 1 1 1
U, 70) — dnlloc < éﬁo + gﬁo + Zﬁo = 550-
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Escolhendo f com 0 < 5 < f3 ainda temos as mesmas desigualdades em (2.27) e dai

tomando ||U(+,0) — ¢|lc < 5 < S, entao teremos estimativas analogas obtendo que

Jt4(-, )~ dnll < 5.

Logo, usando o Lema 2.2, com K = Bo e P = P, segue a estabilidade exponencial do

sistema (2.4) em ¢ completando a demonstragdo do Teorema 2.5



Capitulo 3

Estabilidade Exponencial em uma

Solucao de Equilibrio

Este Capitulo tem por objetivo demonstrar dois resultados. O primeiro deles, a
ser estabelecido no Teorema 3.6, fornece uma, condi¢ao necesséria e suficiente para es-
tabilidade exponencial (em uma solucao de equilibrio) do sistema obtido pela aplicagao
da transformada de Fourier ao sistema (1) linearizado. Ja o segundo a ser estabelecido
no Teorema 3.7, é um resultado de equivaléncia da estabilidade exponencial (em uma
solugao de equilibrio) do sistema (1) linearizado, com a estabilidade exponencial (em
uma solugao de equilibrio) do sistema obtido a partir deste apos aplica¢do da Trans-
formada de Fourier. Na primeira Secao sao apresentados alguns resultados que serao
usados nas secoes seguintes para as demonstragoes dos dois teoremas principais a serem
feitas na segunda e ultima Secao.

Os resultados apresentados neste Capitulo sobre a estabilidade exponencial em
torno de uma solugao de equilibrio, de sistemas lineares obtidos a partir do sistema (1),
servem como ferramentas importantes para a obtencao de resultados mais avancados
no estudo da estabilidade do mesmo em uma onda viajante através de sua linearizacao
em torno da mesma. Embora nao apresentamos neste trabalho, tais resultados podem

ser vistos na continuagao da série de artigos aqui estudados, tais como em [11, 12, 13|.
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3.1 Introducao

Como hipotese principal deste capitulo vamos supor que o sistema (1) possui a
solugdo nula como solugao de equilibrio, o que significa que devemos ter g*(0) = 0, com
1=0,1,---,n.

Para simplificar a notagao introduzimos os seguintes vetores e matrizes:

0. : vetor coluna de n componentes nulas;

0, : vetor linha de n componentes nulas;

a : o escalar Dog°(0);

B : matriz quadrada de ordem n com entradas D;g'(0), 4,5 = 1,2,--- ,n;  (3.1)
O : matriz quadrada nula de ordem n;

r : o vetor linha (D;1¢°(0), D2g®(0), - -+, Dng®(0)) ;

| ¢ : 0 vetor coluna (Dyg'(0), Dog*(0),- - -, Dog™(0))".

Linearizando o sistema (1) em torno da solugao de equilibrio W = 0 e depois

escrevendo na forma matricial obtemos o sistema

oW ol a r

— = " |+ w, (3.2)
ot

0. c B

Antes de prosseguir enunciaremos um resultado, que segue do Teorema 1.2 (da
dependéncia continua com relacao aos dados iniciais), que usaremos mais adiante.
Teorema 3.1 Seja M > 0. Se Wy(x,t),k = 0,1,---, € uma sequéncia de solugoes
do sistema (3.2) com |[Wk(-,0)|[|lc < M e Wi(-,0) convergindo uniformemente para

Wo(+,0) em conjuntos limitados, entao Wy(-,t) converge para Wy(+,t), para t > 0 e
para todo x € R, quando k tende a infinito.

Aplicando a transformada de Fourier (veja Se¢ao A.5) ao sistema (3.2) na variavel
x obtemos um novo sistema de (n + 1) Equagoes Diferenciais Ordinarias lineares de

primeira ordem na variavel ¢, dependendo do parametro 6

%(9, £ = A2)W(0,1) (3.3)
onde
a—0> r
A(9?) = (3.4)

c B
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e W denota a transformada de Fourier de W.

O objetivo deste Capitulo é relacionar a estabilidade exponencial do sistema (3.2)
na solugdo de equilibrio W = 0 com a estabilidade exponencial do sistema (3.3) na
solucao de equilibrio W = 0. Antes disto apresentamos quatro proposicoes e uma
série de lemas que serao utilizados nas demonstracoes dos teoremas principais a serem
estabelecidos na Secao 3.2.

No que segue A(6?) ¢ a matriz quadrada de ordem n + 1 definida em (3.4).

Proposigao 3.2 Um nimero complezo z é autovalor da matriz A(6?) se, e somente
se, (g — 2)++(a, — 2) = 0*(B1 — 2)-- (B — 2), onde o, i = 0,1,--+,n, sdo o0s

autovalores de A(0) e B, 7 =1,---,n, sio os autovalores de B.

Demonstracgao: Da multilinearidade da funcao determinante temos que z é autovalor

de A(6?), se e somente se,
det (A(0°) — 2I) = det ¢ + det =0,
se, e somente se,
det (A(0) — 2I) — 0*det (B — 2I) = (ag — 2) - (ay — 2) — 0*(By — 2) - (B — 2) = 0,
se, e somente se,

(60— 2) (= 2) = 0P(By = 2) =+ (B — 2).

Proposigao 3.3 Se 02 ¢ suficientemente grande, entio eriste um autovalor \(0%) de

A(6?) tal que a funcdo g, dada por g(z) = pode ser estendida a uma funcao

z)\(%)’
compleza analitica em z = 0, com g(0) = —1. Além disto, os demais autovalores de

A(6?) tendem aos autovalores de B quando 0* tende a infinito.

Demonstracao: Defina a seguinte funcao h : C — C por

_ w(wpy — 1) (wp, — 1) _ =l

2= hw) = (wag — 1) -+ - (way, — 1) (8:5)
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Como o numerador e o denominador da func¢ao h sao fun¢oes analiticas e o denominador

nao se anula em w = 0, entao h é analitica em zero. Afirmamos que

h(0)=0 e %(O) =—1.

De fato, a primeira igualdade é imediata. Para verificar a segunda igualdade,
primeiro mostremos por inducao sobre n que se k,n € N com k£ < n e constantes
a;, t=0,1,2,--- ,n, entao

d n n n
70 (H(wai ) H wa; — 1). (3.6)
i= =k j#i
Sem perda de generalidade consideremos k£ = 0. Para n = 1 temos que

% ((wao — 1) (way — 1)): ag(way; — 1) + ay(wag — 1) = ;aZH wa; — 1).

Suponha como hipotese de indugao que a formula (3.6) vale para algum n > 1. Como
n+1 n
H(wai —-1)= [H(wai — 1)] (wan11 — 1),
i=0 i=0
entao da hipotese de inducao, temos que
d n+1 n n n
70 (H(wai - 1)) = [Z a; H(waj - 1)] (Wan+1 — 1) + apya H(wai -1)
i=0 =0 j#i =0
= ap[(way; — 1)(wag — 1) - - - (wa,, — 1)(wa,11 — 1)]
+ ai[(wag — 1)(wag — 1) - - - (wa, — 1)(wa, 1 — 1)]

+ -+ ap[(wag — 1) (way — 1) -+ - (wa, 1 — 1) (way1 — 1)]

n+1 n+1
+ apy1[(wag — 1) (way — 1) - - - (wa,, — 1)] Z a; H wa; — 1)
=0 Jj#i

o que conclui a prova da formula (3.6). Usando a formula (3.6) para derivar a fungao

h(w) em (3.5), obtemos

53( ) = [(H(wﬁz —1) +wZ@-H(w5j _ 1)) H(wai ~1)
= =1 A =0

n

(wHwﬁz—l )Z%Hw%—ll [

=0 Jj#i
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Dai

P 0) = (1 = rape =

Como h ¢ analitica em zero e h'(w)|,_, # 0, entdao pelo Teorema da Funcao Inversa
(veja Teorema A.14) existe uma vizinhanga V, de z = 0 e uma fungado f : V, — f(V,)

a qual é analitica em V, tal que

fE)=fh(w)=w e h(w)=h~h(f(z)=2 VzeV, e Ywe f(V,).

1
f'(2))cg = 77— =—1L
0 hl(w)|w:0
Do fato de f ser analitica em V, podemos representa-la por sua série de Maclaurin

em V,, isto &,

f(z):—z+%z2+m+fn7(!o)z"+m, VzeV,.
Dai,
o= (e 2D SO

donde segue que,

@:_1+f/,<'0)z+-~-+fn7<'o)z"_l

P 2! T

Assim a funcao

¢ analitica em V,.

Consideremos agora z € C com |z| suficientemente grande tal que % € V,. Definimos

Restringindo z aos ntimeros reais temos para 62 suficientemente grande que

N P A (3.7)




48

Mostremos que A(6?) dado em (3.7) é um autovalor de A(#?). Do fato que h e f

sao fungoes inversas uma da outra e da expressao de h definida em (3.5), segue que

1 1 B (ﬁao— 1)"'(>\(é2)04n_ 1)

1
9% = — —
9% h(f(g%)) h()\(é2)) )\(é2)()\(é2)60 - 1) e (A(é2)6n - 1)

a0 = M) (00 = M%) (ap = AE2) - (a0 = A(0?)
s Br = M) (B~ M) (Br = M) (B — N0)

Dai segue que

(a0 = A7) -+~ (an = A(0%)) = 0%(BL — A(67)) -+~ (B — A(6?)),

e assim da Proposigao 3.2 temos que \(6?) definido em (3.7) ¢ um autovalor de A(6?),
para 62 suficientemente grande. Demonstrando assim a primeira parte da Proposi-
¢ao 3.3.

Para demonstrar a segunda parte da Proposicao 3.3, comecamos notando que
como foi visto na demonstracao da Proposicao 3.2, vale a formula

~e T -2). (38)

det(A(6?) — zI) =

n
J=0

<.

Logo usando a regra do produto para derivagao em (3.8) obtemos que

a%det(/l(e2 —zI) ZH A_Z)JFQQZH(&_Z). (3.9)
J=0 i#j =1 i#j

De agora por diante para encurtar a notaciao fazemos ®(0, z) = det(A(6?) — 2I). Note

que

DY) | (RIS | N

; L0009 _ i
%(ln[q)(ﬁ, Z)]): (13(0,2’) — n ) n
H(aj —z)—0 H(ﬁj —z)

Considere v, um circulo de raio €, centrado em [y orientado positivamente contendo
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apenas o autovalor £ de B, para algum k, com 1 < k < n. Dali,

9 | (TEEED 9 | (N

S % (ln[cb(e’ Z)]) = Jim jzoféj 7];:1 i#]
H(aj —z) - 0° H<BJ —z)
=0 ey

— H(az—2)+ZH(ﬁi—z) ZH(@_Z)

= lim =0 i j=1 i#j =1 i

B 6—00 n n = -

G%H(Oé]_z)_H<6j—Z) _Hw] _2)
Jj=0 j=1 e

1
N _(51 —2)(Ba—2) - (Bp— 2) ([(52 —2)(B5—2) - (Bp — 2)]

I = )= 2) (= e [ = (B = et = 2]

1 1 n n

:_51—2_52—2_'”_ _jz: /BJ_Z_ZZ_/BJ

7=1

Integrando sobre o circulo 7, e depois multiplicando por 2%” ambos os lados da igualdade

acima obtemos

1 d 1 "1 "1 dz
lim — — | In[®(0 dz = — dz = — .
000 2 /w dz ( ne( ,z)]) T o - ; z— p; : ; 2mi /Wc z—f;

Assim do Teorema de Cauchy-Goursat segue que

1 d 1 d
lim —/ In[®(0,2)] ) dz = — °
9—o0 271 dz 2mi )., 2 — B

Dai, usando a definicao do indice de rotacao de uma curva fechada em torno de um

ponto (veja formula A.4, pg.73) temos entdo que

lim Z(®(6, ), 0) = Z( s, Br)- (3.10)

60— 00

Considere agora a funcao complexa
0(z) = det(B — =) = T[ (5, - ).

Tomando o logaritmo temos que



20

Dai,

d 1
—(1 = .
= (mwen)=3 =
7j=1
Novamente integrando sobre o circulo 4 e depois multiplicando ambos os lados da

igualdade acima por zi obtemos,
Y%A

1 d 1
— 5 E(lnﬂz)) dz = —

271 271 -

dz - 1/ dz
Zz—ﬁj—;%m’ 2= B

n
j=1

Usando novamente o Teorema de Cauchy-Goursat temos entao que

L[4 (mw(z)) dz — dz

2mi | gl M
donde se conclui que Z(t(7Vx),0) = Z(vk, Bk)-

Do Principio do Argumento (veja formula (A.5) pg. 74) sabemos que Z (7, Ox)
é igual ao niumero de zeros de ¢ (com multiplicidade) menos o nimero de polos de 1)
(com multiplicidade) no interior da curva ~y,. Como % é um polindémio, temos que
nao possui polos, mas apenas zeros. Assim Z(7g, 5x) € igual ao nimero de zeros de
¢ (com multiplicidade) no interior de 7, ou seja, como ¥(z) = det(B — zI), entdo
Z(Vk, Bx) € igual a multiplicidade do autovalor g de B. Logo por (3.10) o nimero de
zeros de @ (com multiplicidade) no interior de ~y, é igual a multiplicidade do autovalor
B de B. Portanto, como ®(60,2) = det(A(6*) — 2I), o niimero de autovalores (com
multiplicidade) de A(6?) no interior de 7, para 6* suficientemente grande, é igual
a multiplicidade do autovalor 3, de B. Como ¢, > 0 pode ser feito arbitrariamente
pequeno, temos que, para 6% suficientemente grande, os autovalores de A(#?) tendem

aos autovalores de B.

Proposigao 3.4 Sejam § > 0 e a € R. Suponha que todos os autovalores de A(6?)

tenham partes reais inferiores a —a. Seja

2 0 O,
F(0,1) = A — < 0 o ) , >0, #eR. (3.11)
Entao existem constantes Mlij, k,7=0,1,2,---, tais que

H ak+j

1
VT < MS [ —— e o > '
88k8th(0’t)H < M, (1+92)e , Vt>4, VeR

Além disso F(0,t) é uniformemente limitada para 0 < t <1 e para todo 6 € R.
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A demonstracao da Proposicao 3.4 é feita baseada em quatro Lemas que passaremos a

apresentar em seguida juntamente com suas demonstragoes.

Lema 3.1 Sejam 6* suficientemente grande e \(0*) o autovalor de A(6?) dado na
Proposicao 3.3. Entdio existem matrizes quadradas P(6?) e Q(6?) de ordem (n + 1),
com posto de P(6?) sendo 1, tais que

(i) A(62) = M8 P(67) + Q(6°);
(ii) P(6?)P(6?) = P(6%);
(iii) A(62)P(6%) = P(92)A(6?) = A(6%)P(62);

(iv) P(2) e Q(2) podem ser estendidas para fung¢oes complezas analiticas em z = 0

r®) (0 %) (312

Q (é)lz—o = < (?c 2;’ ) : (3.13)

com,

Demonstracgao.

Prova do item (i). Para 6? suficientemente grande considere o autovetor

y
associado a \(0?). Entao
a—60% r T o[ T
= A(07) ,
c B y y
ou seja,
(a — 0z +ry = N6z, (3.14)
cr+By =My, (3.15)

onde x é um escalar, y é um vetor coluna de n linhas e a, r, c e B foram definidos em
(3.1).
Temos que |A\(60?)| > ||B|| para 6 suficientemente grande, pois pela Proposi-

¢ao 3.3 a funcao é analitica numa vizinhanca de z = 0 e portanto é limitada

1
z)\(%)
nesta vizinhanga. Assim, usando a formula A.2 (pg.73) temos a representacao para 6>

suficientemente grande

1

()= B) = 37

1 1,
)(I+)\(02)B+>\(92)23 +) (3.16)
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Temos também que x # 0, pois do contrério y seria autovetor de B associado a \(6?),
o que nao ocorre devido & Proposi¢ao 3.3. Assim, fazendo z = 1 em (3.15) obtemos
que

(N6 — B)y =c.

Dai,
y = (M0*)I - B) . (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.14), com x = 1, obtemos,
(a—6%) = \6*) —r (MN0*)I — B) 'c. (3.18)
Assim a matriz coluna (de n + 1 linhas)

1

p(6?) =
(A\(62)T = B)' ¢

¢ um autovetor (a direita) de A(6?) associado ao autovalor \(62).

Analogamente obtemos que a matriz linha (de n + 1 colunas)

W)= (1 roE)-B)")

¢ um autovetor (a esquerda) de A(6?) associado ao autovalor A(6?).

Notando que o produto ¢(6?)p(6?) é um escalar, definimos a matriz (n+1) x (n+1)

oy 1
PO = L@

Como q(6?)p(6?) =1+ (A(6*)I — B)"%c ¢ um escalar, entdo

[p(0%)a ()] -

9y 1
PO = -2

1 r (A\(62)] — B)~
(3.19)
MO —B) e (AM6*) — B)er (A\62)] — B)™!

Do fato de p(6?) e q(6?) terem posto 1 e pela propriedade A.1 (pg. 72) segue que P(6?)

também tem posto 1.
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Uma vez definida a matriz P(6?), definimos Q(0%) = A(6?) — X\(6?) P(6?). Substi-
tuindo a expressao (3.18) na matriz A(6?), obtemos
A0 —r(MOHT —-B)tec r
1

Q") = TN —B) 2
c B

A(6?) r A(62)(\(6?)] — B)~!
(3.20)
MO2)AO2)I — B) e AN — B)'er (A62)] — B)~!

o que conclui a demonstracao do item (7).

Prova do item (ii) do Lema 3.1.

P P(%) = (m [p<92>q<92>1) (m [p<92>q<92>1)
1

= pEpE @) P OO

1 2 2 _ 2
= W[P(e )q(0%)] = P(67).

Prova do item (iii) do Lema 3.1.

Para provar este item usamos o item (ii) e que p(6?) e q(6%) sao autovetores (a direita

e a esquerda respectivamente) de A(6?) associados ao autovalor A(6?). Vejamos;

1 1

AGYP(P) = AO°) s 6°)a(6°)] = LA )6)) s (6
= NP — i ) = i (67)a(6%)] = A PO
Por outro lado,
2 2\ 1 2 2 2\ 1 2 2 2
P(P)A() = G p(6%)a(6")] A(6°) = TG p(6?) q(6%) A(6")]
= i PO NEIE) = XE) s (P )a(6)] = M) P(E)

Prova do item (iv) do Lema 3.1.

Substituindo 6% por % em (3.16) e reescrevendo convenientemente temos

(a7 ==y (r+ 02 s SRS
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_1_
zA(%)

vizinhanga de z = 0 e que seu valor em zero é —1. Assim tomando o limite com

Sabemos da Proposicao 3.3 que a funcao possui uma extensao analitica numa

z — 0 em (3.21) obtemos que

lim (\(1/2)I — B)"' =0. (3.22)

z—0

Fazendo o mesmo procedimento em (3.19), substituindo 62 por 1, e usando (3.22)

obtemos que P (%) possui uma extensao analitica em z = 0 e que

1 10,
(),
z |z=0 Oc ()

De maneira analoga substituindo 6* por % em (3.20) temos
MY —r(AE)I-B) e r

“ G) N - 1+r(A(§)1I—B)—2cX
c B

A%) rA)AG) - B)

ARG =B) e AG)AEGI = B)rer (M)I - B)™!

Novamente usando a Proposicao 3.3 e tomando o limite com z — 0, obtemos que

1 0 0,
Q — =
o lz=0 Oc B

o que conclui a demonstragao do Lema 3.1.

Observacgao 3.1 Note que de (3.18) e de (3.22) temos que o autovalor de A(0?) dado

na Proposicio 3.3 satisfaz A(0%) =~ (a — 0%) para 0* suficientemente grande.

Lema 3.2 Se z # 0 ndo é autovalor de A(6%), entao para 0* suficientemente grande

vale a formula

1

(21 — A(6%)) ! = FESY)

P(0?) + (I — P(6%))(=] — Q(67))~". (3.23)
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Demonstragio: Para 62 suficientemente grande os autovalores de Q(6?) sao zero e os

autovalores de A(6?) distintos de \(6?). Logo (21 — Q(6?))~! existe. Mostremos que

1

(= =A%) | — e

P(0*) + (I — P(6*)(zI —Q(6*)| = 1.

Do Lema 3.1, item (7iz), temos que
(21 — A(6*)P(6%) = zP(6%) — A(0*)P(6%) = zP(6%) — \(6*)P(6?).

Logo
(2] — A(0*)P(0%) = (z — M%) P(6°). (3.24)

Do Lema 3.1, itens (i), (i7) e (iii), temos que

P(6?)Q(6%) = P(67)(A(6%) — M6*)P(6%)) = P(6%)A(6%) — M(62) P(6?) P(6?)
= \0*)P(6*) — N0*)P(H*) =0. (3.25)

Temos também do Lema 3.1, itens (ii3), (i) e de (3.25), que

(21 — A(O*))(I — P(6?)) = zI — zP(6*) — A(6%) + A(6*)P(6?)
= 2] — zP(0%) — [A(6%) = A(0*)P(6?)] = zI — zP(6*) — Q(6%) + P(6*)Q(6?)
= 2(I = P(6%)) — (I — P(67)Q(6?).

Dai segue que
(1 = A(0")(I = P(6%)) = (I — P(6°)) (] — Q(67)). (3.26)

De (3.24) e de (3.26) segue que

? ! 2 2 2\\—1
(1= A@) | -5y PO) + (U = PO - Q)
Ca- i(@?) (=1 = A(6%) P(O%) + (=1 — A@E)(I = P(E9) (=] — Q(6%)™

=P+ (I —-P0*) =1

Do Lema 3.1 item (7i7) as matrizes A(6?) e P(6?) comutam e consequentemente do item
(i) as matrizes A(6?) e Q(6?) também comutam, donde segue a expressio da matriz

inversa em (3.23), o que conclui a demonstragao do Lema 3.2. |
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Antes de enunciar o préximo Lema vamos definir uma curva no plano complexo
que aparece em seu enunciado. Seja o € R como no enunciado da Proposicao 3.4 a
ser demonstrada. Da Proposi¢ao 3.3 podemos garantir a existéncia de um nimero real
B > 0 tal que todos os autovalores de A(#*) possuem partes imaginarias no intervalo
(—=5,5). Seja r > 0. Consideremos os pontos A, B,C, D do plano complexo tais que
A=—-a—-if,B=—-a+i,C=—(a+r)+i(f+r)e D =—(a+7r)—i(f+7).
Seja I, a curva fechada simples formada pelos segmentos retilineos que ligam os pontos

A, B, C e D, orientada no sentido anti-horério (veja Figura 3.1).

Im(z)
¢ B+r
&
B B
—0— 1 —0l 0 o Re(z)
A B
_B T
D

Figura 3.1: Curva I';.

Lema 3.3 Seja I' a curva limite obtida a partir de I, quando r —> oco. Se z nao €

autovalor de A(Gz), entao existem constantes My, My, -- -, tais que
—z[ AN < M, j=12,---, Vzel, VOeR
—_ 1 + 927 ) ) ) ) *

Demonstracgao: Inicialmente note que

DA(6?) B —20 0, 02 A(6?) [ =20
00 0, O ’ 092 0, O ’
i A ()2
e aA(e):O, para j > 3.

06

Calculando as duas primeiras derivadas em relacao a 6 obtemos

8 2 2 —18A<92> 2\\—1
(2l = A) ™ = — (2 = A(6%) 0 (] — A®)
62 2 2 —18A<92> 2 _1614(92) 2\\—1
Sz (2] = A6)™ = 2(= — A(6%)) N (2] = A(B%) ' =2 (= = A(6%)
ol — A ZA) Ay (3.27)

06?
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Continuando o processo para calcular as derivadas de ordem superior vemos que o

fator (zI — A(0?))~! sempre aparecerd tanto a direita como a esquerda dos fatores

97 A(62)
267 > J

= 1,2, ja que esses fatores se anulam para j = 3,4,5,---

Primeiro mostremos as estimativas para # num intervalo compacto J. Para isto
vamos usar a formula (3.23) dada no Lema 3.2. Como A(6?) é continua temos que \(6?)
¢ limitada para 0 € J e dai
1

lim ——— =0.

e—oo [z — A(6?)]
De (3.22) e das formulas dadas no Lema 3.1 segue que P(6?), Q(0%) e I — P(#?) sdo

limitadas. Logo, para |z| > ||Q(6?)|| temos que
1 1 1
[ - 2\\—1 _ - [ - 2 T N2(p2 .
1= Q) = 1 (14200 + 50+ ),

donde segue que ||(z1 — Q(6?))7!|| tende a zero quando z — co. Daf e pela formula
(3.23) segue que
lim H (21 — A(6?)) 1H

Z—>r00

Como as derivadas - " (2] — A(62))™! sido combinacdes lineares finitas de produtos

finitos de termos envolvendo %32), % e (zI — A(0%)7Y, (veja (3.27) para j = 2)

segue que
lim ||=—(z — A(6*)7 Y| =0,V0 € J
z—o0 || 007
Assim sempre podemos adequar constantes M; >0, j=1,2,--- tais que
—z] A(6?)! My j=1,2---, VYzel, Vhel
— 1 _'_ 927 ) ) Y ) *

Mostremos agora a estimativa para  nao necessariamente num compacto. Observando

JA(6%)  92A(0?)
26 062

as formulas de , Vemos que as mesmas sO possuem a primeira entrada
diferente de zero. Logo basta obter uma limitacao do tipo H% apenas para os elementos
da primeira linha e da primeira coluna da matriz (2I — A(6?))~!, porque apenas elas
sao envolvidas nos produtos das combinagoes lineares dos produtos finitos que definem
2 (2 — A(6?))!

Seja o # 0. Logo o ponto zg = 0 nao pertence a curva I'. Assim podemos conside-
rar a representacao (3.23) dado no Lema 3.2, para 6* suficientemente grande. Note
que por (3.12) e (3.13) as matrizes P(6?) e Q(0?) sao limitadas para 6* suficientemente
grande. Logo podemos usar (A.2, pg.73) e obter que a matriz (21 — Q(#*))" é unifor-

memente limitada em z para 62 suficientemente grande. Segundo [11], pela construcao
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de I', da Observagao 3.1 e da representagio (3.16) temos a existéncia de uma constante

N tal que
1 < N
|z = A (0?)] — 1+ 62 1+62

Assim usando a defini¢io de P(6?) em (3.19) e também (3.12) segue que os elementos

e (=1 —Q(6%)7 <

da primeira linha e da primeira coluna de (I — P(6?)) também sao limitados por
N/(1+6?%). Juntando estes fatos e a representacao em (3.23) segue a existéncia de uma
constante C' > 0 tal que os elementos da primeira linha e da primeira coluna da matriz
(21 — A(6%))~! sdo limitadas por C/(1 + 6?).

Para o = 0 a demonstracao é feita para z sobre uma pequena translacao da
curva ', digamos por v > 0 suficientemente pequeno e considerando a seguinte matriz
(2I — (A(0?) +~I))~! de tal forma que z nio seja autovalor de (A(6?) + ~I).

|

Lema 3.4 Considere a func¢ao F(0,t) definida em (3.11), na Proposi¢iao 3.4 (pg. 50)

e a curva I' do Lema 3.3. Para k,j =0,1,2,---, vale a formula

8k+j _ 1 k _tz a] 2\\—1 0 07"

Demonstracao: Por construcao, para r suficientemente grande todos os autovalores
das matrizes B e de A(6?) estdo no interior da regiado delimitada pela curva I',. Daf
pela formula (A.3) (pg. 73) temos que

1
etA(GQ) _ 2_ etz(Z[ . A<92))71dz
i Jr,

1
e = — [ e*(zI — B) 'dz.
2mi Jr,

Substituindo estas duas representacoes na expressao da funcao F'(6,t), em (3.11) temos
que
1 0 0,
FO.1) = —— / e | (21 — A(02) — dz.
2mi Jr, 0, (21 —B)™*
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada repetidas vezes para derivar sob o sinal

de integragao obtemos que

k 0 0,
8—kF(0,t) = L/ 2Fel® | (21 — A(6?))7! — dz
ot 211 e Oc (Z] _ B)fl
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e que
okt 1 ol 0 0,
TP, = — [ e | (2l — A(6?) ! — .
oragt 00 = o /Ff' g |G A0) 0. (:I—B)! dz

(3.28)
Analisemos o comportamento do fator exponencial do integrando em (3.28) quando
r — 00. Usamos que I', =Ty Uy UTy UTs, (veja Figura 3.1) cujas parametrizacoes

sao dadas por

I'v: z=—-a+1iy, com —p<y<pg;

I': z=x+i(-z+B—-a), com a<-z<a+r;
y: z=—a—r+iy, com —pf—-—r<—y<p+r;
I'3: z=z+ilz+a—-0F), com —a—r<z<—a.

ot & constante em

Sobre Ty temos que e = e(=*T) donde segue que || = e~

Sobre T'; temos que e¥* = e(@Hi(=7+5-) [ 000 |¢¥*| = ¢! donde segue que |¢¥*|
tende a zero quando £ — —oo ou (r — o0).

Sobre 'y temos que et* = e~ W) Daf |e?| = e~ (@ e como « é fixo segue
que |e”*| também tende a zero quando r — oo.

Finalmente sobre I's temos que e = e(@+i@+a=A)t Daj |e| = e*. Logo |e¥|
também tende a zero quando x — —oo ou (r — 00).

Como o crescimento da norma do integrando em (3.28) é determinado pelo de-
crescimento do fator exponencial, o qual tende a zero sobre I'y, I'y e I's, entao temos
que o limite da integral de linha em (3.28) quando r — oo existe e portanto podemos

escrever que

oMt 1 o 0 0,
—F(0,t) = — Fel* — | (21 — A(6?)) ™ — d
arae T 00 = 5 /FZ <o |1~ A0Y) 0. Gi-p ||

o que conclui a demonstragao do Lema 3.4. |

Uma vez estabelecidos os Lemas preliminares, passemos a
Demonstragao da Proposicao 3.4 (veja pg. 50).
Da Proposi¢ao 3.3 sabemos que se p(6%) ¢ um autovalor de A(6?) diferente de

A(6?), entao u(6?) estd na vizinhanga de algum autovalor 8; de B, para 6 suficien-
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temente grande. Logo existe 8 > 0 finito tal que I'm(u(6?)) < 3 para todo 6 € R.
Para este valor de 5 e a e como no enunciado da Proposicao 3.4, considere a curva I,
definida anteriormente (pagina 56) tal que lim T, =T.

r—>r

Do Lema 3.4 temos

okti z ] B 0 0,
Hatkaw H /\zk\ B —j (2] — A(6?))"! d2]
0. (2 —-B)™!
et - P - 0 0,
_ ?/}zk’ s |2 | (o — A - d].
r 0. (21 —B)™!

Agora mostremos a limita¢ao uniforme de F'(0,t) para 0 < ¢ < 1 e todo 0 € R.

Multiplicando ambos os lados de (3.23) no Lema 3.2 por %ﬂetz temos,

LT — AB) T = e A) T P(O) + (I — P(6?)) e (2] — Q(87))

211 271 271

Integrando a igualdade acima sobre I' obtemos

! (2l — A(0*)tdz = —— [ €(z — N(0*)) ' dzP(6?)

2mi r 21 Jr
1
J—P 2\\_— tz J — 2\\—1
1= PO [ (a1 - Q)
ou seja, da formula A.3 (pg.73) temos que
tA(6%) _ €t>‘(92)P<¢92) ([ P(HQ)) tQ 02)

Para 62 finito e ¢ € [0, 1] temos que é limitada. Da Observacao 3.1 para 62

SHA©?) H
suficientemente grande temos que Re[A(6%)] < 0 e daf segue que

A POP@) 4+ II(T = PO |9

<le

= RPN PG + (1 — P8 190!
< IP@)] +11(1 = PE) o)
< |P@)] + T - PO, viep.  (329)

Do Lema 3.1 temos que |[|[P(6?)|, ||(I — P(6%))| e ||Q(6%)] sao limitadas. Portanto
existe C' > 0 tal que e/l <O Vte[0,1], VO € R. Da expressio de F(6,t) em

(3.11) segue que

eztA(GQ)

|F(0,t)] < + HetBH <O+ elBl < 04 elBll
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para 0 <t < 1ef € R, ou seja F(,t) é uniformemente limitada para t € [0,1] e
0 € R.

Provemos as limitacoes das derivadas. Segundo [11], para j = 0, por argumentos
anéalogos aos que foram usados na demonstra¢do do Lema 3.3, usando (3.12), (3.13),

(3.23) e a construcao de I', do Lema 3.3 temos que

0 0, M,
(=1 =A%) ~ <o
0. (I — B) 140
Para j > 1, do Lema 3.3 temos que
k+j —at
oFtI / ’Zk} (Re(z)+a)t |dZ|
8tk863 - 27T 1 + 02

Como z € I' entdo Re(z) < —a. Logo Re(z) + a < 0 e como t > § > 0 entdo
(Re(z) + a)t < (Re(z) + a)é. Dai, elfe@+a)t < g(Re(z)+0)d - Agsim

okti Me=t e
_F(0.¢ J Re(z+a)d k dz| = M5 ‘
Hatkaw @, >H = 2m(1+ 62) /Fe [ 1d2] M1+ 62)

—at

onde
M.
M]f] — _]/eRe(z+a)5 }Zk} |dZ|,
’ 27 Jp
o que conclui a demonstragao da Proposicao 3.4.

Proposigao 3.5 Se W = (WO, W1 ... Wn) ¢ solugdo do sistema (3.2) com a se-
guinte condicao inicial W(x,0) = VU (z) e ||V| finita, entao W tem a sequinte repre-

sentacao
* . 0 O,
W t)= [ Fa-yougdy+( 0| v), (3:30)
onde F ¢ a transformada inversa de Fourier de F e U = (¢°, ¢, .-+ ,4").

Demonstragao: Demonstraremos em duas partes.
1 Parte: Primeiro mostraremos que a representa¢ao (3.30) é vélida no espago de
Schwartz S das fungoes de decrescimento rapido (veja pg.78).

Considere a fungao W(x,t) definida em (3.30), com ¢Y € S, j = 0,1,--- . Note
que F(SL’, t) estd bem definida e é limitada em x para cada ¢ fixado. De fato, da definigao
da Transformada Inversa de Fourier temos que mostrar que a integral

/ T F(6,t) do

[e.9]
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é finita, para todo t > 0, e para todo x € R. Da Proposicao 3.4 temos a limitagao

1F (2, 1) < (w) e=°t, Dai,

/ N | F(0,1)]| do < Mg e / N ﬁ df = Mg me".

—00
Portanto, F esta definida e é limitada em z para cada ¢ fixado.
Agora mostremos que W é solugao do sistema (3.2) com condi¢ao inicial ¥(x). Temos
formalmente que

/OO F(x—y,t)U(y)dy = % /00 /OO VR0, 1) U(y) db dy. (3.31)

o0
Verifiquemos as hipoteses do Teorema de Fubini na segunda integral em (3.31), para
que possamos inverter a ordem da integracao. Como ¥ € S temos que o integrando

em (3.31) é uma funcdo continua. Da Proposi¢ao 3.4 temos que
|l <y>H oy < [~ [ || [F@ 0] [V s dy

<M [l [

onde K é uma constante tal que

—3getn [0y < Mfpe K,

[e o]

| 1wy <

o
pois, como ¥ € S, entdo a mesma ¢é integravel. Assim pelo Teorema de Fubini as
integrais iteradas convergem e podemos trocar a ordem de integracao, obtendo de

(3.31) que

/_Z Flo—y, 0¥ () dy = i /OO /OO IR0, 1) U(y) dy df
Ll

, 5 0 O, ~
gt | grae?) _ (0) do
T or o 0, etB
1 [~ . 2y 2 0 O,
= 0Tt A0 () dp — U(z). (3.32)
21 J_ o 0, e'B

Comparando (3.32) com (3.30), obtemos que

i/ ewxetA(GQ)(I\l(G) do.

W) =
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Portanto W é a Transformada inversa de Fourier de e!4¢*) ().
Mostremos agora que cada entrada de etA(‘gQ)\/I\/(Q) sao funcoes que estao no espaco
S de Schwartz.

Da Proposicao 3.4 temos que existe § > 0 tal que

8jF0t <Mg’jeiat 1 =0,1,2 Vi>4§, 0OeR
80](’)— 1_'_92’ J=YU L4 - U, S .
Como
2 0 0,
A0 = F(6,1) + ,
Oc etB
entao
LA T T 0 0 T
W (9) = F(,1)T(0) + T(6)
Oc 6tB

tem entradas em S. Como as entradas de etA(GQ)\TI(G) sao fungoes de 6 que pertencem

a S, temos que eiexetA(92)(I\l(€) também tem entradas em S. Portanto,

1 oo ~
% N ezexetA(92)\I](0) do

converge.
Como as entradas de A(6?) sao polinomios em 6 (de grau < 2) temos que as
entradas de €% A(62)e! @)W () pertencem a S. Dai segue a convergéncia uniforme da

integral
1 o0
2 J_ o

e A(6%)e )W (6) db.

Assim W(x,t) é derivavel na variavel ¢ e

) = o [ e 15(0) i (3.33)

—00

tA(62)

Pelos mesmos argumentos temos que i0e™® A(6%)e tem entradas em S donde

também segue a convergéncia uniforme da integral
1 o
27 J_o

i0e %A (6) db

e vale a formula

1 [~ . ~
%—W(x,t) =5 / 027 A0 (0) db.
xXr m

Da mesma maneira segue que

—00

2 e’} .
OW 1y = - / (—02)% A0 G () . (3.34)
v

— 00



Para destacar apenas a primeira componente de

nentes em (3.34) iguais a zero, obtendo

64

82w

.7 fazemos as demais compo-

*wO
l"t 1 o0 . ]_ 07» 2\
Ox2 ( ) _ 2_/ (_92)€z€m etA(@ )q,(e) do
0. T J—co 0. O
1 R _92 Or 2y
= bz W (9) db. (3.35)
2 — 0o Oc O
De (3.33) e de (3.35), obtemos
W OUE (x,1)
()
ot 0.
1 [ . o~ 1 [~ —6% 0, o~
= — / 9% A(62)et AW (0) df — — / eife AW (9) df
2 —0 2m —o0 Oc O
Lo [ fa—e 0 o, )~
- eif + MW (9) df
21 J o c B 0. O
1 © a r 2y ~ a r
= e'fe W (9) do = W(z,t).
27 J o c B c B

Portanto W(z,t) é solugao do sistema (3.2).

Verifiquemos a condi¢ao inicial. Temos
lim W(z,t) ! li
im x,t) = — lim
t—0t ' 2

Da Proposicao 3.4 temos que e4©%)

Como U tem componentes em S, podemos
integracao, obtendo

lim W(x,t)

t—0+

2

T t—0t+ J_

aa

7O () df.

[e o]

¢ uniformemente limitada para 0 <t <1lef € R.

passar o limite para dentro do sinal de

o0

" (6) d6.

Isto conclui a primeira parte da demonstracao da Proposicao 3.5, para o caso do dado

inicial do sistema (3.2) estar no espago S.

2° Parte: Agora mostremos que se W é solugao do sistema (3.2) com W(z,0) = ¥(z),

e se existe M > 0 tal que |¥(z)|] < M para todo = € R, entdo W pode ser escrita

como em (3.30).

Defina,

o Uy,

z€R, m=1,2- .
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Temos que
) [Ym(o)| <M, Ve
(i) v/ eS8, i=0,---,n;
(iii) W,, converge uniformemente para .

De fato.

(i) Temos que

—m?(@—y)? mM [ —mPa—y?
v, < — 2 v dy < — e 2 dy.
Nl < <o [ < 2 y

Fazendo a seguinte mudanca de variavel z = m(\y/gz) temos que

10, (2) < —= / _Zdz<7\/_ M.

(ii) Dada a presenca do fator exponencial e a limitagao de ||¥(y)||, segue que as fungoes
PieS i=0,1,2,---

(iii) Verifiquemos que

2.2
km(s) = e ,

Vor

onde s = x — y, satisfaz as propriedades Dy, Dy e D3 da Definigao A.7 (pg.76).

Como D,,(s) é continua entao D,,(s) ¢ seccionalmente continua. As propriedades
Dy e D, verificam-se analogamente as propriedades (ii) e (ii7) para o nicleo do calor
dado na Se¢ao A.3. Para justificar D3 verifiquemos que
D, (s) — 0
|s|>n
para m suficientemente grande.

De fato, fazendo a mesma mudanga de variavel como em (i) segue que

m —m?2(s)? 1 2
Dpn(s)ds = ——m ez ds=— e *dz.
ls1>7 V21 sy VT Sz

Note que quando m — oo segue que |z| — oo. Como a integral imprépria de e 6
convergente, segue que a integral acima tende a zero.

Como D,,(s) é uma sequéncia de nicleos de Dirac e ¥ : R — R"™! é uma
fungao seccionalmente continua limitada, entao pelo Teorema A.8 (pg.76) temos que

¥, converge uniformemente para V.
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Se W, (x,t) é solucao de (3.2) com W,,(z,0) = V,,,(x), entao pela Primeira Parte

da demonstracao temos que

fal 0 O,
Wi (z,t) = /_ F(z —y,t)V,,(y) dy + U, (x). (3.36)

0o Oc 6tB

Como ||V,,(2)|| < M e V¥, converge uniformemente para W entdo pelo Teorema 3.1
segue que quando m — oo, W,,(x,t) converge para W(x,t) para todo z € Re ¢t > 0.

Dai e de (3.36) segue que

W(z,t) = lm W, (z,1)

m—r0o0
li OOF W d 00 7} 3.37
=t | [ Fe w0 @] 63

Portanto aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos que

W(x,t):/oo Flz —y,t) U(y)dy + oo U(z).

0o Oc etB

o que conclui a demonstragao da Proposicao 3.5

3.2 Condicoes para a Estabilidade Exponencial

Nesta secao apresentamos os teoremas principais relacionados a estabilidade ex-

ponencial dos sistemas (3.2) e (3.3) em uma solugao de equilibrio.

Teorema 3.6 O sistema (3.3) é exponencialmente estdvel na solugao de equilibrio

—

W =0 se, e somente se, existe a > 0 tal que todos autovalores de A(6?) possuem parte

real inferior a —a.

Demonstragao: Suponha que exista a > 0 tal que todos autovalores de A(6?) possu-
am parte real inferior & —a. Logo, da segunda parte da Proposi¢ao 3.3 (pg. 45), todos
os autovalores de B tem parte real inferior & —a. Assim, pelo Teorema A.20 existe
Ky > 1 tal que

||| < Ke™', t>0. (3.38)
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Da Proposigao 3.4, (pg. 50) com § = 1, temos

Ml
I1F(6,1)]| < ﬁovg?e*at < Mgge ™, Vi>1, VOeR.

Dai
0 o0,

6tB

etA((ﬁ) B HetBH < etA(é)?) .

[

" = |F(0, )] < Mgge ™,

donde segue que
eztA(02)

< Mgoe ™ + HetBH :
Substituindo (3.38) na desigualdade acima temos

etA(OQ)

< (Mgo+ Ky)e ™™, Vi>1, VOeR. (3.39)

Temos também pela Proposicao 3.4 que a func¢ao F'(0,t) é uniformemente limitada para

0<t<1e#deR. Portanto existe k; > 0 tal que
|F0,t)] < Ky, para 0<t<1,0€cR.

Logo
|F(0,1)] < Kie®e ™™ < Kje%e ™, para 0<t<1,0€cR.

Repetindo o calculo que foi feito para obter (3.39) temos que

etA(HQ)

< (Kye® + Kye ™™, para 0<t<1,0€cR. (3.40)
Seja P = max{M;,+ K5, Kie* + K>} e W a solucdo do sistema (3.3) dada por

WO, 1) = W0, 0).
Temos que

], <

o0

etA<92>H HW(-,O)H . (3.41)

o0

Usando as desigualdades (3.39) e (3.40) em (3.41), obtemos que

HVT/W)HOO <P HVT/(-,O)H et V>0, (3.42)

e}

Donde segue a estabilidade exponencial do sistema (3.3) na solugao de equilibrio W = 0.
Por outro lado suponha que o sistema (3.3) é exponencialmente estavel na solugao

de equilibrio W = 0. Logo, existem constantes P, o > 0 tais que (3.42) se verifica.
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Caso P < 1, trocamos P por P + 1 em (3.42). Assim da desigualdade (3.42) e do
Teorema A.20 temos que todos autovalores de A(6?) possuem parte real negativa.

Teorema 3.7 O sistema (3.2) é exponencialmente estdvel na solugao de equilibrio
W = 0 se, e somente se, o sistema (3.3) € exponencialmente estdvel na solugao de
equilibrio, YW = 0.

Demonstragao: Suponha que o sistema (3.3) seja exponencialmente estavel na solugao
de equilibrio W = 0. Entdo pelo Teorema 3.6 existe a > 0 tal que todos os autovalores

de A(6?) possuem parte real inferior & —a. Daf pela Proposi¢ao 3.4, com § = 1, existem

constantes M}, 1,7 =0,1,2,---, tais que
I o, < M- >1,0€R
grggi T OO S e Ttz LOER
Como |e*| =1 temos que
” 1 > 0z 1 OO 0z
1B 1) :'%/ o F(@,t)dGH < ﬁf | [F(6, )] do
< Mol,(]eiat /OO 1 do < M&,O 6_at7T _ M&,O e—at
- 2 o 1+02 — 2r 2 '
Logo,
| F(z,t)]| < Mgge . (3.43)
Temos também que
0*F 1 [~ . 0*F 1 [, . 0*F
—1 i0x ok
[ (5| ol = e Gona < & [t [GRon] o
Myge=* >~ 1 My, Mg,
< ) < 3 —at — ) —at
=" on /_m1+92d9— or ¢ 7T g €
e dai,
L [&°F B
HF ! {W} (x,t)” < Myge ™. (3.44)
Como R
o F (.t )
00 (0.1) = Fi(imy Pl 0)(0.0)

entao aplicando a transformada inversa de Fourier em ambos os lados da igualdade

acima obtemos,
O"F(0,t)

g (1) = Fl(=ia)"F ' [F)(x, £))(6, 1).
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Aplicando novamente a transformada inversa de Fourier em ambos os lados da igual-

dade acima temos,

F [8 F} (z,t) = (—ix)"F F)(z,1).
oo
Considerando n = 2, de (3.44) segue que
N2 F 2| ¢ L [O°F 1 _—at
|(=iz)?F (2, t)|| = 2* | F(z,t)|| = | F 0 (z,1)]] < Myge™ ™. (3.45)

Somando (3.43) e (3.45) obtemos
| E(z, )| +2® || F e, t)]| < Myge* + My ge™".
Logo,
(1+a%) [Pz, )] < (Mag + Mag)e™,
donde segue que

. K
|F D] < +1x2e*at, (3.46)

onde Ky = Mg, + Ms,.

Como todos os autovalores de A(6?) possuem parte real inferior & —a entdo
novamente pela segunda parte da Proposigao 3.3 (pg. 45) temos que Re[f;] < —a para
j=1,---,n,onde os 3; sao os autovalores da matriz B. Logo do Teorema A.20, existe
Ky > 1 tal que

[e"]] < Kze™,  Vi=>0. (3.47)

Agora seja W solugao do sistema (3.2) com a condigao inicial |[W(z,0)|| < 1.

Pela Proposicao 3.5 temos que
o 0 O,
Wet) = [ Flo =y W0 dy+ Wiz, 0).
-0 0. e

Assim

W, )| < /w £ — y.8)]| Wy, 0)]] dy + '

- 0. e

< [7 1P -0l W01 dy + ] ez o))

W(z, 0)]]

Substituindo (3.46) e (3.47) na inequagao acima temos que

00 Kl
t < —at —d K 7C|{t.
W0l < e [t i K
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Fazendo a mudanca de variavel z = y — = obtemos,

ot [ K o
Wl <o [T e e
donde temos que
IW(z,t)|| < (K7 + Ky) e, para t> 1. (3.48)

Pelo Teorema 1.4 (pagina 24) sabemos que
IW(z,t)|| < e ||W(x,0)||, para 0<t<1l,e VxecR.
Como [|[W(z,0)|| <1, segue entdao que
IW(x,t)|| < el = eltTatemat < eltaeat = para 0<t < 1. (3.49)

Escolhendo P = max{ef*t® K;m + K5}, obtemos entdo de (3.48) e (3.49) que o sis-
tema (3.2) é exponencialmente estavel na solucao de equilibrio W = 0.
Reciprocamente suponha que o sistema (3.2) seja exponencialmente estavel em
W = 0 e que o sistema (3.3) ndo seja exponencialmente estavel em W = 0. Entdo pelo
Teorema 3.6 temos que, para todo o > 0 existem 6y, A\o(6p) autovalor de A(62) e € > 0

com € > « tais que

e —a < Re(Ao(6))).

Seja ¥ () o autovetor de A(A2) associado a A\o(fy) com ||[¥ ()| = 1. Defina
Wo(z,t) = efortroolty(g).

Provemos que Wy(z, t) é solucao do sistema (3.2). De fato, seja V/V(Ho, t) = o)y (g,).
Entao ]7\/\(00, t) é solucao do sistema (3.3) e vale

Wo(x,t) = eiaoxW(Qo, t).
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Derivando em ¢, obtemos que

oW

aWO — bz __ ibox 2\ A7
S 1) = e S (b, 1) = e (A(63) W00, 1))
. —6% 0, a r —
= ¢t " W(bo, 1)
0. O c B
— 02 %0 T10 (9, t a r o
= ’ Bo) ) 7 W (0, t)
Oc ¢ B
— WO (x,t a r
WA o
0. ¢ B
92 1170
= Wy5(x,t a r
_ Ox2 0( ) + Wo(IL',t)
0. c B

Assim,

Wl Dl = || 0 (80) | = [e%7] [ X0 (o)

_ ’6)\(90)t’ _ eRe[)\(Go)]t > e(e—a)t'

Donde |[Wy(z,t)|| tende para infinito quando ¢ tende para infinito, o que contradiz a

hipotese. Portanto o sistema (3.3) é exponencialmente estével na solugao de equilibrio

—~

W =0.



Apéndice A
Conceitos e Resultados Basicos

Neste Apéndice listamos alguns dos resultados e conceitos que foram utiliza-
dos nesta dissertacao. As demonstracoes, em geral, serao omitidas podendo o leitor

encontra-las com facilidade nas referéncias indicadas.

A.1 Matrizes

Temos algumas propriedades basicas sobre matrizes utilizadas no decorrer da dis-
sertagao, que passamos a citar em seguida. Estas propriedades podem ser consultadas

em [18] e [21] por exemplo. Se A e D sao matrizes de dimensoes apropriadas, entao
[AD[| < [[A[[]|D]]-

Seja A uma matriz quadrada. Denotaremos a inversa de A, quando existir, por
A~! e seu determinante por detA.
A matriz exponencial associada & uma matriz quadrada A é definida pela série
2

A
eA:]+A+§+...

onde I é a matriz identidade.
Sejam A e B matrizes entao temos a seguinte propriedade em relagdo ao posto
de Ae B,
posto(AB) < min{posto(A), posto(B)} (A1)
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Considerando z um nimero complexo que nao seja autovalor da matriz quadrada

A, com |z| > ||A]|, entao vale a representacao

1 1 1
(z]—A)‘lz—<I+—A+—2A2+---). (A.2)
z z z
Considere agora I' uma curva fechada suave no plano complexo, a qual circunda

os autovalores de uma certa matriz quadrada A. Entao vale a seguinte representacao
et = L e (2l — A)~tdz. (A.3)

2m Jp

O proximo resultado justifica a passagem da derivada para dentro do sinal de

integral.

Lema A.1 ([11], p. 78) Se (z,y) € R?, e se A(z,y) e %(w,y) sao matrizes de funcoes
integraveis em x tais que exista uma fun¢ao integrdvel h(x) com H%(w, u)” < h(x) para

todo u numa vizinhanca de y e todo x € R, entao

o [® © 9A
= A — °z .
a5 /_OO (z,y)dx N (z,y)dz

A.2 O Indice de Rotacdao de uma Curva

Agora relembramos alguns conceitos em relacao ao indice de rotacao de uma

curva no plano complexo. Para mais detalhes ver [5],[20].

Definicao A.1 Seja D um dominio no plano complexo C e f uma fun¢ao complexa
definida em D. Dizemos que f € meromorfa em D se f possuir um numero finito de

singularidades em D todas sendo do tipo polo ou singularidade removivel.

Definicao A.2 Seja v uma curva fechada no plano complexo orientada positivamente
e zo um ponto na regiao interior a . O indice de rotag¢ao da curva v em relagao a zo,
denotado por (v, zo), € definida pela formula

Z(v,20) = L/ o (A.4)

2mi ), 2 — 2y
O indice de rotacao representa o niimero de voltas que a cuva ~y dd em torno de zj.
Seja v uma curva simples fechada orientada no sentido anti-horario. Seja D o

dominio delimitado por 7. Seja f uma fun¢ao meromorfa em D U 7. Suponha que nao

h& nenhuma singularidade ou zero de f ao longo de 7. Seja N e P o nimero de zeros
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e polos de f em D, respectivamente, contando as suas multiplicidades. Entao vale a

seguinte formula conhecida como o Principio do Argumento:

1 !/
—./f(z)dz:N—P. (A.5)
2mi ), f(2)
Note que J}/((ZZ)) = <L In[f(2)], portanto a formula (A.5) também se escreve
1 d
— | —1 dz=N —P.
s | bl

Agora fazendo uma mudancga de variavel w = f(z) em (A.5) temos,

1 [, L [ dw
QWiAf(z)d 27 J ) w Z(f(7),0), (A.6)

onde Z(f(v),0) é o indice de rotacao da curva fechada f(v) em torno da origem. Como
z percorre a curva 7y entao w percorre a curva f(y) que é a imagem de 7 pela funcao f.
Esta nova curva é parametrizada pela funcao f(y(t)), onde ¢ varia no mesmo intervalo

da parametrizagao da curva 7.

A.3 Solucao Fundamental para a Equacao do Calor

Nesta Secao relembramos alguns resultados bésicos, sobre o Problema de Valor
Inicial para a equacao do calor. Maiores detalhes e as demonstracoes podem ser encon-
tradas por exemplo em [14] ou em [22]. Relembramos apenas que para se ter unicidade

considera-se solugoes classicas limitadas.

Definicao A.3 O nicleo do calor em uma dimensao é definido por

1 —(z—y)?
= e x,yeR t>0. A7
W y (A7)

O ntcleo do calor satisfaz as seguintes propriedades:

) OK(z,y,t)  0°K(z,y,t)
ot ox?

(il) K(z,y,t) > 0;

K(zx,y,t)

(iii) f_oooo K(z,y,t)dy = 1.

A Proposicao seguinte fornece a férmula para a solu¢ao do Problema de Valor

Inicial homogéneo para a equacao do calor com dado inicial limitado.
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Proposicao A.4 Seja a : R — R uma fun¢ao tal que a € Cg(R). Entao a funcgdo
u: R x (0,00) — R dada por

mez/me%wmw@, (A8)

e}

satisfaz as sequintes propriedades:
(i) uwe C®(R x (0,00));
Ou(z,t)  Pu(z,t)

(ii) =0, VY(z,t)eRx(0,00);

ot 0x?
(i1i) lim u(z,t) = a(x), VxR,
t—0+t

(iv) u € limitada.
A préxima Proposicao fornece a formula para a solugao do Problema de Valor
Inicial para a equacao do calor no caso nao homogéneo, com dado inicial homogéneo.

Proposigao A.5 Seja T positivo. Seja b : R x [0,T] — R uma fun¢ao tal que
be Cg(R x [0,T]). Entao a fungao u: R x [0,T] — R dada por

t 00
o) = [ [ Kyt — 90 dys. (A9
0 J—-o0
satisfaz as sequintes propriedades:
(i) ue C(R x [0,T]), 3% eziste e 5 € C(R x [0, T]);

” I b - ou , 9%u ; - ~ A
(ii) Se 5 eviste e 52 € C(Rx[0,T]) entio 5 e 55 também existem e sao continuas,

(iii) ou(z,t) B 0*u(x,t)

=b(x,t), V(x,t)eRx(0,1);

ot 0x?
(iv) lim u(x,t) =0, VzeR;
t—0t

(v) u € limitada.

O Teorema seguinte, segue diretamente das duas Proposi¢oes anteriores e fornece
a formula da solugao fundamental do Problema de Valor Inicial nao homogéneo, com

dado inicial limitado para a equacao do calor.

Teorema A.6 Seja T > 0. Sejam a,b como nas Proposi¢coes anteriores e também
% ¢ Cp(R x [0,T)). Entio a tnica solugio limitada para o Problema de Valor Inicial
0 0
St = s(et) = bat), V(xt)eRx[0,T]

(A.10)
u(z,0) = a(x)
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€ dada pela formula

o0 t o0
u(z,t) = / K(z,y,t)aly) dy + / / K(z,y,t—s)b(y,s)dyds. (A.11)
—o0o 0 J—oo
Além disto, u satisfaz:
(i) u é continua.

(ii) Se % é continua e limitada entao % também existe e € continua para todo ponto
(x,t) € R x [0,T].

(iii) % e % sao continuas para (z,t) € R x [0,T7.

A.4 Nucleos de Dirac

Nesta secao enunciaremos uma definicao e um resultado relacionado aos Nicleos
de Dirac. Para mais detalhes consulte |7].

Definicao A.7 Uma sequéncia de funcoes D, : R — R seccionalmente continuas e
satisfazendo as propriedades abaizo

(D1) Dy(z) > 0;

(D2) 22, Du(w)dr = 1;

(D3) Dado e >0 en > 0, existe ng tal que para n > ng, tem-se

D, (z)dr < €.

|z|>n

€ chamada uma sequéncia de nicleos de Dirac.

Teorema A.8 sejam (D,) uma sequéncia de nicleos de Dirac e e f : R — R uma

funcao seccionalmente continua, limitada. Entao

(i) as fungoes f, abairo estao bem definidas,
fule) = [ Due—9)f(5)ds

(ii) supondo que D, seja uma fun¢ao par, temos, para cada x,

fle+0)+ flz—-0)

9

lim fo(x) =

n—-aoo 2

(iii) a sequéncia (f,) converge uniformemente para f em todo intervalo limitado fe-

chado I que nao contenha pontos de descontinuidade de f.
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A.5 A Transformada de Fourier

Nesta secao introduzimos o Espago de Schwartz e a Transformada de Fourier
fornecendo alguns resultados. Para mais detalhes e demonstragoes consulte [7].

Uma fungao f : R — C é de decrescimento réapido no infinito se f € C*(R) e
se

lim 2™D"f(z) =0

|x|—>o0
para todos m e n inteiros nao negativos. Designamos o conjunto das funcoes de decres-
cimento rapido por S, que também é conhecido como Espaco de Schwartz, o espaco
natural para se trabalhar com a Transformada de Fourier. Defininos a norma em S

como sendo

sup |z|™ [D" f ()]

z€eR

A dltima condicao na definicao é equivalente a dizer que, dados m, n > 0 inteiros,

existe uma constante, M(m,n), que depende de m e n, tal que

|z[™ |D"f(z)| < M(m,n), VzeR

Definicao A.9 Para qualquer f € S(R), definimos sua Transformada de Fourier,
denotada por f ou por F|[f], como sendo a fun¢ao f: R — C dada por

o0

fio)= [ e

[e.e]

Proposicao A.10 Se f : R — C estiver em S, entao D"f e 2™ f, para quaisquer

n,m > 0 inteiros, estao também em S. Consequentemente, x™ D" f estd em S.
Proposicdo A.11 Se f € S(R), entao F[f] € C*(R) e satisfaz:

(i) DyF(f] = Fl(—iz)" f(x)]

(i1) FID"f]= (i6)"Ff].

Proposicao A.12 Se f: R — C for uma fung¢do de S(R), entao a Transformada de
Fourier [ : R —s C serd uma fungio de S(R).

Definigao A.13 Seja f € S(R), e seja ]?SUG Transformada de Fourier. Definimos a

Transformada Inversa de Fourier, denotada por f ou por Ff], como sendo a fun¢ao
f:R — C dada por

[e o]

fmzi[aw@w

21 J_ o
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A.6 Outros Resultados de Analise e Equacoes Dife-

renciais

Teorema A.14 (Teorema da Funcao Inversa)(ver [20], p.200) Sejam U um aberto
de Ce f:U — C uma funcao analitica. Suponha que —(zo) # 0 onde zy € U.
Entao existe uma vizinhanga aberta V de zo, V. C U, tal que f(V) = W € aberto e
fIV :V — W possui uma inversa (f|V)™ =g: W — V, a qual ¢ analitica.

Teorema A.15 (Formula de Taylor)(ver [19], p.69) Seja [ : U — R de classe C?

no aberto U € R™. Fizado a € U, para todo v = (ay, -+ ,a,) € R" tal que a +v € U
escrevamos
f(a+v)—f(a)— a; + = Z@ aozj—i-'r’()
Zj_
as derivadas sendo cdlculadas no ponto a. Entao
lim @ 0
v—0 ‘U|2

Teorema A.16 (Desigualdade do Valor Médio)(ver [19], p.107) Seja f : U — R™
diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta [a,a + v] C U. Se para todo
t €10,1], tem-se |Df(a+ tv)| < M entao

[f(a+v) = fla)] < Mlv].
Teorema A.17 (Teorema do Valor Médio)(ver [19], p.61) Dada f : U — R diferen-

cidvel no aberto U C R™, se o segmento de reta [a,a+v] estiver contido em U entdo
existe 6 € (0,1) tal que

fla+w) = fla) =

g_i(a+90) = (Vf(a+0v),v) = Z o

onde v = (v, -, v").

Teorema A.18 (Teorema da Convergéncia Dominada)(ver [2], p.46) Seja X um es-

paco de medida com a medida de Lebesgue. Suponha que para t € [a,b], a fungao

x — f(x,t) seja integravel em X, 2 E erista em X X [a,b] e que existe uma func¢do
integravel g em X tal que

of

—(z,t)| < gz

L at)] < ot
Entao a funcao

b
F(t) = (z,t)dz

é diferencidvel em [a, b] e
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Teorema A.19 (ver [1], p.5308) Seja f : R" — R um campo escalar com derivadas
parciais de sequnda ordem D;;f continuas na bola B(a,r). Entdo para todo y € R tal

que a +y € B(a,r) temos

flaty)— Fa) = V@) y+ gHa+ ey, 0<e<l

onde
n

yH(a+cy)y' = D Difla+ cy)yiy;.

i=1 j=1

Lema A.1 (Lema de Gronwall)(ver [21], p.37) Sejam u e v fungdes continuas ndao

negativas em [a,b] tais que, para o > 0, satisfazem a

u(t) < a +/ v(s)u(s)ds, tela,b)].

Entao
u(t) < aela v ds,

Em particular, se a = 0 entao u = 0.

Lema A.2 (Lema de Gronwall Generalizado)(ver [8], p.61) Sejam «, B e ¢ fungoes

continuas definidas em um intervalo (a,b), tais que >0 e

i(z) < afz) +/ B(s)d(s) ds.
T
Entao .
§(z) < a(x) +/ B(s)a(s)els du gg.
zo

Teorema A.20 (ver [21], p.73) As sequintes proposi¢oes sao equivalentes

(i) O sistema x’ = Ax € um atrator.

(ii) Todos o0s autovalores de A tém parte real negativa.
(iii) Ezistem p >0 e K > 1 tais que ||ez] < Ke ||z para todo x € R et > 0.

(iv) O sistema x' = Ax € topologicamente conjugado a ¥’ = —x
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