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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo sobre os Espacos Métricos apresentando sua defini¢cao junto
com alguns exemplos e resultados, buscando ferramentas suficientes para demonstrar o teorema
de Baire. Teorema este que possui aplicagdes tanto na Andlise Funcional, quanto na Topologia,
o qual destaca sua importancia. Para poder demonstré-lo fizemos o estudo na teoria dos Espacos
Métricos como: bolas e esferas, conjuntos limitados, distancia entre ponto e conjunto e entre
conjuntos. Além destes, estudamos sequéncias, bem como a topologia dos espagos métricos,
conjuntos abertos e conjuntos fechados. Também estudamos as fun¢des continuas, destacando a
definicao de homeomorfismo e de continuidade uniforme. E para podermos analisar o teorema
de Baire investigamos os espacos métricos completos e suas relacdes com as sequéncias de
Cauchy. Porém, antes de apresentar o teorema em si e demonstra-lo, fizemos uma breve biografia
de René-Louis Baire, e em seguida, realizamos a generalizacdo do Principio dos Intervalos
Encaixantes em Andlise, o qual é um resultado basico importante para a teoria.

Palavras-chave: Espacos Métricos. Fun¢des continuas. Topologia.



ABSTRACT

In this paper we conducted a study on Metric Spaces presenting its definition along with
some examples and results, looking for enough tools to demonstrate the theorem from Baire.
This theorem that has applications in both Functional Analysis, how much in topology, which
highlights its importance. In order to demonstrate this, we have done the study in the theory of
spaces Metrics as: balls and spheres, limited sets, distance between point and set and between
sets. Besides these, we study sequences, as well as the topology of metric spaces, open sets and
closed sets. We also study the continuous functions, destacando a defini¢do de homeomorfismo e
de continuidade uniforme. And so we can analyze the theorem Baire’s investigation investigated
the complete metric spaces and their relationships with the sequences of Cauchy. However,
before presenting the theorem itself and demonstrating it, we made a brief biography from
René-Louis Baire, and after that, we realize the generalization of the Interval Principle Fits in
Analysis, which is an important basic result for the theory.

Keywords: Metric Spaces. Continuous Functions. Topology.
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INTRODUCAO

A Matematica, bem como seus ramos, encontra-se bastante ampla e desenvolvida. Mas,
ainda assim, existem lacunas a serem preenchidas, uma vez que cada resultado gera novos
questionamentos. E assim, sdo necessdrios novos estudos para a ampliacdo dos significados.
Dentre os diversos campos da Matematica, estd a Topologia que, conforme Marcon (2000), tem
uma vasta quantidade de aplicacdes. Este fato deixa clara a importancia de ter uma base relevante

de "ferramentas", que neste caso, podem ser: defini¢des, proposicdes, exemplos, dentre outros.

Um conceito importante € o de distincia, ao qual Domingues (1982) explana que:

Tanto no Célculo como na Geometria, para citar dois exemplos apenas, mesmo
quando estudados de maneira elementar ou intuitiva, € fundamental o papel que
desempenha a nocdo de "distincia entre dois pontos"ou conceitos derivados
dessa nocao, como o de "vizinhanga de um ponto”, por exemplo. Citemos
entre outras, as definicdes de ponto de acumulacao, limite, fun¢do continua
e comprimento de arco que, direta ou indiretamente, dependem da nocao
de distancia (ou da nocdo de vizinhanca). Assim parece 16gico quando se
busca uma generalizagcdo do Célculo, da Andlise ou da Geometria, visando a
resolver problemas mais amplos, buscar antes uma generalizag¢do do conceito de
distancia que independa das particularidades dos diversos tipos de "espago'em
que intervem tal nocao (DOMINGUES, 1982, P. 37).

Os espacos métricos vem exatamente obter essa generalizacio, o que coloca em exposi¢ao
a sua importancia. Desse modo, esse pode ser utilizado tanto pra resolver problemas que estao
sendo estudados quanto para abrir novas possibilidades. Isto pode ocorrer, pelo fato de estarem
relacionados, em meio ao contetdo de espacos métricos, conceitos como sequéncias, conjuntos,
fun¢des, continuidade uniforme, dentre varios outros, que possuem diversas aplicagdes. De
maneira especifica, se focarmos apenas no conteido de fung¢des, ja teremos um grande campo de
estudo e de aplicacdes tanto realizadas no cotidiano quanto na propria Matematica. E isso, pode

servir de base para indicar o quao extenso pode ser o potencial dos espacos métricos.

Por outro lado, um dos grandes resultados sobre os espagos métricos € o Teorema de Baire
que serve de suporte para o desenvolvimento de conceitos importantes para Andlise funcional
e a Topologia, ao qual objetivamos demonstrar. Através do Teorema de Baire, é possivel, por
exemplo, mostrar que existem funcdes continuas em todo dominio e ndo derivdvel para qualquer

ponto do dominio.

Mas, para podermos realizar nossos objetivos, serdo precisos ferramentas, definicdes
e resultados preliminares. Estes resultados que estdo presentes em diversas dreas como na
Topologia e no Célculo serdo organizados e apresentados em 4 capitulos. Apds estes, serd
apresentada uma breve biografia de René-Louis Baire baseada em O’Connor e Robertson (2000),

e além disso, enunciado e demonstrado o Teorema de Baire, baseado em Lima (2011), no
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Capitulo 5.

O primeiro Capitulo serd composto da defini¢do e exemplos de espagos métricos, bem
como os conceitos de bolas e esferas, métricas equivalentes, conjuntos limitados, distancia entre
ponto e conjunto, € entre conjuntos. Esses resultados foram baseados em Domingues (1982) e
Marcon (2009).

Posteriormente, no segundo Capitulo, tendo como referéncia Domingues (1982) e Lima
(2011), serdo apresentadas as sequéncias em espacos métricos e topologia, onde serdo expostos
os conceitos de limite de sequéncias, sequéncias em espacos vetoriais normados, conjuntos

abertos e conjuntos fechados.

Além disso, no Capitulo 3, serdo exibidos, baseando-se em Domingues (1982) , os princi-
pais resultados relacionados a fun¢des continuas. Ou seja, defini¢do e exemplos, homeomorfismo
e continuidade uniforme. J4 o Capitulo 4 serd composto pelos espacos métricos completos,
porém antes da defini¢do desses espacos serdo definidas as sequéncias de Cauchy. Este capitulo
foi desenvolvido através de uma revisao bibliogrifica das obras de Lima (2011) e Lima (2010), e

serd encerrado apds serem definidos os espagos de Banach e de Hilbert.
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1 ESPACOS METRICOS

1.1 Definicao e exemplos

Primeiramente vejamos algumas defini¢Oes referentes aos espagos métricos e alguns
exemplos. Estes espacgos, sdo constituidos por propriedades que os relacionam com diversos
resultados importantes, pois generaliza os conceitos de distancia de maneira que independa do

espago.

Podemos perceber que, embora ndo muito complexa a sua defini¢do € bastante relevante,
pois para verificar se determinado espago a satisfaz, € necessario conhecer também as proprieda-
des particulares de cada um destes. Isto ficard mais claro a medida que vamos apresentando os

exemplos.

A primeira defini¢do, mas ndo menos importante, € a de métrica em um conjunto, a qual

Veremos a seguir:

Definicao 1.1 Uma métrica em um conjunto ndo vazio M é uma funcdo d : M x M — R que

associa a cada par de elementos x,y € M um niimero real d(x,y) que satisfaz as propriedades:

(i) d(xz,y) >0, Vx,y € M;
(ii) d(z,y) =0z =y,
(iii) d(z,y) = d(y,x), Vx,y € M;
(iv) d(z,z) < d(z,y) + d(y, ), Vz,y,z € M.

O ndmero real d(z,y) descrito é chamado de distdncia de = a y. Chamaremos 0s

elementos do conjunto M de pontos. E agora, podemos definir o que € um espago métrico.

Definicao 1.2 Um espaco métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto ndo vazio e d é uma

métrica em M.

Quando ndo houver confusio, ou seja, quando a métrica d ja estiver subentendida no

contexto, diremos “o espaco métrico M.

Observacao 1.1 A propriedade (iv) é chamada desigualdade triangular.
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Proposicao 1.1 Se x,y e z sdo elementos do espagco métrico, entdo

|d(z, y) — d(z, 2)| < d(y, 2).

Demonstracao. Queremos mostrar que
—d(y, 2) < d(z,y) — d(x,z) < d(y, 2).
Mas, pela desigualdade triangular (iv) temos que
d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
Observe que reorganizando os termos obtemos a seguinte desigualdade:

_d(yaz) gd(m,y)—d(w,z) (1.1)

Por outro lado, utilizando a desigualdade triangular sob d(z, y) teremos que
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Isto €,

Porém por (iii) d(z,y) = d(y, z). Assim,
Portanto, pelas equagdes 1.1 e 1.2,

como queriamos. |

Definicao 1.3 Sejam (M, d) espaco métrico e S C M um subconjunto de M ndo vazio. Se
considerarmos a fungdo d:= d|sxs temos que d é uma métrica sobre S e portanto (S, d) é um
espaco métrico. Nestas condigdes, dizemos que (S, d) é um subespaco métrico de (M, d) e que

d|sxs € chamada de métrica induzida por d.
Observacao 1.2 Muitas vezes a métrica d|sxs € também denotada por d.
Vejamos agora exemplos de espacos métricos e suas particularidades.

Exemplo 1.1 (A métrica ''zero - um'') Qualquer conjunto ndo vazio M é um espaco métrico
tomando d : M x M — R dada por

d(z,y) 0, se x=
x,y) = :
Y 1, se x#y
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Vamos justificar que d é uma métrica.

() d(z,y) =0,se x =youd(x,y) =1,sex # vy, Vx,y € M. Logo,
d(z,y) > 0,Vz,y € M,

(i) d(z,y) =0,se x =y,Vr,y € M. Esex =y, d(x,y) =0, Vx,y € M,

(iii) d(x,y) = d(y,x),Vo,y € M;

(iv) Se x = y entdo vale
d(y,z) +d(z,y) > 0=d(z,2).

Se x # z entdo y # x ou y # z e assim, a desigualdade continua vdlida, pois
Vejaque se © # 2z, x # y e y # z vale também a desigualdade

d(z,y) +d(y, z) > d(z, z).

Portanto, d é uma métrica em M.

Observacao 1.3 Embora a métrica zero-um seja bastante trivial ela é importante na constru¢do

de contra-exemplos.

Exemplo 1.2 (A reta R) Considere a funcdo

d:RxR—=R

(z,y) = d(z,y) = |z —yl.

Verifica-se que (R, d) é um espaco métrico.

De fato,

(i) Note que por propriedade modular, |z — y| > 0, Vz,y € R;

(ii) Agorase |z —y| = 0, entdo z — y = 0. Isto é, z = y. Reciprocamente, se x = y entdo

x —y=0.Ouseja, |x —y| = 0.

(iii) Veja que
[z —y| = [(=1)(y — )]
= [(=1)(y — z)|
=1-|y—a
= |y —z|,Vz,y € R.
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(iv) Temos que
le—yl=|lr—z+z—y|<|x—2z|+|z—y|,Vz,y € R.
Além disso, |z — y| = |y — 2|, por (iii). Ou seja,
|z —y| = |z — 2|+ |y — 2|, Vz,y € R.

Portanto, d é uma métrica em R, e como R € ndo vazio, o par (R, d) é um espago métrico.
Exemplo 1.3 (O espaco euclidiano R") Em R" = {z = (z1,...,2,);2; € R,j = 1,...,n}
definiremos trés métricas importantes. Para isso, consideremos

= (21,0, Tn), Yy = (Y1, oy Yn) € R"

arbitrdrios. Definimos:

(1) Métrica euclidiana

d(z,y) = /(@1 —11)? + oo+ (20 — yn)? = \/ Zl(l’z — ;)%

(2) Métrica da soma

do(z,y) = |v1 — | + ..+ |20 — Yn| = ; |z — vil.

(3) Métrica do mdximo

dp(x,y) = max |x; — ;.
m (T, Y) lgign‘ i — Yil
E denotaremos por d, d, e d,,, respectivamente.

Observacao 1.4 A menos que seja mencionado o contrdrio, sempre que nos referirmos ao

espaco métrico R", estaremos tratando do conjunto R" munido da métrica euclidiana.
Vamos mostrar agora que d, d, e d,,, definem métricas em R".

(1) Métrica euclidiana

(i) Notemos que (z —y)? > 0,Vz,y € R.

Assim,
dx,y) = (21 — )+ oo + (@0 —yn)> > 0,V2 = (21, .00, Tn), ¥ = (Y1, -, Yn) € R™.

Dessa forma, podemos garantir que

d(z,y) = \/(Il — )2+ .+ (o —yn)? =

Ve = (21, ., Tpn), ¥y = (Y1, .-, Yn) € R™.



Capitulo 1. Espacos métricos 16

(ii) Percebamos que em R, /(z — y)? = 0, se e somente se, x = ¥.

Logo,

d(x,y) = \/(xl —y)*+ .+ (xn - yn>2 =0,
se € somente se,
(1 —y1)* + o+ (20 —yn)* = 0.

Mas,
(21— y1)* + oo 4 (20 — yn)? = 0,

se e somente s€, 1 = Y1, ..., T, = Yn-

(ii1)) Temos que

d(z,y) = V(@1 = y0)? + oo+ (20 = ya)?

(D) — )PP + - 4+ (1) (Yo — 20)]?
(=1)*(y1 — 1) + .. + (=1)* (Yo — 20)?
(y1 —21)2 + oo+ (Yo — x0)?

d(y,x), VYo = (1, ..., xp), ¥y = (Y1, ..., Yn) € R™.

J/
J/
v

Para verificarmos a propriedade (iv) utilizaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz no

R" cujo enunciado é: Se z1, ... , x, € Y1, ... , Y, SA0 nimeros reais arbitrdrios, entdo

n n 1/2 n 1/2
=1 =1 =1

Observemos que dados quaisquer r, s € R,
(7"—8)2 =72 —2rs+s2 >0,

isto é, 2rs < r? 4+ &2,

Nesse sentido, se fizermos p = /(22) + ... + (22) e r = \/(y2) + ... + (12), é verdade
que

2 2
o Jmil lwl iy
p g P ¢
para qualquer ¢, com 1 < ¢ < n. Somando-se em relacdo ao indice ¢ obteremos que

2 n
— ) ] <141,
L

€ portanto,

>zl Sp-qz\/x?+...+x§-\/y?+...+yg

=1
que € a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Agora podemos verificar a propriedade (iv).



Capitulo 1. Espacos métricos 17

(iv) Considere z = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21, ..., 2,) pontos de R". Dessa forma,

n

() = D (o~ wi)

17:11 ) " ) =1 " )
< (wi—z) 2| ) (i - )] [Zm —u)| 4D (i)
=1 =1 i=1 i=1
2
= Z(ifz —2)? + Z(Zz — yi)?
=1 1=1

= [d(z,2) + d(z,y)]".

Com isso, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
Assim, podemos concluir que a métrica euclidiana define uma métrica em R".

(2) Métrica da soma

(i) Vejaque |z —y| > 0,Vx,y € R. Dessa forma,

n
do(z,y) = |zi—vi| = ler—wn|+.. A an—ynl > 0,2 = (21, ... 7).,y = (y1, .., yn) € R".
i=1
(ii) Temos que |z —y| = 0 < x — y = 0, ou seja, z = y para quaisquer z,y € R. Assim, por
0 )

i=1
Mas,
|in—yi| :O@xz—yzzo

Isto é, x; = y;. Logo,

ds(z,y) = Z|1’vz —yil =0 & [z = yil.

=1
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(iii)) Percebamos que

n

=1
= lz1 =yl + .. + [0 —
= (=11 —21)[ + . + [(=1)(yn — 72)]
= |(=Dlly1 — 21| + .. + [(=Dlyn — ]
= [y — z1] + o + [y — T

n
- Z lyi — @i
1=1

= ds(yax)7vx = (‘Th "'7xn>7y = (?Jl, 7yn) S Rn

(iv) Temos que

n

=1
=z — |+ |20 — Yl
=lm—z+ta -yt v — 20+ 20— Ul

S ‘.1'1 - Zl’ + |Zl _yl‘ + .t ’xn - zn’ + ’Zn _yn’

n n
=Z|Ii—2’i|+2|zz‘—yi|
i=1 i=1

=ds(z,2) + ds(2,9).
Mas por (iii) ds(z,y) = ds(y, ). Ou seja, ds(z,y) < di(z, 2) + ds(y, 2).

(3) Métrica do maximo

(i) Sabe-se que d,,(z,y) = max |z; — y;|. Mas, |z —y| > 0,Vz,y € R, ou seja,

|Iz‘ - yi‘ >0,
onde 0 <7 < n. Logo,

dm(z,y) = max lz; —yi| > 0,Ve = (21, ..., 20),y = (Y1, -, Yn) € R™

(i) Temos que
dm(fay):fg,a} zi—yl =0 |-yl =02, —yu=0& 1=y,

onde 0 < i < n.
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(iii)) Observa-se que

|$_y| = |y_x|7vxay€R

Dessa forma, |x; — y;| = |y; — x;] onde 0 < i < n, e portanto,

dp(z,y) = max |x;—y;| = max \yZ x| = dpn(y, ), Ve = (21, ..., 2),y = (Y1, .., Yn) € R™.

1<i<n

(iv) Notemos que

[w: — 4l < max |z —yil.

Além disso,

L < L
|37z Z,| > g%);’xl ZZ|

[z — il < max |z — yil.

Mas,
|z — il <z — 2| + |20 — uil,

com 0 <7 < n. Assim,

max |z; — y;| < max |z; — 2| + max |z; — yi.
1<i<n 1<:< 1<i<n

Isto é,
Ao (2,y) < di(2,2) + dp(zg), VT = (X1, -, ), Y = Y1503 Yn), 2 = (21, . 20) € R™.

Com isso, d,, € uma métrica.

1.2 Meétricas equivalentes

As métricas equivalentes t€m sua importancia devido o fato de que em determinados

espacos, € mais simples utilizar uma destas do que outra.

Dadas as métricas d e d’ no mesmo conjunto M, escreveremos,
M, = (M,d), My = (M,d"), By(a,r) = bola de centro a e raio r segundo a métrica d, etc.

Definicao 1.4 Diremos que d é equivalente a d', indicamos por d ~ d', se para todo p € M e
todo £ > 0, existe § > 0 tal que By(p,0) C By(p, ). Isto é, d ~ d' se, e somente se, toda bola

aberta segundo d' contém uma bola aberta de mesmo centro segundo d.

Proposicao 1.2 Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Se existem niimeros reais r, s > 0
tais que
rd(z,y) < d(z,y) < sd(z,y)

para quaisquer x,y € M, entdo d ~ d'.
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Demonstracao. Seja p um ponto de M e consideremos a bola By(p, €). Mostremos que
By (p,re) C By(p,e).

De fato, dado = € By (p,re), entdo d'(z,p) < re e como rd(xz,p) < d'(z,p), obtemos que
rd(x,p) < re. De onde segue que d(z,p) < €, e assim, x € By(p, €).

Consideremos agora a bola By (p, ) e provemos que By (p, §> C Ba(p,e). Dado
x € By (p, §> entdo d(x,p) < z e daf d(z,p) < €. Mas,
d'(z,p) < sd(z,p)
e portanto, d'(x,p) < € o que implica que = € By (p, ¢). |
Mostremos agora as seguintes relacdes em R":
A (2, y) < d(z,y) < ds(2,y) < ndp(z,y).

Primeiramente, vamos verificar a desigualdade d,,(z,y) < d(z,y). Temos que para algum j
coml<j<n,
dm(x,y) = |$j - yj|'

25—yl = /(@ = 9)? < V(@ —1)> + o+ (20— ya)? = d(2,y).

Agora vamos verificar que d(x,y) < ds(z,y).

Mas,

De fato,

d(z,y) = V(1 —11)2 + ... + (2 — yn)?

S\/|x1 - y1|2 + ot |xn - yn|2 + 2|$1 - y1||I2 - y2| + ot 2|wn—1 - yn—1| + |xn - yn|
=lz1 =yl + .o+ |20 — Yl
=ds(z,y).

Por fim, para prova a desigualdade ds(x,y) < nd,,(z,y) vamos supor que

25 —y;l = gﬁé |2 — il
Assim,
|.I‘1 _y1| S |$j _yj|a"'7 |$n _yn| S |mj _yj|'

E consequentemente,
ds(m7y) = |{L‘1 - y1| +ot |$n - yn| S ’I’L|ZL‘j - yj| = ndm(xay)
Exemplo 1.4 (Espacos vetoriais normados) Seja E um espaco vetorial sobre R. Uma norma

em I é uma aplica¢do

|-|: E—R

que associa cada vetor v € E a um niimero real ndo negativo ||v|| que satisfaz:
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NI) ||v]] =0 < v =0;
N2) [lav]] = |all[v]], Ya € R

N3) ||lu+ || < |u|| + |||, Yu,v € E.

Observagdo 1.5 Seja um espaco vetorial E. Entdo

ull = 1[oll] < ffu = vl], Vu, v € E.

Vamos mostrar que
—lfu = ol < Jul] = [Jv]] < [lu =[], Yu,v € E.

Notemos que
v+ u —ul| + |[ul] < Jo—ul] + 2[[ul].

Somando-se —2||u|| em ambos os lados da inequagdo, obtemos

o[l = [ull < |l —wul|
= [I(=1)(u = v)|]
= [(=Dl[[u = v]]
— JJu— ]l
Isto é,
oIl = {lull < Jlu =]l

Multiplicando ambos os termos por (—1) obtemos
—lu = f] < [ful] = o]

O que satisfaz a primeira desigualdade.

Por outro lado,
lu+v =l +[l] < [lu—of| +2[Jv]].
Somando-se —2||v|| em ambos os lados, temos que
[ull = ol < lu =],

o que satisfaz a segunda desigualdade.

Um espaco vetorial normado é um espaco vetorial £ munido de uma norma || - ||.

Se E é um espago vetorial normado, com a norma || -

, a fun¢do

d:ExE—R
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(u,v) = d(u,v) = ||lu—v||
é uma métricaem F .

De fato,
() d(u,v) =|ju—2v|| > 0,Vu,v € E.
() d(u,v) =llu—v||=0u—v=0%&u=w.
(i) d(u,v) = [fu—v[| = [(=Dl[[u =[]l = [|(=1)(w = v)[| = [[v = ul]| = d(v,u),Yu,v € E.

iv) d(u,v) = |lu—v|| = |Jlu —w+w —v|| < ||lu—wl|| + ||lw—v|| = d(u,w) + d(w,v).
Mas, por (iii) d(w, v) = d(v, w). Portanto,

d(u,v) < d(u,w) + d(v,w).
Dessa forma, d é uma métrica em F.

Esta métrica € chamada de métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.5 (Espaco das funcdes reais limitadas) Seja B(X; R) o conjunto das fungoes li-

mitadas de X em R, isto é,

B(X;R) :={f: X — R, félimitada}.

Tem-se que B(X; R) é um espago vetorial munido das operagées de soma e produto por

escalar, isto é,
(f +9)(z) = f(z) + g(x),Yf, g € B(X; R);
(af)(z) = af(x),Ya e R,Vf € B(X; R).

Neste espaco vetorial a funcdo dada por:
|-+ B(X;R) - R
S =1l

onde || f|| .= sup{|f(x)|;x € X} é uma norma.

Com efeito, percebamos que ||f|| estd bem definida, pois pelo fato de f ser limitada,
existe sup{|f(x)|;z € X}. E ainda, || f|| € R, para qualquer f € B(X; R).

Além disso,

ND [[f[l =0« [f(z)] =0,Vo € X & f(z) = 0,Vz € X;
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N2)

laf|l = sup{laf(2)];z € X, a € R}
= sup{le||f(z)[;z € X,a € R}
= lafsup{|f(z)};z € X,a e R}
= lalI 1]

N3) Dadas f,g € B(X; R), entdo para qualquer z € X
[f (@) + g(2)] < [f(2)] +[9(z)] < sup{[f(x)[;z € X} + sup{lg(z)[; 2 € X}.

Notemos que sup{|f(x)|;z € X} + sup{|g(z)|;x € X} € constante, logo é uma cota

superior para o conjunto {|f(z) + g(z)|; x € X }. Consequentemente,
sup{|f(z) + g(z)[;z € X} < sup{|f(2)|;x € X} + sup{[g(x)];z € X}.

Portanto,
F + gl < 111+ gl
E com isso, B(X; R) é um espaco métrico com a métrica induzida pela norma dada por

d(f,g) = sup{|f(x) — g(z)|;z € X} para quaisquer f,g € B(X; R).

Exemplo 1.6 (Espaco das funcdes continuas em um intervalo fechado) Denotemos por C(|a, b))
o conjunto das fungdes continuas f : [a,b] — R com as operagdes de soma e produto usuais.

Temos que C([a, b)) € um espago vetorial.

Neste espago vetorial a fungdo || - || : C([a, b]) — R definida por

b
1]l := / f(@)ldx

é uma norma em E.

De fato,

f(@)] =0,V € [a, ],
se f: |f(x)|dz = 0, entdo | f| é identicamente nula, e consequentemente, f(z) = 0.

N1) Como a fung@o | f(z)| é continua no intervalo [a, b], e além disso,

De fato, se existisse algum ponto xy € [a, b] onde |f(xo)| = ¢ > 0, existiria um intervalo
ndo degenerado [, 5] C [a,b] tal que |f(z)] > g para todo = € [«, 5]. Entdo como
|f(z)| > 0, terfamos

b B
[ @iz = [ s@yde > 55 -a) >0,
0 que € uma contradi¢do.

Reciprocamente, se f(x) = 0 entdo |f(z)| = 0. Dessa forma, fab |f(z)|dz = 0.
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N2) Temos que
b
lafll = [ laf()ds
b
~ [ lallf @)z

b
= |o] / f(@)|da
— |a|||f|], Ve € R, ¥z € [a,b].

N3) Temos que dadas f, g € C([a,b]) é satisfeita a seguinte desigualdade
f(2) + g(=)] < [f(@)] + [g(2)].
Entdo para todo x € [a, b] segue que

s(ILf +gl; P) < s(|f| +|gl; P)

S(f +gl; P) <SS +1gl; P)

para toda parti¢do P, e portanto,

/ab|f+g|dx§/ab(|f|+|g|)dx=/ab|f(x)|dz+/ab|g<m)|dz_

Portanto,
ILf 4+ gll < LI+ 1lgll, V. g € Cla, b]).

Logo C([a, b]) é um espago vetorial normado, e portanto é um espago métrico com a

métrica induzida da norma dada por
b
A(7.9) = 1If = gll = [ 15(0) = gla)ldz. 5.9 € C(la.b).

Exemplo 1.7 (Um subespaco das funcdes reais limitadas) Observemos que C(|a, b]) pode ser
considerado um subespago vetorial de B([a, b]; R), pois toda fungdo continua definida em um

conjunto compacto é limitada.

Assim, C([a, b]) é um espago métrico com a métrica induzida de B(|a, b]; R), isto é,
d(f.g) == sup|f(x) — g(z)];x € [a,b],Vf, g € C([a, b]).

Exemplo 1.8 (Espacos vetoriais com produto interno) Seja E um espaco vetorial real. Um

produto interno em E é uma aplicagcdo
(,): ExXFE—R,

que associa a cada par (u,v) € E x E um nimero real (u,v) que satisfaz:
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(P1) (cu,v) = alu,v),Vu,v € E;
(P2) {u,0) = {0, ), Yu, v € B
(P3) (u+ w,v) = (u,v) + (w,v),Vu,v,w € E;

(P4) (u,u) >0,Yu € E,u#0.

Um espago vetorial E munido de um produto interno (-, -) é chamado de espago vetorial

com produto interno.

Considerando o espago vetorial E com produto interno (-, -), mostraremos que:
(a) uw=0< (u,u) = 0;
(b) (0,u) =0,Yu € FE;

(c) (auy + bug, cvy + dvg) = ac(uy, v1) + ad(uy, va) + be(ug, v1) + bd(uz, v2),

Yuy, ug, v1,v9 € E.

De fato, se u # 0, entdo por (P4) (u,u) > 0, o que é equivalente ao item (a).
Por outro lado 0 = Ou, assim, (0, u) = (Ou, u), e por (P3)
(Ou,u) = 0{u,u) =0,
que valida (b).

Por fim,

(auy + bug, cvy + dvy) = {auy, cvy + dvy) + (bus, cvy + dvy
= (cvy + dvy, auy) + {cvy + dvg, buy

)

)
= (cvy, auy) + (dvg, auy) + (cvy, bug) + (dvg, bus)
= c(v1, auy) + d{ve, auy) + c(vy, bug) + d{ve, bus)
= c({auy, v1) + d{auy, ve) + c(bug, v1) + d{bug, v2)
= caluy, v1) + da{uy, ve) + cb{ug, v1) + db{us, vo)
= ac{uy, v1) + ad(uy, v9) + bc{ug, v1) + bd{ug, va).

Se E é um espago vetorial com produto interno (-, -) entdo
|-||: ExE—=R
(u, w) = [lul| = v/(u, u)
¢ uma norma em E.

Com efeito, temos que
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ND) ||u]] = /{(u,u) =0 < (u,u) =0 < u =0

N2)

laul] = v{au, au)
= v alu, au)
= v a{au,u)
= Va2 (u,u)
= va2\/{uu)
= lalv/{u,u)

= le[full;

N3) Para mostrarmos que ||u + v|| < ||ul|| 4 ||v|| serd necessario utilizar a Desigualdade de

Cauchy Schwarz a qual ird ser demonstrada inicialmente.

A Desigualdade de Cauchy Schwarz é a seguinte:
[(u, 0} < [[ul[||v]], Vu,v € E.
Se z = y = 0 ndo hd o que se provar. Sejam x # 0 e y # 0 e a« € R. Observemos que

0 < |lu+av|]* =(u+ av,u+ av)
u,u+ o) + (v, u + av)
(u, aw

) + (u+ av, av)
(aw,u) + (u, av) + (v, av)
) +

U, U

u, U

(av,u) + alv, av)

u,u) + v, u) + alv, u) + a{av, v)
u, 1) + 2av, u) + o (v, v)

= [lul® + 2a(u, v) + a®[Jv]*.

=

= (u,u) +

= (u,u) +

= (u,u) + a(v,u
= (u,u)

= (u,u)

|

Logo, temos um trindmio do segundo grau em « cujo valor é sempre ndo negativo, o que

equivale a:
A = 4u,v)” = 4[ulP[o]* < 0= (u,0)* < [ful[*][v] ],

€ assim,
[(u, v)| < [ful[][v]].
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Agora mostraremos que ||u + v|| < ||u|| + ||v||, Vu, v € E. De fato,

[lu+v]|* =

S

c

+ =

<
/\\Q/\/

ul[* + 2{u, v) + [[v]]*
ul[? + 2 Jul[[[o]] + [ [v]|*
[lull + vl

A I
— — — — j@\ —~ —~ —~
£
+
<
£
+
=
~ \@/ ~ ~
+ -
<
<

Desse modo,
[ +ol| < [lul| + [[v]], Vu, v € E.

Se considerarmos o espaco vetorial C'([a, b]) onde a < b, a aplicagdo

(-,): C([a,b]) x C([a,b]) = R

b
(f.9) = (f.g) == / f(@)g(z)da

¢ um produto interno em C(|a, b]).

De fato, observemos que

(P1)
@ha) = [ () (@)gla)dz
= [ ast@gtas
— o [ sty
=a(f,9),Yf,g € C([a,b]),V € R.
(P2)

() = [ fa)gla)da
= | glz

)f(x)dx

=9, f),Vf, g € C([a,b]).

a
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(P3)
ram= [ (4 9) ()
= [ + st
=/ﬁﬂ>h<»+mmmwux
/ f@ da:—l—/abg( Vh(a)da
+ 9,1V, 9. h € C([o, ).
(P4)

o f) = / s = [ (o).

Notemos que [f(x)]* > 0 e é continua em [a, b]. Consideremos ¢ € [a, b] tal que f(c) > 0.

Sejam = ch), entdo existe d > 0 tal que f(z) > m paratodo z € [c — §, ¢ + J]. Entdo,
para toda particdo P que contenha os pontos ¢ — 4§ e ¢+ 9, tem-se s(f; P) > 2md. Segue-se

que .
{/f@ﬂwzdﬁP%>0

Dessa forma,

(£, £) > 0.Yf € C(la,0]), f #0.
Portanto, a aplica¢do é um produto interno em C'([a, b]). Além disso, a fungdo

I -1I: C(la, b]) x C(la, b]) — R

b
(ﬁ@%ﬂv—gw=/lﬂ@—gwwm

¢ uma métrica em C(]a, b)) induzida pela norma || f|| := f; |f(z)|dx.

1.3 Bolas e esferas

Vejamos agora aos conceitos de bola aberta, bola fechada e esfera, os quais sdo importan-
tes para conseguirmos definir os préximos resultados. Seja M um espaco métrico e a um ponto

pertencente a M. Dado um nimero real » > 0, definimos:

(i) A bola aberta de centro a e raio r, denotada por B(a, ), como o conjunto de pontos de M

cuja distancia ao ponto a € a menor que r, ou seja,

B(a,r) ={x € M;d(x,a) <r}.
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(ii) A bola fechada de centro a e raio r, denotada por Bla, r|, como o conjunto dos pontos de

M cuja distancia ao ponto a € menor do que ou igual a 7, ou seja,
Bla,r] ={xz € M;d(z,a) <r}.

(iii) A esfera de centro a e raio r, denotada por S(a, ), como o conjunto dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a € igual a r, ou seja,
S(a,r) ={x € M;d(z,a) =r}.

Observacdo 1.6 Bla,r] = B(a,r) U S(a,r), sendo a reunido disjunja. Além disso, quando a

métrica d provém da norma do espago vetorial E, podemos escrever:

e Bla,r)={z € FE;||lx —al| <r};

e Bla,r] ={x € E;||x —al| <1}

e S(a,r)={x € E;||lx —al||l =1}.

Seja X um subespaco do espago métrico M. Paracadaa € X ecadar > 0, seja Bx(a,r)
a bola aberta de centro a e raio r, relativamente a métrica induzida em X. Tem-se que
Bx(a,r) = B(a,r) N X,

onde B(a,r) é a bola aberta de centro a e raio r no espaco M. Analogamente, valem

Bxla,r] = Bla,r]NX

Sx(a,r) = S(a,r)NX.

Exemplo 1.9 (Bolas na reta usual) Na reta real temos que:
e Bla,r)={reR;jlz—a|<r}={reRa—r<z<a+r}=la—ra+rl
o Blarj={zeR;jjlz—a|<r}={reRa—r<z<a+r}=[a—r,a+r].

o S(a,r)={zx e R;|x —a| =1}

Exemplo 1.10 (Bolas num espaco M cuja métrica é zero-um) Temos que com relacdo a bola

aberta, hd dois casos a considerarmos:

e Sel<r<l,
B(a,r) ={x € M;d(z,a) <r} = {a},

pois o tnico ponto cuja distancia a a € menor que 1 € o préprio a.
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e Sel<r,
B(a,r) ={z € M;d(z,a) <71} =M,

pois todos os pontos de M estdo a uma distincia e a igual a zero ou igual a um, e assim,

menor que r.

Ja com relagdo a bola fechada temos que
Bla,r] ={x € M;d(z,a) <71} =M.
Por fim, com relacdo a esfera temos dois casos:
e Ser#1,S(a,r)=10.
o Ser=1,5(a,r)=M — {a}.
Exemplo 1.11 (No plano R?) Temos:

e Usando a métrica usual:

Bl(a,r) = {(z1,12) € R* d((x1, 72), (a1, a2)) < y}.

Notemos que

d((z1,22), (a1,a2)) = \/(x1 — a1)? + (29 — a2)? <7 & (21 — 1) + (22 — ag) < 12,

que ¢ o interior de um circulo de centro a = (ay, as) e raio r.

e Usando a métrica

di((z1,22), (Y1,92)) = |z1 — 11| + |22 — 2!,

segue-se que
B(a,r) = {(x1,22) € R2;d((:v1,x2), (a1,a9)) <1}

Mas,

dl((.fCl,.fL'Q), (al,ag)) = ‘513'1 — GJ1’ -+ ’1'2 — a2| <r

que € o interior de um quadrado de centro a = (a1, as) e diagonais 2r, paralelas aos eixos.
e Usando a métrica

do((z1,22), (Y1, v2)) = max{|x; — y1|, |x2 — y2|},

tem-se que
Bl(a,r) = {(z1,15) € R* d((21, 22), (ay,a2)) < 7}
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E

d((x1,22), (a1,a2)) = max{|x; — a|, |[xa —as|} <r = |x1 —ay| <r

|z —ag| <r

que € o interior de um quadrado de centro a = (aj,as) e lados de comprimento 27,

paralelos aos eixos.

Exemplo 1.12 Seja f € B([a,b];R) e B[f,r] = {g € B([a,b];R);d(f,g) < r} a bola fechada
na métrica

d(f,g) = Sup [f(x) = g(x)].

A condigdo para que g € B(]a, b]; R) pertenga a bola fechada B[f, ] é que

sup | f () — g(z)] <1,

[a,b]

isto €,

|f(z) — g(x)| < 7,Vz € [a,b].

Consideremos
G(f) ={(z, f(z)) € R*z € [a,b]}.
Como
|f@)—yl=ly— flx)] <r

= -—r<y—f(zx)<r

= f(z)—r <y < f(z) +r,Vo € [a,b],
entao

G(g9) = {(z,9(z)) € R% x € [a, 0]}
estd contido numa faixa de amplitude 27 em torno de G(f).
Agora, para que

g9 € B(f,r),|f(x) —g(x)| <7V € [a,b],

geometricamente, G(g) estd contido numa "faixa aberta"de amplitude 2r em torno do G(f).

Exemplo 1.13 No produto cartesiano M = My X ... X M, tomemos a métrica

d(w,y) = max {d(z;,y:)},

1<i<n

onde x = (L1, ..., Ti, ..., n) €Y = (Y1, .., Yis -, Yn ) Entdo todas as bolas em M sdo produtos

cartesianos de bolas nos fatores M;,1 <1 <n:
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e B(a,r) = B(ay,r) X ... X B(an,r);

e Bla,r] = Blay,r] X ... X Blay,r],onde a = (ay, ...a,).

Assim, por exemplo, tomando em R? a métrica

d((x1,22), (y1,2)) = max{d(z1, y1), d(22, 2) },
a bola fechada de centro (a, b) e raio r é o quadrado [a — r,a +r| X [b —r,b+r].

Em R3 = R x R x R, a métrica andloga faz com que as bolas sejam cubos com arestas
paralelas aos eixos. Por outro lado, se pensarmos no R3 como o produto R? x R, onde R? tem a

métrica euclidiana e tomarmos em R? a distancia

d((l’, t)v (yv 8)) = maX{d(J;? y)? d(tv 3>}

com z,y € R?et,s € R as bolas correspondentes serdo cilindros de base circular e altura

paralela ao eixo vertical.

Proposicao 1.3 Dados os pontos a # b num espagco métrico M, sejam r > 0 e s > 0 tais que
r+ s < d(a,b). Entdo as bolas abertas B(a,r) e B(b, s) sdo disjuntas.

Demonstracao. Sejam a e b pontos distintos. Assim, d(a,b) > 0.

d(a,b d(a,b
Sejamr>Oes>Otaisquer—i—sgd(a,b).Tomandor:@%)e(s: (a,))

queremos mostrar que B(a,r) N B(b, s) = (). Vamos supor por absurdo que
B(a,r) N B(b, s) # 0.

Seja x € B(a,r) N B(b,s). Entdo x € B(a,r) e x € B(b,s), e assim, d(z,a) < re
d(z,b) < s.
Logo,

d(a,b) < d(z,a) + d(z,b) <7+ 5 < d(CZ Y 4 d(fl’ b _ d(g’ Y < d(a,b).

Absurdo, portanto, B(a,r) N B(b,s) = 0.

Corolario 1.1 r + s < d(a, b) entdo as bolas fechadas Bla,r| e B[b, s| sdo disjuntas.

Demonstracio. Se as bolas fechadas Bla, ] e Blb, s sdo disjuntas entdo Bla,r] N Bb, s| = (.
Vamos supor entdo que Bla,r] N B[b, s] # 0. Seja x € Bla,r] N B[b, s]. Entdo « € Bla,r] e
x € Blb, s], e assim, d(x,a) <red(x,b) <s.

Logo,
d(a,b) < d(xz,a)+d(z,b) <r+s <d(a,b).
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Absurdo. Portanto, Bla,r| N B[b, s| = 0.
|

Definicao 1.5 (Ponto Isolado de M) Seja M espaco métrico. Um ponto a € M chama-se um
ponto isolado de M quando ele é uma bola aberta em M, ou seja, quando existe r > 0 tal que
B(a,r) = {a}. Isto é, ndo existem pontos de M, além do a, que estdo a uma distdncia de a

inferior ar.

Dizer que um ponto a € M nao € isolado significa afirmar que para todo r > 0 pode-se

encontrar um ponto x € A tal que 0 < d(a,z) < 7.

Exemplo 1.14 Seja (M, d) um espago cuja a métrica é a “zero-um”. Entdo todo ponto p € M
é isolado porque, tomando € € R de maneira que 0 < ¢ < 1, entdo B(p,e) = {p} conforme jd

vimos antes.

Exemplo 1.15 (Todos os pontos isolados) Seja o conjunto dos nimeros naturaisN = {0,1, ...}
com a métrica induzida pela usual de R (ou seja, consideramos N subespaco de R). Para qual-
quer p € N vamos ter

B(p,e) ={z € Ni|z —p| < e}.

E portanto, se 0 < € < 1, B(p,e) = {p}.

Definicao 1.6 (Espaco Métrico Discreto) Um espaco Métrico M chama-se discreto quando
todo ponto de M ¢é isolado.

Um subconjunto X C M chama-se discreto quando o subespaco X (métrica induzida)

é discreto. Isto é, para cada x € X existe um bola aberta B(z,r) tal que X N B(xz,r) = {z}.

1.4 Conjuntos limitados

Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se limitado quando existe uma
constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < c para quaisquer =,y € X. O menor desses nimeros c serd

chamado o diametro de X. Se
r,y € X =>d(z,y) <c,

entdo ¢ é uma cota superior para o conjunto das distincias d(x, y) entre pontos de X. A menor
das cotas superiores de um conjunto de nimeros reais chama-se o supremo desse conjunto.
Assim, podemos definir o didmetro de um conjunto limitado X C M como o nimero real
diam(X) = supd(z,y).



Capitulo 1. Espacos métricos 34

Observacdo 1.7 Quando X ndo é limitado, escreve-se diam(X) = oo. Ou seja, para todo

¢ € R, existem pontos x,y € X tais que d(x,y) > c.

Proposicao 1.4 Se X é limitado e Y C X tal que Y # () entdo Y também é limitado, valendo
diam(Y') < diam(X).

Demonstracao. Se X ¢ limitado, entdo existe ¢ > 0 tal que
d(z,y) < c,Vo,y € X.

Sejam x,y € Y. Como Y C X entdo x,y € X. Logo, d(z,y) < c. Portanto Y € limitado. E
pelo fato de Y C X, segue-se que

{d(z,y);z,y € Y} C{d(x,y); 2,y € X}.

Portanto, diam(Y) < diam(X).

Exemplo 1.16 Toda bola B(a,r) é um conjunto limitado e seu didmetro ndo excede 2.

De fato, dados dois pontos z,y € B(a,r) temos que d(z,a) < r e d(a,y) < r. Pela

desigualdade triangular

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <r+r=2r

De maneira andloga, para B[a, r|. Como
Bla,r] = B(a,r)U S(a,r)
entdo S(a,r) também é limitada.

Exemplo 1.17 Num espaco vetorial normado E # {0}, toda bola aberta B = B(a,r) tem

didmetro 2r.

Com efeito sabemos que diam(B) = 2r. Basta mostrarmos que nenhum positivo s,
menor que 2r, pode ser didmetro de B. Tomemos y # 0 em E e um nimero real ¢ tal que
§ < 2t < 2r.

Tomando x = ¢+, segue-se que

[|yl|
|z|| = Ht H —:t<r.
Il Ty
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Logo, a + x e a — x pertencem a B. Além disso,
dla+z,a—z)=|(a+z)— (a—2x)| =2z| =2t > s,

logo s ndo € diametro de B, como queriamos provar.

Uma aplicacdo f : X — M, definida num conjunto arbitrario X e tomando valores num
espaco métrico M. Chama-se limitada quando sua imagem f(z) é um subconjunto limitado de
M.

1.5 Distancia entre ponto e conjunto, e entre conjuntos

Seja @ um ponto e X uma reta no plano. O ponto xy € X, pé da perpendicular
baixada de a sobre X, € o ponto de X que estd mais proximo de a. Assim, qualquer outro
ponto x € X determina o tridngulo retangulo axgz e, pelo Teorema de Pitdgoras, temos

d(a,z)* = d(a, z)* + d(xg, )%, e desse modo, d(a, xy) < d(a, z). Portanto, podemos escrever

d(a,z) = inf d(a,z).

zeX

Generalizando:

Seja a um ponto e X um subconjunto ndo-vazio de um espago métrico M. Definiremos

a distancia do ponto a ao conjunto X como o nimero real

d(a,X) = inf d(a,z).

zeX

O conjunto de niimeros reais ndo-negativos {d(a, z); x € X }, formado pelas distancias
de a aos diversos pontos de X €, ndo vazio e limitado inferiormente por zero. Se esse conjunto
possuir um elemento minimo, ele serd a distincia d(a, X ). Mas pode ndo existir um elemento

xo € X mais proximo de a do que os outros pontos de X.

A nocdo de infimo de um conjunto de nimeros reais existe precisamente para generalizar

a ideia de elemento minimo.

Pela definicdo, temos:

1) d(a,X) < d(a,x) paratodo x € X;
2) Sed(a, X) < centdo existe z € X tal que d(a,z) < c.

Por 1), o nimero d(a, z) é uma cota inferior para o conjunto das distancias de a aos

pontos de X. Por 2), nenhum niimero maior do que d(a, X) é cota inferior desse conjunto.

Ou seja, d(a, X') é a menor das cotas inferiores do conjunto {d(a,z);z € X}. Assim,

reformulando:
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2’) Se ¢ < d(a,x) paratodo x € X, entdo ¢ < d(a, X).

Observacdo 1.8 Se a € X entdo d(a,X) =0, ese X C Y entdo d(a,Y) < d(a,X). Além

disso, d(a, X)) = 0 se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe x € X com d(a,zr) < €.

Exemplo 1.18 Num espago vetorial normado E, seja B = B(a,r) a bola aberta de centro a e

raior > 0. Dado b € E, tem-se d(b, B) = 0 se, e somente se, b € Bla,r].

De fato, suponhamos b € Bla, 1], ou seja, |b — a| < r. Se for |b — a| < r, entdo dado
e > 0, obteremos um ponto = € B tal que d(b, x) < £. Comegamos chamando de u = —

(¢}
r

vetor unitdrio de raio ab. Em seguida, tomamos um nimero real ¢, tal que
r—e<t<r-+e.
Temos portanto que 0 < r — ¢t < £. Apds isso, pomos x = a + tu. Entdo segue-se que
d(z,a) =z —a| =t <r,
logo z € B. Além disso,
dlz,b)=|b—z|=|b—a—tu|=|ru—tu|=r—t>e.

Portanto, se « € Bla, ], entdo d(x, B) = 0, onde B = B(a,r).

Reciprocamente, tomemos em F um ponto p ¢ Bla,r| e provemos que d(p, B) > 0.

Temos |[p — a| =7 + ¢, com ¢ > 0. Paratodo « € B, vale |z — a| < r e, como
p—al=lp—z+z—a <|p-a[+]r—ad

concluimos que

d(p7x)2|p—(l|—|]}—a|:7ﬂ+c_rzc.

Segue-se que d(p, B) > ¢ > 0.

Proposicao 1.5 Seja M um espaco métrico. Dados a,b € M e um subconjunto ndo-vazio
X C M, vale:

Demonstracio. Devemos mostrar que
_d<a7 b) < d(aa X) - d(b7 X) < d(av b)
Temos que para todo x € X,

d(a, X) < d(a,z) < d(a,b) + d(b, z).
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Ou seja,
d(a, X) —d(a,b) < d(b,z),Vr e X.
Mas pela defini¢do
d(b,X) = ;g“( d(b, z).
Isto é,
d(a,X) —d(a,b) < d(b, X).
Ou ainda,

d(a’a X) o d(b7 X) < d(CL, b)7
o que verifica a segunda desigualdade.

Por outro lado, para todo z € X,
d(b, X) < d(b,z) + d(a,z).

E assim,
d(b, X) — d(a,b) < d(a,z).
Pelo fato de
d(a, X) = inf d(a, ),

zeX
segue-se que
d(b, X) — d(a,b) < d(a, X).

Logo,
—d(a,b) < d(a,X) —d(b, X).

Corolario 1.2 Dados a,b,x em M, tem-se |d(a,x) — d(b,z)| < d(a,b).

Demonstracao. Temos que d(a, z) < d(a,b) + d(b, z). Isto é,

d(a,z) —d(b,x) < d(a,b).

Por outro lado,
d(b,z) < d(a,b) + d(a,x).

Ou seja,
d(b,z) — d(a,x) < d(a,b).

Logo,
—d(a,b) < d(a,z) — d(b, ).

Dessa forma, |d(a, x) — d(b,z)| < d(a,b).
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Pode-se também definir, a distancia entre dois subconjuntos nao vazios X,Y C M.
Poe-se
d(X,Y)= inf d(z,y).

zeX,yeyY

Quando X NY # @, tem-se d(X,Y) = 0. Porém a reciproca é falsa, como podemos
ver na reta, com X = (—o00,0) e Y = (0,400). Tem-se que X NY = &, mas d(X,Y) = 0.

As unicas propriedades que ainda continuam validas para conjuntos sdo:
e d(X,X)=0;

o d(X,Y)=d(Y,X).
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2 SEQUENCIAS EM ESPACOS ME-
TRICOS E TOPOLOGIA

Definicao 2.1 Seja (M, d) um espaco métrico. Toda aplicagcdo n — x,, de N — M é cha-

mada de sequéncia de elementos de M e a notacdo para se indicar uma tal sequéncia é
(1, T2y ey Ty o) OU (T )men-

Devemos distinguir o conjunto dos termos de uma sequéncia da sequéncia propriamente
dita. Dada a sequéncia (z,)nen, cada imagem x,, é chamada termo da sequéncia. Dessa forma,

o conjunto dos termos dessa sequéncia é {x,;n € N} = {1, 29, ...}.

Seja uma sequéncia (z,)neny em M. Se {ny,ns,..} € Nen; < ny < ..., entdo a
aplicacdo dada por z, — x,, € indicada por (x,,, Ty,, ...) € recebe o nome de subsequéncia de

(xn)nEN'

Exemplo 2.1 Considerando a sequéncia (1,2,3,1,2,3,...) de elementos de R, entdo
(1, 17 1, ) = (I1,1E4, X7, )

desde que facamos

(1, 2,3, ) = (ZEhfL’Q,(L'g, )

Observacao 2.1 Toda subsequéncia pode ser também encarada como uma sequéncia como

realmente é.

2.1 Limite de sequéncias

Definicio 2.2 Seja (M, d) um espagco métrico. Dizemos que um ponto p € M ¢ limite de uma

sequéncia (x,,)nen de pontos de M se, para toda bola B(p, €) existe um indice ny € N tal que
n>ng = (Tn)neny € B(p,e).
Para indicar que p é limite da sequéncia (x,,),en usa-se a notagdo lim z,, = p, ou ainda,

x, — p. Dizemos assim, que (x,,)nen € uma sequéncia convergente ou que (I,,)nen converge

para p.

Proposicao 2.1 Uma sequéncia (x,,),cn de elementos de M converge para p € M se, e somente

se, para qualquer ¢ > 0, existe um indice ng € N tal que

n > ng = d(x,,p) <e.
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Demonstracao. Notemos que
x, € B(p,e) & d(z,,p) <&,
ou seja, a proposicao vale. |

Observacao 2.2 Pela defini¢do, se (x,,)n,cn converge para p, entdo para qualquer indice ng, a

subsequéncia (xy, )nen também converge para p.
Exemplo 2.2 Seja num espaco métrico M uma sequéncia estaciondria, isto é, uma sequéncia
(Zn )nen de pontos de M tal que x,, = p, a partir de um certo indice ng. Assim,

(xn)nGN = (xla ey gy D P P,y )

Tais sequéncias sdo convergentes para o termo que se repete, ou seja, (X1, ..., Tpg,s Dy Dy --.) — D;

POIS Tpyt1 = Tpog+2 = ... = p. Entdo para todo ¢ > 0,
n>nyg+ 1= dz,p) =dpp) =0<e.

Em particular as sequéncias constantes (p, p, ...) convergem para a constante p.

Exemplo 2.3 Consideremos R dotado da métrica usual. A sequéncia (x4, xs, ...), onde

converge para o ponto 1.

De fato, dado € > 0 tomemos ny € N tal que < e. Entdo, para todo n > ny,

No
—1 1 1
n+1 n+1 ng+1

temos

d(x,, 1) = €.

n —_
n+1 N

Exemplo 2.4 Consideremos o conjunto C(|0, 1]) das fungdes reais definidas no intervalo [0, 1]
e, nesse conjunto, a métrica
d(f.g) = sup |f(z) —g(z)|.
z€0,1]
1
A sequéncia (f1, fa,...), onde f,(x) = — para todo x € [0, 1], converge para a fungdo constante
nula, isto é, a fungdo definida por f(x) = 0,Vx € [0, 1].

Com efeito, seja ¢ > 0. Observemos que, para todo nlimero natural n,
1

n

1
-
n

d(fn, f) = sup [fo = f] = sup

z€0,1] z€[0,1]

. . . 1
Assim, considerando um indice ny € N tal que — < ¢, para todo n > n( temos
n

d(furf) =+ <
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Exemplo 2.5 Seja (M, d) um espago métrico cuja métrica é a zero-um. Uma sequéncia (T, )nen

em M converge se, e somente se, é estaciondria.

De fato, se (x,,),en € estaciondria, entdo converge. Suponhamos que lim x,, = p € M.

Tomando 0 < ¢ < 1, entdo existe um indice ny € N tal que

Tngs Tngt1, - € B(p,e) = {p}.

Por esse motivo, T, = Tpo41 = ... = P.

Exemplo 2.6 Seja (M, d) um espagco métrico tal que M ndo é um conjunto unitdrio. Entdo, se

p,q € M e p # q,asequéncia (p,q,p,q,...) ndo é convergente para nenhum ponto de M.

d
Com efeito, suponhamos que tal sequéncia converge para a € M. Entdo, sendo (]32, ) ,

a bola B(a, ) deve conter todos os pontos da sequéncia, a partir de um deles, e assim deve

conter p e q. Com isso,
d(p,q) < d(p,a) +d(a,q) < e+e=2c=d(p,q)

0 que é um absurdo.

Proposico 2.2 Seja (,)nen Uma sequéncia convergente num espago métrico M. Entdo é tinico

o limite dessa sequéncia.

€ maior

Demonstracao. Suponhamos limz, = pelimz, = q. Se p # ¢, entdo € =

d(p, q)
2

que zero e portanto existem indices ng, kg € N tais que
n>ng = d(x,,p) <e¢

n > ko= d(z,,q) <e.

Tomando-se t = max{no, ko }, entdo n > ¢ implica que d(x,,p) < € e d(z,,q) < €. Logo, para
todon >t
d(p,q) < d(p,xn) + d(xn,q) <e+e=2e=d(p,q).

O que € um absurdo. |

Proposicao 2.3 Sejam d e d' métricas equivalentes sobre um conjunto M. Entdo uma sequéncia
(Zn)nen de pontos de M converge no espaco (M, d) para um ponto p € M se, e somente se,

essa sequéncia em (M, d') converge para o mesmo ponto p.
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Demonstracao. Por hipétese, x,, — p no espaco (M, d). Dada uma bola By (p, €), comod ~ d',
existe A > 0 de maneira que
Bd(pv >\) - Bd’ (pa 6)

Como (z,,)nen converge para p € (M, d), existe ng € N tal que
n > ng = x, € By(p, \).

E assim,

n>ny= T, € Bd/(p, 6).

A reciproca € andloga. |

Proposicio 2.4 Se uma sequéncia (x,,)nen de pontos de M converge para p € M, entdo toda

subsequéncia de (x,,)nen também converge para p.

Demonstracdo. Seja (z,,, ,,, ...) uma subsequéncia da sequéncia dada e consideremos € > 0.

Por hipétese, lim z,, = p, e assim, existe ng € N tal que
n>ng = d(x,,p) <e.

Mas, como cadan, € Nen; < ny < ..., entdo existe n; > ng, € com isso, n, > n;, vale a
relacdo

d(zy,,p) <e.
[ |

Definicdo 2.3 Uma sequéncia (x,,)nen de pontos de um espagco métrico M se diz limitada se o
conjunto {x,;n = 1,2,3, ...} dos termos dessa sequéncia é limitado, isto é, existe k > 0 tal que

d(z,,zs) < k, para quaisquer termos x, e xy. da sequéncia dada.

Sejam M e N espacos métricos arbitrarios. Vamos considerar sobre M x N uma qualquer
das métricas habituais num produto cartesiano. Uma sequéncia de pontos de M x N, sendo
definida por ((x1, v1); (22, ¥2);...) onde cada x; € M e cada y; € N, determina a sequéncia
(Zn)nen de pontos de M, e (yn)nen, de pontos de N. Estabelecemos a condi¢do que dd a

convergéncia de ((x,, ¥»))nen em termos da convergéncia das sequéncias (2, )nen € (Yn)nen-

Proposicdo 2.5 Uma sequéncia((z,,Yn))nen de pontos do produto M x N de dois espacos
métricos M e N converge para (p,q) € M x N se, e somente se, v,, — pem M ey, — qem
N.
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Demonstracao. Vamos utilizar a métrica da soma d; e, para tanto, indicaremos por d tanto a

métrica de M como a de N. Seja e > 0, entdo existe um indice ny € N tal que

n > ng = ds((Tn, Yn), (p,q)) = d(n,p) + d(Yyn, q) < €.

Consequente, para todo n > ny, temos

d(xn,p) <e e dyn,q) <c

0 que nos garante que limz,, = p e limy, = ¢. Reciprocamente, seja ¢ > 0. Por hipétese

existem indices r e s tais que
n>r=d(z,p) <

NI ® o) m

n>s=dyq) <

Considerando entdo ¢ = max{r, s}, entdo
e €

n 2t = ds((xn, yn), (p,q)) = d(@n,p) +dyn,q) < 5 + 5 =¢.
|

Assim, (2,,,y,) — (p,q).

Observacdo 2.3 A generalizacdo do que acabamos de ver, para n espagos métricos (n > 2) é

imediata: dados os espacos métricos My, M, ..., M,,, uma sequéncia

)

((117117 L12y -y xln); (51721, X2,y ey xzn),

de pontos de My x My X ... X M, determina n sequéncias, a saber,

(IEH, 21, ), (33'12, 29, ), ceey ($1n7 Ton, )

respectivamente em My, M, ..M, e se demonstra de maneira andloga, que a sequéncia dada

em My X My X ... X M, converge para o ponto p = (py, pa, ..., Pn) desse espago se, e somente

se,
,n).

(xu,in, ) — p,L(’l = 1, 2,

Exemplo 2.7 No espago R? a sequéncia
1 1

1,2);(=,2);(=,2); ...

(1,2 (5,2) (5.2

converge para (0,2) uma vez que lim — = 0 e (2,2, ...
n

Ainda no R? a sequéncia

1 1
1,2);(=,2);(=,2);(=,1); ...
((1,2);(5,2): (3, 2)s (15 1)s )
1
ndo converge em R?, pois embora lim — = 0, a sequéncia (2, 1,2, 1, ...) dos segundos termos,
n

ndo converge em R.



Capitulo 2. Sequéncias em espagos métricos e topologia 44

2.2 Sequéncias em espagos vetoriais normados

No espago R tem muito interesse as chamadas sequéncias mondtonas que compreendem

0s seguintes tipos:

e Crescentes sdo as sequéncias (x, ),en tais que x,, < x,.1, para qualquer indice n. Se

Ty < Tpi1, paratodon > 1, entdo (x,),en se diz estritamente crescente.

e Decrescentes sao as sequéncias (q:n)neN para as quais se tem x,,; < x,, para todo

indice n. Quando z,, .1 < z,, para qualquer n > 1, entdo a sequéncia se diz estritamente

decrescente.
o 11 Lo
Exemplo 2.8 A sequéncia | 1, 23 é estritamente decrescente ao passo que (1,1,2,2,3,3, ...
é crescente. Por outro lado, (1,2,1,2,...) ndo é mondtona.

Proposicao 2.6 Toda sequéncia crescente ou estritamente crescente cujo conjunto dos termos é

limitado superiormente converge para o supremo desse conjunto.

Demonstracao. Suponhamos (z,),cn uma sequéncia em R tal que 71 < 75 < ... < p e seja

p = sup,en{z,}. Vamos mostrar que lim z,, = p.

Dado € > 0, ndo se pode ter z,, < p — ¢ para todo indice n, pois isto significaria a

existéncia de um limite superior do conjunto {x, } menor que p.

Assim, para um certo indice ny € N tem-se

p—e<xp, <p+e

€ entao,
p—e<zx, <p+e
para todo
n>nyg=|r, —pl<e
como queriamos. |

Para sequéncia crescente € andlogo.
Observacao 2.4 Do mesmo modo prova-se que "Toda sequéncia decrescente ou estritamente
decrescente cujo conjunto dos termos é limitado inferiormente converge para o infimo desse

conjunto”.

Proposicao 2.7 (Conservacao de sinal) Temos que:



Capitulo 2. Sequéncias em espagos métricos e topologia 45

(a) Se (Tn)nen € uma sequéncia em R e limz,, = p > 0, entdo existem um indice ny € N e

uma constante ¢ > 0 tais que x,, < c tais que x,, < 0 para qualquer n > Q.

(b) Selimz, = p < 0 entdo existe uma constante ¢ < 0 e existe um indice ny tal que x,, < c,

para qualquer n. > ny,.
Demonstracao.

(a) Tomemos ¢ = g Entdo existe um indice ng tal que para n > ng se tem |x,, — p| < g, ou
seja,

P P
T <z, —p<t
g Stn TP =5

Assim, somando p temos que g < x,, para qualquer n > ny. Entdo basta tomarmos

c="1
5

p|

(b) Neste caso, a demonstracao € semelhante, basta tomarmos € = 5 e teremos que ¢ = ‘g

satisfaz a condi¢do a partir de um certo indice.

Proposicao 2.8 Seja (x,,),en uma sequéncia de pontos de um espago vetorial normado E que
converge para p € E. Entdo existe uma bola de centro na origem que contém todos os termos

da sequéncia.

Demonstracao. Tomando ¢ = 1, existe um indice ny € N tal que
n>ng = d(r,,p) = |[v, —p|| <1
Como porém,

|znll = |z —p 4+ pll < [lzn = pl| + [[pl]

entdo para todo n > ng tem-se

[n]l < 1+ |Ipl]-
Seja A > max{||z1||, ..., 1 + ||p||}. Entdo, para todo indice n
d(2n,0) = ||zn — O[] = [|lzal] < A.

Definicio 2.4 Seja f = (2,)nen € 9 = (Yn)nen Sequéncias de um espago vetorial normado E.
Chama-se soma de f com g a sequéncia f + g = (x1 + y1, T2 + Y2, ...). Se k = () nen € uma
sequéncia de elementos de R, entdo o produto kf ¢é definido naturalmente do seguinte modo:

kf = (Oél.fCl, QoT9, )
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Proposicao 2.9 Sejam (z,)nen € (Yn)nen Sequéncias de um espago vetorial normado E. Se

limz, = pelimy, = q, entdo lim(z, +y,) =p+q.

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Entao, por hipdtese, existem indices r e s tais que

£
an:>Hxn—pH<§

e
nZS$H%—M<%-
Considerando ¢ = max{r, s} temos entdo:
2t =l —ya) = 0+ )l < llzn—pll + g —all < 5 +5 ==
E portanto, (z,, + y,) — p+q. [

A topologia dos espagos métricos

De um modo geral uma cole¢do I” de subconjuntos de um conjunto £ # () é uma

topologia sobre £ se:

i) 0,ECT;
) X,YcI'=XnYCT,

(iii) se (X;) € uma familia de membros de I', entdo U(X;) C I'. O par (M, I") é chamado

espacgo topoldgico.

2.3 Conjuntos abertos

Definicio 2.5 Seja (M, d) um espaco métrico. Um subconjunto A C M se diz aberto se, para
todo p € A, existe um niimero real € > 0 tal que B(p,e) C A.

Observacio 2.5 Pela definicdo, se A # () é um conjunto aberto, entdo A é a unido de bolas

abertas. Reciprocamente, se A é uma unido de bolas abertas, A é aberto.

Suponhamos que A = UB;, onde cada B; é uma bola aberta. Assim, dado p € A, existe

um indice s tal que p € B;.

Ora, por propriedade de bolas abertas, existe § > 0 tal que B(p,d) C Bs. Dai
B(p,d) C A,

e isto prova nossa afirmagdo.
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Exemplo 2.9 Consideremos sobre R a métrica usual. Entdo A =|a, +oo[ € aberto, para todo

a
a € R, uma vez que dado p € A, tomando ¢ = b , entdo

]p —&p+ E[C A.
De maneira andloga prova-se que sdo abertos neste espaco todos os inteiros do tipo
la, b[. De fato, se p €]a, b[ tomando ¢ < min{p — a,b — p}(e > 0), entdo
Ip—e,p+e[Cla,bl.
Nesse mesmo espago os conjuntos [a, b[ e [a, +00[, para quaisquer a,b € R, a < b, ndo
sdo abertos porque nenhuma bola aberta de centro a estd contida nesses conjuntos. Também

ndo sdo abertos Q e R — Q, pois nenhum intervalo é formado sé de niimeros racionais ou so de

numeros irraciondis.

Exemplo 2.10 Toda bola aberta B(p, €) num espaco M é um conjunto aberto, pois por propri-
edade, para todo q € B(p, ¢), existe 6 > 0 tal que B(q,d) C B(p,¢).

Exemplo 2.11 Se d é a métrica "zero-um"sobre um conjunto M, entdo todo A C M é aberto.
Pois, se A = () é imediato, jd se A # 0, entdo A = Upea{p}. Assim, como cada {p} é uma bola
aberta (centro p e raio € < 1), entdo A é aberto.
Exemplo 2.12 No espaco R" o conjunto
A={(z1,...,z,) ER"; 21 >0,....,2, >0}
€ aberto em relacdo a qualquer das métricas usuais d, ds ou d.,, de R".
De fato, vamos utilizar a métrica do maximo. Seja p = (p1, ..., p,) um ponto de R™ e

tomemos ¢ € R tal que
0 < e < min{p;}.

Vamos mostrar que B(p,e) C A. Se x = (x4, ..., z,,) € B(p,¢), entdo
d(xz,p) = max{|zy — p1|, ..., |Tn — Dul} <&,
e assim, |x; — p;| < €, ou seja,
pi—e<x; <pi+e(l<i<n).

Mas, p; — ¢ > 0, e consequentemente, cada x; > 0. Portanto, x € A.

Exemplo 2.13 Seja M um espagco métrico e seja N um subespagco de M. Um subconjunto

A C N ¢é aberto (em relacdo a N) se, e somente se, A = G N N, onde G é um subconjunto
aberto de M.
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Com efeito, se A é aberto (em N), entdo A = U(B; N N), onde cada B; é uma bola
aberta em M. Assim,
A= (UB)NN=GNN,

sendo G = UB; um subconjunto aberto do espaco M.

Reciprocamente, dado p € G N N, entdo p € G, e desse modo, existe ¢ > 0 tal que
B(p,e) C G. Com isso,
B(p,e) NN C GN N.

Mas, B(p,e) N N é uma bola aberta em N, e portanto, G N N é um subconjunto aberto do
subespaco V.

Proposicao 2.10 Seja 7 a colegdo dos abertos de um espagco métrico (M, d). Entdo:

(i) 0, M C ;
(ii) ABCTt=ANBCT;

(iii) Se (A;) é uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; C T, entdo UA; C T.

Demonstracao.

(i) Temos que () é aberto, pois ndo contém pontos, e assim néo contraria a defini¢do. E com

relacdo a M, por definicdo, toda bola de centro num ponto p € M é um subconjunto de
M.

)

(ii) Sejap € AU B. Assim, existem ¢ > 0 e A > 0 tais que

B(p,e) C A

B(p,\) C B.
Por propriedade de bolas abertas, se supormos que € < A, temos que
B(p,e) C B(p, A).
Consequentemente, B(p,¢) C AN B,

(iii) Seja p € UA;. Entdo existe um indice ¢ tal que p € A, e, como A; € aberto, para um certo
€ > 0 vale arelagdo B(p,e) C A;. Logo, B(p,e) C UA;.

Observacao 2.6 Temos as seguintes observagoes:
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1. Notemos que podemos dizer que T é uma topologia sobre M e que (M, T) é um espago

topologico.
2. Dados Ay, ..., A, C1(n>1),entdo AyN..NA, CT.

3. A intersec¢do de uma familia de conjuntos abertos pode ndo ser um conjunto aberto.

11

De fato, na familia (A;), onde A; = } -, = {,i =1,2,... cada A; é aberto em R (métrica
i

usual). Porém,
NA; = {0}

ndo é aberto pois, ndo existe nenhum intervalo em R formado apenas pelo ponto 0.

Proposicao 2.11 Sejam d e d' métricas equivalentes sobre M. Se T é a colecdo dos conjuntos

abertos de M, d e ' é a colecdo dos conjuntos abertos de (M, d'), entdo 7 = 71'.

Demonstracdo. Seja A € 7 e tomemos p € A. Como A € 7, existe ¢ > 0 tal que By(p,e) C A.
Pelo fato de d ~ d’ existe A > 0 tal que By (p,\) C By(p, ). Assim, By (p,\) C A, logo

A € 7. Com isso, temos que 7 C 7’. Analogamente, 7 C 7. Portanto, 7 = 7. [ |

Exemplo 2.14 Sejam M e N espacos métricos e sobre M x N consideremos a métrica do

mdximo. Isto é,
din(p, q) = max{d(z1, y1), (T2, 92)}
para quaisquer p = (x1,3) € ¢ = y1,y2 de M x N.

Vamos mostrar que se G C M e H C N sdo conjuntos abertos, entdo G x H é aberto
em M x N.

Sep=(a,b) € G x H,entdoa € Geb € H e, assim, existem €, A > 0 tais que

B(a,e) C G

B(b,\) C H.
Tomando 6 = min{e, A}, entdo B(a,d) C G e B(b,d) C H e dai

B(a,8) x B(b,§) C G x H.

Mas,
Bdm(p7 5) = B(CL7 5) X B(ba 6)7

e consequentemente,
Bds(p,d) CcGxH.

Portanto, G x H é aberto segundo a métrica d,,,. E assim, também serd segundo as métricas d e

ds.



Capitulo 2. Sequéncias em espagos métricos e topologia 50

Definicio 2.6 Seja (M, d) um espaco métrico. Se A C M, um ponto p € A é chamado ponto
interior ao conjunto A se existe € > 0 tal que B(p,c) C A. O conjunto dos pontos interiores a

A é chamado interior de A e é indicado por intA. Além disso, intA C A.

Observacao 2.7 Se todos os pontos de A sdo interiores, ou seja, se A = intA, entdo A é aberto.

Isto é equivalente a: A é aberto se, e somente se, A = intA.

Exemplo 2.15 Na reta real consideremos A = |a, b| e Bla, +00[. Em ambos os casos sé o ponto
a ndo é interior: um intervalo la — ¢, a + €[= B(a, ) ndo estd contido nem em A e nem em B.
Assim, intA =]a,b| e int B =|a, +o0].

Exemplo 2.16 Seja d a métrica "zero-um"sobre um conjunto M. Como todos os subconjuntos
de M sdo abertos, intA = A, para todo A C M.

2.4 Conjuntos fechados

Definicio 2.7 Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto F' C M se diz fechado se, e

somente se, I'° (complementar) é aberto.

Exemplo 2.17 Num espaco métrico (M, d), qualquer subconjunto finito F' = {aq, ...,a,} C M
é fechado. Seja p € F°¢ e tomemos € > 0 tal que

€< glei%d(p7 a;)

e mostremos que B(p,e) C F° ou, que B(p,e) N F = ().

Mas, se algum a; pertencesse a bola B(p, €), entdo d(a;,p) < € o que é impossivel.

Exemplo 2.18 Considerando sobre um conjunto M +# () a métrica "zero-um", entdo todo
F C M é fechado. Isto ocorre pelo fato de I ser aberto devido todos os subconjuntos de M

serem abertos neste caso.

Exemplo 2.19 Sejam M e N espacos métricos quaisquer. Dados FF C M e L C N,se F'e L
sdo subconjuntos fechados, entdo I' X L é fechado relativamente a qualquer das métricas usuais

d,ds ou d,, sobre este espaco produto.

De fato, notemos que a equivaléncia d ~ d, ~ d,, implica que essas métricas determinam
a mesma colecdo de abertos sobre M x N. Assim, determinam também a mesma colecao de
fechados. Entdo, como
(Fx L)=(F°x N)U (M x L)



Capitulo 2. Sequéncias em espagos métricos e topologia 51

e tanto F° x N como M x L° sdo abertos em M x N, segue-se que (F' x L)° é aberto, e

consequentemente, F' x L € fechado.

Proposicao 2.12 Seja T a colecdo dos conjuntos fechados de um espaco métrico M. Entdo:

(i) 0, M C T;
(ii) HF CT=HUF CT,

(iii) Se (F;) é uma familia de conjuntos fechados de M, entdo NF; C T.
Demonstracao.

(i) © e M estdo contidos em T porque () = M e M = () estdo contidos em 7 (cole¢do de
abertos de M);

(ii) Se H e T sido fechados, entdo H® e T° sdo abertos. E assim, (H¢ U T¢) é aberto. Ou seja,
H U T é fechado;

(iii) Como cada F; é fechado, entdo cada F¢ € aberto e, portanto, UFY = (NF;)¢ é aberto.

Consequentemente, NF; é fechado.

Definicao 2.8 Seja A um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto p € M se diz

aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relagcdo

B(p,e) N A #0.

O conjunto dos pontos aderentes ao conjunto A chama-se fecho de A e é indicado por
A. Além disso, A C A.

Exemplo 2.20 Na reta real se A =]a,b| ou A = [a,b[ ou A =|a, b, entdo A = [a, b]. Isto se dd
ao fato de a e b serem pontos aderentes a esse intervalo, pois qualquer bola (ou seja, intervalo

aberto) de centro num deles, intercepta o conjunto A. No entanto, se p < a ou p > b, entdo
a—p

p & A, jd que no primeiro caso, por exemplo, tomando ¢ = ,abola B(p,e) =|p—e,p+¢|

ndo intercepta A.
Exemplo 2.21 Ainda na reta real temos: Q = R.

De fato, dado p € R, todo intervalo |p — &, p + £[ contém niimeros racionais, e assim,
Ip—ept+el N Q#2.

Portanto, p € Q.
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Proposicao 2.13 Seja (M, d) um espago métrico. Entdo para todo A C M, o complementar do

fecho de A é igual ao interior do complementar de A.

Demonstraciio. Temos que p pertence ao complementar do fecho de A se, e somente se, p ¢ A.
Mas, p ¢ A se, e somente se, exite ¢ > 0 tal que B(p,e) N A = (). Porém, isto ocorre se, e
somente se, existe € > 0; B(p,e) C A°, o que acontece se, e somente se, p pertence ao interior

do complementar de A.

Corolario 2.1 F' C M ¢ fechado se, e somente se, ' = F.

Demonstracao. Temos que A C M ¢ aberto se, e somente se, intA = A. Dessa forma F' é

fechado se, e somente se, F'“ € aberto, o que ocorre se, € somente se, o interior do complementar

de F for igual ao complementar de F. Mas, isso s6 acontece se, e somente se, (F')° = F°. isto é,

se, e somente se, ' = F. [ |

Proposicao 2.14 Seja (M, d) um espaco métrico. Sep € M e A C M, entdo d(p, A) = 0 se, e
somente se, p € A.
Demonstracao. Primeiramente, dado £ > 0, como
d(p, A) = inf d(p,z) =0,
existe a € Atalque 0 < d(p,a) < ¢.

Assim, a € B(p, ), e consequentemente,
B(p,e) N A # 0.
Ou seja, a € A.
Reciprocamente, vamos supor que d(p, A) = ¢ > 0. Mas, por hipétese,
B(p,e) N A # 0.

Isto €, existe a € A tal que
d(a,p) < e.

Segue entdo que
e=d(p,A) <d(p,a) <e

0 que € um absurdo. |

Proposicao 2.15 Para todo subconjunto ndo vazio A de um espaco métrico M vale a igualdade
d(A) = d(A).
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Demonstraciio. Temos que A C A, e assim, d(A) < d(A). Por outro lado, dado ¢ > 0, para

quaisquer x,y € A, existem a, b € A tais que

€
d hd
(z,a) < 5
e
€
d(y,b) < =.
Logo,
d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(b,y) <e+d(A).
Portanto,
d(A) < e+ d(A)
Isto &,
0<d(A) —dA) <e,
para todo ¢ dado. Desse modo, d(A) — d(A) = 0 ou d(A) = d(A) como querfamos. [

Proposicio 2.16 Se A é um subconjunto de um espaco métrico M e se p é um ponto de A, entdo

existe uma sequéncia (x1,xs, ...) de pontos de A tal que lim x,, = p.

_ 1

Demonstracao. Pelo fato de p € A, cada bola B (p, —) ,onde (n = 1,2, ...), contém pontos
n
1

de A. A sequéncia (xy, z9,...),onde x,, € AN B (p, —) , para todo n > 1, converge para p.
n

1 1 . .
Ora, toda bola B(p, ) contém B <p, —) , desde que — < ¢, e assim, contém z,., T, 1, .... Como
r r

(5 )nen € uma sequéncia de pontos de A, a proposicéo estd provada. |

Definicao 2.9 Dado um espaco métrico (M, d), um subconjunto A C M se diz denso em M se
A= M.

Proposicio 2.17 Seja M um espaco métrico. Se A C M é denso em M, entdo G A # (), para
todo G # ) desse espago.

Proposicio 2.18 Dado p € G, existe ¢ > 0 tal que B(p,c) C G. Pelo fato de A = M, existe
a € Atal que d(p,a) < g, isto é, a € B(p,e). Assim, a € G, e consequentemente, G N A # ().

Exemplo 2.22 intX = () se, e somente se, M — X é denso em M.

Demonstracao. Suponhamos que intX = (). Assim, para cada z € X e para todo ¢ > 0 temos
que B(x, ) ndo estd contida em X. O que implica que existem pontos em B(x, £) que pertencem
aM—X.
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Dado a € M entao
aeEM-X=aeM-X

ou a € X implica que para cada n € N existe z,, € M — X tal que

d(a,z,) <

S|

Dessa forma, podemos obter (z,) C M — X tal que x,, — a. Ou seja, a € M — X, e portanto,
M=M-X.

Reciprocamente, se M — X = M, dado x € X, como entdo z € M — X, isto implica
que existe (z,,) C M — X tal que z,, — x. Logo, para todo ¢ > 0 temos B(z, £) ndo estd contida
em X. Pois, para algum ng € N = x,, € b(x, ¢). Portanto, intX = (). [ |

Definicao 2.10 Sejam (M, d) um espaco métrico e A um subconjunto de M. Diz-se que um

ponto p é ponto de acumulacdo de A se, e somente se, para todo £ > 0, a interse¢do

(B(p,e) —{p})NA

€ um conjunto infinito. Ou seja, toda bola de centro p deve conter infinitos pontos de A, distintos

do ponto p.
O conjunto dos pontos de acumulacdo de A é chamado de conjunto derivado de A e se

indica por A'.

. . 11 )
Exemplo 2.23 No espaco R usual o tinico ponto de acumulagcdo de A = < 1, IR éo
ponto 0. De fato, uma bola B(0, ¢) =] — ¢, e[ contém todos os elementos

1 1

—<e(& —-<r).

r €

Por outro lado, para qualquer outro ponto p € R, existem bolas |p — ¢, p + ¢[ cuja interse¢do

com A ndo é infinita. Assim, A’ = {0}.
Proposicao 2.19 Seja M um espagco métrico. Entdo F' C M é fechado se, e somente se, ' C F.

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que exista p € F” tal que p ¢ F. Assim, p € I,

que € aberto. Logo, existe € > 0 tal que
B(p,e) C F*,

ou seja,
B(p,e) N F = 1.

Porém p € F’ entdo (B(p,e) — {p}) N F' ¢ infinito, e consequentemente, B(p, ) N F' & infinito,

ou seja, ndo vazio. o que € um absurdo.
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Reciprocamente, seja p € F°. pelo fatode F' C F, F° C (F')¢, entdo p € (F')".
Portanto, existe € > 0 tal que
(B(p,e) —{ph) N F =0.

porém, p ¢ F, segue entdo que
B(p,e)nF =10

que equivale a B(p,e) C F°, o que no garante que todos os pontos de F*“ sdo interiores, isto &,
F¢ € aberto. Desse modo, I’ € fechado. [ |
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3 FUNCOES CONTINUAS

Definicao 3.1 Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacdo f : M — N é continua
no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter 6 > 0 tal que d(x,a) < §
implica d(f(z), f(a)) < €.

Diz-se que f : M — N ¢ continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.

Equivalentemente, f : M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer bola
B’ = B(f(a),e) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B = B(a, J), de centro a, tal que
f(B) C B

No importante caso particular em que M C Re f : M — M, dizer que f é continua no
ponto a € M significa afirmar que paratodo s > Oexisted > Otalquez € Mea—0d < x < a+0
implicam f(a) — ¢ < f(z) < f(a) + €. Ou seja, f transforma os pontos de M que estdo no
intervalo aberto (a — d, a + ) em pontos do intervalo aberto (f(a) — ¢, f(a) + ¢).

Observacao 3.1 A nogdo de continuidade num ponto é local, isto é, depende apenas do compor-
tamento de f nas proximidades do ponto. Mais precisamente, se existir em M uma bola aberta
B, de centro a, tal que f|g seja continua no ponto a, entdo f : M — N é continua no ponto a.
Segue-se dai que se, para toda parte limitada X C M, f|x for continua, entdo f : M — N é

continua.

Exemplo 3.1 Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0 (chamada
constante de Lipschitz) tal que d(f(z), f(c)) < cd(z,y) quaisquer que sejam x,y € M.

Dizemos entdo que f é uma aplicacdo lipschitziana. Neste caso, f é continua (em cada ponto

ae M)

De fato, dado £ > 0, tomamos 6 = —. Entdo

€
c
d(z,a) < 6= d(f(z), f(a)) <cd(z,a) < cd=c¢.

Se f,g : M — R sdo lipschitzianas, o mesmo ocorre com f + g e kf, onde k € R. Dai,

toda combinacdo linear k; f; + ... + k,, f,, de funcdes reais lipschitzianas € lipschitziana.

Para uma funcio real de varidvel real f, a condi¢do Lipschitz significa que

|f(z) = fy)]

<c
[z — |

e isto equivale a afirmar que a inclinacdo de qualquer secante ao gréifico de f €, em valor absoluto,

menor do que ou igual a c.
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Se uma fung@o real f : I — R, definida num intervalo I, é derivavel e | f'(z)| < ¢ para

todo x € I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, dados =,y € I quaisquer, existe um ponto z,
entre x e y, tal que f(z) — f(y) = f'(2)(x — y) e dai

[f(z) = f(y)] < cle—yl.

Assim, toda func@o com derivada limitada num intervalo (o qual pode ser definido) é

lipschitziana.

Uma aplicacdo f : M — N chama-se localmente lipschitziana quando cada ponto
a € M é centro de uma bola B = (a, r) tal que a restricdo f|p € lipschitziana. Uma aplicag@o

lipschitziana € continua.

Exemplo 3.2 A funcdo, dada por f(x) = ", (n inteiro positivo) é lipschitziana em cada parte
limitada de R.

Com efeito, temos que |z| < a = |f/(z)| = n|z|"! < na™L.
Se |z| < aely| < aentdo
2" =y = |z —ylla" 2"y + Ly
<z —=yl(|2"" + 2"yl + -+ )
< C|y - .SU|7
onde ¢ = na""!. Segue-se que um polindmio p(z) = ag + a;x + ... + a,z" cumpre a condi¢io
lipschitz em cada intervalo [a, b].

Consequentemente, todo polindmio p : R — R € uma fung¢ao continua.
- . Lo
Exemplo 3.3 A funcdo r : R — {0} — R, definida por — é continua.
x
De fato, provemos primeiro que, para todo k£ > 0, r € lipschitziana no conjunto

X ={z € R, |z| > k}.

Ora, se |z| > ke |y| > k, entdo

By
|zy|

1 1
— == - =l = < —
(@) =rwl =17 =7 <z —yl,

onde ¢ = 72

Segue que cada numero real a # 0 € centro de um intervalo, restrito ao qual  é continua.

Logo, r é continua.
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Exemplo 3.4 (Contracdes Fracas) Se [ : M — N ¢ tal que d(f(x), f(y)) < d(z,y) para
qualquer x,y € M, entdo f é uma contragdo fraca. Neste caso, f é lipschitziana (comc = 1) e

portanto continua.

Exemplo 3.5 (Descontinuidade) Se f : M — N ndo é continua no ponto a, entdo f é descon-

tinua nesse ponto.

De fato, isto significa que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo 6 > 0,
pode-se obter x5 € M tal que d(xs,a) < d e d(f(xs), f(a)) > e.

Exemplo 3.6 A funcdo £ : R — R, caracteristica do conjunto dos niimeros racionais Q, dada

¢ = 1, se z€Q
B 0, se zeR-Q

por

¢ descontinua.

) 1
Com efeito, tomemos ¢ = 3 Dado § > 0 tomemos z; tal que |zs — a| < 0, sendo x;

racional se a for racional e x; irracional se a for racional.

Entao

[€(z5) —&(a)] =1 =

DN | —

Observacao 3.2 Dada uma aplicacdo f : M — N, seja Ny C N um subespaco tal que
f(z) € Ny para todo x € M. Entdo f pode ser considerada como uma aplicagdo de M em Ny,

digamos f1 : M — Ni. Assim, f é continua se, e somente se, f, é continua.

Proposicao 3.1 A composta de duas aplicagcoes continuas é continua. Ou seja, se f : M — N
é continua no ponto a e g : N — P ¢é continua no ponto f(a), entdo go f: M — P é continua

no ponto a.

Demonstracdo. Seja dado £ > 0. A continuidade de g no ponto f(a) nos permite obter A > 0
tal que y € N,
d(y, fa)) < A= d(g(y),9(f(a))) <e.

Por sua vez, dado A > 0, a continuidade de f no ponto a nos fornece § > 0 tal que x € M,

d(x,a) < § = d(f(2), f(a) < A= d(g(f(2)), g(f(a))) < e.

Corolario 3.1 Toda restri¢cao de uma aplicagdo continua é continua.
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Demonstracdo. Com efeito, f|xy = foi,onde i : X — M é a aplicagdo de inclusio,
i(r) =o,0 € X. |

Exemplo 3.7 (Continuidade Conjunta e Separada) Uma aplicacdo f : M x N — P ¢ co-

mumente vista com uma "fungdo de duas varidveis"f(x,y), onde x varia em M e y em N.

Com efeito, sua continuidade no ponto (a, b) pode ser expressa como: para todo £ > 0

dado, existem d; > 0 e do > 0 tais que

d(z,a) <6, e d(y,b) <d=d(f(z,y), f(a,b)) <e.

Tomemos em M x N a métrica

d[(z,y), (a,b)] = max{d(z,a), d(y,b)},

se tomarmos f(x,y) suficientemente préximos de f(a,b), desde que z seja suficientemente
préximo de a e y de b esta formulacdo acima decorre da definicdo de continuidade. Diz-se entdo
que f é continua conjuntamente nas variaveis e y.

Em contraposicdo, diz-se que f : M x N — P & continua em rela¢@o a primeira varidvel
(no ponto (a, b)) quando a aplicagdo parcial fz : M — P, dada por fg(z) = f(z,b), é continua
(no ponto x = a). De maneira semelhante, f é continua em rela¢do a segunda variavel (no
ponto (a, b)) quando a aplicagdo parcial f*(y) = f(a,y), é continua (no ponto y = b). Se ambos
os casos ocorrem, dizemos que f é continua separadamente em relacdo a cada uma de suas

variaveis.
Observacao 3.3 f* = foize f,= f o1

Exemplo 3.8 (Continuidade da Multiplicacdo) Seja E um espaco vetorial normado. A soma
s: Ex E — E, éuma contracdo fraca, e consequentemente, é continua. consideremos agora a
outra operacdo de E, ou seja, a aplicagdo m : R x E — E, onde m(\, x) = \x. Mostremos

que m € lipschitziana em cada parte limitada de R x E.

De fato, se |Al, ||, ||, |y| sdo menores do que ou iguais a a entdo

dim(A,z),m(p, y)] = [ v — py|
= [A\v — px + px — py|
< A= pllz| + [pllz -y
< a(|]A = pl+ |z —yl)
= ad[(A, ), (1, y)]-

Logo, m é lipschitziana.
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Dessa forma, m € continua em cada parte limitada de R X £/, e consequentemente,
m: R x ¥ — E € continua.

Dados os espacos métricos M, N; e Ny, uma aplicacdo f : M — N; x N, equivale
a um par de aplicacdes f; : M — Ny e fy : M — N5, chamadas as coordenadas de f, tais que
f(z) = (fi(z), fo(z)) para todo x € M. Escreve-se f = (f1, f2). Considerando-se as projecdes
p1: N1 X Na— Niepy:ng x Ny — Ny, t€m-se fi =pio fefo=prof.

Proposicao 3.2 A aplicacdo f : M — Ny X Ny € continua (no ponto a € M) se, e somente se,

suas coordenadas f, : M — Ny e fo : M — Ny sdo continuas (no ponto a,).

Demonstracao. Se f é continua entdo f; = pyo fe fo = poo f, pois p; e ps sdo continuas. Reci-

procamente, usaremos em N; X Ny a métrica d[(x1, z2), (y1, y2)] = max{d(x1,y1), d(x2, y2)}.

Dados € > 0, como f; e f> sdo continuas no ponto a, existem d; > 0 e do > 0 tais que

d(xz,a) < d = d(fi(x), fi(a)) < e

d(z,a) < 0 = d(fa(x), f2(a)) < e.
Seja 6 = min{dy, d2}. Entdo

d(z,a) <6 = d(f(z), f(a)) = max{d(fi(z), fi(a)),d(f2(2), f2(a))} <e.

Logo, f é continua no ponto a. |

Corolario 3.2 Se f; : My — Ny e fy : My — N5 sdo continuas, entdo também é continua a
aplicagdo:

©=f1 X fo: My x My — Ny X Ny,

definida por
p(x1,22) = (fi(21), f2(22)).

Demonstracao. Considerando as projecdes py : My X My — My e py @ My X My — M,
vemos que as coordenadas de ¢ sdo f1 opy : My X My — Ny e foops : My X My — N,. Pela

proposic¢ao 2.6, ¢ € continua. |
Proposicao 3.3 Sejam M um espaco métrico, E um espaco vetorial normado e

fig: M — E a,B: M — R aplicagbes continuas, com () # 0 para todo x € M. Entdo
sdo continuas as aplicagées f +g: M — E, af : M — Re % : M — R, definidas por

(f +9)(x) = f(x) + g(z), (af)(z) = a(z) f(z),(

™| e
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Demonstracao. Temos que as aplicacdes 7 : R—{0} - R, s: ExFE — Eem:RxFE — E,

dadas por r(z) = —, s(z,y) =+ y =em(\, x) = Az sdo continuas. Pois,
T

e MIA EXESE
z = (f(@),9(x)) = f(x) + g(v)
Istoé, f+g=so(f 9);

e ML RxEDE
z = (a(z), f(z)) = (@) f(z)
Ou seja, aof = mo (a, f);

° MﬂRX(R—{O})MRXRQR
1 a(r)
z— (a(z), B(x) — (a(z), 5(5")) — ()

Assim, % =mo (id x r)o (e, f).

Logo, pelas proposi¢des 2.5 € 2.6 temos que f + g, af e % sdo continuas (onde
1d : R — R é a aplicagdo identidade). |

Definicao 3.2 Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacdo f : M — N chama-se uma
imersdo isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € M. Neste caso,

diz-se também que f preserva distancias.

Definicao 3.3 Uma imersdo isométrica f : M — N ¢é sempre injetora, pois

flz) = fly) = d(z,y) = d(f(z), f(y)) = 0 = x = y. Uma isometria é uma imersdo
isométrica sobrejetiva. Toda imersdo isométrica f : M — N define uma isometria de M sobre
o subespaco f(M) C N.

A composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria ainda sao isometrias.

Sejam X um conjunto, M, d um espago métrico e f : X — M uma aplicacdo injetiva.
Para cada par de pontos z,y € X, ponhamos d'(z,y) = d(f(x), f(y)). Isto define uma métrica
d’ em X, chamada a métrica induzida por f. Ela € a tinica métrica em X que torna f : X — M
uma imersao isométrica. Um exemplo particular desta situagdo € o caso de um subconjunto
X C M. A métrica que torna X um subespago de M € induzida pela aplicagdo de inclusao

i: X — M, tal que i(z) = x paratodo x € X.

Um dos métodos mais frequentes de introduzir uma métrica num conjunto X € induzi-la

através de uma aplicagdo injetiva f : X — M, de X num espago métrico M.
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3.1 Homeomorfismo

Na drea da Algebra Linear, a inversa de uma transformacio linear bijetiva também &
linear. Por outro lado, na Teoria dos Grupos, o inverso de um homomorfismo bijetivo € ainda um
homomorfismo. Porém, na Topologia, existem funcdes continuas bijetivas f : M — N tais que
f~t': N — M é descontinua.

Exemplo 3.9 Seja M a reta com a métrica zero-um. A aplicacdo identidade i : M — R é
continua, mas sua inversa j : R — M (que também é dada por j(x) = x) é descontinua em

cada ponto a € R.

De fato, tomando ¢ = %, temos B (f(a), %) = {f(a)} em M. Logo, ndo existe 6 > 0
tal que f((a — d,a+0)) C B(f(a),e).

Definicao 3.4 Se M e N sdo espacos métricos, uma funcdo f : M — N é chamada homeomor-

fismo se, e somente se,

(a) f é bijetiva;

(b) f e sua inversa f~1 sdo continuas.

Neste caso, diz-se que M e N sdo homeomorfos.

Proposicio 3.4 Sejam d e d’ métricas sobre um conjunto M. Para que d e d' sejam equivalentes
é necessdrio e suficiente que a aplicagcdo i : (M, d) — (M, d'), definida por i(x) = z,Vx € M,

seja um homeomorfismo.

Demonstracdo. Seja p € M. Dada uma bola By (i(p),€), por hipétese existe uma bola
Ba(p,0) = Ba(i(p),6) C Ba(i(p), ). Mas, Ba(p,d) = i(Ba(p,)) o que implica
i(Ba(p,0)) C Ba(i(p),e) e portanto, i é continua em p. De maneira andloga se prova que a

inversa de 7 € continua.

Reciprocamente, dada uma bola By (p, ) = Ba/(i(p), €), como ¢ é continua em p existe

uma bola By(p, ¢) de maneira que i(By(p, €)) = Ba(p,0) C Ba(p,¢).

Usando o fato de que a inversa de 7 ser continua, prova-se de maneira andloga que dada
uma bola By(p, €) existe § > 0 tal que By(p,d) C Bqy(p,€). [

3.2 C(Continuidade uniforme

Seja f : M — N uma funcdo continua num ponto p € M. Entdo dado € > 0, existe
d > 0 tal que d(f(z), f(p)) < e paratodo = € B(p,d). Este 6 depende, em geral, ndo s6 de ¢
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como também do ponto p. Mas ha casos em que pode-se usar o mesmo ¢ em todos os pontos de

M, no seguinte sentido:

Definicao 3.5 Se M e N sdo espacos métricos, uma fun¢do f : M — N se diz uniformemente

continua se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

d(w,y) < 6 = d(f(z), f(a)) < e.

Observacao 3.4 Toda funcdo uniformemente continua é também continua. Porém, a reciproca

ndo vale.
Exemplo 3.10 As aplicacoes lipschitzianas sdo uniformemente continuas.

De fato, se ¢ > 0 € a constante de Lipschitz de f, entdo

d(f(x), f(y)) < cd(z,y),Yr,y € M.

€ C oo
Logo, dado € > 0, tomando 6 = — a defini¢do € satisfeita.
c

1
Exemplo 3.11 A funcdo f : R* — R dada por f(x) = cos (—) é uma fungdo continua, mas
x

ndo é uniformemente continua.

Com efeito, a continuidade de f decorre dos fatores

R*—-R—>R
1 (1)
t—= —+—cos|—|.
t x
) . 1 1
Seja e = 1. Para qualquer 6 > 0, existe n € N tal que ———  — < J. Tomemos r = —— ¢
2n(2n + 1)m 2nm
1
= — . Entéo:
J (2n+ 1)m 1o
1 1

v =yl = ont  (2n+ )7

(2n+ 1) — 2n7
2n(2n + 1)w2
1
2n(2n + 1)m
1
2n(2n + )7’

£ (x) = f(y)| = | cos(2nm) — cos[(2n + 1)x]|
= | cos(2m) — cos(m)]

— - (-1)|=2>¢
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Definicao 3.6 (Homeomorfismos uniformes) Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicagcdo
f M — N diz-se homeomorfismo uniforme se f é bijetora, é uniformemente continua e sua

inversa f~' também é uniformemente continua.

Exemplo 3.12 Toda isometria f : M — N é um homeomorfismo uniforme posto que é bijetora,

lipschitziana e sua inversa é também uma isometria.
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4 ESPACOS METRICOS COMPLE-
TOS

Uma propriedade importante de sequéncias convergentes é que se (,,),en € uma sequén-
cia convergente de um espago métrico M e se lim z,, = p, entdo para todo € > 0, existe um
indice ny € N, tal que

n>ny = d(z,,p) <

DO ™

Mas,
A, xn) < d(Tpm, p) + d(p, x,,).

Assim,

m,n > ng = d(Ty,, ,) < E.

4.1 Sequéncia de Cauchy

Definicao 4.1 Uma sequéncia (z,)nen de pontos de M é chamada sequéncia de Cauchy se,

para cada € > 0, existe um indice ng € N tal que

m,n > ng = d(Tp, Ty,) <&,

Ou equivalentemente, se para cada € > 0 existe ny € N tal que

n > ng = d(T,, Tpip) < e,Vp € N.

Segue diretamente da defini¢do 4.1 que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy

também € uma sequéncia de Cauchy.

Observamos alguns resultados:
Proposicao 4.1 Toda sequéncia convergente de um espaco métrico é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (,),en uma sequéncia convergente em M e dado £ > 0. Denotaremos
por

r = limx,,

temos que existe ny € N tal que

n>ng = d(x,, ) <

DO | ™



Capitulo 4. Espacos métricos completos 66

Logo,

m,n > ng = d(Tm, x,) < d(Tpm, ) +d(x,z,) < g + g =e.

De onde (x,,),en € uma sequéncia de Cauchy. [ |
Observacao 4.1 A reciproca desta proposigcdo ndo é vdlida, como mostra o exemplo 4.1.

Exemplo 4.1 Consideremos a sequéncia (x,,),en em Q, definida por

=1

o =1,1

rg = 1,101

x4 = 1,101001

x5 = 1,1010010001

Em R temos que essa sequéncia é convergente com x,, — x = 1,1010010001.... Como (x;,)nen €
convergente em R entdo (x,,)nen € uma sequéncia de Cauchy em R. Logo, (x,,)nen € uma sequén-
cia de Cauchy em Q (com a métrica induzida de R). Verifiquemos que (x,,),en ndo é convergente
em Q. Para isso, suponhamos que (,)nen converge em Q para y. Entdo x,, — y em R, e pela
unicidade de limite em R tem-se que x = vy, de onde segue que x = 1,101001000100001... € Q.

O que é um absurdo, pois x ndo admite representacdo decimal finita nem periddica, logo x ¢ Q.

Proposicdo 4.2 Seja (x,,),en uma sequéncia de Cauchy em M. Se existe uma subsequéncia

(@, Jnen de (xn)nen que converge a um ponto v € M, entdo (,)nen também converge para x.
Demonstracao. Seja (x,,),ey uma sequéncia de Cauchy em M e (x,, ),eny uma sequéncia de
(n)nen tal que x,,, — x em M. Queremos mostrar que
Ty — T
Dado £ > 0, como (x,,)nen € uma sequéncia de Cauchy. Existe n; € N tal que
m,n > ny = d(Tm,, T,) < g,
e como x,, — T, existe ny € N tal que

ng > ng = d(z,, ,r) <

DO | ™

Tomando ny = max{n,ns} e ny > ngy temos
e €
n>ng = d(xn, ) < d(@n, y,) + d(zy,, x) < 3 + 5= €.

De onde z,, — . [ |
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Corolario 4.1 Se uma sequéncia (x,)nen de pontos de um espago métrico possui duas sub-

sequéncias que convergem a limites distintos, entdo (T, ),cn ndo é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Sejam (z,, )ien © (Zn, )en Subsequéncias de (z,,)nen tais que

Tp, — T

Tn, =Y

em M, com x # y. Suponhamos por contradi¢do que (z,,),cn € uma sequéncia de Cauchy. Pela

proposi¢do anterior temos que

Ty — X
e
Ty — Y.
Pela unicidade do limite tem-se que x = y. O que € um absurdo. |

Proposicao 4.3 Toda sequéncia de Cauchy em um espaco métrico é limitada.

Demonstracao. Seja (x,,),en uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M. Tomando € = 1,
existe ng € N tal que

m,n > ng = d(xm,, z,) < 1.

Seja
k1 = max{d(z,, zn,); 1 <n < mng}.
Tomando
k= max{?kl, 2},
temos que
kE k
ATy ) < d(Tp,y Tny) + ATy, Tm) < 5 + B < k,Ym,n € N.

Assim, se A = {x,;n € N} entdo
diam(A) = sup{d(x,, T, );m,n € N} < k.

Logo, a sequéncia (z,)nen € limitada. |
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Observacao 4.2 A reciproca desta proposicdo ndo é verdadeira. Por exemplo, a sequéncia

1,0,1,0,...) € limitada, mas é uma sequéncia de Cauchy. Embora a reciproca da ultima
) b b ) q y p

proposicdo ndo seja vdlida, estabelecemos um resultado relacionando sequéncias de Cauchy e

didmetro de conjuntos.

Proposicao 4.4 Seja (x,,),en uma sequéncia de Cauchy em M. Para cada n € N, seja

A, =A{xn, Tnt1,.. }. Entdo, a sequéncia (x,)nen € de Cauchy se, e somente se

lim diam(A,) = 0.

n—-+oo
Demonstracao. Inicialmente, observemos que
Al DA D...DA, D ...

Agora suponhamos que (z,,),ené uma sequéncia de Cauchy, pela proposi¢do anterior
diam(A,) < +o00. Como A,, C A;, paratodon € N, entdo diam(A,) < +oo paratodon € N.

Agora dado £ > 0, como (x,,),en € uma sequéncia de Cauchy, existe ny € N tal que
€
n>ny = d(Tn, Tnip) < Q,Vp e N.
Entdo, para cada n > ng temos

i, >n=d(z,z;) <dx;,x,) +dz,, ;) < g + g =,

ou seja,
d(IZ’,ZEj) < €,VZ‘Z‘,JIJ’ €A,
De onde diam(A,,) < €. Logo,
lim diam(A,) = 0.

n—-+4o0o

Provaremos a volta. Seja (x,,),en uma sequéncia tal que

lim diam(A,) = 0.

n——+o0o

Vamos supor que (Z, ),en nd0 seja uma sequéncia de Cauchy. Entéo, existe € > 0 tal que para

todo ny € Nexistem n > nge p € N tais que

d(xnv xn—i—l) Z €.

Assim,
diam(Ay) > d(zp, Tnip) > €,
mas como
AIDAD..DA DAL D ...
Isto é,

diam(Ay) > diam(Ay) > ... > diam(A,) > ...
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Logo,
diam(A,,) > diam(A,) > ¢.

Como ny € N é arbitrério, segue que diam(A,,) > ¢,¥m € N o que contradiz a hipitese

lim diam(A,) = 0.

n—-+o0o

Vejamos alguns resultados e exemplos envolvendo sequéncias de Cauchy e continuidade

de funcdes.

Proposicdo 4.5 Seja (,,)nen uma sequéncia de Cauchy em M. Se [ : M — N é uma aplicagdo

uniformemente continua, entdo (f(x,))nen € uma uma sequéncia de Cauchy em N.

Demonstracao. Dado ¢ > 0. Como f € uniformemente continua existe o > 0 tal que

d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) <e.

Como (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy, entdo existe ng € N tal que
m,n > ng = d(x,, Ty) < 0.

Logo,
m,n > ng = d(x,, Ty,) <0 = d(f(z,), [(zm)) < e.

Portanto, (f(x,))nen € uma sequéncia de Cauchy. [

Observacao 4.3 (1) A reciproca da iiltima proposicdo, em geral, ndo é vdlida. Por exemplo,
a funcdo f : R — R dada por f(x) = x* ndo é uniformemente continua, mas é
uma sequéncia de Cauchy. De fato, seja (r,)neny uma sequéncia de Cauchy em R.
Pelo resultado anterior, (x,)nen € uma sequéncia limitada, isto é, existe k > 0 tal que

|z,| < k,Vn € N entdo temos

- |xn+xm||xn_xm|

< 2k|z, — x4y
Agora, dado € > 0 como (x,,)nen € de Cauchy existe ng € N tal que

€
m,n > ng = T, — T <ﬁ'

De onde,
m,n > ng = |f(z,) — f(em)] < 2k|x, — x| <e.

Portanto, (f(x,,))nen € uma sequéncia de Cauchy.
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(2) A dltima proposicdo ndo é vdlida para fungées que sdo continuas, mas ndo sao unifor-

memente continuas. Por exemplo, a fungdo f : (0,1] — R dada por f(x) = — é uma e
x
1
transforma a sequéncia de Cauchy (x,,)nen dada por x,, = —, na sequéncia (f(x,))nen
n

1
dada por f(x,) = f (—) = n, que ndo é uma sequéncia de Cauchy.
n
Segue direto a tltima proposi¢do o resultado abaixo.

Corolario 4.2 Seja (z,)nen uma sequéncia de pontos de M. Se f : M — N é um homeomor-
fismo uniforme, entdo (x,,)nen € uma sequéncia de Cauchy em M se, e somente se, (f(x,))nen €

uma sequéncia de Cauchy.

Corolario 4.3 Se d e d’ sdo métricas uniformemente equivalentes sobre M, entdo as sequéncias
de Cauchy de (M, d) e de M, d' sdo as mesmas.

Demonstracdo. Seja (z,),cny uma sequéncia de Cauchy em (M, d). Como
i (M,d) — (M,d), onde i indica a aplicagdo idéntica de )M, é uniformemente continua,
entdo (i(z,)) = (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em (M, d'). Analogamente se mostra que toda

sequéncia de Cauchy em (M, d') também € sequéncia de Cauchy em (M, d). |

Proposicao 4.6 Sejam M e N sdo espacos métricos e M x N munido da métrica euclidiana, da
soma, ou do mdximo. Entdo, a sequéncia ((x,,yn))nen € de Cauchy em M x N se, se somente

se, as sequéncias (T,)nen € (Yn)nen sd@o sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente.

Demonstracao. Por estudos anteriores sabemos que as métricas euclidiana, do maximo e da
soma em M x N sdo uniformemente equivalentes, Entdo, demonstramos para uma destas

métricas. Aqui serd demonstrado para a métrica do maximo.

Iniciamos, seja ((2n, Yn))nen uma sequéncia de Cauchy em M x N. Dado € > 0, temos

que existe ny € N tal que

m,n > ng = (T, Yn), (Tm, Ym)) <&,

de onde
m,n > ng = d(T,, Ty,) <€

A(Yn, Ym) < €.

Logo, as sequéncias (Z,,)nen € (Yn)nen S30 sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente.

Agora, seja ((x,, Yn))nen uma sequéncia de Cauchy em M e N, respectivamente. Dado

e > 0, existem ny, ny € N tais que

m,n >ny = d(,, Ty) < €



Capitulo 4. Espacos métricos completos 71

m,n > ng = d(Yn, Ym) < €.

Tomando ny = max{ny, ny} temos que

m, nng = A ((Tn, Yn), (Tm, Ym)) = max{d(x,, Tm), d(Yn, Ym)} < €.

Portanto, ((x,, ¥»))nen € uma sequéncia de Cauchy em M x N. [

4.2 Espacgos métricos completos

Definicao 4.2 Dizemos que um espaco métrico M é chamado completo se toda sequéncia de

Cauchy em M converge para um ponto de M.

Exemplo 4.2 O espaco métrico Q munido da métrica usual ndo é completo. De fato, jd vimos

num exemplo de sequéncia de Cauchy em QQ ndo converge a nenhum ponto de Q.
O exemplo mais importante de espaco métrico € dado pela proposi¢cdo 4.7.
Proposicao 4.7 A reta R (munida da métrica euclidiana) é um espaco métrico completo.

Demonstracdo. Seja (z,),cy uma sequéncia de Cauchy em R. Para cada n € N definimos o
conjunto
X, =A{zn, Tps1, ..+

Temos que
X1D0XoD..0X,,D ..

e para cada n € N o conjunto X,, € limitado. Entdo, para cada n € N podemos tomar
a, = inf X,

e temos que
a<a<..<a, <..<supX;.

Como (ay,)nen € uma sequéncia limitada e mondtona em R, entdo existe « € R tal que =, — «.
Agora vamos mostrar que z,, — x. Para isso, fixemos £ > 0, como a,, — x existe n; € N tal
que

n>ny = d(a,,x) < %

Pelo fato de (,),en ser uma sequéncia de Cauchy, existe ny € N tal que

m,n > ng = d(Ty,, T,) <

w| ™
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Seja ng = max{nj, ny}. Como a,, = inf X,,,, temos que existe N > ny tal que
5
Uy < Ty < Qpy + 3 S d(xy, ).

Assim,

n>ng = d(z,,x) < dT,,zn) +d(TN, ny) + d(ap,, ) < % + % + % =e¢.

Logo, x,, — x, e portanto R € completo. |

Agora observamos alguns resultados envolvendo completude de espacos métricos.

Proposicao 4.8 Se F' é um subconjunto fechado de um espaco métrico completo M, entdo F' é

completo.

Demonstracdo. Seja (z,,),cn uma sequéncia de Cauchy em F. Entdo (z,,),en € uma sequéncia

de Cauchy em M. Como M € completo, existe x € M tal que x,, — .
Precisamos mostrar que = € F.

Como (2 )neny C F e x,, — xentdo x € F. Mas como F é fechado, segue que x € F.

Proposicao 4.9 Se F' é um subespaco fechado de um espaco métrico M, entdo F' é fechado em
M.

Demonstracio. Seja (x,,),en C F tal que z,, — x em M. Para mostrar que F’ é fechado em M
verificamos que = € F. Como (z,),en € convergente em M, entdo (z,),en € uma sequéncia
de Cauchy em M. Sendo (x,,),eny C F, segue que (z,),en € uma sequéncia de Cauchy em F.
Segue da completude de F' que existe y € F'tal que x,, — y em F. Logo, x,, — y em M. Pela

unicidade do limite, temos que x = y € F. [ |

Proposicao 4.10 Seja M x N munido de uma das trés métricas usuais (isto é, da euclidiana,
da soma ou do mdximo). Entdo o espaco M x N é completo se, e somente se, M e N sdo

completos.

Demonstracao. Suponhamos que M x N é completo e mostramos que M € completo. Fixemos
b € N e definamos a aplicagdo f : M x {b} dada por f(z) = (z,b),Vz € M.

A aplicag@o f € uma isometria, e portanto um homeomorfismo uniforme entre os espagos
M e M x {b}.

Afirmamos: M x {b} é um subespago fechado do espagco métrico completo M x N.
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De fato, seja ((zn,b)) C M x {b} tal que (z,,b) — (z,y) € M x N. Entdo, z,, —» =
em Meb— yem N.Logo, y = b. Assim

(xn,b) — (z,b)

em M x {b}. Logo, M x {b} é fechado em M x N.

Pela afirmagdo anterior M x {b} é completo de onde segue que M é completo. De forma,

andloga mostra-se que N é completo.

Agora, suponhamos que M e N s@o completos e mostramos que M x N é completo.
Para isso, consideremos uma sequéncia de Cauchy ((z,,, ¥»))neny em M x N. Como as projecdes
m M XxN — Mem : M x N — N sao uniformemente continuas, estas transformam

sequéncias de Cauchy em M x N em sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente.

Logo, (z1,)nen € (Yn)nen sd0 sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente. Como
M e N sao completos entdo existem x € M ey € N taisque z,, - xrem M ey, — yem V.

Assim,
(ns Yn) = (7,9)
em M x N, e portanto M x N é completo. |

Aplicando sucessivamente n — 1 vezes esta proposi¢cdo prova-se o seguinte coroldrio.

Corolario 4.4 Seja M, x My x ... X M,, munido de uma das métricas usuais. Entdo

My x My x ... X M, é completo se, e somente se, M; é completo para todos 1 < i < n.
Corolario 4.5 O espaco euclidiano R™ é completo.

Definicao 4.3 (1) O espaco de Banach é um espago vetorial que é completo na métrica que

provém da norma.

(2) O espaco de Hilbert é um espaco vetorial munido do produto interno que é completo na

métrica que provém do produto interno.

Exemplo 4.3 O espaco euclidiano R" é um espago de Banach como também de Hilbert, pois

d(x,y) = ||z —yl|,

com ||z|]* = (2, 2).
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5 O TEOREMA DE BAIRE

5.1 Biografia de René-Louis Baire

Antes do teorema vamos expor uma breve biografia sobre René-Louis Baire, baseada em
O’Connor e Robertson (2000). Este nasceu em 21 de Janeiro de 1874 em Paris, Franca, e faleceu
no dia 05 de Julho de 1932 em Chambéry, Franca. René cresceu em Paris na época em que a
torre Eiffel estava sendo construida. Seu pai era alfaiate e René era um de trés filhos que tiveram
que lutar sob dificeis circunstancias financeiras. Ele estudou no Lycée Lakanal e se tornou um
excelente aluno ganhando duas mencdes honrosas no Concours Général, uma competicao entre

os melhores alunos de todos os Lycées da Franca.

Em 1886, quando tinha doze anos, René ganhou uma bolsa de estudos para lhe permitir
ter uma boa educacgdo, e em 1890, concluiu as aulas avangadas no Lycée Lakanal e entrou na
secdo de matemdtica especial do Lycée Henri IV. Ap6s um ano passou nos exames de admissao
para a Ecole Polytechnique e a Ecole Normale Supérieure, onde escolheu a segunda opgio.
Nesta ele destacou-se nos exames escritos, porém apresentou dificuldades em oralidade. Apds
sua formacao obteve seu primeiro cargo como professor o que lhe proporcionou uma razodvel

condicao financeira. Entretanto, o mesmo tinha pouco contato com a vida universitaria.

Baire, trabalhou na teoria das func¢des e no conceito de limite, descobrindo condi¢des sob
as quais uma fung¢do € o limite de uma sequéncia de fun¢des continuas. E pouco tempo depois,
estabeleceu sua classificacio de fungdes. Ele recebeu uma bolsa para continuar seus estudos na
Italia e 14 conheceu e estabeleceu uma estreita amizade com Volterra, e enquanto trabalhava no
colégio, escreveu uma tese de doutorado sobre funcdes descontinuas que foi examinada em 24
de marco de 1899 por um conselho formado por Darboux, Appell e Emile Picard, e assim, lhe

concederam o doutorado.

No entanto, Baire sofria de problemas de saide e, apds a concessao de seu doutorado,
ele s6 conseguiu contribuir com a matemadtica por alguns periodos curtos. Ele ensinou em vdrios
colégios mas, s6 em 1901 que foi nomeado para a Universidade de Montpellier como "Maitre des
conference", onde preparou alunos para o exame de "agregacdo”, uma posicao que ele desfrutou

muito mais do que ensinar em colégios.

Em 1904, Baire recebeu uma bolsa da Fundagdo Peccot, onde passou o semestre no
College de France, lecionando sobre o assunto de sua tese e teve as palestras publicadas no ano
seguinte, sendo também nomeado para um cargo universitario quando ingressou na Faculdade de
Ciéncias de Dijon, onde foi promovido a professor de andlise. Entretanto, devido a problemas de
saude que o debilitaram, ele tornou-se incapaz de realizar trabalhos que exigiam concentragdo, e

a pesquisa em matematica tornou-se impossivel nesses momentos.
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Pr6ximo ao inicio de 1914, Baire pediu licenca para tentar se recuperar. Foi para Alésia,
e depois para Lausanne, ndo conseguindo voltar devido o inicio da Primeira Guerra Mundial, e

assim, permaneceu por 14 até o ano de 1918 em condig¢des financeiras complicadas.

ApOs isso, incapaz de retomar suas funcdes, Baire morava as margens do lago Genebra
e estava 14 quando recebeu o Chevalier da Legido de Honra e foi eleito para a Academia de
Ciéncias em 1922. Aposentou-se em 1925 e passou seus ultimos anos as margens do lago de

Leman.

Apesar de ndo poder trabalhar, Baire escreveu uma série de importantes livros de andlise,
incluindo Théorie des nombres irrationels, limites e continuidade (1905) e Legons sur lesories
générales of I’analyse 2, 2 Vols. (1907-8).

Nesta sec¢do buscamos compreender um dos mais férteis teoremas da Teoria de Espagos
Métricos, o qual € objetivo de estudo deste trabalho. Mas, antes de enuncia-lo estudaremos
alguns resultados preliminares. Comeg¢amos introduzindo uma classe de conjuntos que em certo

sentido, sdo insignificantes dentro do espaco métrico que os contém.

5.2 Teorema de Baire

Definicao 5.1 (Conjuntos magros) Um subconjunto X de um espaco métrico M, diz-se magro

em M quando é uma reunido enumerdvel
X =UX,
tal que para cada n € N, tem-se intX = (.
Para que X seja magro em M & necessario e suficiente que X C U;”, F},, onde

Fy, ..., F,, ... sdo fechados com interior vazio em M. A no¢do de conjuntos magros desempenha

em Espacos Métricos papel semelhante ao da no¢do de conjunto de medida nula em Analise.

Na terminologia antiga, um conjunto magro era chamado de conjunto de primeira

categoria. Eram chamados, de conjuntos de segunda categoria, aqueles que nao eram magros.

Observacao 5.1 As propriedades seguintes sdo imediatas:

(i) A reunido de uma familia enumerdvel de subconjuntos magros em M é subconjunto

magro;

(ii) Se X é magroem M eY é magro em X, entdo Y é magro em M.

Exemplo 5.1 O conjunto dos niimeros racionais Q é magro em R. De fato, sabemos que o

conjunto dos niimeros racionais é enumerdvel e temos

Q = Uxe(@{l'}.
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Assim, Q é uma reunido enumerdvel de conjuntos {x}, x € Q, com int{x} = (.

Exemplo 5.2 Ndo é verdade, porém, que todo subconjunto magro X C M tenha interior vazio
em M. Por exemplo, Q. (racionais positivos) é magro em Q, pelo mesmo fato do exemplo

anterior. Observemos, no entanto, Q. ndo tem interior vazio em Q.

Exemplo 5.3 R x {0} é magro em R% De fato, notemos que
R x {0} = Ukez[k, k + 1] x {0}.

Sendo 7 um conjunto enumerdvel e

intlk,k+1] x {0} =0

em R?, segue que R x {0} é magro em R>.

Observacgao 5.2 Mostramos no exemplo (2.22) que intX = () se, e somente se M — X é denso
em M. Neste sentido, um subconjunto F' C M é um fechado com interior vazio se, e somente se,
seu complementar M — F é um aberto denso em M. Portanto, intX = () & X estd contido
num fechado com interior vazio < M — X contém um aberto denso em M < int(M — X) é

denso em M.

A proposicao seguinte generaliza o "Principio dos intervalos encaixantes", um importante

fato basico sobre numeros reais. Esse resultado € chamado Teorema de Cantor.

Teorema 5.1 (Teorema de Cantor) Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para
toda sequéncia decrescente 'y D Fy, D --- D F,, D --- de subconjuntos fechados ndo vazios

F, C M, com lim diam(F,) = 0, existe um ponto a € M tal que

n—oo

ne1 b = {a}'

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que M seja completo. Consideremos (£}, ),y uma
sequéncia que goza das condi¢des dadas acima. Para cada n € N, escolhemos um ponto x,, € F,.

Isto define uma sequéncia (x,,),eny em M tal que
m,n > ng = Tm, Tn € Fpy.

Ora, para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ng tem-se diam(F,,) < ¢. Entdo,
m,n > ng = d(xy,, ,) <&,

e portante (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Sendo M completo, entdo lim x,, = a € M.
n—oo

Dado qualquer p € N, temos n > p implica que z,, € [},. Sendo F}, fechado concluimos que
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lim z,, = a € I, paratodo p € N. Logo, a € N, F,. Afirmamos que ndo pode existir dois
n—oo
pontos a # b nesta interse¢do porque obrigaria d(a,b) < diam(F,) para todo n € N, mas

lim diam(F,) = 0 entdo d(a,b) = 0. Portanto,

n—oo

N> F, ={a}.

Reciprocamente, suponhamos que a intersecdo de toda sequéncia decrescente de fechados
ndo vazios cujos didmetros tendem a zero € um ponto de M, neste sentido provamos que
M ¢é completo. De fato, seja (x,),en uma sequéncia de Cauchy em M, Para cada n € N,

consideremos o seguinte conjunto

X, = {l’n, Tn41, }

Note que
X1D0XoD---DX, D

sendo X,, C X, para todo € N, segue que (X) ¢ uma sequéncia decrescente de conjuntos
fechados ndo vazios. Além disso, como (z,),en é uma sequéncia de Cauchy entdo

0 = lim diam(X,) = diam(X,,). Nessas condigdes, existe a € M tal que

n—oo

M2 X = {a}.

Como a € X, paratodo n € N, segue que qualquer bola aberta de centro a contém pontos ,,
com indices arbitrariamente grande, ou seja, a € limite de uma subsequéncia de (x,,),en. Sendo

(2 )nen uma sequéncia de Cauchy concluimos que lim z,, = a. |
n—oo

Teorema 5.2 (Teorema de Baire) Seja M um espaco métrico completo. As seguintes afirma-

coes sdo equivalentes:

(i) Todo conjunto magro em M tem interior vazio;
(ii) Se F = U;° | F,,, onde cada F,, é fechado em M e tem interior vazio, entdo intF = 0;

(iii) Se A,, C M ¢é um conjunto aberto denso em M, entdo N;"_ | A,, € denso em M.

Equivaléncias. Inicialmente, demonstramos que as afirmag¢des sdo equivalentes. Comeg¢amos
(i) (ii): sendo F, fechado entio F,, = F, e intF, = intF, = 0. Logo, por (i) intF = (.
Reciprocamente, seja X C M conjunto magro. Temos que X C F', onde F' satisfaz as condicdes
(ii). Note que intX C intF, mas intF = (), logo, intX = ().

Agora (ii)<(iii): Sejam A,,, n € N, conjuntos abertos e densos em M. Denotamos
F,, = A¢ de onde segue que F,, é fechado. Pela observagdo anterior intF,, = (). Seja

F = U F,, por (ii) temos que intF' = (). Sabemos que

0 =int U2, F, =int (U2, A%).
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Como
int (N0, A,)°) = int (U2 AY) 5.1

n=1

entdo int (NS, A,)¢) = 0 isto implica que

A, =M

n=1
Portanto, N>7 ; A,, € denso em M.

Reciprocamente, seja F' = Uy~ | F},, onde cada F;, é fechado e tem interior vazio em M.
Denotando, A,, = F temos que A,, é aberto e pela dltima observacdo A,, ¢ denso em M. Por

(iii) tem-se N2 | A,, é densa em M, isto implica int (N2, A,)°) = 0. Assim, (5.1) temos

int (U2, A¢) = (),

mas AS = F,, donde segue
0 =int (U2, F,) =F.

Portanto, as afirmacoes do Teorema de Baire estdo provadas. |

Demonstracao. Agora vamos mostrar o Teorema de Baire, para isso, utilizaremos a terceira
destas afirmacdes, ou seja, queremos provar que a interse¢do enumeravel de conjuntos abertos e
densos em M é densa em M. Sejam A, As, ..., A,, ... uma sequéncia de conjuntos abertos e

densos no espaco métrico completo M e

Dada uma bola aberta qualquer B(a; ), ndo vazia em M mostramos que B(a;r) N A # (), ou

seja, que A € denso em M. Por hipétese, A; é denso em M entdo
B(a;r) N Ay # 0.

Consideremos a; € B(a;r)NA;. Como B(a;r)NA; é um aberto e todo conjunto aberto contém

uma bola fechada, existe r; > 0 tal que
By = Blay;m] C B(a;r) N A;.
Sem perda de generalidade, podemos supor r; < 1. Pelo fato, de que A, ser denso em M temos
B(ay;r) N Ay # 0.

Seja ay € B(aq;11) N Ag. Como B(aq;71) N Ay é um aberto e todo conjunto aberto contém uma

bola fechada, existe o > 0 tal que
BQ = B[CLQ; ?"2] C B(al; 7”1) N AQ.

Podemos também supor ry < % Notamos que By D Bs, diam(B;) < 2 e diam(Bs) < 1.

Continuando com este raciocinio, construimos uma sequéncia de bolas fechadas B,, satisfazendo
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(1) Bi>By,D>:---D>B, D
(2) B, # () paratodon € N;

(3) lim diam(B,) = 0.

n—oo

Entdo pelo Teorema de Cantor, temos
ﬁSLolen = {p} .

Agora nos resta mostrar que p € B(a;r) N A. Sendo By C Ay, By C As, ..., B, C A, ... segue
que
{p} =My Bn € M2, Ay,

Por outro lado, By C B(a;r)e By D By D -+- D B, D -+, assim B, C B(a;r) para todo
n € N. Logo,
{p} =N By C Bla;r).

Portanto,
p € B(a;r) N A,

e portanto A é denso em M. |
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CONCLUSAO

Com este estudo pude expandir os meus conhecimentos adquiridos durante a vida
académica, pois ja que os Espacos Métricos é uma drea ampla e uma disciplina optativa, nao tive

a oportunidade de cursé-la.

Dessa forma, podemos concluir que os Espacos Métricos sdo importantes nao sé pela
suas caracteristicas com relagcdo a generalizacdo dos conceitos de distancia, mas também pelas

ligacdes com outras dreas, como por exemplo, a Andlise Funcional e a Topologia.

O presente trabalho teve, inicialmente, o objetivo de mostrar que existem fungdes
continuas em todos os pontos, mas nao possui derivada em nenhum ponto desses. Porém, devido
ao curto tempo, e as demais disciplinas do curso, infelizmente, ndo foi possivel concluir este

objetivo.

Nesse sentido, optamos por demonstrar o teorema de Baire, que tem fortes aplicagdes,
como essa citada anteriormente, e também na Andlise Funcional. E para que isso acontecesse,

fizemos este estudo dos Espacos Métricos.
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