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Resumo

Na presente dissertacao, estudamos a existéncia e unicidade de solugao para o
problema de Cauchy associado a equacao de evolucao nao local

om(x,t)

pTE —m(z,t) + tanh(B8(J x m)(z,1)).

Exibimos um funcional energia, associado a esta equagao, e verificamos que ele satisfaz a
propriedade de Lyapunov. Além disso, usamos este funcional para mostrar a existéncia
e estabilidade local de uma solugao de equilibrio referida na literatura como instanton.

Palavras chave: Problema de Cauchy; Funcional energia; Equilibrios tipo instanton.
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Abstract

In this work we prove existence and uniqueness of solution for the Cauchy problem
corresponding to nonlocal evolution equation

om(x,t)

pTE —m(z,t) + tanh(B8(J x m)(z,1)).

We exhibit an energy functional associated to this equation, and verify that it satisfies
the Lyapunov property. Moreover, use this function to show the existence and local
stability of a equilibrium solution reported in the literature as instanton.

Key Words: Cauchy problem; Energy functional; Equilibrium type instanton;
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Introducao

Nesta dissertagao estudamos a equagao de evolugao (2), descrita abaixo, a qual
¢ usada no estudo de sistemas de spin com dindmica de Glauber e interagoes de Kac,
onde ela surge como limite continuo de modelos probabilisticos, (veja [4], [6], [7], [8],
[17] e [18]).

Uma configuracao spin é uma especificacao do valor do spin no reticulado Z<, ou
seja, ¢ uma funcao

o Z% — {~1,1}.

O valor o(z), do spin em z, é uma fungdo da configuracdo o, assim uma variavel
aleatoria do espago {—1, 1}Zd. Para todo v € (0,1], a dinAmica de Glauber é o tnico
processo de Markov no espago {—1, 1}Zd cujo pré gerador ¢ o operador L., que atua

nas fungoes f da seguinte forma

Lyf(o) =Y elz,0)[f(") = f(o)], o€ {-1,1}*"

x€Z4

Sendo ¢* dado por
. o(y), se y#u
o"(y) =

—o(z) se y=u=x

o, 0) = %[1 _ o(a)tanh(Bh, (x, )],

¢ a taxa de giro do spin em z, da configuragdo 0. Na expressao de c¢(x,0), h, é dado
por

hy(z) = (Jy 0 0)(),



onde

(Jy00)( Zny

y#T
¢ a convolugao discreta de J, com 0. A dinamamica de Glauber esta relacionada ao

conceito da Medida de Gibbs que é uma medida de probabilidade em {—1, 1}Zd que

satisfaz a equacao

B0 (@)
Mﬁ,hm(‘f(f‘?) = :i:1|{0-(y>7 Y 7£ SL’}) = e—Bhy(2) 1 eBhe ()"

Um potenecial de Kac ¢ a fungao J, : Z% x Z* — R tal que,

Jo(z,y) =T (v|lz — yl).

Finalmente, para qualquer funcio f em Z< seja

> fly (1)

YEBy & ,bo

*A’Y:x,bo (f)

’Yﬂcb0|

onde

Brow={y:ly—az| <y ™} 0<by<l.

A magnetizacao do bloco spin em um tempo t > 0, é a expressao em (1) com f = o(-,t).
Em [7], é demonstrado que a magnetizacdo do bloco spin A, ,p,, (equacao (1)
com x = vy~ 'r), converge em probabilidade, quando v — 0, para m(r, t) onde m satisfaz

a equagao
om(r,t)
ot

Na equagao (2), m é uma funcao real definida em R xR, , 8 é uma constante nao-

—m(r,t) + tanh(B(J * m)(r,t)). (2)

negativa, J € C*(R) ¢ uma fungio par nao-negativa com suporte no intervalo [—1,1] e

integral igual a 1. O simbolo * denota o produto convolu¢ao na primeira variavel, isto
¢,

(T xm)(e.t) = [ T =yl )y (3

Uma solugao de equilibrio de (2) é uma solugao que é constante com relagao a t.

Dai, se m é uma solugao de equilibrio de (2), entao m satisfaz
m(z) = tanh(B(J x m)(x)). (4)

A equacdo (2), é usada no estudo de separagao de fases da matéria, onde m é
interpretado como a densidade de magnetizacao e 57! como o produto da temperatura

absoluta pela constante de Boltzmann.
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Se f <1, a equagao (2) tem apenas um equilibrio (veja [8]). Se 8 > 1, a equagao
(2) possui trés equilibrios constantes, a saber 0 e +mg, sendo mg solugdo positiva da
equacao

mg = tanh(Smg). (5)

Na figura 1, os equilibrios constantes —mg, 0 e +mg sao representados pelas intersecoes

dos graficos da funcao indentidade com o da tanh(x).

05

/ -05F

Figura 1: Equilibrios Constantes.

A temperatura critica corresponde em 5 =1 e quando S > 1 existem duas fases
termodinamicas puras com magnetizacao, iguais a +mg e —mg. Assim, as fases puras,
neste contexto, sao solugoes de equilibrio de (2) e as interfaces, que sao regides entre
as duas fases puras sao defindas como instantons.

Outras aplicagdes da equagao (2) estdao relacionadas a modelos de dinamica

populacional e redes neurais, veja em |[6].
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O objetivo deste trabalho consiste em mostrar a existéncia de uma solugao de
equilibrio de (2), referida na literatura como instanton. Para tanto usamos um funcional
energia, o qual satisfaz a propriedade de Lyapunov de decrescer ao longo de solugoes
de (2). Para isso seguimos os artigos de pesquisa [4] e [6] e resultados cléssicos de [5]
e [11].

Esta dissertagao esté organizada como segue: no Capitulo 1, apresentamos alguns
conceitos e resultados preliminares. No Capitulo 2, estudamos algumas propriedades
da equagao de evolugao (2). No capitulo 3, exibimos um funcional energia e estudamos
suas propriedades. No Capitulo 4, usamos o funcional energia para mostrar a existéncia
de instanton e concluimos este capitulo mostrando a estabilidade local do instanton.
Finalmente, no apéndice exibimos alguns resultados basicos que de alguma forma foram

necessario para a realizacao deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, consideramos alguns resultados classicos da literatura os quais sao
usados para fundamentar os diversos teoremas que figuram nos capitulos posteriores.
Destacamos o Teorema de Picard em espagos de Banach e a Desiguladade de Young

generalizada.

1.1 Teorema de Existéncia e Unicidade em Espacgos
de Banach

Nesta secao consideramos em um espaco de Banach B a equacao diferencial

T = f(t, ), (1.1)

sendo

f:IxB — B
(t,x) — fit,x)

onde I C R e & denota a derivada de x com relagao a variavel ¢.
Uma fungdo continuamente diferenciavel ¢ : I C R — B ¢é dita solugao de (1.1)

no intervalo I se:

(i) o grafico de ¢ em I, isto ¢, {(t,¢(t));t € I} esta contido no dominio de f;

(ii) %¢(t) = f(t,¢(t)) para todo t € I.
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O problema de Cauchy para (1.1) com condi¢oes iniciais (o, o) ¢ denotado por

T = f(t,x), x(ty) = xo. (1.2)

Lema 1.1.1 O problema (1.2) € équivalente a

t
x(t) = o +/ f(s,z(s))ds, (1.3)
to
onde f € continua em I x B.

Prova. De fato, integrando de ty a t ambos os lados de (1.2), temos

/t:x’(s)ds - /t:f(s,m(s))ds.

Dai,

x(t) — x(ty) = /t f(s,z(s))ds.

Portanto,

z(t) = xo —{—/t f(s,z(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.3) temos

d d d [*
E#wzaam+aéj@mm@
Logo,
T = f(t,l’(t)), x<t0) = Zo.

[ |
Quando B = R", temos o classico Teorema de Picard que garante existéncia e unicidade
para (1.2), mais precisamente, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.1.2 Seja f continua e lipschitziana em € = [, X By, onde

I = {t:ft —to] < a}, By = {wsle — ol < B} Se |fl < M em Q com M € Ry,

existe uma e somente uma solugao de (1.2) em I,, onde, « = min{a,b/M?}.

Prova. Veja [21]. u

No que segue, discutiremos um resultado que generaliza o Teorema de Picard.
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Teorema 1.1.3 (Existéncia Local) Suponha que numa vizinhanga do ponto (to, x¢)

a func¢ao

filt—6t+6xB — B
(t.x) — fit,x)

onde B € um FEspaco de Banach e f € continua em t e satisfaz a condi¢do de Lipschitz

na sequnda varidavel, isto €, existe M € R, tal que

1A, 2) = fit, )| < M|z -yl (1.4)

Entao, existe uma vizinhanga de tog em que o problema de Cauchy

{ = f(t7) (1.5)

l’(to) = X

tem uma unica solucao.

Prova. Seguimos nesta demonstragao a idéia dada por Daleckii e Krein em [5]. Como

f € continua em ¢, entao dado £ > 0 existe € > 0 tal que

1f (t,x) = flto, 2)|| <& (1.6)

sempre que |t —to| < e. Além disso, ja que x € B, (z,) (bola de centro em z e raio n),

para algum 1 > 0, usando a hipdtese de f ser lipschitz na segunda variével, temos
1f (&, 2) = f(E, o) || < Ml[x — xol| < M. (1.7)
Note que, pela norma da soma
12, 2) = (o, zo) | = [|(£ = to, = — mo)|| = [t —to| + [l — zol| Ce+n. (1L8)
Usando (1.6) e (1.7), obtemos

1t 2) = fto,zo)l = [If(t,2) = f(t o) + f(L, o) — f (Lo, o)l
1f(t,2) — [t zo)|| + [If (¢, z0) — f (to, zo) |l
< Mn+¢=.

IN

Portanto, chamando 7 = Mn + &, segue que

If (£, ) = f(to, o)l < 7,
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sempre que

H(t,ﬂf) - (to,&?o)“ <e+ 7,

isto é, f é continua numa vizinhanga de (to, o), por conseguinte f é limitada nesta

vizinhanga (veja [14] Teorema 2 p.225). Logo, existe M; > 0 tal que
IF (2, 2)[] < My < oo. (1.9)

Agora, seja 0 = min (e, M%) e denote por Cs (B) espago de Banach das fungoes

continuas x que sao definidas para |t — tg| < § assumindo valores em B, ou seja,

x:[t0—5,t0+5] — B

t — x(t)
com norma

lzll = sup l=(£)]] (1.10)

[t—to|<o
Seja
B, ={z € Cs(B) : |z — ol < n}.
Seja T' um operador sobre B, dado por

(Tx) (t) = xo +/t f(s,z(s))ds.

Note que, Vz(t) € B, tem-se T'(B,)) C B,,. De fato, temos que

o) -zl = | [ ' f (s, a(s))ds

t
< / 1f (s, 2(s)) | ds
to

t
S Mlds
to

= |t —to| My

IA

OM;.
Dai,

(Tx)(t) — woll < oM, (1.11)
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De (1.10) e (1.11) temos

1Tz —aof] = sup [[(Tx)(£) — o
[t—to]<d
< OM;.
Logo,
Ui
Tx — < —M; =n.
IT2 = 2oll < -7y =
Portanto,

T:B,CB— B,

Além disso, para x; e x2 em B,, da hipdtese de fser Lipschitz, temos

|(Twa) () — (Ta1)(1)]] = ‘

/t:f(s, To(s))ds — /t:f(s, z1(s))ds
< [ Uts (o) - 1G5, (o

< [ dthete) s

< [ ot - i

Logo,
| Txy — Tay|| < M(t —to)|lz2 — x1]|- (1.12)

Estimando agora a composicao ||(T?z2)(t) — (T?x1)(t)|| e usando (1.12) obtemos

IT(Tx)(t) = T(Tz) ()] = ‘/tt[f(S;T@(S))—f(S,Tﬂil(S))]dS

< / /(5. Teals)) — £ (s, T (s)) |1
< / M]|(Ta2)(s) — (Tira)(s) s
< / MM (s — to)|2 — 21| ds

t
= My — 1 / (5 — to)ds.
to
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Assim,
r t t
IT(Ta)(t) ~ TTe)(B)]| < M|as — 2] / sds / tods]
LJ ¢ t
2 _szot to
= M=l |, - ool
M2y - [ =0 gy 422
_— gj p— ‘/L‘ —_— e —
2 1 -2 2 0 0
12 — 2ty + 12
o TR ]
(t —t9)?
= w8 e,y
Dai,
2 2 Q(t_t0>2
[(T22)(0) — (a0 < My .

Seguindo este procedimento, para a n-ésima composi¢ao, teremos

[(T"22) () — (T"a1) (B[] < %M”(t — to)" |2 — 2.

Portanto,
(M)
I(T"z2) = (T"22)ll < —— = llwz — 2.
Como, para n suficientemente grande 0 < % < 1, pois n! cresce mais rapidamente

do que (M0d)™, segue do Coroléario A.0.4 que o operador T' possui um tnico ponto fixo,

isto é, existe um tnico z € B, tal que (T'z)(t) = x(t). Logo,

z(t) = xo + /tf(s,x(s))ds e xz(ty) = zo.

0

Portanto, pelo Lema 1.1.1 segue que x(t) satisfaz (1.2). n

Observagao 1.1 O Teorema 1.1.3 afirma somente a ezisténcia de solugoes em
uma certa vizinhanga do ponto tg. Mas, tendo construido uma solucdo no intervalo
[to — 0,10 + 0], podemos tentar estender um pouco mais adiante. E 6bvio que podemos
continuar tal procedimento indefinidamente se, por exemplo, as condigoes (1.4) e (1.9)
sao satisfeitas para todot e x € B com mesmas constantes M e M. Em particular se
as condigoes (1.4) e (1.9) estio satisfeitas para todo t € |, 0), ||x — xo|| < n, para
algum o € R, e a solugio x de (1.1) € tal que ||x(t) — xo|| < no < 7, entao podemos
estender indefinidamente quando t — oo.

Se impormos exigéncias de carater global sobre f, podemos conseguir solucoes globais

sem hipotese prévia no seu comportamento.
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Teorema 1.1.4 (Existéncia Global) Suponha que ezista um dominio [a,b] x B em
que a fungao f € continua em t e satisfaz a condigao de Lipschitz (1.4). Entao para todo
(to, o) € [a,b] x B, o problema de Cauchy (1.5) possui uma inica solugao ¢ : a,b] — B
tal que x = ¢(t) .

Prova. A prova é analoga & prova do Teorema 1.1.3. Basta notar que:

(i) a hipotese do teorema implica na limitagdo de f em [a,b] x S, onde S é um

subconjunto compacto arbitrario de B, e que

(i) o papel de B,, ¢é feito pelo espaco C(B), das fungbes continuas = : [a,b] — B
munido da norma

)l = sup [lz(2)]]-

te[a,b]
Portanto, segue-se o resultado. [ ]
Observagao 1.2 Note que se a equagao (1.1) for autonoma, ou seja, f nao depende
explicitamente de t, entao f € continua em t para todo t € R e, portanto, os Teoremas

1.1.3 e 1.1.4 se aplicam. Em particular, se f é globalmente Lipschitz, temos que existe
e € unica, solug¢io do problema de Cauchy (1.5),(veja [1]).

Para o caso particular de sistemas auténomos, temos o classico resultado, devido

a Cauchy, Lipschitz e Picard, dado abaixo:

Teorema 1.1.5 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam B um Espaco de Banach e
F : B — B uma aplicagao tal que F(0) =0 e

|F(z) = Fy)l < Lllz —yll, Voy eB (LeRy).

Entao, para todo xg € B, existe x € C* ([0, 00), B) tal que

{ :iojfi? (1.13)

Prova. Pelo Lema 1.1.1, resolver (1.13) é equivalente a achar x € C" ([0, 00), B) tal

que
z(t) = xg —l—/o F(z(s))ds. (1.14)
Defina,
E = {z € C'([0,00),B) : sup e Mz (t)]] < oo},



para alguma constante k£ > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmagao 1: E é um Espago de Banach com a norma

lzlle = sup ez (t)[l, &> 0.
t>0

18

De fato, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em E. Dado e >0 I ng € N tal que

o = @ulle = sup e Ml (t) — za(t)| <€, para m,n > ng.
t>
Dai,

e_kt”xm(t) —x,(t)]| <€, paratodo m,n>mng, t>0.

Para cada t € [0,00), fixado, segue de (1.16) que, a sequéncia (z1(t),z2(t),..

Cauchy em B. Assim, existe 2t € B tal que

t

x,(t) = 2 quando n — 0.

Defina

z:[0,00) = B,

tal que
z(t) = 2" = lim z,(¢), Vt>0.

n—oo

Afirmacgao 2: r € Ee z, — z em E.

(1.15)

(1.16)

) é de

De fato, comecamos notando que, como z, é uma sequéncia de Cauchy em E, x, é

limitada em E (veja Teorema A.0.12). Dai, existe uma constante ¢ > 0 tal que

lzalle = supe™|lz.(t)]
t>0

< ¢
Por outro lado, pela definicao de supremo, temos

e Mlan®)ll < supe™ ||z (1)]
t>0

= lznlle-

Dai,
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para todon € N, ¢t > 0 e k > 0 fixo. Passando ao limite nesta ultima desigualdade,
quando n — oo, obtemos
e Mzt < e.
Donde,
]l = supe ™™ [|z(t)]| < e
>0

Para concluirmos a afirmacao é suficiente verificarmos que
x, — x, uniformemente em [0, 00).

Para isso, note que, dado € > 0 existe ng € N tal que
€
By

lzm(8) = 2a ()l < 5

(1.17)

para todo m,n > ng e qualquer ¢ € [0,00). Entao, fazendo m — oo em (1.17)

concluimos que, para n > ng

la(t) = aa(t)] < 5 <<,

para todo t € [0, 00), ou seja x,, — = uniformemente em [0, 00).

Além disso, para todo x € E, a fungao

t
(Px) (t) = xo + / F(x(s))ds,
0
pertence a E. De fato,
(i) a continuidade de ® segue do fato de termos uma soma de fungoes continuas.

(ii) Mostraremos que ||®(x)||g < co. Com efeito,

I®(2)e = supe™|| (@x) ()]

t>0

= sup e M
>0

xo + /Ot F(z(s))ds

Dai,

t

/OtF(x(s))ds .

A primeira parcela do lado direito desta tultima desigualdade, claramente é finita.

| (2)||lg < sup e ||z + supe™
t>0 >0

Para mostrarmos a finitude da segunda parcela, comegamos observando que,

sup e M

>0

< supe / | F(a(s)llds.

>0

/0 tF(x(s))ds
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Mas,

/HF \ds</0tLHa:(s)Hds.

Multiplicamos a expressdo acima pelo nimero positivo e ** obtemos,

t
/ |F(x(s))lds < / e La(s)|ds
t
= /Lekteksekst(s)Hds.
0

Daf,
t
LHxHE/ e Fetads
0

¢
= L||x||Ee_kt/ e*ds
0

]

ef 1
~ Ll | - 7]

1 ekt
— Lol [———]

wn

Ve
e

('b

\

E
E

Va)
IN

1
S [ [Eeks

k k
Portanto,

1
supe” / I1F(xz(s))|lds < L||:v||E— < 0.

>0
Afirmagao: Se escolhermos k£ > L, ® é uma contracgao.

De fato,

[ (x(s)) = @(y(s)Il = [F'(x(s)) = F(y(s))]ds

t
< [ IF) - Fas)]ds
0
t
< [ Llats) = wls)lds
0
Daf, multiplicando ambos os lados por e~* e procedendo como em (i), obtemos
L
12(2) = 2(W)le < ~llz — ylle.

Portanto, se k > L, ® é uma contragao, logo possui um tnico ponto fixo x, o qual
satisfaz (1.14) e consequentemente satisfaz (1.13).

Unicidade: Sejam z e Z, duas solugdes de (1.13). Sendo

p(t) = [lx(t) —z@®)]);
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temos, por (1.14),

Logo,
¢
o(t) < L/ p(s)ds, Yt>0.
0

Portanto, pelo Lema de Gronwall (Lema A.0.6), ¢ = 0. ]

1.2 Convolucao de Funcoes
Nesta secao definimos o produto convolugao de fungoes e estudamos algumas de
suas propriedades.

Definicao 1.1 Dadas duas funcgoes f e g em R, definimos o produto convolugao entre

f e g pela expressao
(fxg)( / flx — y)dy,

para os pontos x tais que a integral exista, isto €, a func¢ao y € R— f(z —y)g(y) seja

integravel.

Proposicao 1.2.1 O produto convolugao satisfaz as sequintes propriedades:
(i) fxg=gxf:
(i) fx(g+h)=[fxg+fxh;

(iii) (fxg)*h=fx(g*h).

Prova. Para verificarmos (i), fazemos a mudanga de variavel z = x — y e obtemos
Frole) = [ fa— gty

:/f x—z

= (g* f)(=).
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No caso da propriedade (i) temos,

£+ 1)@) = / o= (g + 1)w)ldy

Finalmente, usando (i) e o Teorema de Fubini, obtemos

(f*g)*Hl(z) = / (f % 9)(& — y)h(y)dy

- / / F(2)g(w —y — 2)d= h(y)dy
= [5G ( [ oto == mhiway)
_ / F(2)(g  b)(@ — 2)dz

= /R(g*h)(x—z)f(z)dz
= [g*h)* fl(z)
= [fx(gxh)(z).

o que justifica (iu7). u

No que segue veremos dois resultados importantes envolvendo este conceito.

Teorema 1.2.2 (Veja [9], p.242.) Se f € L'(R"), g € CYR") e D,g for limitada,
entao fxg € CY(R) e D(f xg) = f*(D,g).

Prova. Defina
pz) = /Rg(x —y)f(y)dy.

Dai, pela regra de Leibniz (Teorema A.0.8), temos

o (x) = / 0z — ) F(y)dy. (1.18)
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Note que a integral em (1.18) converge uniformemente em —oco < x < 400, pois g, ¢

limitada e f € L. Portanto,

D,(fxg)(z) = ¢(x)
= [ ala= sty
= [(Da.g) * fl(x)
= [fx(D.9)|(2).

]
Combinando o Teorema 1.2.2 com a Proposicao 1.2.1 é imediato o seguinte resul-

tado:

Corolario 1.2.3 Sejam f,g duas fungoes de classe Ct com f,g € L' e D,f e D,g

limitadas. Entao
Dy(f*g) = (Dof) xg = (Dsg) x f-

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam X = R", C' > 0

el <p<oo. Suponha g uma fungao continua em X x X tal que

SUP/ lg(x,y)|dy < C, sup|g(x,y)|dz < C.
zeX JX yeX
Se f € LP(X), a fun¢ao Tf definida por
T = | gt.)fw)dy
X
estd bem definida q.t.p, Tf € LP(X) e [|Tf|, < C|fll,-

Prova. Suponha 1 < p < oo e seja ¢ o expoente conjugado de p, isto é, % + % =1.

Entao, pela desigualdade de Holder
T d ! Pd :
@l < | [ lotalas] | [ latwlisora

< o [ / |g<x,y>\|f<y>|pdy} g

Elevando ambos os lados a poténcia p, integrando e usando Teorema de Fubini, temos

/X (TH@)Pde < C /X /X 9, 9) |1 (o) Pdydz
< o [ Py
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Portanto,

ITfll, < CP allflly

= Cfllp-

Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida em (7'f)(x) converge
absolutamente q.t.p, de modo que o teorema esta provado paraocaso1l < p < oo. O
caso p = 1 ¢ similar, porém mais facil e requer somente a hipotese [ |g(x,y)|dz < C,

e 0 caso p = 0o, somente a hipotese [ |g(z,y)|dy < C. ]

Teorema 1.2.5 (Desigualdade de Young) (Veja [9], p.241.) Se f € L' e g € L?,
entao frxg € LP e
1 % gllp < £l llgllp-

Prova. Basta aplicar o Teorema 1.2.4 com g(z,y) = f(x — y). [ |



Capitulo 2

Propriedades Basicas da Equacao de

Evolucao

Neste capitulo, consideramos a equacao de evolugao nao local

om(z,t)

5 = —m(z,t) + tanh(B(J x» m)(z, t)), (2.1)

cuja idéia geral de sua deducao foi considerada na introducao, e estudamos algumas de
suas propriedades.

Seguindo [6], vamos procurar solugdes m de (2.1) no espago das fungdes continuas
e limitadas, Cyp(R), com norma do sup, ||m|/- < 1 e que sao diferenciaveis em relagao
a t. Assim, em toda esta se¢ao, m(z,t) e u(z,t) denotarao duas solugoes de (2.1), com

condigbes iniciais mo = m(+,0) e ug = u(-,0), respectivamente em Cy(R).

2.1 Boa Posicao

Nesta se¢ao provamos que o problema de Cauchy para (2.1) em Cy(R) esta bem

posto com solugoes globalmente definidas.

Teorema 2.1.1 A funcio F : Cy(R) — C,(R) definida pelo o lado direito de (2.1),
15to €,
F(m) = —m + tanh (J *m)

€ globalmente lipschitziana.
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Prova. Dadas m, u € Cy(R), temos

|(Fm)(z) = (Fu)(z)] = |u(z) —m(z)+ tanh (] +m)(x) — tanh (] * u)(x)]
< |m(z) —u(z)| + | tanh B(J x m)(x) — tanh B(J x u)(x)|
< |m(z) —u(@)| +8(J x m)(z) — B(J * u)(z)]
— fm(x) ~ u(a) by = [ )t~ )iy
< fmle) —u(@)] + 5 / 17— ) () — u(y)ldy
Dai
[(Fm)(z) — (Fu)(z)| < \m(ﬂﬁ)—u(iv)Hﬁ/RU(x—y)Hm(y)—u(y)!dy
< llm =l 8 [ 176 =)l = ul
= =l Blm =l [ =gy (22
Note que
/J(x—y)dy =1
De fato, sendo J par e fR x)dx = 1, fazendo a mudanca de variavel y —x = z, temos

/RJ(x—y)dy = /RJ(y—x)dy
= /RJ(z)dz

= 1
Dai, tomando o supremo em (2.2), obtemos
[F'(m) = F(u)]leo < (8+ 1)[[m — uf|o.

Logo, F'(m) é globalmente Lipschitz. u

Observagao 2.1 Segue da Observagao 1.2 que o problema de Cauchy para (2.1) ad-

mite uma unica solucao e que tal solucao € globalmente definida.

Teorema 2.1.2 A solugao de (2.1) é dada por
t
m(z,t) = e 'm(z,0) + / e~ =) tanh(B(J * m)(z, 5))ds, (2.3)
0

para todo x € R e todo t > 0.
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Prova. De fato, de (2.1) temos

om(z,t)

o + m(z,t) = tanh(B(J x m)(x,t)).

Multiplicamos ambos os lados desta tltima igualdade pelo ntimero positivo ef, obtemos

8méf, Doy m(z,t)e’ = e’ tanh(B(J + m)(z, t)). (2.4)

Note que o lado esquerdo de (2.4) representa a derivada em relagao a ¢ de [m(z,t)e].

Assim temos,

d
pr [m(z,t)e’] = e tanh{B(J «m)(z,t)}.
Integrando esta ultima expressao no intervalo de zero a t obtemos,
t
e'm(z,t) = m(x,0) + / e’ tanh{B(J * m)(x, s) }ds.
0
Logo

m(z,t) = e 'm(z,0) + /0 e~ =) tanh{B(J  m)(z, s)}ds.

Teorema 2.1.3 O conjunto
U=A{ue CyR): [lullo <1}

¢ invariante para (2.1), ou seja, se m(-,t) € solugao de (2.1) com condi¢ao inicial
m(-,0) € U, entao m(-,t) € U.

Prova. Seja m(-,t) a solucao de (2.1) em Cy(R) com condigao inicial ||m(-,0)|l. < 1.

Sendo tanh z < 1, para todo z temos por (2.3)
t
m O < e ml0)]+ [ e tanb(B( ), s))lds
0
t
< e fIm(-,0)] +/ e =) ds
0

t

= e_t\m(~,0)|+e_t/ e*ds
0

= e "m(,0)|+e (e —1).

Logo,
Im(-, )] < e Hm(-,0)|+1—e" (2.5)
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De (2.5) temos
Im(, )]s < e lm(-, 0|0 + 1 — e

Dai, sendo ||m(+,0)||oc < 1 segue que ||m(-,t)]w < 1, como querfamos, e o teorema fica

provado. [ ]

Teorema 2.1.4 A solugio de (2.1) em U € continua com relagio a condi¢ao inicial

para todo t em limitados de R.

Prova. Sejam m(xz,t) e v(z,t) duas solugdes de (2.1) em U com condigdes iniciais

m(z,0) e v(x,0), respectivamente. Entao por (2.3) temos:

|m(z,t) —v(z,t)] < |m(z,0)—v(z,0)| —l—/o e’(t’s)\J* [m(z,s) — v(zx, s)]|ds.

J4 que
T mia,s) = oo, ) = | [ Tl -l s)]dy\
< [ 1= )llmlo.s) = ol )l
< [ 1= llmts) = o) ety
< lmles) = oles)l [ 1=l
= Jmls) = v, )l
Entao,

t
im(z,t) —v(x,t)| < |m(x,0) — v(zx,0)] —|—/ e~ m(-, s) — v(-, 8)||sods.
0
Dai,
t
e'lm(z,t) — v(z,t)| < eflm(z,0) — v(x,0)| —I—/ e’|lm(-,s) — v(-, 8)||cods.
0
Logo,
t
e'flm(-,t) — v t)[[oo < €'[m(-,0) = v(-, 0)[|o + /0 e’llm(-,s) —v(:, 5) | ods.
Portanto, pelo Lema de Gronwall Generelizado, (veja Lema A.0.7), temos
e'llm(-,t) = v(-, )]l < €flm(-,0) = v(-, 0)[loce’,

ou seja,

[m(-,t) = v( )lloe < €[[m(- 0) = v(:,0)[|oc-
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Observagao 2.2 Segue dos Teoremas 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 e 2.1.4 que o problema de
Cauchy,

om(z,t) B
ot

estd bem posto em U com solugoes globalmente definidas.

—m(z,t) + tanh(B(J x m)(z,t)); m(z,0) = m(x),

2.2 Equicontinuidade das Orbitas

Nesta se¢ao estudamos os pontos limites das orbitas de (2.1). Dois resultados
sao abordados, sendo que o Teorema 2.2.1, a seguir, tem sua importancia associada ao

Corolario 2.2.2, pois o mesmo é usado na demonstracao da existéncia do instanton.

Teorema 2.2.1 Seja ¢(x,t) := m(x,t) —e 'm(x,0) e denote por |’ sua derivada com

relacao a x. Entao, para qualquer t > 0 tem-se
19Ol < 817N 1= 8 [ 17 @)l

Prova. Por (2.3) temos,
t
Y(x,t) = e 'm(x,0) +/ e tanh{B(J « m)(z, s)}ds — e"tm(z,0)
0

= /Ot e~ tanh{B(J x m)(z, s) }ds.

Agora, derivando sob sinal de integracao em relagao a x, (veja Regra de Leibniz, con-

forme Teorema A.0.8), obtemos,

%w(x,t) = /Oe_(t_s)sechQ(B(J*m)(x,s))%{ﬂ(J*m)(m,s)}ds.

ds

gw(ﬂfﬂf)‘ < /Ote(ts)|sech2(5(J*m)(:r;,s))]ﬁ‘%/RJ(QJ—y)m(y,s)dy

= /t e~ [sech®(B(J « m)(z, 5)) ds.
0

s J'(x —y)m(y, s)dy

Logo, sendo sech(z) < 1, segue que
il < [0 [176 = gl ldvds
< [t [ - )l sup|m(y. ) dyds.

0



30

Desta tltima desigualdade obtemos

(1) = / e 95 / 7(z — )l )|l sdyds
t
- / eI, ) o / 7 (x — y)ldyds

0 R

t

= Bl [ e s
0

= BllmC o) e v e~ ).

Usando que [|m(-, s)|| < 1e (1—Z%) <1, obtemos o resultado, ou seja,

10/, )]l < BT |11

Corolario 2.2.2 (Pontos Limite das Orbitas) Dada qualquer sequéncia (t,) cres-
cente para o infinito, existe uma fung¢io m* € Cy(R), ||m*||o < 1, € uma subsequéncia
(sn) tal

lim m(x,s,) = m*(x),
n—oo

uniformemente sobre compactos.

Prova. A familia ¢(z,t) = m(x,t) — e 'm(z,0) é equilimitada e equicontinua em

R x R,. De fato,
(i) ¥ é equilimitada, pois de (2.3) temos,
@D = |mle,t) — e 'm(,0)]

< /t le= =) tanh{B(J + m)(z, s)}|ds
0

= [ e N a5 ), ) s

0

t
/ e (=) s
0

< 1.

IN

(ii) Para mostrarmos a equicontinuidade, comegamos observando que

%w(x, t) = —m(x,t)+ tanh{B(J *m)(z,t))} + e 'm(x,0)

—e " 'm(x,0) _/o e~ tanh{B(J « m)(z, s)ds
+ tanh{B(J *m)(z,t))} + e:tm(x, 0)
tanh{B(J + m)(z, 1)} — /0 e~ 09 tanh { B(J % m)(z, 5)}ds.
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Logo, usando que |tanh(z)| < 1, obtemos

%w(x,t)' < \tanh{ﬁ(J*m)(x,s)}—/o e’(t’s)tanh{ﬁ(J*m)(x,s)}ds]

< |tanh{B(J xm)(x, s)}| —|—/0 e~ ) tanh{B(J x m)(z, s)}|ds

t
< 1+/ e~ =9 ds.
0

Dai, sendo f(f e~ (=9) < 1 resulta que

d
E@/J(x,t)‘ <2, (2.6)

Agora, usando o Teorema do Valor Médio temos

0l ) ~ V) € ) — V)] + 9. 8) — vl
.0l o1+ | 000:5)

IN

|t = |

para algum 6 entre x e y e algum s entre t e r. Logo, do Teorema 2.2.1 e da

desigualdade (2.6) segue que
(. t) =y, )| < B e |le — yl + 2/t — .

Pelo estudo feito sobre 1, segue do Teorema de Arzela-Ascoli (veja Teorema
A.0.11) que existe uma subsequéncia desta, a qual designamos por ¢ (x, 1), que con-
verge uniformemente quando £ — oo para todo x em compacto. A partir disto,
considerando subsequéncias de subsequéncias tomadas em t € R, que, pelo procedi-
mento diagonal (veja demonstragao do Teorema A.0.15), obteremos a subsequéncia (s,,)

descrita no enunciado, bem como a conclusao do corolario. [ ]



Capitulo 3

Existéncia de um Funcional Energia

Neste capitulo, seguindo [4] e [6], exibimos um funcional energia para equagao
(2.1) e mostramos algumas de suas propriedades. Além disso, enunciamos e
demonstramos o Teorema de Comparagao, onde o mesmo é usado na prova do Teorema
3.3.1. Finalmente, na demonstragao do Teorema 3.3.2, verificamos que o ponto critico
do funcional energia ¢ uma solugao de equilibrio de (2.1).

Continuamos usando a notagdo U = {u € Cy(R) : ||ul|oc < 1}. Definimos o

funcional F : U — [0, 00) por

Fm) = [ ) = fmaldo+ 1 [ [ 3= pima) = m@)Pdedy,  31)

onde f:[—1,1] — R é a densidade de energia do sistema (veja Figura 3.2) dada por
1

flm) = —5m? = 5 ti(m),

ei:[—1,1] — R a densidade de entropia do sistema (veja Figura 3.1) definida por

, 1+m 1+m 1—m 1—m
i(m) = — ) In ) . In 5 .




Figura 3.1: Densidade de Entropia
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Figura 3.2: Densidade de Energia
3.1 Propriedades Topolbégicas do Funcional Energia

Nesta secao, seguimos com algumas adaptagoes, a prova de semicontinuidade
inferior do funcional F dada em [4].
Comecamos observando que o conjunto U é convexo e, na topologia fraca do

L2

loc

(R), compacto . Nesta topologia m, — m se, para cada R > 0, m,(x), |z| < R,

converge fracamente para m(x), quando n — oo, em L*([—R, R)).
Teorema 3.1.1 O funcional F € finito se, existem oy, |ox| =1 tal que
(m — x,) € L*(R), (3.2)

onde Xo = 0_mpgly<o + 0ymplysg, com 14 indicando a fungao caracteristica do con-

junto A e o uma configuracao de spin.

Prova. Suponha (m — x,) € L*(R). Usando o fato de que f tem minimo quadratico

em £mg, existe b > 0 tal que

f(m) = f(mg) < bmin{(m —mp)* (m +mps)*}.
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Fm) = [ 1fma) = fmldz+ 7 [ [ I = lmia) = mip)Pdedy
< b o) = mpda s [ [ I plmie) = mlp)Pdedy

Notando que (A + B)? < 2(A% + B?), temos

Fim) < b [ (mla) = made+ 5 [ [ = p)lma) = xala)
+ (tola) — m(y))drdy
< b @) =mppdn 5 [ [ Ia=pl(m(o) - o)
b (tole) = mly))?Jdrdy.

Sendo (m — x,) € L*(R) e do fato que [ J(z —y)dx = 1, segue que F(m) < oo. Como

queriamos. -

Observacgao 3.1 A reciproca deste resultado também € wvdlida e sua demonstracao,
fundamentada em resultados de probabilidade, nao serd feita por fugir dos propdsitos
deste trabalho, podendo ser vista em [4]. Mais precisamente temos o sequinte resultado:
existe d > 0 e oy, |oL| =1 tal que d|m — x,|| < F(m), ou seja, F < oo implica que
(m — xo) € L*(R).

Teorema 3.1.2 O funcional F é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de
L2 (R).

loc

Prova. Devemos mostrar que se m,, — m( fraco em L} (R)), quando n — oo, entao

loc

lim inf F(m,) > F(m). (3.3)

n—o0

Esta afirmagao é sempre valida se lim,, o, F(m,,) = co. Consideremos entao

lim inf F(m,) = a < oo. (3.4)

n—o0

Pela Observagao 3.1, existe d > 0 tal que d||m — x,||z2 < F(m) < co. Entao, existem

C < 00, 0™ e n* de modo que, para n > n* tem-se que

/[(mn — Xom)(2))?dx < C.

2

ive(R) a bola fechada ¢ compacta, dai existe o e

Recorde que na topologia fraca de L

uma subsequéncia n; de modo que: (i) o) = ¢ e (ii) (my, — xo) converge fraco em
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L*(R). Denotemos este limite por (m — x,) € L*(R). Observamos agora que, se uma
fungao 1 estd em L?(R), entao, dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que para qualquer L > 0,
tem-se L <! < L+ R para o qual

N,y < ¢,

Hwh=[¢@ﬂm

Fixe uma sequéncia ¢; \, 0, com ¢ > 1, entao para cada ¢ existem:

onde para um dado intervalo I,

(i=1)

(i) uma subsequéncia n,(f) de nk' que converge para [m — X,| € La(R)

(ii) duas sequéncias lg) estritamente crescente para co de modo que

||m£f}3 ~ Xollpt 16 411 < Vk (3.5)
1m) = Xoll ooy oy <& k. (3.6)
Agora fixamos 7, um elemento n € n,(;), chamamos [ = [—l@, l@], I¢ seu complementar

em R e finalmente definimos

Fitm) = [17m() = fmalde+ 1 [ [ I = lmie) = mipPdzay 67

Film) = —p~ / ) —i(mp) da:——// x —y)[m(x)m(y) — m3ldady
—-/‘me— m()m(y) ~ Sm(a))dzdy 39)

Fm) = / (2)) - ﬂmwwm+/[ﬂmu»—fmwmm

IC

w1 [ [ e = plm) - mG)Pasdy

~ 1) - mﬂm+/f m)lda

+ /[/Jx— 2dy+/ J(z —y)[m(z) — m(y))*dy| dz

— /[f(m(a:)) f(mg)]dz + / [f(m(x)) = f(mgp)]dz

+ //J vy o) 2dzdy + /&/ (z — y)[m(x) — m(y)2dzdy.



Dali,
fm>:/V<m>fmﬂm+/f - flma))dz
+ // x—y y)2dady + = /q/ =y —
_ |2dxd _ _
+ tz;/‘ x ray + — /;JQJ x
Portanto,
F(m) = ) + Fre(m / /I UG — m(y))dady.
Note agora que, de (3.9) obtemos
F(m) = Fre(m) + FP(m — y)*dad
(m) rc(m) + J/UK; x xdy,
pois sendo
w5 [ [ I = lmte) = m(o)Pdedy = Fom) = Fre(m)
temos,
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m(y)]|?dxdy

Flm) = Fre(m) = /—5m<f—ﬁ*u &)+ g+ 6 i(ms
+ // z—y — m(y)2dady
+ /chx— — m(y)Pdedy
. / m) — i(my) dx——/l(m(m)Q—m%)dx
+ /” Ty — m(y)2dady

Dai, desenvolvendo os quadrados, obtemos

Fim) = Fre(m) = 57 [litm —znwdm——[@ﬂ@?—m@m:
w1 [y m(y)? — 2m(z)m(y)ldedy

+ 5[[; (z = y)[m()? + m(y)? — 2m(x)m(y)|dzdy

m(y)|*dxdy.

(3.9)

(3.10)
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Logo,
Fim) = Felm) = =57 [litm) ~ itmalds - 5 / m(2)? - m2)da

- / / % — y)2m(z)m(y)dady
+ / / r—y)| )2 dxdy
- 3/ [ I = wzm@m)dedy
+ / / (x —y)| V2] dxdy
I / dx_-/m(x)z—mg)dx
— / / J(x —y)m y)dzdy
+ / / r—y)| )] dxdy
- / / (x —y)m y)dzdy
/ / (z— )] YJdady.

Como [, J(z —y)dy = 1, temos

F(m) — Fre(m) = —p~ / i(mg) dl’——// z —y)( — mg)dzdy
- —// T —y)m y)drdy + ~ // )*|dzdy
// xxxxx y)dxdy + = // )] dxdy
— / i(mp) dx——// v —y)l — m3dady
— —// x —y)m(z)’dedy + ~ // r—y)| )*|dxdy
// xxxxx y)dxdy + = // r—y)| )2 dxdy.



Entao,

F(m) — Fre(m)

Portanto,

F(m)

; _//J@_
e

_5/
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m) — i(mp) dm——// v — y)m(e)mly) — m3)dedy

// z — y)m(x)dady + - //  — y)m(z) dady

_5/

// .y

J[za=r
— Fre(m) = Fl(m //10 r —y)m(y)*dady.

y)2dxdy — // (x—y m(y)dxdy
JC
x)?drdy + = // x — y)2dxdy
IC

m) —i(mg) d:t:——/Ja:— )m(y) — m3]dzdy

r)’dxdy + ~ // x — (y)*dxdy
m(y )——m )2 dady+ = // x— y)*dxdy.

Jc

Recorde agora que, J(z) = 0 se |z| > 1, pois o suporte da func¢do J esta em

[_17 1]7 e note que Xo Z Xo —

[m?

[ml.

v

Como (|m| — xo)? > 0 temos,

2lm|xo — X5 +2x5 — 2x2
X2+ 2lmlxe — 2x2
Xo + 2x0(Im] — xo)
Xo + 2(xe — Im])(Im] = xo)
(Im[ = xo)

2

2

)
= 2(Im] = xo0)
= 2(Im| = x0)

( )"

-2 |m XU‘

Onde na tltima desigualdade usamos que —(|m| — |x,|)* > —|m — x,|*. Dai,

[ e

dxdy

>

/ /1 G DY) — 2(m(y) — xo(y))?]dxdy
/ J(x — y)x2(y)dzdy

//Ic r— — Xo(y))?dady.
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Uma vez que [, J(z —y)dz =1 e —||m — x,| > —¢ por (3.5). Escolhendo I de tal

sorte que

Z‘ﬂJ@—wm@fMMHéﬂIcﬂx—wﬁwﬂu@—%a (3.11)

Logo,
F(m) > Fre(m)+ F(m / J(x — )2 (y)dzdy — 2¢;
]C

> /Zcx— 2 (y)dady — 2. (3.12)

Usando a definigao da aplicagao continua E(-|-), (ver[4] p.68) dada por

mmmc:——// z—vy y)dzdy — /[cx— m(y)dzdy, Ym

vemos que,

Fm) = Blmyme) — 5~ / im(a) = itma)de + 5 [ [ 3o = gymidedy

+ //IC x — y)m(z)*dzdy

¢ semicontinuo inferiormente, pois E(-|-) é continuo e i(m) é convexo, (veja Teorema

A.0.16). Agora, tomando limite em (3.12) ao longo da subsequéncia n}, temos

o = liminf F(m,,) > lim inf F7°(m,,) // (z — y)x2dxdy — 2¢;.
Ic

n—oo n—oo

Logo, sendo F? semicontinuo inferiormente, temos

a = liminf F(m,) > F°(m // (z — y)x2(y)dzdy — 2¢;. (3.13)
Ic

n—oo

Como (m — x,) € L*(R), dado ¢ > 0 existe L, tal que se B é um intervalo unitario
externo a [—L, L], tem-se

Im = xollp < €.

Sendo lg) — o0, quando 7 — oo, dado € > 0, se i é suficientemente grande obtemos,

com um argumento analogo usado para conseguir (3.12),

/ ﬂx—wﬁwﬂﬂ@Z/“ J(z —y)m(y)*dedy — 2e. (3.14)
1Jie rJie
Note agora que, somando em ambos os lados de (3.10), —2¢; — 2¢, obtemos

F(m) — Fre(m) — 2¢; — 2e = Fy(m / J(z — y)m(y)*dedy — 2¢; — 2¢
Ic
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e de (3.13) e (3.14) resulta que

oz B+ [ [ e pnidady -2
// (z — y)m(y)*dody — 2¢; — 2¢
Ic

= F(m)— Fre(m) — 2¢; — 2e.
Logo,
a> F(m) — Fre(m) — 2¢; — 2e. (3.15)
Como (m — x,) esta em L?(R), fazendo i — oo, tem-se ¢; — 0 e de [ = [-1? 7]
resulta em Frc(m) — 0, dai o > F(m), como queriamos. n

Teorema 3.1.3 Suponha que m € Cy(R) e que (3.2) é wdlido. FEntao,
(m(-,t) — xo) € L*(R), para todo t > 0, e ||m(-,t) — Xo|lzz € limitado para t em
compacto.

Prova. Chamando m, = m — x,, temos
Mo+ Xo=m e e 'm(z,0)=e"my(x,0) + e "y, (2).
Dali,

me(z,t) = m(v,t) - Xa(fc)t
= e 'm(z,0)+ /0 e~ tanh(B(J « m)(z, 5))ds — xo ()
= e 'my(x,0) +e X (x) + /0 e~ (t=5) tanh(B(J x m)(z,s))ds — xo(x)
= e 'my(r,0) + /o e~ (t=9) tanh(B(J x m)(z, s))ds + e "xo (1) — xo (7).
Sendo t
e 'Xo(2) — Xo(T) = —/0 6_(t_s)xg($)ds,
resulta

me(x,t) = e 'my(z,0) + /0 e tanh(B(J * m)(z, s) — xo(z)]ds.

Usando que

tanh(ﬂxg(l’)) = Xo(x)7
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obtemos

me(z,t) = e 'my(z,0) + /0 e~ tanh(B(J * m)(z, s) — tanh(Bx, (z))]ds.

Logo,
t
o (-, 8|22 < e [mo (-, 0|l 12 +/ e AL, 5| 2ds, (3.16)
0

onde

A(z, s) = |tanh(5(J x m)(x, s) — tanh(Bx,(z))]. (3.17)
Por outro lado, temos que a equagao (3.17) satisfaz
Az, s) < |B(J xm)(z, s) = (Bxo(x))]. (3.18)

Note ainda que

B Hme) + Blxe(x) = (Jx xo)(@)] = BLJ * |m = Xo(2)] + [Xo(2) = (J % X0) ()]
= Bl xm)(x) = (J* xo)(2)]
+ Ixo(@) = (T x0) ()]
> BI(Jxm)(x) = xo ()]

Assim em (3.18) teremos,

Az, s) < B(J *[mo|) + Blxo(x) = (J % Xo) ()]

Mas |xo(z) — (J * x»)(x)| < mg, pois para x no suporte de J temos

0, se x| <1
Xo () = (J* Xo) () = (3.19)
mg, se |x|> 1.
Entao,
IAG s)lle2 < BIT % mol(, 8)ll2 + Blixe = (J % Xo) |22
< BT % |mel (-, 8) = + V28myg
ja que,

o — (% xo)|2 = / o () — (% xo) (@) Pda
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Voltando a (3.16) e usando a Desigualdade de Young, (veja Teorema 1.2.5), obtemos
t
el < a0l + €31 <l + Vsl
0
t
< e mo(-,0)]lz2 +/ e BT 1 llmo (-, 8)| 2 + V2Bmg)ds.
0
t t
= a0l + [ eI ma5)iads [ eIV BGmgds.
0 0
t
= e Yme(-,0)| 2+ (1 — e’t)\/iﬁmg —|—/ ef(t’s)ﬁHmU(., s)||z2ds
0
t
< e mo(-,0)|| 12 + V2Bmg +/ e U Bme (-, )|l p2ds.
0
Assim,
t
e'lmo (-, )| r2 < Mo (-, 0)[| 12 + €'V2Bmy +/ e’ Bllmq (-, s)| 2ds.
0
Usando o Lema de Gronwall Generalizado (ver Lema A.0.7), obtemos

o (-, )l 2" < (Imo (-, 0)lz2 + V2Bmset)e™.

Portanto,

Imo (- 8)lz2 < (Imo (-, 0)|z2)e® D" + V2Bmyge™.

Assim, m,(-,t) € L*(R) para todo t > 0 e ||my(-,t)||zz = ||[m(-,t) — Xo|/z2 ¢ limitada

para t em compactos, como queriamos demonstrar. [ ]

3.2 Teorema de Comparacao

Nesta se¢ao, enunciamos e demonstramos um dos principais resultados desta dis-
sertacao. Este teorema sera usado frenquentemente em resultados subsequentes.
Defini¢ao 3.1 Uma fun¢ao v é uma subsolugao do problema de Cauchy (2.1) com

condi¢ao inicial mg = m(-,0), se v € continuamente diferencidvel em rela¢io a t,

lv(,t)|loo < 1 para todo t, v(x,0) < m(x,0), para todo x e

a“g’;’ D < () + tanh{ BT % 0)(x. D)}, (3.20)

VreReVt>0. Analogamente, w € uma supersolugao se tem as mesmas propriedades

acima invertendo a desigualdade, isto €, w(x,0) > m(x,0) e satisfaz (3.20).
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Teorema 3.2.1 (Comparagao) Sejam v e w, respectivamente, uma subsolu¢io e su-
persolugao, do problema de Cauchy (2.1) com condi¢ao inicial m(-,0), entdo Vo € R
eVt >0, temos

v(x,t) <m(z,t) < w(z,t). (3.21)

Prova. Seja T' > 0 e denote por M o espago Cy (R x [0,7]) munido com a norma do
sup. Defina a aplicacao G : M — M por

(G(f)) (z,t) = e " f(x,0) + /t e (t=9) tanh{S(J * f)(z, s)}ds (3.22)

0

Note que G é monotonico nao-decrescente, isto é, G(f) > G(g), se f > g e
(G(f)) (z,0) = f(x,0). De fato, de f > g temos e f(z,0) > e ‘g(x,0) e como J* f >
Jxg, tem-se fJ* f > BJ*g acarretando em tanh{3(J* f)(z, s)} > tanh{5(Jxg)(x, s)}
e daf concluimos que G(f) > G(g). E 6bvio que (G(f)) (x,0) = f(x,0). Além disso, se
BT < 1, G é uma contragao sobre qualquer subconjunto de fun¢oes em M com mesmo

valor em ¢ = 0. Com efeito, sejam f e g em C, (R x [0,7]), com f(z,0) = g(z,0), V.

Entao,

G(f) (@, 1) = Glg)(x, 1) = /06(”) tanh{3(J * f)(x, s)}ds

- /Ot ) tanh{ﬁ<J * g) (SC, s)}dS

/0 e~ [tanh{B(.]  f)(z, s} —tanh{B(.] * g)(z, 5)}] ds

< /O =9 tanh{B(J * f)(z, )} — tanh{B(J x g)(x, 5)}|ds.

Dai,
G(f)(z,t) = Glg)(z,t)] < /0 e UIBI(T x f)(w,s) = (Jxg)(x,5)|ds. (3.23)

Agora, note que

[(Jx )z, s) = (S xg)(z,5)] =

[ e = sty [ =gt s)dy'

[ = iss) - gl s>]dy\

IN

/R (e — ), 5) — 9y, )ldy. (3.24)
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Tomando a norma do sup em (3.23) e usando (3.24), obtemos
t
IG() =Gl < [ & IBIf = glluds

0
t

< [ BlIf = glleeds
0

= tBllf — gll=
< TBIf = gl

Logo, se T < 1, temos que G é uma contra¢ao. Assim, se m(z,t) é solucao de (2.1)

com condi¢do inicial mg = m(z,0), temos

lim G"(mg) = m. (3.25)

n—oo

A mesma expressao mantém-se valida para uma solucdo wu, com condigao
inicial ug < mg. Dali, sendo G monotonico, segue que G(ug) < G(mg). Assim, pas-
sando ao limite como em (3.25), segue que u < m, em R x [0, 7.

Agora, se v ¢ uma subsolugao de (2.1), segue de (3.24) que

o ov(x,t)

o T vl t) < etanh{B(J < v)(z, 1)}

Dai obtemos,
d t
pr (e'v(z,t)) < e tanh{B(J *v)(x,t)}.
Integrando de 0 a ¢, resulta
t
elv(z,t) —v(z,0) < / e’ tanh{S(J * v)(z, s) }ds.
0
Logo

v(z,t) < e_tv(a:,t)+/0 e =9 tanh{B(J » v)(x, s) }ds
= G(v)(z,t) (3.26)

Como G ¢é monotoénico, de (3.26) temos:

<
IA

G(v) = G(v) < G*(v) = v < G*(v)
v < G*v) = Gv) <G v) = v < GP(v)

<
IA

G" ) = Gv) < G"(v) = v < G"(v). (3.27)
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Passando ao limite, na tltima desigualdade de (3.27), temos

v < lim G"(v) =z

n—oo

onde z = lim,, o, G"*(v). Pela continuidade de G, G(z) = z pois,

G(z) = G(lim G"(v)) = lim G(G"(v))

n—o0 n—oo

= (lim G"*(v))

n—oo

= Z.

Logo, z ¢ solugao de (2.1) em R x [0, 7], com condi¢ao inicial z(-,0) = v(-,0).

Portanto, se z(-,0) = v(+,0) < m(-,0) entao,
v<z<m em Rx]/[0,T].

Dai
v(x,t) <m(z,t), V(x,t)eRx[0,T].

Com o mesmo argumento, podemos mostrar para a supersolu¢ao. Assim (3.21) vale
para 0 < t < T. Analogamente, o resultado pode ser extendido para [T, 2T, pois a
estimativa nao depende da condi¢ao inicial. O mesmo para [27T',3T] e, por um processo

de iteracao a prova ¢é concluida. [ ]

3.3 Propriedade de Lyapunov para o Funcional Ener-
gia

Nesta se¢ao, mostramos que o funcional energia se comporta como um funcional
de Lyapunov (veja [12]). Em seguida, consideramos o Teorema (3.3.2) que é usado no

capitulo 4 na demonstracao do teorema de existéncia de instanton.

Teorema 3.3.1 Suponha que m(-,0) € Cy(R), com |[|m(-,0)||c < 1, e admita ainda
que (3.2) vale. Entao, F(m(-,t)) estd bem definido para todo t > 0, € derivdvel com

relagao a t, set >0, com

d
S Fm(- 1) = ~I(m(-, 1) <0, (3.28)

onde para qualquer h € Cy(R), com ||h||o < 1, tem-se

I(h) = /R[(J* h)(x) — B~ tarctanh(h(z))][tanh B(J % h)(z) — h(x)]dz. (3.29)
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O integrando em (3.29) é uma fungdo nao-negativa em L'(R), quando h = m(-,t).

Finalmente, para todo to > 0 e todo t > t,
t
F(m(-,t)) — F(m(-,ty)) = —/ I(m(-,s))ds <0 (3.30)
to
Prova. Assuma primeiro que, dado t > 0, existe € > 0 tal que |[|m(-,s)||ec < 1 — ¢,

onde s varia num pequeno intervalo finito A contendo ¢t. Para s € A, escrevemos

F(m(-,s)) ::/gb(x, s)dx e I(m(-,s)) ::/L(x,s)dx (3.31)

Para cada s € A, 1(-,s) € L'(R) e sup,ep ||t(-, 8)||z1 < oo. De fato, vamos escrever
t(+, s) como um produto de fungdes e usarmos o Teorema 3.1.3 para garantir que cada

fator estd em L%(R),

(z,8) = [(J*m)(z) — B tarctanh(m(x))] [tanh B(J x m)(z, s) — m(x, s)]. (3.32)

N (.

19 fator 20 fator

Note que usando mgz = tanh(8mg) temos,

[tanh (J xm)(z,s) —m(x,s)] = [tanh3(J*m)(z,s) — tanh(BJ * x,)]

+ [Xo(z) — m(z,s)]. (3.33)
Pelo Teorema 3.1.3, (x, — m) € L*(R). Por outro lado,
[tanh 3(J x m)(z, s) — tanh(3.J * x»)] € L*(R)
pois

|tanh B(J *m)(z, s) — tanh(5J x x,)| < Bl(J*m) — (J * xo)]
= BlJx(m—xo)| € L*(R)

ja que (m — x,) € L*(R) e J ¢é limitada. Assim, concluimos que o 2° fator em (3.32) ¢
uma funcao de L*(R).

Quanto ao primeiro fator, [(J x m)(x,s) — B~ tarctanh(m(x, s))], sabemos que
arctanh nao tem derivada limitada proximo de 1. Mas, usando a hipo6tese inicial que

as fungoes m que estamos considerando satisfazem:

lm(-, )]0 <1—¢€, paraalgum €>0,s€A
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segue que para tais fungdes m, o arctanh(m(-,s)) tem derivada limitada. Assim

[(Jxm)(x,s) — B tarctanh(m(z, s))] = %[B(J* m)(z, s) — arctanh(m(z, s))]

= %[arctanh(tanh{ﬁ(J* m)(x,s)})

— arctanh(m(x, s))].
Dai,
[(J xm)(x,s) — B tarctanh(m(z, 5))| < %| tanh B(J  h)(x, s) — m(z, s)| € L*(R)

pelo argumento anterior. Portanto, ¢(-,s) € L'(R).

Além disso, ¢(z, s) ¢, para cada x, diferenciavel em s com ¢(-, s) sua derivada parcial,

pois
HFIC) = g [f(m(x,S))—f(mﬁ)]dﬂi
4d8 / / v — )z, s) — my, $)2dedy  (3.34)
Dai temos, ’
% Fi(m(s)) = /R {_m@,s)%—? — 8 (ma, 3))} du. (3.35)

Agora, observe que

m) = — la_ml 1+m +1+m 2 la_m_la_ml 1—m
A D e U 2 1+m2ds 20s "\ 2
B 1—m 2 1 om
2 1—m 2/ 9s
_ [Lomy (LmY)  LOm  LOmy (1dmy 1Om
T T l20s P\ T2 20s 2 0s 2 2 9s
18m< (1—|—m> (1—m>)]
S L (ST (o I Y L
2 Os 2 2
10m 1+m
- 2y (T
285( (1—m))1
Portanto,
i’(m(x,s))——a—marctanh( (x,5)). (3.36)

O0s

Para obter (3.36), usamos que

a—+u

1arctanh <E> i In
a a 2a

et lu| < a.
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Substituindo (3.36) em (3.35), obtemos

c;if]:l( (s )):/R[ m(z, S)%—m+ﬁ %—Sa ctanh (m(x, s))} dx. (3.37)

Por outro lado,

575?2( (8) = i%/R/R‘J(aj_y)[m(%s)—m(y,S)]2d:cdy

|
%\%\%\%\ N = N = N = N =
—
N
=
8
|
s
= 2
<
w
~—~ ~—
g
NI
Q‘\_/
8
oW
<

{ /8) ds
_ {/R J(x — y)dym(y,s)améi’ )] d
Portanto,
%fg(m(~,s)) :/IR {m(m,s)améi’s)] dx — /R(J*m)(x,s)améi’s)dx. (3.38)
Substituindo (3.38) e (3.37) em (3.34), obtemos,
%]:(m(-?s)) = /R[ m(x, )Om(:v .5) B‘laméx’s)arctanh (m)| dx

R e e (R

%]—"(m(-, s)) = /R 8mg;:, s) [—m(z, s) + B tarctanh (m(z, s)) + m(z, s)

— (Jxm)(z,s)]dx
= /]R [ftarctanh (m(z, s)) — (J x m)(z, s)] 837 S)dx.
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Assim,
d
 Fim(.s)) =
—/R[(J*m)(:z:, s) — B~ 'arctanh (m(z, s))|[=m(z, s) + tanh{B(J » m)}] dx
ou seja,
d F t) =—1I t 3.39
S m( 1)) = —I(m(-1)) (3.39)

mostrando (3.28) para o caso em que ||m(-,t)|l < 1 uniformemente quando s € A.
A seguir, provaremos que, pelo Teorema de Comparacao, isto é valido para qualquer
t > 0.

De fato, como m(z,0) < 1, se chamarmos A(z,t) solu¢ao de (2) tal que A(z,0) = 1,
isto é, constante em x, entao A(z,t) = A(t), onde

DLNE) = —A(®) + tanh{B(J % \)(z, D)}

dt
= —A(t) + tanh{BA()}

uma vez que (J x \) = A, pois A é constante em z.

Note que, A(t) é uma fungao estritamente decrescente. Do contrario teriamos

%)\(t) > 0
“A(t) + tanh{BA(1)} > 0
1> tanh{BA()} > (D).

Dai, parat =0, 1 > A(0) = 1, ou seja, uma contradigao!
Note também que, como m(x,0) < 1, tem-se m(x,0) < A(z,0). Assim, pelo Teorema
de Comparagao, segue que m(z,t) < A(x,t) = A(t). Repetindo o mesmo argumento

para m(z,0) > —1, obtemos m(z,t) > —A(z,t) = —A(t). Logo,
Im(z, 1) < A(t).

Como A(0) = 1 e A é decrescente em ¢, entdo, A(t) < A(0) = 1. Logo, |m(z,t)| < 1,
acarretando que ||m(-, )|l < 1 para todot > 0 e para todo x € R. Consequentemente

(3.28) e (3.29) é valido para todo ¢t > 0. Para justificarmos (3.30), temos de (3.28)

t d t
[T omnds == [ 1om(. sy <o
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de onde segue que
t
Flm(e.t) = Flmot0)) = — [ Tl s)ds <0
to
para tog > 0 et > ty. Pela continuidade de F(m/(x,t)) para t > 0, segue a validade para
to = 0.

Finalmente, para mostrarmos que o integrando de (3.29) é nao-negativo, basta
observar que os fatores [(J x h)(x) — B~ tarctanh(h(x))] e [tanh B(J x h)(z) — h(x)] tém
0 mesmo sinal. [ ]
Teorema 3.3.2 Na topologia onde a convergéncia € uniformemente em compactos,

suponha que no fecho da orbita m(-,t) exista u(-) que satisfaz (3.2). Entdao, neste

fecho, existe uma solugao estaciondria m*(-) de (2.1), ou seja, m*(+) satisfaz
m(z) = tanh(8(J x m)(x)).

Prova. Suponha inicialmente que para t > 0, (m — x,) € L*(R). Sem perda de

generalidade, podemos assumir que ¢ty = 0. De (3.30) temos,

Dali resulta que

liminf [ I(m(-,s))ds =0, (3.40)

t—o00 0

pois I(m(-,s)) > 0 e se liminf; o, I(m(-,s)) = a > 0, teriamos

F(m(,1)) = F(m(,0)) -

Portanto, para algum valor de ¢, F(m(-,t)) < 0, o que nao ocorre devido a expressao
do funcional F definido em (3.1). Assim, de (3.40) e do Lema de Fatou (apéndice A),
segue que

0 = lim inf /Ot[(m(-, s))ds > /Ot liminf I (m(-, s))ds. (3.41)

t—o00 t—00

Por outro lado, do Teorema 3.3.1, temos que I(m(-,t)) é ndo-negativo, logo

t
0> / liminf I(m(-,s))ds > 0,
0

t—o00
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portanto

liminf I (m(-,t)) = 0.

t—o0
Entao, existe uma sequéncia (t,) crescente para o infinito, tal que

lim I(m(-,t,)) =0. (3.42)

n—oo

Dai, pelo Corolario 2.2.2, existem uma fungao continua u(-), ||ullec < 1 ¢ uma subse-
quéncia (s,) de (t,) tal que
lim m(-,s,) = u(-) (3.43)

n—o0

uniformemente em compactos. De (3.42) e mais uma vez usando o Lema de Fatou

segue que,
1u()) = T(lim m(-,5,)) < lim I(m(-, 5,)) = 0. (3.44)
Logo,
I(u(.)) <0,

de onde concluimos que I(u(-)) = 0, pois I é nao-negativo. Desta forma, usando a
notagao (3.31)
I(u() = /L(:B,t)dx =0, q.t.p. (3.45)

Como ¢ é continua e ¢(z,t) = 0, segue que ¢ = 0, isto ¢,
[(J % u)(z) — B~ tarctanh(u(x))][tanh B(J * u)(z) — u(x)] = 0. (3.46)
Mas qualquer um dos fatores entre colchetes em (3.46) sendo nulo implica que
u(z) = tanh f(J xu)(z), VzeR,

mostrando que u é solugao estacionéria de (2.1), como querfamos. Assim, mostramos
o0 teorema sob a hipotese de que (3.2) é satisfeita para ¢ finito.

Assuma agora que existe uma sequéncia (s,) — 0o, quando n — oo, tal que (3.43)
¢ valido com u € Cy(R), com norma do sup limitada por 1 e tal que (3.2) mantém-se.
E suficiente mostrar que a érbita partindo de u esté no fecho da érbita de m(-,t). A
saber, precisamos provar que para qualquer ¢ > 0,

lim m(zx,s, +t) = u(z,t) (3.47)

n—oo
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uniformemente para « em compactos.
Seja my(z,t) um conjunto de solugoes de (2.1), com condi¢do inicial

mp(x,0) = m(z,s,). Dai, passando ao limite com ¢ > 0 e usando (3.43), temos

lim m,(z,t) = lim m(z,s, +1t) = u(z,1), (3.48)

n—oo n—oo

como queriamos. [



Capitulo 4

Existéncia e Estabilidade Local de

Instanton

Neste capitulo, aplicamos o funcional energia estudado no capitulo anterior para
demonstrarmos a existéncia de uma solugao de equilibrio, conhecida na literatura como

instanton. Tal solugao ¢é caracterizada por seus limites assintoticos em oo serem £mg.

4.1 Exiasténcia de Instanton

Como comentamos na introdugao, uma solu¢do de equilibrio de (2.1) é uma
solugdo que é constante com relagdo a t. Assim, se m é solucao de (2.1), entdo m

satisfaz

m(z) = tanh{B(J xm)(x)}. (4.1)
Observagao 4.1 Se m ¢é solugao de (4.1), entao:
(i) wy(x) = m(—x), também € solugao de (4.1).
(11) wy(x) = —m(x), também € solugdio de (4.1).

(117) ws(x) = m(x —a), a € R, também € solugao de (4.1).



Prova. (i) Note que,

(Jrxm)(—z) = (m=*J)( )

(Jxm)(=z) = [ J(y—z)m(-y)dy

J(x —y)m(—y)dy

Daz,

BT Hm)(=x) = B(JHw)(x).

Consequentemente,
tanh(B(J xm)(—x)) = tanh(B(J xwy)(x)).
Sendo m solugao de (4.1), temos que

m(—z) = tanh(B(J *m)(—x))
= tanh(5(J x wy)(x),

ou seja,
wy(x) = tanh(5(J * wy)(x))

Justificando (i). Para o caso (ii), temos por (4.1)

m(x) = tanh(B(Jxm)(z)).

Entao,

—m(x) = —tanh(B(J*m)(z))

= tanh[[J x (=m))(z)]
= tanh(5(J *x wq)(x)).
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Logo,
way(x) = tanh(B(J * wsy)(x)).

ou seja, we € solugao de (4.1) . Por fim, para verificarmos (iit), comegamos observando

que

(Jxm)(x —a) = /RJ(x —a—y)m(y)dy.

Entao, fazendo a mudanga de varidvel w =y + a, obtemos

/RJ(JI —a—y)m(y)dy = /RJ(SC —u)m(u — a)du.

Logo,
(Jxm)(x —a) = (Jxws)(z).
Assim,
ws(x) = m(z—a)
= tanh B(Jxm)(x — a)
= tanh B(J » ws)(x).
O que mostra o resultado. [ |

Definicao 4.1 Uma instanton é uma solucao estaciondria de (2.1), cujos limites

assintoticos em £0o sao £mpg, sendo mg solugao positiva de
mg = tanh(Smg).

Teorema 4.1.1 (Existéncia de Instanton) Existe uma func¢do, impar e estritamente
crescente m, solu¢io de (4.1) a qual chamamos de instanton, que estd em C*(R) e

converge para £mg quando x — £00.

Prova. Defina a fungao continua [ : R — [—mg, mg| como segue

—mg, < -1
l(z) = mg, r>1
mgr, —1<z<1

Seja agora, [(z,t) a solu¢ao de (2.1) com condigao inicial [(x,0) = I(z). Entao, temos:



(i)
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[(z,t) é ndo-decrescente.
Com efeito, I(z) ¢ nao-decrescente, pois assim foi definida. Dai tomando as
iteradas a partir de [(x,0), como na demonstragdo do Teorema de Comparacao
e, sendo [(z,t) solugao de (2.1), obtemos

lim G"(I(x,0)) = l(z,1). (4.2)

n—o0

Como G é monotoénica nao-decrescente e [(z,0) nao-decrescente, segue que I(z,t)

é nao-decrescente.

[(z,t) é impar.
De fato, sejam wuy(z,t) = —l(z,t) e ug(z,t) = I(—z,t). Como [(x,t) é solucao de
(2.1), temos as seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1: uy(z,t) = —l(x,t) ¢ ainda solucdo de (2.1). De fato,

%@,t) _ _%@:,t)
= Uz, 1) — tanh(8(J « )(z, 1))
= —uy(x,t) — tanh(5(J *)(x, 1))
—  —wi(x,t) + tanh(B(J % (=1))(x, 1))
= —uy(z,t) + tanh(B(J * u1)(z, 1)).

Logo

8U1
g (@.8) = —un(z, 1) + tanh(B(J x ur) (z,1))

e, portanto, segue a afirmacao.

Afirmacao 2: uy(x,t) = [(—x,t) ¢ ainda solucdo de (2.1). De fato,

8uQ . 81
E(xat) - at(_xat)

= —l(—a,t) + tanh((B(J * 1)(—x,1)).

Mas, como mostramos na prova de (i) (Observacdo4.l), temos que
(Jxl)(—z,t) = (J *ug)(z,t). Entao,
E(az, t) = —ug(x,t) + tanh(B(J * uz)(z,t).

E segue a afirmacgao 2. Por outro lado, {(z,0) = () é impar pois,
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mg, < -1

—mgr, —-1<x<1

mg, r< -1

l(-l’) = —mg, r>1

—mgr, —-1<x<1

0
logo, uy(z,0) = —l(x) e us(z,0) = I(—x) e dai, ui(x,0) = us(x,0). Como u; e uy
sao solugoes de (2.1) com mesma condi¢ao inicial, segue da unicidade do problema
de Cauchy que uy(z,t) = ug(z,t) para todo t. Assim, —l(z,t) = [(—x,t) Vo € Re
Vit e Ry, isto é, [(x,t) é impar.

Considerando agora, a orbita [(x,t), pelo Teorema 3.3.2, existe uma fungao con-
tinua m tal que ||m|| < 1, que resolve (4.1), e uma sequéncia t,, — 0o, quando n — oo,
tal que

lim [(x,t,) = m(x) (4.3)

n—oo
uniformemente em compacto. Como m é limite uniforme de uma sequéncia de fungoes
nao decrescente e impar, segue que m é nao-decrescente e impar. Além disso, por (3.30)
e o fato de F ser semi-continuo inferiormente, tem-se que F(m) < oco. De fato, temos

que
Fl(z,1) — Fl(z,0)) = — /0 (i(x, 5))ds,
dai, .
F(l(x,t)) = F(l(x,0)) —/0 I(l(z,s))ds.

Procedendo como no Teorema 3.3.2 segue que

liminf I(I(-,s) = 0,

§—00
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logo, F(I(z,t)) < F(I(z,0)). Sendo m(z) = lim,_, l(x,t,) e F semicontinuo inferior-

mente, temos

F(m) =

IANIN

F(lim I(z,t,))

n—o0

F(liminfi(x,t,))

n—oo

lim inf F(I(x,t,)

n—o0

lim inf F(I(x,0)

n—o0

F(l(z,0) < o0,

pois [I(-) — xo(-)] € L*(R). Dai F(m) < oo. Assim, conforme observagio 3.1 do

Teorema 3.1.1, (m—x,) € L*(R), onde x, = 0_mgl,<o+01msl,~o. Entdo, os limites

de m, quando x — £00, sao respectivamente, £mg.

Mostraremos agora que, m’ > 0. Suponha por contradi¢cao que, para algum =z,

m/(z) = 0. Entao, derivando (4.1) temos

m(z) = sech*{B(J x m)(x)}B(J »m'(z)) = 0.

Como sech’{B(J xm)(x)} > 0 entdo B(J »m'(z)) = 0, logo

/J(y —x)m’(y)dy = 0.

Ja que J > 0, segue entdo que, m'(y) = 0, se J(y —x) > 0. Note agora que, de

B(J*m/(z)) = 0 temos,

J % [sech?(BJ » m(y)) S+ m/(y)] = 0.

Dali,

/RJ(y — z)sech?B(J xm(2))B(J *m/(2))dz = 0.

Como sech?B(J « m(z) > 0, entdo

[ =20z = T (7 5m))

= (J?xm)(y)

= 0.
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Assim,

(JZ2xem)(y) = (J*(Jxm))(y)
— /RJ(y—z)/J(z—w)m'(w)dwdz

— /R/RJ(y — zﬂjj(z — w)m’ (w)dwdz
0.

Portanto, m/(w) = 0 nos pontos onde J(z —w) > 0 e J(y — z) > 0. Por iteragao, m’
anula-se no conjunto

{y eR: Enle*n(y — I’) > O},

onde J*" denota a n-ésima convolugao de J, o qual vemos que coincide com toda reta
2 —/ . . —
real, uma vez que J é par. Logo, m/(y) = 0 para todo y, ou seja, m é constante, o que

¢ uma contradigao. [ ]

4.2 Estabilidade do Instanton

Nesta segao verificamos que os instantons sao localmente estaveis. Para isso
necessitamos definir um conjunto Bs C C,(R) conveniente e considerarmos alguns

estimativas a priori.

Definigao 4.2 Seja Bs, 6 > 0, o conjunto das m € Cy(R), ||m|lo <1, tal que para aq,

as nao negativos e 0 < qg < 9:
m(x —ay) —qo < m(z) <m(z —a) + qo VzeR. (4.4)

Teorema 4.2.1 FExistem 6 > 0, e constantes positivas b e \ tais que, o que seque €
vdlido. Sejam mqg € Bs com ay, ay € qo como em (4.4). Considere m(x,t) solugao de

(2.1) com dado inicial my e defina

ar(t) = a; +bgo(l —e™™)

as(t) = ay —bgo(l —e ) (4.5)

q(t) = gqoe M.

Entao, para todo x € R et € R, tem-se

m(z —ai(t)) = q(t) < m(z,t) <m(z —ax(t) +q(t). (4.6)
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Prova. Escolha 6 de modo que mg+ 0 < 1. Mostraremos a primeira desigualdade em
(4.6), ou seja,
m(x - al(t)) - q<t> < m(x, t)?

a segunda desigualdade pode ser obtida de maneira analoga (considerando uma super-
solugao). Note que, para demonstrar a primeira desigualdade é suficiente mostrarmos
que

v(x,t) = m(x —ay(t)) — q(t) (4.7)

¢ uma subsolugao de (2.1), contanto que os parametros b e A satisfagam condigdes
adequadas. Visando facilitar a notagdo, chamamos a(t) := a;(¢). Inicialmente, note

que v(-,0) < m(-,0) pois de (4.6) e (4.4) temos

v(-,0) = m(z —a(0)) - q(0)

IN
3

Entao, (4.6) seguira do Teorema de Comparagao se verificarmos que

0v(z,t)
ot

< —v(z,t) + tanh{B(J x v)(z,t)}. (4.8)

A principio, derivando v(x,t) em rela¢do a t obtemos

ov(x,t)
ot

= —(t) — ' (z — a(t))a(t) (4.9)

— [m(x — a(t)) — q(t)] + tanh{B[J x (m(z — a(t))(x,t) — q(t))]}-
Como

Jxlm(e —a(t)) —q()] = Jxm(x— a(t)) - J *q(t)

— Jem(z - alt)) - / J(x — y)a(t)dy
= Jwm(z - a(t)) - q(b)
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a expressao desejada resume-se a

— q(t) —m/(x —a(t))a(t) <

— [m(x —a(t)) = ¢(t)] + tanh{B[(J » m)(z — a(t)) — ¢(t)]. (4.10)

Note que a(t) é crescente, uma vez que, a(t) = —bgo(—Ae™) = Abgoe™* > 0, de modo
que a segunda parcela do lado esquerdo de (4.10) é sempre negativo pois do Teorema
4.1.1, m/(-) > 0. Esta informagao sera ttil para o nosso propoésito, mas nao é suficiente
porque m/(z) — 0 quando |z| — oo, isto é, quando m(z) — +mg. De fato, temos
argumentos diferentes dependendo dos valores de m(-). Comegamos com os valores
proximos de £mg, onde podemos desconsiderar completamente o segundo termo do
lado esquerdo de (4.10). Precisamente, dado ¢t > 0, consideremos todos os valores de
x tais que J x m(z — a(t)) € [mg — €, mg] ou J * m(z — a(t)) € [-mg, —mg + €]; onde

e > 0 sera fixado posteriormente. Escrevemos,
u:=Jxm(x —a(t)). (4.11)

Note que, ao considerarmos u € [mgz — €, mg] a segunda parcela do lado esquerdo de

(4.10) tende a zero, pois m' — 0, dai para este caso (4.10) torna-se

—q(t) < =[m(z —a(t)) — q(t)] + tanh{B[(J + m)(z — a(t)) — q(1)]. (4.12)

Assim, devemos mostrar que
—q(t) < F(u,q(t))
onde F'(u, q) é definido pelo lado direito de (4.12) com u € [mg — €, mg| como acima e

q € [0,mg—0). Como m satisfaz (4.1) podemos escrever F' explicitamente como segue

F(u,q) = —[tanh{fu} — ¢| + tanh{Bu — Bq}. (4.13)

Mostraremos que existe ¢ > 0 tal que
F(u,q) = cq (4.14)

para todos os valores de u e ¢ acima. Verifiquemos (4.14) para u € [mg — €, mg,

0 < g < 9. Derivando F' com relacao a ¢ obtemos

OF v _1_ s
og = =g}

(4.15)
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Recorde que, cosh?(z) é crescente para > 0, 8 > 1 e como u € [mg — €, mg] temos

mp — € < u < mg. Disto, juntamente com a hipdtese 0 < ¢ < mg — 0 segue que

mg—€e—q < u—q<mg—gq,

multiplicando por § a desigualdade acima, temos

Bmg—e—q) < Blu—q) < B(ms—q).

Dali,
cosh?[B(ms — e —q)] < cosh?[B(u — q)] < cosh?[B(mg — q)].
Logo,
s g g
2 Z 2 2 2 :
cost®[B(my —e—q)] — cosh®[Blu—q)] — cosh[B(mp —q)]
Equivalentemente,
s p g
- 2 S - 2 S - 2 .
cosh[B(my —e—q)] ~  cosh®[Blu—q)] —  cosh%[B(ms — q)
Assim, obtemos
g s
0<1— <1- . 4.16
< B —e— )] = ol Ba— ) 1
Usando (4.15) e (4.16) tem-se que
OF B
— >1-— > 0 4.17
R P 1
para alguma constante ¢ > 0. Usando o Teorema do Valor Médio
Flu.) — Flu0)l = 50— 0
e sendo F'(u,0) = 0, obtemos de (4.17)
F(u,q) = a—Fq > cq. (4.18)

oq " —
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O que mostra (4.14) para € e § suficientemente pequenos. Se considerarmos o valor A

do Teorema 4.2.1 como sendo A = ¢, obtemos
F(u,q) > Ag = Agoe ™
= —(=Age™)

= —q(t),

isto é, F(u,q(t)) > —q(t). Desta forma, justificamos (4.10) para todo (z,t) tal que
(J*m)(z — a(t)) esté e proximo de £mg. Para os outros valores de (z,t), existe ¢; tal
que m' > ¢1. De fato, do Teorema 5.1.1, m/(x) é extritamente positiva quando x varia

num compacto e o conjunto
{z: [(Jxm)(z —at))] < mp — e}

¢ limitado. Além disso, existe a > 0 tal que F'(u,q) > —aq. Note agora que,

—m/(x —a(t))a(t) <0 (4.19)
—a(t)ym/(x — a(t)) < —a(t)ey. (4.20)
De (4.20) e (4.19) segue que
—q(t) —m'(z —a(t))a(t) — F(u,q) < —4(t) = F(u,q) — cra(t)

< —(t) — cra(t) + aq. (4.21)
Seja
R(t) = —q(t) —m'(z — a(t))a(t) — F(u,q).
Afirmagio: R(t) < 0. De fato, recorde que
(i) —4(t) = —(=Ngoe™ = Agoe™
(ii) a(t) = —bgo(—N)e ™ = bggre ™M

(iii) q(t) = goe™,
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substituindo em (4.21) obtemos
t

—q(t) — cra(t) +ag = Agoe M — crbgore ™ + agoe™

= qoe M\ +a—cb).
Como goe™* > 0, entdo (A4 a — c1b) é negativo para b suficientemente grande, ou seja,

—q(t) — c1a(t) + ag < 0 para b= oco.

Logo,
—q(t) —m/(z — a(t))a(t) — F(u,q) <0 para b= oo.
N ~ 2
Temos, assim justificado (4.10) e o teorema fica provado. n

Teorema 4.2.2 (Estabilidade Local) Para qualquer € > 0, existe ¢ > 0 tal que, se
m € Cp(R), ||m]|ee <1 e |lm—m|e < ¢, entao [[m(-,t) —m(:)||e < € para todo t > 0.

Prova. Considere em (4.6), a; = as = 0 e ¢y = (, dai de (4.4) obtemos
m—¢ <m(z,0) <m+(,

e assim pelo Teorema 4.2.1, (4.6) continua vélido. Escolhemos ( < mg e usando (4.6)

com os valores de ay, as e gy dados acima, temos
(i) q(t) = ge™ = e < ¢.
(ii) a1(t) = ay + bgo(1 — e™) = bl(1 — e M) < C.
(iii) ag(t) = —bC + ble ™ > —bC.
(iv) ¢ < mg.
Note que de (ii) e (i4i) obtemos
la;(t)] <bC com i={1,2}. (4.22)

De (4.6) segue que
(e, 1) — m(e - as(t)) < q(t) (4.23)

m(z,t) —m(x —ay(t)) > —q(t). (4.24)
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Assim, por (4.23), (4.24) e (i) temos
m(x, 1) —m(x — a;(t))] < q(t) <. (4.25)
Dai,

im(z, 1) —m(z)] = |m(z,t) —m(r = a;(t)) + m(x — a;(t)) — m(z)|

< Cmlz —ai(t)) — m(x)].

Como existe K > 0 tal que ||7m/||o < K, temos

im(z — a;(t)) —m(x)| = Kla;(t)] < KbC. (4.26)
Logo,
|m(z,t) —m(z)| < ¢+ KbC. (4.27)
Portanto,
[Im(.,t) —m()[ls < ¢+ K. (4.28)

o que completa a demonstracao. [ ]



Apéndice A
Alguns Resultados Basicos

Nesta segao listamos algumas defini¢oes e alguns dos resultados basicos usados
nesta dissertacao. As demonstragoes, na maioria das vezes, serao omitidas sendo indi-

cada apenas uma referéncia classica onde elas podem ser encontradas.

Teorema A.0.3 (Lema da Contragao) Seja (X,d) um espago métrico completo e
F: X — X wuma contragao, isto é, d(F(x),F(y)) < Kd(z,y), 0 < K < 1. Eziste um
inico ponto fixo p, por F, isto é, F(p) = p. Mais ainda, p € um atrator de F, isto €,
F"(z) = p quando n — oo, para todo v € X. F™(x) € definido como F(F" (z)).

Prova. Veja [21], p.12. n

Corolario A.0.4 Seja X um espago métrico completo. Se F : X — X € continua e,
para algum m, F™ é uma contracao, entao existe um unico ponto p fixo por F. Mais

ainda, p € um atrator de F.

Prova. Veja [21], p.13. u

Teorema A.0.5 (Fubini) Para toda fungao continua f : [a,b] X [¢,d] — R, vale

/ab /cdf(s,t)dtds:/Cd/abf(s,t)dsdt.

Prova. Veja [15] p.145. n

Lema A.0.6 (Gronwall) Sejam u, v fungées continuas nao negativas em [a,b] tais

que, para o > 0, satisfazem a

u(t) < a+/ v(s)u(s)ds, t € [a,b.
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Entao
u(t) < aela v()ds,

Em particular, se o = 0 entao u = 0.

Prova. Veja [21] p.37. m

Lema A.0.7 (Gronwall Generalizado) Se u, a sao fun¢oes continuas para a <t <

b, v(t) > 0 integrdvel em [a,b] e

entao

Prova. Veja [11] p.36. u

Teorema A.0.8 (Regra de Leibniz) Dado U C R", aberto, seja f: U X [a,b] - R

uma fung¢ao com as sequintes propriedades:
(i) Para todo x € U, a fungdo t — f(x,t) € integrdvel em a <t <b.

(i1) A i-ésima derivada parcial %(x,t) eziste para cada (x,t) € U x [a,b] e a fun¢do

% :U % [a,b] = R, assim definida, é continua.
z;

Entao a funcio ¢ : U — R, dada por p(z) = fabf(a:,t)dt, possui i-ésima derivada

parcial em cada ponto x € U, sendo

dp
8$i

* 0
(r) = %(w, t)dt.

Em suma: pode-se derivar sob sinal da integral, desde que o integrando resultante seja

uma fungao continua.

Prova. Veja [15] p.144. u

Teorema A.0.9 (Valor Médio, de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua. Se f

¢ derivdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b), tal que

1) = f(a)

flo =121

Prova. Veja [14] p.272. n

Lema A.0.10 (Fatou) Seja (f,) uma sequencia de fungdes nao-negativas mensu-

raveis, entao

/(lim inf f,,)dz < lim inf/fndx.
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Prova. Veja [2]. n

Teorema A.0.11 (Arzela-Ascoli) Seja (X,d) um espago métrico compacto. Seja 1)
uma familia equicontinua de fungoes ¢ : X — R. Se 1 é uniformemente limitada, entao
toda sequencia {¢,} de elementos de 1 tem uma subsequencia {¢,, } uniformemente

convergente em X.

Prova. Veja [21] p.15 n

Definigao A.1 Seja {f,} uma sequencia de fungoes definidas em E C X, onde X
¢ um espago métrico. Dizemos que {f,} € limitada em E, se para cada x € E, a
sequencia { f,(x)} € limitada. Dizemos que {f,} é uniformemente limitada em E se

existe um nuimero M tal que [{f,(x)} < M com z € E.

Definicao A.2 Diz-se que uma familia v de funcoes f, definidas em E, € equicontinua

em E se para cada € > 0 existe d > 0 tal que

[f(x) = f(y)| <e

sempre que d(x,y) < 0, z,y € E e f € 1. Aqui d designa a métrica em X.

Definigcao A.3 Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais. Ela se chama uma sequén-
cia de Cauchy quando cumpre a sequinte condi¢ao: dado arbitrariamente um nimero

real € > 0, pode-se obter ng € N tal que m > ng e n > ng implica |z, — x,| < €.

Teorema A.0.12 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Prova. Veja [14] n

Teorema A.0.13 Uma sequéncia de funcoes f, : X — R é uniformemente conver-

gente se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Prova. Veja [14] n

Teorema A.0.14 Se (f,) é uma sequéncia de fungoes continuas em X e se f, — f

uniformemente em X, entao f € continua em X.

Prova. Veja [19], p.154. [ |
Teorema A.0.15 Seja K um conjunto compacto.

(i) Se {f.} € uma sequencia uniformemente convergente de funcoes continuas em

K, entao {f,} € equicontinua em K.
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(1) Se {fn} € limitada e equicontinua em K, entio {f,} contém uma subsequencia

uniformemente convergente e {f,} € uniformemente limitada em K.

Prova. Aqui seguimos aprova dada em [19]. Dado € > 0, segue das hipoteses (i) que,

existe um inteiro N e d > 0 tais que

@) = @) < (@K, n>N) (A1)

€

[fi(z) = fily)l < 5 A<i< Ny d(z,y) <9). (A.2)

Em (A.2) aplicamos a propriedade de serem as fungoes continuas uniformemente con-

tinuas em conjuntos compactos. Se z,y € K, d(xz,y) < d e n > N, temos

[fu(@) = fu(W)| < |ful2) = fn(@)] + | fn (@) = In @)+ [In () = u(y)] <e

o que, juntamente com (A.2), demonstra (7).

Admitimos, a seguir, que as hipoteses (ii) sao validas. Consideremos um subcon-
junto enumeravel E de K tal que E seja denso em K. Um tal conjunto pode ser obtido
como segue: Seja J(z,7) o conjunto de todos os pontos y € K tais que d(z,y) < r.

Para cada r fixo, resulta da compacidade de K que K pode ser coberto por um ntmero

11

finito de conjuntos abertos J(x1,7), ..., J(7y, 7). Fazendor =1, 3,3, ..

., obtemos uma
base enumeravel para K. Se considerarmos um ponto de K em cada elemento desta
base enumeravel, o conjunto enumerével resultante é denso em K.

Sejam {z;}, ¢ = 1,2,3..., pontos de E dispostos em sequencia. Como {f,(x1)}
¢ limitada, existe uma subsequencia, que designaremos por { fi}, tal que {fi(z1)}

converge quando k — oo.

Consideremos, agora, as sequencias Si, Sa, ..., que podemos dispor como segue
) ) b ) b )

St fin fie fiz fia
Sy f2,1 f2,2 f2,3 f2,4
Ss:fs1 fs2 fsz f3a
Sy fan Jiz faz o faa o

Sn:fn,l fn,2 fn,3 fn,4
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e que tem as seguintes propriedades:
(i) S, é uma subsequencia de S,,_; paran = 2,3, ...,

(i) {fnx(zn)} converge, quando k — oo (sendo {f,} limitada, é possivel escolher S,

deste modo).

(iii) A ordem em que as fungbes aparecem é a mesma em cada sequencia. Portanto,
quando no quadro acima, descermos de uma linha para seguinte, as fungoes po-

dem ser deslocadas para esquerda, mas nunca para direita.

Seja agora a sequencia S obtida pela diagonal do quadro acima, isto é, a sequencia

S:fl,l f2,2 f3,3 f4,4---

Dai, por (iii), S é uma subsequencia de S,, paran = 1,2, 3, ..., portanto por (ii) resulta
que a subsequencia f, ,,(z;) converge quando n — oo em cada z; € E.

Dado € > 0, como {f,} é equicontinua, existe § > 0 tal que se d(z,y) < §, entdo

Fa@) ~ L)l < 5 (n=1,2,3,..).

Consideremos J(z,d) com o significado que lhe foi atribuido no inicio da
demonstracao.
Sendo E denso em K e K compacto, existe um namero finito de pontos

x1, T2, ..., T, em F tais que
K C J(21,0) U ...U J(x},9).
Seja N escolhido de modo que

| frn(@i) = frm ()| < g (1=1,2,...p)

paran > N, m > N.
Segue-se que, para qualquer que seja x € K, existe um ponto x;, com 1 <1 < p,

tal que z € J(x;,0); portanto, se n > N, m > N, temos

‘fn,n(m) - fm,m(x)‘ < |fn,n($) - fn,n(xzﬂ + ’fn,n(xz) - fm,m<xz)| + |fm,m(xz) - fm,m(x)’

- e+e+e
- +-+-=c
3 3 3
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Assim {f,,,} converge uniformemente em K.

Para provar que {f,} é uniformemente limitada em K, definimos

o(z) =sup |fu(z)] (n=1,2,3,...). (A.3)

dado € > 0, consideremos § > O tal que se d(z,y) < ¢, entao

fulz) — fuly)| <€ (i=1,2,3..).

Se fixarmos dois pontos z e y, da desigualdade

[fn(W)] < [fn(z)| +€

resulta que

$(y) < ¢(z) +e (A4)
enquanto de
(@) < [faly)] + € (A.5)
resulta
¢(x) < d(y) +e. (A.6)

Por (A.4) e (A.6),
|6(y) — ¢(z)] < e

desde que d(z,y) < §, de modo que ¢ é continua em K. Como K é compacto, ¢ é

limitada e segue-se a conclusao.

Definigao A.4 Uma fungao ¢ : E — (—o0, +00] € dita convera se
pltr + (1 =t)y) <to(x)+ (1 —t)p(y) Veye E Vte (0,1).

Teorema A.0.16 Seja F' uma funcao continua e denotemos por J ao funcional

Entao J € um funcional semicontinuo inferiormente se e somente se F' € uma fungao

convexra.

Prova. Veja [20] n
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Definicao A.5 Uma sequéncia xz, C X converge fracamente para r € X se
lim, o f(x,) = f(x) para todo f € X'.

Seja X um espaco de Banach e seja f € X’. Denotemos por ¢; a aplicacao
o+ X — R tal que gf(z) = (f,z). Quando f percorre X’ obtemos uma familia
(¢f)rexs de aplicagoes de X e R.

Definigao A.6 A topologia fraca o(X,X') em X € a topologia menos fina em X que

torna continuas todas as aplicagoes vy, com f € X'.

Definigao A.7 Uma funcao ¢ : X — (—o0, +00| € dita semicontinua inferiormente
se para todo o € X tem-se
liminf p(x) > (o).

T—T0

Seja X um espaco de Banach e X’ seu dual, com norma

[fllxr =" sup [(f,2)]

zeX ||z||<1

Seja ainda, X" o bidual de X com norma

1€llx = sup  [{&, f).

fex’ |IflI<t

Definigao A.8 A aplicagio J : X — X", onde parax € X fizo, a aplicagao f — (f,x)

de X' em R é uma forma linear continua sobre X', é dita aplica¢ao canénica. Dai
<=]$af>X”,X/ = <f, fE>X/7X Vee X, Vfe X'

Definicao A.9 Seja X um espago de Banach e seja J uma aplicagao canonica de X
em X". Dizemos que X € reflexivo se J(X) = X".

Teorema A.0.17 (Veja [3]) O espago L*(Q2), munido com o produto interno
(1) = [ falgta)ds,
€ um espago de Hilbert.

Teorema A.0.18 Todo espaco de Hilbert H, € reflexivo.

Prova. Veja [13] p. 242. n

Teorema A.0.19 Se X ¢ reflexivo, entdo toda sequéncia limitada em X possui sub-

sequéncia fracamente convergente.

Prova. Veja [16] p. 117. n
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