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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes para uma certa classe de
problemas elipticos. Utilizaremos métodos variacionais juntamente com a teoria de Morse em

dimensao infinita.

Palavras chave: Equacoes elipticas, métodos variacionais e teoria de Morse em dimensao

infinita.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of solution for a large class of Elliptic
problems. The main tools used are variational methods together with the infinite dimensional

Morse Theory.

Key words: Elliptic equations, variational methods and infinite dimensional Morse theory.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte classe de

problemas elipticos

—Au = f(z,u) em
(1)
u = 0 sobre 0f)

onde €2 é um dominio limitado com fronteira suave em R".

A técnica usada neste trabalho serd o método variacional aliado a teoria de Morse em
dimensao infinita, a qual vem sendo extensivamente usada na literatura para estudar problemas
elipticos, ver Chang [9], Mawhin e Willem [10]. Nesta teoria, o comportamento de um funcional
de classe C'! definido sobre um espaco de Banach préximo de um de seus pontos criticos isolados
¢ descrito por seus grupos criticos, que sao grupos de homologia de um certo par topoldgico.
As principais ferramentas usadas para calcular os grupos criticos para um funcional energia
associado ao problema (1) incluem o Lema de Morse Generalizado (ou Teorema de splitting),
o Teorema de shifting e teoremas que garantem que um dado ponto critico, em geometria de
linking, possuem grupos criticos nao triviais. A Relagao de Morse é uma importante ferramenta
no estudo de multiplicidade de pontos criticos para o funcional energia associado, e portanto,
no estudo de multiplicidade de solugoes de (1).

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira.

No Capitulo 1, estudamos a Teoria de Homologia, enunciaremos sua construcao axiomatica e
principais propriedades usadas ao longo deste trabalho. Faremos ainda uma construcao explicita
da Teoria de Homologia Singular, a qual é de importancia fundamental para compreender os
grupos criticos.

No Capitulo 2, mostramos alguns resultados sobre Teoria de Homotopia. A existéncia de

tais homotopias junto com propriedades de invariancia dos grupos de homologia de conjuntos



que sao homotopicos, sao ferramentas que ajudam a simplicar o cdlculo de grupos criticos.

No Capitulo 3, demonstramos o Teorema de Sard-Smale e alguns resultados de perturbagao
do tipo Marino-Prodi.

O Capitulo 4 é dedicado aos grupos criticos. Caracterizaremos os grupos criticos de um
pontos critico a partir de seu indice de Morse. A Relagao de Morse é demonstrada.

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo de solucao para variantes do problema (1), onde iremos
usar varios resultados apresentados ao longo deste trabalho.

No Apéndice A, discorremos sobre a Teoria basica de grupos, que serve como suporte béasico
para o entendimento do Capitulo 1.

O Apéndice B é dedicado a Teoria de Operadores de Fredholm, Lema de Morse Generalizado
e o Teorema de shifting, que serao amplamente utilizados no Capitulo 4.

No Apéndice C, faremos um resumo de resultados em Analise funcional e Teoria de Pontos

criticos usados ao longo desta dissertacao.



Capitulo 1

Teoria de Homologia

Nosso objetivo neste capitulo, é definir os grupos de homologia e enunciar algumas de suas
principais propriedades que serao utilizadas ao longo deste trabalho. Uma teoria de homologia
consiste em associar a cada espago topoldgico uma série de grupos abelianos, chamados os grupos
de homologia desse espaco, de tal maneira que espagos homeomorfos tém grupos de homologia
isomorfos.

No que segue, apresentaremos algumas nocoes basicas e resultados em topologia algébrica.
Afim de dar ao leitor uma visao geral sobre teoria de homologia, vamos introduzir os conceitos
de maneira axiomatica. Em seguida, faremos a construcao explicita da teoria de homologia
singular a qual usaremos amplamente no Capitulo 4.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrado em [2, 3, 4]. A segao sobre homologia

singular foi retirada de [6].

Definigao 1.1 Sejam (G;); uma sequéncia de grupos abelianos e (p;); uma sequéncia de

homomorfismos

®Yi—1 ©;
Gi1 G; Git1

Diz-se que a sequéncia acima é exata em G; se
Ker(g;) = Im(pi-1).

A sequéncia € exata se € exata em todo o Gj.

Exemplo. (i) Sejam G; e G grupos abelianos e considere a seguinte parte da sequéncia



0—2G, 2,2

A sequéncia acima é exata se, e somente se, ; é um isomorfismo.
(ii) (Sequéncia exata curta) Sejam Gy, Gy e G3 grupos abelianos, e considere a seguinte

parte de uma sequéncia

0—2> Gy =Gy 2> G320 (1.1)

Se esta sequéncia é exata, devemos ter {0} = Im(0) = Ker(y1), logo ¢; é monomorfismo.
Por outro lado, Im(ps) = Ker(0) = G3, donde segue que gy é epimorfismo.

Agora, considere G um grupo abeliano, H C GG um subgrupo e a sequéncia

0—=H—~G—>G/H—=0, (1.2)
onde i : H — G é a aplicagao inclusao e ¢ : G — G/H é a aplicacdo quociente candnica, isto é,

q : G—G/H
g9—q(g) = lg]
1 € injetiva e ¢ é sobrejetiva.
Seja (1.1) exata. Considere G ~ Gy, H = Im(¢1) C G. Note que ¢ é injetiva, logo a
mesma induz um isomorfismo @; entre Gy e H (G; ~ H). Com relacao a 9, a sobrejetividade

de ¢y induz um isomorfismo @ entre G e G/H:

o1 Gy — H P2 G/H — G3

g 21(9) = ¢1(9) [9] = P2([g]) = ¥a(9)

Sendo assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

0 G2~ Gy —25 G, 0
0 H G G/H —=0
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1.1 A construcao axiomatica

Um par de espagos (X, A) é um espaco topolégico X junto com um subconjunto A C X. Vamos
escrever (X, A) C (Y,B)se X CY e A C B. Uma aplicagao de pares f : (X, A) — (Y, B)
é uma aplicagdo continua f : X — Y tal que f(A) C B. Duas aplicagoes de pares
fos f1: (X, A) — (Y, B) sao homotdpicas se existe uma aplicacao h : [0,1] x (X, A) — (Y, B) tal
que

h0,-) = fo(-) e h(L,-) = f1().

Se A C X, uma aplicagao continua r : X — A é uma retracio se r(x) =z, Vx € A, quando
existe tal aplicacao, diz-se que A é um retrato de X. Se além disso, existir uma homotopia
h:]0,1] x X — X tal que ho(z) = z e hy(x) = r(z) diz-se que A é um retrato de deformacao
de X. Finalmente, A é um retrato de deformacao forte de X se a homotopia h satisfaz também
hi(z) =z, Vz € A.

Grupos de homologia

(a) Para cada ¢ € Z e cada tripla (X, A,G), onde (X, A) é um par de espacos e G é um
grupo abeliano, é associado um grupo abeliano H,(X, A, G), ou simplesmente H, (X, A),

quando ficar claro no texto o grupo G fixado. No caso em que A = (); usamos a notacao

H,(X,0) = Hy(X).
(b) Para cada aplicacao de pares f: (X, A) — (Y, B) é associado um homomorfismo

£ Hy(X,A) = H,(Y,B).

(c¢) Para cada g € Z e cada par (X, A) é associado um homomorfismo

9: H,(X,A) = H,_(A).

Os seguintes axiomas sao requeridos.

Axioma 1.1 Se f = Id |x, entdo f, = Id |y (x,4)

Axioma 1.2 Se f : (X,A) — (Y,B) eg : (Y,B) — (Z,C) sao aplica¢ao de pares, entdio
(90 f)s=guo fu
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Axioma 1.3 Se f: (X, A) — (Y, B) € uma aplicagdo de pares, entdo do f. = (f |a)s0 0.

Axioma 1.4 Sejami: A — X ej:(X,0) — (X, A) aplicagoes inclusoes, entao a sequéncia

O H(A) s Hy(X) 2 Hy(X, A) 2= Hy oy (A) —— -

¢ exala.
Axioma 1.5 Se f,g: (X, A) — (Y, B) sao aplicagoes de pares homotdpicas, entao f. = gx.
Axioma 1.6 (Excisao) Se U é um conjunto aberto de X com U C int(A), e se
i (X\UA\U)— (X,A)
denota a inclusao, entdo i, € um isomorfismo.

Axioma 1.7 Se X consiste de um unico ponto p, entdo

G se ¢g=0

H,({p}) :{ 0 se q#0.

Agora vamos listar algumas das propriedades bésicas derivadas dos axiomas acima
Sejam (X, A) e (X, B) pares topologicos, usamos a notacdo A ~ B para indicar que

H,(X,A) ~ H,(X,B).

Propriedade 1.1 Se (X, A) = U_,(X;, 4;) com {X;}; fechados e dois a dois disjuntos, entio
J
Hy(X, A) = @D Hy(Xi, A4y).
i=1

Propriedade 1.2 Se H,(X) = H,(A) para todo q, entao H, (X, A) =0 para todo q € Z.

Propriedade 1.3 Seja A um subconjunto de um espag¢o normado tal que 0 € A. Entao, para
todon >0 ek > 1, temos

H, (A x B* (Ax B*)\ {0}) ~ H, (A, A\ {0}).
Propriedade 1.4 Considere subespacos B C A C X e um inteiro arbitrdrio q.
(i) Se A € um retrato de X, entao H,(X) ~ H,(A) ® H, (X, A).

(ii) Se A é um retrato de deformagao forte de X, entdo a inje¢ao candnica induz um
isomorfismo Hy (A, B) ~ H, (X, B), em particular H,(X,A) = 0.
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(iii) Se B € um retrato de deformacao forte de A, entdo a inje¢io candnica induz um
isomorfismo Hy (X, B) ~ H,(X, A).

Propriedade 1.5 Dados espagos topolégicos B C F ¢ B C A C E C A, suponha que para
todo 0 q € Z
H,(B',B) ~ H, (A, A) ~ 0.

Entao dim H,(A, B) < dim H,(E, F') para todo o q € Z.

Propriedade 1.6 (Ver Chang [9], p. 14) Se X é um espago de Banach imerso continuamente

em um espaco de Hilbert EE com X denso em E, entdo
H,(A,B) = H.(Alx, B|x)

Para qualquer par (A, B) em E, onde (A|x, Blx) € a restrigio de (A, B) sobre X.

Os seguintes grupos de homologia sao frequentemente utilizados:

Propriedade 1.7 (ver Mawhin e Willem [10], p. 172) Considere E um espago normado de
dimensao infinita. Considere B> a bola unitdria e S* a esfera unitdria. Sendo B*> um retrato

de deformacao forte de & e S um retrato de deformacao forte de B>, temos
H(B, B\ {0}) = H,(B=, B\ {0}) = H,(5, 5%) = {0}.
Propriedade 1.8 Se X ¢ conexo por arcos, entao Ho(X) ~ G.

Propriedade 1.9 Se X ¢ um espaco vetorial, entdo

H(X) = G, se q=0
! ] o, se q# 0.

Propriedade 1.10
0, se q#mn, quando q,n >1;
H,(S",G) = H,(S") ~< G, se g=n>1, e g=0, n>1;
GaGE, se gq=n=0.
Propriedade 1.11

0, se q+#mn;
H,(B",S" ', G) = H,(B",S" ") ~
G, se g=n.
Propriedade 1.12
. . G, se q=0;
Hy(B",G) = Hy(B") ~
0, se qg>0.

onde B"™ é uma bola em R™ e S"~1 = OB".
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1.2 Homologia singular

1.2.1 Complexo singular de um espaco

A teoria de Homologia singular é construida por meio de aplicagdes do n-simplexo padrao A,
do espago euclidiano (n + 1)-dimensional. O n-simplexo padrao A, é o subconjunto de R™*!

consistindo de todos os pontos (zg,x1,- - ,2,) de Rt satisfazendo
n
wi=1, 2;>0. (i=0,1,--,n).
i=0

Sendo A,, fechado e limitado em R™™! segue que A,, é um espaco métrico compacto.

Para cada inteiro ¢ = 0,1,--- ,n o ponto
€ = (51'0751'17 T ,5in)

de R™*! onde

1 se i1=17,
0 se 1#]

¢ um ponto de A, e serd chamado de i-ésimo vértice de A,,. O n-simplexo padrao A,, tem n+ 1

(51']' =

vértices eg, €1, -+ , e, € é a envoltdria convexa do conjunto V = {eg, €1, ,e,}.

Para cada inteiro ¢ = 0,1,--- ,n o subespaco

A(Z) - {(x()axl? e 7In)‘ Ty = O}

n

do n-simplexo padrao A, é chamado de i-ésima face de A,, ou a face de A,, oposta ao i-ésimo
vértice e;. Obviamente, e; nao pertence a AY,

Agora, seja n > 0 e considere a aplicacao

ki A1 — A,
para cada ¢ = 0,1,--- ,n definida por
ki(xm . ,xn—l) — (IO, coe i1, 0,1, 0 ’xn_1>
para cada ponto (zg,- -+ ,x, 1) de A,_;. Pode-se facilmente verificar que k; é uma aplicagao

continua de A,,_; em A, e sua imagem

ki(An_q) = AW

n



¢é a 1-ésima face de A,,.

Seja n > 1 e considere as aplicagoes

onde 0<1<nel0<j<n—1.
Lema 1.1 Se 0 < j <1 <n, entdo

ki o k] = I{ZJ e} kifl.
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Demonstragao: Seja x = (g, ,%,_2) um ponto arbitrario do (n — 2)-simplexo padrao

A, _s. Devemos provar que
ki(kj(x)) = kj(ki1()).

Primeiro assuma j <7 — 2. Entao,

ki(kj(x)) = ki(xo, -+ ,2j-1,0,25, -, Tp_2)
= (@0, @j1, 0,85, Li9, 0, Ticq, - Tys)
= kj(l'oa"‘ S Tiio, 0, @1, ;xn—Q)
= kj(kia(2))

Agora assuma que j =7 — 1. Entao, i =j+1e

ki(kj(x)) = ki(xo,--- ,2j-1,0,25, -, Tp_2)
= (w0, ,25-1,0,0,25, -+ Tp_s)
= k/‘j(xoy... yTio1,0, 25,  Tp_2)
= kj(kioa(z))

Isto completa a prova do Lema 1.1.

Agora, considere X um espaco topoldgico e n um inteiro nao negativo.

singular em X é uma aplicagao continua
E:A, - X

de um n-simplexo padrao em X.

O

Um n-simplexo
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Seja S, (X) o conjunto de todos os n-simplexos singular em X. Se m # n, temos

Sn(X) () Sn(X) = 0.
A uniao
S(X) = U $u()
n=0
¢ o conjunto de todos os simplexos singulares de X.

Se n = 0, Ay consiste de um tnico ponto, sendo mais preciso, Aqg = {1}. Portanto, um

O-simplexo singular € : Ag — X em X pode ser identificado com o ponto (1) € X. Neste

sentido,
So(X) = X.
Se n = 1, Ay é homeomorfo ao intervalo unitdrio I = [0, 1] de ntimeros reais. De fato, a
aplicacao
H:1— Al
definida por
M) = (1—1,1)

¢ um homeomorfismo verificando
h(O) =€y © h(l) = €.

Portanto, um 1-simplexo singular £ : A; — X em X pode ser identificado com o caminho

Eoh: 1 — X em um dado espaco X. Neste sentido, temos

onde P(X) representa o conjunto das curvas em X.
Agora, assuma n > 0 e seja £ : A, — X um n-simplexo singular arbitrario. Para cada

inteiro ¢ = 0,1,--- ,n, a composi¢ao
fo ]{32 : An—l — X

de aplicagoes

A, e A, e x
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é um n — l-simplexo singular em X, que sera chamado a i-ésima face de £ e serd denotada por

¢V =¢ok;.
As n 4+ 1 faces €°,--- €™ de um n-simplexo singular £ em X podem nao ser distintas. De
fato, se £ : A, — X é uma aplicagao constante, todas as suas (n + 1) faces £°,--- | £" sao os

mesmos (n — 1)-simplexos singulares de X.
Para cada inteiron > 0ei =0,1,--- ,n, definimos o i-ésimo operador face sobre S(X) como
sendo a funcao
o Su(X) —  S,.1(X)
3 — 0y(€) = €.
Proposicao 1.1 Sen>1¢e¢0<j<i<n, entdo

[g(i)](j) — [f(j)](ifl)
para cada n-simplexo singular & em X.

Demonstragao:

De acordo com a defini¢ao de face de um simplexo singular e o Lema 1.1, temos

(€00 = Dok =¢okiok;=Eokjoki
= W ok = [W]0D

Chamamos de complezo singular de um espaco X, o conjunto
S(X) = | Su(X)
n=0

junto com seus operadores face.
Agora, vamos considerar um subespago arbitrario A de um dado espago X e a aplicacao

inclusao
1 A= X
r—i(x) =z
Qualquer n-simplexo singular £ : A,, — A no subespaco A de X pode ser identificado com
o n-simplexo singular

10&: A, = X.
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Neste sentido, temos

Sn(A) € Su(X); S(A) € S(X).

Além disso, para qualquer n-simplexo singular £ em X com n > 0, £ € S,(A), tem-se
€9 ¢ S,_1(A) para cada i = 0,1,--- ,n. Por causa desta propriedade, S(A) é dito ser um

subcomplezo do complexo singular S(X).

1.2.2 Complexo de cadeia singular

Seja X um espaco topolédgico arbitrario e considere seu complexo singular
o0
S(X) = Su(x).
n=0

Para cada inteiro nao negativo n, seja C,,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto

Sy (X) como definido no Apéndice A. Entao,
Sn(X) C Cp(X).
Os elementos do grupo C,,(X) podem ser considerados como combinagoes lineares finitas
arér + azbs + - - + arl,

onde {&,&, -, &} é um subconjunto finito de S, (X) e ay,as,- - , ax sdo inteiros.

Para cada n > 0, defina a funcao
0: 59 (X) = Ch1(X)

por

i=0 i=0
para cada n-simplexo singular £ : A,, — X.

Sendo C,(X) gerado por S, (X), segue que o estende-se & um tnico homomorfismo
0:Ch(X) = Cp1(X)

que o chamaremos de operador fronteira.

Vamos definir

Cn(X)=0 para n<0
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0:Ch(X) = Cpq(X)
como sendo o homomorfismo trivial, sempre que n < 0.
Proposicao 1.2 Para cada inteiro n, a composta
*=000:Ch(X)— Cpa(X)

de operadores fronteira
Co(X) = Cpa(X) == C o (X)

¢ um homomorfismo trivial, em simbolos,

9 = 0.

Demonstracao: Se n < 2, entdao C,_2(X) = 0 e a proposigao é trivial. Assim, podemos

assumir n > 2. Seja & : A, — X um n-simplexo singular em X arbitrario. Entao,

onde, para cadat=0,1,---,n

€D e s, 1(X)c Chi(X)

denota a i-ésima face de £. Sendo 0 um homomorfismo,

_ (— )l+] 5(1 Z H-J J)
Usando a Proposigao 1.1,

Z (1) [0 = Z (—1)H [gD]6=D),
0<j<i<n 0<j<i<n
Se trocarmos ¢ — 1 por j e j por ¢, o membro esquerdo da igualdade acima torna-se

_ Z (—1)H D),

0<i<j<n
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Portanto as duas somas em 9%(¢) cancelam uma com a outra. Isto prova que
9%(€) =0
para cada £ € S, (X). Sendo S,,(X) gerador de C,,(X), isto implica que

9*=0

A Proposicao 1.2 nos diz que a sequéncia
On On

satisfaz

Im (Op41) C Ker (0,).

Vamos chamé-la de complexo de cadeia singular do espago X e denotaremos pelo simbolo C'(X).

Os elementos do grupo C,,(X) sdo chamados de cadeia singular n-dimensional no espago X
e o grupo C,(X) é chamado de grupo de cadeia singular n-dimensional do espago X. Para cada
cadeia v € C,,(X), o elemento 0y € C,,_1(X) é chamado de fronteira da cadeia .

Agora, considere um subespago arbitrario A de um dado espago X. Sendo S, (A) um
subconjunto de S, (X), segue que C,(A) é subgrupo de C,,(X) gerado pelo conjunto S,,(A).

O grupo quociente

Cn(X; A) = Co(X)/Cn(A)

é chamado de grupo de cadeia singular n-dimensional do par topolégico (X, A).

Os elementos de C, (X, A) sdo chamados de n-cadeias singulares de (X, A) ou n-cadeias
singulares de X mddulo A. Sendo C,(A) o subgrupo de C,(X) gerado por S, (A), segue que
Cn(X, A) é isomorfo ao subgrupo de C,,(X) gerado por S,,(X)/S,(A).

Podemos verificar, sem dificuldades, que o operador fronteira
0:Ch(X) = Ch1(X)

aplica o subgrupo C,(A) de C,(X) no subgrupo C,_1(A) de C,_1(X). Logo, 0 induz um
homomorfismo do grupo quociente C, (X, A) no grupo quociente C,_;(X,A) o qual ainda
denotaremos por

91 Co(X, A) = Coy(X, A).
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Note que, para z € C,,(X),
d(z+ C(A) =0(2) + C,_1(A)
Entao 0% = 0 é também satisfeita. Sendo assim, obtemos uma sequéncia
> Ot (X, A) 2= O (X, A) —2- O (X A) —— -

a qual nos referimos como sendo o complexo de cadeia singular do par topoldgico (X, A) e

denotaremos pelo stmbolo C'(X, A). Em particular, se A = ()

Co(A) =0, Cu(X,0) = Co(X) e C(X,0) = C(X).

1.2.3 Grupos de homologia singular

Seja (X, A) um par topoldgico e considere C'(X, A) seu complexo de cadeia singular.

Para cada inteiro n, o nicleo do operador fronteira
On: Ch(X,A) = Ch (X, A)

é chamado de grupo dos ciclos singulares n-dimensional de (X, A) sendo denotado por
Zn (X, A), isto é,
Zn(X, A) =ker (0,).

Por outro lado, a imagem do operador
8n+1 . Cn+1(X, A) — Cn(X, A)

¢ chamado de grupo das fronteiras singulares n-dimensional de (X, A) sendo denotado por
B,(X, A), isto é,
Bn(X,A) = Im (Opy1).

Segue, da Proposicao 1.2, que a inclusao

B, (X,A) C Z,(X,A)

é valida. O grupo quociente

Ho(X, A) = Z,(X, A)/Ba(X, A)
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¢ chamado de grupo de homologia singular n-dimensional do par topoldgico (X,A). Em
particular, se A = (), o complexo de cadeias C'(X, () reduz-se ao complexo de cadeias C'(X).

Neste caso especial, o grupo quociente é denotado por
H,(X) = Zn(X)/B,(X)
sendo chamado de grupo de homologia singular do espago topolédgico X. Desde que C,,(X, A) =0
para cada n < 0, a seguinte proposi¢ao é obvia
Proposicao 1.3 Para cada par topolégico (X, A) e cada inteiro n < 0, temos H, (X, A) = 0.
Para o caso n = 0, dim Hy(X) é o nimero de componentes conexas por arcos de X. Mais
precisamente vale o seguinte.

Teorema 1.1 (ver [6], p. 214) O grupo de homologia singular 0-dimensional Hy(X) de um
espago topoldgico X € isomorfo ao grupo abeliano livre Free|my(X)] gerado pelo conjunto mo(X)

de todas as componentes conexas por arcos do espaco X .

1.2.4 Homomorfismo induzido

Sejam (X, A) e (Y, B) pares topoldgicos e considere uma aplicagao de pares f : (X, A) — (Y, B).
Para cada n > 0, f induz uma fungao S, (f) : S,(X) — S,(Y) definida por
[Su(HIE) = fol: Ay =Y

para cada simplexo singular n-dimensional £ : A,, — X em X. Sendo f(A) C B, segue que
Sn(f) leva um elemento de S, (A) em um elemento de S, (B).

Sendo C,,(X) o grupo abeliano livre gerado por S, (X), a funcao
Sn(f) + Su(X) = Su(Y)
estende-se a um unico homomorfismo
Cn(f) : Cu(X) = Cu(Y)

Desde que S,,(f) leva S, (A) em S, (B), entao Cy(f) leva C,(A) em C,(B). Para cada inteiro
negativo n, temos C,,(X) = 0 e C,(Y) = 0, neste caso C,(f) denota o homomorfismo trivial.

Portanto o homomorfismo

Cu(f) : Co(X) = Cu(Y)

¢ definido para todo inteiro n.
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Lema 1.2 O retangulo

Cn(f)i \Lcn—l(f)

C, (V) =25 C, (V)

de homomorfismos, onde Ox e Oy representam os operadores fronteira, € comutativo, isto €

Oy 0 Cu(f) = Cna(f) 0 Ox.

Demonstragao: Se n < 0, o lema é ébvio, pois C,,_1(Y) = 0. Desta forma, podemos supor

que n > 0. Seja & : A,, — X um simplexo singular n-dimensional em X. Entao,

implicando que

Por outro lado,

donde segue que

[Cri(f) 0 0x](§) = Cna(f)

i=0
= Y (-1)folok
i=0
e portanto
9y 0 Cu(NIE) = [Cna(f) © Ox](E)
para cada £ € S, (X). Sendo S,,(X) gerador de C,(X), o lema estd demonstrado. O

Podemos verificar, sem dificuldades, que o homomorfismo

Cu(f) : Co(X) = Cu(Y)
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aplica o subgrupo C,,(A) no subgrupo C,(B). Isto induz um homomorfismo do grupo quociente
Cr(X, A) no grupo quociente C, (Y, B) o qual denotamos ainda por C,(f).
A seguinte proposicao é uma consequéncia direta do Lema 1.2.
Proposicao 1.4 O retangulo
Co(X, A) =250 (X, A)
Co(Y,B) =2~ C,_,(Y, B)

de homomorfismos, onde Ox e Oy representam os operadores fronteira, € comutativo, isto €
dy 0 Cp(f) = Cpa(f) 0 Ox

Portanto, obtemos o seguinte diagrama

= O (X A) == O (X, A) — Gy (X, A) — -+
Cn+1(f)i Cn(f)l lcnl(f)
= Cp1 (Y, B) —=Co(Y,B) —=Cp et (Y, B) —— -
Aqui as duas linhas horizontais sdo os complexos de cadeia C(X, A) e C(Y, B). De acordo
com a Proposicao 1.4, os retangulos acima sao comutativos. Por este motivo, a sequéncia de

homomorfismos
C(f) :=={Cu(f)/ neZ}

¢ chamado de Transformacdo de Cadeia induzida pela aplicacao f: (X, A) — (Y, B).
Proposicao 1.5 Para cada inteiro n, o homomorfismo
Co(f): Cu(X,A) — C,(Y, B)

leva Z,(X,A) em Z,(Y,B) e B,(X,A) em B,(Y, B).

Demonstracao: Seja z € Z,(X, A), isto é, Ox(z) = 0. Assim,

Oy [Cn(f)(2)] = Coa(f)[0x(2)] = 0,

implicando que C,(f)(z) € Z,(Y, B). Isto prova que C,(f) leva Z,(X,A) em Z,(Y, B).



24

Agora, considere w € B,,(X, A). Por defini¢ao, existe um elemento v € C, (X, A) tal que
Ox(v) = w.
Seja
U= [Cn-i-l (f)](v) S Cn+l(Y> B)'

Note que,
Oy(u) = Oy[Crnyi(f)(v)]

= Cu(NOx(v)] = Cu(f)(w).
Consequentemente C,,(f)(w) € B, (Y, B), mostrando que C,,(f) leva B,(X, A) em B, (Y, B).

Segue da Proposicao 1.5 que C,,(f) induz um homomorfismo
fe = Hu(f) - Ho(X, A) = Hu(Y, B),
definido, para z € Z,(X, A), por
fi(z 4 Bu(X, A)) = Cu(f)(2) + Bu(Y, B),

e chamado de homomorfismo induzido pela aplicagao f : (X, A) — (Y, B) sobre o grupo de
homologia singular n-dimensional H, (X, A).

As seguintes propriedades dos homomorfismos induzidos seguem diretamente da definigao.

Proposicao 1.6 Sei: (X, A) — (X, A) € a aplicagao identidade sobre o par topolégico (X, A),

entao o homomorfismo induzido
b= Hy(1): Hy(X,A) = H (X, A)
¢ o automorfismo identidade sobre H,(X, A), para cada inteiro n.
Proposicao 1.7 Para aplicagoes arbitrarias
f(X;A) = (Y,B) e g:(Y,B)— (Z,C)
de pares topologicos (X, A), (Y,B) e (Z,C), temos
Hy(go f) = Hn(g) o Hu(f),

para cada inteiro n.
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1.2.5 Operador fronteira

Seja (X, A) um par topolégico. Nosso objetivo nesta se¢ao é construir para cada inteiro n um

homomorfismo

9: Hy(X,A) — H,_1(A)

o qual chamaremos de operador fronteira sobre H,(X, A).

Para tal propésito, vamos considerar o grupo de cadeia singular n-dimensional
Cn(X, A) = Cn(X)/Cn(A)

e a projecao natural

ot Cp(X) = Ch(X, A).

Em seguida, para construir tal operador fronteira, vamos definir a funcao

¢:Zy(X,A) — H, 1(A)

da seguinte maneira. Seja z € Z,(X, A). Desde que 7, leva C,,(X) em C,(X, A) o qual contém

Zn(X, A), entao existe um elemento u de C,,(X) satisfazendo 7,(u) = z. Considere o elemento
d(u) € Cpq(X)
onde 0 : C,(X) — C,_1(X) denota o operador fronteira sobre C,,(X).

Lema 1.3 O elemento d(u) pertence ao subgrupo C,,_1(A) de C,_1(X).

Demonstracgao: Considere o retangulo comutativo

Co(X) —= C (X, A)

o) Jo

Cn71<X) &; nfl(X7 A)

de homomorfismos. Por causa desta comutatividade,
Tn-1[0(u)] = O[m(u)] = 9(2) =0,

mostrando que d(u) € C,,_1(A). O
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Lema 1.4 O elemento O(u) pertence ao subgrupo Z,_1(A) de C,_1(A).

Demonstracao: Como o operador fronteira sobre C,,_1(A) é a restri¢ao do operador fronteira
sobre C,,_1(X), temos
J[0(u)] = 0o d(u) = 0.

Logo 0(u) € Z,—1(A). 0
Considere a projecao natural
P Zn-1(A) = Hya(A)
de Z,_1(A) sobre seu quociente
H, 1(A) =Z, 1(A)/B,_1(A).

Lema 1.5 O elemento p[0(u)] de H,_1(A) é independente da escolha de u € C,(X) e portanto
depende somente do elemento z € Z,(X, A).

Demonstracao: Sejam u e v elemetos de C,(X) satisfazendo

O nosso objetivo é mostrar que

mo(u —v) =m,(u) — m,(v) = 2 — 2 =0,

logo u — v pertence ao subgrupo C,(A4) de C,(X).

Isto implica que o elemento d(u — v) pertence a B,,_1(A) e entao

plO(u)] = p[0(v)] = p[d(u — v)] =0,
mostrando que p[d(u)] = p[0(v)] O
Segue do Lema 1.5, que podemos definir a fungao
¢:Zy(X,A) — H, 1(A)

z — ¢(2) = plo(u)]

para qualquer u € C,(X) satisfazendo 7, (u) = 2.
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Lema 1.6 A func¢do ¢ é um homomorfismo de Z,(X,A) em H,_1(A).

Demonstracao: Sejam y,z € Z,(X,A). Escolha dois elementos u,v € C,(X) satisfazendo

mn(u) =y e m,(v) = z. Por definicao,

Desde que 7, (u+v) =y + 2,

¢(y + 2) = p[O(u +v)] = pl0(u)] + p[O(v)] = ¢(y) + ¢(2).

Portanto ¢ é um homomorfismo.

Lema 1.7 O nacleo de ¢ contém o subgrupo B,(X,A) de Z,(X, A).

Demonstracao:  Seja z € B,(X,A). Pela definigdo de B,(X,A), existe um elemento
y € Cpi1(X,A) com J(y) = z. Desde que m,41 leva Cppq1(X) em Cpi1(X, A), existe um
elemento w € C),41(X) satisfazendo 7,41 (w) = y. Seja u = d(w), por causa da comutatividade
do retangulo

Cn+l(X) gl' Cn—i—l(X? A)

al la
Cn(X) Ty Cn(X, A)
temos

Ta) = 70 (O(w)) = Al (w)] = A(y) = 2.

De acordo com a definicao de ¢,

Isto completa a prova do Lema 1.7. O

Por causa do Lema 1.7, o homomorfismo

¢ Zn(X,A) — H,1(A)
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induz um homomorfismo

9: Hy(X,A) — H,_1(A)

o qual é chamado de operador fronteira sobre o grupo de homologia singular H, (X, A).

Agora, vamos considerar uma aplicacao de pares arbitraria
f:(X;A) = (Y,B) e g=fla: A— B.
Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.8 Para cada inteiro n, o retangulo

Ho(X,A) -2~ H, 1(A)

f*i lg*

H,(Y, B) ="~ H, 1(B)
€ comutativo, isto €,
dof.=g.00
Demonstragao: Seja x um elemento arbitrario do grupo H, (X, A) e a proje¢ao natural

D Za(X,A) = Ho(X, A).

Entao, existe um elemento z € Z,,(X, A) com p(z) = x. Desde que o homomorfismo 7, leva
Cr(X) em C,(X, A) e que Z,(X, A) esta contido em C,,(X, A), existe um elemento u € C,,(X)
tal que m,(u) = z. Sejam

0= [Calm)](w) e w=[Cal()](2)
onde h : X — Y denota a aplicacao definida por f. Por causa da comutatividade do retangulo
Co(X) -5 Ch(X, A)

Cn(h)l J/Cn(f)

onde w, denota a projecao natural, temos

wp(v) = wy|Ch(h)(u)]
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Por outro lado, da comutatividade do retangulo

Cn(X) i> nfl(X)
Cn(h) Cn—1(h)

Cu(Y) =2 Cpa(Y)

obtemos

Cr1(M)[0(w)] = O[C(h)(u)] = O(v).
Desde que d(u) € C,,—1(A), pelo Lema 1.3
9(v) = Cn1(g)[0(u)].
Agora, por defini¢ao, d(z) é o elemento de H,_1(A) que contém o ciclo singular
o(u) € Z,—1(A).
Portanto, segue que g.[0(x)] é o elemento de H,,_;(B) que contém o ciclo singular
CulP)(=) = w € Z,(Y, B).

Desde que w,(v) = w, segue da definigao que 9[f.(x)] é o elemento de H,,_1(B) que contém

o ciclo singular

O(v) = Cr1(g)[0(u)],

isto prova que g.[0(z)] = 9[f«(x)]. Como = é um elemento arbitrério de H, (X, A), fica completa

a prova da Proposicao 1.8. O

1.2.6 Sequéncia de homologia singular

Seja (X, A) um par topolégico. Considere as aplicagoes inclusoes
itA—>X e j: X = (X, A).
De acordo com a Secao 1.2.4, estas inclusoes induzem homomorfismos

i Ho(A) = Ho(X)
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Je  Ho(X) — H, (X, A),
para cada inteiro n. Temos também o operador fronteira

0 Hy(X,A) = H,_1(A)

definido, na secao anterior, para cada inteiro n.

Obtemos a seguinte sequéncia

chamada de sequéncia de homologia singular do par (X, A).

Teorema 1.2 A sequéncia de homologia singular do par (X, A) € exata.

Demonstragio: Vamos dividir a prova em seis partes:
(1) Im(i) C Ker(ji);
(2) Im(j.) C Ker(0);
(3) Im(9) C Ker(i);
(4) Ker(j.) C Im(i,)
(5) Ker(d) C Im(j.)
(6) Ker(i,) C Im(d)

Prova de (1). Estamos interessados na seguinte parte

H,(A) —2> H,y(X) —2- H,(X, A)

da sequéncia. Seja a um elemento de H,,(X) na imagem I'm(i,) do homomorfismo induzido i,.

Entao, pela definigao de I'm(i,), existe um elemento 8 de H,(A) satisfazendo

i(B) = a.



31
Escolha um ciclo singular
z € fCCu(A).

Pela definicao de i,,

[Ch(D)](2) € a C C(X).
Entao, pela definicao de j,,
Cr()[Cn(i)(2)] € ji(a) C Cu(X, A).

Agora, desde que
Cu(i) : Cr(A) = Ch(X)

é 0 homomorfismo inclusao e

Ch(j) : Ch(X) = Ch(X, A)

¢ a projecao natural, segue que
Ca(§)[Cn(i)(2)] = 0 € Cn(X, A)

Isto implica que

Ju(a) =0 € Hy(X, A)

e entdo o € Ker(j,). Sendo a um elemento arbitrario de Im(i,), isto prova (1).

Prova de (2). Estamos interessados na seguinte parte

Ho(X) 2= Hy(X, A) —2~ H,_,(A)

da sequéncia. Seja o um elemento de H, (X, A) na imagem I'm(j,) do homomorfismo induzido

J« Entao, pela definigao de Im(d,), existe um elemento 5 de H,,(X) com

J(8) = a.

Escolha um ciclo singular

z € P C O (X).

Pela definicao de j,,
[C.(D](2) € a C CL(X, A).
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Sendo C,(j) : Cph(X) — Cn(X,A) a projecao natural, segue da defini¢ao de operador
fronteira 0 : H, (X, A) — H,_1(A) que

0(z) € 0(a) C Cy_1(A).
Sendo z € Z,(X), temos 0(z) = 0. Isto implica
8(04) =0¢€ Hn,1<A),

e entdo o € Kerd. Sendo a um elemento arbitrario de Im(j,), isto prova (2).

Prova de (3). Estamos interessados na seguinte parte

i

Hn(X7 A) i> n—l(A) — n—l(X)

da sequéncia. Seja o um elemento de H,_1(A) na imagem Im(9) do operador fronteira 0.

Entao, pela definigao de I'm(0), existe um elemento 5 € H, (X, A) satisfazendo

Escolha um ciclo singular

Sendo a projecao natural
T = Cn(j) : Cpo(X) — C(X, A)
um epimorfismo, existe um elemento u de C,(X) satisfazendo
m(u) = z.
Pela definigao do operador fronteira 0
d(u) € a C Cp_1(A).

Sendo
Cn_l(i) : Cn_l(A) — Cn—l(X)

o homomorfismo inclusao, segue da definicao de i, que

d(u) € i.(a) C Cp1(X).
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Sendo d(u) € B,—1(X),
i.(a) =0€ H,_1(X).

Prova de (4). Estamos interessados na seguinte parte

da sequéncia. Seja o um elemento de H,(X) pertencendo ao Ker(j.). Escolha um ciclo singular
z€aC Cy(X).

Sendo j.(a) =0,
Tn(2) = [Cn(1)](2) € Bn(X, A).

Assim, existe um elemento y € C,;1(X, A) satisfazendo

onde 0 denota o operador fronteira
0:Chi1(X,A) = Cu(X, A).

Sendo
Tl = Cnp1(j) : Crg1(X) = Crga (X, A)

um epimorfismo, existe um elemento x € Cy41(X) com
7Tn+1($) =Y.

Entao

m(z = 0(x)) = m(2) — ma[0(2)]

Isto implica

z—0(x) € Z,(A)

Seja 8 o elemento de H,(A) o qual contém o ciclo singular z — 0(z).
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Sendo z € o e d(z) € B,(X), temos
z—0(x) € a C Ch(X).

Isto implica
i.(0) = a,

logo o € I'm(i,). Sendo a um elemento arbitrério de Ker(j,), isto prova (4).

Prova de (5). Estamos interessados na seguinte parte

Ho(X) 2= Hy(X, A) —2~ H,_,(A)

da sequéncia. Seja a um elemento de H,(X, A) no kernel Ker(d) do operador fronteira 0.

Escolha um ciclo singular

z€aCCy(X,A)

Sendo
Cn(j) =mn: Cp(X) = Ch(X, A)

um epimorfismo, existe um elemento u € C,,(X) com
Tn(u) = 2.
De acordo com a definicao do operador fronteira
0: H,(X,A) = H, 1(A),

temos

d(u) € 0(a) C Cp_1(A).

Sendo d(«) =0 € H,,_1(A), existe um elemento v € C,,(A) com

Seja

Entao,
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Isto implica y € Z,(X). Seja 5 o elemento de H,(X) o qual contém o ciclo singular . Sendo
v e Cy(A), temos

Isto implica

e entdo a € Im(j,). Sendo o um elemento arbitrario de Ker(d), isto prova (5)

Prova de (6). Estamos interessados na seguinte parte

H,(X, A) —2~ H,_(A) —~ H,_,(X)

da sequéncia. Seja o um elemento de H,,_1(A) no kenel Ker(i,) do homomorfismo i,. Escolha

um ciclo singular

z e oaC Cnfl(A)

Sendo i, () = 0, existe um elemento u € C,(X) satisfazendo
d(u) = z.
Seja y = m,(u) € Cp(X, A). Entao,
8(y) = Bmn(w)] = T2 [0(w)] = Tsa(2) = 0.

Isto implica y € Z,(X, A). Seja 5 o elemento de H,(X, A) o qual contém o ciclo singular y.
Sendo

ma(u) =y,

segue da definicao de 9(8) que

Isto implica

e entdo o € Im(9). Sendo a um elemento arbitrario de Ker(i,), isto prova (6). O
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Agora, suponha que B C A C X. Considere as aplicacoes inclusoes
i:(A,B)— (X,B), j:(X,B)—=(X,A), k:A— (A B)
e o operador fronteira
0:H,(X,A) — H, 1(A).
Definigdo 1.2 O homomorfismo O = k,00 é chamado o operador fronteira da tripla (X, A, B):
0: H,(X,A) — H, (A, B).
A sequéncia
e Hy (A, B) s Ho(X, B) = Hoy(X, A) — 2> Hy (A, B) —> -

é chamada sequéncia de homologia singular da tripla (X, A, B).

Usando, como no Teorema 1.2, os trés primeiros axiomas da teoria de homologia (que

deduzimos acima para a homologia singular), obtemos

Teorema 1.3 A sequéncia de homologia da tripla (X, A, B) € exata.

Finalizamos este capitulo com a seguinte aplicagao do Teorema 1.3.
Teorema 1.4 Sejam Y C B C A C X espacos topologicos e q € Z. Se
H (A, B)#£0 e Hy(X,Y)=0,
entao
Hy1(X,A)#0 ou H,1(B,Y)#0.
Demonstracao: Suponha que H,1(X, A) = 0. Como H,(X,Y) é também trivial, da seguinte
porcao da sequéncia exata da tripla (X, A,Y)
Hy1 (X, A) -2~ H(AY) —2= H(X,Y)
segue que
H,(AY)=0.
Sendo H,(A, B) # 0, da seguinte porcao da sequéncia exata da tripla (A, B,Y)
Hy(A,Y) 2~ H,(A, B) —%~H, 1(B,Y)
segue que

H, 1(B,Y) #0.



Capitulo 2

Homotopia entre conjuntos de nivel

Seja f € C'(X;R) uma aplicagao definida num aberto X de um espaco de Banach E. Neste
capitulo, vamos estudar a existéncia de homotopias que permitem deformar conjuntos de niveis
da funcao f. Na primeira secao mostra-se como se pode associar a f um campo vetorial regular
de modo a se poder resolver o problema de Cauchy associado. Na secao seguinte sao recordados
alguns fatos sobre equagoes diferenciais ordinarias em espagos de Banach e nas demais secoes
estudamos a existéncia de tais homotopias, que constituem uma importante ferramentas para o
calculo dos grupos criticos, estudados no Capitulo 4. Os resultados desta secao foram retirados

de [11] com excecao do Teorema 2.8, que é devido a Kanishka [20].

2.1 Campos pseudo-gradientes

Uma aplica¢do h definida em X e com valores num espaco métrico (X,d;) é dita localmente
lipschitziana se para cada ponto u € X existirem uma constante L > 0 e uma vizinhanca U de

u tais que dy(h(x), h(y)) < Ld(z,y) para todo x,y € U.

Proposicao 2.1 Sejam F,.G : X — R, V : X — FE aplicagoes localmente lipschitzianas e

A, B C X subconjuntos fechados, disjuntos e nao-vazios. Entdo,

(i) as aplicagoes F.V, F + G, F.G e F/G sao localmente lipschitzianas (esta iltima, se G
nunca se anula);
d(u, A)
d(u, A) + d(u, B)

(ii) a aplicagao x : E — [0,1] dada por x(u) = ¢ localmente lipschitziana;

(iii) se A € compacto, entao V ¢ lipschitziana e limitada numa vizinhanga de A.

37
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Demonstracao: (i) Basta notar que toda aplicacdo localmente lipschitziana é localmente

limitada. Desta forma
| F(u)G(u) = F(v)G(v) [<] F(u) || G(u) = G(v) | + | G(v) || F(u) — F(v) |

1 1| |G —G) |

[ Gu) | [G) [T [Gw) || Go) |

de onde resultam as conclusoes.

(71) Como x é quociente de aplicagoes localmente lipschitzianas, a conclusao segue do item
anterior.
(7i1) Fixemos uma cobertura finita de bolas abertas, A C U := U;B,,(u;) e constantes K;

tais que, para todo u,v € Ba,. (u;),
V)l < Ki e [[V(v) = V()| < Kiflu—v].

Considere 0 < r < min{r;}, r <2, Ky:=max{K,;} e K :=2Ky/r > K,. Entao, se u € U,
tem-se ||u — u;|| < r; para algum 4, pelo que ||V (u)|| < Ko < K. Além disso, se v € U ¢ tal que
v —ul] <y, vem || — w| < 2r e ||[V(uw) — V()| < Kilju —v|| < Kl|u —v||; por outro lado,

se |lu— vl >r; >, vem
[V(u) = V(v)]| <2Ko = Kr < Ku— v,

e isto mostra que V' ¢é limitada e lipschitziana em U. O

Observe que a aplicagao x construida acima nao é, em geral, lipschitziana; isto ocorre se, e
somente se, d(A, B) := inf d(z,y) > 0.
€
yeB

Convém também ter presente o seguinte fato, dados dois subconjuntos fechados e disjuntos

A, B C X, é sempre possivel encontrar um conjunto fechado A tal que
ACint(A)CAC X\ B.

Basta escolher A := {u : d(u, A) < d(u, B)}.
Agora, vamos construir aplicagoes localmente lipschitzianas definidas no aberto X \ K e suas

extensoes a todo o aberto X. Designaremos por K o conjunto dos pontos criticos de f.
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Proposicao 2.2 Considere uma aplicacao localmente lipschitziana G : X \ K — E e dois
subconjuntos fechados e disjuntos A,B C X com K C A. Entdo, para cada fechado A tal que
A Cint(A) C A C X\ B, ezistem duas aplicacées localmente lipschitzianas x : X — [0,1] e
F: X — FE tais que

x(u)G(u) se ue X\ A
0 se ucA.

(i) F(u) :{

Demonstragao: Seja x a aplicagao dada pela Proposicao 2.1 (i), associada aos dois conjuntos
fechados e disjuntos A e B. Vamos fixar ug € X e provar que F ¢ lipschitziana numa vizinhanca
de ugy. Pela Proposicao 2.1 (i), podemos supor que uy é um ponto de fronteira de A. De acordo
com a mesmo proposi¢ao, podemos fixar uma bola B,.(ug) C X \ K na qual a aplicagao xG é
lipschitziana. Sendo F' = x(G, isto completa a demonstracao.

Na demonstracao acima, consideramos os conjuntos A e B nao vazios, caso A = () = B ou

A =0 # B, o resultado ¢é trivial se escolhermos y = 0 ou y = 1, respectivamente. O

No que segue, vamos usar o fato que todo espago métrico X é paracompacto, isto é, toda
cobertura aberta X = U;c;X; admite um refinamento localmente finito, ou melhor, X = U;c;W;
onde cada aberto W; estd contido em algum X; e cada ponto de X admite uma vizinhanca que

intersecta apenas um numero finito de conjuntos W;.

Lema 2.1 sejam o, € C(X \ K;R) e suponha que para cada x € X \ K existe um vetor
Ve, € X tal que

a(z) < (f'(x), V) < F (@) Vel < B(2).

Entao, existe uma aplica¢ao localmente lipschitziana V : X \ K — E tal que

a(u) < (f'(u), V(W) < [IF @IV (@) < B(u)

para todo u € X \ K.

Demonstracao: Por continuidade, existe uma vizinhanca U, de x tal que

a(y) < ('), Ve) < I WVl < By)
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para todo o y € U,. Seja (W;) um refinamento localmente finito da familia (U,), e considere,
para cada 7, a aplicagao lipschitziana p;(u) := d(u, X \ W;). Para cada u € X \ K, >, pi(u) é
uma soma finita e nao nula.

Para cada i, fixemos z; tal que W; C U,, e seja v; = V,, o vetor dado na hipdtese do lema.

Definimos entao

V(u) = sz sz

i
Para cada u, a restricao de V' a uma vizinhanga pequena de u é uma combinagao convexa

(finita) de vetores v;. Pela Proposi¢ao 2.1 (i), conclui-se que V' é localmente lipschitziana. Para

cada um desses vetores v;, tem-se

au) < (f'(u), vi) < |If (w)llllvill < B(w),

donde
au) < (f'(u), V(w)) < [ (@)IIV(u)] < B(u).

Proposicao 2.3 Dadas duas constantes 0 < « < [, existe uma aplicagao localmente
lipschitziana V : X \ K — E tal que

all f(l* < (f'(w), V(w) < [IF @IVl < BILF (W),

para todo u € X \ K.

Demonstragao: Dado z € X \ K, uma vez que 2a/(a+ ) < 1 e || f'(z)|| # 0, existe w, € F

com norma ||w,|| = 1 verificando

(f'(2),wz) >

(@)l
Seja V, 1= O‘T+B||f'(x)||wJU Entao,
all f'@)* < {f'(),Vz) e [Vall <BIf ()]

A conclusao resulta entao do Lema 2.1, com «a(z) := o/ f'(x)]]* e B(z) := B||f (z)|*. O
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Chamamos campo pseudo-gradiente (associado a f, «, ) a uma aplicagdo localmente
lipschitziana V' satisfazendo as desigualdades anteriores. Observe-se que se X é um aberto de

O‘;ﬁw (onde V f

é o gradiente de f). Serd conveniente no entanto utilizar uma variante da proposicao anterior,
a+p Vf
2 V>

um espago de Hilbert e f € C?(X;R), podemos considerar V a aplicagio

que corresponde no quadro Hilberteano a tomar o campo

Proposicao 2.4 Dadas duas constantes 0 < « < [ ewxiste uma aplicagcao localmente
lipschitziana V : X \ K — FE tal que

a < (f'(u), V(w) < [|f @IV (u)] <8,
para todo o u € X \ K.
Demonstragao: Para cada z € X \ K considere um vetor w, € E, como na demonstragao da

a+p
2

o < (f'(2),Va) e [IVall <BIf @)

Proposigao 2.3. Entao, o vetor V, := |l f(2)|| tw, satisfaz

A conclusao resulta do Lema 2.1, com «a(z) := a e f(z) := [. O

A construgao anterior pode ser adaptada a situacao particulares, em que seja conhecida

informagoes adicionais sobre o funcional:

Proposigao 2.5 Sejam E um espago de Hilbert, g € C1(X;R), A C E um subconjunto fechado

e 0 < 1 uma constante positiva, tais que

g(w) #0 e (f'(u),g'(w) <OIf Wlllg' (W], Vue A

Entao, existem uma aplicagdo localmentte lipschitziana V : X \ K — E e uma constante

a €)0, 1] tais que
a < (f'(u), V(@) < f @IV <1, VueX\K
(¢'(u),V(u)) <0, Vue A\ K.
Demonstragao: Para cada xz € X \ K, seja

vyl @) 1 8 g
2@ 207 @)] g @)l




42

onde # é uma constante, 3 €], 1] (convenciona-se 5 = 0, se ¢'(z) = 0) e se identificou f'(z) e

¢'(z) com os gradientes V f(z) e Vg(z). Um cdlculo simples mostra que
(¢ (x), V) <0, Ve e A\ K

e que
1-p

5 +

DN —
N | ™

< (f'(@), V) < I @) IVall <

Pode-se entao proceder como na demostracao do Lema 2.1, com o cuidado de se escolher a

vizinhanca U, disjunta de A, para cada = & A. a

A proposigao anterior contém, como caso particular interessante, a situagao em que 0 € A e
(f'(w),u) = =Ollul[[ f' ()], Vue A

Para a escolha da fungao g(u) = —||u||?/2 conclui-se que, neste caso, f admite um campo V'

satisfazendo (V' (u),u) >0, Yue A\ K.

2.2 O problema de Cauchy

No que segue, enunciamos uma versao do Teorema de Existéncia e Unicidade para equagoes
diferenciais ordinérias em espacos de Banach, cuja demonstracao pode ser encontrada em [11].

Seja F': X — FE uma aplicacao continua definida num aberto X de um espago de Banach
E e fixemos (tg,up) € R x X e r > 0 tal que B,(uy) :={u € E : |lu— | <r} C X. Definimos

F(u)—F
M:= sup ||[F(u)|| e K:= sup I£(w) @)l
u€ By (uo) u,vE€ By (ug) HU - UH

Teorema 2.1 Se Ml <r e K < +o0o entao o problema de Cauchy
o(t)=F(o(t)), olty) =ug (2.1)
tem uma solugdo unica o(-) definida em I := [ty — [,to + [] e com imagem em B, (uy).

Proposicao 2.6 Seja F': X — E uma aplicacdo localmente lipschitziana definida num aberto

X C E. Entao, para cada u € X, o problema de Cauchy

tem uma solugdo unica definida num intervalo mazimal Jw_(u), wy (u)[ com w_(u) < 0 < wy(u).
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O congunto 2 = {(t,u) : v € X,t €lw_(u),ws(u)[} € aberto e a aplicagio o : Q@ — X €
localmente lipschitziana. Além disso, se para algum uw € X o conjunto o(-,u) varia num fechado
de X, entao

w(u)
wi(u) < 400 = /0 | F(o(s))||ds = 4o0.

Demonstracao: Do Teorema 2.1 resulta que para cada u € X existe uma solucao tnica do
problema ¢ = F(0), o(0) = u, definida numa vizinhanga fechada de 0 , | — I(u),l(u)] com

[(u) > 0. Definindo
wy(u) :=sup{t: (2.1) admite solu¢ao em [0,1]},

w_(u) :=sup{t: (2.1) admite solu¢ao em [¢,0]},

obtém-se facilmente a primeira afirmagao da proposigao.

Fixemos agora (tg,ug) € 2 com ty > 0 e t; €]tg, wy(up)[. No que segue, vamos mostrar que
se u estd suficientemente préximo de ug, entéao t; < wy (u). Um argumento semelhante aplica-se
ao intervalo Jw_(ug), to[ e isto prova em particular que o conjunto 2 é aberto.

Considere o conjunto compacto C' := ([0, ¢;] x {ug}). De acordo com a Proposicao 2.1 (iii),

podemos fixar constantes positivas r, K, com r < 1, de tal modo que
u,velU ={u:du,C)<2r}=|F)| <K, |[|[Flu)—F@)|| <K|u-uv].

Fixe [ < r/(2K) tal que t;/l € N. Do Teorema 2.1 resulta que, se ||u — o(a, ug)|| < r para

algum o < t;, o problema

admite uma solugao unica, definida no intervalo [ — [, 4[] e com imagem em U (note que
B, (u) C By.(o(a,ug)) C U).
Seja entdo k :=t;/l € N e suponhamos que ||u — ug|| < r/2*. De acordo com a observacio

anterior, o(t,u) estd bem definida em [0, ], tem imagem em U e, para todo o t € [0,1],

lo(t,u) = ot uo)ll =

u—ug + /0 (F(o(s,u)) — F(o(s,up)))ds||.

Assim,

lo(t,w) = ot uo)ll < flu—woll + 1K sup [lo (s, u) — (s, uo)];
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desde que (K < 1/2, temos

o)) — oL uo) | < sup o (s,10)) — (s, u0)| < 2l — wol] < 22" <.
Nesse caso, podemos construir uma solugao do problema 1 = F(n), n(l) = o(l,u), definida

em [0, 2{] e com imagem em U. Por unicidade, tem-se n(t) = (¢, u), donde segue que 2] < w, (u).

Por recorréncia, é possivel construir o(-,u) em [(p — 1){, pl] com valores em U e satisfazendo

lo(pl, ) — o(pl,uo) || < 27|ju — ol < 277 "r <.

Quando p = k, conclui-se que t; = kl < wy(u), mostrando que €2 é aberto.

O argumento anterior mostrou, em particular, que para u,v € B,(ug) com € := 7/2* temos
|F(o(s, )l < K e |F(a(s,w)) — Flo(s, o))l < K lu— ol

para todo o s € [0,¢;]. Portanto, para todo ¢,t" € [0, 4],

t/
/nﬂww@
t

lo(t',v) —o(t, )| < = <K|t—t].

[|ww@wmw

Por outro lado,
t
ot u) —o(t,v)]| < [[u—v] +/0 [F(o(s,u)) — F(o(s,v))|lds,

logo
t
lo(t, u) — o(t,v)]| < [lu—wvl| +K/O lo(s,u) —o(s,v)llds

e a desigualdade de Gronwall (ver Teorema C.5 do Apéndice C') implica
lo(t.u) = ot )] < flu—v]le"" < [lu—vfle"".
Consequentemente,
lo(t,u) — o', )|l < [lo(t,u) = a(t,v)l| + lot,v) — o', v)]

e entao

lo(t.w) — o', v)|| < e lu =] + K |t =],

isto prova que o é localmente lipschitziana.
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Por fim, suponhamos que o = o(t,u) varia num fechado e, por contradi¢do, que

w4 (u)
/0 IF(o(s)llds = Tim / |F(o(s))|ds < +oo

com w4 (u) < +00. Como

lo(t,u) —o(s,u)]| < ))||dT

[ 1FeEar— [ IFear)-

quando s,t — w, (u), existe o limite lim( )a(t) em X e isto contradiz a definigdo de w, (u).
t—wy(u

entao

lo(t,u) = os, u)|| <

A aplicacao o construida acima é chamada de fluzo associado ao campo F.

O

Proposigao 2.7 Seja F': X — E uma aplicagao localmente lipschitziana num aberto X C E.

Se o fluxo o esta definido em R x X, temos:

(i) o(t,-) € uma homeomorfismo de X para todo t, e a aplicacio (t,u) — o~ (t,u) := o, *(u)

€ continua;

(ii) para cada compacto I C R e cada fechado A C X, o(I x A) € fechado em X.

Demonstragao: A unicidade do problema de Cauchy, implica que o~ !(¢,u) = o(—t,u) para
todo t,u,0 que prova (7).
Quanto a (i7), suponhamos que o(t,,u,) — v € X, para alguma sequéncia (t,,u,) € I x A.

Se necessario, passando a uma subsequencia, temos t, — t € I. Sendo
Up = 0 (tn, 0(tn, un)) — o (t,v),
concluimos que o~ !(¢,v) € A. Portanto v = o (t,0(—t,v)) € o(I x A). O

Proposicao 2.8 Seja F': X — E uma aplicacdo localmente lipschitziana definida num aberto
X C E e considere o fluro 0 = o(t,u) definido na Proposi¢ao (2.6). Se existirem constantes
positivas A, B tais que

[F(u)]| < Allull + B, VueX

e o fluzo variar sempre em completos de X, entio w,(u) = 400 para todo u € X, o(t,-) € um
homeomorfismo de X para todot, e o : [0,400[xX — X € localmente lipschitziana e transforma

conguntos limitados em conjuntos limitados.
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Demonstracao: Seja u € X. Suponhamos, por contradigao, que w,(u) < +oo. No intervalo

[0,wy (u)], o fluxo o(-) = o(t, u) satisfaz

lo (@)1 < full +/0 lo(s)llds < [lull +A/0 lo(s)llds + Buw (u).

Pela desigualdade de Gronwall (ver Teorema C.5 do Apéndice '), concluimos que o tem
imagem limitada. Consequentemente, pela hip6tese feita, também F(o) tem imagem limitada,
e isto contradiz a Proposigao 2.6.

Concluimos assim que w, = +oo, para todo u € X. Do mesmo modo, mostra-se que
w_ = —o0. Das proposigoes anteriores resulta que o : R x X — X é localmente lipschitziana,

o(t,+) é um homeomorfismo, e o célculo anterior nos mostra que, para todo o s € [0, ],
lo (s, w)| < (Jlull + Bt)e™

donde segue que ¢ transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados. a

2.3 Deformacao do tipo gradiente

Uma homotopia é uma aplicagbes continua h : [0,1] x X — X satisfazendo hg(u) = wu, para
todo v € X. Dizemos que h é uma homotopia de homeomorfismos se hi(-) = h(t,-) for um
homeomorfismo para todo o t € [0,1] e a aplicacdo (t,u) + h; *(u) for continua.

No que segue, vamos considerar uma aplicagao f € C'(X;R), onde X é um aberto de um
espaco de Banach E. Uma homotopia h; diz-se f-decrescente se, para todo o u € X, a aplicagao

f(h(-,u)) :[0,1] — R for decrescente.

Teorema 2.2 Sejam a < b, d >0 e S C X um subconjunto fechado. Suponhamos que

2(b

17wl = 202D e sn ),

Entdo, dados € > 0 e um subconjunto fechado S' C X tais que SNS' =0 e f~([a—€,b+¢€])
¢ completo, existe uma homotopia de homeomorfismo f-decrescente e localmente lipschitziana
hy : X — X tal que

(i) seu € f* e h(t,u) € S para todo t € [0,1], entdo hi(u) € f*. Mais geralmente, se u € f°
e h(t,u) € SN{f > a} para todo t € [0, s], entao

f(h(s,u)) < f(u) = (b—a)s.
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(ii) hi(u) =u se uw € A, onde

b—

a !/
5 U s

A={f<a—efU{f>2b+efU{u:|f(u)] <

(7i) d(hi(u),u) < 20t para todo t,u.

Demonstragao: Sejam A o conjunto definido acima, B := f~((a,b))NSeV: X\ K — E o
campo dado pela Proposicao 2.4, com o« =1 e § = 2. Considere o fluxo construido a partir do

problema de Cauchy
0=—F(0), 0(0)=u€X,

onde ' = xV é o campo associado a G = V dado pela Proposicao 2.2. Da definicao de y, segue
que [|[F(u)]| < ;2 em X, e a Proposicdo 2.8 mostra que a aplicagio o : [0, +oo[xX — X &
localmente lipschitziana, transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados e, para cada
t >0, o(t,-) é um homeomorfismo em X. Além disso, a aplicacdo (t,u) + o, *(u) é continua.

Portanto, a aplicagao o(t,u) satisfaz

—flo(t,w) = (f(o(t,u),o(t,w)) = (f(o(t,u), —x(o(t,u)V(e(t,w))),
para cada v € X, ou ainda,
—flo(t,u)) = =x(a(t,w)(f(o(t u)),V(e(t,u)),

usando a Proposigao 2.4 (com a =1 e = 2), obtemos

 Fo(tu)) < —x(o(t,u). (22)

Note que, pela unicidade do problema de Cauchy,
ueAe It otu)c AeVt:o(t,u) =u

e f(o(-,u)) é estritamente decrescente para cada u € X \ A.
Observe que , se o(t,u) € B para todo t € [0, s], entdao x(co(t,u)) = 1. Nessas condigoes, a
desigualdade em (2.2) torna-se

d
SHo(tw) < -1
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integrando sobre [0, s] e usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

fo(s,u)) = f(o(0,u)) <,

ou ainda

fo(s,u)) < f(u) —s.

/0 (s, u)ds

Por outro lado, sendo

d<0(t7u)’u) = ||U(t7u) - U(O,U)H =

t
s/Ww@mmw,
0

sendo ¢ = F(0), temos

do(tu)u) < Aanwm»ws
20

e | xlot) < 52

basta tomar h(t,u) := o((b — a)t, u). O

No que segue, vamos supor que f~*([a — €,b+ €]) é completo, para algum ¢ > 0.

Se, no teorema anterior, considerarmos

S::{U:Hf/(u)HZz(bd_a)}, b=c+e, a=c—c e §=1/c

obtemos

Corolario 2.1 Sejam ¢ € R e € > 0. FEntao, existe uma homotopia de homeomorfismo f-

decrescente hy : X — X tal que

(i) se u € ft e || f'(h(t,u))|| > 4/€ para todo t € [0,1], entao hi(u) € f¢. Mais
geralmente, se ¢ —e < f(h(t,u)) < c+ e e ||f'(h(t,u))|| > 4y/€ para todo t € [0,s],

entao
f(h(s,u)) < fu) — 2es;
(1i) hi(u) = u, se ||f'(w)| < 2v€ ounu & f~([c— 2¢, ¢+ 2€));
(111) d(hi(u),u) < 2+/et, para todo t, u.

Coroldrio 2.2 Sejam c € R e 0 < € < 1/2. Entdo existe uma homotopia de homeomorfismos
f-decrescente hy : X — X tal que
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(i) se uw € ft e || f'(h(t,u))|| > 4/€ para todo t € [0,1], entao hi(u) € f°. Mais
geralmente, se ¢ — e < f(h(t,u)) < c+ e e ||f'(h(t,u))|| > 4\/€ para todo t € [0, 5],
entao

f(h(s,u)) < flu) —s;
(it) hi(u) = u, se |[f'(u)l| <2ve ouw & f([c— 26, ¢+ 26]);
(7ii) d(he(u),u) < min{t/\/€,4+/€}, para todo t, u.

Demonstragao:  Considere o fluxo ¢ construido na demonstragao do Teorema 2.2, com

a=c—¢€ b=c+eed=./c. Temos
2
d(o(t,u),u) < —Q\/Et =
€

Desde que

1

d(o(t,u),u) < %/0 x(o(s,u))ds <
podemos definir h(t,u) := o(t,u). O

Para cada F' C X nao vazio e 6 > 0, denotamos por Fj a vizinhanca

Fs:={ue X : du,F) <}

Corolario 2.3 Sejam a < b, § > 0 e dois subconjuntos fechados F,G C X com FsNG = 0,
suponhamos que

I/ (@)l > 4(b — a) /0,  Vu € Fzn f~([a,b]).

Entao, para cada e > 0, existe uma homotopia de homeomorfismos f-decrescente hy : X — X

tal que

(i) M (f*NF)C f

(11) hi(u) =u, seu € G ouu g f~1([a—¢€b+¢);
(7ii) d(h(u),u) < dt, para todo t, u.

Demonstracao: Aplicando o Teorema 2.2 com S := Fs e S’ := G, se u € f®N F, entdo de

(i11) segue que h(t,u) € S para todo t € [0, 1], portanto hy(u) € f°.
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Corolario 2.4 Dadas constantes ¢ € R, e¢g > 0 e dois subconjuntos fechados F,G C X com
dy := d(F,G) > 0, suponhamos que
If (@] =n>0, Yu€Fynf([c— e ctel)

Entao, existem 0 < € < ¢y e uma homotopia de homeomorfismos f-decrescente hy : X — X

tais que
(i) ha(frenF) C feos
(ii) hi(u) =u, seu € G ouu & f~[c— 2¢,c+ 2¢]);

(7ii) d(hi(u),u) < +/et, para todo t,u.

Demonstragao: Note que podemos escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que

\/E<doe

8e

17 ()]l = NG

, Yue Fen f(le—e€c+€).
O

Recordamos a hipétese considerada no Corolario 2.3 (ou Corolério 2.4), segundo a qual
fH[a — €,b+ €]) é completo. Deste modo se garante que a homotopia h toma efetivamente

valores em X.

Proposigao 2.9 Sejam f € C1(X;R), constantesa <b, § >0 e F C X. Se
(a) d(u, F) <2 = u € X,
(b) ||f'(w)]] > 4(b—a)/d, para todo u € f~([a,b]) tal que d(u, F) < 4.

Entao, para cada € > 0, existe uma homotopia de homeomorfismos f-decrescente hy : X — X

tal que
(i) ha(f*NF) C f%
(i1) he(u) =u, seu & f~([a —¢€,b+ €]);

(13i) d(h(u),u) < dt, para todo t,u.

Demonstracao: O conjunto S :={u € F: d(u,F) < d§} C X é fechado em E. Fixemos uma

aplicac@o localmente lipschitziana n : £ — [0, 1] tal que n|s = 1 e n(u) = 0 para todo o u € F
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tal que d(u, F') > 2§. Nas notagoes do Teorema 2.2, considere o fluxo associado ao problema de
Cauchy
o=—x(o)n(e)V(e), o(0)=ue€E.

Verifica-se que h(t,u) := o((b — a)t, u) satisfaz as propriedades em (ii) e (iii). A conclusao

em (i) decorre novamente desta tltima propriedade.

2.4 Homotopia e compacidade

Nesta segao, Vamos considerar novamente uma aplicacao f € C'(X;R) definida num aberto X
de um espaco de Banach E. Continuamos assumindo a hipétese de completude nos niveis de f,
enunciado na se¢ao anterior.

Estudaremos a seguir algumas versoes uteis do Teorema 2.2 e seus coroldrios. A condicao
sobre || f'|| enunciada no Teorema 2.2 seré agora assegurada por hipdteses de compacidade sobre

f e E, hipdteses conhecidas como do tipo Palais-Smale.

2.4.1 A condicao de Palais-Smale

Do Teorema 2.2, segue a

Proposicao 2.10 Dadas constantes a < b. Suponhamos que, para nenhum ponto ¢ € la,b|,
existe uma sequéncia (u,) C X tal que f(u,) — c e || f'(u,)|| = 0. Entdo, existem ¢ > 0 e uma

homotopia de homeomorfismos f-decrescente hy : X — X tais que
hi(f) Cf* e h(u)=u, Yue X\ f[a—eb+e).
Demonstragao: Podemos fixar € > 0 suficientemente pequeno de modo que
I/ ()] = 2¢(b — a), Vu€ f([a,b]).

De fato, pois caso contrario, dado um ¢ € (a,b), existe u, € f~*([c — 1/n,c+ 1/n]) tal que
| f'(un)|| < 1/n, para cada n € N.
Assim, existe uma sequéncia (u,) C X tal que f(u,) — ce || f'(u,)|| = 0, o que contradiz a

hipétese desta Proposicao. A conclusao resulta do Teorema 2.2 com S := X. O
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Dizemos que f satisfaz a condicao de Palais-Smale fraca no nivel ¢, se a existéncia de uma
sequéncia {u,} satisfazendo f(u,) — c e || f'(u,)|| — 0, implicar que ¢ for um valor critico de
f. Por exemplo, a fun¢ao seno, definida sobre os reais, satisfaz esta condicao para todo ¢ € R.
Portanto, a existéncia de uma homotopia f-decrescente fica estabelecida se f satisfaz a condigao
Palais-Smale fraca e o intervalo [a, b] ndo contém valores criticos de f.

Para lidar com situagdo em que o intervalo [a, b] contém valores criticos, introduzimos uma
condicao mais forte sobre a funcao f.

Definicao 2.1 Dado ¢ € R, diz-se que [ satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel c,

abreviadamente, a condi¢io (PS)., se toda a sucessio (u,) C X tal que f(u,) — c e

| £ (un)]| = 0 admitir uma subsucessio convergente em X .

Definigao 2.2 (Condigao (PS)) Sejam f € CYX,R) e ¢ € R. A fungio f satisfaz a

condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ ( condi¢io (PS).) se toda sequéncia {u,} C X tal que

f(uy) —c em R

f(up) =0 em X',

chamada sequéncia (PS), possui uma subsequéncia convergente. Diz-se que f satisfaz a condi¢do

(PS) se satisfaz (PS). para todo ¢ € R, ou equivalentemente, se toda sequéncia {u,} tal que

{f(un)}n € limitada

f(up) =0 em X',

possui uma subsequéncia convergente.

Em particular, o conjunto K. dos pontos criticos de f é compacto. Observe que a funcao
seno, definida sobre os reais, nao satisfaz esta condicao para ¢ = 1. Por outro lado, a funcao
exponencial satisfaz a condigao (PS). se, e somente se, ¢ # 0. A proposi¢ao seguinte ilustra,
sob a condic¢ao (PS), o comportamento da deformacao construida no Corolario 2.1.
Proposicao 2.11 Dado ¢ € R, suponhamos que f satisfaz a condi¢ao (PS).. Entao, para cada

eg > 0, existem 0 < € < €y e uma homotopia de homeomorfismos f-decrescente hy : X — X

como no Coroldrio 2.1 (ou 2.2) satisfazendo

se ue f e |[f'(h(t,u))] > e para algum t €[0,1] entdo hy(u) € f°.
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Demonstracao: Da condigao (PS). resulta que podemos fixar € > 0 de modo que

| flu) —c|< 26 [[f' (Wl <4Ve, [u—v]| <4Ve=[f (V)] < e
A conclusao segue do Corolario 2.1. O

O teorema seguinte é uma extencao da Proposicao 2.10.

Teorema 2.3 Se [ satisfaz a condigao (PS). e N € uma vizinhanga aberta de K., existem

e > 0 e uma homotopia de homeomorfismo f-decrescente hy : X — X tais que

hi(fP\N) C f° e h(u) =u, Yu€ X\ f([c—2¢c+ 2€).

Além disso, h € localmente lipschitziana e satisfaz d(hy(u),u) < /et para todo t,u.

Demonstragao: Denote por F := X \ N/. Da condigao (PS). resulta que existem constantes

positivas 1 e ¢y de tal modo que
1f (@] =0 Yue Fon f (e — e, c+ ),

a conclusao resulta do Corolario 2.4, escolhendo para G o compacto K.. O

Voltamos a considerar um aberto X. Dada uma homotopia h em X, um subconjunto A de
X é dito invariante para h se hy(A) C A, para todo t € [0, 1].

O resultado seguinte difere dos anteriores na medida em que se consegue deformar um
conjunto de nivel f num outro f¢ (com a < b) permanecendo, este tiltimo, invariante ao longo

da homotopia. No Teorema 2.4 admitimos b = +o0, neste caso, definimos f* = X e K; = 0.
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Teorema 2.4 (Teorema do intervalo nao critico) (ver M. Ramos [11], p. 26) Dadas
constantes a < b, suponha que f nao admite valores criticos no intervalo ]a,b| e que f~*({a})
contém no mdximo um numero finito de pontos criticos de f. Entao, se f satisfaz a condi¢ao

(PS). para todo o c € [a,b], existe uma homotopia f-decrescente hy : f®\ K, — X tal que
ha(f*\ Kp) C f* e hy(u) =u, Yue f*

Agora, vamos estudar algumas variagoes do Teorema 2.4. Fixemos uma aplicagao V dada

pela Proposigao 2.4 (com o =1, [ =2). Para cada u € X \ K, o problema de Cauchy

admite uma unica solu¢do definida num intervalo [0,w,(u)[. Entao, podemos enunciar o

seguinte.
Teorema 2.5 Dadas constantes a < b e um subconjunto W fechado em X, suponhamos que

(a) f mdo admite pontos criticos em f~'(Ja,b)) "W e f~1({a}) N W contém no mdrimo um

numero finito de pontos criticos;
(b) f~([a,b]) N W € completo e [ satisfaz a condigio (PS) neste conjunto;

(c) se u € (f(a,b)) N W)\ K € tal que a < f(o(t,u)) para algum t < wy(u), entdo
o(t,u) e W.

Entdo existe uma homotopia f-decrescente hy : (f*°NW)\ Ky, — X tal que
(i) h((fP N W)\ EK,) € fonW;
(ii) hi(u) =u seuw € f*NW;
(iii) (f*NW)\ K € invariante para h.
Dai resulta o seguinte corolario.

Teorema 2.6 Seja ug um ponto critico isolado de f e c = f(ug). Suponhamos que f satisfaz a
condi¢ao (PS) numa vizinhanga V de ug. Entdao, existem € > 0, uma vizinhanga fechada W de

uy e uma homotopia f-decrescente hy : f*NW — X tais que

(i) hy(ferenw) C fenv;



95

(ii) hi(u) =u seuw e feNW;
(i11) freNW € invariante para h;
(iv) f[~Hc+e,c—e)NW C V.
Demonstragcao: Se necessario diminuindo a vizinhanca, podemos supor que ¥ é uma bola

fechada B, (ug) que ndo contém pontos criticos de f distintos de ug. Considere-se o conjunto

A:={u: r/2 <d(u,ug) <r} e defina-se

5 = inf{||f'(w)|| : u € A} > 0.

Para cada ¢ > 0, considere €2 := {o(t,u) : u € Be(up) \ {uo},t € [0,ws(u)[}, onde o ¢é o

fluxo definido acima. Mostraremos que, para € > 0 suficientemente pequeno,
QN f([ec — 2¢, ¢+ 2€¢]) € By(ug). (2.3)

De fato, caso contrario, existem sequéncias (u,) C X e (t,) C R com wu, — uo,
flo(tn,un)) — c e d(o(tn,un),up) > 7. Consequentemente, existem pontos a, e [, com

0<a,<p, <t, tais que

d(o(p, up),ug) =1r/2 <1 =d(o(By, uy), up)

e
ol up,) €A em |y, By
Temos s
r/2 < (00, ), 0 (Bs ) < / 165, ) s
Bn

< 9 / (L/1F (0 (5w )ds
< Q(Bn_an>/5

logo

f(a<tm un)) < f(a(ﬁm un)) < f(O'(Ozn, un)) - (ﬂn - O‘n) < f(un) - 5T/4'

Sendo ¢ = lim f(o(t,,u,)) = lim f(u,), chegamos em uma contradigao.
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Fixe € > 0 dado por (2.3) e considere W o fecho de Q. em X. Desde que W contém B.(uy),
entdo W ¢é uma vizinhanga de ug. De (2.3), resulta que f~!([c — €,c+ €]) N W estd contido em
B, (up), é completo e f satisfaz a condi¢do (PS) neste conjunto. A condi¢ao (a) no teorema
anterior (com a = ¢ e b = c+¢€) é também satisfeita. A condi¢ao (c) resulta da continuidade do

fluxo. Podemos entao concluir a prova, devido ao Teorema 2.5. O

A demonstragao anterior pode ser adaptada para a situagao seguinte:

Teorema 2.7 Seja uy um ponto critico isolado de f e c = f(ug). Suponhamos que f satisfaz a
condi¢ao (PS) numa vizinhanga V de ug, e sejam W e € dados pelo Teorema 2.6. Entao, eriste
wma homotopia f-decrescente hy = (f\ {uo}) "W — X tal que

(1) ma((f\{uo}) NW) € fmen Vs
(i) hy(u) =u se we fNW;
(iii) (f°\ {uo}) NW € invariante para h.

Vamos concluir este capitulo demonstrando um resultado de deformacao envolvendo uma

geometria de linking local na origem (K. Perera [20]).

Teorema 2.8 Seja H =V & W um espaco de Hilbert e f' Lipschitziana em uma vizinhanca

da origem. Suponha que f satisfaca a condi¢ao de linking local
(i) f(u) <0, weV, [ul| <p,

(it) f(u) =0, weW, |ul| <p,

com dimV = j < 4oo. FEntao, existe uma bola fechada B centrada na origem e um

homeomorfismo h : H — H tal que
1. 0 € o dnico ponto critico de f em h(B);
2. h|pav = Idpnv;

3. f(u) >0 parau e h(BNW \ {0}).

Demonstracao:
Sejam B’ e B” bolas centradas na origem, com B’ C B”, tal que 0 é o tinico ponto critico de

f em B e df é lipschitziana em B”, e seja B C B’ uma bola fechada centrada na origem com
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raio menor do que ou igual a p (como no Teorema 4.9). Sendo B e (B’)¢ conjuntos fechados e

disjuntos, existe uma funcao nao negativa e localmente lipschitziana g < 1 satisfazendo

1 sobre B
0 fora de B’

g:

Considere o campo de vetores
Vi(u) = g(u) || Pull f'(u)

onde P ¢é a projecao ortogonal sobre W. Claramente V é localmente lipschitziano e limitado

sobre H. Considere o fluxo n(t) = n(t,u) definido por

dn _

dt V(U% U(Oau) = u.

Claramente, n é definida para t € [0,1]. Considere h = n(1,-). Sendo h|pye = Idpye e h
injetiva, h(B) C B’ e o resultado em 1 fica provado.

Para w € BNW \ {0},
f(h(u)) = f(u) +/0 g)IPn@ILF (n(6)[|*dt > 0

pois f(u) > 0 para u € W e g(u)|| Pulll|f'|* > 0. =



Capitulo 3

O Teorema de Sard-Smale e

Perturbacao de Marino-Prodi

Os resultados deste capitulo sao amplamente utlizados no Capitulo 4. Essencialmente, pretende-
se provar um teorema de perturbacao do tipo Marino-Prodi; a saber, que se um funcional f
tiver derivada de segunda ordem de Fredholm entao pode ser aproximado por uma func¢ao que sé
admite pontos criticos nao degenerados, pelo menos numa vizinhanca de um dado ponto critico
de f. Além disso, a perturbagao preserva a condi¢ao de Palais-Smale. Este teorema permite
reduzir o calculo dos grupos criticos e do indice de Morse a situacao em que f sé admite pontos
criticos nao degenerados (ver Apéndice B).

A demonstracao baseia-se no Teorema de Sard-Smale que é provado na primeira secao.

3.1 O Teorema de Sard-Smale

Considere dois espacos de Banach X e Y e uma aplicacao de classe C!, I : U C X — Y definida
em um aberto U de X. Um ponto ug € U diz-se um ponto reqular se a derivada F'(ug) : X — Y
for sobrejetiva e se for possivel decompor X numa soma direta do tipo X = ker(F'(ug)) & Xo.
O ponto ug é singular se nao for regular.

Um ponto yo € Y é um valor regular se a sua imagem inversa F'~({yo}) s6 for formada por
pontos regulares ou se for o conjunto vazio. Um ponto yy € Y é um walor singular se nao for
regular, ou seja, se for imagem de um ponto singular.

Designa-se por reg(F) e sing(F') o conjunto dos valores regulares e o conjunto dos valores

58
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singulares de F, respectivamente. Note-se que sing(F') é precisamente a imagem por F' do

conjunto dos pontos singulares; no entanto, em geral vale apenas uma inclusao

reg(F) C F(ptos.regulares) U (Y \ F(X)).

Note que, se F'(ug) for um operador de Fredholm, entao o ponto ug é regular se a aplica¢ao

F'(up) for sobrejetiva. Se além disso, F”(ug) tiver indice zero, ou seja,
dim ker F'(ug) = codimIm(F'(ug))

entao a derivada F'(ug) é um isomorfismo.

O exemplo seguinte ilustra o Teorema 3.1 que se segue. Suponha que F' é uma aplicacao
linear em R", F(x) = Az. Se o determinante da matriz A for ndo nulo, tem-se sing(F') = 0; e
se ele for nulo, sing(F) = F(R") C R™"!. Se p designa a medida de Lebesgue de R™, tem-se
em qualquer dos casos que reg(F') é denso em R™ e p(sing(F)) = 0.

No teorema seguinte, usaremos o Teorema de Lindeldf (toda cobertura aberta de R™, possui
uma subcobertura enumeravel).

Teorema 3.1 (Sard) Se F : U C R" — R™ ¢ uma aplicacio de classe C* e S é o conjunto

dos pontos singulares de F' (F(S) = sing(F)), entao p(F(S)) = 0. Em particular, reg(F) é

denso em R™.

Demonstracgao: Considere um cubo fechado C' contido em U de lado a. Vamos dividir C' em
k™ cubos de lado %.

A aplicacao F’ é uniformemente continua sobre C. Entao, dado € > 0, existe a > 0 tal que
Ve,ye C, |r—y| <a= |F'(z) — F'(y)| <e.

Escolha k € N de forma que o diametro de cada subcubo seja menor do que « (ﬁ% < oz) :

Além disso, sobre C' a funcao F' é lipschitziana, ou seja,
|F(z) = F(y)| < M|z —y|, Vz,yeC
onde

M = max |F'(z)|.

zeC
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Seja z € C'N S, entdo existe C C C com z € C. Note que
vy e C, |F(x) = F(y)| < Mlz —y| < Mdg,

onde dg ¢ o diametro do cubo C.
Portanto

F(C) € B(F(x), Mdg).

Por outro lado
F(y) - F(z) - F'a)(y - 2) = / F'(z + ty — ) — F'(2)] (y — 2)dt,

donde segue que

[F(y) = F(z) = F'(z)(y — 2)| < ely — x| < edp.

Sendo, por hipdtese z € S, sabemos que F’(x) nao ¢ invertivel, portanto F'(z)(R™) estd

contido em um hiperplano H, e assim
plF(y), F(z) + H] < edg, VyeC,

onde p é a distancia entre conjuntos.

Consequentemente
m*(F(C)) < 2edg.(2Mdg)" ™" = 2"eM™ ' dy,

de onde segue que

m (F(CNS) < Y m'(F(CNS))
CNS#0D
> m(F(C))
CNS#0D
< 2meMmldnkn,

IN

de onde segue que

m*(f(C'N S)) = 0.

Agora, considere uma familia de cubos abertos {C\} contidos em U verificando

sc |J o

SNC\#£D
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Usando o Teorema de Lindelof

logo

Recordando que

podemos concluir que

O

O Teorema 3.1 pode ser estendido a espacos de dimensao infinita no quadro das aplicacoes
de Fredholm (ver Apéndice B). Considere dois espagos de Banach X e Y e um aberto U C X.
Um conjunto A C Y ¢ dito residual se é uma intersecao enumeravel de abertos densos em Y.
Visto que Y é completo, resulta do Teorema de Baire (Em todo espago métrico completo E,
qualquer interse¢ao enumeravel de abertos densos em F é um subconjunto denso em FE) que A

é denso em Y.

Teorema 3.2 (Smale) Se F' € CY(U;Y) € uma aplicagio de Fredholm de indice zero, entdo
reg(F) € residual em Y .

A demonstracao do teorema baseia-se no lema seguinte, que mostra que os operadores de
Fredholm de indice zero comportam-se localmente como projecoes. Por hipotese, para cada

up € U valem duas somas diretas topologicas

onde N := Ker(F'(up)), R :=Im(F'(ug)) e os espacos de dimensio finita N e Y sdo isomorfos.

Além disso, a restri¢ao F'(up) |¢: X — R é um isomorfismo.

Lema 3.1 Dado ug € U, existem duas vizinhangas de 0, Uy(0) e Ur(0) em N e em R, uma

vizinhanca W de ug e duas aplicacoes de classe C*

h: UN(O) X UR(O) —W e g: UN(O) X UR<O) —Y
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tais que
h(0,0) = up, ¢(0,0) = ¢'(0,0) =0,

h € um difeomorfismo e
F(h(nv T’)) = F(UO) + g(”? T) +r
para todo o (n,r) € Un(0) x Ug(0).
Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos supor que ug = 0 e F(ug) = 0; caso
contrério, consideramos a aplicacio F(u) = F(ug + u) — F(ug).

Para cada u € X escrevemos u = u; + ug, onde u1 € N e us € X. Fixemos a projecao

Q@ : Y — R e considere-se a aplicacao x : U — N x R, dada por

X(u1 +ug) = (w1, QF (ur, ug)).

Entao x ¢ de classe C*, x(0) =0 e a derivada x'(0) = (Id, QF’(0)) é um isomorfismo. Pelo

Teorema da funcao inversa, existe um difeomorfismo h como no enunciado do teorema, tal que
B(0,0)=0 e x(h(n,7)) = (n.7).

Tem-se portanto

F(h(n,r)) = ({Id—Q)F(h(n,r))+r

e a aplicagao,
g(n,r) = (Id — Q)F(h(n,r))

é de classe C' com ¢(0,0) =0 e

g'(0,0) = (Id — Q)F'(0)K'(0,0) = 0.

Do lema anterior resulta

Lema 3.2 O conjunto dos pontos singulares de F ¢ fechado em U.

Demonstragao: Provamos que o conjunto dos pontos regulares de F' é um conjunto aberto.

Seja ug um ponto regular de F'. Como a conclusao do Lema 3.2 nao é afetada por composicao
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com difeomorfismos, o lema anterior mostra que podemos supor que, numa vizinhanca de wuy,
F é da forma

F(n,r) = F(ug) +r,
mas neste caso a derivada F’(n,r) é uma projegao em particular é sobrejetiva. O

Demonstragao: do Teorema 3.2. Provaremos que cada ponto uy admite uma vizinhanca
aberta W de tal modo que o conjunto reg(F|y ) é aberto e denso em Y. Visto que U admite uma
base enumeravel de abertos, podemos deste modo cobrir U com uma quantidade enumeravel
de vizinhangas (W;); e verifica-se facilmente que um ponto y € Y é valor regular para F se, e

somente se, y é valor regular para todas as restrigoes F|y,. Consequentemente,
reg(F) = Nireg(Flw,)

e reg(F) é residual.

Fixemos entao ug € U. Visto que a composicao com difeomorfismos nao altera o conjunto
dos valores regulares, podemos supor que uy = 0 e F(ug) = 0. Pelo Lema 3.1 podemos supor
sem perda de generalidade que valem decomposicoes em soma direta X = X; 0 X5, Y =Y, 0Y,
e

F(u,v) = g(u,v) +v

onde u € X; e v € X, variam numa vizinhanga limitada W de 0. A aplicacao g toma valores
num subespago Y; de Y de dimensao finita isomorfo a Xi, e g(0) = ¢/(0) = 0. Tendo em conta
as consideragoes anteriores, continuamos a designar por F' a restrigdo F|y .

O ponto essencial da demonstracao é o seguinte: Dado ys € X5, se y; € um valor regular da
aplicacao

g(- y2) X5 = Y,

entao y := y1 + yo é valor regular de F.
De fato, suponha-se que F'(u,v) =y (ou seja, v = ys e g(u,y2) = y1). Vamos mostrar que
a derivada F'(u,y2) : X — Y é sobrejetiva. Dados (wy,ws) € Y, vamos resolver em (1, Z2) a
equacao
dg -

0 S\~
1, ) (1) + 5o (0, ) () + B = wr +



64

Escolhendo %5 := wsy, vamos encontrar z; € X; de modo que

0 . 0
B (. 2) (1) = w1 = 51, ) () € i,

E esta equagao tem sempre solugdo em virtude da hipétese feita e porque y; = g(u, y2).

Vamos provar que reg(F') é denso em Y. Dado y = y; + y2, a aplicagdo g(+,y2) estd nas
condigoes do Teorema 3.1. Consequentemente, y; é limite de uma sucessao (y7'),>1 de valores
regulares de g(-,y2). Para concluir basta notar que y é limite da sucessao (y] + y2)n>1 € que,
pela observacao anterior, estes sao valores regulares de F'.

Para provar que reg(F) é aberto em Y, mostremos que o seu complementar sing(F) é
fechado. Segue do Lema 3.2, que basta mostrar que a aplicacao F' é fechada. Suponha entao
que F(u,,v,) — w = w; +ws € Y, ou seja, que g(un,v,) — wy € v, — wy. Visto que X;
tem dimensao finita e que W ¢é limitado, existem uma subsequéncia (u,,) de (u,) e u tal que
Un; — u. Por um argumento de continuidade concluimos que w = F(u, ws) e isto prova que F

¢ fechada e termina a demonstracao. O

3.2 Perturbacao de Marino-Prodi

Considere um aberto X de um espaco de Hilbert E e uma aplicagao f € C?(X;R).
No lema seguinte supomos que o operador L = D?f(ug) é um operador de Fredholm. Neste
caso, podemos decompor cada vetor u na forma u =z +y, onde x € Ker(L) e y € R(L).

Lema 3.3 Suponha que ug € X € tal que L := D?f(ug) € um operador de Fredholm. Entdo

existe a > 0 tal que
IV f(u1) =V (u2) || + 21 — 22| = ellyr — w2l

para todo u; = x; +y; (i =1,2) numa vizinhanga de .

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que uy = 0. Sendo L um
isomorfismo em R(L), podemos fixar uma constante § > 0 tal que ||Ly| > Slly|| para todo
y € R(L). A aplicacao

r(u) == Lu — V f(u)

é de classe C' e 7/(0) = 0. Consequentemente,

Ir(w) = r()l < Bllu—wvl|/2
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numa vizinhanca de 0. Resulta que
Bllyr — vell < |1L(y1 —w)ll = [|L(u1) — L(ug)||
< r(un) = r(u) | + IV f(ur) = Vi (ug)]l
onde
Irn) = ()| < S~ wall < 2 lles = all + 5 s — el
o que permite concluir a prova do lema. O

Dados um subconjunto C' C X e § > 0, denotamos por Cy a vizinhanca fechada
Cs={ueU:d(u,C) <d}.

Diz-se que a aplicacao V f é prdpria em Cs se toda sequéncia (u,) C Cs tal que (V f(uy,)) é
convergente admitir uma subsequéncia convergente em X. Em particular, f satisfaz a condigao
(PS) em Cs.

Denotamos por || - |2 a norma no espaco das fungoes de classe C? dada por

flle= := sup(] f(u) [ +IV ()l + 1D f(u)]]),

onde as normas sao tomadas nos espagos respectivos.

Lema 3.4 Suponha que V f € uma aplicacdo de Fredholm num compacto C' C X. Entao, dadas
constantes positivas €y € &y, existem € €]0, €] € & €]0,0¢[ de modo que toda aplicagio g de classe

C? com || f — gllc2 < € € tal que Vg é propria em Cs.

Demonstragao: Sendo C' um compacto, basta mostrar que Vg é prépria numa vizinhanca
de cada ponto ug € C'; o caso geral reduz-se a este, por meio de um argumento com coberturas
finitas.

Fixe ug € C' e considere a > 0 dado no Lema 3.3. Se € é suficientemente pequeno

allyr = yoll /2 < flar — 22 + [[Vg(ur) = Vg(us)|

numa vizinhanga de uy. Suponha entao que uma sequéncia {u,, } varia numa vizinhanga limitada
de uy e é tal que {Vg(u,)} é convergente. Escrevendo u, = x, + y,, visto que Ker(L) tem

dimensao finita, existe uma subsequéncia {xz,, } convergente. A desigualdade anterior implica
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que {y,, } ¢ uma sequéncia de Cauchy, e portanto convergente. Sendo assim, {u,, } é convergente.

O

No que segue, vamos supor que Vf é uma aplicagdo de Fredholm de indice zero. Na
demonstracao do teorema seguinte faremos uso do fato que o espaco dos operadores de Fredholm
de indice zero é aberto em L(E;E) (ver Teorema B.1 no Apéndice B). observamos que em
aplicacoes dos resultados deste capitulo se lida frequentemente com funcgoes f cuja derivada de
segunda ordem D?f(u) é de Fredholm para todo u € X; neste caso, nao precisamos passar por

este resultado.

Teorema 3.3 (Perturbagao de Marino-Prodi) Suponha que Vf €é uma aplicagio de
Fredholm num compacto C' C X. Entdo, dadas constantes positivas €, e g, existem € €0, €],
§ €]0, 6| e uma aplicagio g € C*(X;R) tais que

(i) If = gllez < &
(i) g = f em X \ Cas;
(iii) em Cs, a fungdo g s6 tem um nimero finito de pontos criticos, todos nao degenerados;
(iv) g satisfaz a condigcdo (PS) em Cos.
Demonstracao: Segue do lema anterior que podemos fixar constantes € e § de modo que (iv)
seja uma consequéncia de (7). Além disso, 0 é escolhido suficientemente pequeno de modo que
D?f seja um operador de Fredholm em Cbs. Seja x : X — [0,1] uma aplicagao de classe C™
com todas as derivadas limitadas, e tal que

Xlos =1 e x|x\cs = 0.

Podemos construir tal aplicagao y da seguinte maneira: Fixe um ntmero finito de pontos

x1,To, -, Ty € C tais que
" J
Cc| |B(x;,=).
i:U1 (w1, 5)
Considere fungoes x; € C*°(X,R) com derivadas limitada tais que
3
xi(z) =1, se z € B(x;, 55)

Xi(x) =0, se = ¢ B(x;,20).
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Para construir as fungdes x; (i = 1,---,m), considere a aplicagdo a : R — [0, 1] dada por

e defina

M@%:acmng).

Agora, considere 5 : R — [0, 1] tal que
B(s) =0, se s<0

B(s) =1, se s>1.

A funcao x : X — R definida por

X(z) =8 (Z Xi(fv)>

é a funcao requerida.
Pelo Teorema 3.2, podemos escolher um vetor y € X, nao nulo e de norma arbitrariamente
pequena, de tal modo que —y seja um valor regular de (Vf)|c,,. Sendo Vf uma aplicacao

propria em Chys de indice zero, segue que a imagem inversa
(Vflew) ™ ({=y})
é um conjunto finito. Consequentemente, podemos escolher para g a funcao
g(u) == f(u) + x(u){y, u)

desde que a norma de y seja suficientemente pequena de modo que (i) se verifique. O

No que segue, demonstramos algumas variantes do teorema anterior. Denotamos por K o

conjunto dos pontos criticos de f e K.:={u € K : f(u) = c}.
Corolario 3.1 Nas condicoes do teorema anterior,

(i) g pode ser escolhida de modo que f < g (oug< f)em X;
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(ii) se f satisfaz a condi¢ao (PS) em X, também g satisfaz esta condi¢do;

(iii) se C' = K, entao g sé admite um nimero finito de pontos criticos, todos nao degenerados

e contidos em Cg;

(v) se C = K. e f satisfaz a condi¢io (PS). entdo g satisfaz a condi¢io (PS). para todo ¢
tal que | ¢ — ' |< € e todos os pontos criticos de g em g~ ([c — €, c+ ¢€]) estao contidos em

05 y

(v) se C € isolado em K, entdo g ndo tem pontos criticos em (Cos \ C5) N g~ ([c — €, ¢ + €]).

Demonstragao: Para provar (i) retome a construgao na demonstragao anterior e defina

2M
M := sup ||ul]| e ug:=——y.
wECas Iyl

As conclusoes do Teorema 3.3 continuam validas para a funcao

g(u) := f(u) + x(u){y, v — uo)

por outro lado,
f(u) = g(u) < x(w)(M|ly| = 2M[ly[}) < 0.
A afirmagao em (i) é uma consequéncia de (ii) e (iv) no Teorema 3.3.

Quanto a (7i¢), note que, sendo V f|k,, propria, temos

1n£{ IV f]] > 0.

Kas\Ks
O mesmo ocorre para a funcao g se o nimero € for suficientemente pequeno, a conclusao
resulta de (ii) e (ii7) no Teorema 3.3.

Provemos (iv). Naquelas hipdteses, tem-se

inf (VS +[f(uw) =c]) >0

UEX\O§

donde segue que, se € é suficientemente pequeno,

inf — .
nt (I9g(u)]| + lg(w) = cl) >

Consequetemente, se (u,) C X é tal que

Vg(u,) =0 e glu,) — ¢
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com |c — | <€, vem que (u,) C Cs para n grande; desde que g satisfaz a condigao (PS) neste
conjunto, a sequéncia (u,) admite uma subsequéncia convergente.
Quanto a (v), observe que, pela hip6tese feita, 0 pode ser escolhido de modo que Cys \ Cj

nao contenha pontos criticos de f no nivel c. Consequentemente,

inf (V)| +[f(uw) =¢]) >0,

u€Cs5\Cs

e concluimos como em (iv).

Uma versao 1til do teorema de perturbacao é a seguinte.

Teorema 3.4 Dados f € C*(X;R) e —oo < a < b < 400, suponhamos que
(a) D?f(u) é um operador de Fredholm para todo u € K N f~Y([a,b]);
(b) KN f~Y([a,b]) é compacto;
(¢c) Ko, =K, =10.
Entao, dadas constantes positivas € e §, existe uma aplicagao g € C*(X;R) tal que
(1) IIlf = gllez <€
(it) g(u) = f(u) se d(u,K) = 6 ouw & f~'(Ja,b);
(iii) g* = f* e g’ = [

(w) em f~1([a,b]) (=g (a,b])), a fungio g sé admite um nimero finito de pontos criticos,

todos nao degenerados;
(v) g ndo tem pontos criticos em g~ *({a}) U g~ ({b});

(vi) se f satisfaz a condigio (PS) em f~'([a,b]), o mesmo ocorre com g.

Demonstragao: Fixemos 6, € e g dados pelo Teorema 3.3, com C := K N f~([a, b]). Resulta
de (b) e (¢) que o conjunto imagem f(C) estd contido num subintervalo compacto de |a, b[.

Consequentemente, d pode ser escolhido de modo que

f(Cas) Cla,bl.
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Por outro lado, existe n > 0 (dependendo de §) tal que
IVf(u)ll =n
para todo u € f~1([a,b]) N (Cys \ Cs). Escolhendo e suficientemente pequeno, temos
Vg(u) #0 Yu e f[a,b]) N (Cys \ Cs).
Com esta escolha das constantes d e e resulta que
XA\ f7H([a, b)) € X\ Cos

e que Cs contém todos os pontos criticos de g que estao em f~*([a, b]). As conclusoes decorrem

entao do Teorema 3.3. O



Capitulo 4

Grupos criticos

Considere um aberto X de um espago de Banach E e uma aplicacao f € C''(X;R). Na teoria
de Morse, o comportamento local de f proximo de um ponto critico isolado u é descrito pela
sequéncia de seus grupos criticos.

No que segue, vamos utilizar homologia singular sobre o corpo R dos niimeros reais.

Definigao 4.1 Se u é um ponto critico isolado de f e c := f(u), define-se os grupos criticos de

u como sendo

Cn(fyu) = Hu(f%, f\{u}), n=0.

Segue da propriedade de excisao para a homologia singular (ver Axioma 1.6) que, se V é

uma vizinhanga fechada de u, entao

Cn(fyu) =~ Hy(f5OV, (f*\{u}) N V).

Para fungoes f satisfazendo a condicao (PS), temos a seguinte caracterizacao dos grupos

criticos.

Proposicao 4.1 Suponha que f satisfaz a condigao (PS) numa vizinhanga de um ponto critico

1solado ug. Entao, existem € > 0 e uma vizinhanga fechada W de ug tais que

Co(f,uo) = Hy(fHNW, fnNW).

Demonstragao:
Sob a hipdtese de que f satisfaz a condi¢do (P.S) numa vizinhanca de ug, os Teorema 2.6 e

2.7 nos garante a existencia de € > 0 e W vizinhanca de ug tais que

71
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(a) feNW é um retrato de deformacao forte de fF*NW e;
(b) f <N W é um retrato de deformacao forte de (f¢\ {ug}) NW.

De (a) e do item (i7) da Propriedade 1.4 dada no Capitulo 1 com
A=fNW, X=f"NnW e B=(f\{u})nW

obtemos

H, (f* N W, (£ \ {uo}) NW) 22 Hy(fTOW,(f\ {uo}) N ). (4.1)

De (b) e do item (iii) da Proposi¢ao 1.4 dada no Capitulo 1 com
A= (f\{u)NW, X=fr*NW e B=f"NW

obtemos

Ho(f N W, f N W) = Hy(f7 W, (£°\ {uo}) N W). (4.2)

De (4.1) e (4.2), concluimos que

Co(fiuo) = Ho(f*NW, (f\{uo}) N W)
~ H,(fr*nW, fcnw).

O
A Proposicao 4.1 pode ser generalizada para o caso em que K, = {uy, -+ ,u;}, com j finito.

Proposicao 4.2 Suponha que f satisfaz a condigao (PS) e que ¢ é um valor critico de f com

K. =A{uy,--- ,uj}. Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, temos
J
Hy(fF, 1) = Ha(f%, 1\ Ko) = @D Culf,w).
i=1

Demonstracao: O Teorema 2.4 implica

Ho(f7 f7) = Ha(f, f7) = Ha(f £\ Ko).

Vamos fixar vizinhangas fechadas e disjuntas U4; (i = 1,---,j). Defina U := UlU;, pela

Propriedade de excisao para homologia singular (ver Axioma 1.6), temos

Hy(f N\ Ke) > Ho(f°0U, (f°NU) \ K)
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Usando a Propriedade 1.1 dada no Capitulo 1,

Ho(f0U, (f* U\ K.) = @D Half N Ui, (f N U)\ {us}).

i=1
Donde concluimos que
J
Ha(f5, f5) & Ho(f f\ o) = @D Culf ).

=1

4.1 Maximos e minimos

Nesta secao, vamos caracterizar os grupos criticos do tipo maximo e minimo de f, no caso em
) b
que E tem dimensao finita. Utilizaremos o simbolo de Kronecker, 4,y =1sen =k e d, =0

sen#k (nke€Z).

Teorema 4.1 Suponha que f satisfaz a condi¢do (PS) nos limitados de X e seja ug um ponto

critico isolado de f. Entao
uy € minimo local de <= Cy(f,ug) # 0.

Além disso, temos Cy(f,ug) ~ d,0R.

Demonstracao: Denote por ¢ = f(ug). Se ug é minimo local, existe uma vizinhanga fechada

V de ug tal que f(u) > f(ug) sempre que u € V \ {up}. Dai e do Axioma 1.7
Cn(fyuo) ~ Hp({uo},0) ~ 6, 0R, n=0,1,...

Reciprocamente, suponhamos que uy nao ¢ um minimo local e sejam W e e dados pela
Proposicao 4.1. Fixemos uma bola B,(up) C fT*NW e um ponto v € B,(uy) tal que f(v) < c.
Pela construcao de W, todo ponto u € f* N W pode ser unido por meio de uma homotopia
a um ponto de fN W que ou é uy ou estd em f°\ {ug}. Como B,(up) é conexo por arcos,
concluimos que todo ponto u € f7* N W pode ser unido a um ponto de (f¢N W)\ {ue} por

um caminho contido em f¢t¢ N W. Portanto

Co(f,u0) = Ho(fT NW, (N W)\ {uo}) =0

Apesar de nao o demonstrarmos na integra, enunciamos o seguinte.
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Teorema 4.2 Seja ug um ponto critico isolado de uma aplicagio f € C*(X;R) onde X € um
aberto de R™. Entao

(i) uo € minimo local se, e somente se, Co(f,up) # 0. Além disso, C;(f,uo) >~ 6;oR, Vi > 0;
(17) up € mdximo local se, e somente se, Cy(f,uo) # 0. Além disso, C;(f,ug) =~ 0; ,R Vi > 0;

(131) tem-se dim C;(f,up) < oo para todo i e Ci(f,up) = 0 para todo i > n.

Demonstracao:  As afirmagoes em (i) foram provadas no Teorema 4.1. Remetemos a
demonstracao de (7i7) para a segao seguinte (Corolédrio 4.3). Quanto a (7i), suponhamos que ug
¢ um maximo local de f. Entao, existe uma bola fechada B = Bj(uo) tal que f(u) < ¢ := f(uop)

sempre que u € B. Dai e da Propriedade 1.11 dada no Capitulo 1, concluimos que

Ci(f,uo) =~ Hy(B, B\ {uo}) ~ Hy(B",S" 1) ~ §;,R.

4.2 Grupos criticos e indice de Morse

Nesta se¢ao, vamos estender o Teorema 4.2 ao quadro das aplicagoes de Fredholm (ver Apéndice
B). Em particular procuram-se condigoes sob as quais os grupos criticos tenham dimensao finita
e se anulem para dimensoes grandes, fazendo-se para isso uso do Lema de Morse Generalizado
para funcionais de Classe C* (ver Apéndice B). Antes, porém, precisamos de uma propriedade
de carater geral que relaciona os grupos criticos correspondentes a valores criticos ¢ €la, b| com

os grupos de homologia do par (f°, f%).

Definigao 4.2 Dados f € C'(X;R) e —00 < a < b < +00, definimos os nimeros de Betti

do par (f°, f*),
B,(f%, ) == dimH,(f° f*), n=0,1,...

Se f~*([a,b]) contém apenas wm nimero finito de pontos criticos uy, ..., u; e os escalares a,

b ndo sdo valores criticos, define-se os nimeros de Morse do par (f°, f?),

J
My (f°, f) == dimCy(f,u;), n=0,1,..
=1
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No que segue, dadas constantes a e b, iremos sempre supor que f~!([a — ¢, b+ €]) é completo
para algum € > 0.
Teorema 4.3 Dados f € C1(X;R) e —oo < a < b < 400, suponha que

KN f*(a,b]) €finitoe K,=K,=10.
Se f satisfaz a condi¢io (PS) em f~'([a,b]), entdo
My (f°, f%) = Bu(f*, f*), ¥n>0.
Em particular, se |a,b] contém um unico valor critico de f, entao

My (f°, f*) = Bu(f*, f*), ¥n>0.

Demonstracao:

Podemos supor, sem perda de generalidades, que os niimeros de Morse M,,(f°, f¢) sdo todos
finitos.

Vamos considerar primeiro o caso em que ¢ €la,b] é o unico valor critico de f com

K. ={uy,...,u;}. O Teorema 2.4 implica
Hy(f°, %) = Ha(f€, %) = Ha(f¢, £\ Ke)-
Usando a Proposicao 4.2, temos
Ho(f€, f\ Ke) = @1, Ca(f, wi),

donde segue que

J
By(f*, f*) =) dim Cu(f,us) = My(f, f).

i=1

Suponhamos agora que |a,b[ contém um nimero finito de valores criticos ¢;, i = 1,...,7, e

fixemos nuimeros reais a; tais que
a=ap<c<a<cp<---<aj1<c¢<a;=>.

Aplicando o Teorema 1.3 dado no Capitulo 1 para a tripla (f, f%, f*), segue que a
sequencia

Hy(f, f%) = Ha(f*2, f*°) = Ha(f*, f*).
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é exata. Consequentemente,

Bn(faza fCLO) S Bn(fa17 fllo) + Bn(fa27 fa1>‘

Iterando este argumento para as triplas (f%+! f% f%) e utilizando o resultado anterior,

conclui-se que

-1 j—1

Ba(f*, 1%) < Z (P2, %) = 3 My (fo, f) = My (f", 1),
=0 =0

O

Observacgoes.

1. A segunda conclusao do teorema é falsa no caso em que a é valor critico. Suponha-se
por exemplo que a = f(u) em que u é um minimo local isolado. Neste caso, By(f°, f¢) =
Bo(f?, f*) = 0 mas My(f°, f*) = dimCq(f,u) # 0.

2. No teorema anterior, suponha que f é de classe C? e considere o fluxo o associado a V7,

dado por
Vi)
") = )

para cada v € X \ K. Seja W um fechado de X tal que o(t,u) € W sempre que u estd em

o(0) =u

(ft(Ja, )\K)NW et < w, (u) étal que f(o(t,u)) > a. Se W contiver apenas um niimero finito
de pontos criticos em f~!([a,b]) N W, todos incluidos no seu interior, e K, NW = K, NW = ),
decorre do Teorema 2.5 que se tem ainda M, (f*NW, feNW) > B,(f*NW, f*NW) (desde que
f satisfaga a condigao (PS) em f~!([a,b]) N W).

No teorema seguinte, mostramos uma certa estabilidade dos niimeros de Betti para pequenas
perturbacoes na norma de C°, estabilidade esta que se traduz por uma propriedade de semi-

continuidade inferior com respeito a topologia de C°.

Teorema 4.4 Dados f € C'(E;R) e mimeros c € R, € > 0, suponha que
(i) f satisfaz a condicao (PS) em f~'([c —€,c+¢€]);
(73) ¢ € o unico valor critico no intervalo [c — €, c + €|;

Entao, para toda aplicacao g : E — R tal que

(#i) ||f — glloc = Sup |f(u) — g(u)] < €/3,



tem-se
Bn(chre’fcfe) < Bn<gc+(e/2),gcf(e/2)>, Vn.

Demonstracao: Da hipdtese (iii), resulta
feme g2 ¢ femle/B)  fer(e/6) — get(e/D) o pete,
O Teorema 2.4 implica que para todo n
Hy (69 fe=¢) o H, (FoF€, fHE9) ~ 0,
Usando a Propriedade 1.5 do Capitulo 1, obtemos
Bo(feH/®), fo=¢) < B, (gD, gem(e/)
usando novamente o Teorema 2.4,
Bn(chr(e/ﬁ‘)7 fc—e) _ Bn(fc—i—e, fc—e)7

o que completa a prova.
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O

Note que na situagao acima, se B, (f°™, f¢°¢) # 0 para algum n e g € C'(X;R) satisfaz a

condigao (PS) em E, entdo g tem um valor critico no intervalo [c — (¢/2), ¢+ (¢/2)].

Agora, vamos supor que £ é um espaco de Hilbert e que f ¢ de classe C? na vizinhanca

de cada ponto critico. Neste caso, os grupos criticos podem ser calculados através do indice de

Morse (ver Apéndice B):

Lema 4.1 Seja ug um ponto critico isolado de f € C?*(X;R) e suponha que f"(ug) € um

operador de Fredholm. Denote porn e k a nulidade e o indice de Morse de ug, respectivamente.

Entao, existem uma vizinhanca fechada W de 0 em R™ e uma aplicacao f € C*(W;R) admitindo

0 como ponto critico isolado tais que, para todo © > 0,
Ci(f,u0) = Hy(B* x (f*nW), (B* x (f*nW))\ {0})

onde ¢ := f(ug) = f(0).

Demonstracao:
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Sem perda de generalidades podemos supor que uy = 0. Designe L := f”(ug) e decomponha-

Se O espaco numa soma ortogonal
E — N @ V_ @ V+,

onde N = Ker(L) ~R" e dim(V_) = k. Para cada u € F escrevemos u = w+v = w+v_ + v,
comw e N,v_eV_, vy €V,.
Tendo em conta o Lema de Morse Generalizado, podemos supor que f é da forma

F(u) = 3{Lv,0) + Flw)

numa vizinhanga A da origem, onde f é uma funcao de classe C? numa vizinhanca de 0 em N
e f(0) = ¢. Além disso, 0 é um ponto critico isolado de f.
De acordo com o Teorema 2.6, existem ¢ > 0, uma vizinhanca fechada W de 0 em N (que

podemos supor contido em A) e uma homotopia f—decreseente hy : fc+6 — N tais que
m(frenw)c fenw e h(u)=u se ue fCNW.

Se necessario diminuindo A, podemos supor que A = W & B, onde B é uma bola em V

centrada na origem; além disso,
f(w) <c+e Yu=w+ve AN fe
Denote B_ := V_N B. Pela definicao de V_ tem-se
(ffNnW)@®B_C f°nA.
Por outro lado, A é invariante para a homotopia

H(t,u) = h(t,w) +v_ + (1 — t)vy

definida em f¢N A, isto é, Hy(A) C A para todo o t € [0,1], e isto mostra que (f¢NW) @ B_

é um retrato de deformacao forte de f¢N A. Além disso,
u#0= H(1l,u) #0.

Com efeito, se u = w +v_ 4+ v, é tal que H(1,u) =0 entaov_=0e

F(w) < fw) + (Los,vy) < c.
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Consequentemente, h(1,w) = w pelo que w = 0 e também v, = 0.
Concluimos que ((f¢N W) & B_) \ {0} é um retrato de deformacao forte de f¢n A\ {0},

donde segue que

12

Hi(fen A, (fenA)\{0})

12

Hi((fenW) @ B_,((fenW) e B.)\ {0}).
O

Vejamos algumas consequéncias dos resultados anteriores. O teorema seguinte pode ser visto

como uma extensao do Teorema 4.1.

Coroldério 4.1 Seja ug um ponto critico nao degenerado de f € C?(X;R) e designe k o seu
indice de Morse. Entao
Cn(f, UO) ~ n,kR, n = O, 1,

Demonstragao: Do Lema 4.1, temos
Cul(f uo) = Hy(B*, B¥\ {0}) ~ 6,xR
O

O teorema acima ¢ ilustrado pela fungao f(z,y) = 22 —y? em R?. A origem ¢ o tinico ponto
critico da funcéo, tem indice de Morse 1 e C;(f,0) =~ 6, ;R. A situagdo ndo é a mesma se o ponto
critico é degenerado. De fato, considere g : R? — R dada por g(x,y) = 23 — 3xy?. Verifica-se
que a origem ¢ um ponto critico degenerado de g com indice de Morse nulo e nulidade igual a
2, no entanto C;(f,0) ~ §,1R? (ver M. Ramos [11], p. 153).

O Teoremas 4.3 e o Corolario 4.1 implicam o seguinte
Corolario 4.2 Dados f € CY(X;R) e —oo < a < b < +00, suponhamos que
KN f(a,b]) € finitoe K,=K,=10.

Se f for de classe C* numa vizinhanca de cada ponto critico u € f~'([a,b]) e estes forem

todos pontos criticos nao degenerados, entao
M, (f°, f*) = niimero de pontos criticos em f~(la,b]) com indice de Morse n.

para cada n. Em particular, se f satisfaz a condi¢io (PS) em f~([a,b]), existe ng tal que

Hn(fb, f9 =0, ¥Yn>no.
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Podemos agora completar a demonstracao do Teorema 4.2.

Coroldério 4.3 Suponhamos que E = R" e que ug € um ponto critico isolado de f € C*(X;R).
Entao
dimC;(f,up) < oo Vi e Ci(f,up) =0, Vi>n.

Demonstragao: Denote por ¢ = f(ug). Se necessario diminuindo X, podemos supor que X é
limitado e que ug é o inico ponto critico de f em X. De acordo com a Proposicao 4.1, existem

¢ > 0 e uma vizinhanca W de uq tais que
dimC;(f,ug) = Bi(frNW, f nwW).

De acordo com o Teorema de Perturbagao do tipo Marino-Prodi dado no Teorema 3.4, existe
uma aplicacdo g € C?(X;R) que sé admite um nimero finito de pontos criticos, nao degenerados
e contidos no interior de W, e tal que g°=¢ = f*¢. Recorde que, por construcao, W ¢ invariante
para o fluxo associado a V f, no sentido descrito na obsevacao que segue o Teorema 4.3 (com
a=c—¢ b=c+e). Visto que ¢ = f numa vizinhanga de ug contida no interior de W,
deduz-se que W é também invariante para o fluxo o definido por

Vg(a(t))

V()]
a(0) = .

5(t) =

Sendo g~ *([a, b)) N W compacto, deduzimos daquela observagio que
Bi(fT NW, [N W) = Bi(g®™ N W, g N W) < Mi(g°H N W, g~ W),
Do Teorema 4.1, podemos concluir o seguinte. O

Teorema 4.5 Seja uy um ponto critico isolado de uma aplicagio f € C*(X;R). Se f"(ug) é

um operador de fredholm, entao existe iy tal que
Denote por n e k respectivamente a nulidade e o indice de Morse de ug. Temos ainda
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Demonstracao: O caso em que n = 0 esta contido no Teorema 4.1.
Suponhamos entao que n > 0. Se k é finito, o Lema 4.1 e Propriedade 1.3 dada no Capitulo

1, mostram que

Ci(f,u0) =~ Hip(f W, (FNW)\ {0}) ~ Ci_i(£,0),

pelo que se pode concluir gragas ao Coroldrio 4.3. Resta entao mostrar que C;(f,ug) ~ 0, Vi
se k nao for finito. O caso nao degenerado ja foi tratado no Corolario 4.1. O caso geral se reduz

a este por um argumento de perturbacao como no Corolario 4.3. O

Teorema 4.6 Dados f € C*(X;R) e —oo < a < b < 400, suponhamos que
(a) D?f(u) é um operador de Fredholm para todo u € K N f~Y([a,b]);
(b) KN f~([a,b]) é compacto e K, = K}, = 0;
(c) [ satisfaz a condi¢io (PS) em f~([a,b]).
Entao, existe ng tal que
B,(f°, f*) < oo Vn e Bu(f’ f*)=0 V¥Yn>n.
Além disso, se KN f~1([a,b]) € finito, entdo

M,(f° f*) <oo Vn e My(f° f*) =0 Vn > n.

Demonstragao:

De acordo com o Teorema de Perturbagao do tipo Marino-Prodi dado no Teorema 3.4,
existe uma aplicagao g € C?*(X;R) satisfazendo (b) e (c), possuindo apenas um nimero finito
de pontos criticos em g~*([a,b]), ndo degenerados, e tal que f¢ = g% e f* = g*. A primeira

conclusao decorre portanto do Teorema 4.3 e do Corolério 4.2, ja que
Bu(f*, f*) = Bu(g”, 9%) < Mu(g", g%).
Por outro lado, no caso em que K N f~([a,b]) = {wi,...,u;}, tem-se M,(f f*) =
le dim C;(f,uo) e o resultado segue do Teorema 4.5. O

Resultados de multiplicidade podem ser obtidos combinando teoremas de minimax e a
teoria de Morse. Nas aplicagoes, Vamos ilustrar este fato na situacao do Teorema do Passo da
Montanha. No que segue, vamos caracterizar os grupos criticos de um ponto critico proveniente

do Teorema do Passo da Montanha.
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Teorema 4.7 (Teorema do Passo da Montanha) (Mawhin e Willem [10], p. 195)
Sejam E um espaco de Hilbert e f € C*(E,R) verificando a condigao (PS) com f(0) = 0.
Suponha que

(Hy) Ezistem a,r > 0 tais que f(u) > a > 0 para todo v € E tal que ||u]| = r.
(Hy) FEziste e € E tal que |le]| > r e f(e) <0

Defina

0<c= irelﬁgg% f(y(1)),

onde

['={y € C(0.1, E): 7(0) = 0, 4(1) = e}.

Se cada ponto critico de [ em K, € isolado em X, entao existe u € K, tal que dim Cy(f,u) > 1.

Demonstracao: Seja € > 0 tal que ¢ — e > max{f(0), f(e)} e ¢ é o tnico valor critico de f

em [c — €, ¢ + €]. Considere a seguinte parte
cte fpe—e) O c—e€ ix c+e
s H (fT, f7°) == Ho(f7) —= Ho(f*") — -

da sequéncia dos grupos de homologia do par (fete, f¢7).

A definicao de ¢ implica que 0 e e sao conectados por arcos em f°t¢, mas nao em f¢ €. Entao,
ker(i,) # {0}. De fato, note que Ho(f“ ) # {0}, pois f ¢ possui mais de uma componente
conexa por arcos. Suponha por contradigao que ker(i,) = {0}, entao i, seria isomorfismo sobre

sua imagem I'm(i,) C Ho(f"), mas f¢¢ é conexo por arcos, logo
dim Hy(f°¢) =1 > dim I'm(i,) > 2,

o que é um absurdo. Portanto ker(i,) # {0}.

Segue do Teorema 4.3 que

Ml(fc+€7 fcfe) _ Bl(chre’ fcfe) _ dlm H1<fc+6, fcfe) Z 1
Mas,

My(fere, f79) Zdlm Ci(f

onde u; sao os pontos criticos de f em f~'([c + ¢, ¢ — ¢€]). Note que, necessariamente, u; € K.

Portanto, existe u € K. tal que

dim Cy(f,u) > 1
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O

Sob certas condigoes adicionais no teorema acima podemos caracterizar, de forma precisa,

os grupos criticos de um ponto critico proveninte do Teorema do passo da montanha.

Teorema 4.8 Suponha que [ € C*(E,R) tem um ponto critico u tal que Cy(f,u) # 0 e que

f"(u) é um operador de Fredholm com indice de Morse finito, satisfazendo
(W) f"(u)>0 e 0€o(f(u) = dim|[Ker(f"(u))] =1.

Entao
Cq(fa U) = 5(11 ‘R

Demonstracao: Seja j = m(f,u). Se u é nao degenerado, pelo Corolario 4.1, temos
Cy(f,u) =045 - R. Sendo Cy(f,u) # 0, temos j =1 e Cy(f,u) = - R.
Caso contrario, do Corolario B.2 dado no Apéndice C,

C‘](f? U’) = Cq—j(f, 0)7

obtemos 7 < 1.

No caso em que j =1, Cy(f,u) = Co(f, 0) # 0. Logo 0 é um minimo local de f,e
Cq(f> U) = qul(f: O) = 5q1 -R.
No caso em que 7 = 0,
Ol(fa U) = Cl(f? 0) 7é 0.
Agora, dim[Ker(f"(u))] = 1, logo 0 é um méximo local de f. Portanto
Co(fu) = Cq(f: 0) =641 - R.

A prova esta completa. O

Corolario 4.4 Sejam f € C*(E,R) e u € K, dados no Teorema do passo da montanha. Se

f"(u) € um operador de Fredholm com indice de Morse finito e se vale a condi¢io (V), entdo

Cq(fau):(sql'Ra q=>0

O préximo teorema, encontrado em Kanishka [20], estabelece um importante resultado

envolvendo grupos criticos quando temos uma geometria de linking.
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Teorema 4.9 Seja E =V & W um espaco de Hilbert e f' Lipschitziana em uma vizinhanca

da origem. Suponha que f' satisfaca a condicao de linking local
(1) f(u) <0, weV, |ull <p,

(1) f(u) 20, weW, [ul <p,

com dim V = j. Entdo C;(f,0) # 0.

Demonstracao:

Para demonstrar o Teorema 4.9, vamos usar o resultado de deformacao dado no Teorema
2.8 do Capitulo 2.

Pelo item 7. do Teorema 2.8,

Cy(f.0) = Hy(f* O (B), f* N h(B) \ {0}).
Pela condigao de linking local dada no Teorema 4.9 ¢ 2. e 3. do Teorema 2.8,

BNV C fonh(B)\ {0} c h(B\W)

BNV C f°nh(B).

Sendo hlgpny = Idgpny, a inclusdo 0B NV < h(B\ W) pode também ser escrita como a
composicao das inclusoes ¢/ : BNV — B\ W e a restrigao de h a B\ W. Assim, temos o

seguinte diagrama comutativo induzido pelas inclusoes e h:

-/

Hy o (B\W)~——— H,,(9BNV) Hi\(BAV)
i1 (h(B\W)) ~— H;1(f h(B) \ {0}) “— H,_1(f* N h(B))

A aplicagao (t,x) — tz1 + (1 —t)z, nos mostra que 0B NV é um retrato de deformacao de
B\ W, com isto, e com o fato de que h é um homeomorfismo, i, e h, sdo isomorfismos, logo 7/
é um monomorfismo.

Da caracterizacao dos grupos de homologia de bolas e esferas dadas no Capitulo 1, temos

dimHj_l(B N V) < dzmH]_l((?B N V)
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de onde segue que 7, nao é um monomorfismo.

Agora, da seguinte por¢io de sequéncia exata do par (f° N h(B), fCNh(B)\ {0})
C;(f,0) 2= H; 1(f* N A(B) \ {0}) “— H, 1 (f* N h(B))

segue que C;(f,0) = H;(f°Nh(B), f*Nh(B)\{0}) #0. O

4.3 As desigualdades de Morse

Considere uma aplicacao f € C*(X;R) onde X é um aberto de um espago de Banach E.
Definigao 4.3 Dados —0o < a < b < +oo, diz-se que o par (f°, f*) é admissivel se
(a) f satisfaz a condicao (PS) em f~'([a,b]);
(b) KN f~Y([a,b]) € finito e K, = K, =0);
(c) o0s nimeros de Morse M, (f°, f*) sdo finitos, e nulos para n grande.
Por exemplo, se E for um espaco de Hilbert, f € C'(X;R) tiver derivada de segunda ordem
de Fredholm e satisfizer (a) e (b), resulta do Teorema 4.6 que o par (f°, f®) é admissivel.
A férmula que aparece no teorema seguinte é conhecida pelo nome relagao de Morse e

relaciona de uma maneira precisa a topologia do par (f°, f¢) com a estrutura local dos pontos

criticos da funcao.

Teorema 4.10 Dada f € C(X;R), suponhamos que o par (f°, f*) é admissivel. Entdo, existe

um polindmio Q(t) com coeficientes inteiros e nao negativos tal que
ZM (f°, fy ZB (f°, "+ (1 +0)Q(1).

Demonstragao: O Teorema 4.3 implica que os niimeros de Betti B, (f°, f*) sdo todos finitos
e sao nulos a partir de certa ordem. Em particular, as séries na identidade acima sao somas
finitas.

Nas notacoes da demonstracao do Teorema 4.3, temos

7j—1
M(f° 1) = 3 Ba(fes, f).
=0
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Para cada 7, considere a sequéncia exata de homologia
O a1 fagy in ay  dn a1y On aiey ra;
Hy (7, fo0) =5 Hy (o0, %) = H (f0, fo) =" Hy(f°, fo1) —= Hoa (fo50, ).
Denote por R, (a;) := dim(Im(d,)). Por exatidao, tem-se

B, (f°, fu+1) = dim(Im(j,)) + Ru(a:);
Bn(fai+17 fai) = dzm([m(zn)) + R’ﬂ-‘rl (ai);
B,(f*, f*) = dim(Im(j,)) + dim(Im(in)),

donde concluimos que
Bn(fb7 faHl) + Bn(fai+1> fai) = Bn(fb7 fai) + Rn(az) + Rn-‘rl(ai)'
Adicionando-se as identidades anteriores e tendo em conta que B, (f?, f°) = 0, obtemos
j—1
M, (f°, f*) = Bu(f*, f*) + Z(Rn(ai) + Rpt1(a;)).
i=0
Denote por Q(t,a;) = Y .y Rut1(a;)t". Desde que Ry(a;) = 0, temos

Q(t,a;) = ZR a;)t

Consequentemente, multiplicando os dois membros da identidade anterior por t" e somando,

obtemos
ENfﬂﬁ“ ZBfwwlﬂﬂww
n=0
onde
j—1
Qt) = Z Q(t, a;)
i=0

Corolario 4.5 Nas condi¢oes do Teorema 4.10,

(i) Mn(f°, f*) > B (f f*) Vn

(WZ D" M, (f°, %) = Y (=1)"Bu(f*, f*);

n=0

(iii) se My,(f°, ) - Mui1(f° f2) =0 Vn entdo M,(f°, ) = B,(f° f*) Vn
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Demonstracao: A conclusao em (ii) obtemos fazendo ¢t = —1 na identidade do Teorema 4.10.

Por outro lado, escrevendo Q(t) = > a,t" com a,, > 0, temos My = By + ag e
Mn = Bn +ap +ap

para todo n > 0, o que implica (i). Além disso, temos «,_; = «a,, = 0, sempre que M, = 0,

donde segue que a hipdtese em (#ii) implica Q(t) = 0.

O numero
o0

D (=1)"Bu(f° £)

n=0

é chamado a caracteristica de Euler-Poincaré do par (f°, f¢). Observemos ainda que a conclusao
em (4) foi provada no Teorema 4.3 sob hipdteses ligeiramente mais gerais.

A titulo de ilustragdo do Teorema 4.10 demonstramos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3 Seja E um espago de Hilbert. Assuma que f € C?(E;R) € limitada
inferiormente. Se [ tem apenas um numero finito de pontos criticos todos ndao degenerados,

entdo f tem um numero impar de pontos criticos.

Demonstragao:
Suponhamos, por contradi¢ao, que f tem um nimero par de pontos criticos. Vamos fixar

b=+o0ea< f(ug). Note que (f°, f¢) = (E,0). Sendo assim,
Bu(f*, ") = Bu(E,0) = Bu(E)
e pela Propriedade 1.9 do Capitulo 1, temos
B, (E) = dim H,(E) = d,0.

Usando (iz) do Corolario 4.5, obtemos

S MA(E) = 3 (1) Ba(E) = > (=1)"6,
o que implica -

> (=1)"M,(E) = 1. (4.3)
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Por outro lado, o Corolario 4.2 nos diz que
M, (F) = numero de pontos criticos de f com indice de Morse n.

Portanto

oo
Z M, (F) = numero de pontos criticos de f,
n=0

que supomos (por contradigdo) ser par, ou seja,
> M(E) =2k, ke (4.4)
n=0
Somando (4.3) e (4.4), obtemos
2> " My;(E) =2k + 1,
§=0
o que é um absurdo. Portanto f tem um nimero impar de pontos criticos. a

Teorema 4.11 Seja f € C*(E;R) limitado inferiormente. Assuma que f satisfaz a condig¢io
(PS) e que uy € um ponto critico ndo degenerado de f que ndo é ponto de minimo com indice

de Morse finito. Entao f tem pelo menos trés pontos criticos.

Demonstragao: O Teorema (.12 do Apéndice C' nos garante a existéncia de um ponto de
minimo ug € E, logo

On(f, UO> = Ono R

Seja k1 = m(f,u1) o indice de Morse de u;. Sendo u; um ponto critico ndo degenerado de

f, segue do Corolario 4.1 que

Cn(f; U1> = On,ky -~ R.

Suponhamos por contradicao que ug e u; sao os unicos pontos criticos de f. Considerando

b= 400 e a < infg f. Os nimeros de Betti do par (f°, f), sao
Bn(fb7 fa) = Bn(E) == dlm Hn(E) = 5n,0

e os numeros de Morse sao
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MO(fba fa) = dim CO(f, UO) = 1;
My, (f°, f*) = dim Gy, (f,w1) = 1;
M, (f% f*) =0,sen#0, k.

Dafi e da relacao de Morse, existe um polindémio Q(t) com coeficientes inteiros e nao negativos
tal que
L4+t" =14 (14+8)Q(t),

ou seja
= (1+1)Q(t).
Substituindo ¢ = 1, na expressao acima, obtemos

1=2Q(1),

o que é um absurdo. Portanto f tem pelo menos trés pontos criticos. O



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos de como o método variacional aliado a teoria

de Morse pode ser aplicada no estudo de existéncia e multiplicidade de solucoes para algumas

classes de equagoes elipticas.

5.1 Um teorema de trés pontos criticos

Nesta segao, seguindo os passos de [18], vamos aplicar o Teorema 4.11 do Capitulo 4 para

mostrar existéncia de pelo menos trés solucoes para o seguinte problema de Dirichlet:

—Au=f(u) em Q
u=>0 sobre  0f),

onde 2 C RV é um dominio limitado com fronteira suave. Assumiremos que

(f1) fEC(R)e
[F(O < er(X+[¢72), 2<p <27,

onde 2* = +o00 se N =2, 2*=2N/(N —2) se N>3.
Sejam \; < Ay < --- os autovalores de (—A, H}(£2)). Assumiremos também que
t
(f2) F(t) <co(l1+1t%), c2 <A /2, onde F(t) :/ f(s)ds,
0

(f3) f(0)=0 e A\; < f'(0) < Aj+1, para algum j > 1.

90
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Segue de (f1) que as solugoes de (5.1) sdo pontos criticos do funcional ® : H}(2) — R dado

por

1
O(u) = —/ |Vul*dz — / F(u)dx.
2 Ja Q
Mostra-se que ® € C*(H;(Q2),R) com

@’(u)v:/QVqudx—/Qf(u)vdx, Yo € Hy(Q)

@”(u)(v,w):/QVvadx—/Qf’(u)vw, Vo, w € Hy(Q).

O nosso principal resultado nesta secao é o seguinte:

Teorema 5.1 Sob as hipdteses (f1) — (f3), o problema (5.1) tem pelo menos trés solugoes.

Para demonstrar o Teorema 5.1, precisamos dos seguintes resultados.

Lema 5.1 O funcional ® é limitado inferiormente.

Demonstragao: Usando a hipdtese (fs),

1
B() 2 glul? ez [ (1 ol
Q

o que implica

1
O(u) 2 llull® = elQf = eolulzz(q).
Agora, usando a desigualdade de Poincaré
1
2 2
ulzz) < )\—1||U|| ;

ficamos com

1
2(u) > gllull* = el = Tl

donde segue que

1 Co 2
du) > (= —— — c2|Q).
0 (5= 2) = el

A1 : , : . e
Sendo ¢y < CR concluimos que ® é coercivo, e portanto, limitado inferiormente. O
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Lema 5.2 O funcional ® satisfaz a condi¢ao (PS).

Demonstragao:

Seja {u,} uma sequéncia (PS) para ®, isto ¢é,

{®(u,)} ¢ limitada

P (u,) =0 em X'

Afirmagao 5.1 A sequéncia {u,} € limitada.

Suponhamos, por contradigao, que {u,} ndo seja limitada. Entdo, existe uma subsequéncia
{un,} de {u,} tal que [juy,| — +oo. Da coercividade de ®, temos ®(u,,) — 400, mas
®(u,) — ¢, o que é uma contradi¢ao. Portanto {u,} é limitada.

A hipétese (f1) implica que os funcionais

Y(u) = / Fu)dr e ¢(u)= / f(w)udz
Q Q
definidos em H} () sdo completamente continuos, isto ¢,
U(vn) = ¥(v)
v, =~ v em Hy(Q) = e
¢(vn) = @(v).
Sendo H(2) um espago de Hilbert, e portanto reflexivo, existem {u,,} C {u,} e u € Hy(Q)

tais que

Up, = u em Hg(€).

Usando as imersoes compacta de Rellich dadas no Teorema C.15 do Apéndice C', a menos
de subsequeéncia

Uy, —u em L*(Q)

paral <s<2*se N>3es>1se N=1,2.

Usando o Teorema C.2 do Apéndice C, podemos supor que a menos de subsequéncia

Up, () = u(r) g.t.p. em Q (5.2)



[un,; ()| < h(x) q.t.p. em €

com h e L*(Q), s>1.

Agora, note que
i, —ull® = (Un, — u,un, — )
= (Un,, Un; —u) — (U, Un; — )
= Hun]||2 - <unj7u> + 0n(1)7
onde

on(1) = —(u, up; —u) = l|u||? — (Un;, u),

POis 1y, — u em Hj(Q) implica (uy,,, u) — (u, u) = [|ul]®.
Observe que

et 12 = (o, + / £ (tn, it

(i, 1) = — (uy, Y — /Q £, ).

Sendo {u,, } uma sequéncia Palais-Smale limitada e ®'(u,) continuo (limitado), temos

| (ttm )t | < (| D" (e, ) [, | < KD (i, )| = 0

| (n, Jul < [ (un) [ [[ul] =0,

mostrando que

D (U, )tn, = 0p(1) € @' (up,)u = 0,(1).

Sendo assim, podemos escrever

||unj||2 = /Qf(unj)unj + On(l)

— (U, u) = —/Qf(unj)u + 0,(1).
Desde que

vt = ull® =, |1 = ;1) + 0a(1),

93
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Concluimos que
Jan, =l = [ Flan,un, = [ Fn,Jut 0(2),
Q Q
Usando (5.2), (5.3), a condigao de crescimento sobre f dada em (f;) e o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue dado no Teorema C.1 do Apéndice C, mostra-se que

Aﬂ%M@—%Aﬂ@U

/Q £, Y — /Q Fu)u.

[tn, —ull* = 0 em R,

Portanto

ou seja,

u,, —u em Hj(),

mostrando que o funcional @ verifica a condi¢ao (PS).

Lema 5.3 A origem de H}(Q) é um ponto critico nao degenerado de ®.

Demonstragao: Para o funcional ® € C?*(H}(Q2),R) dado por

1

o) = 5l = | Pa)ds

temos
®"(0)(v,w) = / VoVwdr — / 1 (0)vwdz.
Q Q
Para mostrar que 0 é ponto critico nao degenerado (ver Apéndice B), devemos mostrar que

L=9o"(0): Hy(Q) — Hy ()

dado por
®"(0) (v, w) = (Lv,w)

é invertivel.
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O Teorema da Representacao de Riesz dado no Teorema C.4 do Apéndice C' garante a

existéncia de uma aplicagio linear e continua T : H}(Q) — HL(Q) tal que
(Tv,w) = /Qf’(O)vwdx.
Assim, se indicarmos por I a aplicagio identidade de H{(f2), podemos escrever
®"(0)(v,w) = (Iv,w) — (Tv,w),

ou melhor

o"(0)(v, w) = (I — T)v, w).

Portanto L = [ — T. Claramente o operador I — T é linear continuo e simétrico. Vamos
mostrar que T é um operador compacto:
Seja {v,} uma sequéncia limitada em Hj(Q). Pela imersao compacta HJ(Q2) < L?*(Q),

existem uma subsequéncia {v,, } de {v,} e v € Hj(Q) tal que
U, — v em L*(Q).

Vamos mostrar que Tv,, — Tv em Hj(Q). Note que

| Tv,, — To|*> = (Tv,, —Tv, Tv,, — Tv)
= (T, Tvn, — Tv) — (Tv, Tv,, —Tv)
= / 10 Y, (T, — Tv)dx — / 10 v(Tvp, — Tv)dz,
ou melhor
[T, — To|* = /f v)(Tv,; — Tv)dx.
Usando a Desigualdade de Holder dada no Teorema C'.3 do Apéndice C', obtemos

[ Tv,, — T0||* < f/(0)|vn, — v]r2@)|Ton, — T0| 20

Pela Desigualdade de Poincaré,

/"(0)
A

[T, — Tw||* < |Un; — V| L2) || T0n, — T,
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de onde segue que
/'(0)
A1

logo Tv,, — Tv em H}(€). Portanto 7' é um operador compacto.

[ Tvn; = Toll < =, = vlr2(@) — 0,

Pela alternativa de Fredholm (ver Apéndice B, Teorema B.1), para mostrar que I — T é
bijetivo, basta mostrar que o mesmo é injetivo, isto é, Ker(I —T) = 0. Se v € Ker(I —1T),
temos

(I —T)v,w)y =0, Yw € Hy ()
implicando que
/ VoVwdr = / f(0)vwdz, Yw e Hy(RQ),
Q Q
donde segue que v € Ker(I —T') é solu¢ao do problema de autovalor
—Av = f'(0)v, Q
v =0, 0.

Segue da hip6tese em (f3) que v = 0. Logo L = I — T é linear continuo e bijetivo. Além
disso, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, L = [ — T é isomorfismo linear. Portanto 0 é ponto

critico nao degenerado de . O
Lema 5.4 O indice de Morse de ® em u =0 € maior do que ou igual a 1, ou seja, m(P,0) > 1.

Demonstragao:
O indice de Morse de ® em 0 é o supremo das dimensdes de subespagos de HJ (), sobre
os quais ®”(0) é negativa definida, isto é, ®”(0)(v,v) < 0, conforme definimos no Apéndice B.

Sabemos que
" (0)(v,v) = {Lv,v) = / Vol? — £(0) / ]2

Assim, se ¢; é uma autofuncao de (—A, H3()) associado ao autovalor \;, temos

" (0) (i, 1) < / il [\ — £/(0)] < 0

para todo 1 <1i < j, onde j é dado na hipétese (f3). Portanto m(0,.J) > j > 1. a

Prova do Teorema 5.1
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Segue dos Lemas 5.1 e 5.2 e do Teorema (.12 do Apéndice C' que ® tem um ponto critico
de minimo wug. Pelo Lema 5.3, u; = 0 é ponto critico nao degenerado com indice de Morse j
finito e sendo j > 1 segue que u; = 0 nao é ponto de minimo, em particular u; = 0 # ug. Pelo
Teorema 4.11, ® tem pelo menos trés pontos criticos, mostrando que o Problema (5.1) tem pelo

menos duas solugoes nao triviais.

5.2 Problema de Dirichlet superlinear.

Nesta segao, seguindo os passos de [19], usaremos a teoria de linking aliada a teoria de Morse

para estabelecer a existéncia de solugao para o problema

—Au = f(x,u), em Q,
u =0, sobre 0f),

(5.4)

onde 2 é um dominio limitado em R" com fronteira 9€) suave. Assumiremos que f: QxR — R

¢ uma funcao continua com crescimento subcritico, ou seja,

(F1) A desigualdade |f(z,t)] < C(1 + [t|"!) vale para todo t € R, z € ), e para alguma
constante positiva C, onde 1 < ¢ <2*=2N/(N —2)se N >3,el<g<oose N =1,2.

Sabemos que solugoes fraca u € H} () de (5.4) sao pontos criticos do funcional de classe C*

1
CID(u):§/Q|Vu|2dx—/QF(m,u)dm,

t
onde F(x,t) = / f(z, s)ds.
0
Sejam \; e Ay o primeiro e segundo autovalores de (—A, H}(£2)). Sabemos que A\; > 0 é um
autovalor simples, e que o(—A) N (A1, A2) = 0, onde o(—A) é o espectro de —A.

Vamos assumir as seguintes hipdteses:
(F2) Existem r > 0 e A € (A, Ay) tais que
M|t < 2F(z,t) < At]* para |t| <.
(F3) Existem 6 > 2 e M > 0 tais que

0 <OF(x,t) <tf(zx,t) para |t| > M.
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O principal resultado desta secao é o seguinte.

Teorema 5.2 Sob as hipdteses (F'1)—(F3), o problema (5.4) tem uma solugdo fraca nao trivial
em H}(Q).

Para provar o Teorema 5.2, primeiro vamos demonstrar alguns lemas.

Lema 5.5 Sob as condigoes (F'1) e (F3), o funcional ® satisfaz a condi¢ao (PS).

Demonstragao:

Seja (u,) € H} () uma sequéncia (PS) para @, ou seja,

{®(u,)} ¢é limitada

@' (uy,) — 0.
Considere d := sup,, ®(u,,). Por (F3),

Od + [unll = 00(un) + (@' (un), un)

= (1)l [ PG = o
—/ 0F (z,upn) — f(x,u,)uy)

(g - 1) a2 — /unlw[‘)”"’““’ ) = £, )

7
> (5 — 1) |u,||* — D, para algum D € R,

Vv

donde segue que (u,) é limitada em H; (). Sendo Hj(€) um espago de Hilbert, e portanto
reflexivo, podemos assumir que u,, — u em HJ(f2) a menos de subsequéncia. Agora, por causa

da condigao (F'1), o mesmo argumento usado na demonstra¢ao do Lema 5.2 mostra que u,, — u

em Hj(Q). O

Seja V' = (¢1) o autoespago de dimensao 1 associado ao autovalor A, onde ¢; > 0 em € e

|¢1]| = 1. Considere o subespago W = V1 em H{ (), logo

Hy(Q)=VaoW.
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No que segue, usaremos a seguinte caracterizacao de Ao

/ |Vul? > /\2/ lul?, Yue W.
Q Q

Lema 5.6 Sob a hipdtese (F2), o funcional ® tem um linking local na origem com respeito a
H}(Q) =V @& W, isto é, existe p > 0 tal que

(1) ®(u) <0, weV, [ull <p,
(i)) ®(u) >0, ueW, 0<|ul <p.
Demonstracao: (i) Fixe v € V. Entao existe t € R tal que v = t¢;. Assim,
[oll = lltnll < p <= t] < p.
Sendo ¢ € L*(12), podemos fixar 0 < p ~ 0 de modo que
[tor(x)| <r, para |[t|<p e x €.

Desta forma

D(0) = B(1n) = ¢ 161 - / F(a, 16 (2))da

Por (F?2),
Mltor(z)* < 2F (z,t¢: (),
logo
o) < L on* - —/ 61lde
ou melhor
o) < & [l = x [ o] =0
Portanto

O(v) <0, vl <p, veEV =)
(i1) De (F1) e (F2),
F(z,u) < |u|2 + Clu)?

para cada u € W, ¢ < s < 2* e para alguma constante C' > (. Usando a caracterizagao de A\ e

as imersoes de Sobolev, segue que
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1
d(u) = —/]Vu|2—/F(:U7u)

2 Q Q
1 A
§/Q|Vu|2—§/g|u|2—0/ﬂ|u|s
]‘ 2 5\ 2 ~ ’
§/Q|Vu| Q—AQ/Q|VU| C’(/Q|Vu|) ,

1 A
> - _ 2 _ S
O(u) > <1 )\2> Jull? = Clul

Vv

v

isto é,

Fixando 0 < p suficientemente pequeno, e sendo A < Ay, concluimos que

O(u) >0, ueW, 0<|ul <p.

Sendo dimV =1, do Lema 5.6 e do Teorema 4.9, obtemos

Lema 5.7 Sob a hipdtese (F2), 0 é um ponto critico de & e C,(P,0) # 0.

Para encontrar pontos criticos de ®, vamos investigar o comportamento de ® préximo do

infinito
Lema 5.8 Sob a hipdtese (F3), existe uma constante A > 0 tal que
&~ S*® para a < —A,
onde S é a esfera unitdria em H} (), ou seja,
H,(Hy(Q),®") ~ H,(Hy(2),5®), n>0.

Demonstracao:

Da condicao (F3), segue que existe uma constante C; > 0 tal que
F(x,t) > Ci|t|°, para [t| > M. (5.5)

Afirmagao 5.2 Para u € S, temos ®(tu) — —oo, quando t — +oo.
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Prova da afirmacdo. Para u € S,

2
B(tu) = t—|]u||2—/F(x,tu)dx
2 Q

t2
= ——/ F(:c,tu)d:c—/ F(z,tu)dz.
[tu|> M

2 | < M

Usando (5.5)
2
B(tu) < = — C]t\e/ lul’da —/ Fla, tu)de.
2 Q [tu|<M

Dai e do fato que 6 > 2, obtemos
2
D (tu) < 5 Clt|]” + K — —o0, quando [t| = 4o0.
Afirmagao 5.3 Eziste A > 0 tal que, para a < —A e ®(tu) < a, tem-se

d

Prova da afirmacado. Defina

1
A= (1 + —) M| max |f(x,u)|+ 1.
2 Qx[—M,M)]

Flz,0) —% faow = Fao)+ [ Flo)
Q [v|>M [v|<M
—%A]ZM f(x,v)v—A}KM f(z,v)v
< (é—%) AZMf(x,v>v+A|SMF(x,U)—%/USMf(a:,v)y.

Para |t| < M,
M
3 < 3| < Jisteol < Sl
logo
M
5l < G max|f(.1)

Para 0 <t < M,

< tmax|f(z,t)] < Mmax|f(x,t)].
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Entao,

/ v —-/fm (-—%) /|U|>Mf(x,v)v+(l+%) QM max | f(z, )|

ou melhor

/QF(x,v)da: _ %/ﬂf(x,v)vdx < (% _ %) ADM Flav)vdz + A — 1 (5.6)

Assim, para a < —Aeu € 5%,

O(tu) = — — /QF(x,tu)dx <a

LP(tu) = (tu)u =t — /Q f e, tu)u

_ 22—7;2—%/QF(x,tu)—i-%/F(x,tu)—%/f(x,tu)tu
= %{g—/gF(m,tuH/ (z, tu) /fxtutu}
_ %{(ID(tu)—F/QF(x,tu)—Q/Qf(x,tu)tu}

e d

:

(tu) < a, obtemos

%cb(tu) <-<a+ (% - %) /|w|zM flz, tu)(tu) + A — 1} :

2 1 1
—O(tu) < - - — = t 1 t
i <2{(G-3) [ femw) -1} <o a0
Assim, para v € S com ®(tu) < a,
d
—
o (tu) <0

Logo, a aplicagao t — ®(tu) é mondétona decrescente. Consequentemente, para u € S,
existe um unico 7'(u) > 0 tal que ®(7'(u)u) = a. Portanto, podemos definir uma fung¢ao continua
T : S — R satisfazendo ®(7T'(u)u) = a.

Considere
T : H(Q)\{0} —R

w—s T(u) = ﬁT (ﬁ) |
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Entdo, T € C(H} () \ {0},R) e para todo v € HL(Q) \ {0}, temos

Além disso, se ®(u) = a, entao

Agora, definamos a fungao

Plu) = T(u), se ®(u)>a
. 1, se ®(u) <a.

Como ®(u) = a implica em T(u) = 1, concluimos que 7' € C(HL(Q) \ {0},R).
Finalmente, definimos a aplicagao 7 : [0,1] x (H3(Q) \ {0}) — (HJ(22) \ {0}) por

n(s,u) = (1 — s)u + sT(u)u.
Facilmente, vé-se que 7 é um retracao de deformagao forte de H}(Q2) \ {0} em @7, ou seja,
n(0,-) = Id(:);

n(l, (Hy(Q)\ {0})) c @°

n(t, ) |se = Id|pa(-).

Portanto

@ =~ HY(Q)\ {0} = S5,
fica assim provado o Lema 5.8. a

Prova do Teorema 5.2
Pelo Lema 5.5, ® satisfaz a condigdo Palais-Smale. Note que ®(0) = 0, da Proposicao 4.1

do Capitulo 4, existe € > 0 tal que
Hl(q)e, (I)ie) = Ol(q), O)

Usando o Lema 5.7, segue que

Hi(®, ) £ 0
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Pelo Lema 5.8, para a < —A, temos ®* ~ S*. Sendo dim H}(2) = +oo, pela Propriedade
1.7 dada no Capitulo 1
Hy(Hy(Q), @) = H\(Hy(),5%) = 0.

Aplicando o Teorema 1.4 dado no final do Capitulo 1, para os conjuntos
PP C P C ®° C Hy(Q),

obtemos

Hy(Hy (), @) #0 ou Hy(® ¢, d%) # 0.
Consequentemente, ® tem um ponto critico u verificando
O(u) >¢e ou a<P(u) < —e,

mostrando que u # 0. Portanto o problema em (5.4) tem uma solugao nao trivial.

5.3 Ainda sobre o problema eliptico superlinear

Nesta secao, seguindo os passos de [9], vamos estudar novamente o problema

—Au = f(x,u), em £,
u =0, sobre 0f),

(5.7)

onde 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suave. Mas agora, vamos assumir que
(F1) |f(z, )] < C(A+[t]71) VteR, z €,

ondeC >0el<qg<2*=2N/(N—-2)se N>3,el<g<ooseN=1,2;
(F2) Existem 6 > 2 e M > 0 tais que

0<O0F(z,t) <tf(xz,t) V|t| > M,

(F3) fe CY(Q xR) com f(z,0) = fi(x,0) =0.

Sabemos que solugoes fracas do problema em (5.7) sdo pontos criticos do funcional de classe

C%*(H(9),R) dado por

Cb(u):%[2|VU\2—[2F(x,u(x))dx.

O nosso principal resultado nesta secao é o seguinte.
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Teorema 5.3 Sob as hipdteses (F'1)—(F'3) o problema em (5.7) possui pelo menos trés solucdes
nao triviais.
Para provar o Teorema 5.3, primeiros vamos demonstrar os seguintes lemas.
Lema 5.9 Sob as hipdteses (F1), (F2) e (F3), existe uma constante A > 0, tal que
O ~ S para a < —A,

onde S € a esfera unitdiria em H}(Q).
Demonstragao: Ver Secao 5.2, Lema 5.8. a

Lema 5.10 0 ¢ um minimo local do funcional ® em H}((Q).

Demonstracao: Segue de (F'3) que

¢W%=;WW—OWW5, (5.8)

portanto, 0 é um minimo local. O

Agora, considere a aplicagao

fi(z,t) ==

e o funcional
1
D, (u) = —/ |Vu|2dx—/F+(x,u)dx,
2 Ja Q
onde
t
Po(ot)i= [ ol 5)ds
0
Lema 5.11 O funcional ®, possui um ponto critico uy, € HY () satisfazendo

uy(z) >0 em Q.

Demonstragao: Novamente, ®, € C*(H}(Q2),R). O mesmo argumento usado no Lema 5.5,
nos mostra que ¢, satisfaz a condigao (PS). Observe que na demonstracao do Lema 5.6, existe

e =top € H}(Q) com ty > 0 tal que

lell > 6 e @4(e) <0,



106

onde ¢; > 0 ¢é o primeiro autovalor de (—A, H}(2)).

Por outro lado, de (5.8), existe 4 > 0 tal que
Lo
q)-‘r(u) Z 16 > 07

para todo u € H}(Q) satisfazendo |Ju|| = 6.
Segue do Teorema do passo da montanha (Teorema 4.7 do Capitulo 4), que existe um ponto

critico uy € Hg(Q2) de ®,. Assim, uy é solugao do problema

—Auy = fi(r,uy) em Q

up =0 sobre 0f2.
Usando a desigualdade de Harnack (Teorema C.8 do Apéndice C'), obtemos
uy(z) >0 em €.

O

Logo, fi(z,uy) = f(x,uy), de onde segue que u; é também um ponto critico de ®.

Analogamente, definindo

Flet), t<0
fo(z,t) =
0, t>0,
e o funcional
1
® (u) == [ |Vul*dr — / F_(z,u)dz,
2 Jq Q
onde
¢
F_(z,t) := _(z, s)ds,

0
obtemos um ponto critico u_ < 0 de ®_, que também ¢ ponto critico de P.

Do Lema .12, 0 é um minimo local do funcional ¢, usando o Teorema 4.1 dado no Capitulo

4, obtemos

Cq<q), O) - 5(]0 . R

Por outro lado, assumindo por um momento que os funcionais ¢, satisfazem a condigao (V)

dada no Teorema 4.8, podemos usar o Corolario 4.4 para concluir que

Cq(fbi, ui) == 5q1 - R.
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Usando a Propriedade 1.6 dada no Capitulo 1 com E = H}(2) e X = C}(Q), obtemos
Co @, us) = Cy( D, us),

onde
by = (D1)|ca @y
Segue do Lema de Hopf (Teorema C.9 do Apéndice C') que

0
%(m) <0 Vx €002
e sendo uy(z) > 0 em Q e uy(z) =0 em 01, segue que existe 7 > 0 tal que

¢ € Br(uy) ={veCy(Q) : |lv— u+Hc§(§) <7}

entao

o(x) >0 em (.

Analogamente, se ¢ € C}(Q) é tal que ¢ € B,(u_), entdo
e(r) <0 em £,

logo
para todo v € B, (uy), onde
Consequentemente,

Usando novamente a Propriedade 1.6, obtemos

Cy(P,ur) = Cy(P, us).

Do exposto acima, podemos concluir que

Cq(q), Ui) = C’q(@i,ui) = 5q1 . G
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Suponhamos, por contradi¢ao, que nao existam mais pontos criticos de . Entao, os niimeros

de Morse do par (H} (), %) sao
My=1, My =2 M,=0, Yg>2,

e os numeros de Betti

/Bq = 07 Vq > 0:
pois, conforme o Lema 5.9, temos
Hy(Hy(Q), @) = Hy(Hy(Q2), 5%) = 0

isto contradiz a relagao de Morse dada no Teorema 4.10.
Verificagio de que o funcional ® satisfaz a condigio (V).

Seja m(z) = f'(x,u(x)), onde u é um ponto critico de . Assuma que
(" (u)v,v) = / Vo> —mv® >0, Yoe Hy(Q)
Q
e que existe vy € o(P”(u)) \ {0} tal que

—Avy = mug,

Vo = 0, oY)

Entao, para o problema de autovalor
—Av = dmv, €
v=0, o)

o primeiro autovalor \; verifica a seguinte desigualdade

/|vv|2 /|wo|2
/mv /mvo

Mas, pela nao negatividade de ®”(u), temos

//Vv2 >1, Yoe Hy(Q)\{0}.

= inf

(5.9)

(5.10)
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Mostrando que todo autovalor de (5.10) deve ser maior do que ou igual a 1, consequentemente

A1 = 1. Além disso, segue de (5.9) que
supm(z) > 0.
Pelo Teorema (.10 dado no Apéndice C, concluimos que

dim[Ker(®"(u))] = 1.

5.4 O caso ressonante

Nesta secao, seguindo os passos de [20], usaremos os argumentos das aplica¢oes anteriores para

mostrar um resultado de multiplicidade de solucoes para o problema ressonante

—Au = f(u) em €
u = 0 sobre 0f).

(5.11)

onde © ¢ um dominio limitado em R™ com fronteira 92 suave e f € C*'(R, R) satisfazendo
2
(f1) |f(w)] <C1+uf™) com 2<p< —n2, para algum C > 0;
n [—
(f2) f(0)=0= f(a) para algum a > 0;

(f3) Existem constantes > 2 e A > 0 tais que

0 < puF(u) <uf(u), para |u| > A,
onde F(u) := /u f(t)de.
0

Sejam A = f/(0) e 0 < A\; < Ay < A3 < -+ a sequéncia de autovalores de (—A, H}(Q2)).

O nosso principal resultado nesta secao é o seguinte.
Teorema 5.4 Assuma que f satisfaca (f1) — (f3) e
(fo) Aj < A= A\jq1 e, para algum 6 > 0,

1
F(u) < §Au2 para |u| <0

Se j > 3, o problema (5.11) tem pelo menos quatro solugoes nao triviais.
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Solugoes de (5.11) sao pontos criticos do funcional de classe C*?

1
O(u) = —/ \Vu\zdx—/F(u)dx
2 Jo Q
definido sobre H}(€2).

Para demonstrar o Teorema 5.4 vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 5.12 O funcional ® satisfaz a condicao Palais-Smale.

Demonstracgao: Ver Secao 5.1, Lema 5.2. a

Defina
0, se u<0

fau) =4 f(t), se 0<u<a
0, se u>a

e considere o funcional

@a(u)zé/gwufdx—/nga(u)dx

onde Fy(u) :/ fa(t)dt
0
Lema 5.13 O funcional ®, tem um ponto de minimo local ug com 0 < ug < a e

Cq((bayuO) = 5,10 - R.

Demonstragao:
Sendo &, coercivo e fracamente semi-continuo inferiormente, pelo Teorema C.11 dado no
Apéndice C, existe um ponto de minimo vy de ®, em H} ().

Pela Desigualdade de Harnack (Teorema C.8 do Apéndice (),
up(z) >0 em Q.

Agora, vamos mostrar que ug(x) < a em €.
Desde que ug € H(Q), temos ui = max{ug,0} € H(Q), sendo Q limitado, temos
(ug — a) € H(), logo (ug — a)™ € HE(), pois (ug — a)* = (—a)™ = 0 em 9. Portanto,

podemos usar (ug — a)t como fungao teste e obter

/Q VoV (ug — a)* — /Q Fato) (o — a)*,
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ou equivalentemente

/Vuo—a ug —a)t /fauo (ug — a)*,

/QV(uo—a)JrVuo—a /fauo (ug —a)™.

Desde que o lado direito da tltima igualdade é nulo, temos

ou ainda

(o — a)™|| =0,
donde segue que
u—a=(up—a)” <0 em Q.
Portanto uy < a em €. Usando novamente a Desigualdade de Harnack, concluimos que

ug < a em ).

Sendo 0 < ug < a em €2, segue que ug é também um ponto critico de ®.

Novamente, existe 7 > 0 tal que se ¢ € B, (ug) = {v € CH(Q) : ||[v—uo| < 7},
0<p(r)<a em €.

De maneira analoga a secao anterior, temos

Cy(Dy, 10) = Cy( Dy, tg) = Cy(P, up) = Cy(P, up).
Portanto,
Cy(P,up) = 040 - R.
Sendo limy; o, ®(+td) = —oo, onde ¢; é a primeira autofuncio de (—A, H}(Q)), segue
que P satisfaz a segunda geometria do passo da montanha. A primeira geometria do passo da

montanha pode ser obtida do corolario seguinte devido a Marco A. S. Souto [12]:

Corolario 5.1 Nas hipdteses do Teorema de Splitting (Teorema B.2 do Apéndice B), se ugy €
um ponto de minimo local isolado e ®"(ug) = I — K, onde K € um operador compacto, entao
existem p > 0, 6 > 0, tal que:

®oh(v) = p+ P(u), Vo] =0,

onde h ¢ a aplicacao do Teorema de Splitting.
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Demonstragao: Primeiramente, sendo wuy ponto de minimo local de & implica que
(®"(ug)v,v) > 0, Vv € E. Sendo ®"(ug) = I — K simétrico no espago de Hilbert E, pelo

Teorema da decomposicao espectral do operador K, existe p; > 0, tal que
(®"(uo)z, 2) > prl|z||?, V2 €W =N".

Lembre-se que N = ker®”(uy) tem dimensao finita.

Vamos mostrar a desigualdade para > 0 tal que Bas(ug) C h(A) e tal que
O (v) > P(up), Yve E, 0< || <26

Caso a desigualdade requerida no corolario nao ocorra, existe u, = y,+2n, yn € N ez, € W
com ||u,|| = ¢ satisfazendo ® o h(u,) — ®(ug) quando n — +o00. Pela igualdade do Teorema
de Splitting, temos

® o h(y, + 2z,) >

2
Zn
> w + O (yn + 9(yn) + wo),

onde g é a aplicagdo do Teorema de Splitting. Consequentemente, z, — 0 e ||y,|| — 0. Desde
que N possui dimensao finita, a menos de subsequéncia, podemos considerar ¥y, — 1o tal que
lyoll = 0 e assim, w, — yo e assim ® o h(yg) = P(ug), logo ug = h(0) = h(yo), sendo h um

homeomorfismo local segue que yo = 0, 0 que contradiz o fato que ||yo]| = > 0. a

Sendo assim, segue do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 4.7 do Capitulo C') que ®
também tem dois pontos u. satisfazendo dim Cy(®,uy) > 1.

De maneira andloga a segao anterior, mostra-se que o funcional ® satisfaz a condi¢ao (V):
" (u) >0 e 0€o(d'(u) = dim[Ker(d"(u))] =1, (5.12)
entao, o Corolario 4.4 dado no Capitulo 4 nos permite concluir que
Cy(P,uy) =04 - R.

Seja V' o subespaco j-dimensional de H}(f2) gerado pelas correspondentes autofuncoes de
Ao, A eseja Wo=V4 em HY(Q). Entdao ® tem um linking local na origem com respeito a

decomposigao Hg(Q2) =V & W, ver Secao 5.2 (Lema 5.6), nesta mesma segao, obtivemos

C;(®,0) # 0.
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Também, como no Lema 5.8, para a < 0 com |a| suficientemente grande,
H,(Hy(),®%) =0, Vqe€Z.
Portanto, pelo Lema 1.4, & tem um ponto critico nao trivial u; com
Cis1(P,u1) #0 ou Cj_1(P,uq) # 0.

Sendo j > 3, comparando os grupos criticos, segue que ug, U+, U sao pontos criticos nao

triviais e distintos de ® em H} ().



Apeéendice A
Teoria de grupo

Neste apéndice, estudamos os resultados basicos de teoria de grupo que sao usados no Capitulo
1. Estes resultados podem ser encontrados em [7]. A nocao de base de um grupo abeliano e de

grupo abeliano livre foram retiradas de [4].

1.1 Definicoes e propriedades

Definigao A.1 Um grupo é um par (G,+), onde G € um conjunto nao vazio e +: G x G — G

¢ uma operacao bindria, denominada adicao, tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) A operagio + € associativa, isto €,
a+(b+c)=(a+0b)+c¢, Va,bceG,
(ii) Existe um elemento neutro, isto é,
deeG : et+a=a+e=a, VaeGqG,
(iii) Todo elemento de G possui um elemento inverso, isto €,

para cada a € G, FIbeG : a+b=b+a=e

O grupo ¢é abeliano ou comutativo se

a+b=b+a, Va,beG
Notacgao:
1. e =0g =0 : elemento neutro;
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2. —g : elemento inverso de g.

Exemplo 1. (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+) sdo grupos abelianos.

Exemplo 2. (Q\ {0},-), (R\ {0},-) e (C\ {0}, ) s@o grupos abelianos.

Exemplo 3. Sejan > 2 e Z, = {0,1,...,n — 1}. Definimos a soma mddulo n,
como sendo a operagdo @& : Z, X Z, — Z, que associa ao par (a,b) o elemento a ® b =
resto da divisao de a + b por n. O par (Z,,®) é um grupo abeliano finito.

Exemplo 4. O conjunto das matrizes invertiveis
GL, ={X € M,(R); detX # 0}

com a operac¢ao de produto de matrizes ¢ um grupo nao abeliano chamado de grupo linear de
grau n sobre R.

Sendo G um grupo, g € G e n € Z, definimos

O¢ se n=20

ata+---+a se n>0

n vezes

ng =

|n|(—g) se n <0.

Sejam H um subconjunto de GG, dizemos que H é um subgrupo de G se valem as seguintes

condigoes:
(i) Dados g1,92 € H, tem-se ¢; + g2 € H;
(ii) Dados g € H, tem-se —g € H.

Em particular {Og} e G s@o subgrupos de G. Observe que se H é um subgrupo de G, entao

Oc € H e (H,+) é um grupo.

Definigao A.2 Sejam (G,+) e (H,+) grupos e ¢ : G — H uma fun¢do. Dizemos que @ € um

homomorfismo quando
e(g1 + 92) = 0(91) +(92), V91,02 €G.
Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, definimos:

e O nicleo de ¢: Ker(p) ={9€ G: ¢(g9) =0x}
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o A imagem de p: Im(p) ={h € H: h=p(g), para algum g€ G}.

Observe que Ker(y) e Im(yp) sao subgrupos de G e H, respectivamente.

Tipos de homomorfismos

Monomorfismo: ¢ ¢é injetora;

Epimorfismo: ¢ é sobrejetora;

Isomorfismo: ¢ é bijetora;

Endomorfismo: G = H;

Automorfismo: G = H e ¢ é isomorfismo.

Notagao: Quando existir um isomorfismo ¢ : G — H diremos que G e H sao isomorfos e

escreveremos G ~ H.
Definicao A.3 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g € G. Definimos
(a) A classe lateral a direita de H determinada por g como sendo

H+g={h+g; hec H}
(b) A classe lateral a esquerda de H determinada por g como sendo
H+g={g+h; he H}
Observacgoes:
(a) g€ (H+g)N(g+H);
(b) g+ {0c} ={g9} ={0c} +geg+G=G=GCG+y;
(¢) Se G é abeliano, tem-se g + H = H + g para todo subgrupo H e todo elemento g € G.

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de G. Definimos a relagao de congruéncia modulo H

a direita, denotada por ~p, da seguinte forma:
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a~gb se a—be H.

Esta relagao ¢ de equivaléncia. Se g € H, entao a classe de equivaléncia de g com respeito a
esta relagao é exatamente a classe lateral a direita g = H + g. Assim, pelo fato que ~g é uma

relacao de equivaléncia, as seguintes propriedades sao validas:

i) JH +9) =6

geG

(ii) Se g1,92 € G e H+ g1 # H + go, entdo (H + g1) N (H + g2) = 0;

(iii) Se g1, 92 € G, valem:
G~vE = ncH+gp)—=gpecH+qn) = H+g=H+g

(iv) Se g € G, entao valem

H+g9g=H<+=gecH

Observacgao: Define-se, de maneira andloga, relacao de equivaléncia médulo H a esquerda.

Definicao A.4 Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é subgrupo normal em G se
H+g=g+ H, para todo g € G.

Notacao: H <G

Exemplo 5. Se G é um grupo, entdo {O¢} e G sdo subgrupos normais de G.

Exemplo 6. Se G é abeliano, entao todo subgrupo de G' é normal em G.

Observe que se H I G, entao as relagoes de congruéncia modulo H a esquerda e a direita
coincidem e a reciproca é verdadeira.

Agora, seja N < G. Denote por G/N o conjunto
G/N={N+g; geG}.

Defina
+:G/N xG/N - G/N

que associa ao par (N + g1, N + ¢2) a classe (N 4+ g1) + (N + g2) :== N + (¢1 + g2). O fato

de N ser subgrupo normal em G garante que a operagao acima esta bem definida, isto é, nao
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depende do representante da classe. Verifica-se que o par (G/N,+) é um grupo chamado de
grupo quociente de G por N.
Propriedades:

(i) N =N +0 é o elemento neutro de G/N;
(i) =(N+g)=N+(-g), Vge&
(iii) G/G = {0};
(iv) G0} ={{g}; 9eG} =G
(v) Se G ¢ finito, entao
GIN =
onde | A | representa o nimero de elementos do conjunto A;
(vi) Se G ¢ ciclico, isto é, existe g € G tal que (g) = {ng; n € Z} = G, entdo G/N ¢ ciclico;
(vii) Se G é abeliano, entao G//N ¢é abeliano;
(viii) Se G é finitamente gerado, entdo G /N é finitamente gerado;
(ix) Sen € Z, entao n(N + g) = N +ng, Vg€ G.
Exemplo 7. Sejan € Z, n > 1. Fixando = x + nZ, temos
Z/nZ ={0,1,--- ,n—1}.
A menos de isomorfismo, temos Z/nZ = Z,,.

Teorema A.1 Seja ¢ : Gy — Gy um homomorfismo de grupos. Entao Ker(p) <Gy e

Definigao A.5 (Soma direta de grupos) Um grupo G € chamado a soma direta dos

subgrupos Hy, Hy,--- , H, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Os elementos de dois quaisquer subgrupos H; e H;, com i # j comutam,isto é

se h,e€ H; e hj€ Hj, entao h;+h;="h;+h; (i#j);
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(ii) Qualquer elemento g € G tem uma Unica representag¢do como uma soma
g=hithyt
onde h, ¢ H;, 1=1,2,....n.

Notacao. G=H, & H,®---® H, = EDHi'
i=1

1.2 Grupo abeliano livre sobre um grupo G

Agora, introduziremos o conceito de posto (rank) de um grupo abeliano G. Um elemento
g € G ¢é dito uma combinacao linear dos elementos g1, ¢ga,- -+ , gr se existir nimeros inteiros
ni,No, - -+ , Ny tais que
g =nigi1 +nags + -+ + NgGy.
Um conjunto finito de elementos {g1, g2, - - , gx} de G' é chamado linearmente dependente se

existir nimeros inteiros nq,no, - - - , N nao todos nulos tais que
nigr +negs + - + nigr = 0.

Um conjunto que nao tem esta propriedade é chamado de linearmente independente. Um

elemento g € G é dito linearmente dependente sobre o conjunto {gi, ¢z, -, gr} se existe um
multiplo inteiro ngg de g que é combinacao linear dos elementos gy, go, - - - , gx. Diremos que o
conjunto {gi, g2, -+ ,gxt ¢ um gerador de G quando todo elemento de G pode ser escrito como

uma combinacao linear dos elementos deste conjunto.

Dois subcojuntos {g1, g2, - ,gx} € {h1,he, -+, i} de G sdo ditos equivalentes se qualquer
elemento do primeiro conjunto ¢é linearmente dependente sobre o segundo conjunto, e
reciprocamente. Todo elemento g € G que ¢ linearmente dependente sobre o primeiro conjunto
também é sobre o segundo.

Se um grupo G tem um conjunto que é linearmente independente, finito e maximal, entao
todos estes conjuntos sao equivalentes e possuem o mesmo numero de elementos. Este nimero

é chamado de posto ou rank do grupo abeliano G e serd denotado por rank(G).

Teorema A.2 Qualquer subgrupo A e qualquer grupo quociente G /A de um grupo abeliano G

de posto finito é também de posto finito, e a soma destes dois postos € igual ao posto de G, isto

e

¢

rank(A) + rank(G/A) = rank(G).
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Definigao A.6 Diremos que {g;}; C G é uma base do grupo G quando
(i) {g:}: € gerador de G;

(ii) {g;}: € linearmente independente.

Quando um grupo abeliano G' tem uma base, dizemos que o mesmo ¢é Livre.

Proposigao A.1 Dados uma base {g;}%_, de G e uma familia {h;}*_, de H, existe um 1inico

homomorfismo ¢ : G — H tal que

A proposicao acima implica que toda fungao ¢y : A — H, onde A = {g;}¥_, é uma base de

G pode ser prolongada de forma tinica para um homomorfismo ¢ : G — H | isto ¢,

© |a= @o.

Basta considerar h; = ¢o(g;) (i =1,--- ,k) e aplicar a proposi¢ao acima.

Sejam G um grupo abeliano e A um conjunto qualquer (ndo necessariamente subconjunto
de ). Desejamos encontrar um grupo abeliano que contém A, de maneira que A seja uma base
para este grupo.

Uma aplicagao f: A — G é dita essencialmente zero quando {a € A: f(a) # 0} é finito.
Definicao A.7 Dados um grupo abeliano G e um conjunto A. O grupo abeliano livre

gerado por A com coeficientes em G, o qual denotamos por Free|A], é o grupo consistindo

de todas as aplicacoes f : A — G que sao essencialmente zero.

A operagao de grupo em Free[A] é a soma pontual de fungoes, isto é, (f1 + f2)(a) =
fila) + fala), Ya € A e Vfi, fo € Free[A]. Devemos pensar A como um subconjunto de

Free[A] da seguinte forma: Cada elemento a € A é identificado com a aplicagao

1 se b=a

0 se b+#a.

Ja(b) =

Sendo assim, todo elemento f € Free[A] pode ser escrito como combinagao linear dos

elementos de A, isto é,

F=Sf@h =Y fla

acA acA
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De fato,

F) =Y fla)fud) =) fla)a= f(b).

acA a€A

Obeservamos assim que A é uma base para Free[A].

Importante.

No Capitulo 1, usamos extensivamente esta nogcao de grupo abeliano livre para definir os
grupos de homologia singular H,(X, A, G). E importante observar que na construcao de tais
grupos de homologia singular, feita no Capitulo 1, consideramos simplesmente o caso em que
G = Z. Ja no Capitulo 4, consideramos o grupo de homologia singular sobre o corpo R, neste
caso os grupos de homologia sao espagos vetoriais sobre R e a nogao de posto (rank) de um

grupo abeliano coincide com a noc¢ao de base de um espaco vetorial da algebra linear.



Apeéendice B

Operadores de Fredholm e o Lema de

Morse

Neste apéndice, enunciamos os conceitos de ponto critico nao degenerado e de indice de Morse,
algumas propriedades de Operadores de Fredholm e também enunciamos o Lema de Morse
Generalizado e o Teorema de Shifting. Os resultados deste apéndice serve de base para os
Capitulos 3 e 4 e podem ser encontrado em [11] e [10].

Um operador linear continuo L entre dois espagos de Banach F e F' diz-se um operador de
Fredholm se o seu nticleo Ker(L) tiver dimensao finita e se a sua imagem R(L) tiver codimensao
finita. Note que, neste caso, R(L) é um subespago fechado de F'.

Define-se ainda o indice de L, i(L) = dim(ker(L)) — dim(E/R(L)). Diz-se que L é um
operador de Fredholm de indice zero se i(L) = 0. No caso em que E = F, incluem-se nessa
classe os operadores da forma I — T, onde I é a aplicacao identidade em E e T designa um

operador compacto (Ver Brézis [14]):

Proposicao B.1 Sejam E um espaco de Banach e T : E — E um operador compacto. Entao
(i) Ker(I —T) tem dimensao finita,
(ii) R(I —T) é fechado em E e R(I —T) = Ker(I —T*)*;

(iii) Ker(I —T)={0} <= R(I—-T) = E;

(iv) dim(Ker(I —T)) = dim(Ker(I —T%)).
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No que segue, denotaremos por L(E,F) o espago dos operadores lineares e limitados,
Fred(E,F) o subespaco de L(E,F) formado pelos operadores de Fredholm e K(E,F) o
subespaco de L(F, F') formado pelos operadores compactos.

Se L é um operador de Fredholm e denotamos por N o seu nicleo e por R sua imagem.
Entao, podemos escrever E = N @® Eye F = R® Fy, onde Ey = N* em E e Fy = R- em F,

além disso dim Fy = codim R.

Lema B.1 Seja M C E de dimensdo finita e My = M*. Eziste uma aplicagdo linear e continua

P : E — FE verificando
Py r, se reM
0, se x € M.

Demonstracao: Seja 5 = {vy,vq,- - ,v,} uma base ortonormal para M. Defina

P(z) = Z(m,v]}vj.

Jj=1

A linearidade é trivial e a continuidade segue da desigualdade triangular.

Dessa forma, temos o seguinte resultado.

Proposicao B.2 Sejam L € Fred(E, F) e N, R, Ey, Fy como acima. Entdo, existe Ly : F — E

linear e continuo com
1. Ker(Ly) = Fo;
2. Im(Ly) = Ep;
3. LooLlg,=1eLoLylgr=1

4. Ly=1—LooL e Ly=1— Lo Ly sao tais que Im(Ly) = N e Im(Ly) = F.

Demonstragao: Use o Lema B.1. O

Observagao: Note que Lq, Ly sao compactos, pois N e R tém dimensao finita. De fato, se
E ou F for de dimensao finita, entao qualquer operador linear continuo de £ em F' é compacto.

O nosso objetivo agora é mostrar que Fred(E, F') é aberto em L(E, F).
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Teorema B.1 Fred(E,F) é aberto em L(E,F) e a fun¢do

i : Fred(E,F) —1Z
L+— (L)

€ continua.

para tanto, usaremos o seguinte lema.

Lema B.2 Seja G € L(E,F) e suponha que existem operadores G1,Gy € L(E,F), K; €
K(E,FE) e Ky € K(F,F) tais que

GloG:[—Kl CGOGQZI—KQ. (Bl)

Entao G € de Fredholm.

Demonstracao:

Sendo ker(G) C Ker(Gy o G), segue que
dim(ker(G)) < dim(ker(I — K)) < oo.
Também temos Im(I — K3) = Im(G o G3) C Im(G), entao

codim(Im(G)) < codim(Im(I — K3)) < 0.

Prova do Teorema B.1.
Seja L € Fred(E,F) e G € L(E,F). Considere T'= G — L e tome Ly, Ly, Ly como na

Proposicao B.2. Entao valem
LooG=1—L1+LyoT e GoLy=1—Ly+ToLy.
Seja € = min{||L|| 7", || Lo|| 7'} e tome G tal que
|G — L| <e.

Assim, ||Loo T|| < ||Lo||||T]] < 1 e ||T o L|| < 1, donde segue que I + LooT e I +T o Ly

possuem inversas continuas. Entao vale
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([+LOOT)ilOLOOG:[—([—FLOOT)ilLl e GOLo(I—FTOLQ)il :[_LQ([‘i‘TOLO)il,

J/ J/ .

-~ -~

h K Go K>
que ¢ a equagao (B.1) do Lema B.2. Portanto G ¢ de Fredholm e Fred(E, F') é aberto.

Mais ainda, segue da Proposigdo B.2 (3) que (usando a notacdo da Proposi¢do B.2)
LyoG|g, = I+ LyoT, donde segue que G|g, é injetivo e, portanto, ker(G) N Ey = {0}.
Como E = ker(L) @ Ey, segue que dim(ker(G)) < dim(ker(L)). Também segue que
codim(Im(L)) — codim(Im(G)) = dim(ker(L)) — dim(ker(G)), logo i(L) = i(G), portanto
1 é continua.

Observacao: Na demonstracao acima, obtivemos um resultado que vale a pena ser frisado:

se L é de Fredholm e G esta suficientemente préximo de L, entao ker(G) C ker(L).

Corolario B.1 Se T € K(E, F), entao i(I —T) = 0. Em particular, se L € Fred(E,F) e Ly
¢ a aplica¢ao da Proposi¢cio B.2, i(Ly) = —i(L).

Demonstragao: Dado t € R, o operador tT': E — F' é compacto e t — t1" é uma fungao
continua de R em L(F, F'). Consequentemente, t — (I —t7T") é continua e, como i(I —t7) =0
em t = 0, segue que i(I —tT) = 0, para todo t. A segunda afirmacao segue da Proposigao

B.2 (4) e da observagao logo apos. O

A definicao de operador de Fredholm estende-se naturalmente aos operadores diferenciaveis
nao necessariamente lineares. Se F': Fy — Fs, é diferenciavel num ponto ug € Ej, diz-se que
F é uma aplicagao de Fredholm em wgy se F'(ug) € L(F1; Ey) for um operador de Fredholm.
Diremos ainda que F' é uma aplicacao de Fredholm num subconjunto A de E; se o for em todo
o ponto u € A.

Interessa-nos o seguinte caso particular. Dada f € C*(X;R) uma aplicacao definida num
aberto X de um espago de Hilbert F, a derivada de segunda ordem D?f(u) = f”(u) é uma
aplicacao bilinear simétrica de Ex E em R, isto é, f"(u)(v,w) = f”(u)(w,v) para todo v,w € E.
Por outro lado, para cada v € E, o Teorema da Representagao de Riesz mostra que existe um

unico vetor Lv € E tal que

" (u)(v,w) = (Lv,w), Yw € E.
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Isto define uma aplicacao linear continua L : £ — E que é simétrica, ou seja,
(Lv,w) = (v, Lw), Yv,w € E.

Frequentemente identifica-se f”(u) com L.

Se up é um ponto critico de f, Define-se ainda o indice de Morse de f no ponto ug, denotado
por m(f,u), como sendo o supremo das dimensoes dos subespacos de E onde o operador D? f(ug)
¢ definido negativo. A nulidade v(ug) é a dimensao (finita) do nicleo daquele operador. Um
ponto critico ug diz-se ndo degenerado se v(ug) = 0, ou seja, se L = D? f(u) for um isomorfismo.
Define-se ainda o 7ndice de Morse ampliado m*(ug) := m(ug) + v(ug), isto é, o supremo das
dimensoes dos subespacos de E onde D?f(ug) é definido nao positivo.

Suponha-se que V f(u) é uma aplicacdo de Fredholm (ou seja, que o operador L é de

Fredholm). Entao L tem necessariamente indice zero e vale uma soma ortogonal
E = Ker(L) ® R(L).

Com efeito, tem-se F = Ker(L) & (Ker(L))*. Mas da simetria de L resulta que
Ker(L) = R(L)*; e como, por hipétese, R(L) é fechado, tem-se ((R(L))*)*+ = R(L).
Se ug é um ponto critico de f, designa-se L := f”(uy) e escreve-se u = n+r para cadau € E

de acordo com a decomposigao ortogonal E = N @ R, onde N := Ker(L) e R := R(L).

2.1 Lema de Morse em dimensao infinita

Seja f € C*(X;R) uma aplicacao definida num aberto X de um espaco de Hibert E. Para
ilustrar o Lema de Morse, considere-se ug € X tal que f(ug) = 0 e Vf(up) = 0 (ou seja, ug é
um ponto critico de f). Suponha-se que f”(ug) é um isomorfismo em E. Veremos a seguir que,
neste caso, existe um difeomorfismo local i : A — X definido numa vizinhanga A de 0 tal que
h(0)=0ce

() = 5 (" o), ),

para todo o u € A. A idéia da demostragao consiste em considerar a homotopia

B(t,u) = (1 = 1) 5" (o), ) + £ (u)
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com t € [0, 1], e construir um campo vetorial F' de tal modo que o fluxo associado
o(t)=F(t,o(t)), o(0)=u

satisfaca
d
%Qﬁ(u 0(t7 U)) =0.

Nessa altura

1

§<f”(u0>u7 u> = ¢(0> u) = ¢(17 U<17 u)) = f(a(l,u)),

pelo que se pode definir h(u) := o (1, u).
Pode-se demostrar um resultado andlogo numa situagdo degenerada em que f”(ug) nao é
invertivel, desde que este seja um operador de Fredholm. Este resultado é conhecido na literatura

como Lema de Morse Generalizado, também chamado de Teorema de Splitting:

Teorema B.2 Sejam X um aberto de um espago de Hilbert E e f € C?(X;R). Suponha-se que
ug € X € um ponto critico isolado de f tal que L := f"(ug) € um operador de Fredholm. Entdo
existem uma vizinhanga A de 0 em E e duas aplicagies h € C(A; X) e f € C2(AN N;R) tais
que

h(0) =uo, f(0) = f(uo), f(0)=0, f'(0)=0

F(h(u)) = 5{Lr.7) + )

para todo o u =n+r € A. A aplicagio h € um homeomorfismo de A sobre uma vizinhanca de

Uy € a sua restri¢ao h|ang € um difeomorfismo local. Tem-se além disso

f(n) = f(n+g(n) +uo)

onde g € CY (AN N;R) € tal que g(0) = ¢'(0) =0, e 0 ¢ um ponto critico isolado de f.

Demonstracao: Ver M. Ramos [11] ou Mawhin and Willen [10]. O

Como uma consequéncia do Teorema de Splitting, temos

Teorema B.3 (Shifting) (ver [10], p. 190) Suponha que o indice de Morse de f em um ponto

critico 1solado p € j < +00. Sob as hipoteses do Teorema de Splitting, temos

CQ(fvP) - Oq—j(fa 0)7

onde f(n) = f(n+ g(n) + ug) como no Teorema de Splitting.
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Como consequéncia deste Teorema, temos

Corolario B.2 (ver [10], p. 194 ) Sob as hipdteses do Teorema de Shifting com dimN =k, se
p for:

(1) um ponto de minimo local de f, entio
Co(f,p) = 045 - G;
(2) um ponto de mdzimo local de f, entdo
Co(f,p) = Og(i) - G
(3) ponto critico que ndo é mdzximo local e nem minimo local, entao

CQ(fap):O7 para QSJ € qu—l—k



Apendice C

Resultados Basicos

3.1 Analise funcional

Neste apéndice reunimos os principais resultado utilizados ao longo deste trabalho.

Teorema C.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (ver [14], p. 54)

Seja {fn.} uma sequéncia de fungoes em L'(SY). Suponha que
(a) fulz) = f(2) ¢-L.p. em Q;
(b) Eziste uma funcgao g € L*(Q) tal que
\fu(@)| < g(x) qtp. em Q.
Entao f € LY(Q) e |fn — flri@) — 0.

Teorema C.2 (ver [14], p. 58)
Sejam { f,} uma sequéncia em L*(Q2) e f € L*(R2), tais que

fo— f em L°(Q), s>1.
Entao, existe uma subsequéncia {f,,} e uma fung¢ao h € L*(S2) tais que

fo(®) = f(x) q.t.p. em Q

|fr, ()| < h(z) ¢.t.p. em €.

Teorema C.3 (Desigualdade de Hélder) (ver [14], p. 56)
Sejam f € LP(Q) eg € LI(Q) com 1 <p<+ocoel/p+1/qg=1. Entao fg € L'(Q) e

/|f9| < |flze |9l La)-
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Teorema C.4 (Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet) (ver [14], p. 81)
Seja H um espaco de Hilbert. Dado f € H', existe u € H tal que

f(v) = (u,v), Yve H.

Além disso

[flar = llulla-

Teorema C.5 (Desigualdade de Gronwall) (ver [8], p. 37)

Sejam u,v fungdes continuas nao negativas em |a, b tais que, para o > 0, satisfazem

u(t) <« +/ v(s)u(s)ds, t € [a,bl.

Entao
u(t) < aela v()ds,

Em particular, se o =0 entao u = 0.

Teorema C.6 (Principio de Maximo Forte) (ver [15], p. 15)
Sejam Q2 C RN um aberto e u € C?(2) N C%(Q) com Au >0 (Au < 0) em Q e suponha que

existe um ponto y € €2 tal que

u(y) = Slglzpu (igf u) :

Entao u € constante.

Teorema C.7 (Principio de Maximo Fraco) (ver [15], p. 15)
Sejam Q2 C RN um aberto e u € C%(2) N CO(Q) com Au >0 (Au < 0) em Q. Entdo

sup u = sup u (infu = inf u) )
Q a0 o0

Teorema C.8 (Desigualdade de Harnack) (ver [15], p. 250)
Seja u € W2™(Q) satisfazendo a equagao

—A+a(z)u=0 em
u>0 sobre 0N)

onde a € L>(Q). Entdo, para qualquer bola Byg(y) C Q, temos

sup u < C inf u,
Br(y) Br(y)

para alguma constante C' > 0.
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Teorema C.9 (Lema de Hopf) (ver [15], p. 384) Seja u € C*(Q) N CYQ) satisfazendo a
equacao
~A+Ku>0 em )

u >0 sobre Of).

com K >0 e seja xy € 0N satisfazendo u(xg) = 0. Entdo a derivada normal exterior de u

em xg, se existir, satisfaz a desigualdade estrita

%(CB()) < 0.

Teorema C.10 (Manes-Micheletti) (Ver Chang [9], p. 144)

Suponha que m € C(Q)) satisfaz sup{m(x) : x € Q} > 0. Entdo a equagao

—Au = dmu,
u = 0, 09

admite um menor autovalor positivo Ay, associado a uma autofuncdo positiva. Além disso

dim[Ker(—A — A\ym)] = 1.

Definigao C.1 (Condigao (PS)) Sejam X um espago de Banach e J € C*(X,R). Diz-se que
o funcional J satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢, abreviadamente, a condig¢io (PS).,

se toda sequéncia {u,} C X tal que

J(u,) = ¢ em R

J(u,) =0 em X',

chamada sequéncia (PS), possui uma subsequéncia convergente. Diz-se que J satisfaz a condigdo

(PS) se satisfaz (PS). para todo ¢ € R, ou equivalentemente, se toda sequéncia {u,} tal que

{J(up)}n € limitada

J(up,) =0 em X',

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema C.11 (ver [15], p. 2) Seja E um espaco de Hilbert (ou Banach reflexivo) e suponha
que um funcional f : E — R é

(1) fracamente semicontinuo inferiormente;
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(17) coercivo, isto €, f(u) — +oo quando ||u|| — oco.
Entao f é limitado inferiormente e existe uy € E tal que

=inf f.

f(uo) = inf f

Teorema C.12 (ver [15], p. 20)
Sejam E um espago de Banach e f € CY(E,R). Se

(1) f € limitado inferiormente, com ¢ = infg f;
(17) f satisfaz (PS)e,.

Entao eziste ug € E tal que f(ug) = c =infg f, ou seja, ¢ é um valor critico de f.

3.2 O espago de Sobolev Hj(Q)
Seja 2 um aberto em RY. O espaco

HY(Q) = {u e 12q): 2

Q) i=1,--- N
p € LA i1 N

com o produto interno

(u,v) g1 1= /Q[Vu~Vv+uv}

1/2
lell iy = ( [19u+ W)

e a norma correspondente

é um espaco de Hilbert.

Agora, considere

Ce(Q) :i={ueC®: suppu CC Q}.

Sabemos que C§°(Q2) & H'(Q). De fato, temos que a inclusio é prépria, por exemplo, a
aplicagao u = 1 sobre Q = (0, 1) pertence a H'(Q2), no entanto u ¢ C5°(€2).
O espago H}(Q2) é o fecho de C5°(2) na topologia de H*(€2), isto 6,

Hy (@) = Cge@) .
Assim, se u € H}(Q), entdo existe {p,} C C5(2) tal que

on —u em H'(Q).
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Teorema C.13 (Desigualdade de Poincaré) (ver [14], p.174)
Seja Q C RY um dominio limitado em relagao a alguma direcio do RN . Entao, existe C > 0
tal que

/ lu|?dz < C’/ \Vul*dz, Vu € Hy(Q).
Q Q

Seja A o primeiro autovalor associado a (—A, H3(2)). Mostra-se que C' = 1/)\; é a melhor

constante que podemos usar na Desigualdade de Poincaré, ou seja,

Vul?
A = min —fﬂ‘ 2‘ .
weHEHQ\0} o, [ul

A Desigualdade de Poincaré implica que

1/2
Jull = ( / |Vu|2) Cue HQ),

é uma norma em Hj () equivalente a norma || - ||z e é conhecida como a norma usual em
H}(Q).

Definigao C.2 (Imersao Continua) Sejam (X,| - ||x) e (Y| - |ly) espacos wvetoriais
normados. Diz-se que (X, || - | x) estd imerso continuamente em (Y, | - ||y) quando

(1) X € subespago vetorial de Y,
(11) A identidade i : (X, |- ||x) = (Y, - |ly) € linear limitada, isto €,
lzlly < Cllzlx, VoelX.
para alguma constante C' positiva.

Teorema C.14 (Imersoes de Sobolev) (ver [16], p. 9)

As sequintes imersoes sao continuas

2<p<+4o0, se N=1,2;
Hy(Q) = LP(Q)
2<p<2* se N >3,

onde 2* = 2N /(N — 2) € o expoente critico de Sobolev.

Definigao C.3 (Imersao Compacta) Sejam (X, || - ||lx) e (Y, - |ly) espagos vetoriais

normados. Diz-se que (X, || - | x) estd imerso compactamente em (Y, || - |ly) quando

(1) X € subespago vetorial de Y,
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(17) A identidade i : (X, |- ||x) = (Y, - |ly) € linear compacta.

Observacao. Dizer que i : (X, |- ||lx) = (Y,|| - ||y) é compacta é equivalente a afirmar o
seguinte: se {x,} é uma sequéncia limitada em (X,|| - |/x), entdo existem uma subsequéncia

{zn, } C{zn} ey €Y tais que ||z, —y|ly = 0, ou seja, x,, -y em Y.

Teorema C.15 (Imersoes de Rellich) (ver [16], p. 9)

Se || < 400, as sequintes imersoes sao compactas

Hy(Q) — LP(Q), 1<p< 2.
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