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Resumo

Neste trabalho fazemos uma abordagem sobre as identidades polinomiais da alge-
bra das matrizes M, (K), onde K é um corpo. Inicialmente, apresentamos as provas de
Rosset e Swan para o Teorema de Amitsur-Levitzki. Em seguida, fazemos um estudo
sobre as identidades de M,,(K) de grau 2n+ 1 para n > 2 (considerando charK = 0) e
fechamos essa abordagem com a apresentagao da resposta de Chang para a questao
sugerida por Formanek sobre minimalidade de um inteiro positivo m tal que o polinémio

duplo de Capelli D,, é uma identidade para M, (K).



Abstract

In this work we approach polinomial identities of the algebra of matrix M, (K),
where K is a field. Initially, we present the Rosset’s and Swan’s proofs for the Theorem
of Amitsur-Levitzki. Afterward, we make a study on the identities of M, (K) of 2n+1
degree (considering char K = 0). We end this approach with the presentation of the
minimality of a integer positive number m such that the Capelli double polinomial D,,

is an identity of M, (K).
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Introducao

As algebras sao objetos de grande importancia na Teoria dos Anéis. Dentre elas se
destacam as dlgebras com identidades polinomiais, também chamadas de PI-algebras.
Uma identidade polinomial para uma algebra A é um polinémio f(z1,...,x,) em
variaveis nao comutativas que se anula sob qualquer substituicao por elementos de A.
Quando existe um polindémio nao nulo que é uma identidade polinomial para A, dizemos
que A é uma algebra com identidade polinomial ou PI-algebra. Como exemplos de PI-
algebras podemos citar as dlgebras comutativas e as de dimensao finita. O estudo das
identidades polinomiais de uma &algebra é um tema de grande interesse, a medida que
as identidades dizem muito a respeito da compreensao da estrutura de uma algebra.

A teoria das algebras com identidades polinomiais, também chamada de Pl-teoria,
comecou a ser abordada com mais profundidade a partir dos anos de 1945, sobretudo
com os trabalhos dos matemaéticos N. Jacobson [11], J. Levitzki [18] e I. Kaplansky
[13], que tratavam da estrutura de anéis (ou éalgebras) com identidades polinomiais.

Com o alvorecer dos anos de 1950, os estudos no campo da Pl-teoria passaram a
se desenvolver de maneira mais intensa, impulsionados principalmente pela publicacao
do trabalho de S. A. Amitsur e J. Levitzki [1] que, usando argumentos combinatorios,
demonstraram que o polinémio standard Sts, ¢ uma identidade polinomial para a
algebra M, (K), trabalho este que ¢ chamado de Teorema de Amitsur-Levitzki. Pos-
teriormente, matematicos como Higman, Nagata, Regev, Herstein, Formanek, Rosset,
Razmyslov, Swan, entre outros, apresentaram outras provas para este teorema, uti-
lizando técnicas diferentes. Neste trabalho, damos uma atencao especial ao Teorema
de Amitsur-Levitzki, apresentado as provas de Rosset (veja [10], pagina 18) e Swan

22].



7

Nessa mesma época, W. Specht levantou uma questao muito importante no campo
da PI-teoria sobre a existéncia de uma base finita para o T-ideal (ideal das identidades)
de uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero. Conhecida como
Problema de Specht, esta questao ficou sem resposta por mais de duas décadas. Somente
no ano de 1987, Kemer [14, 15| respondeu afirmativamente a questdo. A importéncia
do trabalho de Kemer ¢é indiscutivel, porque assegura que toda algebra associativa
sobre um corpo de caracteristica zero, admite uma base finita para suas identidades
polinomiais. Todavia, nao mostra como determinar tal base. Assim, Kemer em seu
trabalho, nao resolve o problema da descricao das identidades polinomiais de uma
algebra, problema que até hoje ainda continua em aberto, tendo sido resolvido apenas
para algumas algebras em particular.

Essa problematica se torna ainda mais empolgante, quando trazemos para a dis-
cussao uma algebra particular e de grande importancia, a saber, a algebra das matrizes
M, (K).

A descrigao das identidades polinomiais da algebra das matrizes M, (K) ainda é
uma questao sobre a qual se conhece pouco a respeito, mesmo quando o corpo K é de
caracteristica zero. Os principais resultados nessa direcao apareceram a partir de 1973,
com Razmyslov [21], que neste mesmo ano encontrou uma base para as identidades
de My(K) formada por 9 identidades de graus 4, 5 e 6, quando K é um corpo de
caracteristica zero. Vale dizer que a importancia deste resultado estd muito mais pelo
fato dessa base ser finita, do que propriamente a quantidade de identidades que a
compde. Posteriormente, apoiado no trabalho de Razmyslov, Drensky [4], em 1981,
encontrou uma base minima para as identidades de M(K) com 2 identidades, a saber,
a identidade standard St, e a identidade de Hall [[z, x5]? 21]. Quando o corpo K
¢ finito, o problema da descri¢ao das identidades de M, (K) ja esté solucionado para
n=2,3e4 (vejaem [19], [7] € [9]). O resultado de Drensky foi generalizado em 2001,
por Koshlukov [16], para K infinito e de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando
char K = 3, é necessaria uma terceira identidade para gerar o T-ideal das identidades
de My(K) (ver [3]). No caso de charK = 2, a descrigao das identidades de My(K)
ainda é um problema em aberto. Quanto a algebra M3(K), quase nada se conhece
sobre suas identidades, mesmo quando o corpo K é de caracteristica zero e quanto as

identidades de M,,(K), para n > 4, menos ainda se sabe a respeito.



8

O trabalho de Drensky que encontrou uma base minima para as identidades
polinomiais de Ms(K) com 2 identidades criou uma expectativa entre os pesquisadores
que a identidade standard St,, e a identidade de algebricidade poderiam formar uma
base para o T-ideal das identidades de M,,(K), também para n > 2. Porém essa questao
teve uma resposta negativa em 1986, quando Okhitin [20] construiu uma identidade
para M3(K) de grau 9 e que nao é consequéncia destas duas identidades.

O resultado obtido por Okhitin nao somente eliminou as expectativas
dos pesquisadores, como também assegurou que 9 é o grau minimo das identidades
de M;3(K) que nao sao consequéncias da identidade standard Sts. Nessa direcao, ja
se sabia que toda identidade de grau 2n + 1 de M, (K), para n > 2, é consequéncia
do polinémio standard Sty,, resultado obtido por U. Leron [17] em 1973, e que sera
apresentado neste trabalho. Também ja era sabido que as identidades de M3(K) de
grau 8 = 2.3 + 2 sao consequéncias do polindémio standard Stg, resultado demonstrado
por Drensky e Azniv Kasparian [5] em 1983.

Se ¢ 9 o grau minimo das identidades de M3(K) que ndo seguem do polindémio
standard Stg, naturalmente nasce uma pergunta: quando n > 3, qual o grau minimo
das identidades de M, (K) que nao seguem do polindémio standard St,,? Esta questao,
certamente j& apreciada por muitos pesquisadores da Pl-teoria, ainda ¢ um problema
em aberto, mesmo quando a caracteristica do corpo K é zero.

Nesse mesmo mote, um outro problema que atraiu a atengao dos pesquisadores da
Pl-teoria foi colocado por Formanek. A questao é se m = 2n é o menor inteiro positivo
tal que o polindémio duplo de Capelli D,, é uma identidade para M, (K), quando K
é de caracteristica zero. Este problema foi respondido de maneira independente por
Giambruno e Sehgal [8] e Chang [2], e neste trabalho apresentamos a construgao da
resposta dada por Chang.

A importancia da algebra M, (K) e de suas identidades polinomiais, algo que se
sabe pouco a respeito, sao motivagoes importantes para o estudo de alguns resultados
sobre tais identidades. Nesse sentido este trabalho objetiva fazer uma abordagem sobre
as identidades da algebra das matrizes M, (K), com entradas em um corpo K, e esta
dividido em quatro capitulos.

No capitulo 1, sao apresentados os conceitos e resultados bésicos necessarios para

o seu desenvolvimento.
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No capitulo 2, sao apresentadas as provas de Rosset e Swan para Teorema de
Amitsur-Levitzki, sendo que a prova de Rosset envolve a algebra exterior e a prova de
Swan se apdia num teorema da teoria dos grafos.

No capitulo 3, apresentamos um estudo das identidades polinomiais de
M, (K) (char K = 0) de grau 2n+1, para n > 2, onde chegaremos que essas identidades
seguem do polindémio standard Sts,,1 e também apresentamos uma base para o espago
vetorial das identidades multilineares de M, (K), aqui denotado por Va,,;. Tudo
isso, com suporte no artigo de U. Leron, ja citado anteriormente.

Finalmente, no capitulo 4, apresentamos a construgao da resposta elaborada por
Chang, para a questao proposta por Formanek sobre a minimalidade de um inteiro
positivo m tal que o polinomio duplo de Capelli D,, é uma identidade para M, (K),

quando K é de caracteristica zero.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo vamos apresentar os conceitos e resultados basicos para o desen-
volvimento de nosso trabalho. Iniciaremos fazendo uma discussao sobre élgebras, as
quais serao nosso objeto de estudo. Ao longo do texto escrevemos K para denotar
um corpo e, a menos de mengao em contrario, os espacos vetoriais e as algebras serao

definidas sobre o corpo K.

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1 Definimos uma K-dlgebra como sendo um par (A, x), onde A € um
K -espago vetorial e x € uma operacao em A que € bilinear, ou seja, x : A X A — A

satisfaz:

(i) (a+b)*xc=axc+bxc

(it) ax (b+c)=axb+axc
(111) Maxb) = (Aa) *xb=ax (\b)
para quaisquer a,b,c € A e XA € K.

Na definigao acima, a operacgao * ¢ chamada de produto ou multiplica¢ao. Por

simplicidade de notagao, vamos denotar (A, x) simplesmente por A e a % b por ab para
a,b € A. Definimos também ajasas como sendo (ajas)ag e, indutivamente ayas...a, 0,11

como sendo (ajas...a,)a,+1 para a; € A. Sendo A uma élgebra, vamos dizer que um

subconjunto 8 é uma base de A se  é uma base de A como espaco vetorial. Com isso,
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definimos a dimensao de uma algebra A como sendo a dimensao de A como espagco

vetorial e que sera denotada por dim A.

Definicao 1.2 Seja A uma dlgebra. Dizemos que:
(i) A € associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A.
(11) A é comutativa se ab = ba para quaisquer a,b € A.

(i) A € unitdria (ou com unidade) se existe 1 € A tal que la = al = a para todo
a€c A

2

(iv) A € uma dlgebra de Lie se a® = aa = 0 e (ab)c+(bc)a+(ca)b = 0 para quaisquer

a,b,c € A.

Neste trabalho, a menos de meng¢ao em contrério, as algebras consideradas serao
associativas com unidade. Dessa forma, quando uma algebra for mencionada, entenda
que é associativa com unidade.

Sejam A uma algebra associativa e a,b € A. Definimos o comutador [a,b] como

sendo o elemento
la,b] = ab — ba.
Definimos também o comutador de comprimento n como sendo
(a1, .y a1, an] = [[a1, ..., an_1], an]

para a; € A, e o comutador de A, denotado por [A, A], como sendo o subespago vetorial
de A gerado pelo conjunto {[a,b] | a,b € A}. Através de um célculo simples é possivel

mostrar que
lab, c] = a[b, c] + [a, c|b (1.1)
para quaisquer a,b, ¢ € A. Ademais, usando indugao e (1.1), podemos mostrar que

n
[allCLQ...CLn, C] = Z al...ai,l[ai, C]a/i+1...an. (12)
=1
E imediato que

la,b] = —[b, a]

e que [A, A] =0 se, e somente se, A é comutativa.
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Sendo A uma algebra, U e W subespagos vetoriais de A, definimos o produto
de U por W, denotado por UW, como sendo o subespago de A gerado pelo conjunto
{zy|zeU, yeW}.

Exemplo 1.3 Seja M, (K) o espago vetorial de todas as matrizes n x n com entradas
em K. Temos que M,(K), munido do produto usual de matrizes, é uma dlgebra asso-
ciativa com unidade. Nesta dlgebra é itmportante destacar as matrizes unitdrias
eij, para 1 < 1,5 < n, onde e;; € a matriz cuja unica entrada nao nula € 1 na i-ésima
linha e na j-ésima coluna. Vé-se facilmente que as matrizes unitdarias formam uma
base para o espago vetorial M,(K). Portanto dim M,(K) = n?.

De maneira geral, se A € uma dlgebra, podemos considerar o espaco vetorial
M, (A) de todas as matrizes n X n com entradas em A. O produto de matrizes em
M, (A) € andlogo ao produto em M, (K). Ademais, este produto define em M,(A) a
estrutura de uma dlgebra.

Exemplo 1.4 Seja V' um espago vetorial com base {e1, ez, €3, ...}. Definimos a dlgebra
de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por E(V') (ou simplesmente

E), como sendo a dlgebra associativa com base
{1,€i1€i2...6ik | 1 < ig < ... <ip, k> 1}

e cujo produto € definido pelas relagies e3 =0 e e;e; = —eje; para quaisquer i,j € N.

Na dlgebra E € tmportante destacar os sequintes subespacos:
e Ey, gerado pelo conjunto {1,e;,¢e;,...€; | m par}.
e Ey, gerado pelo conjunto {e; e, ...e;, | k tmpar}.

Observe que E = Ey® Ey, visto como espago vetorial. Além disso, como e;e; = —eje;

temos que

<€i1"'6im>(€j1‘“ejk) = <_1)mk(6j1"'ejk)(eil'”eim)

para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € Fy
ex € F, e bc = —cb para quaisquer b,c € Ei. E mais, nao € dificil ver que
se charK = 2, entao a dlgebra E é comutativa. Por outro lado, considerando E' como
sendo a dlgebra com base {e; €,...€;, | i1 < iy < ... < iy, k > 1}, temos que E' nao

tem unidade e € chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.5 O espago vetorial K[z| dos polinémios na varidvel x com coeficientes
em K, munido do produto usual de polinémios, é uma dlgebra associativa, comutativa e
com unidade. De maneira geral, considerando o conjunto X = {xy, s, ..., x,}, podemos

definir a dlgebra comutativa K[X] dos polindmios em n varidveis e denotamos por
Klzq,...,x,].
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Exemplo 1.6 Considere o espago vetorial
KeA={(N\a)| e K e aec A},
onde A € uma dlgebra e K é um corpo. Defina em K & A, o sequinte produto
(A1, a1)(Ag, a2) = (M A2, Mag + Aaay + ajas).

Temos que K @ A, munido deste produto, é uma dlgebra com unidade (que € o elemento
(1,0)). Note que a dlgebra K & A € associativa se, e somente se, A é associativa. Esta

construcao € chamada de adjung¢ao formal da unidade a dlgebra A.

Observagao 1.7 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A (como espago

vetorial). Entao nao € dificil ver que:
(i) A ¢é associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S.
(11)) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S.
(111) A € unitdria se, e somente se, existe 1 € A tal que 1v = v1 = v para todov € S.
Proposicao 1.8 Sejam A um espago vetorial e  uma base de A. FEntao, dada uma

funcao f: px B — A, existe uma unica aplicag¢ao bilinear x : Ax A — A estendendo

f, ou seja, satisfazendo uxv = f(u,v) para quaisquer u,v € 3.

Demonstragao. Dado a € A, a pode ser expresso na forma a = )

conjunto {u € B | a, # 0} finito. Sendoa =} saueb=73

uep Qull, COM O

vep AU CcOm yy, Ay € K,

considere a aplicacao * : A x A — A definida da seguinte forma:
ax*xb= Z ay Ay f (u,v).
u,VES
Observe que * esta bem definida, pois se > 570 = 2,570 com Yy, 7Y, € K, entao
Yo =7, para todo v € . Tomando agora p € K ea =3 souu, ay =) za,u, b=
> vep Aov elementos de A, temos

(a+a) b= Z(au + ) )u * Z)\Uv = Z (o + )N f (u,v) =

uep vER u,vESB

Z Ao f (u,0) + Z A Ao f(u,v) = (a*b) + (a *b)

u,vEP u,veEP
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plaxb) = Z po Ay f (u,v) = Z(uau)u * Z AU = (pa) * b.

u,VES uef veEP

Analogamente se mostra que a * (by + by) = (a x by) + (a % be) e pu(a x b) = a * (ub)

para quaisquer by, by € A. Logo x é bilinear. Dados u,v; € [, podemos escrever

U = Zueﬁ AU € v = Zveﬁ YU, com

1, se u=1wu 1, se v=1u
Ay = e Y=
0, se u#u 0, se v#uwu

Logo,
wk o= M f (1,0) = Aag Aoy flun, 1) = flur,01)

u,vEP

Observe que * ¢ tnica estendendo f. De fato, suponha ' : Ax A — A outra operacao

bilinear estendendo f, entao

ax b= Z Ay (u ' v) = Z ay Ay f(u,v) = axb.

u,veP u,vEP

Logo * é tnica. Portanto, temos o resultado. 4

Exemplo 1.9 Seja S um conjunto nao vazio. Consideremos KS o conjunto de todas
as somas formais do tipo ) s s, onde as € K e {s € S | ay # 0} € finito. Aqui
o produto ags € um simbolo formal. Dizemos ainda que os elementos Y o5 €
Y scs Bss sao iguais em KS se oy = [ para todo s € S. Sendo {s € S | oy # 0} =
{51, ..., sn} podemos escrever o elemento ) o ass € KS como ag 51+, s2+... 40, 5p.
Dado s, € S, podemos identificar naturalmente s; com o elemento )  qa.s € KS,
onde

1, se s=s
Qg =
0, se s+# s

Feita esta identificacdo, podemos ver S como um subconjunto de K.S. Defina agora em

Z QS + Z 533 - Z(as + Bs)s

KS a soma

s€S s€S seS
e o produto por escalar
A E ags = E (Aag)s
ses ses

para A € K. Estas operacoes definem em K S uma estrutura de espaco vetorial. Observe
que S € uma base para o espaco vetorial K.S, o qual chamamos de K -espago vetorial
com base S.
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Seja * : S x S — S uma operacao em S. De acordo com a Proposicao 1.8, a
operacao * se estende a uma tnica operacao bilinear x : KSxXKS — K S, a qual define
em K S uma estrutura de algebra. Pela Observacao 1.7, segue que se a operacao * é
associativa (respec. comutativa) em S, entao a algebra (K5, %) é associativa (respec.
comutativa). Observe também que se % possui elemento neutro em S, entao este
funciona como unidade da algebra (KS, ).

Neste tipo de construgao, um caso particular e importante aparece quando ao
invés do conjunto S, consideramos um grupo G (adotando a notagdo multiplicativa
em () e tomando no espaco vetorial K'G a multiplica¢do induzida pela operagao do
grupo G, resulta que KG é uma algebra associativa com unidade, chamada de dlgebra

de grupo. A algebra KG é comutativa se, e somente se, G é abeliano.

Definicao 1.10 Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

(i) Um subespago B de A é uma subdlgebra de A se B ¢é multiplicativamente
fechado, ou seja, BB C B.

(1) Um subespago I de A € um ideal (bilateral) de A se IAC I e AI C I.

Exemplo 1.11 Seja E a dlgebra exterior definida no Fxemplo 1.4. Dado n € N,
tomemos o subespaco E, de E gerado pelo conjunto

{1,611612...6% ‘ 1 <ty < .. <1< Tl}

Temos que E, € multiplicativamente fechado e portanto € uma subdlgebra de E. Ade-

mais, temos que a dimensao de E, € 2".

Exemplo 1.12 (Centro de uma dlgebra) Seja A uma dlgebra. Definimos o centro

de A, denotado por Z(A), como sendo o conjunto
Z(A) ={a € A | ax = za para todo x € A}.

Temos que Z(A) é um subespago vetorial de A. Temos também que Z(A) é uma

subdlgebra de A. Um fato conhecido da dlgebra linear € que
Z(M,(K)) ={Axn | A € K}

para todo n € N. Por fim, considerando A = E, a dlgebra de Grassmann, podemos ver
que, em charK #+ 2, Z(E) = Ej.
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Exemplo 1.13 (Subdlgebra gerada) Seja A uma dlgebra e S um subconjunto
nao wvazio de A. Considere Bg o subespaco de A gerado pelo conjunto
{1, s189...8x | K € N, s; € S}. Observe que Bs € multiplicativamente fechado e 1 € Bg,
donde concluimos que Bs € uma subdlgebra de A, chamada de subdlgebra gerada por S.
Por outro lado, toda subdlgebra de A que contém S, deve também conter a subdlgebra

Bg e assim Bg € a menor subdlgebra de A que contém S.

Definicao 1.14 Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras se p(zy) = p(z)p(y) para quaisquer
T,y € Ae 90<1A> = 1B-

Sendo ¢ um homomorfismo de algebras, dizemos que ¢ é um mergulho (ou
monomorfismo, ou imersio) se o é injetivo. E um epimorfismo, se ¢ é sobrejetivo.
E um isomorfismo, se ¢ é bijetivo. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B,
dizemos que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Um endomorfismo de uma &algebra A, é um homomorfismo de A em A. Um
automorfismo de uma algebra A é um endomorfismo bijetivo de A. Vamos denotar por
End A e Aut A os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos, respectivamente, da
algebra A.

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de algebras definimos o nicleo de ¢
como sendo o conjunto Ker ¢ ={a € A | p(a) =0} e a tmagem de ¢ como sendo o
conjunto I'm ¢ = {¢(a) | a € A}. Observe que Ker ¢ é um ideal de A e que I'm ¢ é
uma subélgebra de B.

Sendo A uma algebra e I um ideal de A, considere o espago vetorial quociente
A/I. Para cada a € A, considere o elemento a + [ ={a+x | z € [} de A/I e defina

em A/I as seguintes operagoes de soma e produto por escalar
(a+I)+b+I)=(a+b)+1 e Ma+1I)=Xa+1
para a,b € A e A € K. Defina também em A/I a multiplica¢ao
(a+1)(b+1)=ab+ 1.

Este produto é bem definido (pois nao depende da escolha dos representantes das classes
laterais) e é bilinear. Assim, munido deste produto, A/I é uma &algebra, chamada de
dlgebra quociente de A por I. Na algebra quociente de A por I, vamos denotar a + [

por a.
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Se [ ¢ um ideal de A tal que I C Kery, entao a aplicagao
p: A/l — B
a — p(a) =e(a)
é bem definida e € um homomorfismo de dlgebras. Ademais, se I = Keryp, entao @ é
injetor, implicando que A/Keryp ~ Imp = Imyp.
Exemplo 1.15 Se A é uma dlgebra e I € um ideal de A, entdao
T A — AJI
a — 7wla) =a =a+1

€ um homomorfismo de dlgebras, chamado de proje¢ao candnica.
Exemplo 1.16 Consideremos a dlgebra exterior E e a dlgebra K & E', definida

no FEzemplo 1.6. A aplicacio ¢ : K & E' — E, dada por (X a) = XA+ a, € um
isomorfismo de dlgebras e portanto K ® E' ~ E.

1.2 Identidades Polinomiais

-

Definicao 1.17 Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F' € B €
livre na classe B se existe X C F tal que X gera F e para cada dlgebra A € B e
cada aplicagio h : X — A existe um unico homomorfismo ¢ : F —> A estendendo

h. Nestas condigoes, dizemos que F é livremente gerada por X.

Vamos agora construir uma algebra livre na classe de todas as &lgebras asso-
ciativas com unidade. Seja X = {1, xs,...} um conjunto nao vazio e enumeravel de
varidvets. Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia finita z;, x;,...7;,,
onde 7;;, € X e n € Ny =NU{0}. Vamos definir o tamanho da palavra z; z;,...x;,
como sendo n. Quando n = 0, vamos chamar esta palavra de palavra vazia que
denotaremos por 1. Dizemos que duas palavras x; x;,...x;, € xj xj,...7;, sao iguais se

n m

n=mei; =7jy, is = Jo,...,ln = Jjm. Sendo as variaveis em X nao comutativas, escreva
S(X) para denotar o conjunto de todas as palavras em X e considere o espago vetorial
K(X) com base S(X) (veja o Exemplo 1.9). Chamando de polindmios os elementos
de K(X), temos que um polindémio em K (X) é uma soma (formal) de mondémios que
sao produtos (formais) de um escalar em K por uma palavra em X.

Considere em K (X) a seguinte multiplicagao

(l’i1$i2...inn)(l’jlx‘h...l‘jm) =T Lijge L4, Xj1 L.l

m’
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Observe que esta multiplica¢ao é associativa e possui elemento neutro (a palavra vazia).
Dessa forma, concluimos que K (X), munido deste produto, é uma algebra associativa
com unidade.

Proposicao 1.18 A dlgebra K(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas

com unidade.

Demonstragao. Seja 25 a classe das algebras associativas com unidade e seja A € B
uma algebra. Considere uma aplica¢ao g : X — A dada por g(z;) = a; para ¢ € N.
Entdo existe uma tnica aplicacdo linear ¢, : K(X) — A tal que p,(1) = 14 e
023, Tiy...T) = @i a,...q;,. Temos que ¢, é um homomorfismo de algebras e é o
tnico que satisfaz ¢4|x = g. Portanto, K (X) € livre na classe das algebras associativas

com unidade. ¢

Observacao 1.19 Se f(xy1,za,...,2,) € K(X), denotamos por f(ay,aq,...,a,) a

imagem de f(x1,Ta, ..., Tn) POT Pg.

Definigao 1.20 Sejam f = f(x1,x2,....,x,) € K(X) e A uma dlgebra associativa com
unidade. Dizemos que f € uma tdentidade polinomzial para a dlgebra A se

flai,asg,...,a,) =0

PaAra qUAISQUEr i, A, ..., 4, € A.

Se f(x1,x2,...,z,) € K(X), entdo f(x1,2s,...,x,) é uma identidade polinomial
para a algebra A se, e somente se, f € Ker ¢ para todo homomorfismo de algebras
¢ : K(X) — A. Denotando por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais
da algebra A, vamos dizer que A é uma PI-algebra, se existe 0 # f € T(A). Noutras
palavras, uma algebra A é uma Pl-algebra se ela satisfaz alguma identidade polinomial

nao-nula.

Exemplo 1.21 Se A € uma dlgebra comutativa, entao o polindomio f(x1,xs) = [x1, 2] =
T1x9 — Xax1 € uma identidade polinomial para A. Portanto toda dlgebra comutativa €

uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.22 Considere a dlgebra My(K). Temos que My(K) satisfaz a identidade

polinomial f(xy, 1o, x3) = [[T1, 22]%, 73], chamada de identidade de Hall.
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Exemplo 1.23 O polinomio f(xy, o, x3) = |21, 22, 23] = [[x1, 2], 23] € uma identi-

dade polinomial para a dlgebra exterior E.

Exemplo 1.24 Considere o polinémio

Sty (x1, X9, ..., Ty) = Z (=1)726(1)To(2)---Ta(n)
oSy
onde S, € o grupo simétrico das permutagoes e (—1)7 € o sinal da permutagio o,
chamado de polindmio standard de grau n. Sendo A uma dlgebra associativa com
dim A <n, temos que a dlgebra A satisfaz o polindomio standard St,.
No Capitulo 2, provaremos que Stop(x1, T2, ..., To,) € uma identidade polinomial para

M, (K). Este resultado € conhecido como teorema de Amitsur-Levitzki .

Exemplo 1.25 Seja A uma dlgebra associativa com dim A < n, entao A satisfaz o
polinémio
An(T1, s Tns Y1y ooy Yng1) = Z (=1 %120y Y2- - YnTo(n)Ynt1
oESy

chamado de identidade de Capelli. Foi demonstrado por Razmyslov que d,2.1 € uma
identidade polinomial para M, (K), mas d,2 nao € identidade para M,(K) (veja [12],

paginas 16-17). Por outro lado, considere o polindmio

Dy (1, ey T Y1y ooy Yn) = Z (=172 p(1) Yo (1) - p(n) Yor ()

p,0E€ESn

chamado de duplo polindmio de Capelli. No Capitulo 4, mostraremos que Do, €

uma identidade polinomial para M, (K).

1.3 T-ideais de K(X)

Definigao 1.26 Seja [ um ideal de K(X). Dizemos que I é um T-ideal de K(X) se
¢(I) C I para todo ¢ € End K(X).

Observe que um ideal I de K(X) é um T-ideal se, e somente se, f(g1,...,9,) € [
para quaisquer f(x1,...,2,) € I e quaisquer gy, ..., g, € K(X).

Proposicao 1.27 Sendo A uma dlgebra, o conjunto T(A) de todas as identidades
polinomiais de A é um T-ideal de K(X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X),
entao I = T(F) para alguma dlgebra F.
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Demonstragao. Observe que T(A) ¢é uma intersecao de ideais, que sao
exatamente os nucleos dos homomorfismos de K(X) em A. Se f(xy,...,x,) € T(A) e

91(T1, e Tn)y ey G X1, oo, T) € K(X), entéo

(1, .oy m) = f(g1(x1, s Tm)y ooy g1, ooy T)) € T(A),

pois dados ay, ..., a,, € A, temos h(ay,...,an) = f(g1(a1, ...;am), ...y gn(as, ..., an)) =0,
uma vez que g;(ay,...,a,) € A. Agora, tomemos um T-ideal I de K(X) e con-
sideremos a algebra quociente F' = K(X)/I. Dados f(z1,....,x,) € I € Gy,...,G, € F,
f@ysn7) = flgi,ogn) = 0, ou seja, I C T(F). Por outro lado, se
f(@1, ..., zn) € T(F), entdo 0 = f(Ty,....Tn) = f(21,...,,) € assim f(z1,...,2,) € I.

Logo, T(F') C I e as duas inclusoes garantem o resultado. 4

Definigao 1.28 Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado por S,
denotado por (S)T, como sendo a intersec¢io de todos os T-ideais de K(X) que contém

S, ou seja,

($)T = N I.
I ¢ T —ideal
SCI

Sendo S = {f1, f2, ..., fn}, vamos dizer que f € (fi, f2, ..., [n) & consequéncia
(ou que f segue) de fi, fo, ..., fn. Além disso, se S' = {f;(z1,....,2n;) | j € [} C K(X),
entdo (S)T coincide com o subespaco de K(X) gerado pelo conjunto
{hafi(grs s gny)ha | P11, 92,0 90y € K(X), j € T}

Sejam A uma élgebra e S C T(A) tal que (S)T = T(A). Nestas condigoes,
dizemos que S é uma base das identidades de A. Um fato historico sobre esta
questdo ¢ que em 1987, Kemer [14, 15| demonstrou que em caracteristica zero, toda
algebra associativa possui uma base finita para as suas identidades. Noutras palavras,

se A é uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero, entao existe

S CT(A), S finito, tal que T(A) = (S)T.

Exemplo 1.29 Sejam A uma dlgebra comutativa e K um corpo infinito. Entdo T(A) =
([x1,2])T. Nestas condigoes, todas as identidades de A sao consequéncias do polinémio

[ZL’l, IQ] .
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Exemplo 1.30 Considere a dlgebra My(K). Em 1973, foi provado por Razmyslov
[21] que em charK = 0, T(My(K)) € finitamente gerado. Razmyslov encontrou uma
base para as identidades polinomiais de Ms(K) formada por 9 identidades. Pos-
teriormente, em 1981, Drensky [4] provou que em charK = 0, T(My(K)) =
(Sty(w1, 29, w3, 4), [[T1, 22)%, 23]))T. O resultado de Drensky foi generalizado em 2001,
por Koshlukov [16], para K infinito e de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando
char K = 3, € necessdria uma terceira identidade para gerar o T-ideal T(My(K)) (ver
[3]). No caso de char K = 2, a descrigao do T (My(K)) ainda é um problema em aberto.

1.4 Poliné6mios multi-homogéneos e multilineares

Defini¢ao 1.31 Sejam m € K(X) um monémio e x; € X uma varidvel. Definimos o
grau de x; em m, denotado por deg,,m, como sendo o nimero de vezes que x; aparece
no monomio m. Sendo f € K(X), dizemos que f é homogéneo em z; se todos 0s
mondmios de f tém o mesmo grau em x;. Vamos dizer que f(xy,z,...,x,) é multi-

homogéneo se f ¢ homogéneo nas varidveis xi,Ta, ..., Ty.

Seja m = m(xy,xa,...,x,) um mondémio em K (X). Definimos o multigrau de
m como sendo a n-upla (aj,as, ...,a,) onde a; = deg,,m para ¢ = 1,2,...,n. A soma
de todos os mondmios de f(xy,zs,...,2,) € K(X) com mesmo multigrau é chamada
de componente multi-homogénea. Observe que f(z1,2s,...,2,) € a soma de suas
componentes multi-homogéneas.

Defini¢ao 1.32 Dizemos que um polinémio f(x1,xs,...,x,) € K(X) é multilinear

se € multi-homogéneo com multigrau (1,1, ..., 1).
Se f(xy, 29, ...,x,) € K(X) é multilinear nas variaveis xy, s, ..., Z,, entdo

flzr, 29, ... x,) = Z QT o(1)To(2)---Lo(n)
O'ESn

com o, € K. Sendo

P, = Py(z1, %9, ..., %) = spang{Z,1)To(2)--Tom) | 0 € Sn} (1.3)
o espago vetorial dos polindmios em K (X) multilineares em xy, zs, ..., z,, temos que
dim P, = nl.

Teorema 1.33 Sejam K wum corpo infinito e I wm T-ideal de K(X).
Se f(x1,x9,...,x,) € I, entao todas suas componentes multi-homogéneas também per-

tencem a I.
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Demonstragao. Seja n o maior grau possivel em x; de algum monémio de f. Para
cada j = 0,1,2,...,n, tomemos f;(z1,22,...,2,) a soma de todos os mondémios de
f que tem grau j em x; (componente homogénea de grau j em x7). Claramente
f=f+fi+..+ fn Como K é infinito, podemos tomar Ay, A1, ..., A\, € K dois a
dois distintos. Para cada j =1,2,...,n, temos g;(x1, %2, ..., T,) = f(N\jx1, 22, ..., ) =
Jojzr, T, oy wn) + fLNT1, Ty ooy T) o fa( N2, 2, T0) = fo+ Ajfit o+ AT f

E assim

I X - )\3 fo 9o
I A - Xf h B g1

A primeira matriz acima é inversivel (Vandermonde) e go, g1, ..., g, € I, pois I é um T-
ideal. Logo, devemos ter fy, f1,..., fn € I. Repetindo o mesmo processo para xs, ..., T,

temos o resultado. ¢

Este teorema nos possibilita chegar a um importante resultado.

Corolario 1.34 Se K ¢é um corpo infinito, entao todo T-ideal de K(X) € gerado por

seus polindmios multi-homogéneos.

Teorema 1.35 Se I é um T-ideal de K(X) e charK =0, entao I é gerado por seus

polindomios multilineares.

Demonstracao. Como charK = 0, temos que K ¢é infinito e assim, pelo Corolario
1.34, podemos assumir que f(z1,2,...,2,) € I é um polindmio multi-homogéneo.
Sejam n = degy, f e h(y1,ys, T2, ..., Tn) = f(y1 + Y2, T2, ..., ;). Considerando agora
hi(y1, Y2, T2, ..., T,) a componente homogénea de grau 1 em y; de h, temos degy,h1 =
n — 1. Como h(yi,ys2, T2, ....,x,) € I, temos que hy(y1,Yy2, T2, ...,x,) € I. Ademais
hi(z1, 21, X9, ..., Tp) = nf(1,Ta, ..., x,) € assim f(z1, 29, ..., 2,) = %hl(xl,xl,xg, ey T
Logo, devemos ter (f)T = (hy)T. Continuando com este processo (chamado de processo
de lineariza¢ao), concluimos que f é consequéncia de algum polinémio multilinear de

I. ¢
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Proposicao 1.36 Seja A uma Pl-dlgebra. Entao A satisfaz uma identidade polino-

maal multilinear.

Demonstracao. Sejam A uma élgebra e f(xq,x9,...,2,) € K(X) uma identidade
polinomial nao nula para A. Podemos supor que em cada monoémio de f aparecem
todas as variaveis nao necessariamente com o mesmo grau. Se cada variavel x; aparece
em cada mononio de f com grau exatamente igual a 1, entdo f é uma identidade
polinomial multilinear como queremos. Suponha entao que existe uma variéavel em f,

digamos z1, cujo grau deg,, f = d > 1 e substitua x; por y; + y2 em f, obtendo

h(ylay%x% "'7'7:71) = f(yl + Y2, T2, axn) - f(ylaan 7xn) - f(y27$27 ;xn)

Temos que h ainda é uma identidade polinomial nao nula para A. Suponha agora que
h = 0. Desde que uma funcao de X em X pode ser estendida para um endomorfismo

de K(X), substituindo y; e y por z; em h, temos que
h(zy, 21, T, .y n) = f(221, X9, ooy ) — f(T1, T2, ooy Tn) — f(T1, T2y oy )

= f(21’1,$2, 75Un) - Qf(fﬂl,l’g, 71'71) =0.

Se decompormos f numa soma f = fo+ f1+...+ f4, onde f é uma soma de mondémios

de grau k em z, entao temos a seguinte implicacao
h(wy, e, @,y 20) = 20 fo + 20 1+ 22 fo b 4 200 = 2f0 = 21 = 22 — . = 2

= —fo+ (22 =fo+ ..+ (2 =2)f; =0,

contradizendo o fato de que d > 1.
Como deg,, h = d—1 < deg,, f, usando argumento indutivo obtemos um polindémio

multilinear que é uma identidade polinomial para a algebra A. ¢

1.5 §5,-Moébdulos

Nesta secao apresentaremos os conceitos de S,-modulo e elementos simétrico e
anti-simétrico com respeito a uma transposicao do grupo S,, idéias que serao funda-

mentais para o desenvolvimento do Capitulo 3.
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Definicao 1.37 Sejam A uma dlgebra e M um espaco vetorial. Dizemos que M € um

mddulo sobre A (ou A-mddulo) se munido de um produto

AxM — M
(a,m) +— a-m
satisfaz:
(i) a-(my+my) = (a-mq)+ (a-ms)
(it) (a1 + az) -m = (ay -m) + (ag - m)
(1) (Aa)-m =a-(Am) = Aa-m)
(iv) ay - (as - m) = (ayaz) - m

(v) 14-m=m

para quaisquer a,ai,as € A, mymi,mo € M e X € K.

Na definigao acima, observe que as condigoes (i),(ii) e (iii) significam que o pro-

duto ” -” é uma operacao bilinear.

Definigao 1.38 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Definimos um submddulo
(ou A-submddulo) de M como sendo um subespago vetorial N de M tal que a-n € N
para quaisquer a € A en € N. Se N # {0} e ndo eziste nenhum submddulo Ny de
M tal que {0} # N1 C N, dizemos que N é minimal. Se os inicos submddulos de M

sao {0} e M, dizemos que M ¢é um A-mddulo irredutivel (ou simples).

Exemplo 1.39 Se A é uma dlgebra, entiao A é naturalmente um mdodulo sobre si

mesma, que vamos denotar por 4A. Para ver isto, defina

AxA — A

(a,x) +— a-x=ax.

Observe que os submdodulos de 4 A sao exatamente os ideais a esquerda de A.

Exemplo 1.40 Sejam M um A-mddulo e m € M. Temos que o conjunto A -m =
{a-m | a € A} é um submddulo de M e que os submddulos minimais de M sao
exatamente os irredutiveis. Ademais, observe que se dimensao de M € finita, entao M

possut necessariamente submodulo minimal.
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Sejam GG um grupo, V um espaco vetorial e

p: G — GL(V)
g Pg

um homomorfismo de grupos. Considere a algebra de grupo KG (veja Exemplo 1.9) e

o produto

KGxV — V
(deG Ag9, U) — (deG )‘gg> V= deG Ag = pg(v).

Munido deste produto, V' é um KG-moédulo (ou simplesmente G-modulo).
Exemplo 1.41 Sejam S, o grupo simétrico sobre {1,2,...n} e
f(z1, 29, ..., x,) € K(X)

um  polindémio multilinear em x1,To,...,x,. Temos que f € combinacao linear
de monomios M,(x1, T, ..., Tn) = To(1)Ta(2)---Ta(n), cOm 0 € S,. Considere o espago
vetorial P, de todos os polindmios em K(X) multilineares em x1, s, ..., T,, definido
em (1.8). Temos que o conjunto {T,(1)Ts(2)---Tom) | 0 € Sn} € uma base para o espago

vetorial P,. Defina agora uma aplica¢ao
ZO’GSn Qg0 +— ¢(ZUESn aUU) = ZO’ESn Oégl’g(l) xg(”)’

Identificando uma permutacao o € S, com o monomio M,(x1,2,...,T,) =
To(1)To(2)---To(n), 0btemos um isomorfismo entre os espagos vetoriais K.S, e P,. Disto,
seque que P, pode ser wvisto como um S,-mddulo. Dados p,oc € S,, temos que o
produto po corresponde ao mondmio My, = My, (11,22, ..., T0) = Tpo(1)Tpo(2)--Lpo(n)-
Este produto pode ser visto como uma a¢ao a esquerda do grupo S, sobre o
monomio My (x1,Za,...,z,) descrita por pMy(x1,T2,...,2,) = Myy(x1, T2, ..., Tn).
Assim, pMg(21,T2, ..., T0) = Tpe())Tpo(2)---Tpon) = Mo(Tp1)s Tp2), - Tpm)).  Agora,
usando linearidade, podemos estender esta ac¢ao a esquerda do grupo S,, para um
polinomio f(x1, T, ..., T,) € P, descrita por pf(x1, %2, ..., Tn) = [(Zp1)s Tp(2), s Tp(n))-
Sejam A uma dlgebra e T(A) o T-ideal de K(X) de todas as identidades polino-
miais de A, onde charK = 0. Do Teorema 1.35, sabemos que T(A) é gerado por
seus polindmios multilineares. Do mais, como os T-ideais sao invariantes sob toda
substituicao de wvaridveis, e considerando f(xy1,xs,...,x,) € P, N T(A), temos que
pf(x1, %2, .. 20) = f(Zp1), Tp@)s s Tomn)) € Pn NT(A), com o € S,. Dai podemos
concluir que P, N T(A) é um submddulo (ou S,-submddulo) de P,.
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A seguir, vamos introduzir os conceitos de elemento simétrico e anti-simétrico

com relagao a uma transposi¢ao do grupo S,,.

Defini¢ao 1.42 Seja V um S,-médulo. Dados i,j € {1,...,n}, com i < j, considere a
transposi¢ao (i j) em S, que permuta i e j e deiza o restante fizo. Se v € V', dizemos
que v € (i j)-simétrico quando (i j)v = v e que v € (i j)-anti-simétrico quando
(1 j)v = —wv.

Observe que um polindmio f(r1,72,...,7n) = Y cg QoTo(1)To(2)--Tom) € Pn €
(i j)-simétrico se, e somente se, f(T1,...,Ti, .o, Tj, ey Tp) = f(T1, 000, Ty ory Tiy oony Tyy)
e €& (i j)-anti-simétrico se, e somente se,  f(x1,...,Ti .0, Tj, o Ty) =
—f(x1, . Ty ooy T4,y oy ). Temos que f & (i j)-simétrico se, e somente se, a(ijjo = Qg
para toda o € S, e f é (i j)-anti-simétrico se, e somente se, a(;j, = —, para toda
oeSs,.

Neste trabalho, vamos caracterizar a simetria e a anti-simetria dos elementos de
um S,-modulo V', através do operador

;. V — V
v — Ti(v) = oy,

onde 0;; = %(1 + (i j)) e (i ) é uma transposi¢do no grupo S,,. Observe que agj = 04,
implicando que 0;; ¢ um idempotente de K.S,. Ademais, se v € V, entdo v é (i j)-
simétrico se, e somente se, 0;;v = v e v é (i j)- anti-simétrico se, e somente se, o;;v = 0.

Lema 1.43 Sejam V um S,-médulo e v € V. Se o,yv = 0, entao 0,040 = %O'p,«v

para distintos nimeros p,q,r € {1,...,n}.

Demonstracgao. Temos que

OprOqr — %UPT = %Upr(l + (q T)) B %Upr
1 1 1
= 201+ (g 7)) = 1) = Zope(ar) = 7(1+ (p ))(g 7)
_ %((q r)+ (pr)(gr)) = i((q r)+ (g r)(p q))
= 1N+ 9) = 3 NG+ 0 ) = 54 )
Logo
(Oprogr — %UPT’>U = %(q 7)0pgV = %(q r)0=0

- _1
€ assim 0,04,V = 50,0
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Teorema 1.44 Sejam V um S,-modulo e W um subespaco vetorial de V. Suponha
i1y .y i € {1,...,n} nimeros distintos tais que o;,;,(W) C W para todo 1 <k <1 <r.
Entao:

(a) Sev €V satisfaz 0;,4,(v) € W para todo 1 < k <1 <r, entdo existe v' € V tal
que v' —v eW ea;,;, (V) =0 para todo 1 <k <l <r.

(b) Sev eV é(ij)-simétrico com {i,j} N{iy,...,i,} = &, entdao v' é (i j)-simétrico.

Demonstracgao.

(a) Vamos usar indugao em r. Por conveniéncia assumimos que {iq,...,7.} = {1,...,7}.
Sendo r = 2, tomemos v = v — g1pv. Suponha agora que o resultado é valido para
r — 1, onde r > 3, ou seja, dado v € V satisfazendo o,,v € W paral <p <qg<r—1,
existe v” € V tal que v" —v € W e g,v" =0 para 1 <p < ¢ <r — 1. Mostremos que
o resultado vale para 1 < p < ¢ < r. Para isso, suponha o,,v € W para 1 <p, ¢ <,

e defina

r—1 r—1
/ 2 2 i 2 2
v o= 1——5 apTU:U——E Opr¥ .
r r
p=1

p=1
Por hipdtese de inducao, temos que v” —v € W. Além disso, 0, (W) C W, resultando
que 0,V — opv € Wopara p € {1,...,7 — 1}. Logo, pela definigdo de v’, segue que

v — ", v — v € W. Por outro lado, calculemos

r—1
r 2 "
OV = | Ogr — - OqrOpr |V
p=1

Para isso, considere o somatorio sobre p e suponha ¢ < r. Se p = ¢, entdao temos

_ .2
OqrOgr = O,

ar = Ogr- Se p # g, entdo segue da hipétese de indugao que o,,v" = 0 e daf

OOt = %aqrv” (Lema 1.43). Dai,
r—1 r—1
’r_ 2 " o__ " 2 "
oV = | 0gr — - OgrOpr |V = 00" — - OgrOpr
p=1 p=1
9 r—1
. " " "
= 0gV — - Oqr¥V + O qrOprV

p=1,p#q

r—1
2 1 2 -2
= (aqr — Oy E qu>v” = <1 - ! . )aqrv” =0.

p=1,p#q
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Agora, escreva (p q) = (p r)(¢ r)(p r) para 1 < p < ¢ < r. Logo (p g =
(pr)(gr)pr)v =(=1)(=1)(=1)v = (—1)3%' = —v'. Portanto, o,,v" = 0.

(b) Sejam {i,j} N{l,....r} =g et = ( - %Z;;} apr> v"”, e suponha que v é (i j)-
simétrico. Por indugdo v” é (i j)-simétrico. Fazendo a = 1 — %Z;;i Tpr, €NLAO 0

comuta com a. Logo,
oV = oav" =a (00") = av” =0,

Assim, o,;v" = v’ e concluimos que v’ é (i j)- simétrico. ¢

Definicao 1.45 Sejam V um S,,-modulo e r € Ny. Dizemos quev € V' é r—simétrico
se existem distintos iy, j1; iz, jo; -5 i, Jr € {1,...,n} tais que v € (i jx)—simétrico para
todo k =1,...,r. Dizemos que v é r-perfeito, se, além disso, v € (p q)— anti-simétrico
para quaisquer 1 < p < q < n tais que {p,q} N {i1, J1, -, r, jn} = 2.

Sendo V' um S,,-modulo, observe que todo v € V é 0-simétrico e que v € V ¢

O-perfeito se, e somente se, v é (p g)-anti-simétrico para quaisquer 1 < p < g < n.

Exemplo 1.46 Considere o S,-mddulo P, e f(z1,...,x,) € P,. Entao f(xq,...,x,)
¢ O-perfeito se, e somente se, f(xi,...,x,) = aSt,(x1,...,z,) para algum o € K.
Realmente, sendo f O-perfeito, entio [ € (p q)-anti-simétrico para quaisquer
1 <p<qg<mn, ou sea, [f(T1,.Tp, s @qyeeesTp) = —[(T1, 00y Ty eeey Tpy ooy Ty).

Agora, seja ax; xi,...x;, um mondmio nao nulo em f. Desde que toda permutagao

em S, pode ser escrita como produto de transposicoes, entdao para toda permu-
tagao o € S,, seque que para o MONOMIO BToi)Te(iy)--Toi,) de [ tem-se
g = (-1)%a. Assim, f(xi,...,x,) = aSt,(z1,...,x,) para algum o € K. Reciproca-
mente, sendo f(x1,...,x,) = aSt,(z1,...,x,) € considerando que o polindmio standard

St,, € (p q)-anti-simétrico para quaisquer 1 < p < q < n, seque que f € 0-perfeito.

Exemplo 1.47 O polinémio standard St,.,1 € consequéncia do polinémio standard

St,, isto €,

n+1
Stn+1($1, ceey iL'n_H) = Z(—l)i+1l‘istn(l‘1, ceey /fi, ceey $n+1).

i=1
Para ver isso, observe que St,.1 pode ser escrito como St, 1 = x1f1 + ... + Tpa1 fart,
onde f; = fi(x1, ..., Tiy ..o, Tpi1) € um polindmio anti-simétrico multilinear. Logo, f; =

; Sty (21, oy Tgy ooy Tpy1), onde a; = (—1)7F,
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Sejam V' um S,-moédulo e U, o subespaco de V gerado pelos elementos
r-simétricos. Se u € V é r-simétrico, entao existem 64,60, ..., 0, transposicoes em S,,,
duas a duas disjuntas, tais que 0;(u) = u para i = 1,2, ..., 7. Por outro lado, se o € S,
entao o 07, 06,071, ..., 00,07 sao também transposicoes duas a duas disjuntas, pois

sendo 6; = (k 1) com 1 < k <1 < n, temos que o, = (c(k) o(l)) . Ademais,
(0i0~")(o(u)) = o(u),

significando que o(u) é r-simétrico. Com isso, obtemos que U, é um submoédulo do
Sy-modulo V. Com isso, temos que o,,(v) € U, para qualquer v € U,, significando que
U, é o,4-invariante. Por outro lado, seja U,41 o subespago de V' gerado pelos elementos
(r+1)-simétricos. Através de um argumento analogo ao desenvolvido para U,., obtemos

que U, ¢ um submoédulo op,-invariante.

Observagao 1.48 Suponha que v € simétrico em r pares dois a dois disjuntos, digamos
em (1 2), (34),....,(2r =1 2r). Para2r < p < q < n, mostremos que opv € 1 + 1-

simétrico. De fato, temos que (2i — 1 2i)op, = 0pq(20 — 1 24), para 1 <i <7, e

1

(P Q)op, = 5((1’ q) + 1) = 0pg.

Entao, (p q)opv = opqv € (2i — 1 2i)opv0 = opev, significando que opv € (1 + 1)-

simétrico.

Teorema 1.49 Sejam V um S, -mddulo e W, o subespago de V' gerado pelos elementos

r-perfeitos. Entao:
(a) U, =W, + U,y para todo r € Ny.
(b)) V=Wy+ W+ ..+ W,+ U1 para todo r € Ny.

(c) V=Wyo+Wi+ ...+ W, para algum r € Ny e consequentemente V' é gerado pelos

elementos perfeitos.

Demonstracgao.

(a) Nao é dificil ver que W, + U.;; C U,. Mostremos a inclusdo contraria.
Como W, + U,;; é subespaco de V' é suficiente provar a inclusao contraria apenas
para os elementos r-simétricos. Para isso, seja v € V um elemento r-simétrico. Pela
Observagao 1.48, temos que o,,v é (1 + 1)-simétrico para quaisquer 2r < p < ¢ < n,

ou seja, opv € U,p1. Além disso, temos que 0,,(Uy41) € U,y41. Com isso, chegamos
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na hipotese do Teorema 1.44. E, pelo item (a) do Teorema 1.44, existe v’ € V' tal que
V' —v € Upyq e 0py(v)) = 0 para quaisquer 2r < p < ¢ < n. Ademais, desde que v
¢ (i j)-simétrico para (i j) € {(1 2),(3 4),....,(2r — 1 2r)}, segue pelo item (b) do
mesmo Teorema que v’ é (i j)-simétrico, significando que v' € W,.. Como v —v" € U,44
ev =10+ (v—"1), segue que v € W, + U,41 e temos a inclusdo contraria.

(b) Desde que todo v € V' é 0-simétrico, temos que V' = U,. Mas pelo item (a),
U= Wo+ U eU = W, +Us. Assim, Uy = Wy + Wy + Uy. Aplicando o item
(a) sucessivamente chegamos que V.= Uy = Wy +U; = Wy + W1 + Uy = ... =
Wo+Wi+ ...+ W, + U,y

(c) Existe t para o qual U1 = {0y } e pelo item (b) temos que V- = W+ Wi+ ...+ W,.
¢



Capitulo 2

O Teorema de Amitsur-Levitzki

No ano de 1950, S. A. Amitsur e J. Levitzki [1|, usando argumentos combi-
natorios, demonstraram que o polinémio standard St,, é uma identidade polinomial
para a algebra M,(K). A demonstracao deste resultado, chamado de teorema de
Amitsur-Levitzki é considerada um marco na histoéria da Pl-teoria.

Posteriormente, mateméaticos como Higman, Nagata, Regev, Herstein, Formanek,
Rosset, Razmyslov, Swan, entre outros, apresentaram outras provas para este teorema,
utilizando técnicas diferentes. Dentre estas provas, vamos apresentar neste capitulo as

provas de Rosset (veja [10], pagina 18) e Swan [22].

2.1 Resultados preliminares

Proposicao 2.1 A dlgebra M, (K) nao possui identidade polinomial de grau menor

do que 2n.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que M, (K) possui uma identidade nao
nula de grau menor do que 2n. Pela Proposicao 1.36, existe identidade multilinear de

M, (K)

g(T1, T, oy ) = Z AgTo(1)To(2)--La(m) = 0,

UESm

onde m < 2n e a, € K. Como g é um polinémio nao nulo, temos que «a, # 0 para
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algum o € S,,. Agora, considere o polinémio

h(z1, T2, oy ) = 0 1 g(T1, T2, ooy ).
E claro que h é uma identidade para M, (K) e o coeficiente de zyz3...x,, em h é
a,. Considere em h a substituicdo T,1) = €11, Ty2) = €12, To3) = €22, To@4) =
€935 -y To(m) = €pg, Onde p = g ou p = ¢ — 1 (dependendo da paridade de m). Temos
que

h(ei, €12, €22, €23, ..., €pg) = Qpe1y =0

resultando que a, = 0. Absurdo. ¢

Proposicao 2.2 Se Sty, é uma identidade para M,(Q), entdo Sto, € também uma
identidade para M, (K), onde K é um corpo qualquer.

Demonstragao. Desde que M,(Z) C M,(Q), segue que se Sty, ¢ uma identidade
para M,(Q), entdo Sty, também é uma identidade para M, (Z). Considere agora o
corpo Z, (p primo) e a func¢do canénica ¢, : M,(Z) — M,(Z,). Temos que ¢, &
sobrejetiva, resultando que Sty,, é também uma identidade para M,,(Z,). Como Sts,
¢ um polinomio multilinear, entao é suficiente provar que Sto, se anula nos elementos
de uma base de M, (K), digamos a base formada pelas matrizes unitéarias e;;. Sendo P
o corpo primo de K, temos que 1x e O pertencem a P e assim as matrizes unitarias
e;j € M,(P). Por outro lado, temos que P ~ Q, se charK = 0 e que P ~ Z,, se
char K = p. Ademais, como Sty, ¢ uma identidade para M, (Q) e para M,(Z,), segue
que Sts, é também uma identidade para M, (P), e portanto é também identidade para

M,(K). ¢

Um dos temas importantes na discussao das identidades polinomiais da algebra
M, (K) é a utilizagao do polindmio caracteristico p(z) = det(xl,x, — a) de uma matriz
a € M,(K), a medida que o Teorema de Cayley-Hamilton assegura que p(a) = 0. Nesse
sentido, usaremos a seguir o polindmio caracteristico de uma matriz para demonstrar
alguns resultados importantes.

Definicao 2.3 Definimos o polinémio elementar simétrico de grau m nas va-

ridveis comutativas ti,to, ..., t, como sendo

Em — Gm(tl, ,tn) = Z t“tzm

1<i1<. .. <im<n
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Definimos o polinémzio poténcia simétrico de grau k como sendo
pr =Dt ta, s ty) = 15 + 15 + .+ tE

Existem relacoes entre os polindmios elementares simétricos e poténcia simétricos,

dadas pelas seguintes formulas

m

me,, = Z(_l)k_lpkem—k

k=1
param = 1,...,n chamadas de formulas de Newton (veja demonstragao em [10], pagina
15).
Proposicao 2.4 Sejam €1, ...,&, o0s autovalores de uma matriz a € M,(K) e e, =
em(E1s 1 €n) = Doiciic.. <ipy<n Eir-Ein 0 valor do polinomio elementar simétrico de

grau m € py(e1, ...,€,) 0 valor do polinémio poténcia simétrico de grau m em ey, ..., &p.
Entao

n

Z(—l)mem(gl, €)@ =0 e tr(a™) =pml(er, . n) =7+ . FEn

m=0

Demonstragao. Sejam a € M, (K) e €1,...,e, € K; os autovalores de a, onde K; é

uma extensao de K. Como

n

pl) = (=1)"em(er, .. en)a™ "

m=0

¢ o polinomio caracteristico da matriz a, entao o teorema de Cayley-Hamilton assegura

que p(a) = 0 e assim

Z<_1)mem(51, e En)a™™™ = 0.

m=0

Por outro lado, como toda matriz a € M, (K) é semelhante a uma matriz b € M,,(K;)
na forma de Jordan e considerando que os autovalores ¢q, ..., €, aparecem na diagonal
principal dos blocos de Jordan, devemos ter tr(a) = tr(b) = €1 + ... + €,. Ademais,
como £, ..., e s@o os autovalores de @™, concluimos que tr(a™) =e* + ... + . 4

Sendo n > 1 um ntmero inteiro, dizemos que A é uma particio de n se A =
(A1, s Ar), onde A > ... > X\, > 0 sdo nameros inteiros tais que >, \; = n e
escrevemos A F n.

Usando as formulas de Newton e indugao podemos mostrar que

Em = Z A\PA1Prg P
A=A, A )M

com g € Q.
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Lema 2.5 Sejam C uma dlgebra comutativa sobre Q e a € M,(C). Se p(x) =

S amx™™ € o polindmio caracteristico de a, entdo

m=0
Ay = Z otr(a)... tr(a’),
A=(ALyee Ar)Em

onde m >0 e g, € Q nao depende da matriz a.

Demonstragao. Primeiro suponha que C' é um dominio de integridade. Se F' é o
corpo de fragoes de C, entdo a € M,(F) e

n

pla) = (x—e1)(z—en) = Y _(=1)em(er, ... en)2" ™,

m=0
onde €1, ..., &, s@o os autovalores da matriz a e e, (e, ...,€,) é 0 polindmio elementar
simétrico. Como v, = (—1)"em (€1, .., 6n) € Dm(E1yoyen) = tr(a™) = e + ... + €,
temos o resultado neste caso, como consequéncia do que foi visto acima.

Em geral, sejam Q[Y] uma algebra polinomial e ¢ : QY] — C' um homo-
morfismo. Temos que ¢ induz um homomorfismo ¢ : M,(Q[Y]) — M, (C), dado
por &((ai;)) = (¢(ai;)) para a;; € Q[Y]. Desde que

tr(¢(a)) = d(tr(a))

para a € M,(Q[Y]) e que Q[Y] é um dominio de integridade, temos o resultado no

caso geral. ¢

Lema 2.6 Seja C' uma dlgebra comutativa sobre Q. Se a € M, (C) € tal que tr(a) =

tr(a?) = ... = tr(a") = 0, entio a™ = 0.

Demonstragao. Sendo p(x) = 2™ + 3" _| ;2" ™ o polindmio caracteristico da ma-
triz a, temos p(a) = a" + > ' _, a,,a™ ™ = 0. Desde que os a,, sdo dados como no
Lema 2.5 e por hipotese tr(a) = tr(a®) = ... = tr(a™) = 0, segue que os coeficientes

a;, = 0 param = 1,2, ...,n. Logo, p(a) = a™, resultando que a" = 0. 4

Lema 2.7 Sejam E a dlgebra de Grassmann (veja o Exemplo 1.4 no Capitulo 1) sobre
Q e Ey o subespago da dlgebra exterior E gerado pelo conjunto {e; e, .. .e;, | k impar}.
Entao tr(ab) = —tr(ba) para quaisquer a,b € M, (Ey).
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Demonstracao. Nao ¢ dificil ver que podemos escrever a = ) . a,w; e b = ). bjw;
com a;,b; € M,(Q), e para todo i os w; € E; sao produtos dos elementos ey, ey, €3, ...
de E. Desde que w,w; = —wjw; para quaisquer w;,w; € E;, e considerando que

tr(a;bj) = tr(bja;), temos que

tr(ab) = Ztr(aibj)wiwj =— Ztr(bjai)iji = —tr(ba).
i,j 2%

2.2 A prova de Rosset para o teorema de Amitsur-
Levitzki

Teorema 2.8 (Amitsur-Levitzki) O polinomio standard Sta, € uma identidade poli-

nomial para a dlgebra das matrizes M, (K).

Demonstragao. Pela Proposicao 2.2 , podemos assumir K = Q. Considere a algebra
de Grasmann E = FEy @ E; sobre Q. Considere a = aje + ... + agpea, € M, (F1), onde
aiy, ..., a9, € M,(Q). Desde que

60(1)...60(2n) = (—1)061..‘6271

para toda o € S, temos que

a2" = Z (—1)”&0(1)...ag(zn)el...egn = Stgn(al, ceey agn)el...e%. (21)

O'ESQTL

Desde que a,a*! € M,,(F,) para todo i = 1, ...,n, entao pelo Lema 2.7, temos que
tr(a®) = tr(aa® ') = —tr(a* 'a) = —tr(a®),

resultando que tr(a*) = 0. Sendo F, uma subélgebra comutativa de E e observando
que a® € M,(Ey), temos que a®" = 0 pelo Lema 2.6. Substituindo a** = 0 em (2.1),
resulta que Sty,(ay, ..., as,)e1...6, = 0. Como e...e9, é nao nulo, concluimos que

Sth(al, ...,agn) = 0. 0
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2.3 A prova de Swan para o teorema de Amitsur-
Levitzki

A prova do teorema de Amitsur-Levitzki desenvolvida por Swan [22| é baseada
num teorema da teoria dos grafos. Diante disso, julgamos ser importante fazer uma

abordagem sobre grafos antes de apresentar a prova do teorema.
Defini¢ao 2.9 Um grafo orientado T (finito) consiste em:
(i) um conjunto V' finito de pontos chamados de vértices.

(1) um conjunto E finito de segmentos orientados chamados de arestas.

Para e € E, escreva i(e) para denotar o inicio da aresta e e f(e) para denotar o
final da aresta e. Temos entao duas fungoes ¢, f : E — V.

Seja p € V. Definimos s(p) = |[{e € E | i(e) = p}| como sendo o nimero de
arestas que saem do vértice p e t(p) = |[{e € E | f(e) = p}| como sendo o nimero
de arestas que chegam em p. Definimos também a ordem e o fluro do vértice p como

sendo

ordem(p) = s(p) +t(p) e fluxo(p) = s(p) —t(p),

respectivamente.

Definicao 2.10 Sejam I' um grafo orientado e p e q vértices em I'. Definimos um
caminho orientado C, como sendo uma sequéncia de arestas ey, es, ...,ex em I tais
que f(e;) = i(es1) parai =1,2,....k — 1. Quando i(e;) = p e f(ex) = q, vamos dizer

que C € um caminho orientado de p para q.

Definicao 2.11 Seja I' um grafo orientado. Dizemos que I" é conexo, se para todo

par de vértices p,q em I', existe um caminho orientado ligando p e q.

Se p e ¢ sao vértices em I', vamos admitir que p e ¢ podem ser ligados por varios
caminhos orientados e que p pode ser ligado a ele proprio por uma aresta (este tipo
de aresta é chamada de la¢o). Ademais, vamos supor que em ' nao existe vértice cuja

ordem é 0. Podemos supor isto, pois aqui vamos trabalhar somente com grafos conexos.

Definicao 2.12 Sejam I' um grafo orientado e C um caminho orientado de p para q
em I'. Vamos dizer que C € um caminho unicursal se cada aresta de I' aparece uma

unica vez em C.
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Considere o conjunto S = {1,2,...,k} e um caminho unicursal C = (eq, ey, ..., €x)
em I'. Desde que cada aresta e; aparece uma tnica vez em C, temos que existe uma
bijecao entre S e E. Assim, enumerando as arestas de E, observamos que a cada
caminho unicursal C fica associada uma permutacao do conjunto S. Com isso, vamos
dizer que um caminho unicursal C é par se o sinal da permutacao associada a ele é
par, e que um caminho unicursal C é impar se o sinal da permutacao associada a ele é
impar. Ademais, sendo I' um grafo orientado e p e ¢ vértices em I', vamos chamar de
n1(p, q) e na(p, q) os nimeros de caminhos unicursais pares e impares, respectivamente,

de p para q.

Exemplo 2.13 Seja I' o grafo orientado representado na Figura 2.1. Temos que E =
{e1,ea,e3,eq,e5} e V = {p,q,r,s}. Além disso, i(e1) = s e f(e1) = p, i(es) = p e
f(e2) = 7, iles) = p e fles) = g, iles) = q ¢ fles) = s, iles) = 7 ¢ fles) = g
Observe que existem em I' exatamente dois caminhos unicursais de p para q, a saber,
C1 = (eg,€5,64,€1,€3) € Co = (e3,e4,€1,€2,6e5). Associados aos caminhos C; e Cy estao
as permutagoes pares oc, = (12534) = (14)(13)(15)(12) e o¢, = (13)(24). Portanto,

sao pares 0s dois unicos caminhos unicursais de p para q em I'.

Figura 2.1: Desenho do grafo do Exemplo 2.1

Proposicao 2.14 Sejam p e q vértices em I e C um caminho unicursal ligando p e q,

entdo valem:
(a) T € conexo.

(b) Todos os outros vértices em I diferentes de p e q tem fluzo igual a zero(0).
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(c) Sep=q, entio fluro(p) =0.

(d) Se p# q, entao fluzo(p) = +1 e fluro(q) = —1.

Demonstracgao.

(a) Suponha que o grafo I" ndo é conexo, entdo para algum par de vértices, digamos
p1, ¢1 em ', nao existe um caminho orientado ligando p; e ¢;, implicando que nao pode
haver nenhum caminho orientado C conectando todos os vértices de I" e que cada aresta
de [I' apareca um unica vez em C. Noutras palavras, sob estas condi¢oes nao pode
existir nenhum caminho unicursal em I'. Portanto, para que em I' haja um caminho
unicursal, I' deve ser necessariamente conexo.

(b) Sejam (eq, eg, ..., €;) um caminho unicursal de p para ¢ em I' e p; um vértice tal que
p; #pep; #q. Comoi(e 1) = f(e;) parat =1,2,...,k — 1, ent@o para cada aresta
que sai de p; outra chega em p;. Logo, s(p;) = t(p;), resultando que fluxo(p;) = 0.
(c) Seja (eq, e, ..., e;) um caminho unicursal de p para ¢ em I'. Como p = ¢, segue que
para cada aresta que sai de p, outra chega em p, implicando que s(p) = t(p). Logo,
fluzo(p) = 0.

(d) Seja (ey,es,...,ex) um caminho unicursal de p para ¢ em I Como p # ¢ e
i(e;) = p, e para cada aresta intermediaria que sai de p outra chega em p, segue
que o nimero de arestas que saem do vértice p, excede em um o ntmero de arestas
que chegam em p, ou seja, s(p) = [{e € E | i(e) = p}| tem uma aresta a mais do que
t(p) = |{e € E | f(e) = p}|, resultando que fluxo(p) = +1. Por outro lado, como
f(ex) = q e p # q, e para cada aresta intermediaria que chega em ¢ outra sai de ¢,
segue que o nimero de arestas que chegam no vértice ¢ excede em um o nimero de
arestas que saem de ¢, ou seja, t(q) = |[{e € E | f(e) = ¢q}| tem uma aresta a mais do

que s(q) = |{e € E | i(e) = q}|, resultando que fluzo(q) = —1.

Teorema 2.15 Seja I' um grafo orientado tal que |E| > 2|V|]. Se p e q sao vértices
em I, entao ni(p, q) = na(p, q).

Demonstragao. Vamos fazer algumas redugoes iniciais.
(1) Suponha que o teorema ¢é valido para |E| = 2|V/|. Afirmamos que o teorema também

vale se I' ¢ um grafo com |E| > 2|V|. De fato, se |E| > 2|V, tomemos k = |E|—2|V| e
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modifiquemos o grafo I', introduzindo k£ novos vértices e k novas arestas. Agora temos

um novo grafo orientado I, representado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Desenho de parte do grafo IV da primeira reducao

O novo grafo I" tem a seguinte configuracio: E' = E U {ey,...,ex} e
V' = VU{p1,..,px}. Assim, em I temos que |E'| = |E| +k e |V'| = |V| + k.
Mas| 7| = | E| + (|E| - 2|V]) = 2| = 2[V| = 2(E| - V]) e |V'| = V| + | E| - 2|V] =
(|E| —|V]). Logo, |E'| = 2|V'|. Desta ultima igualdade temos que o teorema ¢é valido
para I. Mostremos que o teorema também vale para I'. De fato, sendo C um caminho
unicursal em I' com inicio em p e final em ¢, temos que ejes...e,C é um caminho
unicursal em IV com inicio em p; e final ¢. Dessa forma, a aplicacao C — ejes...e C €
bijetora e preserva a paridade dos caminhos. Desde que o resultado vale para o grafo
I, também vale para I.
(2) Suponha que o teorema ¢ valido para o grafo I' com |E| = 2|V| e que fluzo(z) =0
para todo x € V. Mostremos que o teorema é valido no caso geral. Suponha que
nem todo vértice em I' tem fluxo zero e que existe caminho unicursal em I'. Entao
este caminho deve comecar em p e terminar em ¢, com p # q. Pela Proposigao 2.14,
temos que fluro(p) =1 e fluro(q) = —1. Agora, defina um novo grafo orientado I",

adicionando duas arestas €} e e, e um vértice v, representado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Desenho de parte do grafo I'' da segunda reducao

O novo grafo I tem a seguinte configuracio £’ = EU {e),e4} e V' =V U {v}.
Desse modo, |E'| = |E|+2e |V'| = |V|+1. Mas, |E'| = 2|V’'| — 2|V| + | E|. Desde que
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|E| = 2|V, concluimos que |E’| = 2|V’|. Sendo C um caminho unicursal de p para ¢
em I', entao €]Ce,, é um caminho unicursal de v para v em I”. Temos que a aplicacao
C — €|Cé), é bijetora e preserva a paridade. Como o resultado é vélido para I, pois
|E'| = 2|V|, segue que também vale para o grafo I'. Ademais, observe que todo vértice
tem fluxo zero em I".

Pelo que fizemos nas reducoes acima, podemos provar o teorema para um grafo
orientado I', sob as seguintes hipoteses: |E| = 2|V| e fluzo () = 0 para todo vértice
x em I'. Assim, pela Proposicao 2.14, podemos dizer que todo caminho unicursal em I"
comeca e termina num mesmo vértice. Para demonstrar o teorema vamos considerar
trés casos.

Caso 1. Suponha que o grafo orientado I' tem a configuracao representada na Figura

2.4.

Figura 2.4: Desenho de parte do grafo I' do Caso 1

Se p = b, observe que qualquer caminho unicursal (com extremos iguais a p)
comega ou termina em es, ou seja, com a notagao usada escrevemos esC ou Ces, respec-
tivamente. Quando ey é aresta inicial (respec. final), passe a vé-la como aresta final
(respec. inicial) e temos uma correspondéncia biunivoca entre os caminhos unicursais
pares e impares. Se p # b, modifique o grafo I' substituindo as arestas eq, es, e3 pela
aresta e e retirando o vértice b, para formar um novo grafo I'' representado na Figura

2.5.

¢ o
s N

v

Figura 2.5: Desenho de parte do grafo [" do Caso 1
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O grafo I tem a seguinte configuragao: E' = (E—{ey,eq,e3})U{e} e V' =V —{b}.
Observe que um caminho unicursal em I, € um caminho unicursal em I', substituindo
ejeses por e. Note também que em I, temos |E'| = |E| — 1 arestas e |V'| = |V| — 2
vértices. Através de um calculo analogo ao feito em (2), obtemos que |E'| = 2|V’|,
ou seja, o grafo I satisfaz as hipoteses. Seja um caminho unicursal Ciejese3Cy em I
com base p, entao C;eCy € um caminho unicursal em IV com base p. Ademais, existe
uma correspondéncia biunivoca entre os caminhos unicursais Ciejese3Co —> CreCa,
preservando a paridade. Desde que I satisfaz as hipoteses e tem menos vértices do
que I', concluimos por inducao que o teorema vale para o grafo I'.

Caso 2. Suponha que o grafo orientado I' possui um vértice de ordem 2.
Como |E| > |V, segue que nem todo vértice em I' tem ordem 2. Entéo temos duas

possibilidades para o grafo I', representadas na Figura 2.6.

VA A
b e
o e: €k

(0 (1)

Figura 2.6: Desenhos de partes das duas possibilidades do grafo I' do Caso 2

Consideremos primeiramente os caminhos unicursais com base p # a, b. Para cada
1 =1,2,..., k, defina um novo grafo I';, com as transformacoes representadas na Figura
2.7. Observe que se tivermos a possibilidade (II), teremos ¢ = a no grafo I';.

Os caminhos unicursais em [I' com base p e que contém e;e, estao
em correspondéncia biunivoca (preservando a paridade) com os caminhos unicursais
em ['; com base p. Desde que o teorema vale para o grafo I';, pois este satisfaz as
hipoteses e se enquadra no caso anterior (para o qual o teorema é valido), e existe uma
correspondéncia biunivoca preservando a paridade, segue que o teorema também vale
para o grafo T'.

Vamos agora considerar os caminhos unicursais com base p = a ou

p = b. Consideremos a possibilidade (II) e suponhamos primeiramente que ordem(c) =
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e

Figura 2.7: Desenho de parte do grafo I';

2 e denotemos por €’ a aresta que sai de c. A aplicagao ¢’Cee’ — €'¢”’Ce é uma
correspondéncia biunivoca que muda a paridade entre os caminhos unicursais de I’
com base c e b. Desde que ja vimos que o resultado vale para ¢, deve valer também
para b.

Observe agora que e¢'C — €'Ce é uma correspondéncia biunivoca (mudando
paridade) entre os caminhos unicursais com base b e os caminhos unicursais com base
a comegando com e. Para os caminhos unicursais com base a que nao comegam com
e, usamos os grafos [';.

Suponha agora que ordem(c) > 2, entao I' tem a configuragao representada na

Figura 2.8.

v

/a b

Figura 2.8: Desenho de parte do grafo I' do Caso 2

Para cada i = 1, ..., k, defina um novo grafo I'; com as transformacgoes represen-

tadas na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Desenho de parte do grafo I'; do Caso 2

Temos uma correspondéncia biunivoca preservando a paridade, entre os caminhos
unicursais com base a em I' que contém €’e; e 0os caminhos unicursais com base a em T;.
Desde que o teorema ¢é valido para I';, também vale para os caminhos unicursais com
base a em I'. Desde que o teorema vale em I' para caminhos unicursais com base a e
que nao tém inicio em e, deve valer também para os caminhos com base a e com inicio
em e. Observe que os caminhos unicursais com base b em I' estao em correspondéncia
biunivoca com os caminhos unicursais de I' com base a e comecando com e. Esta
correspondéncia é dada por €'/Ce — ee/C e muda a paridade. Logo, o resultado vale
para os caminhos unicursais com base b em I'.

Na possibilidade (II), defina um novo grafo I'" obtido de I' eliminando-se as arestas
e, €' e o vértice b. Por inducdo, temos que o teorema é valido para o grafo IV. Observe
que sendo €’Ce um caminho unicursal em I" com base b e C um caminho unicursal em I
com base a, temos que a correspondéncia ¢/Ce — C é biunivoca e preserva a paridade.
Por outro lado, sendo ee¢/C um caminho unicursal em I' com base a, com inicio em
e, temos que a correspondéncia ee’C — C é biunivoca (e preserva a paridade). Os
caminhos unicursais em I' que ndo comecam em e, devem conter e;ee’ para algum
1 =1,2,...,k. Entao pelo grafo I';, onde o teorema vale, podemos concluir que em I', o
ntmero de caminhos unicursais pares ¢ igual ao niimero de caminhos unicursal impares
para algum 7 fixado.

Caso 3. Suponha que o Caso 1 e o Caso 2 nao se aplicam ao grafo orientado
I'. Entao I" ndo possui vértice de ordem 2. Disto segue que ordem(v) > 4 para todo
vértice v em I'. Mas, Y .\ ordem(v) = 2|E| = 2(2|V]) = 4|V| e dai devemos ter

que todo vértice em I' tem ordem exatamente igual a 4. Portanto, o grafo I' tem a
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configuragao representada na Figura 2.10.

€3 €7
(] (<] €s
P = >
b
e 4€s

Figura 2.10: Desenho de parte do grafo I' do Caso 3

Para i = 1,2, considere o grafo orientado I'; representado na Figura 2.11.

€3

Figura 2.11: Desenho de parte do grafo I'; do Caso 3

Se i’ =2 ei =1, entao o grafo ['; tem a configuracao da Figura 2.12.

Se i’ =1 ei=2, entdao o grafo I's tem a configuracao da Figura 2.13.

Como no Caso 2, todo caminho unicursal em I' gera um caminho unicursal em
I'y ou em I'y, embora nem todo caminho unicursal em I'y ou em I'y seja proveniente
de algum caminho unicursal de I'. Por exemplo, os caminhos unicursais que contém
ereg ou erer no grafo I'y e os caminhos unicursais que contém eseg ou ese; no grafo
I’y (sem passar por e4 imediatamente por e; ou ep). Observe que tanto um quanto o
outro contém os subcaminhos eseseq ou eseqger. Logo, esses caminhos em Iy e I'y, que
nao sao unicursais em I, sao unicursais nos grafos F;-, para j = 6,7, representados na
Figura 2.14.

Se j' =T e j =6, entao o grafo I'y tem a configuracao da Figura 2.15.

Se j' =6 e j =7, entao o grafo I';, tem a configuracdo da Figura 2.16.
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Figura 2.12: Desenho de parte do grafo I'; do Caso 3

Figura 2.15: Desenho do grafo [, do Caso 3
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Figura 2.16: Desenho do grafo I'j do Caso 3

Observe que os caminhos unicursais sobre I'; e I'y, ou sao unicursais em I', ou
sao unicursais em [y e I'7, preservando a paridade. Como o teorema vale pelo Caso

2 paraI'; e I'y e vale pelo Caso 1 para I'y e I'7, segue que também vale para o grafo I'. 4

Teorema 2.16 (Amitsur-Levitzki) O polinomio standard Sty, € uma identidade

polinomial para a dlgebra das matrizes M, (K).

Demonstragao. Desde que Sty, é um polindmio multilinear, é suficiente provar que
Sta, se anula nos elementos de uma base da algebra M, (K). Entdo consideremos as
matrizes unitarias e;;, as quais formam uma base para M, (K). Tomemos (ai, ag, ..., az,)
uma sequéncia 2n-upla qualquer de matrizes unitarias e defina um grafo orientado I'
com n vértices pi, pa, ..., P, € UmMa aresta e; para cada matriz unitaria a;. Além disso, no
grafo orientado I', se a; = ej, entdo i(e;) = pj e f(e;) = pr. Observe que no grafo I' se
verifica a igualdade |E| = 2|V|. Temos que um produto ay(1)ds(2)...Go(2n) ¢ Uma matriz
unitaria e;; nao nula se, e somente se, a sequéncia de arestas €51, €x(2), -+, €o(2n) forma
um caminho unicursal de p; para p; no grafo I Em Sty, (a1, as, ..., az,) o produto
Uo(1)0o(2)---0o(2n) aparece com o sinal da permutacao o. Fixados 4,j € {1,2,...,n},
segue do Teorema 2.15 que o nimero de permutacoes pares o ¢ igual ao ntimero de
permutagoes impares o tais que q(1)0y(2)---Ao(2n) = €ij- Segue entao que os termos da
soma Zaesgn(_1)0%(1)“0(2)'“%(2”) nos quais aparece e;; se anulam dois a dois. Logo,

Stgn(al, ag, ..., agn) = 0 ’



Capitulo 3

Identidades multilineares da algebra
das matrizes M, (K)

Uma maneira didatica de fazer uma abordagem sobre as identidades polinomiais
da algebra M, (K), sobre um corpo K de caracteristica zero, é dividi-las em trés casos.
Primeiro, as identidades multilineares de grau menor do que 2n — 1. Neste caso,
temos somente a identidade nula. Segundo, as identidades multilineares de grau 2n,
as quais sao miltiplas escalares do polindémio standard Sts,. Terceiro, as identidades
multilineares de grau maior ou igual a 2n+1. Neste capitulo abordaremos as identidades
multilineares de grau 2n+1. Nesse sentido, nossos objetivos aqui consistirao em provar,
paran > 2, que o espago vetorial das identidades multilineares de M, (K) de grau 2n+1,
denotado por V5,1, é gerado pelas identidades multilineares que seguem do polinémio
standard St,,.1 e encontrar uma base para V5, 1.

Antes, porém, de partirmos para a construcao da prova, é importante chamar
atencao para uma pergunta natural, mas recorrente. E as identidades multilineares de
M, (K) de grau 2n+ 2 7 Esta pergunta foi respondida por Drensky e Azniv Kasparian
[5], em 1983, para o caso n = 3. Eles provaram que as identidades multilineares de grau
8 = 2.3+ 2 de M3(K), sobre o corpo K de caracteristica zero, seguem do polinémio
standard Stg.

Em todo este capitulo, K denotara um corpo de caracteristica zero.
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3.1 Sequéncia rigida

Sejam ay, ..., a; matrizes em M, (K) e seja u = (aq,...,ar) uma sequéncia.
Definimos o comprimento da sequéncia u, denotado por [(u), como sendo o nimero
k. Definimos também o valor da sequéncia u, denotado por v(u), como sendo o
produto das k matrizes, ou seja, v(u) = ajas...ax. Dizemos que u é n-simples se toda
a; ¢ alguma matriz unitaria e;; e o conjunto de indices dessas matrizes unitérias contém
no maximo n numeros distintos. Vamos dizer que uma sequéncia u é anti-anulacao

se v(u) é uma matriz nao nula.

Exemplo 3.1 Considere a sequéncia u = (€11, €12, €22, €93, €33). Temos que o compri-
mento € [(u) =2.3—1=15 e o valor de u é v(u) = ej1e10€99€93€33 = e13. Além disso,

a sequéncia u € 3-simples e anti-anulagao, pois v(u) € uma matriz nao nula.

Definicao 3.2 Seja u uma sequéncia anti-anulagao n-simples. Dizemos que u € n-
rigida se nenhuma sequéncia obtida de u por permutacao nao trivial assume o mesmo

valor de wu.

Exemplo 3.3 As sequéncias u = (e11, €12, €92, €23, €33) € ug = (€12, €23, €33, €32, €21) SGO
ambas 3-rigidas. Realmente, tanto a sequéncia u, quanto a sequéncia ug sao 3-simples
e anti-anulag¢ao, pois v(u) = ey3 e v(ug) = e11. Ademais, a permutagao identidade é a

unica que preserva os valores de u e ug.

Seja w uma sequéncia anti-anulacao n-simples. Entao u tem a forma
U = (€iyiy, Cinigs Cigiar -+ Cipipsy )> ONde {71,149, ..., 7441} Possui, no maximo, n elementos
distintos. Vamos definir a sequéncia derivada de u, denotada por u’, como sendo a
sequéncia de ntimeros v’ = (i, ig, i3, ..., ix+1). Observe que toda u' = (iy, iz, 13, ..., igr1)
tal que o conjunto {iy, is, i3, ..., ig+1 } tem no maximo n, define uma sequéncia n-simples
u tal que I(v') = l(u) + 1. A sequéncia v’ derivada de u é dita n-rigida se u é n-rigida.

Sejam u uma sequéncia anti-anulac¢ao n-simples e v’ = (iq, is, ..., i;41) & sequéncia
derivada de u. Se r é um ntimero tal que r = i, para algum 1 < p < k41, vamos dizer
que 7 ocorre em u' na posicao p. Vamos dizer que r é externo em u' quando p =1

ou p =k + 1. Caso contrario, dizemos que r é interno em u/'.

Teorema 3.4 Sejam u uma sequéncia anti-anulagao n-simples com comprimento
l(u) =2n —1 e u' a sequéncia derivada de u. Entdo u € n-rigida se, e somente se,

valem as sequintes condigoes:
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(i) Todo nimero r que ocorre em u', ocorre exatamente duas vezes.

(1i) Se p1(r) denota a posicao da primeira ocorréncia de r e ps(r) denota a posi¢cao
da sequnda ocorréncia de v em u', entdo a relagao pi(r) < pi(s) < pa(r) < p2(s)

nao vale para nenhum par de nimeros r e s.

Demonstragao. Suponha que u é uma sequéncia n-rigida. Mostremos que todo
nimero r que ocorre na sequéncia derivada u’, ocorre exatamente duas vezes. Supondo,
por contradi¢ao, que isto nao vale, desde que [(v') =l(u)+1 = (2n—1)+1 = 2n e que
no méaximo n numeros distintos aparecem em u’, deve existir r que aparece ao menos
trés vezes em u'. A sequéncia original u pode entao ser decomposta em quatro blocos,
u = (ur, uz, us, ug), tais que l(u1),l(ug) > 0, (uz),l(uz) > 1 e v(uz) = v(uz) = ey
Como os blocos us e uz tém o mesmo valor, entao podem ser transpostos na sequéncia
original u sem afetar o valor de u, o que é uma contradigao, pois a identidade é a tinica
permutagao que preserva o valor da sequéncia u. Logo, r ocorre exatamente duas
vezes em u’. Agora, vamos supor por contradi¢do que existem r e s tais que a relacao
p1(r) < p1(s) < pa(r) < pao(s) vale, ou seja, r e s ocorrem em v’ na seguinte ordem
(cey Ty ey Sy ey Ty oy S, ...). Entdo a sequéncia u pode ser decomposta em cinco blocos u =
(w1, u2, us, us, us), tal que l(ur), l(us) = 0, {(u2), l(us), l(us) = 1 € v(uz) = v(ua) = ey
Desde que os blocos us € uy tém o mesmo valor, entdo podem ser transpostos em u’
sem afetar o valor de /. Novamente, chegamos a uma contradicao.

Suponha que uma sequéncia u satisfaz as condigoes (i) e (ii). Mostremos que
nessas condigoes u é n-rigida. Vamos proceder por indugao em n. Se n = 1 temos o caso
trivial. Se n = 2, ent@o s@o duas possibilidades para a sequéncia derivada u' satisfazer
as condigoes (i) e (i), a saber, (1,2,2,1) e (1, 1,2,2) que sao derivadas das sequéncias
2-rigidas com as seguintes configuragoes (ej2, €22, €21) € (€11, €12, €22), respectivamente.
Se n > 3, existe r cuja segunda ocorréncia em u' sucede imediatamente a primeira
e ambas sao internas. Para ver isso, escolha um ntmero r ocorrendo em u' somente
internamente, o que é possivel pois n > 3. Pela condi¢ao (i) pelo menos trés nimeros
distintos devem ocorrer em u', pois cada nimero ocorre exatamente duas vezes. Se
tivermos pa(r) = p1(r) + 1, entdo estd feito. Caso contrario, sejam $i,...,s; 08
nimeros que ocorrem entre as posigoes pi(r) e po(r). Pela condi¢do (i),

devemos ter pi(r) < pi(s;) < pa(s;) < po(r) para qualquer j = 1,2,....t. Assim,
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pi(r) < pi(s1) < pi(s2) < ... < pisy) < pa(r) e dai pi(r) < pi(s) < pa(s) < pa(r),
e pela condigao (7i), ndo pode haver nada entre pi(s;) e pa(s;). Assim, escolha r tal
que p2(r) = p1(r) + 1 e observe que o numero 7 ocorre na sequéncia original « no
interior de um bloco com forma e, €., €, € em nenhum outro lugar. Considere a
sequéncia ug, obtida de u substituindo o bloco ey, €., e, pelo termo ey, (observe que
el = epemer). Temos que wuy é uma sequéncia (n — 1)-simples (observe que r
nao ocorre na sequéncia ug) cujo comprimento é l(ug) = 2(n — 1) — 1 e satisfaz (i) e
(77). Por hipotese de indugao, a sequéncia ug ¢ (n — 1)-rigida, donde concluimos que u

é n-rigida. ¢

Teorema 3.5 Sejam ry, ..., numeros distintos, com k < n, e para cada r; considere
um par p1(r;), p2(r;) € {1, ...,2n} tais que todos os p;(r;) sao distintos e py(r;) < p2(r;).
Para que exista uma sequéncia n-rigida u de comprimento l(u) = 2n — 1, onde os
nimeros p1(r;), p2(r;) sao as posigoes de ocorréncia der; em ', € necessdrio e suficiente

que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
(a) O nimero ps(r;) — p1(ri) € impar para i =1,..., k.

(b) A relagao pi(r;) < pi(r;) < p2(ri) < p2(r;) ndo € satisfeita para nenhum

pari e j.

Demonstragao. Provemos a condicao necessaria. Para isso, suponha que existe uma
tal sequéncia n-rigida u de comprimento l(u) = 2n — 1 e usemos as condigoes do
Teorema 3.4. Fixe ¢ € {1,2,...,k}. Dado r € {ry,re,...,7c} — {r;} qualquer, temos
p1(ri) < pi(r) < pa(r) < pao(r;) ou pi(r) e po(r) ambos fora do intervalo pi(r;) a
p2(r;). Assim, o namero po(r;) — p1(r;) — 1 de posi¢oes entre as duas ocorréncias de r;
é par, resultando que po(r;) — p1(r;) € um nimero impar para i = 1,..., k. Isto prova
a necessidade da condigdo (a). A necessidade de (b) é imediata da condigao (i7) do
Teorema 3.4.

Provemos a condigao suficiente. Para isso, vamos supor por conveniéncia que

{ri,...re} ={1,...,k} e escreva

A={p(r) | r=1,...k j=12}

Vamos chamar os ntimeros 1, ..., 2n de posicoes e vamos dizer que uma posicao estd

ocupada (respec. estd vaga) em v, se tal posigao pertence (respec. nao pertence)
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a A. O nosso objetivo é preencher as posi¢oes vagas para obter uma sequéncia n-rigida
u'. Isto concluird a demonstragao, pois a sequéncia u’ derivada de u é n-rigida se, e
somente se, a sequéncia u é n-rigida.

Se todas as posi¢oes pertencem A (ou seja, n = k), entdo a sequéncia u’ definida
pelas posicoes p;(r) satisfaz as condigoes (i) e (i¢) do Teorema 3.4, e chegamos que u’
é n-rigida. Suponha agora que alguma posi¢do nao pertence a A (ou seja, k < n) e
observe que os numeros de posi¢oes vagas e ocupadas entre pi(r) e po(r) sdo sempre
nimeros pares, para que seja par o namero total de posi¢oes entre pi(r) e pa(r). De
fato, se fosse impar o numero total de posi¢oes entre pi(r) e pa(r), entdo a condigao
(a) ndo seria satisfeita, pois pa(r) — p1(r) seria um ntmero par. Também nao valeria
a condi¢ao (b), pois existiria algum r; tal que pi(r;) < p1(r) < pa2(r;) < p2(r) ou
p1(r) < pi(ri) < pa(r) < pa(rs).

Vamos comecar a construir a sequéncia v’ supondo que existem duas posicoes
vagas, relativas a nao ocorréncia de k+1 em u'. Nesse sentido, defina a posigao py (k+1)
como sendo a primeira posi¢do que nao pertence a A. Se a posi¢ao p;(k + 1) + 1 nao
estd ocupada, tome py(k + 1) = p1(k + 1) + 1. Por outro lado, supondo que a posigao

p1(k + 1) 4+ 1 esta ocupada, existe uma sequéncia sy, ..., s¢, com 1 <'s; < k tal que

(1) pi(s1) = pi(k+1) + 1.
(2) p1(si) = pa(si—1) + 1 parai =2, .. t.
(3) p2(st) + 1 é vaga.

De fato, como a posigao p;(k+1)+1 esta ocupada, devemos ter pi(k+1)+1 = p;(s1)
para algum 1 < s; < k. Observe que 7 nao pode ser 2, pois isto implicaria que entre
p1(s1) e pa(s1), terifamos somente uma posigao vaga (ou seja, a posigao pi(k + 1)) e
dai pa(s1) — p1(s1) seria um nimero par, o que é uma contradigdo com a condigao (a).
Logo j =1 edai p1(s1) = p1(k+ 1) + 1. Isto prova a afirmacao (1).

Se a posigao pa(s1)+1 ndo esta ocupada, entao a afirmagao (3) é provada com t =
1. Suponha que a posigao ps(s1)+1 esté ocupada. Entao temos que p;(s2) = pa(s1)+1
para algum 1 < s, < k. Novamente, 7 nao pode ser 2. Realmente, suponha j =2

e considere pi(se). Entdo temos duas possibilidade para pi(sg). A primeira é

pi(s2) esta entre pi(s1) e pa(s1), e dai teremos pi(s1) < pi(s2) < pa(s1) < pa(s2).
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Mas isso nao pode acontecer pela condigao (b) do Teorema. A segunda ¢ p;(s2) ocupar

uma posigao anterior a p;(k + 1) e assim teriamos

e P1(82), ooy p1(K A+ 1), p1(81); -5 p2(51), p2(82)5 -

Como o numero de posigoes entre pi(s1) e po(s1) é par, e considerando a posi¢ao
p1(k + 1), teriamos que o nimero total de posigoes entre p1(s2) € pa(s2) seria impar, o
que nao pode acontecer. Assim, p;(sy) = p2(s1) + 1 e a condicdo (2) esta provada para
i = 2. Continuando com este procedimento, devemos chegar que ps(s;) = 2n ou que
p2(sy) + 1 é vaga para algum 1 < s; < k. Mas, a possibilidade ps(s;) = 2n nao pode
acontecer. De fato, supondo pa(s;) = 2n e denotando por nv; o nimero de posigoes
vagas entre pi(s;) e pa(s;) para 1 <i < t, temos que o nimero total de posi¢oes vagas
é exatamente 1 4+ nv; + nvy + ... + nvy, observando que pi(k + 1) = pi(s1) — 1 é a
primeira posi¢ao vaga. Por outro lado, sabemos que o ntimero total de posi¢oes vagas é
2n — 2k, o que nos da uma contradigao, pois nv; é par, para 1 < i < t. Assim, podemos
concluir que py(s;) + 1 é vaga, provando com isso a afirmacgao (3). Com isso, vamos
definir po(k + 1) = pa(s:) + 1.

Neste momento a sequéncia u’ estad parcialmente preenchida e tem a seguinte

forma: u' = (..., k 4+ 1,51, ..., S1, 82, vy S2y ooy St, o, Sty B+ 1, ...). Seja agora
A={p;(r) | r=1,..,k+1, j=12}

o conjunto de posi¢oes ocupadas, incluindo p;(k + 1) e po(k + 1). Afirmamos que com
essa configuragdo, A satisfaz as condi¢des (a) e (b) do Teorema. Realmente, se a
posi¢ao p1(k + 1) + 1 ndo estd ocupada, entdo tomemos po(k + 1) = p1(k+ 1) + 1. Se
a posigao pi(k + 1) + 1 esta ocupada, as posi¢oes entre pi(k + 1) e pa(k + 1) sdo

P1(81), ey p2(51), P1(S2), ooy P2(S2) 5 wovy P1(St)4 ooy P2(S2)-

Como é par o ntmero de posigoes entre p;(s;) e pa(s;), com i = 1,2, ..., ¢, segue que
também é par o ntmero de posigoes entre p;(k + 1) e po(k + 1), significando que
p2(k +1) — pi(k+1) é& impar. Isto prova a condigdo (a) para k + 1. Para
1 <r <k, a condigao (a) é preservada. Para provar a condigao (b), suponha que
p1(k +1) < pi(r) < po(k + 1), para algum 1 < r < k. Pela construgao de p;(k + 1),

temos que pi(s;) < p1(r) < pa(s;) para algum 1 < i < ¢t. Como a condi¢do (b)
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¢ valida em A, entdo nao podemos ter pi(s;) < p1(r) < pa(s;) < pao(r). Assim,

p1(si) < pi(r) < p2(r) < p2(si) e daf pi(s;) < pa(r) < pa(s;). Logo,
p1(k+1) < po(r) < pa(k+1).

Semelhantemente, supondo que pi(k + 1) < po(r) < p2(k + 1), podemos provar que
p1(k+1) < pi(r) < p2(k+1). Como a condigao (b) ¢ valida para A, entao vale também
em A. Logo, as condigdes (a) e (b) do teorema sdo validas em A.

Ademais, observe que no conjunto A o niimero de posicoes vagas em u’ é reduzido
em 2. Entao, induzindo sobre o ntimero de posigoes vagas, concluimos a demonstragao

do teorema. ¢

A seguir vamos apresentar um exemplo que ilustra a construcao realizada no

Teorema 3.5.

Exemplo 3.6 Seja v = (1,2,2,-,3,-,4,4,-,3,5,-,-,5,-,1). Vamos completar as
posicoes de u' para obter uma sequéncia 8-rigida. Observe que as posicoes ocupadas
(ou seja, os elementos do conjunto A definido na demonstra¢ao do Teorema 3.5) sao
pi(1) =1,p2(1) = 16; p1(2) =2,p2(2) = 3; p1(3) =5,p2(3) = 10; p1(4) =7, p2(4) =
8 p1(5) = 11,p2(5) = 14 e que as posi¢oes vagas sio 4,6,9,12,13 e 15. FEntao
procuremos py(5 + 1) e po(5 + 1), relativas a k = 5. Tomemos p1(5+ 1) = p1(6) = 4.
Como a posicao p1(5+ 1) + 1 esta ocupada em u', existem si, ..., s, com 1 < s; < 5,

tais que
(1) pi(s1) =p1(5+1) + 1.
(2) pi(si) = pa(si—1) + 1 parai=2,...,t.
(3) p2(si) + 1 € vaga.

Neste caso, temos quet = 2 e s1 = 3 e s5 = 5. Como pa(sy) + 1 estd vaga, tome
p2(5 + 1) = pa(sa) + 1, isto €, p2(6) = pa(5) + 1 = 14+ 1 = 15. Agora, vamos
procurar p1(6 + 1) e pa(6 + 1), relativas a k = 6. Recomegando o processo, tomemos
p1(6 + 1) = pi(7) = 6 e procedendo da mesma maneira do preenchimento anterior
para s; = 4, encontraremos que pa(6 + 1) = po(s1) + 1, isto €, pa(7) = 9. Por fim
encontremos p1(7+ 1) e po(7+ 1), relativas a k = 7. Neste ultimo caso, basta tomar
p1(7T+1) = p1(8) = 12 e dai que po(7T+ 1) = p2(8) = 13 pois p1(8) + 1 € vaga. Logo a

sequéncia completa tem a sequinte configuracao

u' =(1,2,2,6,3,7,4,4,7,3,5,8,8,5,6,1).
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Observe que se ao invés de po(5) = 14, tivéssemos po(5) = 13, entdo a sequéncia u’
nao seria rigida, pois po(5) — p1(5) = 13 =11 = 2 que é um nimero par, contradizendo

a condigao (a) do Teorema 3.5.

Corolario 3.7 Sejam 1 < 51 < 89 < ... < 8¢ < 2n — 1 numeros tais que s; — s;_1 > 1
para i = 2,..,t. Entdo existe uma sequéncia n-rigida u com comprimento l(u) =

2n — 1,onde as posicoes s; sao ocupados por tdempotentes para todo 1 <1 < t.

Demonstragao. Suponha 1 < rq,...,r; < n ntmeros distintos arbitrarios e defina uma
sequéncia u' = (iy, g, ..., 19y ), onde is, = Q5,41 = T1, ..., s, = G541 = 7. Pelo Teorema
3.5, esta definicao parcial de u' pode ser completada rigidamente e a sequéncia u

definida por v’ satisfaz todos os requisitos. ¢

Definicao 3.8 Seja u uma sequéncia anti-anulagao n-simples. Dizemos que u € n-
semi-rigida se eliminando um certo nimero de elementos idempotentes, obtemos uma

sequéncia n-rigida de comprimento l(u) = 2n — 1.

Exemplo 3.9 Considere a sequéncia 2-simples u = (€12, €29, €92, €91, €11). Eliminando
0s idempotentes es (apenas um) e ey em u, obtemos a sequéncia uy = (€12, €22, €21)

que € 2-rigida de comprimento l(ug) = 2.2 — 1 = 3, ou seja, u € 2-semi-rigida.

As sequéncias semi-rigidas tém uma grande importancia para a determinacao das
permutagoes que preservam o valor original de uma sequéncia. De fato, sejam u uma
sequéncia semi-rigida e ug uma sequéncia de comprimento [(ug) = 2n—1 obtida quando

eliminamos um certo nimero de idempotentes em u. Suponha que a permutacgao

a; ... Qg
Qi ... Qg
preserva o valor original da sequéncia u. Entao ignorando os idempotentes de u, a
permutacao ¢ induz uma permutacao que preserva o valor de ug, a qual deve ser a
identidade, desde que ug € rigida (pois a identidade é a tinica permutacao que preserva

o valor de uma sequéncia rigida). Analisando isto, observamos que a ac¢do da o sobre
u pode importar somente em permutar algum idempotente e;; extra.
Exemplo 3.10 Considere uma sequéncia n-semi-rigida ug de comprimento l(ug) =

2n, onde ug € obtida de uma sequéncia n-rigida u adicionando-se somente um idem-

potente e;;, ou seja, l(u) = 2n — 1. Desde que u tem exatamente um bloco com valor
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ey (correspondendo as duas ocorréncias do i na sequéncia v’ derivada de u), entiao é
somente uma permutacao nao trivial que preserva o valor original da sequéncia ug, ou
seja, a permutacao que permuta e; com o bloco de wvalor e;;. Ademais, o nimero de
permutagoes que preserva o valor original de uma sequéncia n-semi-rigida ug de com-
primento [(ug) = 2n + 1, incluindo a permuta¢ao identidade, € 4 ou 6, dependendo se

a sequéncia ug € obtida de w por acréscimo de dois idempotentes distintos ou 1guais.

3.2 Teorema principal: o caso perfeito

Seja Va,41 0 espago vetorial de todas identidades multilineares de M, (K) nas
variaveis xi, ..., a,41. Pelo Teorema de Amitsur- Levitzki o polinémio standard Sts, é
uma identidade polinomial para M, (K). Consequentemente, sao também identidades

polinomiais para M, (K) nas variaveis 1, ..., To,+1 08 seguintes polinoémios:
(bi = l’iSth(ﬂfl, vy L1, L1, ...,$2n+1>, 1= 1, ceey 2n + 1.

Q/}Z‘ == Stgn(xl, ces Lj—1, Ljy1, -'-7$2n+1)xi; 1= ]., ,271 + 1.
Xij = Stgn(fblj...,l‘i_l, ZL‘Z‘lL‘j, xi—i—la~-'7:Ej—17xj+1a-~-;x2n+1)7
,7=1,...2n+1, i #j,

os quais seguem do polinomio standard Sts, e pertencem ao espago vetorial Vo, .

Seja B o subespago vetorial de V3,1 gerado pelas identidades polinomiais ¢;, 1;
e Xij- Objetivamos mostrar que V5,41 = B, para n > 2, ou seja, que toda identidade
polinomial em V5,1 segue do polinémio standard St,,. Nesse sentido, ja sabemos que
B & um subespago vetorial de V5,1, implicando que B C V5, 1. Resta entao mostrar
a inclusao contraria, ou seja, V5,11 C B.

Antes de apresentar o proximo resultado, vamos relembrar os conceitos de ele-
mentos r-simétrico e r-perfeito. Um elemento v num S,,-moédulo V' é dito r-simétrico
se existem distintos iy, ji;...; 4, Jr € {1,...,n} tais que v é (iy ji)-simétrico para todo
k= 1,...r, com r € Ng. Se além disso, v é (p ¢)-anti-simétrico para quaisquer
1 <p < q<ntais que {p,q} N {i1, J1, .-, i, jr } = &, dizemos que v é r-perfeito.
Teorema 3.11 V5,1 € gerado por S, onde S € o conjunto de todas as identidades 1-

perfeitas de Va, 11, de todas as identidades 2-simétricas de Vo, 11 e o polindmio standard
Stoni1-
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Demonstragao. Pelo Teorema de Amitsur-Levitzki, o polinémio Sty, 11 € Va,11, pois

considerando

9251 = [Elstgn($27 T3y eeny $2n+1>

qbg = $25t2n($1,l’3, ~-'>$2n+1)

¢2n+1 - x2n+ISt2n('x17 X2y uey $2n)7

temos que Stop11 = ¢1 — P2+ P3 — Ps + ... + Pant1 (veja Exemplo 1.47). Disto também
segue que Sto, 11 € B, pois ¢1, ¢, @3, G4y ...y Poprr € B. Além disso, Va,11 é um
K S5, 1-mo6dulo e Wy definido no Teorema 1.49 é gerado por Sts,.1. Logo, pelo item
(b) do Teorema 1.49, temos que Vo1 = Wy + Wi + Uy, onde Wy é o subespaco de
Vani1 gerado pelos polinomios 1-perfeitos e Us é o subespago de Vs, 1 gerado pelos

polinémios 2-simétricos. ¢

De posse do Teorema 3.11, que acabamos de demonstrar, é suficiente mostrar
que o conjunto gerador S do espago V5,1 esta contido no subespago B, para termos a
prova da inclusao V5,1 C B. Desde que ja temos Sty, 1 € B, devemos nos preocupar
somente em provar que o conjunto de todos os polindmios 1-perfeitos de V5,1 e de
todos os polinémios 2-simétricos de V,,.1 estao contidos em B. Antes, porém, de
partirmos para esta prova, vamos apresentar um lema e um corolario que serao muito

lteis para nossa pretensao.

Lema 3.12 Sejam i,j,k,l nimeros distintos. Entao (k l)¢; = —¢y, (1 k)¢ =
(=D g, (k Dxi; = —xag» (0 k)Xij = —Xkj> (K D)xe; = (1" 7 xar e (1 4)xi; =
<_1)i_j+1in-

Demonstragao. Temos
(k l)¢i = (k Z)IiSth(%, vy L1y Tij 1y ooy The15 Lhes Lt 1y -++5 Li—1, Ly L41, -“71'271—1—1)

= —:L'iSth(:cl, ey L1y L1y ooy L1y Ly Tt 1y eeesy L]—1y Ly LPg1y oeny .I'2n+1) = _(bi’

pois Sty, € anti-simétrico. Logo, (k 1)¢; = —¢;.

Observando que

(0 k)i = (1 k)xiStan(T1, ooy Ti1, Tis1, ooy Tho1, Thoy Thot 1, s T2n41)
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:kath(iUl,...,l’i_1,$i+1,...,l’k_1, ZT; ,$k+1,...,$2n+1)
~—~

posigao k—1

= (—1)k_1_i5t2n(931, s T 1y By L1y ooy Loty Thp 1y -y Lopt1) = (_1)k_1_i¢k

eque (k—i)—1=(k—1)+1 (mod 2), podemos concluir a igualdade (i k)¢; =
(_1)k_i+1¢k'

Temos

(k’ Z)Xz] = (/{? Z)Stgn(llfl, oy L1y Tgljy L 1y wony Loy oeny LYy oeey Tj—1, Tj41, --~7$2n+1)

= —Stgn(ill‘l, ey i1, a:ixj, Lijd 1y ooy Lh—1y Ly Lht1y ooos L]—1, Lhy L]t1y +--5 x2n+1)
= —Xij»
pois Sty, € anti-simétrico. Logo, (k 1)xi; = —Xij-

Observe que
(Z k)XU = (Z k’)Sth(l’l, ey Ljge 1y Tgljy L 1y vovy Thom1y Loy Lhog-1y ovvy Lj—1y Tjgly oeey z?n—&-l)

= Ston (@1, ..., Ti_1, TETjy Tig1y ooy L1, Tiy Th1y ooy Lj—1, Tj41, oy Topt1)

= —Stgn(l’l, ooy Ljm13 Ly Ly ooy L1y LELjy Thg-1y vy Lj—15 Ljf15 -en) .’]72n+1) = —Xkj,
pois Sty, é anti-simétrico. Logo, (i k)xi; = —Xk;-
Temos

(k‘ ])XU = (]{7 j)Stzn(xl, ceey l’i_l,fﬂiiﬁj, Lit1, "-71:]'—1737]'-&—17 ey =1y Ly Lht-1y -y x2n+1)

:5t2n($1,--->$i—1,$i$k,ﬂfi+1,---793j—1,95j+1,~-->£13k—1> Zj s Thtls s T2ng1)
~—

posicao k—1

— k—j+1
- (_1> J St?n(xla"‘in—lvxixkaxi—‘rb"'7'rj—17xj7$j+17"'7'rk—17xk+17"'7x2n+1)
— k—j+1
= (=" Xik-
; _ k—j+1
Logo, (k j)xi; = (=1)"7" Xik-
Por fim, temos

(i j)Xz‘j = (Z ])Stzn(ﬂih ey L1, Ty Ljg 1y ooy Tje1y g1y ey x2n+1)

:St2n(901,-~-,$i—1, T ,$¢+17-~-,$j—1,13j+17---7$2n+1)
~

posicao ¢
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(_1)i—j+1xﬂ

_ i—j+1
= (=1)"7T Ston (@1, oy Tim 1y Tig 1y oy Tjm1, TjTiy Tig 1y oo T2ng1)

edai (i j)xi; = (=1)"7Hxi. ¢

Corolario 3.13 Sejam 1, j, k,l numeros distintos. Entao:
(a) o =0, 2040 = ¢ — (—1)" "¢y
(b) orxi; = 0,  204Xi; = Xij — Xkj»  20kXe5 = Xij — (1) Ixin, 2035x5; =
Xij = (=1)" X
(c) onulxig — xi5) = xug— Xig» ol — (1)) = xa — (=D "\ e

ou(xm — (=) xw) = xm — (=D e, ou seja, estes polinémios sao (k 1)-

S1meétricos.

(d) orxi; = 0, 0u(Xri+x15) = 0, o (xie+(—1)"xa) = 0 € o (xm+(—1)""xu) = 0,
ou seja, estes sao (k 1)-anti-simétricos.

Demonstracao.

(a) Seja 0;; = 3(1+ (i 5)). Se (k )¢ = —¢;, entao (k 1)¢; + ¢; = 0 implicando que

(1+(k1))¢; = 0. Dai, 2(%(1—#(1{: 1)))o; = 0, disto segue que 204¢; = 0. Logo oy ¢; = 0.
Como 204.¢; = ¢; + (i k)py e (i k)gy = (=1)F""Hgy, temos 204.0; = ¢; +

(—1)k=H1g. Mas, (—1)F==1 = —(=1)¥% resultando que 20y = ¢; — (—1)""¢y.

(b) Seja oy = 1(1+ (k 1)). Aplicando y;; a ambos os lados da igualdade, obtemos

OkiXij = %(Xij + (/f Z)Xij)- Como (k l)Xij = —Xij» entao OkiXij = %(Xij - Xij) = 0.
Donde concluimos que oy;x;; = 0.

Observe que 205, xi; = Xij + (¢ k)xi;. Como (i k)xi; = —Xxj, Segue que 20;,Xi; =
Xij — Xkj-

Observando as igualdades 204x:; = xij + (k J)xi; € (k 7)xi; = (=17 xu,

F=itly,.. Logo, 2015Xij = Xij — (_1)k_sz‘k-

concluimos que 20y, x:; = Xij + (—1)
Por fim, temos que 20;;x;; = Xi; + (i j)xij- Como (i j)xij = (—1)"7 1y i, segue

que 203;xi; = Xij + (—1)"77F xgi, e daf 2055x55 = xi5 — (—1)" -

(c) Pelos itens (a) e (b), Xij — X5 = 20kXass Xa — (=1 'xin = 20mxa e

xut — (=1 e = 200 xk. Aplicando o a ambos os lados dessas igualdades e

usando o fato de que oy, é idempotente, obtemos oy (X — Xij) = 20k Xkj = Xkj — Xijs
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or(xa — (=1 i) = 200 xa = xa — (=1)* i e oulxm — (=) x) = 200X =
X — (—1)*'xu, respectivamente.

(d) Pelo item (b), ogxi; = 0. Além disso,

1
or(Xrs + X15) = §(ij + (k Dxrg + xij + (k Dxag)-

Pelo Lema 3.12, (k l)xx; = —xi; € (k D)xij = —Xx;, resultando que, og(xr; — Xij) =

(s — X5+ X15 — Xkj) = 0.

Temos que oy (Xar + (—1)xa) = 5((1+ (k 1) xar + (—1)""203x4). Novamente
pelo item (b), 20mxu = xa — (=1)*'xa e (k Dxa = (—1)"7%1xy, resultando que
o (xix + (=1)""xa) = 500k + (=1 xa + (=1 xa — xan) = 0.

Por fim, observe que oy(xm 4+ (—1)""xu) = 2((L+ (k 1) xw + (=1) 200 xu).
Pelo mesmo item (b), 20uxw = xie — (—1)* v e (K Dxw = (—=1)*Ixy. Portanto,

o (X + (=1 ) = S0 + (=) " xe + (=) (e — (=1)F'xa)) = 0. ¢

A partir de agora, iniciaremos o trabalho de provar que toda identidade polinomial
1-perfeita em V5, 1 pertence ao subespacgo vetorial B. Para isso, é suficiente considerar
apenas as identidades (1 2)-perfeitas.

Lema 3.14 O subespago B contém quatro identidades (1 2)-perfeitas linearmente in-

dependentes.
Demonstragao. Defina
P1 = Q1+ G2 = 115t9, (T2, T3, ..., Tont1) + T2Stan (21, T3, ..., Tont1)

o = Y1 + Yo = Ston (T2, T3, ..., Topt1)T1 + Ston (21, X3, ..., Topt1)To

P3 = X12 + X21 = Ston (2122, X3, ..., Tony1) + Ston (X221, T3, ..., Tont1)
2n—+1

Ps = Z (Xi1 + Xiz) = (x31 + x32) + (xa1 + xa2) + - + (X2n+11 + Xont1.2)-
i=3

Como o polindmio standard Sts, é (i j)-anti-simétrico para todo i # j, segue da
defini¢ao de ¢;, ¥y, xi; que as identidades pq, p2 € p3 sdo (1 2)-perfeitas e que py é (1 2)-
simétrica. Além disso, p, ¢ uma identidade (k [)-anti-simétrica para todo 2 < k < [,

pois
2n+1 2n+1 2n+1
oups =0 Y (i +Xi2) = > ouxa + Y ouxiz =0,
i=3 i—3

1=3
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pelo Corolario 3.13. Logo, ps é uma identidade (1 2)-perfeita. Suponha agora que
a1p1 + qopa + asps + aupy = 0,

com «; € K. Mostremos que os «; sao necessariamente nulos. Igualando a zero
os coeficientes dos monomios 1X9... Logpt1, L1X3XoT4... Topt1, X1XL3L4L2T5... Tapy1 €
T1T3%4... Topt1T2, Obtemos as seguintes equacoes a1 +a3 =0, —a1+ay, =0, atay =
0e —a; + as + ag = 0. Disto resulta que a7 = as = ag = a4 = 0. Portanto, as

identidades (1 2)-perfeitas pq, p2, ps € p4 sdo linearmente independentes. ¢

Seja f = f(x1, ..., Xont1) = Zaes%ﬂ QT o(1)---To(2nt1)- Dada uma permutacao

1 2 ... 2n+1

11 2 .. l2p41
em Sopq1, VAINOS €SCrever 0y = (lijiy..is,., Para denotar o coeficiente da permutagao
o. Além disso, para uma equagao particular envolvendo os coeficientes de f, vamos
escrever somente os indices que variam suas posigoes ao longo da equagao. Por exemplo
na equacgao (vosqs + (32145 + 12435 + 42315 = 0, 0s Indices 2 e 5 se repetem nas mesmas
posicoes em todos os coeficientes, entao escrevemos simplesmente aiqzq + aig14 + 43 +
ay3p = 0.
Lema 3.15 Se f(z1,x2,...,Ton41) = des%ﬂ AoTo()To(2)-Ta@nt1) € Vongy1 € uma
identidade (1 2)-perfeita, onde o0s mondémios x1Ty..Topy1, T1T3T2T4...Topi1,

T1T3T4ToX5... Loy 1 € T1T3L4...Ton1To 0COTTEM com coeficiente zero, entdo f € a iden-

tidade nula.

Demonstragao. Como estamos supondo que f é uma identidade (1 2)-perfeita, entao
fé (1 2)-simétrica e (i j)-anti-simétrica para 2 < i < j. Com isso, se algum monodmio
em f ocorre com coeficiente zero, o mesmo acontece com todos os monoémios obtidos por
transposigao de {1,2}, pois f é (1 2)-perfeita. Da mesma forma, todos os monémios
obtidos por transposigao de {3,...,2n + 1}, terdo também coeficientes zero, mesmo
f sendo (i j)-anti-simétrica para i,j € {3,...,2n + 1}. Portanto para provar que
todos os outros monomios em f tém coeficiente zero, podemos somente considerar as
possibilidades de posi¢oes das variaveis z; e 5 nos mondmios em f, ja que permutando

as variaveis xr; e xy o coeficiente do monoémio nao se altera. Para isso, vamos considerar
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alguns casos.
(a) Mondomios em f nos quais a varidvel xy sucede imediatamente a varidvel x, e que
ocorrem com coeficiente zero. Por hipotese, temos que aq93. 9,41 = 0. Provemos que

a3194..0n+1 = 0. Para isso, fagamos em f a substituicao pela sequéncia n-semi-rigida

T ) rs Ty Ty ...,

w: (enn) (en) en e ex

Eliminando-se os idempotentes (e1;) e (e11), obtemos uma sequéncia rigida de com-
primento 2n — 1 e com mesmo valor da sequéncia u. Avaliando a sequéncia u em f,
obtemos um polindémio da forma
n
flu) = Z tijeij
ij=1
onde t;; sao escalares em K e e;; sao matrizes unitarias. Desde que f ¢ uma iden-
tidade para M, (K), segue que t;; = 0 para todo i, j. Em particular, se v(u) = e,
entao t., = 0. Desde que foram eliminados dois idempotentes iguais em w, temos
que sao seis as permutacoes que preservam o valor da sequéncia u, as quais corre-
Spondem aos monodmios T1X2X3...Lo2p4+1, L2X1L3...Lo2n4+1, L1L3L2...Lon+1, L2L3L1..-L2n+1,

T3L1To...Topy1 € T3ToXy...Lonr1. Dal, temos que
trs = (0123 + @13) + (032 + @a31) + (312 + az21) = 0.

Mas f é (1 2)-simétrica e assim ag13 = (23, (iag] = (32 € (391 = (iz12, resultando que
(123 +a13) + (Qi3p + ai31) + (@312 + ia1) = 2123 + 20132 + 20312 = 0, implicando que
2(a193 + 130 + ag12) = 0. Como charK = 0, temos que aya3 + a3z + gz = 0. Além
disso, temos por hipétese que ara3 = ay3p = 0, resultando que ag;o = 0. A conclusao
deste item segue por inducao nas posigoes do bloco x1rs nos monémios. Suponha
agora que Q. ; 12 i+1.2nt1 = 0 para ¢ > 2. Se ¢ < 2n, entao fagamos a substituigao

pela seguinte sequéncia n-semi-rigida
T3 ... Ty I1 T2  Tig1 .- Top Top41
€12 ... €Lk (ekk> .. €921 (611).

Mas f ¢ uma identidade (1 2)-simétrica, dai a3_; 12 i+1. 2n2n+1+ Q2n+1 3.0 12 i+1..2n = 0.

Por hipétese, temos que a3 12 i+1...2n2n+1 = 0, donde segue que aap11 3.5 12 i+1..2n = 0.
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Ademais, trabalhando na mesma hipotese as. ;12 i41..2n2ne1 = 0, chegaremos que
Q3. it1 12 it2..2n2nt1 = 0 e isto completa a indugao para ¢ < 2n. Para provar que

as. ont1 12 = 0, fagcamos a substituicao pela sequéncia n-semi-rigida

T3 ... Top+i T T2

€12 ... €21 (611) (611)

e concluimos que asz_2n41 12 + Q12 32041 + Q13,2041 2 = 0. Desde que iz 3..2041 =
a13..ont1 2 = 0 (por hipdtese), segue que a3 9,41 12 = 0. E a prova deste item estéa
completa.

(b) Monémios em f nos quais as varidveis x; e xo sao separadas por uma unica

varidvel, digamos x3. Neste caso, substitua

T X3 T2

€1 (611) (611)

para termos aizy + a3 + a1z = 0. Por (a) temos que aj93 = ag12 = 0, donde segue
que aqzs = 0.
(c) Monémios em f nos quais as varidveis xi e xs $ao separadas por trés varidveis,

digamos x3, x4, 5. Neste caso, substitua

1 X3 Ty4 T X2

(611) €12 €22 €21 (611)

e temos aussse + 23as + ez = 0. Por hipotese agasys = 0 e por (a) temos que
4512 = 0, resultando que 3450 = 0.

(d) Monémios em f nos quais as varidveis xy € xo sGo separados por duas varidveis,
digamos x3,r4. Neste caso, provemos que sao nulos os coeficientes dos monoémios que
contém o bloco x1x3x4x9. Para isso, usemos indugao na posi¢ao do bloco nos monémios.
Se o bloco vem a esquerda do mondémio, ou seja, T1X3T4%s... Toni1, €ntao por hipotese

1342..2n+1 = 0. Para os monoémios que tém a forma ...x5x1x314%5..., substitua
Ty r1 T3 T4 i)
(611) €11 €12 €22 (622) s

dai obtemos ais1340 + 51324 + Q5342 + 15324 = 0. Pelo item (b), temos que aiz304 = 0

e, pelo item (c), temos que ays3420 = 0 e por hipotese de indugdo (o bloco anda uma
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posi¢ao para a esquerda) ajzzes = 0. Disto resulta que ag340 = 0.

(e) Monoémios em f nos quais o nimero de varidveis entre x1 e xo € maior do que

trés. Neste caso, os monomios tém a forma ... r12324...25T9... . Substitua
T1 T3 ... Iy )
€11 (611) - €22 (622)

Tal substituicao por sequéncia semi-rigida existe pelo Corolario 3.7, pois x3 e x5 sao
separados por no minimo uma variavel. A completa anulagao do polinémio f se da
pela substituicao acima, pois aizse + 1325 + 3150 + g5 = 0. Como 305 = Q3150 =
ag125 = 0 por hipdtese de indugao (indugdo sobre namero de variaveis entre z; e x5),

segue que a3z = 0. Portanto, f é a identidade nula. ¢

Teorema 3.16 Seja f € Vo, 11 uma identidade (1 2)-perfeita, entio f € B.

Demonstragao. Suponha que os monémios x1%y...Ton11, T1X3ToT4... Topil,
T1T3T4ToX5...Lopt1 € X1T3...Ton+1T2 do Lema 3.15, aqui chamados de mondmios es-
peciais, ocorrem em f com coeficientes, 51, (2, [3 e [, respectivamente, ou seja,
Pr21%2... Topt1, [ol1T3T2T4...Tont1, [3T103T4ToTs5...Topg1 € [Bal1T3...Tonp1T2. Que-
remos escrever f como combinagao linear das identidades (1 2)-perfeitas p;, pa, ps €
p4, definidas no Lema 3.14, as quais estao no subespaco vetorial B. Nesse sentido,
observe que se existem g, ao, a3,y € K, tais que f = aip1 + aopas + azps + aupa,
entao podemos igualar os coeficientes dos mondémios especiais dados acima e obtermos
o+ a3 =P, —ag +ag = P, a1 + g = [z € —ag + ag + ay = f4, (compare com a
demonstra¢do do Lema 3.14). Resolvendo o sistema, obtemos oy = 3(85 — (), a0 =
By — Po, 3 = By — %(ﬁg —fa) e ay = %(62 + f3). Agora, defina aq, as, ag, g por estas
formulas e considere g = a1p; + aops + azps + ayps. Entao, f e g sao identidades
(1 2)-perfeitas com os mesmos coeficientes nos mondmios especiais. Considerando a
identidade f — g, temos que f — ¢g é uma identidade (1 2)-perfeita e sdo nulos os co-
eficientes dos mondmios especiais em f — g. Donde concluimos, pelo Lema 3.15, que
f—9g =20, o0useja, f =g. Como g € B, pois é combinacao linear das identidades

(1 2)-perfeitas py, p2, ps € ps, segue que f € B. ¢

Nesse instante é importante que chamemos a atencao para um importante fato.
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Na demonstracao do Teorema 3.16, tomamos uma identidade (1 2)-perfeita f em V5,14
e escrevemos como combinagao linear das identidades (1 2)-perfeitas pi,p2,ps €
ps. E, estas quatro identidades sao linearmente independentes pelo que fizemos no
Lema 3.14. Logo, as identidades (1 2)-perfeitas py, p2, ps € py formam uma base para o
subespago vetorial das identidades (1 2)-perfeitas de Vo, 1.

E importante também que sintetizemos o que foi feito nesta secao até o momento.
Em sintese, nesta se¢ao, mostramos que o polindémio standard Sty, 1 € que todas as
identidades 1-perfeitas de V5,11, estao no subespaco vetorial B. Entao, para alcangar
nosso objetivo, ou seja, demonstrar a inclusao V5,7 C B, resta mostrar que todas
identidades 2-simétricas de V5,1 estao em B. Feito isso, teremos demonstrado que os
geradores do espago vetorial V5,1 estao contidos em B, e consequentemente o espago

Vani1 esté contido em B. E o que faremos na préxima secao.

3.3 Teorema principal: o caso 2-simétrico

Como foi anunciado no final da segao anterior, vamos dedicar esta segao para
provar que toda identidade polinomial 2-simétrica em V5,1 pertence ao subespacgo ve-
torial B. Para isto é suficiente considerarmos as identidades polinomiais (1 2) e (3 4)-
simétricas. Antes porém de iniciar propriamente esta tarefa, vamos fazer uma simplifi-
cagao de notacdo. Durante toda esta se¢ao, vamos chamar as identidades (12) e (3 4)-
simétricas simplesmente de identidades 2-simétricas.

Primeiramente observe que as seguintes identidades sao linearmente indepen-

dentes 2-simétricas e pertencem ao subespaco vetorial B :
q1 = Stoy(T123, To, Ty, ..., Tang1) + Ston (a3, 21, Ta, ..., Topi1)+

Ston (174, T2, T3, ..., Tong1) + Ston(Toy, T1, T3, ..., Tant1)
Qo = Stzn(xy,ilﬁl, L2, Lgy euny Qfgn_H) + Stgn(.ilﬁgxg, L1y L4y ooy $2n+1)—|—
St2n<ﬂf4$1, T2, T3y ..., I2n+1> + St2n(l'4372, T1,T3y ey $2n+1).

Realmente, suponha que a1¢; +asgs = 0, com aq, ay € K. Mostremos que a; = ap = 0.

Igualando a zero os coeficientes dos monémios x1T3Toxy...Topt1 € ToX3T4X1...Topit,
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em que o primeiro aparece em Sto,(T123, T2, Ty, ..., Tant1), Ston(ToZy, T1, T3, ..., Toni1)
e Ston (232,71, 2y, ..., Tonr1) € 0O segundo aparece em Sto, (2223, L1, Xy, ..., Topns1) €
Ston(x421, T3, X3, ..., Ton11). Entdo, temos as seguintes equagdes 2a; —ap =0 e
—aq + ap = 0, implicando que o = ap =0

Objetivamos mostrar que toda identidade 2-simétrica em V3, ,; é combinacao
linear de ¢; e ¢o.
Lema 3.17 Sejam M, = M,(x1,...,To41) = Zo()---Lo(2nt1), COM O € Sopyq,
e f(xy, ..., Tony1) = ZUGS%H o My (21, ..., Topy1) uma identidade (1 2)-simétrica em

Vans1. Supondo que M, € obtido de M, por uma transposicao que nao move nenhum

vizinho de x1 ou xo, entdo oy = —ay.

Demonstragao. Suponha que a transposicao é (3 4) (para as outras o raciocinio
¢ analogo). Vamos distinguir quatro casos envolvendo as posigoes das varidveis
T1, T2, T3, Tq N0 mondmio M, (xy, ..., Tapt1).

(a) Quando no mondémio M, nenhuma das varidveis do par x1, To separa o par Tz,
x4 e vice-versa. Neste caso, nao podemos ter, por exemplo, M, = ...xq...23...25...24....
Devemos ter M, = ...x1...x5...73...24.... (Se o par z3, x4 ocorrer no lado esquerdo do
par z1,xs ou se x4 vier do lado esquerdo de 3 o tratamento é o mesmo). Suponha
primeiro que x4 sucede rs imediatamente. Vamos usar inducao na distancia entre z; e
2. Quando a distancia entre x1 e zo é zero, significa que x5 sucede x; imediatamente
e M, tem a forma M, = ... x1x3...2324..., onde x5 e x3 nao sao vizinhos imediatos pelo
que estamos supondo. Pelo Corolario 3.7, existe uma substituicao por uma sequéncia

n-semi-rigida da forma

1 T ... I3 Ty
€11 (611) —e €22 (622) sy

da qual obtemos a equagao o34 + 134 + 243 + o143 = 0. Como f é uma identidade
(1 2)—simétrica, temos que (1234 = (2134 € (Y1243 = (Y2143, OU Seja, 20./1234 + 20(1243 =
2(1934 + 1243) = 0. Como charK = 0, entao aqazs + aryog3 = 0. Assim, aqozq = —a243
e obtemos a conclusao desejada. Quando a distancia entre x; e x5 € positiva, entao o

mondémio M, tem a forma M, = ...x1x5...05...23%4..., € fazemos a substituicao

T T5 .. T9 ... I3 Ty

€11 (611) €22 (622> sy
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obtendo a equagao aiso3s + Qis1934 + Q043 + 51243 = 0. Por hipotese de indugao,
(51234 + 51243 = 0, resultando que aisazs + ais243 = 0, ou seja, agsazy = —ai523
e obtemos a conclusao desejada. Assim o caso (a) esta resolvido quando a distancia
entre x3 e x4 é zero. Vamos proceder por indugao sobre a distancia de z3 e 4. Suponha
agora que a distancia entre x3 e x4 é positiva, ou seja, o mondémio M, tem a forma
M, = ...xy...x9...23T5...24.... Por hipotese de indugao e pelo que ja provamos, podemos
€SCrever (¥19354 — —Q19534 — (X192543 — —(¢12453- Isto completa a prova do caso (a)

(b) Quando no mondémio M, o par xi, xo Separa o par 3, T4, digamos M, =
..X3...21...T9...24.... Neste caso, suponha primeiro que o niimero de variaveis entre x3
e x4 ¢ impar. Pelo Teorema 3.5, podemos substituir por uma sequéncia semi-rigida da

seguinte forma

T3 . 1 .. Tgoo.. Ty

(611) (611)
Denotando por [1 2] o bloco completo de indices entre z3 e x4, temos
que (agpos + aupgs) + (agapne) + aaspz)) + (pgsa + pgus) = 0. Pelo caso (a) o se-
gundo e o terceiro parénteses sao anulados, resultando que agi94 + 4123 = 0, ou seja,
Q3124 = —Qy123 € obtemos a conclusao desejada. Se o nimero de variaveis entre s e
x4 é par, entao deve ocorrer alguma variavel em M, exterior ao bloco z3...z4, j4 que

sao 2n + 1 variaveis e nao podemos ter 2n — 1 (nimero impar) variaveis entre 3 e

xy. Podemos supor entdo M, = ...x3...71...29...2475.... Usando o caso (a) e parte do
que Jé provamos no caso (b), obtemos que (31245 — —Q31954 — (41253 — —(41235, COINO
desejamos.

(c) Quando no monémio M, o par x3, x4 Separa o par i, Tz, digamos M, =
..I1...73...74...To.... Neste caso, é suficiente tratar o caso em que x, sucede x3 ime-
diatamente, pois podemos transpor xs e x4 através de sucessivas transposicoes deles
com seus vizinhos. Observe que nenhuma destas transposi¢oes envolve nenhum vizinho
imediato de x; ou x3. O ntmero de transposi¢oes neste processo deve ser impar, logo
se a conclusao é verdadeira para elas é também verdadeira para a transposigao (3 4).

Se o ntiimero de varéveis entre x; e x5 é impar, faga a substituicao

T ... I3y ... T2

(611) (611)

Desde que f é uma identidade (1 2)-simétrica, obtemos 2(ovga2 + Q12(34) + 3412) = 0,
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resultando que aqzg2 + Qg4 + a2 = 0. Permutando nesta substituicao x4 e 3,
obtemos aquzz + aigpug) + sz = 0. Agora, somando as duas tltimas igualdades e
aplicando o caso (a), obtemos ov[ga2 + 0234 + 34112+ 1 [43)2 — Q1 234] — 34712 = 0 € assim
(342 + g2 = 0, resultando que o342 = —y3)2, como desejamos. Se o niimero de
variaveis entre x; e x9 é par, entao o mondémio tem a forma M, = ...x1...2324...225....

Fazendo a substituicao

ry ... T3 Ty . X2 T5
€11 (611) .. €29 (622) ey

obtemos a equagao 3405 + 14325 + 13452 + ia352 = 0. Pelo que ja provamos neste
item para caso em que o nimero de variaveis entre x; e xo é impar, podemos dizer que
Q13452 + 4352 = 0, resultando que aizszs + 14325 = 0, ou seja, aizazs = —Q14325-

(d) Quando no monémio M, os dois pares x1,xs e x3, 24 estao alternados, ou seja, o
monomio tem a forma M, = ...x3...71...24...T2.... Se 0 nimero de variaveis entre x3 e

x4 € fmpar, substituimos

T3 R S T Ty . X9
(611) (611> s

e reduzimos aos casos (a) e (c). Suponha agora que x3 e x4 sdo separados por um
numero par de variaveis. Além disso, por hipotese, ha pelo menos uma variavel entre
x1 e r3, e pelo menos uma entre z; e x4. Como nao pode haver exatamente 3 variaveis
entre x3 e x4, pelo menos um dos pares, 1 e x3 ou x3 e x4, deve ser separado por
pelo menos duas variaveis. Assim, podemos supor que o mondémio M, tem a forma
M, = ..x3x5%6...21...24...T2.... Pelo caso (a) e por parte ja provada do caso (d), temos
que (35142 = —O53142 = (5413 — — 45132, observando que T nao é vizinho imediato de

x1. Isto conclui a prova do caso (d) e assim completamos a prova do Lema. ¢

Definigao 3.18 Dizemos que um par (x;,,x;,) toca o par (z;,,x;,) no monoémio M,,
se uma das varidveis do primeiro par € vizinha imediata de uma das varidveis do

sequndo par.

Corolario 3.19 Sejam f(x1,...,x9,11) € Va1 uma identidade 2-simétrica e M, um

monomio de f, onde o par (x1,xs) nao toca o par (xs,x4). Entio a, = 0.
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Demonstragao. Como f ¢ uma identidade (3 4)-simétrica, entdo a(ss), = a,. Por
outro lado, como (x1,22) nao toca (x3,x4), entdo pelo Lema 3.17, temos que o34y, =
—a,, resultando que a, = —ay, ou seja, 2a, = 0. Como char K = 0, segue que «a, = 0.

¢

Lema 3.20 Se f(xy,...,29,41) € Vony1 € uma identidade 3-simétrica, entio f € a

tdentidade nula.

Demonstragao. Seja f uma identidade 3-simétrica em trés pares disjuntos, digamos
(x1,22), (y1,Y2) € (21,22). Suponha que f # 0. Entdo existe em f algum mondmio
M, com coeficiente a, # 0. Pelo Lema 3.17, podemos passar do mondémio M, para o
mondémio M, em f, transpondo um par de variaveis que nao toca um dos trés pares
(x1,22), (y1,y2) e (21,22) e ainda temos o coeficiente a,, # 0. Pelo Corolario 3.19,
quaisquer dois dos pares em que f é simétrico devem se tocar em M, e em algum outro
monomio com coeficiente nao nulo. Seja agora uma nova varidvel ¢ diferente das
variaveis x;,y; e z; que ocorra em M,. Podemos considerar esta nova variavel, pois o
numero 2n + 1 é fmpar. Para o restante da prova, vamos sempre nos referir a estas
sete variaveis x1, xa, Y1, Yo, 21, 22 € t. Ainda sobre a prova, se o par (x1,x2) nao toca
o par (y1,¥s2), vamos dizer que nao temos (z,y)-contato. Do mesmo modo, se o par
(x1,22) nao toca o par (z1,23), vamos dizer que ndo temos (x, z)-contato. Por fim,
se o par (y1,%2) nao toca o par (z1,23), vamos dizer que nao temos (y, z)-contato.
No desenvolvimento da prova distinguiremos alguns casos para a posicao relativa da
variavel ¢ no monémio M,. Em cada caso, vamos procurar contradizer o Corolario 3.19.
(a) Quando temos em M, uma inica varidvel num lado det e as outras cinco restantes
do outro lado de t. Digamos que x1 estd do lado direito de t e as outras cinco varidveis
T2, Y1, Y2, 21, 22 do lado esquerdo de t. Neste caso, como todo par simétrico deve tocar
cada um dos outros, a variavel x5 deve ocorrer entre y; e z;, digamos da forma y;z22;.
Quanto as posicoes de ¥y, e 2o no mondémio M, , note primeiro que ys € z3 nao tocam
o par (x1,5) e assim podem ser permutadas. Desde que o bloco yoy;1222122 ndo pode
ocorrer em M, (se ocorresse nao teriamos (y, z)-contato), segue também que 2oy T221Y2
nao pode ocorrer em M,. Assim, permutando y, e z» (se necessario), podemos supor

que M, tem uma das formas M, = y;17221 20ystx1 ou M, = 29y2y1T221tx1. Considerando
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o mondémio M, = yi1x22122ystx, podemos permutar x, e y;, pois eles nao tocam o par
(21, 22) e concluir pelo Lema 3.17 que o monémio M, = 12921 29y2ty; tem coeficiente
nao nulo. Mas no monémio M, ndo temos (z,y)-contato e pelo Corolério 3.19, o coefi-
ciente a,+ deve ser nulo, o que é uma contradi¢cao. J& no monémio M, = zoysy1T221t11
podemos permutar z; e z;, pois eles ndo tocam o par (yi,%2), obtendo o monoémio
M, = 2oy2y1 7221tz € novamente pelo Lema 3.17, o monomio M, tem coeficiente nao
nulo. Mas em M, nao temos (x, z)-contato e pelo Corolario 3.19 o coeficiente o, deve
ser nulo. Novamente chegamos a uma contradicao.

(b) Quando as seis varidveis x1, T2, Y1, Yo, 21, 22 estao de um mesmo lado da varidvel t,
digamos do lado esquerdo. Neste caso, observe que um dos trés pares (x1, z2), (y1,¥2)
e (z1,22) nos quais f é simétrica, ndo toca os dois vizinhos mais proximos do lado
esquerdo de t. Assim, a variavel ¢ e o seu vizinho mais proximo pela esquerda nao
tocam este par simétrico. Entao pelo Lema 3.17, permutando-se ¢ e a sua vizinha mais
proxima a esquerda o coeficiente do monoémio obtido nao se anula. Usando esta idéia
recaimos no caso (a).

(c) Quando temos em M, duas varidveis de um lado de t e as outras quatro do outro
lado de t. Neste caso, as duas que estao de um lado de t nao podem pertencer a um
mesmo par simétrico, pois senao este par nao tocaria outro par simétrico. Assim, pode-
mos supor que o ménomio M, tem a forma M, = ...t...x1y;. Se t nao é vizinho imediato
a direita de nenhum z;, entdo ¢ e x; nao tocam o par (z1,22) e podemos permutar ¢
e x1 obtendo M, = ...zyty;. Mas isto nos conduz ao caso (b). Podemos supor entao
que M, = ...zytx1y;. Observe que a variavel z; nao pode ser vizinha imediata de zs,
pois se assim fosse, o par (z1, z3) teria somente contato com apenas um dos outros dois
pares. Entao digamos que y, é a vizinha imediata de z; e 0 monoémio M, tem a forma
M, = ... yaz1tx1y,. Observe que a tdltima variavel a esquerda de M, nao toca ys, a qual
pode ser permutada com t, pois elas nao tocam o par (yi,y2). Mas isto nos leva para
o caso (a), ou seja, que todas as seis variaveis ficam num mesmo lado da variavel ¢.
(d) Quando temos em M, exatamente trés das 6 varidveis {x1, xs, Y1, Yo, 21, 22} de cada
lado de t. Neste caso, observe que duas varidveis de um mesmo par simétrico nao
pode ocorrer num mesmo lado de ¢, pois entao teriamos somente um contato com os
outros pares. Suponha que M, tem a forma M, = ..triy;2;. Se t nao é vizinha

imediata a direita de zo, entao podemos permutar ¢t e z1, pois elas nao tocam o par
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(z1,29) e obtemos M, = ..z1ty;2;. Mas isto nos conduz ao caso (c¢). Sendo assim,
vamos supor que M, tem a forma M, = ...zotx1y121, ou seja, a variavel ¢t é vizinha
imediata & direita de z. Entdo para existir um (zx, z)-contato é necessario que M,
tenha a forma M, = ysxo29tx1y121. Observe que x; e Yy, podem ser permutadas, pois
elas ndo tocam o par (21, 22) e obtemos M, = x12225lysy121, 0 qual tem coeficiente
nao nulo pelo Lema 3.17. Mas em M, nao temos (z,y)-contato e pelo Corolario 3.19,
o coeficiente a,, deveria ser nulo, ou seja, chegamos a uma contradicao.

Portanto, supondo que f # 0 e analisando todas as possibilidades para os
monomios de f, chegamos sempre a uma contradi¢ao, o que nos leva a concluir que f

é a identidade nula. ¢

Corolario 3.21 Seja f(1,...,Ton41) € Vopy1 uma identidade 2-simétrica. Entao f
€ anti-simétrica em todo par de varidveis diferentes de xy,xs,x3, T4, ou Seja, f € 2-

perfeita.

Demonstracao. Suponha um par de variaveis (z;,z;), onde {i,7} N{1,2,3,4} =2 e
considere o operador 0;; = 2(1+ (i j)). Entdo o;;f ainda ¢ uma identidade em Va, 41
e 0;;f € 3-simétrica (pois (i j)oi; = 045, (1 2)0;; = 04;(1 2), (3 4)04; = 045(3 4)), donde
concluimos pelo Lema 3.20 que o;;f = 0, ou seja, f € Ker 0;;. Logo, f é (i j)-anti-
simétrica. Como f é 2-simétrica por hipdtese e anti-simétrica num par de variaveis

diferente de x1, xs9, x3, x4, podemos concluir que f é 2-perfeita. ¢

Defini¢ao 3.22 Dizemos que f(x1, ..., Topr1) € Vopy1 € uma identidade simétrica em
trés varidveis (x1, s, x3) se f € invariante por uma permutagao do conjunto {1,2,3}.

FEquivalentemente, f é simétrica em (x1,z2,x3), se f € (1 2) e (2 3)- simétrica.

Corolario 3.23 Seja M,(K), comn > 2. Se f(x1,...,Xon11) € Vapt1 € uma identidade

de M, (K), simétrica em (x1,22) e (x3,24,25), entio f é a identidade nula.

Demonstragao. Temos que 2n + 1 > 7. Como f é (1 2), (3 4), (4 5) e (3 5)-
simétrica, segue que (1 2)f = (3 4)f = (4 5)f = (35)f = f. Como f ¢é simétrica
em (x1,x9) e (x3,24), entdo pelo Corolario 3.21, f é anti-simétrica no par (5 6), ou
seja, (b 6)f = —f. Semelhantemente, como f é simétrica em (x1,z5) e (3, x5), entao

novamente pelo Corolario 3.21, f é anti-simétrica no par (4 6), ou seja, (4 6)f = —f.
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Assim, (4 5)f = (56)(4 6)(56)f = (=1)3f = —f, ou seja, (4 5)f = —f. Mas, por
hipotese, (4 5)f = f, resultando que f = —f, ou seja, 2f = 0. Desde que charK = 0,

concluimos que f =0. ¢

Corolario 3.24 Seja f(xy,...,Ton+1) € Vant1 uma identidade 2-simétrica, entdo g =
f+M@Bf+35)f=0.

Demonstracao. Observando que (1 2) comuta com (4 5) e com (3 5) e que (12)f = f,
segue que

(12)g=@12)f+(12)45)f+(12)B5)f
=f+M@3)f+B5)f =y,

ou seja, (1 2)g = g. Além disso, observando que (3 5)(4 5) = (4 5)(3 4), temos que
(35)g=(35)f+(35)(45)f+(35)7°f

=@B5f+U5B4f+f
=@B5f+U5df+f=y,

ou seja, (3 5)g = g. Analogamente, podemos mostrar que (4 5)g = ¢. Assim, g é

simétrica em (z1,x2) e (3, x4, 5). Logo, pelo Corolario 3.24, temos que g = 0. ¢

Lema 3.25 Seja M, (K), comn > 2. Se f(x1,...,Tons1) € Va1 € uma identidade 2-
simétrica de M, (K), onde 0s mondémios r1XoX3x4Ts...Lont1 € T4T3T2T1T5...Lopr1 OCOT-

rem com coeficiente zero, entao f € a identidade nula.

Demonstragao. Suponha que f # 0. Entao em f deve ocorrer algum mondémio M,
com coeficiente o, # 0.

A prova do Lema seréd dividida em duas partes.
Parte (1): Seja M, um monoémio em f com coeficiente ndo nulo. Note que os pares
(x1,22) e (x3,74) se tocam em M,. Caso contrario, o coeficiente de M, seria nulo
pelo Corolario 3.19. Suponha que ¢ igual a dois o nimero de contatos entre (z1,x2) e
(x3,24) em M,. Entdo em um dos dois pares, ambos os membros deve tomar parte nos

contatos. Digamos que este par é (z1,x2) (observe que os dois contatos podem ocorrer
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de vérias formas, tal como x1x3x9, T123...29%4, T1T324%2, etc.). Além disso, deve existir
em M, alguma variavel que nao toca o par (3, x4), pois x3 e x4 tém 4 lados e assim
devem ter no méximo 4 contatos com outras variaveis. Mas dois desses contatos sao
com as variaveis x; e ro. Assim, x3 e x4 devem ter no maximo 2 contatos com outras
variaveis diferentes de z1 e 5. Como n > 2, resulta que 2n+1 > 7, e isto significa que
em M,, além de 1, w9, x3, 14, existem no minimo 3 outras variaveis. Assim, seja x5 a

variavel que nao toca (x3,z4) em M,. Pelo Corolario 3.24, temos que

g=[+(15)f+@25)f=0.

Além disso, o monémio M, aqui considerado estda em g. Desse modo, igualando a zero

o coeficiente de M, em g, obtemos a equacao
O + Q(15)0 + A(25)0 = 0.

Mas por hipotese o coeficiente a, é nao nulo, resultando que um dos dois coeficientes
Q(15)0, Q(25)0, deve ser nao nulo. Suponha que «(;5), ¢ nao nulo. Mas, o coeficiente
a(15)s ¢ obtido do monémio M, por permutacao de z; e w5, significando que temos
somente um contato entre (z1, z3) e (r3, z4). Suponha finalmente que em M, tenha
mais de dois contatos entre os pares (x1, z3) e (3, x4). Entdo uma variavel, digamos
x5 deve tocar ambas as varidveis x3 e x4 € 0 monoémio M, contém um bloco da forma
r3wox4. Desde que em M,, sdo mais de dois contatos entre os pares (z1, x2) e (x3, x4),
a variavel x; deve tocar o bloco x3zsx4. Com isso podemos supor que M, tem a forma

M, = ..x1232974... . Substituindo em f a sequéncia semi-rigida da forma

X1 X3 X2
€11 (611) (611)

obtemos a equacao a;zay + aiiazs + 3124 = 0. Na equacao, o primeiro termo é nao nulo,
pois aq324 = @, # 0. Logo, o mesmo acontece com o segundo ou com o terceiro termo.
O segundo ¢ o coeficiente de um monomio que tem somente um contato entre os pares
(x1,22) e (x3,24). O terceiro é o coeficiente de um mondmio com dois contatos entre
os pares (1, x2) e (x3,x4). Portanto este caso se reduz a um dos casos anteriores.

Parte (2): Como f & (1 2) e (3 4)-simétrico, entdo permutando-se x1, T3 ou T3, 4,

nao muda os coeficientes dos monémios em f. Com o auxilio da Parte (1), podemos
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dizer que existe um monémio M, em f com coeficiente nao nulo, em que o tnico
contato entre (zq,x2) e (r3,14) é xax3 Ou 23T5. Suponha por enquanto que o contato
em M, é xoxs. Mostremos que o coeficiente do monoémio xyxsx3...T9,+1 € nao nulo,
contradizendo a condigdo do Lema (quando em M, o contato for x3xs o tratamento é o
mesmo e a contradi¢ao aparece mostrando que o coeficiente do 4231921 25...T2,11 € NAO
nulo). Pelo Coroléario 3.21, uma permutacao das variaveis xs, ..., 2,41 nao influencia
na anulagao do mondémio, pois f é anti-simétrica num par diferente de x, xo, x3, 4.
Dessa forma, nao importa a ordem das variaveis nesta tltima sequéncia. Vamos agora
distinguir alguns casos para a posigao relativa de xy, xs9, x3, T4 nos monomios.

Caso (1): Quando o monémio M, contém um bloco da forma xizoz3rs. Mostremos
que este bloco pode sempre ser mudado uma posi¢ao para a esquerda em M, sem que
o mondmio se anule, resultando que ap6s um ntmero finito de mudancas obtemos uma
contradigao (pois chegaremos a um mondémio da forma z12223%4... Ta,11, 0 qual tem
coeficiente nulo pela condi¢do do Lema). Se no minimo duas variéveis vém a esquerda
do bloco x1x9x314, entao o mondémio M, tem a forma M, = ...x516T12223274... € fazemos

a substituicao pela seguinte sequéncia semi-rigida:

Ts e X1 ) xr3 T4
(611) €12 €22 (622) €21 €13

Como f & uma identidade (1 2)-simétrica, segue que asgiazs + Q12354 = 0 e dai
Q12354 7 0, POiS ase1034 # 0. Como x4, x5 ndo toca (1, x2), podemos permutar x4, Ts
e obtemos ag12345 7# 0, ou seja, movemos o bloco xrixox374 UmMa posicao para esquerda
em M, e o coeficiente do mondémio correspondente nao foi anulado. Se sao menos que
duas variaveis do lado esquerdo do bloco xixsx374, entao temos duas possibilidades.
A primeira é que nenhuma variavel esteja no lado esquerdo do bloco x1xsx324, € neste
caso nada temos a provar. A segunda possibilidade é que uma variavel esteja do lado
esquerdo do bloco xixox314. Desde que o monémio M, tem no minimo sete variaveis,
devemos ter no minimo duas variaveis do lado direito do bloco xxsx324, OU seja, o
mondémio M, tem a forma M, = xr5r1x203247627.... Observe que x5 e x1 nao tocam o

par (z3,x4) e podemos permutar z; e 5, obtendo que aqse3467 # 0. Substitua

X X5 To T3 T4 Te T7

(611) €12 €22 (622) €21
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Como f é uma identidade (3 4)-simétrica, segue que «soss67 + Q231657 = 0 e dai
1934657 7 0, pois aqso3467 # 0. Portanto, neste caso em todas anélises feitas, chegamos
que o monémio M, = x1x2x324...T9, 1 tem coeficiente nulo, contradizendo a condigao
do Lema.
Caso (2): Quando o monoémio M, tem a forma M, = ... xy... ox3... T4.... Entdo
pelo Lema 3.17 permutando x; com o vizinho imediato de x5 pela esquerda e x4 com
o vizinho imediato de x3 pela direita, temos que o coeficiente do monémio M, é nao
nulo. Fazendo isso, obtemos que M, = ...x1x2x324.... Entao procedendo como no Caso
(1), chegaremos & mesma contradigao.
Caso (3): Quando o monémio M, tem a forma M, = ...x4...29%3...21.... Entao pelo
Lema 3.17, permutando x, com a primeira variavel a esquerda de M, e permutando
xr1 com a ultima variavel a direita de M,, obtemos o mondémio M, = x4...x223...71,
que tem coeficiente nao nulo. Como sao no minimo sete variéveis, entao um dos casos
deve ocorrer: x4 e T, ou x3 € x; devem ser separadas por no minimo duas varidveis.
Digamos que o mondémio M, tem a forma M, = x4...x9x325x6...x1. Como x4 € T5 nao
tocam o par (x7, ), podemos passar para Ts...TeTslyTe...r1. Neste ultimo mondémio
o vizinho imediato de zy pela esquerda e x; nao tocam o par (x3,z4), e dai podemos
passar para Ts... £1X2Z3%4%s..., obtendo com isso uma redugao ao Caso (1). Procedendo
da mesma maneira, a contradi¢ao aparecera.
Caso (4): Quando o monémio M, tem a forma M, = ...xox3...24...21.... Entao pelo
Lema 3.17, permutando x, com a primeira varidvel que sucede z3, obtemos M, =
..L9T3Xy4...271..., que tem coeficiente nao nulo. Se x5 nao é primeira variavel a esquerda,
entao passemos para ...r1Ter3ly... € temos uma reducao ao Caso (1). Se x € a primeira
variavel a esquerda, ou seja, xox3y...71..., entao substitua

Ty I3 T4 T

€12 €292 (622) (611) cee
e concluimos que a4, # 0. Mas isto contradiz a condi¢ao do Lema.
Caso (5): Quando o monémio M, tem a forma M, = ...xox3...21...24.... Entao pelo
Lema 3.17, permutando z, com a ultima variavel a direita em M,, obtemos que
M, = ... xax3... T1... T4, que tem coeficiente nao nulo. Se x5 nao é a primeira
variavel a esquerda, entao passemos para ...r1xox3...x4. Pelo Lema 3.17, nesta ultima

configuracao, podemos permutar x; com a primeira variavel que sucede x3, obtendo
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...T1Tox3Ty... . Mas isto nos conduz para o Caso (1). Se xs é a primeira variavel
a esquerda, entdo permute x; com a variavel na (2n — 1)-ésima posigao. Como sao
no minimo sete variaveis, o monémio obtido tem a forma xox3xg27... T12524. Como
Ty € Tg nao tocam o par (xp, o), entdo permutando z4 e xg obtemos o mondmio
Tol3T4%7... 212526 € reduzimos ao Caso (4), ou seja, obtemos que aq934. 7# 0, 0 que
contradiz a condi¢ao do Lema.

Quando M, tem a forma M, = ...x4...x1...x973..., tratamos exatamente como o
Caso (3) pela esquerda, e quando M, tem a forma M, = ...x1...24...22%3..., tratamos
como o Caso (4) pela direita.

Portanto, supondo que f # 0 e analisando todas as possibilidades para os
monoémios de f, chegamos sempre a uma contradi¢ao, o que nos leva a concluir que f

¢ a identidade nula. ¢

Corolario 3.26 Seja n > 2. Entao toda identidade polinomial 2-simétrica em Vo, 11

pertence ao subespaco B.

Demonstracao. Seja f(z1,...,Z9,41) € Vany1 uma identidade 2-simétrica e denote
por a; e « os coeficientes de T1XoT3T4T5... Top1 € T4T3T2T1X5...Tonr 1 em f. Sendo
q1 e g2 os dois polinomios definidos no inicio desta secao, defina um polinémio h da
forma h = angs — a1q1 e observe que h pertence ao subespaco B. Observe também que
08 MONOMIOS XT1ToX3T4X5... Loyt € T4L3T2X1Ts... L1 €M h tém os mesmos coeficientes
que em f. Portanto, f — h estd em V5,,1 e é uma identidade 2-simétrica. Ademais, os
coeficientes em f — h dos mondmios x1ToX3T4x5...Top 1 € T4T3T2X1T5...Topt1 SA0 nUloS.
Isto faz com que a identidade f — h satisfaca as hipoteses do Lema 3.25, donde podemos

concluir que f — h =0, ou seja, f = h. Mas h € B, resultando que f € B. ¢

Vamos agora rememorar os pontos mais importantes discutidos até aqui na busca
de mostrar a inclusao Va,1 C B.

No Teorema 3.11, mostramos que o espago vetorial V5,1 de todas as identidades
polinomiais multilineares de M, (K) de grau 2n + 1, com n > 2, é gerado por S, onde
S é o conjunto de todas as identidades 1-perfeitas de V5,.1, todas as identidades 2-

simétricas de V5,1 e o polindmio standard Sts, ;. Entao para mostrar que Vo, 1 C
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B, precisamos apenas mostrar que o conjunto gerador S esta contido em B. Nesse
sentido, na demonstracao do Teorema 3.11, mostramos que o polinémio standard Sts, 11
pertence a B. Além disso, no Teorema 3.16, mostramos que todas as identidades 1-
perfeitas de V5,1 pertencem a B. Por fim, mostramos no Corolario 3.26 que toda
identidade 2-simétrica de V5,1 pertence a B. Portanto, mostramos que o conjunto
gerador S do espacgo vetorial V5,1 esta contido em B e consequentemente V5,1 C B.

Com isso, podemos escrever o Teorema seguinte.

Teorema 3.27 Se n > 2, entao Vo,11 = B, ou seja, toda identidade multilinear de

M, (K) de grau 2n + 1 seque do polindmio standard Sty,. 4

Observacao 3.28 A hipdtese n > 2 no Teorema 3.27 € realmente necessdria, pois para
n =2 o Teorema 8.27 nao € valido. Basta tomar a identidade Hall f(x1, x9, x3, T4, T5) =
[[x1, z2][xs, x4] + [x3, 24][T1, 22|, 75] de M3(K), a qual nao seque do polindémio stan-

dard Sty.

3.4 A dimensao do espaco vetorial V5, ,; das identi-
dades multilineares de M, (K)

Nesta secao, vamos calcular a dimensao do espago vetorial V5,1 das identidades
polinomiais multilineares de M,,(K') nas variaveis x1, T, T3, ..., Tap+1, com n > 2. Nesse
sentido, ja sabemos pelo Teorema 3.27 que o espacgo vetorial Vs, 1 é gerado por todas
identidades polinomiais ¢;, ¥, x;;, definidas na Secao 3.2.

Também ja sabemos do Lema 3.14 que os polindmios

2n+1

PL=¢1+ 2 2=t 412, ps=Xiztxa € pa= Y (xa+ Xi2),
=3

formam uma base para o subespago das identidades (1 2)-perfeitas de V5,41 €, no inicio

da Secao 3.3, vimos que os polindbmios

@ =x13+ (1 2)x3+ x1a+ (1 2)x14

g2 = (1 3)x13 + (1 3)x12 + (1 4)x1a + (1 3)(1 4)x12

sao identidades linearmente independentes 2-simétricas de Vo, 1.
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Agora, considere o polinémio

2n+1 2n+1

f= E a;p; + E AijXij
i=1 4,j=1;
oy

e o operador oy ;41 = 3(14 (k k+1)). Usando as operacoes apresentadas no Corolario
3.13, podemos ver que se {i,j} N {k,k+1} = &, entdo oy j11¢; = Ok k+1Xi; = 0. Agora

aplicando o operador oy, ;41 no polindmio f e usando a ultima igualdade, obtemos:

2n+1 2n+1
O = Uk,k+1< g Q;p; + g Ainij)
=1 ©,j=1;

i#]

2n+1 2n+1

=y E Ok k+1Qi + Aij E Ok k+1Xij
i=1 ij=1;
it

2n+1
= Ok kt1 |:ak¢k: + Q1 Ppgr + Z (NikXik + i k1 X e+1)+

1=1;

ik, k+1

2n+1
E (AkiXij + M1, X1 + (Mt X1 + )\k+1,ka+1,k)] .
—
ARk

Usando o Corolério 3.13, obtemos:

2n+1
1
Okprf = 5(1 +(kk+1)) {Oék% + Q1 P + Z (NikXik + N1 Xikt1)+
i=1

itk k1

2n+1
D kgXas + Mt Xk13) T ks Xk + )\k-i-l,k:Xk-i-l,k:)] ,

implicando que

2n+1
205 k1 f = (1 +(kkE+1)) |:04k¢k + Q1 P + Z (NikXik + N1 Xiht1)+

i=1;
i#k,k+1

2n+1
Z (MkjXhj + Mot1,Xk+1,5) + (Moot Xbo k1 + Ak—&-Lka—i—Lk)]
iy

= (O + Ors1) + Qpy1(Or + Grr1)+

Z (Nie(Xik + Xig+1) + N1 (i p1 + Xiw))+
itk k1
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> OkiOks = Xk1.d) + Merrg (Xarrg — X))+
Ak k+1
M et1 (Xh k1 + Xot1.6) + Mer1 e (k16 + Xbgot1)

= (o + 1) (Dr + dr1) + Z (Aik + A1) (Xik + Xiht1)+
itk k1

Z (Akj = Met1,5) Xk — Xaet1,5) + N1 + Nett6) (Xk o1 + Xot1,k)-
Ak k1

Portanto,

204 k1 f = (g + 1) (P + Grr1) + Z (Nik + Nigt1) ik + Xigr1)+
itk k1

Z (Akj = A1) Xk — X)) T Mk + A k) (Xakrr + Xerk)-
J#k k41

Lema 3.29 Seja
g = a(dr + dry1) + e(Xgt1 + Xer1,6)+

2n+1 2n+1
E di(Xik — Xijet1) + E Ci(Xki — Xht1,4)-
i=1; i=1;

ik, k1 itk kg1

Seg=0,entacoa=c;=d;=e=0parai=1,...k—1,k+2 ....2n+ 1.

Demonstragao. Nesta prova vamos usar I, para denotar a omissao da variavel xj

num mondémio. Na equacao g = 0, vamos igualar a zero os coeficientes dos monémios

L1 LpLp41--Lon+1LT+1 € T1... TpT41.-Ljo o Lo+ 1T LE4+1T5

para obtermos as equagdes £(daui1 +¢€) = 0 e £(day11 + € £ ¢;) = 0. Disto segue
que ¢, = 0 para i = 1,....k — 1,k + 2,...,2n + 1. Semelhantemente, igualando a
zero o coeficiente do mondmio y...x5 1TpTiTps1.-TiooZon1 (0 # k — 1k k + 1),
obtemos que *+(dy_1 — d;) = 0, ou seja, d; = di_1, noutras palavras os d; para
i # k,k + 1 sdo todos iguais. Assumiremos aqui que k > 1. Para k = 1, temos
o mesmo resultado trabalhando com xs,1212;25...2;...22,, € esta observacao é tam-
bém aplicada nos préoximos dois casos. O mondmio xpxi...Tgp_ 1Tpi1..-Topr1 produz

a+ (—1)%1d,_, = 0, mas se permutarmos o bloco xj_1T,41 neste mondmio com seu
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vizinho da direita (ou da esquerda, se xj41 estiver no extremo direito do mondémio)
temos a + (—=1)(=1)*1dy_; = a+ (=1)*d)_; = 0. Assim, a = dy_; = 0 e dai d; = 0

para todo @ # k, k + 1. Da primeira equagao ds,+1 + ¢ = 0, temos que e = 0. ¢

Corolario 3.30 Tomando ps = Z?Z;l(—l)i(xli — X2i), 08 polinémios p1, p3, P4 € Ps

sao linearmente independentes.

Demonstragao. Pelo Lema 3.14, temos que py, p3, ps s@o identidades (1 2)-perfeitas.
Além disso, ps € (1 2)-simétrica. Para mostrar que ps é (1 2)-perfeita, devemos mostrar
que ps é (k l)-anti-simétrica para todo 2 < k < [. Usando o Corolério 3.13 temos que

2n+1

OkiPs = Z (=1)'ox(x1 — X2)
i—3

= (=D o (x1k — x2k) + (=)o (xu — x21)
= (=D o + (=D "xu) — (=1 For(xar + (=1)*'xa) = 0.

Logo, ps € (1 2)-perfeita.

Suponha agora a1p; + asps+ aups+asps = 0. Igualando a zero os coeficientes dos
mondmios T1X2X3L4... X2p11, L1X3L2L4...-L2nt1 € L1X3L4L2T5...Lon 11, obtemos as respecti—
vas equagoes a1 +ag = 0, —a;+ay = 0 e a;+ay = 0, resultando que a; = a3 = ay = 0.
Donde segue que asps = 0. Logo, as = 0. Portanto, p1, p3, ps € ps sao linearmente

independentes. ¢

Vamos agora construir uma base para o espago vetorial das identidades V5,1 1.

Lema 3.31 Os polinémios ¢; parai =1,...,2n+1, e x;; parai,j =1,....2n+1,1 # j,
(1 j) # (1 2), geram o espago vetorial Vo, 1.

Demonstragao. No Teorema 3.11, mostramos que o polinémio standard Sts,, 1, todas
as identidades 1-perfeitas e todas as identidades 2-simétricas geram o espaco vetorial
Vane1. Com isso, a demonstracao desse teorema, consiste em apresentar esses geradores
do espago vetorial V5,,; como combinagao linear dos polindomios ¢; e x;;. Primeira-
mente, observe que o polindmio standard Sts, 1 é gerado pelos ¢;, pois

2n+1

Stani1 = »_(—1)"'¢s.

=1
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Também temos que as identidades 2-simétricas estao em B e assim sao geradas pelos
Xi;j- Portanto é suficiente tratarmos o caso das identidades 1-perfeitas, digamos (1 2)-
perfeitas. Nesse sentido, relembremos que na Se¢ao 3.2 verificamos que os polindmios
P1, D2, P3 € p4, formam uma base para o espago vetorial das identidades (1 2)-perfeitas.
Por outro lado, no Corolario 3.30, vimos que as identidades pi, ps3, ps e ps sao (1 2)-
perfeitas e linearmente independentes, ou seja, elas formam outra base para o espaco
das identidades (1 2)-perfeitas. Mas, estas quatro identidades py, ps, ps € ps, s@o
geradas por ¢; e X;j-

Para concluir a demonstracao do Teorema, precisamos mostrar que Y12 ¢ combi-

nacao linear do restante dos Yx;;. Nesse sentido, considere o polinémio

2n+1 2n+1 2n+1
h=2 07D =) (=D
7j=1 Z:tl] 17521;

Para um j fixo, considere o termo

2n+1
D X
1=1;
i
em h. Aplicando o operador oy neste termo, com k,l # j, e utilizando as relagoes do

Corolério 3.13, obtemos que

2n+1
Okl (Z Xij)z TriXkj + TrXty = or(Xkj + Xi5)-
1=1;

i#]

Também pelo Corolario 3.13, temos que xx; + Xi; € (k [)-anti-simétrico, implicando que

Xkj + X1 € Ker oy. Logo,

2n+1
Ok (Z Xz‘j)z oki(Xki + X15) = 0.
1=1;

i#]

Agora, aplicando o operador oy; sobre o polinomio h e novamente usando as relagoes

da Corolario 3.13, obtemos que oy; anula os termos do somatorio sobre j, exceto aqueles
em que j =k ou j =1[. Assim,

2n+1 2n+1
oph = ox (Z (—1) Z Xij)

=1 i=1;
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2n+1 2n+1
= Ukl( Z Xik + ( Z Xil)

1=1;

z;ék i£l
2n+1 241
( Z orxik + (=17 Ulezl>
z;ﬁk z;él
241 n+1
= (_1>k(0'lelk + Z orXik + (= 1) owxu + (=1)'7F Z Ulezl)
ii:kl,;l 'L;él k

— (~1) <akl<xlk D)+ S o+ <—1>l—’fxil>).

1=1;
i#k,l

Pelo Corolario 3.13, temos que i + (=1)"*xm e xix + (=1)""*xy sao (k [)-anti-

simétricos, significando que

e + (=1 xu, xie + (=1)"xa € Ker oy

Disto segue que oy h = 0, significando que h é anti-simétrico em todos os pares. Com
isso, podemos dizer que h é multiplo escalar do polindémio standard Sty,.1, ou seja,
h = aSts,,1 para algum a € K. Considere agora o mondmio x1253...22,11, 0 qual esté
em h e em Sty, 1. Observe que este mondmio sendo visto em h, faz parte exatamente

dos termos

X125 X235 X345 -5 X2n,2n+1-

Note também que o coeficiente do monémio x;22x3...T2,41 €m X;;+1 ¢ 1, para i =
. L 2 .

1,2, ...,2n. Logo, o coeficiente de z122x3...09,41 em h é Y ;" (—1)" = 0, donde a = 0,

uma vez que a é o coeficiente de z12x573...29,11 em aSts, 1. Disto concluimos que

2n+1

h=> (=1)x; =0. (3.1)

4,j=1;
i#]

Como todos os Y;j;, inclusive xi2, estao em h, isolamos xi2 de um lado da igualdade
3.1 e concluimos que x;2 € combinagao linear do restante dos x;;. Isto conclui a

demonstracao do Lema. ¢

Teorema 3.32 Os polinomios ¢; para i =1,....2n+1, e x;j parai,j = 1,...,2n + 1,

i# 7, (1 g)#(12), formam uma base para o espago vetorial V1.
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Demonstracao. Pelo Lema 3.31, para que os polindmios ¢; e x;; formem uma base
para V5,11, precisamos somente mostrar que eles sao linearmente independentes. Para

isso, suponha
2n+1 2n+1

f= Z ;i + Z AijXij = 0,
i=1

=13
i#]

com A3 = 0. Pelo que fizemos no Lema 3.29, podemos escrever
204 g1 f = (o + 1) (Ok + Prt1)+

(Akkr1 + Arr k) (Xekr1 + Xornp)+

2n+1
Z (Mg — A1) (Xkj — Xes1,5)+
sk
n+1
Z (Aik + it 1) Xk + Xigr1) = 0.
iy
Ainda pelo mesmo Lema 3.29 segue que \ip + Aig+1 = Agj — Ait1; = 0, ou seja,
Ait = —Aikt1 € Agj = Agq1,5. Destas igualdades e do fato que xi2 é combinacao linear

do restante dos ;;, segue que \,; = £A;2 = 0 para todo 7, s. Agora, a igualdade f = 0,

se reduz a
2n+1
> g =0,
i=1
implicando que a; = 0 para ¢« = 1,2,...,2n + 1. Portanto os polindmios ¢; para

i=1,..2n+1e x;; parai,j =1,...,2n+ 1,0 # j, (i j) # (1 2) sao linearmente
independentes. 4

Corolario 3.33 dim Vo, i = (2n+1)2—1=4n(n+1). ¢



Capitulo 4

Algumas consequéncias do polinémio

standard

A identidade standard St, e a identidade de Capelli d,, sdo duas das mais im-
portantes identidades polinomiais das &algebras com dimensao finita, & medida que
importantes resultados nascem a partir destas identidades. Como é o caso do Teo-
rema de Amitsur-Levitzki, o qual assegura que St,, é uma identidade polinomial para
a algebra M,,(K). Todavia Sta,—; nao ¢ identidade para M, (K) (veja [10], Teorema
1.72, paginas 16-17). Com rela¢do ao polinémio de Cappeli d,,, Razmyslov mostrou
que d,24; ¢ uma identidade polinomial para M, (K), mas d,2 ndo é identidade para
M, (K) (veja [12], paginas 16-17).

Estes resultados motivaram Formanek a elaborar o seguinte problema: seréa
m = 2n o menor inteiro positivo tal que a algebra M, (K) (charK = 0) satisfaz o
polindémio duplo de Cappeli D,,? Esta questao foi respondida de maneira indepen-
dente por Giambruno e Sehgal [8] e Chang [2]. E ¢ justamente a resposta elaborada

por Chang que seré abordada neste capitulo.

Seja f(x1, T2, ooy Tony Y15, Y2y ooy Yp | W1, Wa, ..y wy,) em K(X), onde wy, we, ..., w, sdo
mondmios nas variaveis yi, yo, ..., 4 tais que wiws...w, € uma reordenacao de yyys... v,

o polindmio definido por
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f(flfl,l'g, s Tms Y1, Y2y -5 Yt | w1, W2, 7wu) = Z(_l)uxp(l) Tp(n))Wo (1)L p(ng41) -

-+ Lp(ng4n2)Wo(2)Lp(n1+na+1)-+- Lp(ni+...4ny) Wo(uw)Lp(ng+...4ny+1) - Lp(ng+...4+nu41)

onde o somatorio é sobre todos os p € S,,, 0 € 5, e todas as escolhas dos inteiros
N1y .oy Ny > 1,my01 > 0 tais que ny + ng + ... + 1y 1 = m e o sinal para cada mondémio

¢é o sinal da permutacao u sobre as variaveis x1, To, ..., Ty, Y1, Y2, -+, Yi-

Exemplo 4.1 Considere f(x1,To, ...y Tm, Y1, Y2, -y Yp | W1, Wa, ooy wy) comm = 2, t =3

eu =2, sendo w; = y1ys e wy = yo. Temos que
F(@1, 22,01, Y2, y3 | w1 = y1ys, wo = Ya) = Z(_1)“%(1)71)0(1)%(2)“)0(2)7
onde o somatorio € sobre todas as p,o € Sy, eny =ngs =1 eng =0. Assim,
J(21, 22,91, Y2, y3 | W1 = Y1y, W2 = Y2) = —T1W1T9Wa + T1WaTawi +
ToW1T W2 — ToWol1W1 = —T1Y1Y3T2Y2 + T1Y2T2Y1Y3 + T2y1Y3T1Y2 — T2Y2T1Y1Y3.

Exemplo 4.2 Considere f(x1, 22, ..., Tm, Y1, Y2, -, Yp | W1, Wa, ..., w,) comt =1 eu =

1, sendo wy = y;. Temos que

f(xb e Iy Y1 | w = yl) - Z(_l)u‘rp(l)'-‘xp(n1)ylxp(n1+1)H-xp(m—l)xp(m)7 (41>

comp € Sy, eny €{1,...,m}. Assim,

o= I i) T, Tni+1 Tpi+2 Tm Y1
Lp(1) Tp2) -+ Tpm) Y1 Tpni41) - Lim-1) Lp(m)

sendo p = 601 06y, onde

91 _ < 1 T T, Tpi+1 Tnqi+2 Tm U1 )
Tp(1) Tp2) -+ Tp(ni) Lptma+1) Lp(ni+2) -+ Tp(m) Y1
e
92 _ < 1 . Tpy Tny+1 Tpg+2 oo Tm—1 Tm U1 ) .
Ty ... Tpy (75 Tpi+1 o+ Tmm—2 Typ—1 Ty

Observe que 01 e p tém o mesmo sinal e que 0y = (Y1 Ty Typ—1 - Tpyr2 Tpyy1). Logo,
(1) = (1) e dat (—1) = (~1)" ™ (-1).

Por outro lado, considere o polindmio standard

Stm+1($1, ceey Ty Iljm_H) = Z (—1)J$U(1)...$U(m){ljg(m+1)

oESm+1
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— (—l)m Z (—1)”$m+1Iﬂ(1)...xﬂ(m)+

WESm

m—n T
E (—1) 1(—1) Z‘T(l)...I‘T(nl)$m+1$7(n1+1)...Z‘T(m).
TESM
n1€e{l,..., m}
No dltimo membro desta igualdade, observe que os termos do primeiro somatorio
correspondem as permutagoes o € Spyq tais que o(x1) = Xy, € que 0s termos do
sequndo somatorio correspondem as demais permutagoes de Sy,i1.

Temos que

I i) T LTm+1
g =
ITm+1 Lr(1) -+ Ta(m—-1) Lx(m)
Mas, 0 = 1 0 19, onde
I T2 Tm—1 Tm Tm+1
T =
Tr1) Tx2) - Taim—-1) Ta@m) Tm4l
€
T Ty ... Tm Tm+1
To =
Tm+1 L1 - Tmpm—1 Tm
Além disso, 79 = (Tme1 Ty Tm—1 ... T3 To x1). Logo, (—1)™? = (=1)™ e dai

(—1)7 = (=1 (=1)m.

Agora, identificando a wvaridvel w,,.1 com a wvaridvel 1y, temos que
nesse primeiro somatorio estao todos os mondmios em St 1, nos quais a varidvel
y1 precede todos os xj, ou seja, exatamente os mondmios que nao caem na defini¢ao
de f(x1,...;Tm, 1 | w1 = y1). Ademais, considerando novamente a identificagao 11
com Yy, temos que o sequndo somatorio da iqualdade acima coincide exatamente com
o sequndo membro da igualdade 4.1. Nestas condigoes, podemos escrever

Stm-‘rl(xlv "'7xm’y1) = (_1)771 Z (_1)7ry11"7"(1)"'x7"(m) +

TESM

D (1 Ep1) - Lo Y1 1 1)+ pm—1) ()

ou seja,

Stins1 (1, ey Ty 1) = (=) 1 St (21, ootm) + f(@1, ooy Ty 11 | w1 = 11).

A seguir vamos apresentar um caso particular do exemplo acima.
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Exemplo 4.3 Considere f(x1,To, ..oy Tmy Y1, Y25 ooy Yt | W1, Way .oy wy) comm =3, t =1

eu=1, sendo wy = y;. Temos que

f(551,$2,37373/1 | wy = 1/1) = Z(_1)“%(1)---13p(n1)w15€p(n1+1)---ﬂfp(n1+n2)

onde o somatorio € sobre todos os termos p € Ss e o sinal de cada mondémio € o sinal

da permutac¢do | sobre as varidveis x1,To, x3,y1. Assim,
J(w1, 20, 23,91 | w1 = Y1) = T12223Y1 — T1TaY1T3 — T1T3ToY1+

T1X3Y1T2 + T1Y1T2L3 — T1Y1T3T2 — T2T1L3Y1 + T2T1Y123 + T1T3L2Y1—
ToT3Y1X1 — T2Y1X12X3 + T2Y1X3%1 + T3T1Tl1 — T3T1Y1T2—
T3ToX1Y1 + T3T2Y1X1 + T3Y1T1X2 — T3Y1L2Lq.

Observe  que  f(x1,x9, 23,91 | w1 = y1) € uwm  somatorio de  mondmios
em Stsyq(x1, 29, 23,41), excluindo os mondmios —y,x1x9x3 + Y1 1T3%2 + Y1T9T1 T3 —
Y1L2X3T1 — Y1X3L1To + Y1X3T2T1, 0U Seja, aqueles em que vy, antecede todos os x;. Ob-
serve ainda que —Y1T1X2x3 + Y1X103T9 + Y1 LoT1L3 — Y1ToT3T1 — Y1T3L1 Lo + Y1 L30T =

(—1)3y1St3(wy, w2, x3). Assim, podemos escrever

flar, o, x5,91 | wi = 1) = Sta(wy, 22,23, 51) — (=1)°y1Sts(w1, 22, 23).
De outra maneira,

Sta(x1, 22, 23,51) = (=1)°y15ts(w1, 22, 23) + f(21, 22, 73,41 | w1 = 11).

Observagao 4.4 1) O polinémio f(x1, o, ..., Ty Y1, Y2,y s Yp | W1, Wa, ..oy wy) € multi-
linear nas varidveis  Ti,To, ..., Tm,Y1,Y2, .., Y € pode ser escrito  como
fa(T1, Ty ooy Ty Y1, Y2,y ooy Yt), Onde ™ = (W1, Wa, ..., w,) € uma parti¢io de wma reorde-
nac¢ao do produto y1Ys...Yy.

2) Temos — f(T1,T9, s Tiny Y1, Y2, -y Yp | W1, Wa, ..oy y) = ZpGQ(_]')pZP(l)"‘Zp(m+t)7
onde  {T1,%o, .., T, Y1, Y2, s Yt} = {21,209,y Zmet} € Q@ C Spi, ou seja,
f(x1, Ty oy Ty Y1, Yoo ooy Yo | W1, Wa, ..y wy) € 0 Somatdrio de alguns dos mondémios do
polinomio standard St 11(T1, ..., Tm, Y1, -, Yp). A condicao sobre ny,...,ny41, Significa

que em todos os monomios de f, cada w; é imediatamente precedido por algum x;.

Teorema 4.5 f(x1,Ta, ..., Tm, Y1, Y2y s Yt | W1, Wa,...,w,) € uma consequéncia do

polinémio standard St,,.

Demonstragao. A prova é por indugdo sobre o par (¢,u) associado a f, onde

(t1,u1) < (t,u) set; <touty =teu <u (ordem lexicografica).
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Seja o par (1,1) o passo inicial da indu¢ao. Temos w; =y, poist =1leu=1,¢

assim pelo Exemplo 4.2,

St (X1, oy Ty y1) = (= 1)1 St (1, ooy @) + f(T1, oy Ty Y1 | w1 = 11).

Desde que o polinémio standard St,,1 é consequéncia de St,, (veja o Exemplo 1.47),
temos que f(x1,...,Tm, 1 | wy1) é também consequéncia do polindémio standard St,,
para o par (1,1).

Fixado (t,u) > (1,1), suponha que f(z1,...,Tm, Y1, -, Yt; | W1, ..., Wy, ) € conse-
quéncia do polinémio standard St,, para todo par (t1,u;) < (¢,u). Para prosseguir a
demonstracao, vamos considerar trés casos, onde qualquer um exclui os outros.

Caso 1. Algum mondémio w; nas varidveis yi, ya, ..., Yy tem comprimento > 3. Para
simplificar a notagao, vamos supor neste caso que o monémio de comprimento > 3 é

/
Wy = W' Ys_2ys—1y;. Temos que

f(xla oy Ty Yby oo Yt—3, Yt—2, Yt—1, Yt | Wi, 7wu)

- f(‘rlv s Ty Y1y -5 Yt—3, (yt—Zyt—lyt) | Wy, "'7wu)7 (42)

pois ambos os lados sdo somas dos mesmos monémios e com os mesmos sinais (usando
procedimento analogo ao Exemplo 4.2, constataremos que os mondémios que compoem
estes polinémios tém os mesmos sinais). Além disso, o polinémio do lado esquerdo
dessa igualdade estd associado ao par (t,u) e o polindbmio do lado
direito da mesma igualdade estda associado ao par (t—2,u). Como
t —2 < t, segue que (t — 2,u) < (t,u) e, por hipdtese de inducao temos que o
polinéomio do lado esquerdo da igualdade 4.2 é consequéncia do polindbmio standard
St,,. Logo, o polindbmio do lado direito é também consequéncia de St,,, ou seja,
f(x1, oo Ty Y1y ooy Ye—3y Ye—o, Y1, Yt | W1, ..., Wy,) € consequéncia de St,,, quando algum
mondmio w; tem comprimento > 3.

Caso 2. Algum mondémio w;, nas varidveis yi,Ys, -.., Ys, tem comprimento exatamente
wgual a 2, e nenhum tem comprimento maior que 2. Para simplificar a notagao, vamos

supor neste caso que o mondémio de comprimento 2 é w, = y;_1y;. Observe que

F(Z1y oy Ty Yty oy Yp | W1, ey W) =
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= f(T1Wy, T2y ooy Ty Y1y ooy Yp—a | W1y ooy Wym1 )+
F(21, oWy, T3, ooy Ty Y1y ooy Y2 | W1y oy Woy1)+
A f( 1y e T 1, T W, Y1y ooy Yp2 | W ey Wy ) —
F(x1, oo Ty Y1y ooy Yg | W1, Woeey Wy 1) —
F(@1y ooy Ty Y1y oy Y | W1, WyWa,y Wy Woy 1) —
= f (@ ey Ty Y1y ey Yp | W ey Wy Wy 1)

= E F(@1y ey Bty Wy Tig 1y ooy Ty Y1y ooy Yoo | W1 oy W)
1<i<m

— E FT1, ooy Ty Y1y oy Ut | W ooy W1, Wy Wiy Wiy ey Way—1)-
1<j<u

Essa igualdade ¢é realmente véalida. Para ver isso, observe que o polindmio
f(x1, ey Ty Y1y ooy Yg | W1, ..oy wy,) € escrita como uma soma alternada de mondmios, onde
w, ¢ imediatamente precedido em cada monoémio por alguma x; e essa soma ocorre,
exatamente, com o mesmo sinal (usando procedimento analogo ao usado no Exemplo
4.2, chegaremos a essa constatagao) no primeiro somatorio do lado direito da equagao.
Com isso, todo mondémio neste primeiro somatorio ocorre com o mesmo sinal com o
qual ocorre no polinémio f, exceto os mondémios em que x;w, precede imediatamente
algum wj, e estes monoémios sao eliminados no somatoério final, verificando entao a
igualdade acima.

Temos que os f’s no primeiro somatorio sao associados ao par (t—2,u—1). Como
t—2 < t, segue que (t—2,u—1) < (t,u) e, por hipotese de indugao, os f’s no primeiro so-
matorio sao consequéncias do polinomio standard St,,. Ja os f’s no segundo somatorio
sao associados ao par (t,u —1). Como t =t e u—1 < u, segue que (t,u — 1) < (t,u)
e, novamente por hipotese de inducao, os f’s no segundo somatorio sdo consequén-
cias do polindémio standard St,,. Disto segue que f(x1,...,Tm, Y1, -0y Y | Wi, ooy wy) €
consequéncia do polinémio standard St,,, quando algum monémio w; em f tem com-
primento exatamente igual a 2.
Caso 3. Todos os mondémios w; nas varidveis yi, ...,y tém comprimento igual a 1.

Neste caso temos v = t. Suponha que w; = yi,...,w; = y; e considere o polindémio
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standard St (21, ..., T, Y1, ..., y¢). Expandindo St,,¢, obtemos que todo monoémio

dessa expansao é da forma

po(y) 1 (@) pa (Y)m2 (@) 3 (y) -0 (2) g (Y) 711 (),

onde 7 > 0, 1o(y), ..., 4r(y) sd0 mondémios em yi, ..., y;, Nao triviais, exceto possivel-
mente fo(y), € m(z), ..., nr41(x) sdo mondémios em xy, ..., T,,, nao triviais, exceto pos-
sivelmente 7,,1(x). Considere na expansao de St,,;+ todos os monoémios que comegam
com 0 mesmo fi(y) e onde aparecem i1 (y), ..., i, (y) (ndo necessariamente nesta ordem )

alternados com monomios 7;(z). Entéo, a soma destes mondmios resulta em

:tﬂO(y)f(mla vy Ty Yig s ooy Yig | /ul(y)a nu’l‘(y))

que é consequéncia de St,, por hipotese de indugao, pois (s,7) < (t,t) uma vez que
s <ter <t Ostermos da expansao nos quais r = t, e consequentemente po(y) = 1,

constituem o polindémio

F(Z1y s Ty Y1y ooy Yp | W1 = Y1, e, W = ).

Assim, St,,.1 ¢ uma soma deste tltimo com consequéncias de St,,. Como St,,; ¢

também consequéncia de St,,, completamos a indugao. ¢

Exemplo 4.6 Sejam D, (1, ..., Tm; Y1y ooy Ym) = Zpﬂesm(—1)”"1’,)(1)%(1)... T p(m) Yo (m)
o polinémio duplo de Capelli e f(x1,...;Tm; Y1, Ye | W1, ...y wy) 0 polindmio definido

acima. Entao

DQn(ZEL vy Lons Y1, "'aan) = if@l, s Lon, Y1y -4 Yon | w1 = Y1, ..., Wan = yzn)-

Para ver isso, observe que da definicao de f, com m =t = u = 2n, devemos ter
necessariamente 0S inteiwros ni,Na, ...,Na, todos iguais a 1 e noyy1 = 0 para que

ni 4+ ng + ... + nop, = 2n. Nestas condicao, temos que
f(xl, ey Lon, Y1y -5 Yon | w1 = Y1, -y Won = yzn) = Z(—1)“%(1)%(1)---l‘p(Qn)ya(zn),
onde p,o € Sy,. Assim,

,U:< T T2 ... Toap—1 T2n n Y2 co Yop—a Yon >

Tpt) Yo1) = Tpm) Yoln) Tpntl) Yom+1) - Tp@n) Yo(2n)
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sendo = 601 0 0y, onde

0 _( 1 T2 .- T2p-1 Lan Y1 Y2 - Yon—1 Yon )
1=
Loy Tp2) -+ Tp2n-1) Tp@2n) Yo) Yo2) -+ Yo@2@n-1) Yo(2n)
€
0, — Ty T ... Top—-1 Ton Y1 Y2 - Y2n—1 Y2n
2 — .
T Yoo Ip Yn  Tptl Ynt1 - Ton Yon

Observe que o sinal de 0y so depende de n. Como n € fixado, seque
que (—1)* = £(=1)%. Ademais, como 0, e po o tém o mesmo sinal, seque que
(—1)* = £(—1)P?. Portanto,

Dgn(l’l, cey Loy Y1, ...,ygn) = :l:f([El, vy Loy Y1y ooy Yon | w1 = Y1, ..., Wop = y2n>

Teorema 4.7 Seja D, (21, ..o, T Y1y ooy Ym) = vaaesm(—1)””%(1)%(1)... T p(m) Yo (m) O
polinémio duplo de Capelli. Entao Doy (x1, ..., Top; Y1, .., Yon) € uma identidade polino-
mial para a dlgebra M, (K). Entretanto, Day_1(x1, ..., Zopn—1; Y1, -y Yon—1) Nao € identi-

dade polinomial para a dlgebra M, (K).

Demonstracao. Pelo Exemplo 4.6, temos que Doy (X1, ..., Ton; Y1, vy Yor) =
(@1, oy Ton, Y1y ooy Yo | Y1, -, Yo ). Do Teorema 4.5, temos que f é consequéncia do
polinémio standard Sts, e Sts, ¢ uma identidade polinomial para a algebra M, (K)
(pelo Teorema de Amitsur-Levitzki). Disto concluimos que Da, (21, ..., Tan, Y1, -, Yor)
¢ uma identidade polinomial para a algebra M, (K).

Mostremos agora que Day,, 1(Z1, ..., T2y—1; Y1, ---, Yon—1) Na0 é identidade polinomial

para a algebra M, (K). Para isso, considere o argumento escada duplo :

Uy = €11, U2 = €22, ..., Up, = €nn, ..oy Unt1 = Epn—1, .-, U2p—1 = €21

V1 = €12,V2 = €23, ..., Up = €pn,y -+, Unp1l = Ep—1n—15 -+ U2n—1 = €11,

onde e;; sdo matrizes unitarias. Fazendo Da,,—1(ug, ug, ..., Ugp—1; V1, Va, ..., Vay—1), temos
que sao nao nulos os monoémios correspondentes a permutacao identidade e aos ciclos

de tamanho 2n — 1, os quais tém sinal +1. Logo,

. — o —
D2n—1(u17 vy U2n—15 V15 -0 ey U?n—l) - E (_1)p Up(1)Vs(1)-+» Up(2n—1)Vo(2n—1) =
P,0ES2m 1
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= UIV1ULV2... U2y —1V2p—1 T+ U2V2...U2p—1V2p—1UIV1 F
U3V3U4VY. .. U2p—1 V2 —1 ULV ULV ..o+ U2p—1V2,—1 U V1 URV2.. U2y —2V2p—2 =
€11+ e+ ... +€nn+enn+ veo €99 = (—611 +€11) +e11+egp+... +enn+67m+ .99 =
2611 + 2622 —+ ...+ 2€nn — €11 = 2(611 + €99 + ... + e,m) — €11 = 2In><n — €11 7é 0.

Portanto, Do, _1(Z1, ..., T2n—1;Y1, ---, Y2n—1) N80 é identidade polinomial para a algebra

M,(K). ¢
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